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Введение 
Если не оговорено иное, все рассматривае-

мые группы конечны. Понятие группы является 
центральным инструментом современной науки, 
используемым для изучения симметрии. Класси-
ческие приложения теории групп изложены, на-
пример, в [1], [2]. В настоящее время список 
приложений теории группы включает современ-
ную кристаллографию [3], квантовую физику [4], 
спектроскопию [5], вирусологию [6], генетику 
[7], криптографию [8] и машинное обучение [9], 
но не исчерпывается указанными областями.  

Одним из значимых методов изучения групп, 
который восходит к истокам теории групп – рабо-
там Э. Галуа и возникшем в них понятию разре-
шимой группы, является метод классов групп. 
Напомним, что классом групп называется множе-
ство групп, содержащее вместе со всякой своей 
группой и все ей изоморфные группы. Классы 
групп, в частности, являются важным объектом 
в теориях радикала в группах, многообразий, 
формаций, классов Фиттинга и подгрупповых 

функторов. Одним из активно развивающихся 
направлений теории классов групп является тео-
рия формаций, возникшая благодаря работе  
В. Гашюца 1963 года. Результаты данной теории 
можно найти в монографиях Б. Хупперта [10], 
Л. А. Шеметкова [11], Л. А. Шеметкова и А. Н. Ски-
бы [12], К. Дёрка и Т. Хоукса [13], А. Н. Скибы 
[14], С. Ф. Каморникова и М. В. Селькина [15], 
А. Баллестера-Болинше и Л. М. Эсквейро [16],  
В. Го [17], А. А. Трофимука [18]. 

Данная работа начинает цикл статей о при-
ложениях теории конечных групп и их классов. 
Целью данной части является рассмотрение че-
тырёх областей – групповых кодов, гурвицевых 
групп, теории формальных языков, теоретико-
множественных решений уравнения Янга – Бак-
стера – в которых стоят открытые проблемы, 
сформулированные в рамках теории классов 
групп. Данные области могут служить дальней-
шими точками роста современной теории клас-
сов групп, в том числе и формаций. 

ОБЗОРЫ
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1 Некоторые достижения современной 
теории классов групп 

В настоящее время теория классов групп 
(формаций, классов Фиттинга и Шунка) активно 
развивается в рамках Гомельской алгебраиче-
ской школы, с достижениями и направлениями 
работы которой можно ознакомиться, например, 
в [19].  

Одним из основных методов изучения 
строения группы является изучение её действия 
на факторах главного ряда. Напомним  
[12, c. 127–128], что главный фактор H / K груп-
пы G называется F-центральным, если 

( / ) ( / ( / ))GH K G C H K  F.  Л. А. Шеметков 

[20, вопрос 4.1] поставил следующую проблему в 
1997 году: «Описать множество формаций F со 

следующим свойством (GF ∣ всякий главный 

фактор G является F-центральным)». Такие 

формации были названы Z-насыщенными [21]. 
Как было отмечено Л.А. Шеметковым, множест-
во Z-насыщенных формаций содержит все ком-
позиционные (в частности, локальные) форма-
ции, играющие центральную роль в современной 
теории классов групп, но не исчерпывается ими. 
Решению указанной проблемы Л. А. Шеметкова 
посвящены работы А. Баллестера-Болинше и 
М. Д. Перец-Рамос [22] в разрешимом случае и 
В. И. Мурашко [21] – в произвольном. В настоя-
щее время данный тип формаций активно при-
меняется для решения задач теории формаций 
(см., например, [23]–[25]). 
 В теории групп важное место занимают 
различные длины групп. В рамках теории клас-
сов групп различные длины рассматривались в 
работах Л. А. Шеметкова, А. К. Макана, А. Бал-
лестера-Болинше, М. Д. Перец-Рамос, А. Хели-
эль, М. Аль-Шомрани, В. С. Монахова и 
А. А. Трофимука. Ярким примером таких длин 
является нильпотентная длина разрешимой 
группы. Аналоги данной длины в классе всех 
групп были введены Е. И. Хухро и П. Шумяцким 
[26], [27]. Через *F ( )G  обозначается обобщённая 

подгруппа Фиттинга группы G, т. е. наибольшая 
нормальная квазинильпотентная подгруппа G. 
Напомним [26], [27], что обобщённая высота 
Фиттинга * ( )h G  группы G – наименьшее число 

h такое, что *
( )F ( ) ,h G G  где *

(0)F ( ) 1,G   а 
*
( 1)F ( )i G  – прообраз  * *

( )F ( / F ( ));iG G  пусть p – 

простое число, 0 1 2 11 hG G G G     –  

кратчайший нормальный ряд, в котором для не-
чётных i фактор 1 /i iG G  является p-разрешимым 

(возможно, тривиальным), а для чётных i фактор 

1 /i iG G  является непустым прямым произведе-

нием неабелевых простых групп, тогда 
( )ph G   называется не p-разрешимой длиной 

группы G; 2 ( ) ( )G G    – неразрешимая длина 

группы G. Изучению данных длин посвящены, в 
частности, работы Ф. Фумагалли, Ф. Лайнена и 
О. Пульизи [28], Р. Гуральника и Г. Трейси [29], 
В.И. Мурашко и А.Ф. Васильева [30]. Отметим, 
что для разрешимой группы обобщённая высота 
Фиттинга совпадает с нильпотентной длинной. 

Хорошо известно, что группа нильпотентна 
тогда и только тогда, когда все её силовские (или 
циклические примарные, или максимальные) 
подгруппы субнормальны. А. Ф. Васильев, 
Т. И. Васильева и В. Н. Тютянов предложили 
следующее обобщение субнормальности [31, 
определение 1]: подгруппа H группы G называ-
ется  -субнормальной, если H = G или найдется 
цепь подгрупп 0 1 nH H H H G     такая, 

что 1| : |i iH H   – простое число для любого 

1 .i n   Известную теорему Б. Хупперта можно 
переформулировать следующим образом: группа 
сверхразрешима тогда и только тогда, когда все 
её максимальные подгруппы  -субнормальны. 
Однако,  -субнормальность всех силовских [31] 
или циклических примарных [32] подгрупп не 
приводит к сверхразрешимости группы. Тем не 
менее оба этих случая приводят к классам групп 
wU  и ,vU  близким по свойствам к сверхразре-
шимым, в частности, являющимися наследствен-
ными насыщенным формациями [31], [32]. Ука-
занные работы легли в основу направления изу-
чения групп с арифметическим вложением сис-
тем подгрупп (силовских, циклических, примар-
ных) и нашли применение в работах А. Ф. Ва-
сильева, Т. И. Васильевой, В. Н. Тютянова,  
В. С. Монахова, И. Л. Сохор, В. Н. Княгиной, 
А. А. Трофимука, В. И. Мурашко, А. Баллестера-
Болиньше, С. Маданха, М. Педраза-Агулера, 
С. Ву, В. М. Факьех, А. Луккини, Б. Немми. От-
метим, что в указанных исследованиях важную 
роль играют классы NA  и N  групп с нильпо-
тентными коммутантом и обобщённым комму-
тантом соответственно. Известно, что нильпо-
тентная длина сверхразрешимой группы ограни-
чена 2, но нильпотентная длина групп из классов 
wU  и vU  не ограничена.  

В настоящее время активно развивается 
теория -свойств А. Н. Скибы [33], т. е. изучение 
свойств групп и их классов, определяемых дан-
ным разбиением  множества простых чисел. 
Классические результаты теории групп получа-
ются в этой теории, когда  – или разбиение 
множества всех простых чисел на одноэлемент-
ные подмножества, или состоит из одного эле-
мента. Важными примерами таких свойств яв-
ляются -нильпотентность, -разрешимость,  
-субнормальность и -перестановочность.  
В настоящее время эта теория развивается широ-
ким кругом математиков из более чем 12 стран. 
Отметим, что А. Н. Скибой, В. Г. Сафоновым, 
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И. Н. Сафоновой и их соавторами (см., напри-
мер, [34]–[36]) активно развиваются -аналоги 
локальных и композиционных (Бэра-локальных) 
формаций.  
 

2 Линейные коды и классы групп 
Пусть   – конечное поле. Напомним, что 

линейным кодом над   длины n и размерности k 
называется линейное подпространство C размер-
ности k линейного пространства .n  Векторы из 
C называются кодовыми словами. Расстояние 
кода – это минимальное расстояние между раз-
личными кодовыми словами, то есть количество 
позиций, в которых они различаются. Известно, 
что код с минимальным расстояние d может об-
наруживать d – 1 ошибку и исправлять 1

2
d     

ошибок. Линейный код длины n, размерности k и 
минимального расстояния d называется [n, k, d]-
кодом. Изучение групповых кодов началось ещё 
в середине прошлого века (см., например, [37]). 
Следуя [38], напомним: 
 Определение 2.1. Пусть G – группа порядка 
n, E – базис n  и nC    – линейный код. Тогда 
C называется левым G-кодом (соответственно, 
правым G-кодом; G-кодом), если существует 
биекция : E G   такая, что линейное про-

должение   до изоморфизма : n G    ото-

бражает C в левый идеал (соответственно, 
правый идеал; двусторонний идеал) кольца .G  

Если X  – класс групп, то линейный код C 
называется (левым) X -групповым кодом тогда 
и только тогда, когда C является (левым)  
G-кодом для некоторой .GX  

Левый групповой код (соответственно, 
групповой код) – линейный код, являющийся  
левым G-кодом (соответственно, G-кодом) для 
некоторой группы G. 

Коды Рида – Маллера связаны с классом 
элементарных абелевых 2-групп [37], [39]. Оче-
видно, что циклические линейные коды, т. е. 
линейные коды, содержащие вместе со всяким 
кодовым словом и все его циклические сдвиги, 
являются X -групповыми кодами, где X  – класс 
всех циклических групп. В [38] приведен пример 
нециклического кода {( , , , ) , },a a b b a b∣  яв-

ляющегося 4Z -кодом, где 4Z  – циклическая 

группа порядка 4.  
Пусть 1{ , , }nE e e   – базис .n  Естест-

венным образом определяется действие симмет-
рической группы nS  степени n линейными пре-

образованиями на :n  ( )( ) ,i ie e   где ,nS  

{1, , }.i n   Важной особенностью данного дей-

ствия является то, что оно переводит [n, k, d]-код 
в [n, k, d]-код. Напомним, что линейные коды С, 
C  называются перестановочно эквивалентными, 

если ( )C C   для некоторого .nS  Приве-

дённый выше 4Z -код перестановочно эквива-

лентен циклическому коду (в обычном смысле). 
Следуя [40], группа перестановочных автомор-
физмов линейного кода C длины n обозначается: 

PAut( ) { ( ) }.nC S C C   ∣  

Теорема 2.2 [38]. Пусть C – линейный код 
длины n над полем ,  а G – группа порядка n. 

1. C является левым G-кодом тогда и толь-
ко тогда, когда G изоморфна транзитивной 
подгруппе группы ,nS  содержащейся в PAut( ).C  

2. C является G-кодом тогда и только то-
гда, когда G изоморфна такой транзитивной 
подгруппе H группы ,nS  что  

( ) PAut( ).
nSH C H C   

Следствие 2.3 [38]. Пусть C – линейный 
код длины n над полем   и X  – класс групп. 

1. C является левым X -групповым кодом 
тогда и только тогда, когда PAut( )C  содер-

жит регулярную X -подгруппу группы .nS  

2. C является X -групповым кодом тогда и 
только тогда, когда PAut( )C  содержит регу-

лярную X -подгруппу H группы nS  такую, что 

( ) PAut( ).
nSC H C  

В работе [41] было установлено, что для 
класса групп X, представленных в произведение 

циклических групп нечётного порядка, над по-
лем характеристики 2 всякий X-код комбинатор-

но эквивалентен абелевому. В этой же работе 
показано, что аналог данного утверждения  для 
левых кодов неверен. Левые неабелевы коды 
изучались также, например, в [42]. Примеры 
групповых кодов, не задающихся абелевыми 
группами, были приведены, например, в [43]–
[45]. В работе [45] показано, что существует  

4S -код длины 24 и размерности 6 такой, что его 

минимальное расстояние больше минимального 
расстояния всякого абелева кода длины 24 и раз-
мерности 6. Ввиду этого естественно возникает 
проблема: 
 Проблема 2.4. Пусть X – класс групп (фор-

мация, класс Фиттинга и т.д.), содержащий все 
абелевы группы. Существует ли такая группа 

,G X  что для неё найдутся натуральные числа 
n, k и поле   такие, что существует (левый) 
групповой G-код длины n и размерности k над ,  

для которого любой (левый) X-групповой код 

длины n и размерности k над   имеет меньшее 
минимальное расстояние?  

Обзор литературы показывает (см., напри-
мер, [46]–[51]), что неабелевы групповые коды в 
основном изучались для групп, не сильно 
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сложных с точки зрения теории классов групп. 
Так, в [51] изучались свойства нильпотентных 
кодов и их связи с абелевыми кодами. В частно-
сти, нильпотентая длина указанных групп  не 
превосходит 2. С другой стороны, нильпотентная 
длина 4S  равна 3. Напомним, что через nN  обо-

значается класс разрешимых групп, нильпотент-
ная длина которых не превосходит n. 

Проблема 2.5. Для данных натуральных n, k 
и поля   оценить минимальные расстояния (ле-
вых) X-групповых кодов длины n и размерности k 

над ,  где 2 3{ , , , , , , }.w vX U U U NA N N N   

В теории групп важное место занимает за-
дача изучения строения факторизованной груп-
пы в зависимости от строения и вложения её  
факторов.  
 Теорема 2.6 [38]. Пусть G – группа. Пред-
положим, что G имеет две абелевы подгруппы A 
и B такие, что G = AB. Тогда каждый G-код 
является абелевым групповым кодом. 

Естественной является проблема распро-
странения данного результата на другие классы 
групп: 

Проблема 2.7. Описать все наследственные 
формации X такие, что для любой группы G, 

представленной в произведение своих попарно 
перестановочных X-подгрупп, каждый G-код 

является (левым) X-групповым кодом. Интерес 

представляют частные случаи данной проблемы 
с ограничениями (нормальности, перестановоч-
ности, формационной субнормальности и т. д.) 
на подгруппы. 

Теорема 2.6 показывает, что класс абелевых 
групп содержится в классе групп G, для которых 
каждый G-код является абелевым групповым 
кодом. 

Проблема 2.8. Для данного класса групп X 

(например, для классов из проблемы 2.5) описать 
класс групп (G | всякий G-код является X-груп-

повым кодом). 
В завершении раздела отметим, что многие 

работы по данной тематике активно используют 
системы компьютерной алгебры. Поэтому разви-
тие вычислительных и теоретических методов 
изучения групповых алгебр X-групп представля-

ет большой интерес в данном направлении. 
 
 3 Гурвицевы группы и их обобщения 

Важными математическими объектами яв-
ляются компактные римановы поверхности. 
А. Гурвиц [52] доказал, что компактная риманова 
поверхность рода 1g   имеет не более чем 

84(g – 1) автоморфизмов. Группы, для которых 
достигается максимальное возможное число ав-
томорфизмов, называются гурвицевыми группа-
ми. Согласно результатов А. Гурвица, гурвицевы 
группы – это в точности нетривиальные конечные 

гомоморфные образы (2, 3, 7)-порожденной 
группы: 

2 3 7, ( ) 1 .x y x y xy      ∣  

Классическими примерами таких групп являются 
PSL(2, 7) и PSL(2, 8). Известно, что G G  для 
гурвицевой группы G. В частности, все такие 
группы неразрешимы. Основные результаты по 
таким группам изложены в серии обзоров 
М. Кондера [53], [54]. 

Заметим, что были получены значительные 
достижения в описании простых гурвицевых 
групп. Про строение непростых гурвицевых 
групп известно не так много. А. М. Макбет [55] 
показал, что если /G K  – гурвицева группа 

порядка 84(g – 1), то / ( )mH K K  – гурвицева 

группа порядка 284( 1) ,gg m  имеющая нормаль-

ную абелеву подгруппу порядка 2 ,gm  фактор 
группа по которой изоморфна G.  

Проблема 3.1. Пусть p – простое число и n – 
натуральное число. Существует ли гурвицева 
группа G, для которой ( ) ?p G n   

Согласно результату М. Кондера [56] среди 
порядков групп, меньших 610 ,  только для 32 
порядков существуют гурвицевы группы. По-
этому интерес представляет изучение строения 
произвольных групп автоморфизмов компактных 
римановых поверхностей. В работе [57] для 
класса групп F и натурального 2g   через 

( , )N g F  был обозначен наибольший порядок  

F-группы, которую некоторая компактная рима-

нова поверхность рода g допускает в качестве 
группы автоморфизмов (обозначим класс таких 
групп через ( )).N F  В этой же работе была по-

ставлена задача: 
Проблема 3.2 [57]. Для класса групп F най-

ти ограничения на ( , )N g F  и описать те 2,g   

для которых эти ограничения достигаются.  
В работе [58] показано, что ( , ) 48( 1),N g g S  

где S  – класс всех разрешимых групп; в [59] 
показано, что ( , ) 16( 1),N g g N  где N  – класс 

всех нильпотентных групп; в [60] показано, что 
( , ) 18( 1)N g g U  для 3,g   где U  – класс всех 

сверхразрешимых групп. В указанных работах 
приведено бесконечно много G для которых 
данные границы достигаются. Более подробно с 
указанными результатами можно ознакомится в 
[57], [61]. 

Ввиду этого интерес представляет следую-
щий частный случай проблемы 3.2. 

Проблема 3.3. Пусть 

{ , , , , }.nw vF U U NA N N  

Необходимо  найти  ограничения  на  ( , )N g F   и 
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описать те 2,g   для которых эти ограничения 

достигаются. 
Описанная в определении ( , )N g F  группа, 

т. е. группа для порядка которой эта граница 
достигается, не обязательно совпадает со всей 
группой автоморфизмов поверхности. Тем не 
менее, из теорем Гурвица и Лагранжа следует, 
что разрешимая группа автоморфизмов порядка 
48(g – 1) компактной римановой поверхности 
рода g совпадает со всей группой автоморфизмов 
этой поверхности.  

Проблема 3.4. Для класса групп F  и нату-
рального 2g   существует ли компактная ри-

манова поверхность рода g, группа автомор-
физмов которой принадлежит ?F  

В работе [62] найдены условия, при кото-
рых полупрямое произведение p-группы с гур-
вицевой группой является гурвицевой группой. 
Естественно возникает: 

Проблема 3.5. Пусть F  – класс групп и 
группа G представлена в произведение своих по-
парно перестановочных подгрупп. При каких 
условиях на них группа G принадлежит ( )?N F  

В завершении раздела отметим, что помимо 
изучения групп автоморфизмов компактных ри-
мановых поверхностей интерес представляют 
группы автоморфизмов компактных поверхно-
стей Клейна с границей. Результаты для таких 
поверхностей, аналогичные рассмотренным в 
этом разделе, изложены в монографии [63]. 
С современными исследованиями в данном  
направлении можно ознакомится, например, в 
[64], [65]. 
 

4 Формальные языки и классы групп 
Формальные языки находят приложения во 

многих современных науках (информатике, лин-
гвистике, биоинформатике и др). Пусть A – ко-
нечное непустое множество. Напомним, что 
(формальным) языком L называется подмноже-
ство свободного моноида *.A  Одним из спосо-
бов изучения таких языков является сопоставле-
ние с каждым из них синтаксического моноида и 
нахождение связей между свойствами языка и 
свойствами моноида. 

Говорят, что морфизм моноидов *: A M   

(соответственно полно) распознает язык L, если 
1( ( ))L L    (соответственно и   сюръекти-

вен). Более того, говорят, что язык L (соответст-
венно полно) распознается моноидом M, если 
существует морфизм моноидов из *A  в M, кото-
рый (соответственно полно) распознает L. Вся-
кий язык L определяет синтаксическую конгру-
енцию на *A  следующим образом: ~Lu v  тогда  

и только тогда, когда xvy L xuy L    для  

любых *, .x y A  Естественный морфизм 

* *: / ~LA A   является синтаксическим мор-

физмом языка L. Заметим, что   полностью рас-

познаёт L. Язык называется регулярным (или 
распознаваемым), если его синтаксический мо-
ноид является конечным моноидом. Регулярный 
язык называется групповым языком, если его 
синтаксический моноид является конечной груп-
пой. Известна следующая проблема (см., напри-
мер, [66, глава 5]): 

Проблема 4.1. Возможна ли классификация 
регулярных языков *A  в соответствии с алгеб-
раическими свойствами их синсинтаксических 
моноидов?  

В [66, глава 5] отмечается, что на пути ре-
шения этой проблемы имеются две трудности: не 
всякий моноид является синтаксическим моно-
идом какого-либо языка и различные языки мо-
гут иметь изоморфные синтаксические моноиды. 
Напомним, что классом регулярных языков   
называется отображение, сопоставляющее каж-
дому конечному алфавиту A некоторое множест-
во *( )A  регулярных языков над *;A  класс ре-

гулярных языков   называется замкнутым от-
носительно: 

(a) булевых операций, если 

* *, , ( )L M L M A L A     

для любых *, ( )M L A  и конечного алфавита A; 

(b) частных, если для каждого языка 
*( )L A  и для каждой пары слов ( , )x y  из *A  

язык 1 1 *{ }x Ly u A xuy L    ∣  принадлежит   

для любого конечного алфавита A; 
(c) обратных морфизмов, если для любого 

морфизма * *: A B   из *( )L B  следует 
1 *( ) ( ).L A   

Класс регулярных языков ,  замкнутый 
относительно булевых операций, частных и об-
ратных морфизмов называется потоком или 
псевдомногообразием языков [66, определение 
5.9]. Формацией языков [67] называется класс 
регулярных языков ,  замкнутый относительно 
булевых операций, частных и удовлетворяющий 
условию: если L – язык из *( )B  и *: B M   – 

его синтаксический морфизм, то для каждого 
морфизма моноидов * *: A B   такого, что 

   сюръективен, язык 1( )L  принадлежит 
*( ).A  

C каждой формацией моноидов F  (соответ-

ственно псевдомногообразием )M  сопоставля-

ется класс языков ( )F  (соответственно 

( )),M  определяемый следующим образом: 
*( )( )AF  (соответственно *( )( ))AM  есть 

множество языков над * ,A  чей синтаксический 
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моноид принадлежит F  (соответственно ),M  

для каждого алфавита A. 
C каждой формацией языков   (соответст-

венно псевдомногообразием )  сопоставляется 

формация моноидов ( )F   (соответственно псев-

домногообразие моноидов ( )),M   порождённая 

синтаксическими моноидами языков из .   
Эйленберг [68] (см. также [66, теорема 

5.11]) в 1976 году установил, что ( ( )) M    и 

( ( )) M M M  для любых псевдомногообразий 

языков   и моноидов .M  В [67] данный резуль-
тат распространен на формации: ( ( )) F    и 

( ( )) F F F  для любых формаций языков   и 

моноидов .F  
Известно описание языков, связанных с 

формациями всех абелевых групп [66], [68], 
нильпотентных групп [69], сверхразрешимых 
групп [70] и разрешимых групп [66], [71]. В ра-
боте [72] было показано, как свести описание 
языков для локальной формации к описанию 
языков для значений её локального экрана. След-
ствия данного результаты были записаны для  
-замкнутых локальных формаций [73], -ло-
кальных формаций [74] и кратно локальных 
формаций [75]. В этих же работах приведен ряд 
открытых проблем. 

Проблема 4.2. Описать языки соответст-
вующие: 

(1) [73] -замкнутым разрешимо насыщен-
ным (композиционным, Бэра-локальным) форма-
циям. 

(2) [74] n-кратно -локальным формациям, 
тотально -локальным формациям. 

(3) [75] Бэра--локальным формациям. 
С данной проблемой естественным образом 

связана 
Проблема 4.3. Описать языки соответст-

вующие -замкнутым n-кратно -локальным 
формациям, -замкнутым тотально -локаль-
ным формациям и -замкнутым Бэра--локаль-
ным формациям. 

На наш взгляд, наиболее интересным пред-
ставляется описание языков соответствующих 
Бэра-локальным (композиционным, разрешимо 
насыщенным) формациям. Отметим, что данные 
формации могут быть выражены с помощью 
значений своего экрана. Ввиду активного разви-
тия в настоящее время теории Z-насыщенных 
формаций, естественно возникает: 

Проблема 4.4. Разработать методы, по-
зволяющие описывать языки, соответствующие 
Z-насыщенным формациям. 

Важным частным примером таких форма-
ций являются ранговые формации. Класс разре-
шимых групп, ранги главных факторов которых 
не превосходят n, 2,n   является примером 

наследственной ненасыщенной Z-насыщенной 
формации. 

Проблема 4.5. Для 2n   описать языки, со-
ответствующие классу разрешимых групп, ран-
ги главных факторов которых не превосходят n. 

Отметим, что при n = 1 в предыдущей про-
блеме получается формация всех сверхразреши-
мых групп.  

Проблема 4.6. Описать языки, соответст-
вующие классам ,w vU U  и .N  

Классы из предыдущих двух проблем явля-
ются псевдомногообразиями. Важной с точки 
зрения теории классов групп является формация 
всех групп, обобщённая высота Фиттинга кото-
рых не превосходит n. При n = 1 данный класс 
является формацией всех квазинильпотентных 
групп. 

Проблема 4.7. Для данного натурального 
числа n описать языки, соответствующие клас-
су групп, обобщённая высота Фиттинга кото-
рых не превосходит n. 

В завершении раздела отметим также серию 
работ [76], [77], в которых изучались классы ин-
версных полугрупп и соответствующие им клас-
сы языков. 
 

5 Классы групп и теоретико множествен-
ные решения уравнения Янга – Бакстера 

Уравнение Янга – Бакстера (YBE) имеет 
большое значение как в чистой математике, так и 
в физике, являясь фундаментальной концепцией 
в этих областях. В частности, оно связано с тео-
рией узлов, группами кос, алгебрами Хопфа, 
квантовыми группами, конечными группами и 
их классами, трёхмерными многообразиями и 
монодромией дифференциальных уравнений. 
Его истоки можно проследить в исследованиях 
Ч. Н. Янга [78] и Р. Дж. Бакстера [79] по стати-
стической механике. 

Подробно с современными методами тео-
рии групп для изучения решений YBE можно 
ознакомиться, например, в монографии [80].  
Напомним, что решение квантового уравнения 
Янга – Бакстера – это биективное линейное ото-
бражение : ,R V V V V    где V – векторное 

пространство, такое что 12 13 23 23 13 12R R R R R R  и 

ijR  обозначает отображение  

,V V V V V V      

действующее как R на (i, j)-м тензорном сомно-
жителе и как тождественное отображение на  
оставшемся сомножителе. Пусть  

:V V V V     

– линейное отображение, для которого 
( )u v v u     для всех , .u v V  Тогда можно 

проверить, что :R V V V V    является ре-
шением квантового уравнения Янга – Бакстера 
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тогда и только тогда, когда R R   удовлетворя-

ет условию 12 23 12 23 12 23.R R R R R R  В этом случае 

говорят, что R  является решением уравнения 
Янга – Бакстера. Если X – базис пространства V, 
а :r X X X X    – биективное отображение, 
для которого  

( id )(id )( id )

(id )( id )(id ),
X X X

X X X

r r r

r r r

   
   

 

то r индуцирует решение уравнения Янга – Бак-
стера. В этом случае говорят, что (X, r) является 
теоретико-множественным решением уравне-
ния Янга – Бакстера, задача изучения которых 
была поставлена в [81]. Решение данной задачи 
было начато в работах [82], [83], где рассматри-
вались невырожденные инволютивные решения 
YBE. Данные работы послужили началом интен-
сивному изучению инволютивных решений YBE. 
Пусть (X, r) – теоретико-множественное решение 
YBE. Тогда обозначают ( , ) ( ( ), ( )).x yr x y y x    

Говорят, что теоретико-множественное решение 
(X, r) уравнения Янга – Бакстера является невы-
рожненным, если все отображения x  и x  яв-

ляются перестановками множества X. Решение 
(X, r) уравнения Янга – Бакстера называется ин-
волютивным, если 2 id.r   Группой перестановок 
решения (X, r) называется подгруппа ( , )X r  

группы Sym( ),X  порождённая биекциями x  

для всех ,x X  то есть  

( , ) Sym( ).xX r x X X     ∣  

Группа G называется инволютивной группой Ян-
га – Бакстера, или кратко IYB-группой, если 
существует решение (X, r) уравнения Янга – Бак-
стера такое, что ( , ).G X r   

В [83, теорема 2.15] установлена разреши-
мость инволютивных групп Янга – Бакстера. 
Изучению свойств класса IYB посвящена работа 
[84], в которой поставлена следующая 

Проблема 5.1. Описать класс IYB инволю-
тивных групп Янга – Бакстера. 

В частности [84, следствия 3.1 и 3.2], этот 
класс замкнут относительно взятия холловых 
подгрупп. В этой же работе изучались произве-
дения инволютивных групп Янга – Бакстера.  
С помощью данных результатов в [85, предло-
жение 4.2] было показано, что IYB замкнут от-
носительно полупрямых произведений с абеле-
выми группами. Как следствие, было установле-
но [85, следствие 4.3], что всякая разрешимая 
группа с абелевыми силовскими подгруппами 
принадлежит IYB. Тем не менее, полное решение 
проблемы 5.1 еще далеко от завершения. Анализ 
работ показывает значительную роль методов 
изучения факторизаций групп при решении про-
блемы 5.1. Поэтому естественно возникает: 

Проблема 5.2. Пусть группа представлена в 
произведение своих попарно перестановочных 
подгрупп. При каких условиях на них группа бу-
дет инволютивной группой Янга – Бакстера? 

В [84, следствия 3.8] показано, что всякая 
нильпотентная группа является подгруппой 
нильпотентной IYB-группы. Тем не менее [86], 
существует нильпотентная группа, не являющая-
ся IYB-группой.  

Проблема 5.3. Описать наименьшую (на-
следственную) Z-насыщенную (насыщенную) 
формацию, содержащую класс IYB. 

Из предыдущих результатов следует, что 
наименьшая наследственная Z-насыщенная (на-
сыщенная) формация, содержащая все нильпо-
тентные IYB-группы, совпадает с классом ниль-
потентных групп. 

Напомним [87], что косым левым брейсом 
называется тройка ( , , ),A    в которой ( , )A   и 

( , )A   являются (не обязательно абелевыми) 

группами и  

( ) ( ) ( )a b c a b a a c       

выполняется для всех , , .a b c A  Группы ( , )A   и 

( , )A   называются соответственно аддитивной и 

мультипликативной группами косого левого 
брейса A. 

Пусть X – класс групп. Косой брейс A назы-

вается косым брейсом типа X, если его аддитив-

ная группа принадлежит X. Косые левые брейсы 

типа A, где A – класс всех абелевых групп, назы-

ваются левыми брейсами и были введены в [88]. 
В [89] группу G назвали XYB-группой, если G 

изоморфна мультипликативной группе косого 
левого брейса типа X. Согласно [84, теорема 

2.1 (vi)], группа ( , )G   является IYB-группой то-

гда и только тогда, когда на G можно определить 
бинарную операцию + так, что ( , , )G    является 

левым брейсом. 
Произведения XYB-групп изучались в ра-

боте [89]. Отметим, что с косыми левыми брей-
сами естественным образом связаны тройные 
факторизации групп, т. е. факторизации групп 
типа G = AB = AC = BC, которые изучались в [90]. 

В работе [91] изучались длины косых левых 
брейсов, в том числе в некоторой степени анало-
гичных обобщенной высоте Фиттинга. Поэтому 
естественно возникает  

Проблема 5.4. Перенести методы теории 
длин групп на косые левые брейсы. 
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VIBRATIONS OF A FIVE-LAYER ROD 
UNDER THE ACTION OF A LOCAL LOAD 

D. A. Budnikova 

Belarusian State University of Transport, Gomel 
 

Аннотация. Рассмотрена задача о вынужденных колебаниях пятислойного симметричного по толщине стержня под 
действием локальной равномерно распределенной поверхностной нагрузки. Три несущих слоя (центральный и два 
внешних) предполагаются тонкими, высокопрочными. Для них приняты гипотезы Бернулли. В двух относительно  
толстых легких заполнителях выполняется гипотеза Тимошенко, т. е. учитывается дополнительный сдвиг нормали. 
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Введение 
Разработке методов расчета слоистых кон-

струкций на различные виды и типы нагрузок 
посвящен ряд публикаций. В монографиях [1]–
[3] предложены различные подходы к построе-
нию расчетных моделей слоистых конструкций, 
выполненных из композитных материалов, про-
являющих в процессе деформирования упругие и 
пластические свойства. Тонкие несущие слои 
приняты достаточно жесткими, для них выпол-
няются гипотезы Кирхгофа. Заполнители легкие, 
в них справедлива гипотеза Тимошенко, т. е. 
учитывается деформация относительного сдвига. 
Прикладные проблемы применения и расчета 
неоднородных конструкций рассматривались в 
[4], [5].  

Динамическое деформирование трехслой-
ных цилиндрических оболочек под действием 
локальных нагрузок исследовалось в статье [6], 
[7]. Анализ собственных и вынужденных коле-
баний трехслойных стержней приведен в [8]. 
Колебания трех- и пятислойных круговых пла-
стин при внешнем воздействии рассмотрены в 
работах [9]–[12]. Решения задач динамики полу-
чены методом разложения искомых перемеще-
ний в ряды по системам собственных функций.  

Дисперсионные и энергетические характе-
ристики изгибных волн в упругой пластине, ле-
жащей на двухпараметрическом упругом осно-
вании, исследованы в статье [13].  

Постановки и решения краевых задач о  
квазистатическом деформировании трехслойных 
упругих стержней и круговых пластин,  
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взаимодействующих с упругими однопараметри-
ческими и двухпараметрическими основаниями, 
предложены в публикациях [14]–[16]. Изгиб 
трехслойных упругопластических пластин при 
термосиловых нагрузках рассмотрен в [17]. Де-
формирование упругой пятислойной симметрич-
ной по толщине круговой пластины под действи-
ем непрерывной нагрузки исследовано в [18].  

Собственные колебания пятислойных сим-
метричных по толщине стержней рассмотрены в 
работах [19]–[23]. Изучены собственные частоты 
и формы колебаний, построены системы собст-
венных ортонормированных функций.  

Представленная работа посвящена анализу 
динамического поведения пятислойного симмет-
ричного стержня, находящегося под действием 
мгновенно приложенной локальной нагрузки. 

 
1 Постановка задачи 
Рассматривается задача о вынужденных ко-

лебаниях пятислойного симметричного по тол-
щине стержня (рисунок 1.1) под действием ло-
кальной поверхностной нагрузки, равномерно 
распределенной на отрезке 0 ≤ х ≤ b: 

 0 0( , ) ( ),q x t q H b x   (1.1) 

где q0 = const; H0(b – x) – функция Хэвисайда. 
Три несущих слоя 1, 2, 4 (центральный и 

два внешних) предполагаются тонкими, высоко-
прочными. Для них приняты гипотезы Бернулли. 
В двух относительно толстых легких заполните-
лях 3, 5 выполняется гипотеза Тимошенко, т. е. 
учитывается дополнительный относительный 
сдвиг нормали.  

Система дифференциальных уравнений, 
описывающая вынужденные колебания симмет-
ричного по толщине пятислойного стержня, сле-
дует из соответствующих уравнений свободных 
колебаний [22] при добавлении внешней нагруз-
ки (1.1): 

1 2, , 0,xx xxxa a w    

2 4 0 0 0, , ( ),xxx xxxxa a w M w q H b x         (1.2) 

где запятая в индексе обозначает операцию диф-
ференцирования по следующей за ней координа-
те; коэффициенты  
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4
;

3k k kK G K    

2h1 – толщина центрального слоя, h2 – толщина 
внешних слоев, с – толщина заполнителей;  
Gk, Kk – модули сдвига и объемного деформиро-
вания материалов слоев.  

Для замыкания начально-краевой задачи 
необходимо к уравнениям движения (1.2) доба-
вить начальные и граничные условия. В качестве 
начальных принимаются однородные условия  

 ,0( ) 0,w x   ,0( ) 0.w x   (1.3) 

При жесткой заделке торцов стержня x = 0; l 
должны выполняться требования 

(0 ) (0 ) , ( ,, , ) 0,0xt t tw w     

( ) ( ), , , ( ) 0, .xl w l wt lt t     

В случае шарнирного опирания граничные 
условия следующие: 

(0 ) (0 ) (0 ) 0, ,, ,t tw M t     

 ( ) ( ) ( ) 0., , ,t t tl w l M l     (1.4) 

 
2 Решение задачи 
После некоторых преобразований из систе-

мы (1.2) выделяется отдельное уравнение для 
прогиба, а относительный сдвиг выражается че-
рез его производную:  

 

 
 

Рисунок 1.1 – Расчетная схема пятислойного стержня 
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В общем случае прогиб, относительный 
сдвиг и нагрузка в пятислойном стержне раскла-
дывается в ряд по системе собственных функций, 
полученной в [22] для случаев заделки (1.4) и 
шарнирного опирания (2.1) торцов стержня: 
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dn – ортонормирующие множители; n – собст-
венные числа, которые связаны с частотами ко-

лебаний ωn формулой  4 2 2
1 0 4 1 2 .n na M a a a     

Выражения для коэффициентов разложения 
нагрузки в ряд qn(t) получим, умножив третье из 
соотношений в (2.2) на vn и проинтегрировав его 
по длине стержня: 
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В силу ортонормированности системы собствен-
ных функций имеем 
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M
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Подставив в уравнение (2.1) выражение для про-
гиба и нагрузки (2.2) получим:  
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Из дифференциального уравнения собст-
венных колебаний [22] следует 

 4, .n хххх n nv v   (2.5) 

Уравнение (2.4), с учетом (2.5), принимает вид 
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После сокращения получим 

 2

0

( ( ) ( ) ( )) 0.n n n n n
n

v T t T t q t




      (2.6) 

Уравнение (2.6) должно выполняться в каж-
дый момент, поэтому функция времени будет 
удовлетворять следующему дифференциальному 
уравнению второго порядка: 

 2 .n n n nT T q   (2.7) 

Общее решение уравнения (2.7) известно [1]: 

( ) cos( ) sin( )n n n n nT t A t B t      
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Следует отметить, что наличие интеграль-
ного слагаемого в (2.8) не влияет на величины 
коэффициентов An, Bn, т. к. оно при t = 0 обраща-
ется в ноль. 

Подставив нагрузку (1.1) в формулу (2.3), 
получим параметры ее разложения в ряд по сис-
теме собственных функций: 
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После взятия интегралов имеем 
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   sh( ) sin( ) 2 .n n nS b b      (2.9) 

Функция времени (2.8) при локальной рав-
номерно распределенной нагрузке и однородных 
начальных условиях (1.3) принимает вид 
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Следовательно, функция времени определя-
ется формулой 
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   2
( ) 1 cos ,n

n n
n

q
T t t  


 (2.10) 

где коэффициенты qn определяются выражением 
(2.9). 

 
3 Численные результаты 
Прогиб и относительный сдвиг рассчитыва-

лись по формулам (2.2), с учетом функции (2.10) 
в случае граничных условий (1.4). При суммиро-
вании рядов (2.2) учитывались первые 10 членов, 

как это было показано при исследовании их схо-
димости [22]. 

Собственные частоты колебаний ωn и соб-
ственные числа βn для защемленного стержня 
единичной длины базового пакета (Д16-Т – фто-
ропласт-4 – Д16-Т – фторопласт-4 – Д16-Т) при-
ведены в таблице 3.1 при h1 = h2 = 0,01; c = 0,1. 
Упругие характеристики этих и других исполь-
зуемых материалов (МПа): Д16-Т – K = 0,8 105, 
G = 0,2671ּּ 105; фторопласт-4 – K = 345, G = 90; 
титановый сплав – K = 1,04ּּ 105, G = 0,41 105; 
пенополиуретан – K = 4,5, G = 11,76. 

 

 
 

а) прогиб б) сдвиг 
 

Рисунок 3.1 – Изменение перемещений по длине стержня при различных размерах b пятна нагрузки:  
1 – b = 0,25; 2 – b = 0,5; 3 – b = 1 

 

Таблица 3.1 – Собственные числа и частоты 
 

Но-
мер n 

n  ,n  с-1 Но-
мер n 

n  ,n  с-1 

0 4,730 310,9 7 26,704 9908,4 
1 7,853 856,9 8 29,845 12376,9
2 10,995 1679,9 9 32,987 15119,8
3 14,137 2777,1 10 36,128 18136,9
4 17,279 4148,5 11 42,412 24993,9
5 20,420 5794,2 12 45,553 28833,9
6 23,562 7714,2 13 48,695 32948,1

 
Рисунок 3.1 иллюстрирует изменения про-

гиба – а и относительного сдвига – б вдоль 
стержня в зависимости от длины пятна нагрузки 
(t =  / 0). Увеличение длины в два раза вызыва-
ет рост прогиба и смещение экстремума к сере-
дине стержня. При нагрузке, распределенной по 
всему стержню, прогиб увеличивается в два раза. 
Аналогичная картина наблюдается для относи-
тельного сдвига. 

На рисунке 3.2 приведены графики измене-
ния прогиба в центральном сечении стержня 
(х = l / 2) в зависимости от длины b пятна равно-
мерно распределенной нагрузки q = 1,5 МПа 

 
 

Рисунок 3.2 – Изменение перемещений от длины 
пятна нагрузки b: 1 – Д16Т – фторопласт-4 – 

Д16-Т – фторопласт-4 – Д16Т; 2 – титан –  
фторопласт-4 – Д16-Т – фторопласт-4 – титан; 

3 – Д16Т – пенополиуретан – Д16-Т –  
пенополиуретан – Д16Т 

 
Кривые соответствуют следующим пакетам 

слоев: 1 – Д16Т – фторопласт-4 – Д16-Т – фторо-
пласт-4 – Д16Т (базовый пакет); 2 – титан –  
фторопласт-4 –  Д16-Т – фторопласт-4  –  титан;  
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а) b = 0,5 б) b =1 

 

Рисунок 3.3 – Изменение прогиба во времени при различных размерах b пятна нагрузки: 
1 – базовый пакет; 2 – титан – фторопласт-4 – Д16-Т – фторопласт-4 – титан; 

3 – Д16Т – пенополиуретан – Д16-Т – пенополиуретан – Д16Т 
 
3 – Д16Т – пенополиуретан – Д16-Т – пенополиу-
ретан – Д16Т. При замене дюралюминия во 
внешних слоях на титановый сплав максималь-
ный прогиб уменьшается на 8,1%. Использование 
в качестве заполнителей пенополиуретана, более 
легкого и менее жесткого чем фторопласт-4, осо-
бых изменений в график не вносит, т. к. основную 
нагрузку воспринимают жесткие несущие слои. 
Рисунок 3.3 иллюстрирует изменения прогиба во 
времени при различных размерах b пятна на-
грузки: 1 – Д16Т – фторопласт-4 – Д16-Т – фто-
ропласт-4 – Д16Т; 2 – титан – фторопласт-4 – 
Д16-Т – фторопласт-4 – титан; 3 – Д16Т – пено-
полиуретан – Д16-Т – пенополиуретан – Д16Т. 
Использование титана в качестве несущих слоев 
приводит к уменьшению амплитуды на 12–14%. 
С пенополиуретановыми заполнителями ампли-
туда колебаний увеличивается незначительно, 
частота возрастает в 2 раза. Увеличение пятна 
нагрузки в 2 раза не изменяет характер колеба-
ний, возрастает только амплитуда в 2 раза. 

 
Заключение 
Разработанная механико-математическая 

модель вынужденных колебаний пятислойного 
симметричного по толщине стержня при локаль-
ных мгновенно приложенных нагрузках позволя-
ет исследовать параметры динамического де-
формирования в зависимости от геометрических 
размеров, упругих свойств материалов слоев и 
размеров пятна нагрузки. 
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Аннотация. Предложена постановка начально-краевой задачи о вынужденных колебаниях пятислойной несимметричной 
по толщине круговой пластины под действием мгновенно приложенной локальной нагрузки, распределенной по кругу. 
Центральный и внешние несущие слои предполагаются тонкими, подчиняющимися гипотезам Кирхгофа.  
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Введение 
Современные тенденции в транспортном 

машиностроении и строительстве характеризу-
ются постоянным поиском материалов и конст-
рукций, сочетающих высокую удельную проч-
ность, жесткость и функциональную эффектив-
ность. В этом контексте многослойные компо-
зитные конструкции, в частности трехслойные и 
пятислойные пластины, нашли широкое приме-
нение благодаря своей способности оптимизиро-
вать массо-габаритные характеристики при од-
новременном обеспечении требуемых несущих 
свойств, термической и акустической изоляции.  

В последние годы наблюдается повышен-
ный интерес к применению и расчету композит-
ных элементов конструкций, чему посвящены 
фундаментальные монографии по механике де-
формируемого твердого тела и терморадиацион-
ному деформированию трехслойных элементов 

[1]–[5]. В них изложены современные подходы к 
выбору кинематических гипотез несущих слоев и 
заполнителей, анализируются возможности опи-
сания физически нелинейного и реономного де-
формирования материалов слоев, повреждаемо-
сти при циклических нагружениях, изложена 
асимптотическая теория термоупругого поведе-
ния пластин и оболочек. Теоретической базой 
для подобных исследований служат классиче-
ские и современные курсы сопротивления и ме-
ханики материалов [6]–[8]. 

Деформирование упругих и упругопласти-
ческих трехслойных стержней в температурном 
поле рассмотрено в статьях [9], [10]. Исследова-
нию изгиба трехслойных пластин на упругом 
основании посвящены публикации [11]–[13]. 
Характеристики изгиба сэндвич-панелей с ячеи-
стым заполнителем исследованы в [14]. Дефор-
мирование круговых трехслойных пластин со 
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сжимаемым заполнителем или нагруженных в 
своей плоскости изучено в [15]–[16]. Аналитиче-
ское решение и численное исследование задачи 
об изгибе круглой пятислойной пластины ло-
кальной нагрузки приведено в [17].  

Динамике цилиндрических и сферических 
оболочечных структур, а также нестационарному 
контактному взаимодействию упругих тел по-
священы работы [18]–[21]. Работы [22], [23] по-
священы исследованию собственных колебаний 
трехслойных и пятислойных стержней.  

Разработке математических моделей и ре-
шению задач о собственных колебаниях пяти-
слойных круговых пластин с различными типами 
заполнителей и несущих слоев посвящены пуб-
ликации [24]–[29]. Вынужденные колебания в 
настоящее время не исследованы.  

В предлагаемой работе рассмотрены выну-
жденные колебания пятислойных круговых пла-
стин под действием мгновенно приложенной 
локальной равномерно распределенной нагрузки.  

 
1 Постановка задачи 
Постановка начально-краевой задачи про-

ведена в цилиндрической системе координат, 
связанной со срединной плоскостью центрально-
го слоя. Пластина состоит из трёх высокопроч-
ных несущих слоёв (центрального и двух внеш-
них), деформация которых подчиняется гипотезе 
Кирхгофа, и двух толстых лёгких заполнителей, 
в которых справедлива гипотеза Тимошенко 
(нормаль остаётся прямой, но не перпендикуляр-
ной срединной поверхности слоя). Нормали в 
заполнителях поворачиваются на некоторые до-
полнительные углы i(r, t) (i = 1, 2) – относи-
тельные сдвиги (рисунок 1.1). Слои идеально 
склеены, что исключает взаимное проскальзыва-
ние. Деформации предполагаются малыми, рабо-
та касательных напряжений в заполнителях пре-
небрегается. На контуре пластины предполагает-
ся наличие жесткой диафрагмы, которая препят-
ствует относительному сдвигу слоев (ψi = 0 при 
r = r0).  

Предполагается, что осесимметричная на-
грузка q(r, t) действует локально по кругу на вне-
шнюю поверхность верхнего несущего слоя (2): 

 0 0( , ) ( ),q r t q H b r   (1.1) 

где q0 = const, 0 ( )H b r  – функция Хэвисайда 

[1], которая отлична от нуля в интервале [0, b]. 
Искомыми функциями являются: прогиб 

пластины w(r, t), относительные сдвиги в запол-
нителях ψi(r, t) и радиальное перемещение сре-
динной плоскости внутреннего несущего слоя 
u(r, t). Они не зависят от угловой координаты φ в 
силу осесимметричности нагрузки. Радиальные 
перемещения изменяются линейно по толщине 
каждого слоя,  

(4)
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тангенциальные смещения в этих слоях (uφ
(k) = 0, 

k = 1, 2, 3, 4, 5 – номер слоя) отсутствуют. 
В работе [28] были исследованы собствен-

ные колебания рассматриваемой пластины.  
В данном случае система уравнений движения 
будет отличаться наличием локальной распреде-
ленной нагрузки (1.1) в правой части четвертого 
уравнения: 

2 1 2 3 1 4 2L ( , ) 0,ra u a w a a       

2 3 5 6 1L ( , ) 0,ra u a w a   

 

 
 

Рисунок 1.1 – Расчетная схема пятислойной пластины под действием локальной нагрузки 
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 0 0 ( ),q H b r    (1.2) 

где ai – коэффициенты, выраженные через гео-
метрические и упругие характеристики слоев 
[28]; запятая в нижнем индексе обозначена про-
изводная по радиальной координате; L2, L3 – 
дифференциальные операторы 
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При замыкании начально-краевой задачи к 
системе уравнений (1.1) необходимо добавить 
граничные: 

 u = ψ1 = ψ2 = w = w,r = 0, при r = r0, (1.3) 

и начальные условия: 

 w = 0,  w  = 0, при t = 0. (1.4) 

Таким образом, начально-краевая задача о 
вынужденных колебаниях пятислойной несим-
метричной круговой пластины при локальной 
равномерно распределенной нагрузке описыва-
ется системой уравнений движения (1.2), гра-
ничными (1.3) и начальными условиями (1.4). 
 

2 Решение начально-краевой задачи 
Решение задачи о вынужденных колебаниях 

круговой пятислойной пластины проводится с 
помощью разложения искомых перемещений 
u(r, t), ψ1(r, t), ψ2(r, t), w(r, t) и внешней нагрузки 
q(r, t) в ряды по системам собственных ортонор-
мированных функций :nv  
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Tn(t) – искомая функция времени. 

Равномерная сходимость рядов (1.5), гаран-
тированная полнотой применяемых систем соб-
ственных функций, позволяет рассматривать 
искомые функции как непрерывные и дифферен-
цируемые.  

Для получения выражений коэффициентов 
в разложении внешней нагрузки в ряд по системе 
собственных функций qn(t) умножим последнее 
из соотношений (2.1) на собственную функцию 

( )n nv r и выполним интегрирование вдоль ра-

диуса пластины:  

0 0

0
00 0
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

    (2.2) 

Полученная система собственных функций 
является ортонормированной, поэтому 

0

0

1,
.

0,

r

m n

m n
v v rdr

m n


  

  

Следовательно, в правой части уравнения 
(2.2) отличен от нуля только коэффициент  

 
0

0 0

1
( ) ( , ) .

r

n nq t q r t v rdr
M

   (2.3) 

Система дифференциальных уравнений 
(1.2) после линейных преобразований и двукрат-
ного интегрирования первых трех уравнений 
приводится к виду: 

2
1 1, ,r

C
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где  
2

6 8 4 4 6 5/ ( ).D a a b b b b   

Подставив прогиб и нагрузку из (2.1), (2.3) в 
четвертое уравнение системы (2.4), имеем 

4
3

0

(L ( , ) ( ) ( ))n r n n n
n
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

    

 0
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

    (2.5) 

Собственные функции ( )n nv r  удовлетво-

ряют уравнению [29]: 

 4
3L ( , ) 0.n r nv v   (2.6) 
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Подставим (2.6) в (2.5) и с учетом 
4 4 2 ,M    получим  

 4 2 4

0 0

( ) .n n n n n n
n n

M v T T M v q
 

 

      (2.7) 

Приравнивая коэффициенты перед собст-
венными ортонормированными функциями в 
(2.7), получим уравнение для определения иско-
мой функции времени Tn(t), входящей в (2.1): 

 2 .n n n nT T q   (2.8) 

Решение уравнения (2.8) будет следующим  

( ) cos( ) sin( )n n n n nT t A t B t      
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   (2.9) 

В нашем случае, при однородных началь-
ных условиях (1.4) коэффициенты An, Bn нуле-
вые. Подставив нагрузку (1.1) в формулу (2.3), 
получим выражение для параметров qn(t): 
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Отсюда 
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 (2.10) 

При постоянной нагрузке q0 и нулевых на-
чальных условиях движения функция времени 
Tn(t) (2.9) с учетом (2.10) принимает вид: 
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 (2.11) 

Таким образом, искомые перемещения в пя-
тислойной пластине следуют из соотношений 
(2.1) с учетом функции времени (2.11). При b = r0 
из (2.11) следует функция времени в решении 
задачи о колебаниях пятислойной пластины при 
нагрузке, распределенной по внешней поверхно-
сти верхнего слоя.  

 
3 Численные результаты 
Числовые результаты приведены для рас-

сматриваемой пластины единичного радиуса  
(r0 = 1 м). Материалы слоев: для несущих – Д16Т, 
для заполнителей – фторопласт-4. Толщины:  
h2 = 0,01; h4 = 0,03; h1 = 0,02; h3 = 0,2; h5 = 0,2.  

Рисунок 3.1 иллюстрирует изменение про-
гиба w(r, t0) – а, радиального перемещения u(r, t0) – 
б и относительных сдвигов ψ1(r, t0), ψ2(r, t0) – в, г 
вдоль радиуса пластины при радиусах пятна на-
грузки: 1 – b = 0,5; 2 – b = 1. Интенсивность на-
грузки – q0 = 70 кПа. Графики соответствуют 
моменту времени t0 = π / ω0 = 0,017 с, при кото-
ром достигается максимум функции (4.13) при 
частоте основного тона ω0. При вычислении пе-
ремещений по формулам (2.1) суммировались 
первые пять членов ряда. При росте радиуса пят-
на нагрузки в 2 раза перемещения увеличивались 
примерно на 57–67%.  

 

 
 

 
 

Рисунок 3.1. – Изменение перемещений при мгновенном приложении нагрузки: 1 – b = 0,5, 2 – b = 1 
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Заключение 
Разработанная механико-математическая 

модель вынужденных колебаний круговой не-
симметричной по толщине пятислойной пласти-
ны при локальных мгновенно приложенных на-
грузках позволяет исследовать ее параметры ди-
намического деформирования в зависимости от 
геометрических размеров, упругих свойств мате-
риалов слоев и размеров пятна нагрузки. Полу-
ченные результаты могут быть использованы в 
расчетной практике машиностроительных пред-
приятий и транспортных комплексов.  
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Аннотация. Выполнено исследование процесса обработки поликристаллических CVD-алмазов импульсным 
наносекундным лазерным излучением и разработана интеллектуальная система прогнозирования геометрических 
параметров формируемых микроструктур с использованием аппарата нечеткой логики. Экспериментальные 
исследования проводились с использованием Nd:YAG лазера с длиной волны 532 нм. В качестве варьируемых 
параметров выступали количество импульсов, энергия импульса и диаметр лазерного пучка. Для построения модели 
использовался алгоритм нечеткого вывода Мамдани, реализованный в среде Python. Матрица планирования 
эксперимента формировалась на основе гранецентрированного центрального композиционного плана. Установлено, 
что в исследуемом диапазоне параметров обработки удаление материала происходит преимущественно за счет 
термомеханического разрушения и графитизации, что приводит к нелинейному росту размеров кратера при 
многоимпульсном воздействии. Разработана нечеткая модель, связывающая режимы обработки с глубиной и шириной 
формируемых лунок. Проверка адекватности модели показала достаточно высокую точность аппроксимации:  
коэффициент детерминации на тестовой выборке составил 0,7906 для глубины и 0,7940 для ширины лунки. Средняя 
абсолютная процентная ошибка (MAPE) на тестовой выборке не превысила 12,5%. Предложенный подход позволяет 
эффективно прогнозировать результаты лазерной обработки сверхтвердых материалов, минимизируя объем  
дорогостоящих натурных экспериментов. 
 
Ключевые слова: CVD-алмаз, наносекундные импульсные лазеры, лазерная обработка, нечеткое моделирование. 
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Abstract. This paper presents a study of the polycrystalline CVD diamond processing using pulsed nanosecond laser radiation 
and the development of an intelligent system for predicting the geometric parameters of the resulting microstructures based on 
fuzzy logic. Experimental investigations were carried out using an Nd:YAG laser with a wavelength of 532 nm. The variable 
parameters included the number of pulses, pulse energy, and laser beam diameter. The Mamdani fuzzy inference algorithm,  
implemented in Python, was used to construct the model. The experimental design matrix was based on a face-centered central 
composite design. It was established that within the investigated range of processing parameters, material removal occurs  
primarily due to thermomechanical fracture and graphitization, leading to nonlinear crater growth under multi-pulse exposure. 
A fuzzy model was developed to relate the processing conditions to the depth and width of the resultant cavities. The model 
validation revealed a reasonably high approximation accuracy, with a coefficient of determination of 0.7906 for the depth and 
0.7940 for the width on the test set. The mean absolute percentage error (MAPE) on the test set did not exceed 12.5%.  
The proposed approach enables effective prediction of laser processing outcomes for superhard materials, hence reducing the 
necessity for expensive physical experimental tests. 
 
Keywords: CVD diamond, nanosecond pulsed lasers, laser processing, fuzzy modeling. 
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Introduction 
Polycrystalline CVD (Chemical Vapor Deposi-

tion) diamonds are recognized as highly promising 
materials in contemporary industry, attributed to 
their unique combination of physical and mechanical 

properties. These characteristics render them suit-
able for applications in advanced technology sectors, 
including cutting tool manufacturing, optics, and 
electronics. The physical and mechanical properties 
of diamond, which provide advantages as 
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a structural material, also present technological chal-
lenges in its processing. Conventional diamond 
processing techniques exhibit low productivity, sig-
nificant tool wear, and restricted ability to create 
complex geometric shapes. Simultaneously, laser 
cutting offers non-contact, high-precision, and con-
trolled interaction with the workpiece material. 
Nanosecond lasers represent a distinct category of 
laser sources, characterized by an optimal balance 
among processing productivity, equipment cost, and 
the quality of the resulting structures. The pulse du-
ration, measured in nanoseconds, is adequate for 
effective diamond ablation and reduces thermal 
damage to the processed surface [1]–[8]. 

A significant challenge in the laser processing 
of CVD diamonds involves establishing the correla-
tion between the technological process parameters, 
such as pulse energy, number of pulses, and laser 
beam diameter, and the characteristics of the result-
ing structures, specifically the width and depth of the 
created cavities. Addressing this issue requires, 
among other steps, the development of models de-
rived from experimental data. Nonetheless, the com-
plex nature of the physical processes involved in 
laser processing of diamond considerably hinders 
the creation of adequately precise response surfaces. 
The application of artificial intelligence methods, 
particularly fuzzy logic, serves as an effective ap-
proach for modeling complex technological proc-
esses. Fuzzy models enable the formalization of ex-
pert knowledge through linguistic IF-THEN rules, 
which enhances model interpretability and accom-
modates qualitative patterns observed in experimen-
tal studies. Fuzzy systems exhibit significant robust-
ness when handling incomplete data and possess the 
ability to generalize from limited training sets. This 
characteristic is particularly relevant for resource-
intensive experiments that utilize costly materials. 
The application of fuzzy modeling to describe laser 
material processing has seen significant advance-
ments in recent years [9]–[14].  

The literature contains a limited number of 
studies that concentrate on the development of fuzzy 
models for nanosecond laser processing of polycrys-
talline CVD diamonds. As a result, a critical task 
involves the creation of a fuzzy model designed to 
predict the geometric parameters of the structures 
generated during the laser ablation of CVD dia-
monds, based on varying processing conditions. This 
work presents a study on the nanosecond laser proc-
essing of polycrystalline CVD diamonds. A fuzzy 
model was developed to predict the width and depth 
of the cavities formed, based on variables such as 
pulse energy, number of pulses, and laser beam di-
ameter. 
 

1 Experimental Study of Laser Processing of 
CVD Diamonds 

This research utilized polycrystalline diamonds 
that were synthesized through microwave plasma 

chemical vapor deposition (CVD) in an acetylene 
atmosphere under reduced pressure [7]–[8].  

Experimental studies were conducted on the la-
ser processing of CVD diamonds using an  
LS-2134Y Nd:YAG laser. This system features elec-
tro-optical Q-switching and wavelength conversion 
from 1064 nm to 532 nm, with a pulse duration τ not 
exceeding 15 ns. The geometric parameters of the 
cavities were measured using a Model 130 pro-
filometer (JSC PROTON Plant, Russia).  

A face-centered central composite design for 
the experiment was constructed in the DesignX-
plorer module of ANSYS software to determine the 
values of three input parameters: N (number of 
pulses), E (pulse energy), and D (laser beam diame-
ter) as detailed in Table 1.1. The width and depth of 
the laser-induced cavity in the CVD diamond (de-
noted as S and H, respectively) were taken as the 
output parameters.  

 
Table 1.1 – Experimental design and results 
 

N
N 

 Number of
pulses 

E  
Pulse 

energy, 
mJ 

D  
Beam 

diameter, 
µm 

S  
Cavity 
width, 

µm 

H 
Cavity 
depth, 

µm 
1 2 15 800 240 14 
2 1 15 800 280 21 
3 3 15 800 260 18 
4 2 17.5 800 330 39 
5 2 20 800 450 44 
6 2 15 600 260 21 
7 2 15 1000 520 44 
8 1 17.5 600 240 20 
9 3 17.5 600 270 25 

10 1 20 600 280 25 
11 3 20 600 340 50 
12 1 17.5 1000 300 23 
13 3 17.5 1000 480 33 
14 1 20 1000 320 24 
15 3 20 1000 880 52 

 
The acquired experimental data were compared 

with the findings of the research conducted by Mou-
hamadali et al. [5], which thoroughly examined the 
influence of nanosecond laser fluence (λ = 532 nm, 
τ = 40 ns) on the microstructure of CVD diamond. 
The comparison facilitates the interpretation of the 
physical nature of the observed effects, including the 
nonlinear growth of crater dimensions and the emer-
gence of cracks. The difference between the current 
experiment and the study [5] is in the fluence range. 
In study [5], a fluence range of 4.9 to 50 J/cm² was 
considered, revealing that high-quality ablation free 
of cracks is achieved only at fluences above 
35 J/cm². In the conducted experiment, with pulse 
energy E ranging from 15 to 20 mJ and spot diame-
ter D ranging from 600 to 1000 μm, the computed 
fluence was around 1.9–7.1 J/cm². Thus, our  
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research was performed within the value range des-
ignated by the authors of [5] as the “intense graphiti-
zation regime”.  

It is worth noting that in experimental point 
No. 15 (see Table 1.1), at a maximum energy of 
20 mJ and a spot diameter of 1000 μm, increasing 
the number of pulses from 1 to 3 resulted in a sharp 
increase in crater width from 320 to 880 μm. This 
effect is consistent with the conclusions of study [5] 
concerning phase transformations. The explanation 
is that the first pulse with low fluence primarily re-
sults in surface degradation rather than material re-
moval, leading to the formation of a layer composed 
of graphite and amorphous carbon. Subsequent 
pulses then interact with this modified layer, induc-
ing local overheating and extremely rapid material 
removal, which accounts for the abrupt increase in 
the diameter of the laser-induced cavity.  

The morphology of the resulting cavities (see 
Figure 1.1) is defined by irregular edges, indicating 
that the thermomechanical mechanism of material 
removal predominates over sublimation.  

Study [5] indicates that at the fluence levels 
employed in our experiment, the graphitization front 
progresses ahead of the ablation front, leading to the 
development of a substantial graphite layer. This 
induces stresses that cause macroscopic damage to 
the material, consistent with the observations in our 
experiment. Consequently, processing the material at 
low fluences leads to the formation of cracks within 
the graphitized layer, which propagate into the crys-
tal bulk under thermoelastic stresses. 

 

 
 

Figure 1.1 – Morphology of a laser-induced cavity 
in CVD diamond subjected to irradiation 

at a wavelength of 532 nm 
 

Significantly, the results presented herein ex-
tend the findings of Mouhamadali et al. by incorpo-
rating an analysis of the laser beam diameter, a pa-
rameter not addressed in [5], which significantly 
impacts the geometry of the formed structures. 

2 Determination of CVD Diamond Laser 
Processing Parameters Using a Fuzzy Model 

Fuzzy modeling of the nanosecond laser proc-
essing of polycrystalline CVD diamonds was per-
formed using the Mamdani fuzzy inference algo-
rithm [9]. This algorithm was selected for its intui-
tive interpretability and its capability to formalize 
expert knowledge through linguistic rules. The 
model was implemented using the Scikit-Fuzzy li-
brary within the Python programming language. 

The structure of the developed fuzzy system is 
presented in Figure 2.1. The system comprises three 
input parameters and two output parameters. The 
input parameters are N (number of pulses), E (pulse 
energy), and D (laser beam diameter). The output 
parameters are S (cavity width) and H (cavity depth).  

The input parameters N, E, and D were repre-
sented by triangular membership functions, reflect-
ing the discrete nature of the technological parame-
ter variations observed in the experiment. The output 
parameters S and H were described by Gaussian 
membership functions, ensuring smooth variation of 
the output values and more accurate approximation 
of the experimental data (Figure 2.2). 

 

 
 

Figure 2.1 – Structure of the fuzzy system used 
for modeling the processing of polycrystalline 

CVD diamonds by a nanosecond laser 
 

The following linguistic variables were defined 
for the input and output parameters. 

For the input parameters, each variable was 
characterized by three terms: “low”, “medium”, 
“high”.  

For the output parameters, each variable was 
characterized by nine terms: “tiny”, “very_low”, 
“low”, “med_low”, “medium”, “med_high”, “high”, 
“very_high”, “extreme”. 

The extended set of terms for the output vari-
ables is due to the significant range of variation in 
the geometric parameters of the cavities and the 
need to describe nonlinear dependencies. 

Two sets of rules were established to ascertain 
the output parameters S (cavity width) and H (cavity 
depth) based on the experimental data (Table 1.1). 

The rule base for determining the cavity width 
(in the program code, the variables N, E, D corre-
spond to the identifiers P1, P2, P3): 
ctrl.Rule(P1['L'] & P3['L'], Width['low']), 
ctrl.Rule(P1['L'] & P3['M'], Width['low']), 
ctrl.Rule(P1['L'] & P3['H'], Width['med_low']), 
ctrl.Rule(P1['M'] & P3['L'], Width['low']), 
ctrl.Rule(P1['M'] & P3['M'] & P2['L'], Width['low']), 
ctrl.Rule(P1['M'] & P3['M'] & P2['H'], Width['med_high']), 
ctrl.Rule(P1['M'] & P3['H'], Width['high']), 
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ctrl.Rule(P1['H'] & P3['L'], Width['low']), 
ctrl.Rule(P1['H'] & P3['L'] & P2['H'], Width['medium']), 
ctrl.Rule(P1['H'] & P3['M'], Width['low']), 
ctrl.Rule(P1['H'] & P3['H'] & P2['M'], Width['high']), 
ctrl.Rule(P1['H'] & P3['H'] & P2['H'], Width['extreme']), 
ctrl.Rule(P2['H'] & P3['M'], Width['med_high']), 
ctrl.Rule(P2['L'] & P3['M'], Width['low']), 
ctrl.Rule(P1['L'] & P2['H'] & P3['H'], Width['med_low']), 

The rule base for determining the cavity depth: 
ctrl.Rule(P1['L'] & P2['L'], Depth['low']), 
ctrl.Rule(P1['L'] & P2['M'], Depth['low']), 
ctrl.Rule(P1['L'] & P2['H'], Depth['med_low']), 

ctrl.Rule(P1['L'] & P3['H'], Depth['low']), 
ctrl.Rule(P1['M'] & P2['L'] & P3['M'], Depth['tiny']), 
ctrl.Rule(P1['M'] & P2['L'] & P3['L'], Depth['low']), 
ctrl.Rule(P1['M'] & P2['L'] & P3['H'], Depth['high']), 
ctrl.Rule(P1['M'] & P2['M'], Depth['med_high']), 
ctrl.Rule(P1['M'] & P2['H'], Depth['high']), 
ctrl.Rule(P1['H'] & P2['L'], Depth['very_low']), 
ctrl.Rule(P1['H'] & P2['M'] & P3['L'], Depth['med_low']), 
ctrl.Rule(P1['H'] & P2['M'] & P3['H'], Depth['medium']), 
ctrl.Rule(P1['H'] & P2['H'], Depth['very_high']), 
ctrl.Rule(P3['H'] & P2['L'] & P1['M'], Depth['high']), 
ctrl.Rule(P3['L'] & P2['H'] & P1['H'], Depth['very_high']), 

 

 
 

Figure 2.2 – Membership functions of the input and output linguistic variables  
 

 

 
 

Figure 2.3 – Cavity depth H and width S as a function of processing parameters 
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Defuzzification was conducted to derive quan-
titative values for the output variables, thereby com-
pleting the fuzzy modeling process.  

Figure 2.3 illustrates the relationship between 
the cavity depth H and width S in relation to the 
processing parameters, as derived from the fuzzy 
model.  

The three-dimensional response surfaces (Fig-
ure 2.3), constructed for three values of the number 
of pulses (N = 1, 2, 3), show the relationship be-
tween pulse energy and beam diameter with respect 
to the geometric parameters of the cavity. The re-
sponse surfaces exhibit a nonlinear character, 
thereby validating the application of fuzzy model-
ling to describe the process under study. 

The quality of the fuzzy model was evaluated 
on a test data set (Table 2.1). 

 
Table 2.1 – Test data set 
 

N 
N  

Number of 
pulses 

E 
Pulse 

energy, 
mJ 

D 
Beam 

diameter, 
µm 

S 
Cavity 
width, 

µm 

H 
Cavity 
depth, 

µm 
1 1 16 900 310 26 
2 1 18 800 240 24 
3 2 17 700 245 30 
4 2 19 600 285 38 
5 3 16 700 240 17 
6 3 18 900 500 38 

 
The evaluation of the developed regression and 

neural network models was conducted using the fol-
lowing criteria:  

Coefficient of determination 
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where id  represents the values determined experi-

mentally, iy  denotes the values derived from the 

fuzzy model. 
 

The results of the fuzzy model evaluation are 
provided in Table 2.2. 

 
Table 2.2 – Fuzzy model evaluation results 
 

Central composite 
design dataset  

Test dataset 
Criterion 

S H S H 
RMSE 34.3 µm 0.8 µm 41.6 µm 3.5 µm 
MAE 20.2 µm 0.4 µm 33.0 µm 3.0 µm 

MAPE 6.2% 1.4% 12.2% 12.3% 
R2 0.9552 0.9956 0.7940 0.7906 

 
The analysis of the obtained metrics indicates a 

high adequacy of the constructed model. In the train-
ing dataset, the coefficient of determination for cav-
ity depth attained ²  0.9956,R   indicating an almost 
perfect correspondence between the model predic-
tions and the experimental data. The coefficient of 
determination for cavity width is also high, amount-
ing to ² 0.9552.R   The mean absolute percentage 
error for the training dataset does not exceed 6.2% 
for width and 1.4% for depth, demonstrating accurate 
approximation of the experimental dependencies. 

On the test dataset, the model demonstrates sat-
isfactory generalization capability. The comparison 
of the metrics from both the training and test data-
sets allows for an assessment of the model's gener-
alization ability. The coefficient of determination is 
observed to decrease to 0.7940 for width and to 
0.7906 for depth when moving from the training 
dataset to the test dataset, signifying a moderate de-
cline in accuracy with fresh data. The MAPE values 
for the test dataset (12.2% and 12.3%) exceed the 
corresponding values for the training dataset, sug-
gesting a degree of model overfitting; yet, the abso-
lute error values remain within acceptable limits for 
technological forecasting tasks. The compactness of 
the rule base (15 rules per output parameter) demon-
strates efficient utilization of experimental data in 
model construction. Moreover, the obtained accu-
racy metrics indicate that the model adequately cap-
tures the main regularities of the process under 
study. 

 
Conclusion 
This study presents a comprehensive examina-

tion of the nanosecond laser processing of polycrys-
talline CVD diamonds using a Nd:YAG laser  
(λ = 532 nm, τ ≤ 15 ns). Additionally, a fuzzy model 
was created to predict the geometric parameters of 
the resulting structures. The analysis indicated that, 
given the specified processing parameters, the proc-
ess operates within the intense graphitization regime. 
This leads to nonlinear dependencies and the devel-
opment of cavities with irregular edges, attributed to 
the dominance of the thermomechanical material 
removal mechanism. A fuzzy model employing the 
Mamdani algorithm was created, incorporating three 
input parameters (number of pulses, pulse energy, 
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beam diameter) and two output parameters (cavity 
width and depth). The fuzzy model, comprising 15 
rules for each output parameter, exhibited a reasona-
bly high accuracy in approximating the experimental 
data. The results obtained validate the effectiveness 
of applying fuzzy logic for modeling laser process-
ing of CVD diamonds and can be used to optimize 
the technological regimes for nanosecond laser abla-
tion of polycrystalline diamond materials. 
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О СПЕЦИФИКЕ СЕМЕЙСТВА ИЗОТЕРМ  
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ON THE SPECIFICS OF THE ISOTHERMS FAMILY 
OF BORN – INFELD AdS BLACK HOLES 

V. U. Novikava, G. Yu. Tyumenkov 

Francisk Skorina Gomel State University 
 

Аннотация. Проанализировано поведение семейств изотерм чёрных дыр Райсснера – Нордстрёма (РН) и Борна –  
Инфельда (БИ) в пространстве анти-де Ситтера (АдС) на основе термодинамических уравнений состояния (УС) вида 
P = P (T, r+), параметризованных горизонтом событий r+. Показано, что у БИ-АдС чёрных дыр, в отличие от РН-АдС 
чёрных дыр, в семействе изотерм присутствуют две критические изотермы: одна с «ван-дер-ваальсовским» (вдВ),  
а другая с «неван-дер-ваальсовским» (нвдВ) характером происхождения. 
 
Ключевые слова: уравнение состояния, семейство изотерм, критическая изотерма, пространство анти-де Ситтера, 
чёрная дыра Райсснера – Нордстрёма, чёрная дыра Борна – Инфельда. 
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Abstract. In the paper we have analyzed the behavior of isotherms families of Reissner – Nordström (RN) and Born – Infeld 
(BI) black holes in anti-de Sitter space (AdS) using thermodynamic equations of state (EOS) of the form P = P (T, r+), 
parameterized by the event horizon r+. It is shown that unlike RN-AdS black holes, the isotherm family of BI-AdS black holes 
contains two critical isotherms: one with “a van der Waals” (vdW) origin and the other with “a non-van der Waals” (nvdW) 
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Введение  
Термодинамические исследования чёрных 

дыр (ЧД) начались с работ Бекенстайна [1], Хо-
кинга и Пэйджа [2]. Предположение о наличии у 
ЧД электрического заряда [3] привело к обнару-
жению схожести фазовых диаграмм ЧД и ван-
дер-ваальсовской жидкости. Что, в свою очередь, 
позволило сделать предположение о возможной 
схожести термодинамического поведения и по 
другим параметрам. Заметный вклад в понима-
ние термодинамики и механики чёрных дыр был 
сделан в статье [4], а подробный сравнительный 
анализ их поведения при джоуль-томсоновском 
расширении с поведением ван-дер-ваальсовской 
жидкости проделан в работах [5]-[7] и с поведе-
нием жидкости Редлиха – Квонга в статье [8]. 

В данной работе будет показана специфика 
поведения семейства изотерм БИ-АдС чёрной 
дыры, заключающаяся в присутствии в нём двух 
критических изотерм с различным характером 
формирования.  

При этом мы будем использовать общепри-
нятые для данной области теоретической физики 
значения фундаментальных констант  

1.N BG k c     

В начале проиллюстрируем ван-дер-вааль-
совский тип семейства изотерм на примере  
РН-АдС чёрных дыр в двух различных физиче-
ских ситуациях: изолированность и погружение 
в тёмную материю. 

 
1 ЧД с семействами изотерм ван-дер-

ваальсовского типа 
Обратимся к статичной заряженной или 

РН-АдС чёрной дыре, геометрия пространства-
времени которой определяется метрикой [5]  

   2 2 1 2 2 2 ,ds f r dt f r dr r d      

  
2 2

2 2

2
1 ,

M Q r
f r

r r l
     (1.1) 
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где 2 2 2 2θ sin (θ) φ ,d d d    а l, M и Q – анти-де 

ситтеровский радиус, масса и заряд чёрной ды-
ры. Радиус горизонта событий r  находится, как 

наибольший корень уравнения   0.f r   Масса 

чёрной дыры M отождествляется с энтальпией Н 
и  
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2 2
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r rQ
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r l
 



 
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 
 (1.2) 

Тогда выражения (1.1) и (1.2) приводят к уравне-
нию состояния (УС) вида ( , ; )P P r T Q  при 

стандартной связи с объёмом V: 
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 (1.3) 

Математическим определением критической 
точки, как точки перегиба изотермы и точки 
схождения экстремумов, является одновремен-
ное выполнение двойного условия  

 0,
P

r



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2
0,

P
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
 (1.4) 

приводящего к критическим параметрам  

 
6

,
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Q
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
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1
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Q
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

 (1.5) 

Например, при Q = 2 они имеют следующие зна-
чения 0,02166;CT   48,29 10 ;CP    4,89.Cr   

На основании УС (1.3) и условий (1.5) по-
лучаем семейство изотерм, представленное на 
рисунке 1.1.  
 

 
 

Рисунок 1.1 – Изотермы РН-АдС ЧД в случае  
Q = 2: Т1  = 0,02500; ТС = 0,02166 (критическая); 

ТB = 0,01531 (бойлевская); Т2 = 0,01400 
 

Видно, что поведение представленных на 
рисунке 1.1 изотерм, среди которых критическая, 
бойлевская и даже содержащая область отрица-
тельных давлений, качественно повторяют пове-
дение аналогичных изотерм жидкостей, описы-
ваемых не только УС Ван-дер-Ваальса, но и УС 
Дитеричи-II, УС Бертло и УС Редлиха – Квонга, 

а также ряда УС с температурной параметриза-
цией, например, УС Пенга – Робинсона и УС 
Соаве – Редлиха – Квонга. 

Для изотерм, помимо указанных специаль-
ных точек C и B, характерно наличие физиче-
ских горизонтальной и вертикальной асимптот 

 
0

, ; , ,
r

P r T Q


 
    

  , ; , 0,
r

P r T Q
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    (1.6) 

На изотермах ниже критической присутст-
вуют нефизические участки, на которых 
(∂P / ∂r+)T > 0, а также очевидно положение изо-
термы-изобары фазового перехода, следующее из 
правила Максвелла. Вполне допускается возмож-
ность присутствия метастабильных состояний. 

Далее усложним ситуацию и поместим РН-
АдС чёрную дыру в тёмную материю, обладаю-
щую свойствами идеальной жидкости (ИЖТМ), 
характеризуемой обобщённой координатой 
 0 >  [6].  

Это приводит к изменениям в (1.1) и теперь  
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2
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 (1.7) 

Обобщённой координате λ соответствует обоб-
щённая сила A, определяемая как 
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 (1.8) 

В рассматриваемом случае формулы (1.7) и 
(1.8) на горизонте событий дают выражение для 
массы 
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дифференциал которой теперь имеет вид  

 λ.dM dH TdS VdP ФdQ Ad      (1.10) 

Используя (1.9) и (1.10), можно получить темпе-
ратуру Т и уравнение состояния  ,P P r T  при 

той же связи с объёмом 
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Применение условия для критических парамет-
ров (1.4) в (1.11) приводит к их значениям  

 2 21 3
9 24 ;

2 2Cr Q
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УС (1.11) и выражения для критических па-
раметров (1.12)–(1.14) в случае Q = 1 и λ = 0,5 
приводят к изотермам, изображенным на ри-
сунке 1.2.  
 

 
 

Рисунок 1.2 – Изотермы РН-АдС ЧД в ИЖТМ 
при Q = 1 и λ = 0,5: Т1 = 0,08500; ТС = 0,07071 

(критическая); ТB = 0,04850 (бойлевская);  
Т2 = 0,04500  

 
При этом критическое давление 37,73 10CP   и 

критический горизонт событий 1,83Cr  . Схо-

жесть поведения изотерм с предыдущим случаем 
очевидна, включая наличие асимптот (1.6). По-
ведение остаётся ван-дер-ваальсовским и не тре-
бует дополнительного комментария. 
 

2 Семейство изотерм БИ-АдС чёрной дыры 
Рассмотрим БИ-АдС ЧД, возникающую как 

решение уравнения Эйнштейна для случая нели-
нейной электродинамики при условии устране-
ния сингулярности электромагнитного поля в 
центре дыры путем использования фундамен-
тальной длины β, накладывающей ограничение 
на напряженность поля.  

Космологическая константа ,  сохраняя 
характерную для АдС- пространства связь с дав-
лением P, теперь связана с его размерностью D 
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Метрика приобретает вид  
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с квадратом дифференциала телесного угла 

2
2d D  и включает в себя значительно услож-

нившуюся  f r  [7], также зависящую от D 
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где  2 1 , ; ;F a b c z  – гипергеометрическая функ-

ция. Дополнительно в (2.3) введены две новые 
переменные, связанные с массой и зарядом 
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Тогда на горизонте событий из (2.3)–(2.5) масса 
задаётся выражением  
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а связь объёма с горизонтом событий имеет вид 
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На основе (2.6) при учёте (2.3)–(2.5) получаем 
выражение для температуры и уравнение со-
стояния  , :P r T  
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в которых мы используем параметр 
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следующий из (2.3) для горизонта событий.  
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Далее, применяем условие (1.4) к (2.7) с 
учётом (2.8). Для расчётов и визуализации ре-
зультатов используем пакет Wolfram Mathema-
tica в частном физически оправданном случае 
D = 4, для которого выполняется Q = q, фикси-
руя фундаментальную длину на уровне β = 10, 
что опирается на данные работы [7]. И получаем 
кривые семейства изотерм для рассматриваемого 
случая (рисунок 2.1).      
 

 
 

Рисунок 2.1 – Изотермы БИ-АдС ЧД при D = 4, 
β = 10, Q = q = 0,04: Т1 = 1,30;  
ТС1 = 1,14662 (вдВ критическая);  

ТС2 = 1,01 (нвдВ критическая); с Т2 = 0,70 
 
Очевидно наличие двух критических точек С1 и 
С2 на изотермах с указанными температурами, 
которым соответствуют следующие критические 
давления и критические горизонты событий: 

1 2,38;CP   1 0,083;Cr   2 1,23;CP   2 0,044.Cr   

Также заметно, что у изотерм БИ-АдС ЧД 
присутствует нефизическая асимптотика вблизи 
ноля горизонта событий, противоположная асим-
птотике изотерм РН-АдС ЧД, то есть  
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«Ван-дер-ваальсовское» происхождение изо-
термы с критической точкой С1 легко подтвер-
дить фактом сближения локальных экстремумов 
с ростом температуры и наличием нефизической 
области изотермы с (∂P / ∂r+)T > 0 между ними, 
что явно показано на рисунке 2.2. 
 

 
 

Рисунок 2.2 – Изотермы БИ-АдС ЧД при D = 4,  
β = 10, Q = q = 0,04: экстремумы сходятся к точке 

С1 с ростом температуры 

 

 
 

Рисунок 2.3 – Изотермы БИ-АдС ЧД при D = 4,  
β = 10, Q = q = 0,04: экстремумы сходятся к точке 

С2 с понижением температуры 
 

«Неван-дер-ваальсовское» происхождение 
изотермы с критической точкой С2 также оче-
видно: сближение локальных экстремумов про-
исходит с понижением температуры, и только 
участки изотерм между ними являются физиче-
скими с (∂P / ∂r+)T < 0, что продемонстрировано 
на рисунке 2.3. Возможность реализации фазово-
го перехода или же метастабильных состояний 
отсутствует. 
 

Заключение 
Таким образом, в данной работе на примере 

чёрных дыр видов РН-АдС и РН-АдС в ИЖТМ 
показаны действительно «ван-дер-ваальсовские»: 
поведение изотерм с возможностью фазового 
перехода и наличия метастабильных состояний, 
характер формирования критической точки пу-
тем схождения экстремумом при росте темпера-
туры и физически корректное асимптотическое 
поведение.  

На этом фоне продемонстрирована специ-
фика семейства изотерм БИ-АдС чёрных дыр, 
связанная с наличием в нём двух критических 
изотерм «ван-дер-ваальсовскиого» и «неван-дер-
ваальсовского» происхождения и поведения. Во 
втором случае отсутствует возможность фазово-
го перехода, не возникают метастабильные со-
стояния, формирование критической точки идёт 
путем схождения экстремумом при понижении 
температуры. Для всего семейства изотерм воз-
никает физически некорректное асимптотиче-
ское поведение вблизи нуля горизонта событий. 
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МОДУЛИРОВАННОЙ МЕТАПОВЕРХНОСТИ НА ОСНОВЕ ПЛАНАРНЫХ 

СПИРАЛЕЙ И ВАРИКАПОВ 
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DESIGN OF A SPATIOTEMPORAL MODULATED METASURFACE BASED 
ON PLANAR SPIRALS AND VARACTORS 

I. V. Semchenko1, I. A. Fanyaev2, A. L. Samofalov2, M. Yu. Yeusiyevich1, 
S. A. Khakhomov2, A. A. Kavaliou2, P. V. Somov2, Jihong Gu3, Dazhi Ding3 

1SSPA “Optics, Optoelectronics and Laser Technology”, Minsk 
2Francisk Skorina Gomel State University 

3Nanjing University of Science and Tecnology 

Аннотация. Представлены результаты проектирования и численного полноволнового моделирования пространствен-
но-временной модулированной метаповерхности, предназначенной для имитации эффекта Доплера. Элементная база 
метаповерхности включает планарные одновитковые спирали, выполненные на диэлектрической подложке Arlon 
AD255C, и варикапы, встроенные в плечи спиралей для динамического управления электромагнитным откликом. 
Показано, что изменение ёмкости варикапов в диапазоне 0,03–0,24 пФ обеспечивает сдвиг резонансной частоты и  
линейное изменение фазы отражённой волны, что эквивалентно доплеровскому сдвигу частоты при физическом  
движении объекта. 

Ключевые слова: метаповерхность, пространственно-временная модуляция, эффект Доплера, планарная спираль, 
варикап, динамическое управление. 
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Abstract. The results of the design and numerical full-wave simulation of a spatiotemporally modulated metasurface intended 
for simulating the Doppler effect are presented. The elemental base of the metasurface includes planar single-turn spirals  
fabricated on an Arlon AD255C dielectric substrate and varactors embedded into the spiral arms for dynamic control of the 
electromagnetic response. It is shown that a variation of the varactor capacitance in the range of 0.03–0.24 pF provides a shift in 
the resonant frequency and a linear change in the phase of the reflected wave, which is equivalent to the Doppler frequency shift 
under physical motion of the object. 
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Введение 
В последние годы метаповерхности стали 

одним из наиболее перспективных инструментов 
для динамического управления электромагнит-
ными волнами. В отличие от статических струк-
тур, пространственно-временные модулирован-
ные метаповерхности позволяют осуществлять 
не только пространственное формирование диа-
граммы рассеяния, но и преобразование частоты 

отраженного сигнала. Данная способность от-
крывает новые возможности в области радиоло-
кации и систем радиоэлектронной борьбы, в ча-
стности для создания ложных движущихся целей 
за счет имитации эффекта Доплера. 

Основными элементами таких устройств 
служат управляемые компоненты с нелинейным 
откликом, в частности варикапы. Их использова-
ние позволяет динамически изменять импеданс 

ФИЗИКА
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ячеек метаповерхности за счет вариации емко-
сти. Эффективная имитация доплеровского сдви-
га, однако, требует строгого согласования закона 
модуляции с требуемым преобразованием часто-
ты, что обуславливает необходимость детального 
электродинамического анализа, выполненного, 
например, в работах [1]–[6]. 

Целью данной работы является проведение 
численного полноволнового моделирования про-
странственно-временной метаповерхности на 
планарных спиралях и варикапах и оптимизация 
её параметров для достижения целевого допле-
ровского сдвига частоты. В ходе исследования 
была разработана полномерная компьютерная 
модель устройства, что позволило подтвердить 
возможность управления спектром отраженного 
сигнала для имитации ложной движущейся цели. 

 
1 Проектирование 
Принцип имитации эффекта Доплера осно-

ван на временной модуляции свойств метапо-
верхности. При взаимодействии с такой модули-
рованной структурой частота отраженной волны 
увеличивается или уменьшается относительно 
частоты падающей, что эквивалентно сдвигу 
частоты, наблюдаемому при физическом движе-
нии объекта. 

Предлагаемый подход заключается в созда-
нии метаповерхности, управляющей фазой отра-
женной волны по заданному временнóму закону. 
Линейное во времени изменение фазы приводит 
к постоянному сдвигу частоты отраженного сиг-
нала относительно частоты падающего на вели-
чину, пропорциональную скорости изменения 
этой фазы: 

 1
.

2r i

d t
f f

dt


 


 

Таким образом, линейное изменение фазы 
во времени создает постоянный частотный сдвиг, 
имитируя равномерное движение объекта. 

Элементарная ячейка метаповерхности по-
строена на основе планарных одновитковых спи-
ралей со встроенными в одно плечо варикапами. 
Термин «со-поляризационное отражение» озна-
чает, что отраженная волна имеет линейную по-
ляризацию, совпадающую с поляризацией па-
дающей волны. Использование варикапов позво-
ляет осуществить пространственно-временную 
модуляцию рассеянного поля. 

Преимущество использования такой струк-
туры состоит в том, что под действием падающей 
плоской электромагнитной волны в такой одно-
витковой планарной спирали индуцируются ди-
польные моменты, которые можно выразить через 
компоненты тензоров электрических, магнитных, 
электромагнитных и магнитоэлектрических поля-
ризуемостей. Равные по абсолютной величине 
амплитуды этих поляризуемостей означают 

сбалансированный отклик от такого микро-
резонатора. Для достижения сбалансированного 
электромагнитного отклика (равенства амплитуд 
поляризуемостей в резонансе) от спирального 
микро-резонатора было проведено численное 
моделирование одновитковой планарной спира-
ли (с варикапом) с учетом планируемого к ис-
пользованию диэлектрика, при этом все струк-
турные параметры планарной спирали оптими-
зированы. Данная методика подробно описана в 
работах [7], [8]. 

Ранее, в работах [9]–[11] нами была проде-
монстрирована эффективность использования 
планарных спиралей (без варикапа) при проекти-
ровании метаповерхностей с функциями отра-
жающего кросс-поляризатора, пропускающего 
кросс-поляризатора и не отражающего поглоти-
теля в СВЧ диапазоне.  

Оптимальное расположение планарных 
спиралей для данного преобразования поляриза-
ции может быть найдено, если известна требуе-
мая ориентация электрического и магнитного 
дипольных моментов в элементарной ячейке. 
Для достижения полной со-поляризованной от-
ражательной способности компоненты отражен-
ных и прошедших полей должны быть равны 
следующим значениям:  

 00, , 0, 0.
co
rjy x y x

r r t tE E E e E E     (1.1) 

Здесь co
r  – начальная фаза отражённой волны, 

0E  – амплитуда падающей волны, j – мнимая 

единица. 
Подставив условие (1.1) в компоненты от-

раженного ,x y
rE  и прошедшего ,x y

tE  поля, полу-

чаем [9]–[11]:  
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Здесь  – угловая частота падающей волны, 

0  – волновое сопротивление свободного про-

странства, c – скорость света в вакууме, S – пло-
щадь элементарной ячейки метаповерхности, 
состоящей из четырех планарных спиралей, ,ˆ x yp  

и ,ˆ x ym  – компоненты электрического дипольного 

момента и магнитного момента этой ячейки.  
Можно получить конечные условия реали-

зации co-поляризованного отражения, основан-
ные на электрических и магнитных дипольных 
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моментах ячейки, которые записываются сле-
дующим образом:  

1
ˆ ˆ 0,y xp m
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ˆ 1 ,
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Полученные условия показывают необхо-
димую ориентацию и составляющие электриче-
ского и магнитного дипольных моментов. Это 
условие может быть применено к любым мета-
поверхностям с субволновыми поляризованными 
включениями для достижения требуемых co-
поляризованных коэффициентов отражения.  

 
2 Моделирование 
При моделировании в качестве диэлектрика 

взят материал Arlon AD255C с относительно не-
высокой стоимостью и соответствующими нашим 
расчетам относительной диэлектрической прони-
цаемостью ( = 2,55) и тангенсом угла диэлектри-
ческих потерь 0,0014. Толщина медного слоя  
составила t = 35 мкм, толщина диэлектрика 
h = 3,175 мм.   

Баланс электромагнитных свойств планар-
ной спирали реализован на резонансной частоте 
4,71 ГГц. Параметры одновитковой планарной 
спирали без варикапа (рисунок 2.1) приведены в 
таблице 2.1, где l  расстояние между планарны-
ми спиралями. 

 

 
а) вид сверху 

 

 
б) вид сбоку 

 
Рисунок 2.1  Параметры одновитковой 

планарной спирали 
 

Для динамического управления использо-
вался варикап MV3903-P2010-STD с сопротив-
лением Rs около 2 Ом, изменением емкости С 
в диапазоне 0,03–0,25 пФ, изменением напряже-
ния питания Up в пределах от 0 до 17 В. 

 
Таблица 2.1  Значения параметров одно-

витковой планарной спирали как со-поляризаци-
онного отражателя на подложке Arlon AD255C  
 

Параметр Значение 
, град 16 
a, мм 14,2 
r, мм 0,75 
w, мм 1 
l, мм 12 

 
На рисунке 2.2 показана модель элементар-

ной ячейки предлагаемой метаповерхности. 
 

 
Рисунок 2.2 – Модель элементарной ячейки 

метаповерхности, реализующей 
со-поляризационное отражение. Варикапы 

смонтированы на полосках планарных спиралей 
на верхней стороне метаматериала 
 

Проведен электродинамический расчет мо-
дели, в ходе которого получены частотные зави-
симости коэффициентов отражения, прохожде-
ния и поглощения (рисунок 2.3) в диапазоне час-
тот от 3,8 ГГц до 5,8 ГГц, емкость варикапа со-
ставляла 0,24 пФ. 

Для подтверждения сформулированной ра-
нее идеи о том, что метаповерхность должна 
управлять фазой отраженной волны, было 
проведено численное моделирование с измене-
нием емкости варикапа в диапазоне от 0,03 до 
0,24 пФ. На рисунках 2.4 и 2.5 приведены графи-
ки частотной зависимости фазы отраженной 
волны и коэффициентов отражения, прохожде-
ния и поглощения при различных значениях 
электроемкости варикапа. 

Из рисунка 2.5 видно, что резонансная час-
тота отраженной волны за счет изменения элек-
троемкости варикапа может линейно сдвигаться, 
и тем самым осуществляется имитация движений 
объекта в пространстве с соответствующим доп-
леровским сдвигом частоты. Расчеты показыва-
ют, что при частоте падающей волны 

0 4,75Ггц   и частоте отраженной волны 

1 5,25Ггц   имитируемая скорость движения 

объекта составляет 25,3 10 .v c   
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Частота, ГГц 

 

Рисунок 2.3 – График частотной зависимости коэффициентов со-поляризованного отражения (Rco) и про-
хождения (Tco), коэффициентов кросс-поляризованного отражения (Rcr) и  

прохождения (Тcr), коэффициента поглощения (А) 
 

 
Частота, ГГц 

 

Рисунок 2.4 – Частотная зависимость фазы 
отраженной волны при различных значениях электроемкости варикапа 

 

 
Частота, ГГц 

 

Рисунок 2.5 – Частотная зависимость коэффициентов отражения, прохождения  и поглощения 
при различных значениях электроемкости варикапа 

 
Поскольку баланс электромагнитных 

свойств был изначально достигнут для одиноч-
ной спирали без варикапа, топология цепей пи-
тания разрабатывалась исходя из минимизации 
их паразитного влияния. Однако предваритель-
ное применение полной модели с интегрирован-
ными линиями питания выявило их существен-
ное воздействие на характеристики метаповерх-
ности. В частности, наблюдался значительный 
сдвиг резонансной частоты вверх и возникнове-
ние побочных резонансов, что было обусловлено 
увеличением эффективной электрической длины 
спирального элемента. 

Для компенсации этого влияния в линии 
питания были интегрированы фильтры в виде 
секторов круга (рисунок 2.6). Последующая па-
раметрическая оптимизация геометрии фильтров 
и всей элементарной ячейки позволила подавить 

паразитные резонансы и восстановить требуемые 
спектральные характеристики в рабочей полосе 
частот (рисунок 2.6). 

 
Рисунок 2.6 – Модель элементарной ячейки 
метаповерхности с предлагаемыми линиями 

питания и фильтрами 

K 

K 

,
 г

ра
д 
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Частота, ГГц 

 

Рисунок 2.7 – Частотная зависимость коэффициентов отражения, прохождения 
 и поглощения (при С = 0,24 пФ) для метаповерхности с фильтрами и линиями питания 

 

 
Частота, ГГц 

 

Рисунок 2.8 – Частотная зависимость коэффициентов отражения, прохождения 
и поглощения при различных значениях электроемкости варикапа с фильтрами в линиях питания 

 

 
Частота, ГГц 

 

Рисунок 2.9 – Частотная зависимость фазы отраженной волны от метаповерхности с линиями питания 
и фильтрами при различных значениях электроемкости варикапа 

 
Результаты численных расчетов предлагае-

мой метаповерхности, реализующей со-поляри-
зационное отражение, приведены на рисунках 
2.7–2.9. 

За счет применения фильтров в линиях пи-
тания и оптимизации линейных параметров ме-
таповерхности были получены приемлемые ре-
зультаты. Были убраны побочные резонансы в 
исследуемой полосе частот.  

Результаты моделирования подтверждают 
возможность управления спектром отраженного 
сигнала для имитации ложной движущейся цели. 

Полномерная компьютерная модель устрой-
ства показана на рисунке 2.10. 

На концах линий питания имеются контакт-
ные площадки для припаивания проводов от пла-
ты управления напряжением к метаповерхности. 

 

 
 

Рисунок 2.10 – Полномерная компьютерная 
модель метаповерхности на основе планарных 

спиралей и варикапов с линиями электрического 
питания, реализующей со-поляризационное 

отражение волн с измененной частотой 
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Следующим этапом работы является изго-
товление экспериментального образца метапо-
верхности и проведение экспериментальных ис-
следований. 

 
Заключение 
Разработана полномерная компьютерная 

модель пространственно-временной модулиро-
ванной метаповерхности на основе планарных 
спиралей и варикапов и проведено её численное 
полноволновое моделирование. Исследование 
включало проектирование элементарной ячейки 
в виде планарной одновитковой спирали на ди-
электрической подложке Arlon AD255C, а также 
оптимизацию параметров для обеспечения со-
поляризационного отражения. В процессе моде-
лирования было выявлено существенное влияние 
линий питания варикапов на резонансные харак-
теристики структуры, выражающееся в сдвиге 
резонансной частоты и появлении побочных ре-
зонансов, что было устранено путем внедрения 
фильтров в линии питания и геометрической 
оптимизации элементов. В результате удалось 
обеспечить линейное управление фазой 
отраженной волны посредством изменения емко-
сти варикапа в диапазоне от 0,03 до 0,24 пФ, что 
подтверждает возможность достижения целевого 
доплеровского сдвига частоты. Таким образом, 
практическая значимость работы заключается в 
подтверждении возможности использования 
спроектированной метаповерхности для имита-
ции ложных движущихся целей за счет управле-
ния спектром отраженного сигнала для потенци-
ального применения в системах радиолокации и 
радиоэлектронной борьбы. 
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Аннотация. Изложены теоретические основы имитации эффекта Доплера за счёт создания временной границы для 
метаматериала. Рассмотрены случаи имитации как приближающегося, так и удаляющегося объекта, излучающего 
волны. Предложены варианты параллельного либо последовательного подключения варикапов к микрорезонаторам 
метаматериала для преобразования волн на временной границе. 
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Введение 
Пространственно-временная модуляция ме-

таповерхностей позволяет изменять их свойства 
не только в пространстве, но и во времени. Это 
открывает новые возможности для управления 
рассеянием волн, в том числе на движущихся 
объектах, где традиционные методы сталкивают-
ся с ограничениями из-за доплеровских эффек-
тов и нестационарности задачи. 

Динамическое управление электромагнит-
ным откликом движущихся объектов является 
одной из наиболее актуальных и сложных задач 
современной радиофизики и инженерии. Движе-
ние объекта порождает доплеровский сдвиг час-
тоты рассеянной волны, который не только слу-
жит ключевым демаскирующим фактором для 

доплеровских радаров, но и нарушает когерент-
ные фазовые соотношения, лежащие в основе 
работы большинства маскирующих покрытий. 
Для решения этой проблемы было предложено 
несколько классов перестраиваемых метапо-
верхностей, каждый со своими сильными и сла-
быми сторонами [1]–[6].  

В данной работе рассмотрены теоретиче-
ские основы имитации эффекта Доплера за счёт 
создания временной границы для метаматериала. 
Наличие временной границы предполагает дос-
таточно быстрое, в идеальном случае – мгновен-
ное, изменение свойств метаматериала в некото-
рый момент времени. 

ФИЗИКА
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1 Теоретические основы 
Эффект Доплера описывает изменение дли-

ны волны в зависимости от того, как движется 
излучатель или приемник. Если движется источ-
ник излучения, то справедлива формула: 

0

2 ,
c v

  


где   длина волны излучения; c  скорость 
распространения волн в среде (нами рассматри-
вается свободное пространство); v  скорость 
источника волн относительно среды (v > 0, если 
источник приближается к приёмнику, v < 0, если 
удаляется); 0   угловая частота, с которой ис-

точник испускает волны. 
Изменение частоты для общего случая дви-

жения источника и приёмника описывается фор-
мулой: 
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1
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c
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
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где u  скорость приёмника относительно среды, 
u > 0, если приёмник движется по направлению к 
источнику. 

Целью работы является имитация эффекта 
Доплера за счёт создания временной границы 
для метаматериала. Наличие временной границы 
означает, что в некоторый момент времени ди-
электрическая и/или магнитная проницаемость 
метаматериала очень быстро изменяются (скач-
ком). Рассмотрим случай имитации доплеровско-
го сдвига частоты при u = 0, то есть приёмник 
неподвижен. Тогда 

0 .
1

v

c


 


 (1.1) 

На основании статей [7], [8] учтем, что при 
образовании временной границы происходит 
изменение частоты отраженной и прошедшей 
волн относительно падающей волны, а волновое 
число не изменяется, оно является одинаковым 
для всех волн. Такое поведение волн существен-
но отличается от случая пространственной гра-
ницы двух сред, при наличии которой изменяет-
ся волновое число преломленной волны, а часто-
та является одинаковой для всех волн – падаю-
щей, отраженной и преломленной. Используя 
свойство постоянства волнового числа на вре-
менной границе, можно записать   

2
2 1

1

,
v

v
   (1.2) 

где 2v  и 1v   фазовые скорости волн в метамате-

риале после и до временной границы; 2  и 1  – 

угловые частоты волн в метаматериале после и 
до временной границы. Поскольку в момент соз-
дания временной границы происходит изменение 
частоты волн, возникает возможность использо-
вания временной границы для имитации эффекта 
Доплера, который также характеризуется изме-
нением частоты волн. В случае такой предпола-
гаемой имитации должны выполняться следую-
щие соотношения: 1 0     частота до времен-

ной границы равна частоте волны, излучаемой 
движущимся источником; 2     частота по-

сле временной границы равна частоте излучения, 
принимаемого неподвижным приемником.  

Тогда из формул (1.1) и (1.2) следует 
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Здесь 1,2  и 1,2  – диэлектрическая и магнитная 

проницаемость метаматериала до и после вре-
менной границы, 1,2n  – его показатели прелом-

ления до и после временной границы. При этом 
v > 0, если объект приближается, и v < 0, если 
объект удаляется. 

1. При v > 0 следует 1 1,
v

c
   тогда получа-

ем неравенство 2 2 1 1,      которое означает, 

что для имитации приближения объекта среда 
после временной границы должна стать оптиче-
ски менее плотной. Мы предполагаем, что ди-
электрическая и магнитная проницаемости мета-
материала являются положительными величина-
ми, 1,2 0  и 1,2 0,   поскольку частота волн не 

относится к области их сильного поглощения. 
Таким образом, если нам известны свойства 

среды до временной границы 1 1( )   и скорость 

объекта v, доплеровский сдвиг частоты для кото-
рого нужно имитировать, то по формуле (1.3) 
можно рассчитать 2

2 2 n    (произведение вели-

чин, равное квадрату показателя преломления) 
для среды после временной границы. При этом в 
среде после временной границы распространя-
ются две волны в направления + z  и – z с часто-
той 2.  

  
2. При v < 0 (объект удаляется) имеем

1 1,
v

c
   тогда верно неравенство 2 2 1 1,    

означающее, что для имитации удаляющегося 
объекта среда после временной границы должна 
стать оптически более плотной  
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С учётом неравенства v < 0 эту формулу 
можно записать в виде 

2 2 1 1

| |
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 (1.4) 

В обобщенном случае формулы (1.3) и (1.4) 
можно записать в следующем виде: 
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c
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Здесь знак «–» выбирается для приближаю-
щегося объекта, а знак «+» для удаляющегося 
объекта. 

Графики зависимости 2

1

1
| |

1

v
vv
c




 показаны 

на рисунке 1.1, для знака «+»  красная штриховая 
кривая, для знака «–»  синяя сплошная кривая. 

Рисунок 1.1  Отношения фазовых скоростей 
волн в метаматериале после и до временной 

границы в зависимости от имитируемой 
скорости источника волн  

2 Пример реализации метаматериала с 
временной границей 

Допустим, до временной границы среда 
имела волновое сопротивление, равное волново-
му импедансу свободного пространства. Такой 
метаматериал, элементами которого являются 
планарные спирали (рисунок 2.1), спроектирован 
и изготовлен нами в рамках технологий печат-
ных плат [9]. 

Для такого метаматериала относительная 
диэлектрическая и относительная магнитная 
проницаемости 1r  и 1r  имеют равные значе-

ния: 1 1.r r    Поэтому для произвольного мо-

мента времени до временной границы можно 
записать 
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Здесь 1Z  – волновое сопротивление метамате-

риала до временной границы, 0Z  – волновое 

сопротивление вакуума, 0  и 0  – электрическая 

и магнитная постоянные. 

Рисунок 2.1  Метаматериал, элементами 
которого являются планарные спирали  

Для показателей преломления метаматериа-
ла до и после временной границы справедливы 
соотношения  
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Как было указано выше, для имитации эффекта 
Доплера в случае удаляющегося объекта необхо-

димо, чтобы 2 2 1,r r r     то есть среда после 

временной границы должна стать оптически бо-
лее плотной. В случае имитации эффекта Допле-
ра для приближающегося объекта должно вы-
полняться соотношение  
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то есть метаматериал после временной границы 
должен стать оптически менее плотным. 

Для изучения возможности имитации эф-
фекта Доплера нам необходимо сравнить ампли-
туды отраженных волн для двух типов границ - 
пространственной и временной. Вначале рас-
смотрим пространственную границу двух полу-
бесконечных сред – воздуха и метаматериала. 
Преобразование амплитуд волн на такой границе 
описывается соотношениями:  
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Здесь 0E  с верхними индексами i, r,  – ам-

плитуды падающей, отражённой и прошедшей 
волн, ( )spaceR  и ( )spaceT  – амплитудные коэффици-
енты отражения и прохождения волн на про-
странственной границе, rz  – относительный 
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волновой импеданс метаматериала, S с индекса-
ми i, r,  – модуль вектора Пойнтинга для па-
дающей, отражённой и прошедшей волн.  

Из формулы (2.2) следует, что на простран-
ственной границе выполняется баланс потоков 
энергии для этих волн.  

Проведем сравнение двух типов границ 
(временной и пространственной), частично ис-
пользуя результаты статьи [7]. Амплитудный 
коэффициент отражения волны ( )timeR  для вре-
менной границы можно записать в виде: 
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Здесь 01E  – амплитуда волны до временной гра-

ницы, 02RE  – амплитуда волны, отраженной от 

временной границы. Формулу (2.3) можно пре-
образовать и сравнить с коэффициентом отраже-
ния волны (2.1) на пространственной границе:  
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Допустим, первая среда (метаматериал до 
временной границы) была согласована по импе-
дансу со свободным пространством, тогда для 
согласованной с вакуумом среды при 0t t  име-

ем 1 1,r r    где 0t  – момент времени, в который 

создается временная граница. Следовательно, 
получаем  
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Предлагается использовать варикапы (ва-
ракторы) с целью управления параметрами мета-
атомов или микрорезонаторов. Для исследуемой 
метаповерхности такими мета-атомами являются 
планарные спирали. Варикапы характеризуются 
электроемкостью, которая может быть изменена 
в некотором диапазоне, при этом индуктивность 
варикапов имеет малые значения. В результате 
соединения варикапов с планарными спиралями 
происходит изменение электроемкости отдель-
ных элементов и метаповерхности в целом без 
значительного изменения индуктивности.  
Следовательно, при управлении параметрами 
резонаторов с помощью варикапов, мы можем 

изменять относительную диэлектрическую про-
ницаемость метаматериала ,r  а его относитель-

ная магнитная проницаемость r  при этом оста-

ётся постоянной. Таким образом, выполняются 
соотношения 

2 1,r r    2 1 1,r r r     (2.4) 

тогда получаем 
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При тех же условиях (2.4) находим коэффициент 
отражения волн от пространственной границы и 
отношение коэффициентов отражения для гра-
ниц двух типов:  
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Сравним также коэффициенты прохождения 
волн для границ двух типов ( )timeT  и ( ) .spaceT  Сна-
чала вычисляем коэффициент прохождения волн 
для временной границы  
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Тогда при выполнении соотношений (2.4) имеем 
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Теперь находим отношение коэффициентов 
прохождения волн для границ двух типов: 
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Рассмотрим возможные случаи, обуслов-
ленные видом подключения варикапа к микроре-
зонатору (в частности, к планарной спирали). 

1. Допустим, 2 1.r r    Этого можно достичь 

при параллельном подключении варикапа к мик-
рорезонатору (к планарной спирали), такое со-
единение приводит к увеличению емкости 
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метаматериала. Тогда 
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есть преобразование волн на пространственной 
границе более сильное, чем на временной границе. 

2. Допустим, что 2 1,r r    этого можно 

достичь при последовательном подключении 
варикапа к микрорезонатору (к планарной спи-
рали), при таком соединении емкость метамате-

риала уменьшается. Тогда 
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Теперь преобразование волн на временной гра-
нице более сильное, чем на пространственной 
границе.  

Управление варикапами должно осуществ-
ляться синхронно по всей поверхности (для соз-
дания единой временной границы) либо поэле-
ментно (для формирования пространственно-
временных модуляционных паттернов).  

При имитации эффекта Доплера с помощью 
метаповерхности происходит отражение элек-
тромагнитной волны с измененной частотой от-
носительно падающей волны. Сдвиг угловой 
частоты отраженной волны 1 0m     удовле-

творяет соотношению, приведенному в статье [10] 

02 ,m    (2.5) 

где 0 02     угловая частота падающей вол-

ны, 0  частота падающей волны, 1 12     

угловая частота отраженной волны, 1  частота
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имитируемая скорость движения объекта, c  
скорость света в вакууме. Из формулы (2.5) по-
лучаем выражение для нормированной скорости 
объекта 
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Например, при частоте падающей волны 

0 = 4,75 ГГц и частоте отраженной волны

1 = 5,25 ГГц из формулы (2.6) получаем

 = 5,310-2. Вычисления показывают, что значе-
ния  соответствуют графику 4b, приведенному в 
статье [10]. 

В статье [11] проведено моделирование 
имитации доплеровского сдвига частоты с по-
мощью высоко-импедансной метаповерхности, 
содержащей прямоугольные патчи с варикапами 
(варакторами). При частоте падающей волны 

0 =5 ГГц имеет место сдвиг частоты отраженной

волны 1   МГц, что соответствует относи-
тельной скорости объекта  = 10-4 . Таким обра-
зом, использование метаповерхностей на основе 
планарных спиралей и варакторов позволяет по-
лучить более значительный сдвиг частоты отра-
женной волны, который соответствует имитации 
более высокой скорости объекта.   

В указанной статье [11] при моделировании 
высоко-импедансной метаповерхности с прямо-
угольными патчами варикапы управлялись низ-
кочастотным переменным напряжением, что по-
зволило получить имитацию эффекта Доплера. 
При моделировании предложенной нами метапо-
верхности на основе планарных спиралей рас-
сматриваются варикапы при управляемом посто-
янном напряжении. При изменении напряжения 
и, соответственно, емкости варикапов происхо-
дит изменение резонансной частоты отраженной 
волны. Поэтому предложенная нами метапо-
верхность на основе планарных спиралей может 
быть использована также при создании управ-
ляемого фильтра частоты отраженной волны. 

Заключение 
В работе изложены теоретические основы 

имитации эффекта Доплера за счёт создания 
временной границы в метаматериале. Показано, 
что скачкообразное изменение электромагнит-
ных параметров среды (диэлектрической и маг-
нитной проницаемостей) в некоторый момент 
времени приводит к преобразованию частоты 
отраженной и проходящей волны, что формально 
эквивалентно доплеровскому сдвигу частоты при 
движении источника волн относительно непод-
вижного приёмника. Установлена связь между 
отношением фазовых скоростей волн до и после 
временной границы и имитируемой скоростью 
источника.  

Рассмотрен метаматериал на основе пла-
нарных спиралей и варикапов, который до вре-
менной границы имеет волновое сопротивление, 
равное импедансу свободного пространства.  

Получены выражения для амплитудных ко-
эффициентов отражения и прохождения на вре-
менной границе, проведено их сравнение с соот-
ветствующими коэффициентами для пространст-
венной границы раздела двух сред.  

Показано, что при последовательном под-
ключении варикапов к микрорезонаторам преоб-
разование волн на временной границе оказывает-
ся более сильным, чем на пространственной гра-
нице. Напротив, при параллельном подключении 
варикапов пространственная граница обеспечи-
вает более эффективное преобразование.  

Таким образом, предложенный подход по-
зволяет имитировать как приближение, так и 
удаление объекта посредством управления ди-
электрической проницаемостью метаматериала 
во времени, что открывает возможности для 
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создания устройств, неотличимых для доплеров-
ских радаров от реально движущихся объектов. 

Полученные теоретические результаты мо-
гут быть использованы при разработке систем 
радиомаскировки и радиоэлектронной борьбы.  
В частности, на основе временных границ в ме-
таматериалах возможно создание адаптивных 
покрытий для беспилотных летательных аппара-
тов, наземной техники и морских объектов, ко-
торые имитируют доплеровский сдвиг частоты, 
характерный для ложной скорости цели – при-
ближающейся или удаляющейся. Для практиче-
ской реализации предлагается использовать ме-
таповерхности с планарными спиральными резо-
наторами, в цепь которых включены варикапы.  

Рекомендуется проведение эксперимен-
тальной верификации на макетах метаматериа-
лов в СВЧ-диапазоне с последующим масштаби-
рованием на более высокие частоты. 
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Аннотация. Исследованы температурные зависимости поверхностной проводимости σ□(T) CVD-графена без и с  
электрохимически осаждёнными частицами Co – CoO. Для исходного CVD графена зависимость σ□(T) описывается 
моделью, включающей двумерные квантовые поправки теории проводимости Друде в условиях слабой локализации,  
а также активационный механизм переноса заряда, обусловленный крупномасштабным потенциальным рельефом 
(КМПР). После осаждения наночастиц Co – CoO отмечено снижение вклада от КМПР. Однако в целом, не наблюдается 
существенного влияния осаждения наночастиц Co – CoO на природу механизмов транспорта носителей заряда 
характерных для исходных образцов графена. 
 
Ключевые слова: CVD-графен, электропроводность, электротранспорт, квантовые поправки, крупномасштабный 
потенциальный рельеф. 
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Введение 
Графен – одна из важнейших аллотропных 

модификаций углерода – привлекает пристальное 
внимание исследователей благодаря своим уни-
кальным физическим свойствам. Эти свойства 
открывают широкие перспективы для создания 
разнообразных электронных устройств, в том 
числе магнито- и газочувствительных датчиков, 
различных видов преобразователей, спинтронных 

устройств, мемристоров и др. [1]–[6]. Помимо 
этого графен может найти применение в систе-
мах хранения энергии, термоэлектрогенераторах, 
гибкой электронике, а также магнитной визуали-
зации в биомедицине [1]–[6]. Однако массовое 
технологическое внедрение графена сдерживает-
ся рядом трудностей. Основное практическое 
ограничение заключается в том, что в большин-
стве исследований используются листы микронных 
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размеров, получаемые методом отщепления либо 
разрезанием поликристаллических образцов (см., 
например, обзоры [1]–[3]). Как отмечено в [7], 
несмотря на выдающиеся электрические, меха-
нические, химические и другие характеристики 
таких микронных листов, их размеров недоста-
точно для реальных приложений в современной 
массовой электронике, где требуются площади 
порядка квадратных сантиметров и более. 

Одним из перспективных путей решения 
этой проблемы является совершенствование ме-
тодов синтеза графена, в первую очередь, на-
пример, химического осаждения из газовой фазы 
(CVD-графен). Этот технологический подход 
позволяет получать поликристаллический графен 
площадью в сотни квадратных сантиметров (та-
кой результат достигнут компанией «Graphe-
nea S.A.») и монокристаллический графен с 
площадью порядка квадратного сантиметра [8], 
[9]. Помимо масштабируемости, CVD-метод об-
ладает значительной гибкостью в управлении 
условиями синтеза: выбор технологических ре-
жимов роста, способов переноса и типа подло-
жек даёт возможность целенаправленно влиять 
на тип (n или p) и величину проводимости полу-
чаемого материала [10]. 

Вместе с тем создание и исследование маг-
нитных и магниторезистивных свойств гибрид-
ных структур на основе графена является акту-
альной задачей, поскольку открывает дополни-
тельные перспективы для их применения в маг-
нитных туннельных переходах, спиновых венти-
лях и фильтрах, устройствах магниторезистив-
ной записи информации и других элементах 
спинтроники [11]–[13]. В более широком контек-
сте, гибридные структуры на основе графена 
могут использоваться в твердотельных датчиках 
магнитного поля, фотовольтаических преобразо-
вателях, полевых транзисторах, средствах дос-
тавки лекарственных препаратов в нанобиоме-
дицине, материалах электродов для литий-
ионных батарей, суперконденсаторах, оптически 
прозрачных полупроводниках, а также в элек-
трокатализе [14]–[25]. Подобные структуры мо-
гут быть успешно синтезированы путем осажде-
ния на поверхность графена слоёв либо частиц 
различных ферромагнитных металлов (Co, Ni и 
т. д.) [12], [26].  

Ранее было обнаружено [27], что темпера-
турная зависимость проводимости σ□(T) исход-
ных образцов CVD графена на диэлектрических 
подложках описывается моделью, включающей в 
формулу проводимости Друде двумерные кван-
товые поправки (QC) вследствие реализации ус-
ловий слабой локализации (WL), доминирующей 
во всем исследуемом температурном диапазоне. 
Кроме того, обнаружен вклад активационного 
механизма переноса заряда. Последнее, наиболее 
вероятно, обусловлено короблением графена и 
рябью на его поверхности. С другой стороны, 

в работе [28] показано, что осаждение наноча-
стиц Co – CoO на поверхность графена приводит 
к уменьшению концентрации носителей заряда 
вследствие исключения из общей проводимости 
некоторой части носителей, генерированных де-
фектами. В то же время в этой работе не прово-
дился анализ природы активационного механиз-
ма электропереноса. В этой связи возникает во-
прос о влиянии осаждения наночастиц Co – CoO 
на эффекты, обусловленные активационным ме-
ханизмом переноса заряда. 
 

1 Методика 
Синтез графена производился на установке 

PlanarTech G2 методом CVD на медной фольге с 
последующим переносом на диэлектрическую 
подложку (SiO2(300 nm) / Si) (подробно о синтезе 
и свойствах исследуемых образцов CVD-графена 
см. [10], [27], [29]). Из полученных структур вы-
резался прямоугольный образец с размерами 
5×10 мм. Нанесение наночастиц Co – CoO на 
CVD-графен проводился электрохимическим 
осаждением (подробно см. [28], [30]). Темпера-
турные зависимости слоевой электропроводимо-
сти σ□(T) измерялись четырехзондовым методом 
на бескриогенной измерительной системе 
(Cryogenics Ltd, London) на базе рефрижератора 
замкнутого цикла в температурном диапазоне  
2 < T < 40 K (подробно см. [10], [30], [31]). Обна-
ружено, что вольтамперные характеристики 
(ВАХ), измеренные при температурах Т = 300 К 
и Т = 2 К, демонстрируют линейных характер. 

 
2 Результаты 
На рисунке 2.1 представлены температур-

ные зависимости слоевой проводимости σ□(T) 
исходного CVD-графен (Gr) и графена с осаж-
денными наночастицами Co – CoO (Gr / Co), кри-
вые 1 и 5 соответственно. Видно, что оба образца 
демонстрируют полупроводниковое поведение в 
виде увеличения слоевой проводимости с ростом 
температуры.   

Ранее [27] в предположении сосуществова-
ния механизмов WL QC и активационной / 
прыжковой проводимости, было получено сле-
дующее равенство для температурной зависимо-
сти σ□(Т): 

0
0 0 0( ) Ln( ) exp ,h

T
T pG T

T

             
  (2.1) 

где 0  – компонента слабозависящая от темпе-

ратуры (подробно см. [27]), Т – температура,  
G0 = e2 / (2π2ħ) = 1,23∙10-5 Ом-1 – константа, е – 
заряд электрона, ħ – приведённая постоянная 
Планка, p – параметр, определяемый механизмом 
рассеяния носителей заряда. Параметры модели 
, σh0 и T0, входящие в данное выражение, опре-
деляются формой энергетического распределения 
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плотности локализованных состояний вблизи 
уровня Ферми, соответственно типом прыжково-
го транспорта (с постоянной – CRH, или с пере-
менной – VRH длиной прыжка) и размерностью 
исследуемой системы. Так, в двумерном случае 
(включая графен) для VRH-режима двумерная 
модель Мотта предсказывает значение  = 1 / 3, а 
модель Шкловского – Эфроса –  = 1 / 2 [32], 
[33]. Для стандартной зонной модели и прыжко-
вой проводимости типа CRH показатель  в со-
отношении (2.1) равен единице. Важно отметить, 
что в сильно неупорядоченных материалах мо-
жет наблюдаться температурная зависимость 
σh(T) с переменной энергией активации, внешне 
похожая на прыжковый механизм, но вызванная 
не VRH, а наличием крупномасштабного потен-
циального рельефа (КМПР). В такой ситуации 
величина  в формуле (2.1) не имеет строго оп-
ределённого значения, однако всегда остаётся 
меньше 1 и снижается с повышением температуры. 

Как видно из рисунка 2.1, выражение (2.1) 
хорошо описывает экспериментальные кривые 
проводимости в аппроксимируемом температур-
ном интервале от 5 К до 40 К для любой допус-
тимой величины параметра . Параметры ап-
проксимации температурных зависимостей про-
водимости в данной области температур пред-
ставлены в таблице 2.1.  Отметим,  что  для  всех 

измерений параметр p = 1 во втором вкладе со-
отношения (2.1), что соответствует pG0 = G0. Это 
указывает на наличие вклада WL QC вследствие 
электрон-электронного механизма рассеяния 
носителей заряда при их движении по самопере-
секающимся траекториям без сбоя фазы волно-
вых функций [34]. 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Экспериментальные зависимости 
слоевой проводимости (σ□) от температуры (Т)  

(1 и 5), а также их аппроксимация формулой (2.1) 
при значениях показателя  = 1 (2,6), 

 = 0,5 (3,7) и  = 0,33 (4,8) для образцов  
Gr (1–4) и Gr / Co (5–8) 

 
Таблица 2.1 – Параметры, полученные из аппроксимации температурной зависимости 

                                проводимости уравнением (2.1) 
 

Номер измерения  σ0, мкСм σh0, мкСм T0, К R2 
Gr 1,0 351 ± 1 38,8 ± 1,3 83 ± 2 0,99918 
Gr 0,5 351 ± 1 330 ± 30 710 ± 30 0,99876 
Gr 0,33 351 ± 1 3900 ± 600 12700 ± 900 0,99863 

Gr + Co 1,0 167 ± 1 7,0 ± 0,3 68 ± 5 0,99991 
Gr + Co 0,5 167 ± 1 46 ± 5 510 ± 30 0,99988 
Gr + Co 0,33 167 ± 1 290 ± 50 6300 ± 500 0,99987 

 

  
а) б) 

 

Рисунок 2.2 – Температурные зависимости вкладов в слоевую проводимость в выражении (2.1)  
для образцов Gr (a) и Gr / Co (б): 1 – экспериментальная кривая, 2 – вклад от второго слагаемого,  

4–6 – вклад от третьего слагаемого при  = 1 (4),  = 0,5 (5) и  = 0,33 (6) 
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а) б) 

 

Рисунок 2.3 –Температурные зависимости производной проводимости по температуре (dσi / dT) 
слагаемых выражения (2.1) для образцов Gr (a) и Gr / Co (б). Производные: 1 – суммы всех слагаемых,  

2 – вклада от второго слагаемого, 3 – 5 – вклада от третьего слагаемого при  =1 (3),  =0,5 (4) и  =0,33 (5) 
 

На рисунках 2.2, а, б показаны температур-
ные зависимости, отвечающие отдельным сла-
гаемым уравнения (2.1), которые описывают раз-
личные механизмы проводимости. Можно заме-
тить, что в обоих образцах доминирующий вклад 
вносят квантовые поправки WL QC к друдевской 
проводимости в режиме слабой локализации, 
которым соответствуют первые два члена в вы-
ражении (2.1). Значение вклада от активационно-
го механизма при Т = 40 К составило величину 
не более 1,2% и 0,6% для образцов Gr и Gr / Co 
соответственно. Видно, что после осаждения на-
ночастиц Co – CoO вклад активационного меха-
низма снизился в ≈ 2 раза, но не пропал пол-
ностью.  

Для более детального анализа влияния раз-
личных механизмов на температурную зависи-
мость проводимости удобно рассматривать про-
изводные dσi / dT (рисунок 2.3). Видно, что неза-
висимо от образца, поведение проводимости при 
температурах ниже 10 К полностью определяет-
ся вкладом от слабой локализации (dσ2 / dT, кри-
вая 2). При этом, для образца Gr (рисунок 2.3, a) 
при Т > 30 K вклад активационного механизма 
(dσ3 / dT, кривые 3–5) становится сопоставим с 
вкладом WL (dσ2 / dT, кривая 2). Таким образом, 
несмотря на малость активационной составляю-
щей (менее 2%) в проводимости графена, она 
существенно влияет на характер изменения 
σ□(T). Для образцов же Gr / Co (рисунок 2.3, б) 
вклад от активационного механизма (dσ3 / dT, 
кривые 3–5) хоть и заметен, но не так силен по 
сравнению с вкладом от слабой локализации 
(dσ2 / dT, кривая 2), как для образца Gr.  

Как следует из таблицы 2.1, для случая 
 = 0,33 рассчитанный параметр фитирования T0 
для образцов Gr (a) и Gr / Co составил ≈ 1,27∙104 К 
и ≈ 2,5∙104 К соответственно, что отвечает энер-
гиям ≈ 1,1 эВ и ≈ 0,55 эВ. Последние значения 
заметно превышают большинство известных 

величин энергетической щели в графене (см. 
работу [35] и ссылки в ней), но близки к ширине 
запрещённой зоны в оксиде графена (1,15–2,7 эВ). 
Наблюдаемые высокие температуры T0 пред-
ставляются маловероятными, поскольку при та-
ких параметрах должен был бы проявляться не 
только зонный, но и прыжковый механизм про-
водимости. При  = 0,5 величины T0 физически 
приемлемы, однако в этом случае экспоненци-
альный вклад в проводимость был бы заметен и 
при Т > 250 K, что не наблюдалось в экспери-
менте [30]. Таким образом, на наш взгляд, для 
образцов Gr (a) и Gr / Co более предпочтительна 
аппроксимация показателя  в третьем вкладе в 
соотношении (2.1) значением  = 1, что соответ-
ствует стандартной зонной модели или прыжко-
вой проводимости типа CRH; в пользу этого го-
ворит и коэффициент детерминации R², который 
для  = 1 выше, чем для  = 0,33 и 0,5 (см. таб-
лицу 2.1).  

С другой стороны, предэкспоненциальный 
множитель σh0, как известно, зависит от темпера-
туры [36]. Эту зависимость при низких темпера-
турах измерения Т << T0 часто не учитывают, 
поскольку она пренебрежимо мала по сравнению 
с экспоненциальным членом. Однако в настоя-
щем эксперименте температурный диапазон из-
мерений сопоставим с T0, что в совокупности с 
малостью вкладов активационной компоненты 
σ□(T) и dσ / dT указывает на относительную ус-
ловность определения .  

Также отметим, что ширина запрещённой 
зоны, реализуемая в графене [35], [37], обычно 
на порядок превышает значения, наблюдавшиеся 
в настоящей работе (≈ 7,2 и ≈ 5,9 эВ для образ-
цов Gr (a) и Gr / Co соответственно). С другой 
стороны, графен, как двумерный кристалл, мо-
жет обладать микроскопической рябью, возни-
кающей при его переносе с медной фольги на 
диэлектрическую подложку. Согласно работам 
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[38]–[41], наличие такой ряби оказывает сущест-
венное влияние на электронные свойства графе-
на, вызывая деформации кристаллической ре-
шётки. Последняя, в свою очередь, приводит к 
локальному перераспределению электростатиче-
ского потенциала, то есть к формированию (или 
модификации) потенциального рельефа, харак-
теристические энергии которого лежат в широ-
ком интервале значений [40], [41].  

Таким образом, наблюдаемый в экспери-
менте рост проводимости с повышением темпе-
ратуры при низких энергиях активации скорее 
можно связать с возникновением крупномас-
штабного потенциального рельефа (КМПР), обу-
словленного деформацией графена за счёт мик-
роскопической ряби, а α не имеет строго опреде-
лённого значения. При этом существенного 
влияния осаждения наночастиц Co – CoO на 
природу активационного механизма не обнару-
жено. Однако обоснование и подтверждение 
сделанной гипотезы требует проведения допол-
нительных исследований.  

 
Заключение 
Температурная зависимость проводимости 

σ□(T) поликристаллических образцов CVD-гра-
фена (Gr) и CVD-графена с электрохимическим 
осажденными частицами Co – CoO (Gr / Co) опи-
сывается моделью, включают два механизма пе-
реноса заряда: (1) двумерные квантовые поправ-
ки (вследствие слабой локализации) в формуле 
проводимости Друде, доминирующей во всем 
исследуемом температурном диапазоне, и (2) 
активационный вклад предположительно обу-
словленный короблением графена и рябью на его 
поверхности, что вызывает возникновение круп-
номасштабного потенциального рельефа (КМПР). 
Осаждение частиц кобальта приводит к сниже-
нию слоевой проводимости за счет обнаружен-
ного в работе [28] уменьшения концентрации 
носителей заряда. Кроме того, отмечается сни-
жение вклада от КМПР при отсутствии влияния 
осаждения наночастиц Co – CoO на природу ме-
ханизмов транспорта носителей заряда, харак-
терных для исходных образцов графена.  
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Аннотация. В статье изучаются гомоморфизмы полиадических группоидов специального вида, то есть полиадических 
группоидов с l-арной операцией s, , k, которая называется полиадической операцией специального вида и определяется 
на декартовой степени Ak n-арного группоида < A,  > с помощью подстановки   Sk и n-арной операции . 
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Введение 
Полиадическим группоидом специального 

вида называют [1] универсальную алгебру 
< Ak, s, , k > с одной l-арной операцией s, , k, где 
l = s(n – 1) + 1, которая определяется на декарто-
вой степени Ak n-арного группоида < A,  > с 
помощью подстановки  множества {1, , k} и 
n-арной операции  следующим образом. 

Пусть < A,  > – n-арный группоид, 

n  2, s  1, l = s(n – 1) + 1, k  2,   Sk. 

Определим на Ak вначале n-арную операцию 

1, , k(x1  xn) = 

= 1, , k((x11, , x1k)  (xn1, , xnk)) = 

= ((x11x2(1)  1 (1)nn
x 

),  

, (x1kx2(k)  1 ( )nn k
x 

)), 

а затем l-арную операцию 

s, , k(x1  xl) = 

= s, , k((x11, , x1k)  (xl1, , xlk)) = 

= 1, , k(x1  xn–11, , k(xn  x2(n–1) 

1, , k( 1, , k(x(s–2)(n–1)+1  x(s–1)(n–1) 

1, , k(x(s–1)(n–1)+1  xs(n–1)+1)) ))). 

При s = 1 l-арная операция s, , k, опреде-
ляемая последним равенством, совпадает с n-ар-
ной операцией 1, , k, определяемой предыдущим 
равенством. 

Частным случаем (n = 2) полиадической 
операции s, , k является l-арная операция [ ]l, , k, 
где l = s + 1, которая первоначально была опре-
делена в [2] для любых целых k  2, l  2 и любой 
подстановки   Sk на k-ой декартовой степени 
Ak полугруппы A. Изучению l-арных операций 
[ ]l, , k и s, , k посвящены соответственно книги 
[3] и [4]. 

Для n-арной полугруппы < A,  > l-арная 
операция s, , k может быть определена следую-
щим образом [1]: 

s, , k(x1  xl) = 

= s, , k((x11, , x1k)  (xl1, , xlk)) = 

= (y1, , yk), 

где 
yj = (x1jx2(j)  ( 1)( ( 1) 1) ( )

)s ns n j
x   

 = 

= (x1jx2(j)  1 ( )ll j
x 

), j = 1, , k. 
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В данной статье изучаются гомоморфизмы 
полиадических группоидов < Ak, s, , k > с l-арной 
операцией s, , k, определённой выше. 

1 Вспомогательные результаты 
В [1] было доказано, что если n-арная опе-

рация  является ассоциативной, подстановка  
удовлетворяет условию l = , то l-арная опера-
ция s, , k также является ассоциативной, то есть 
имеет место 

Теорема 1.1 [1, теорема 2.1]. Если < A,  > – 
n-арная полугруппа, подстановка  удовлетво-
ряет условию l = , то < Ak, s, , k > – l-арная 
полугруппа. 

Следующая теорема, доказанная в [5], пока-
зывает, что в случае тождественности подста-
новки l–1 не только свойство ассоциативности, 
но и свойство быть полиадической группой так-
же переносится с < A,  > на < Ak, s, , k >. 

Теорема 1.2 [5, теорема 4.1]. Если < A,  > – 
n-арная группа, подстановка  удовлетворяет 
условию l = , то < Ak, s, , k > – l-арная группа. 

Как показывает следующая теорема, для пе-
реноса свойство быть полиадической квазигруп-
пой с n-арного группоида < A,  > на l-арный 
группоид < Ak, s, , k > не требуется тождествен-
ность подстановки l–1. 

Теорема 1.3 [5, теорема 3.1]. Если < A,  > – 
n-арная квазигруппа, то < Ak, s, , k > – l-арная 
квазигруппа. 

Нам понадобятся также следующие лемма и 
теорема. 

Лемма 1.1 [6, лемма 2.1]. Пусть < B,  > – 
n-арная подгруппа n-арной группы < A,  >, 
x = (x1, …, xk)  Ak. Тогда 

, ,

1

)k k
s k

l

B B



  (x  

1

1 1

( ) ( )k

n n

x B B x B B
 

     . 

Теорема 1.4 [6, теорема 3.1]. Если подста-
новка  из Sk удовлетворяет условию l = , то 
l-арная подгруппа < Bk, s, , k > l-арной группы 
< Ak, s, , k > полуинвариантна в ней тогда и 
только тогда, когда n-арная подгруппа < B,  > 
полуинвариантна в n-арной группе < A,  >. 

Информацию о полуинвариантных поли-
адических подгруппах полиадических групп 
можно найти у Поста [7], а также в монографиях 
[8]–[10]. 

 
2 Основные результаты 
Основным результатом данной статьи явля-

ется 
Теорема 2.1. Пусть  – гомоморфизм (изо-

морфизм) n-арного группоида < A,  > на n-ар-
ный группоид < B,  >,  – отображение Ak на Bk 
по правилу 

  x = (x1, …, xk)  x = ( 1x , …, kx ). 

Тогда  является гомоморфизмом (изоморфиз-
мом) l-арного группоида < Ak, s, , k > на l-арный 
группоид < Bk, s, , k >. 

Доказательство. Докажем вначале, что 
отображение  является гомоморфизмом (изо-
морфизмом) n-арного группоида < Ak, 1, , k > на 
n-арный группоид < Bk, 1, , k >. 

Так как для любых xi = (xi1, …, xik)  Ak, где 
i = 1, …, n верно 

(1, , k(x1 … xn))
 = 

= (1, , k((x11, …, x1k) … (xn1, , xnk)))
 = 

= ((x11x2(1)  1 (1)nn
x 

),  

, (x1kx2(k)  1 ( )nn k
x 

)) = 

= (((x11x2(1)  1 (1)nn
x 

)),  

, ((x1kx2(k)  1 ( )nn k
x 

))) = 

= (( 111 2 (1) (1)nn
x x x 
  

 
 ),  

, ( 11 2 ( ) ( )nk k n k
x x x 
  

 
 )) = 

= 1, , k( 11 1 1( , , ) ( , , )k n nkx x x x      ) = 

= 1, , k( 1 n
 x x ), 

то 

(1, , k(x1 … xn))
 = 1, , k( 1 n

 x x ). 

Следовательно  – гомоморфизм < Ak, 1, , k > на 
< Bk, 1, , k >. 

Ясно, что если  – биекция A на B, то  – 
биекция Ak на Bk. Поэтому для изоморфизма  
отображение  также является изоморфизмом. 

Так как  – гомоморфизм (изоморфизм) 
< Ak, 1, , k > на < Bk, 1, , k >, то 

(s, , k(x1 … xl))
 = 

= (1, , k(x1  xn–11, , k(xn  x2(n–1) 

1, , k( 1, , k(x(s–2)(n–1)+1  x(s–1)(n–1) 

1, , k(x(s–1)(n–1)+1  xs(n–1)+1)) )))) = 

= 1, , k( 1 1n
 

x x (1, , k(xn  x2(n–1) 

1, , k( 1, , k(x(s–2)(n–1)+1  x(s–1)(n–1) 

1, , k(x(s–1)(n–1)+1  xs(n–1)+1)) )))) =  
… 

= 1, , k( 1 1n
 

x x 1, , k( 2( 1)n n
 

x x  

1, , k( 1, , k( ( 2)( 1) 1 ( 1)( 1)s n s n
 
    x x  

(1, , k(x(s–1)(n–1)+1  xs(n–1)+1))
) ))) = 

= 1, , k( 1 1n
 

x x 1, , k( 2( 1)n n
 

x x  

1, , k( 1, , k( ( 2)( 1) 1 ( 1)( 1)s n s n
 
    x x  

1, , k( ( 1)( 1) 1 ( 1) 1s n s n
 
    x x )) ))) = 

= s, , k( 1 l
 x x ), 



Гомоморфизмы полиадических группоидов специального вида 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 2 (67), 2026 61

то есть 

(s, , k(x1 … xl))
 =  s, , k( 1 l

 x x ). 

Следовательно,  – гомоморфизм (изоморфизм) 
< Ak, s, , k > на < Bk, s, , k >.                                  

Теоремы 2.1 и 1.3 позволяют сформули-
ровать 

Следствие 2.1. Если  – гомоморфизм (изо-
морфизм) n-арной квазигруппы < A,  > на  
n-арную квазигруппу < B,  >, то отображение 
 из теоремы 2.1 является гомоморфизмом (изо-
морфизмом) l-арной квазигруппы < Ak, s, , k > на 
l-арную квазигруппу < Bk, s, , k >. 

Теоремы 2.1 и 1.1 позволяют сформули-
ровать 

Следствие 2.2. Если подстановка   Sk 
удовлетворяет условию l = ,  – гомоморфизм 
(изоморфизм) n-арной полугруппы < A,  > на  
n-арную полугруппу < B,  >, то отображение  
из теоремы 2.1 является гомоморфизмом (изо-
морфизмом) l-арной полугруппы < Ak, s, , k > на 
l-арную полугруппу < Bk, s, , k >. 

Теоремы 2.1 и 1.2 позволяют сформули-
ровать 

Следствие 2.3. Если подстановка   Sk 
удовлетворяет условию l = ,  – гомоморфизм 
(изоморфизм) n-арной группы < A,  > на  
n-арную группу < B,  >, то отображение  из 
теоремы 2.1 является гомоморфизмом (изомор-
физмом) l-арной группы < Ak, s, , k > на l-арную 
группу < Bk, s, , k >. 

Замечание 2.1. Если < A,  > – n-арный 
группоид, то на декартовой степени Ak его носи-
теля A можно с помощью n-арной операции  
поточечно определить n-арную операцию, кото-
рую обычно обозначают тем же символом : 

(x1  xn) = 

= ((x11, , x1k)  (xn1, , xnk)) = 

= ((x11x21  xn1), , (x1kx2k  xnk). 

С другой стороны, если в определении n-арной 
операции 1, , k подстановка  совпадает с тож-
дественной подстановкой , то согласно этому 
определению 

1, , k(x1  xn) = 

= 1, , k((x11, , x1k)  (xn1, , xnk)) = 

= ((x11x21  xn1), , (x1kx2k  xnk). 

Таким образом, 

(x1  xn) = 1, , k(x1  xn), 

то есть n-арные группоиды < Ak,  > и 
< Ak, 1, , k > совпадают. Поэтому любой резуль-
тат, справедливый для n-арного группоида 
< Ak, 1, , k >, будет справедливым и для n-арного 
группоида < Ak,  >. В частности, из теоремы 1.3 

следует, что, если < A,  > – n-арная квазигруппа, 
то < Ak,  > – n-арная квазигруппа. Так как тож-
дественная подстановка  удовлетворяет усло-
вию n = , то согласно теореме 1.1 (теореме 1.2), 
если < A,  > – n-арная полугруппа (n-арная груп-
па), то < Ak,  > – n-арная полугруппа (n-арная 
группа). Разумеется, эти результаты могут быть 
получены и без ссылок на указанные теоремы. 

В качестве ещё одного примера такого рода 
сформулируем следующий результат, соответст-
вующий теореме 2.1 (следствиям 1.1–1.3), если в 
них положить s = 1. 

Следствие 2.4.  Если  – гомоморфизм (изо-
морфизм) n-арного группоида < A,  > на n-
арный группоид < B,  >, то отображение  из 
теоремы 2.1 является гомоморфизмом (изомор-
физмом) n-арного группоида (n-арной полугруп-
пы, n-арной группы, n-арной квазигруппы) 
< Ak,  > на n-арный группоид (n-арную полугруп-
пу, n-арную группу, n-арную квазигруппу) 
< Bk,  >. 

Полагая в теореме 2.1 и следствиях 1.1–1.3 
n = 2, получим ещё два следствия. 

Следствие 2.5. Если  – гомоморфизм (изо-
морфизм) группоида (квазигруппы) A на группоид 
(квазигруппу) B, то отображение  из теоремы 
2.1 является гомоморфизмом (изоморфизмом)  
l-арного группоида (l-арной квазигруппы) 
< Ak, [ ]l, , k > на l-арную квазигруппу < Bk, [ ]l, , k >. 

Следствие 2.6. Если подстановка   Sk 
удовлетворяет условию l = ,  – гомоморфизм 
(изоморфизм) полугруппы (группы) A на полу-
группу (группу) B, то отображение  из теоре-
мы 2.1 является гомоморфизмом (изоморфиз-
мом) l-арной полугруппы (l-арной группы) 
< Ak, [ ]l, , k > на l-арную полугруппу (l-арную 
группу) < Bk, [ ]l, , k >. 

Следствиями теоремы 2.1 и следствий 1.1–
1.3 являются также следующие два следствия. 

Следствие 2.7. Если  – эндоморфизм  
(автоморфизм) n-арного группоида (n-арной ква-
зигруппы) < A,  >, то отображение  из тео-
ремы 2.1 является эндоморфизмом (автомор-
физмом) l-арного группоида (l-арной квазигруп-
пы) < Ak, s, , k >. 

Теоремы 2.1 и 1.1 позволяют сформули-
ровать 

Следствие 2.8. Если подстановка   Sk 
удовлетворяет условию l = ,  – эндомомор-
физм (автоморфизм) n-арной полугруппы  
(n-арной группы) < A,  >, то отображение  из 
теоремы 2.1 является эндомоморфизмом  
(автоморфизмом) l-арной полугруппы (l-арной 
группы) < Ak, s, , k >. 

Полагая в следствиях 2.7 и 2.8 n = 2, полу-
чим ещё два следствия. 

Следствие 2.9. Если  – эндоморфизм  
(автоморфизм) группоида (квазигруппы) A, то 
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отображение  из теоремы 2.1 является эндо-
морфизмом (автоморфизмом) l-арного груп-
поида (l-арной квазигруппы) < Ak, [ ]l, , k >. 

Теоремы 2.1 и 1.1 позволяют сформули-
ровать 

Следствие 2.10. Если подстановка   Sk 
удовлетворяет условию l = ,  – эндомомор-
физм (автоморфизм) полугруппы (группы) A, то 
отображение  из теоремы 2.1 является эндо-
моморфизмом (автоморфизмом) l-арной полу-
группы (l-арной группы) < Ak, [ ]l, , k >. 

Предложение 1.1. Пусть  – гомоморфизм 
n-арной квазигруппы < A,  > на n-арную квази-
группу < B,  >,  – отображение из теоремы 
2.1, x = c – решение в < Ak, s, , k > уравнения 

s, , k(a1  ai–1xai+1  al) = b, 

v = b, um = m
a , где m = 1, , i–1, i+1, , l. Тогда 

c – решение в < Bk, s, , k > уравнения 

s, , k(u1  ui–1zui+1  ul) = v. 

Доказательство. Согласно теореме 1.3 
< Ak, s, , k > и < Bk, s, , k > – l-арные квазигруп-
пы. Поэтому указанные в формулировке предло-
жения уравнения действительно разрешимы. 

Так как 

s, , k(a1  ai–1cai+1  al) = b, 

 – гомоморфизм < Ak, s, , k > на < Bk, s, , k >, то 

(s, , k(a1  ai–1cai+1  al))
 = b, 

откуда 

s, , k( 1
a   1i


a c 1i


a   l

a ) = b, 

s, , k(u1  ui–1c
ui+1  ul) = v. 

Следовательно, c – решение второго уравнения 
из формулировки предложения.                            

Теорема 2.2. Пусть подстановка  из Sk 
удовлетворяет условию l = , < B,  > – полуин-
вариантная n-арная подгруппа n-арной группы 
< A,  >,  – естественный гомоморфизм  
n-арной группы < A,  > на n-арную факторгруп-
пу < A / B,  >,  – естественный гомоморфиз-
мом l-арной группы < Ak, s, , k > на l-арную 
факторгруппу < Ak / Bk, s, , k >. Тогда: 

1) для любого x = (x1, …, xk)  Ak верно ра-
венство 

x = 1 kx x   ; 

2) l-арная факторгруппа 

< Ak / Bk, s, , k > = 

= < { , ,

1

( )k k
s k

l

B B



 x  | x  Ak}, s, , k > = 

= < { , , 1

1

(( , , ) )k k
s k k

l

x x B B



    |  

x1, …, xk  A}, s, , k > 

может быть представлена следующим образом 

< Ak / Bk, s, , k > = 

= < { 1

1 1

( ) ( )k

n n

x B B x B B
 

      |  

x1, …, xk  A}, s, , k > = 

= < { 1 kx x    | x1, …, xk  A}, s, , k >; 

3) для любых смежных классов 

s, , k

1

( )k k
i

l

B B


x   = 

 , , 1

1

(( , , ) )k k
s k i ik

l

x x B B



   , i = 1, …, l 

l-арной факторгруппы < Ak / Bk, s, , k > верно 
равенство 

s, , k(s, , k 1

1

( )k k

l

B B


x  s, , k 2

1

( )k k

l

B B


x   … 

… s, , k 1

1

( )k k
l

l

B B



x  s, , k

1

( )k k
l

l

B B


x  ) = 

= 211 2 (1) 1( 1) (1)

1

( ( ) )l ll

n

x x x x B B  


     

21 2 ( ) ( 1) ( )

1

( ( ) ) .lk k lkl k

n

x x x x B B  


      

Доказательство. Существование l-арной 
факторгруппы < Ak / Bk, s, , k > является следст-
вием теоремы 1.4, согласно которой < Bk, s, , k > – 
полуинвариантная l-арная подгруппа l-арной 
группы < Ak, s, , k >. 

1) Выпишем в явном виде гомоморфизмы 
 и  

  x  
1

( )
n

x B B


  ; 

  x = (x1, …, xk)  , ,

1

( )k k
s k

l

B B



  x  

, , 1

1

(( , , ) )k k
s k k

l

x x B B



    . 

Тогда, используя лемму 1.1, получим 

x = { , ,

1

( )k k
s k

l

B B



  x  

, , 1

1

(( , , ) )k k
s k k

l

x x B B



      

= 1

1 1

( ) ( )k

n n

x B B x B B
 

      = 1 ,kx x    

то есть 

x = 1 .kx x    

2) Используется лемма 1.1. 
3) Так как < Bk, s, , k > – полуинвариантная 

l-арная подгруппа l-арной группы < Ak, s, , k >, то 
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s, , k(s, , k 1

1

( )k k

l

B B


x  s, , k 2

1

( )k k

l

B B


x   … 

… s, , k 1

1

( )k k
l

l

B B



x  s, , k

1

( )k k
l

l

B B


x  ) = 

= s, , k(s, , k 1 2 1

1

( ) )k k
l l

l

B B



x x x x  . 

А так как согласно определению l-арной опера-
ции s, , k, 

s, , k(x1x2  xl–1xl) = (y1, , yk), 
где 

yj = (x1jx2(j)  2( 1) ( )ll j
x   1 ( )ll j

x 
) 

для любого j = 1, …, k, то 

s, , k(s, , k 1

1

( )k k

l

B B


x  s, , k 2

1

( )k k

l

B B


x   … 

… s, , k 1

1

( )k k
l

l

B B



x  s, , k

1

( )k k
l

l

B B


x  ) = 

= s, , k(((x11x2(1)  2( 1) (1)ll
x   1 (1)ll

x 
),  

, (x1kx2(k)  2( 1) ( )ll k
x   1 ( )ll k

x 
))

1

)k k

l

B B


 . 

Осталось воспользоваться тождественностью 
подстановки l–1 и применить лемму 1.1.             
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Аннотация. В данной работе все группы конечны, G всегда обозначает конечную группу.  -Парой называется 

всякая пара , ,   где { {0} }i i I I     ∣  – некоторое разбиение множества всех простых чисел и   – полный  

(в смысле Виландта) класс 0 -групп, содержащий все разрешимые 0 -группы. Группа G называется:  

(i)  -примарной, если G является i -группой для некоторого i I  и ,G  если 0;i   (ii)  -нильпотентной, если 

каждый главный фактор /H K  группы G является  -центральным в G, т. е. полупрямое произведение 

( / ) ( / ( / ))GH K G C H K  является  -примарным; (iii)  -разрешимой, если каждый главный фактор группы G 

является  -примарным. Под  -свойством группы мы понимаем любое из ее свойств, зависящее от   и не 

подразумевающее никаких ограничений на .  В данной работе мы разрабатываем новый аспект теории  -свойств, 

связанный с приложениями  -пар. В частности, на множестве всех  -пар мы определяем частичный порядок    

и доказываем, что если { }
j

j j J   ∣  – множество всех  -пар таких, что каждая группа в X  является  

j

j
 -нильпотентной (соответственно, 

j

j
 -разрешимой) для всех j, то относительно   существует наименьший 

элемент в .  
 
Ключевые слова: конечная группа,  -свойство группы,  -пара,  -примарная группа, решетка  -пар. 
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Abstract. In this paper all groups are finite, G always denotes a finite group. A  -pair is any pair , ,   where 

{ {0} }i i I I       ∣  is some partition of  the set of all primes and   is a complete (in the sence of Wielandt) class of 

0 -groups which contains all soluble 0 -groups. A group G is said to be: (i)  -primary provided G is a i -group for some 

i I  and G  if 0;i   (ii)  -nilpotent if every  chief factor /H K  of G is  -central in G, that is, the semidirect 

( / ) ( / ( / ))GH K G C H K  is  -primary; (iii)  -soluble if every chief factor of G is  -primary. By a  -property of a 

group we mean any of its properties, that depends on    and which does not imply any restrictions on .  In this paper, we 

develop a new aspect of the theory of  -properties related to applications of  -pairs. In particular, on the set of all  -pairs 

we define a partial order   and we prove that if { }
j

j j J   ∣  is the set of all  -pairs such that every group in X  is  

j

j
 -nilpotent (respectively, 

j

j
 -soluble) for all j, then with respect to   there exists the least element in .  
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Introduction 
Throughout this paper, all groups are finite and 

G always denotes a finite group; ( )G  is the set all 

primes dividing the order | G | of G. We say, 

following Wielandt [1], that a class of groups F  is 
complete provided F  is closed under taking 
extensions, epimorphic images and subgroups. 
 

МАТЕМАТИКА
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Definition 0.1. (i) A ( ,  )-pair (or, for 

brevity, a  -pair) is any pair , ,   where  

{ {0} }i i I I     ∣  

is some partition of the set of all primes    and   is 
a complete class of  0 -groups which contains all 

soluble 0 -groups. 

(ii) We will also use the term a  -pair as a 

general name for pairs of this kind, and if 
* *{ }i i I   ∣  is any partition of ,  then we use 
* ( ),G  following [2], [3], to denote the set 

* *{ ( ) }.i i G    ∣   

(iii) By a  -property of a group we mean any 

of its properties, that depends on   and which does 

not imply any restrictions on .  

In particular, a  -property of a group is any of 
its properties, that depends on the partition   of   
and which does not imply any restrictions on    
[4]–[7]. 

The study of the  -properties goes back to 

the author’s reviews [2], [8] and the recent papers 
[9], [10].  

In this paper, we develop a new aspect of the 
theory of  -properties related to applications of 

 -pairs. 

Definition 0.2. We say that a group G is:  
(i)  -primary provided G is a i -group for some 

i I  and G  if 0;i    

(ii)  -nilpotent if every chief factor /H K  of 

G is  -central in G, that is, the semidirect 

( / ) ( / ( / ))GH K G C H K  is  -primary; 

(iii)  -soluble if every chief factor of G is 

 -primary. 

Definition 0.3. We say that a subgroup A of G 
is  -subnormal in G if there is a subgroup chain  

0 1 tA A A A G      

such that either 1i iA A   or 1/ ( )
ii i AA A   is  

 -primary for all 1, , .i t    

Remark 0.4. (i) In what follows, we always 
omit the symbol   in all definitions and notations in 
the case when   is the class of all 0 -groups (note, 

in passing, that in view of the Burnside’s  
a bp q -theorem and the Feit – Thompson theorem, 

we always deal with such a situation when either 

0| | 2   or 02 ).   

Thus we say, in this case, that G is [5]:  
 -primary if G is a i -group for some ;i I   

 -nilpotent if every chief factor /H K  of G is  

 -central in G;  -soluble if every chief factor of G 
is  -primary.  

We say also that a subgroup A of G is  
 -subnormal in G [5] if  there is a subgroup chain 

0 1 nA A A A G      such that either 1i iA A   

or 1/ ( )
ii i AA A   is  -primary for all 1, , .i n    

(ii) In view of Part (i), we will always suppose 
that 02 .  

(iii) Let 1G   and 
1

( ) { , , }.
ti iG      Then 

G is  -nilpotent if and only if 1 ,tG H H    

where jH  is a Hall 
ji -subgroup of G for all 

1, ,j t   and kH   for 0ki   (see Theorem 

0.19 (ix) and Lemma 1.1 in [9].  
Definition 0.5. We say that: (i) a collection of 

groups X  is  -nilpotent (  -soluble) provided 

every group in X  is  -nilpotent (respectively, 

 -soluble);  

(ii) a set of subgroups X  of G is  -sub-

normal in G provided every subgroup AX  is  

 -subnormal in G.  

Example 0.6. (i) In the limiting case, when 
{ },    0    and all soluble groups are 

contained in .   
A group G is  -primary (respectively,  

 -nilpotent,  -soluble) if and only if .G  

A subgroup A of G is  -subnormal in G if 

and only if there is a subgroup chain 

0 1 nA A A A G      such that either 1i iA A   

or 1/ ( )
ii i AA A    for all 1, , .i n    

(ii) If the second limiting case, when 
1 : {{2},{3},{5}, },      0 {2}   and so   is 

the class of all 2-groups. 
A group G is 1 -primary (respectively, 1 -nil-

potent, 1 -soluble) if and only if G is a p-group for 
some prime p (respectively, G is nilpotent, soluble). 
A subgroup A of G is 1 -subnormal in G if and only 
if A is subnormal in G. 

Finally, in view of Remark 0.4 (i), a group G is 

 -primary (respectively,  -nilpotent,  -solub-

le) if and only if G is a p-group for some prime p 
(respectively, G is nilpotent, soluble). A subgroup A 
of G is  -subnormal in G if and only if A is 

subnormal in G. 
(iii) Let | | 2   and ,

0 1: { , },        then 

G is  ,  
 -primary (respectively, ,  

 -soluble, 
,  

 -nilpotent) if and only if G is a  -group or a 

1 -group (respectively, every chief factor of G is an 

 -group or a 1 -group, 0 1,G H H   where 
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0H   and 1H  is a Hall 1 -subgroup of G by 

Remark 0.3 (iii)). 
A subgroup A if G ,  

 -subnormal in G if and 

only if there is a chain 0 1 nA A A A G      

such that either 1i iA A   or 1/ ( )
ii i AA A   is an  

 -group or a 1 -group for all 1, , .i n    

In particular, G is ,   -primary (respectively, 
,   -soluble, ,   -nilpotent) if and only if G is a 

0 -group or a 1 -group (respectively, G is  

0 -se-parable, G is 0 -decomposable, that is, 

( ) ( )).G O G O G     

A subgroup A if G ,   -subnormal in G if and 
only if there is a chain 0 1 nA A A A G      

such that either 1i iA A   or 1/ ( )
ii i AA A   is a  

0 -group or a 1 -group for all 1, , .i n    

(iv) Now, let 1,
0 1 2: { ,{ },{ }, },p p       

where 0     and 1 2{ , , }.p p    

Then G is 1, 
 -primary (respectively,  

1, 
 -soluble, 1, 

 -nilpotent) if and only if G is an 

 -group or a p-group for some p  (respectively, 

every chief factor of G is an  -group or p-group for 
some ,p  ( ) ,G F G H   where ( )F G  is a 

nilpotent Hall  -subgroup of G and H   by 
Remark 0.3 (iii)).  

(v) Finally, let 0 {2,3,5}   and   be the class 

of all 0 -groups G such that every non-abelian 

composition factor of G is isomorphic to the 
alternating group 5.A  Then the class   is closed 

under extensions, epimorphic images and subgroups 
and it contains all soluble 0 -groups. Now let 

{{2,3,5},{2,3,5} }.   Then the group 5A  is  

 -primary and the group 6A  is  -primary and so 

 -nilpotent. On the other hand, 6 ,A   so 6A  is 

not  -primary and hence 6A  is not  -soluble. 

Remark 0.7. The usefulness and universality of 
the above defined concepts are primarily due to the 
fact that, in view of Example 0.6 (i), any family of 
groups X  is *

*


 -nilpotent (respectively, *

*


 -so-

luble) and any set of subgroups of G is **

**


 -sub-

normal in G, for some *

*


 -pair and **

**


 -pair. 

In view of Remark 0.7, the following questions 
are quite natural. 

Problem 0.8. Let X  be an arbitrary collection 
of groups. 

(i) Is there, in some sense, a “minimal”  

 -pair such that X  is  -nilpotent (respectively, 

 -soluble)? And if it is so,  

(ii) what then is this minimal  -pair? 

Problem 0.9. Let X  be an arbitrary collection 
of groups. 

(i) Is there, in some sense, a “minimal” 
partition   of   such that X  is  -nilpotent 
(respectively,  -soluble)? And if it is so,  

(ii) what then is this minimal partition  ? 
Problem 0.10. Let X  be a set of subgroups of G. 
(i) Is there, in some sense, a “minimal”  

 -pair such that X  is  -subnormal in G? And if 

it is so, 
(ii) what then is this minimal  -pair? 

Problem 0.11. Let X  be a set of subgroups of G. 
(i) Is there, in some sense, a “minimal” 

partition   of   such that X  is  -subnormal in 
G? And if it is so, 

(ii) what then is this minimal partition  ? 
In this paper, we give a partial answer to these 

questions. 
Finally, note that the results of this work go 

back to some observations in [11], and partially, 
they are published in the preprint [12] and in the 
paper [13]. 

In [14], interesting computational aspects of 
the theory of  -properties were studied. In 
particular, it was proved that in a permutation group 
of degree n, in polynomial time ( ),t t n  one can 

find the smallest partition   of   for which the 
group G is  -nilpotent ( -soluble). 

 
1 The lattices of  -pairs 

We use ( )   to denote the set of all  

 -pairs. In particular, ( )   denotes the set of all 

partitions of .  

 Definition 1.1. For any two  -pairs *

*


  and 

**

** ,


  where * * *{ }i i I   ∣  and ** ** **{ },j j I   ∣  

we write * **

* **

 
    provided * **    and for any 

* {0}i I   there exists **j I  such that * **.i j     

In particular, we write * **    provided for 

any *i I  there exists **j I  such that * **.i j     

 Remark 1.2. In fact, * **

* **

 
    if and only if 

* **    and * **.     
Indeed, since  

* * ** **
0 0( ) ( ) ,          

so from * **

* **

 
    it follows that * **.    

Let * G  be the class of all groups and 
**

2 G  the class of all 2-groups. 

Proposition 1.3. ( ),   is a partially 

ordered set with greatest element *{ }


  and least 

element **{{2},{3},{5}, } .


  In particular, ( ),   
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is a partially ordered set with greatest element { }  

and least element {{2},{3},{5}, }.  

Proof. It is clear that   is reflexive and, in 
view of Remark 1.2, transitive. 

Now, note that if 

* ** *

* ** * ,
  

      

then * ** * ,      so * **.     

On the other hand, if *
1,i i I  and **j I  such 

that  

1

* ** * ,i j i      

then 
1

* * ** ,i i j      so for each *i I  there is 
**j I  such that * .i j    Similarly, for each 
**j I  there is *i I  such that ** *.j i    Hence 

* ** ,    so   is antisymmetric. 

Thus, ( ),   is a partially ordered set with 

greatest element *{ }


  and least element 

**{{2},{3},{5}, }


  (see Example 1.6 (i) (ii)).  

The proposition is proved.  
Proposition 1.4. Let { }

j

j j J ∣  be any set of 

 -pairs, where { }
j

j j
k j jk K   ∣  for all .j J  

Let : j
j J

    and let { }
j

j
k

j J
  be the set of all 

intersections of the form .
j

j
k

j J
  Then the following 

statements hold: 
(i) : j

j J
    and   form a  -pair (denoted 

by ).
j

j

j J



  

In particular, for any two  -pairs *

*


  and **

** ,


  

where * * *{ }i i I   ∣  and ** ** **{ },j j I   ∣   

* **

* **

 
   

is a  -pair, where 
* ** * **{ , }i j i I j I     ∣  

and * **;     

(ii) :
j

j

j J
 


    is the greatest of the lower 

bounds for { }
j

j j J ∣  in ( ).   In particular, 

( )   is a complete lattice; 

(iii) if X  is 
j

j
 -nilpotent (respectively,  

j

j
 -soluble) for all ,j J  then X  is  -nilpotent 

(respectively,  -soluble);  

(iv) if ( )L GX  and X  is j
 -subnormal in 

G for all ,j J  then X  is  -subnormal in G. 

Proof. See the proof of Proposition 1.6.7 in [12]. 

Corollary 1.5. Let { }j j J ∣  be any set 

partitions of ,  where { }
j

j j
k j jk K   ∣  for all 

.j J  Let { }
j

j
k

j J
  be the set of all intersections of 

the form .
j

j
k

j J
  Then the following statements hold: 

(i) : j

j J
    is a partition of   (denoted by 

j

j J
 ). 

In particular, for any two partition  -pairs 
*  and **  of ,  where * * *{ }i i I   ∣  and 
** ** **{ },j j I   ∣   

* **   

is a partition of ,  where 

* ** * **{ , };i j i I j I     ∣  

(ii) : j

j J
    is the greatest of the lower 

bounds for { }j j J ∣  in ( ).   In particular, 

( )   is a complete lattice;  

(iii) if X  is j -nilpotent (respectively,  
j -soluble for all ,j J  then X  is  -nilpotent 

(respectively,  -soluble); 

(iv) if ( )L GX  and X  is j -subnormal in G 

for all ,j J  then X  is  -subnormal in G. 

 
2 The X -nilpotent and the X -soluble  

 -pairs 

We write 


N  (respectively, )


S  to denote 

the class of all  -nilpotent (respectively,  -

soluble) groups; N  (respectively, )S  is the class of 

all nilpotent (respectively, soluble) groups. 
Definition 2.1. (i) If { }

j

j j J   ∣  is the set 

of all  -pairs such that j

j
X N  (respectively, 

)j

j
X S  for all ,j J  then we write , ( )n  X  

(respectively, , ( )s  X ) to denote the  -pair 

.
j

j

j J



   

(ii) If { }j j J   ∣  is the set of all partitions 

of   such that j
X N  (respectively, )j

X S  

for all ,j J  then we write ( )n X  (respectively, 

( )s X ) to denote the partition j

j J
  of .   

By Proposition 1.4 (iii), , ( )n  X  

(respectively, , ( ) )s  X  and , ( )n  X  

(respectively, , ( ))s  X  is the smallest element in .  
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By Corollary 1.5 (iii), ( )n X  (respectively, 

( ) )s X  and ( )n X  (respectively, ( ))s X  is the 

smallest element in .  
Definition 2.2. (i) We say that , ( )n  X  is the 

X -nilpotent  -pair and , ( )s  X  is the X -soluble 

 -pair. 

(ii) We say that ( )n X  is the X -nilpotent 

partition and ( )s X  is the X -soluble partition of .  

It is clear that 1
, ,( ) ( )n s         and 

1( ) ( ).n s        

If { },GX  we write , ( ),n G  , ( )s G  and 

( ),n G  ( ).s G  

If G


 N  but every proper subgroup of G 

belongs to ,


N  then G is called an 


N -critical or 

a minimal non-  -nilpotent group. If G is not 

nilpotent but every proper subgroup of G is 
nilpotent, then G is said to be a Schmidt group. 

Lemma 2.3. Suppose that G is a minimal non-

 -nilpotent group, then G is either a Schmidt 

group or a non-abelian simple minimal non- -
group. 

Proof. Let { .i i I   ∣  It is clear that G is 

not a  -primary group, so G is not a i -group for 

all 0.i   
First assume that G is a 0 -group. Then G is a 

minimal non- -group, since every proper subgroup 
of G is  -nilpotent and so it is  -primary. 

Moreover, G is a non-abelian simple group since   
is a complete class of groups and so it is closed 
under extensions.  

Now assume that G is not a 0 -group, so G is 

not a i -group for all .i I  In view of Remark 

0.4(iii), a group is  -nilpotent if and only if G is 

i -decomposable for all .i I  Therefore, for some 

i, G is a minimal non- i -decomposable group and 

so G is a Schmidt group by [15].                               
Corollary 2.4. If G is a minimal non- -

nilpotent group, then G is a Schmidt group. 
Now, returning to Problem 0.8, we see that: 
(i) a “minimal”  -pair for which the family 

X  is  -nilpotent (respectively,  -soluble) exists 

and   coincides with , ( )n  X  (respectively, with 

, ( ));s  X  

(ii) a “minimal” partition   of   for which 
the family X  is  -nilpotent (respectively,  -so-
luble) exists and   coincides with ( )n X  

(respectively, with ( )).s X  

Our next goal is to give an answer to the 
second part of Problem 0.8. 

Definition 2.5. Let X  be a (possibly empty) 
family of groups. Then we define the sets of groups 

( ),S S X  * * ( )S S X  and 0 0 ( )S S X  as follows:  

(i) A S  if and only if A is a Schmidt group 
and there is a group GX  and a section H / K of G 
such that / ;A H K  

 (ii) *A S  if and only if A is a non-abelian 
simple group and there is a group GX  and a 
section /H K  of G such that / .A H K  

(iii) 0A S  if and only if A S  and 
*( ) ( ) .A S     

If { },GX  we write ( )S G  (respectively, 
* ( ),S G  0 ( )).S G  

It is clear that if X  is nilpotent (respectively, so-

luble), then ( )S    (respectively, * ( ) ).S    

In particular, *( ) ( ).S S     

 Definition 2.6. (i) For any set of Schmidt 
groups { }kS A k K ∣  and any set of non-abelian 

simple groups *S  we define:  
(i) a partition *,

{ {0} }iS S
i I I     ∣  of 

,  where * 0
0 ( )S S     and for any i  such that 

0i     and ip q    there exist groups 

1
, ,

tk kA A  in S  such that 
1

( ),kp A  ( )
tkq A  

and 
1

( ) ( )
j jk kA A


     for 2, , ;j t    

(ii) a partition * { {0} }jS
j J J     ∣  of 

,  where *
0 ( )S    and { },j p   where p is a 

prime, for all 0;j   

(iii) a partition {S k k K   ∣  of ,  where 

for any i  such that | | 1k   and , ip q  there 

exist groups 
1
, ,

tk kA A  in S  such that 
1

( ),kp A  

( )
tkq A  and 

1
( ) ( )

j jk kA A


    for 2, , ;j t   

(iv) a complete set of groups *S
  such that it is 

the intersection of all complete sets of groups 
containing * 0.S S  
 Lemma 2.7. Let X  be a non-soluble family of 

groups. Let ( ),S S X  * * ( )S S X  and 0 0 ( ).S S X  

Then *,
,

S S
  0S

  and * ,
S

  *S
  form  -pairs. 

Proof. First note that *

* 0
0 ( ) ( )

S
S S        

since the class of all * 0( )S S  -groups is a 

complete set of subgroups and so, in fact, we have 
only to show that every soluble 0 -group G belongs 

to * .
S

  

Let *  be any complete set of groups 

containing * 0 .S S  Then every chief factor of G 

belongs to *  since *
0 ( )     and *  is 

hereditary, so G belongs to *  since *  is closed 
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with respect to the extension of its groups. Hence 
* .

S
G   

It can be proved similarly, that *S
  and *S

  

form a  -pair.                                                         

Example 2.8. (i) By definition, in the case 
when ,S    we have {{2},{3},{5}, }.S    

(ii) If p qA A A   is a Schmidt group and 

{ },S A  then {{ , },{ },{ }, },S p q r s    where 

{ , , } { , } .r s p q     

(iii) Let S  be the set of all Schmidt groups. 
Then { }.S    Indeed, let {S k k K   ∣  and let 

.jp  Then for every prime q p  there exists a 

Schmidt group A such that ( ) { , },A p q   so .jq  

Hence, in fact, .j    

Lemma 2.9 [16, Proposition 2.7]. The class 


S  is complete. 

Theorem 2.10. Let X  be a non-soluble family 

of groups and let * * ( ).S S X  Let *

*

S
    and 

*

* .    Then the following statements hold. 

(i) If X  is  -soluble, then *

* .
    

(ii) X  is *

*


 -soluble. 

(iii) *

* *
, ,( ) ( ).s s S 

    X  

Proof. (i) Let { }i i I   ∣  and 

*

*{ {0} }.jS
j J J     ∣  

Assume that X  is  -soluble. We show that 

*

* .
    

First we show that * .
S

    In view of Lemma 

2.9, every group *G S  is  -soluble and so it is 

 -primary. Hence G is a i -group for some i. 

Assume that 0,i   then 2 ,i  so G is soluble by 

the Feit-Thompson theorem on solubility groups of 
odd order, a contradiction. Therefore 0i   and so 

.G  Hence *S    which implies that * .
S

    

Finally, for every \{0}}j J  we have 
*| | 1,j   by definition of the partition * ,

S
  so for 

some r it follows that so * .j r    Hence *

* .
     

(ii) Now we show that X  is *

*


 -soluble. 

Assume that some section /H K  of some 

group GX  is not *

*


 -soluble and let A be a 

minimal non- *

*


 -soluble subgroup of / .H K  Then 

A is a non-abelian simple group, so * *A S    and 

hence A is *

*


 -soluble, a contradiction. Hence (ii) 

holds. 

(iii) From Proposition 1.7 and Part (i) it follows 
that  

*

*
, ( ).s 

   X  

On the other hand, from Part (ii) it follows that 

*

*
, ( ) .s  

  X  Hence *

*
, ( ) .s  

  X  

Finally, note that * * * *( ) ( ),S S S S X  so we 

have (iii).                                                                   

Theorem 2.11 [13, Theorem 3.12]. Let X  be a 
non-soluble family of groups and let ( ),S S X  

* * ( ).S S X  Let *

*

,S S
    and *

* .
S

    Then the 

following statements hold.  
(i) If X  is  -nilpotent, then *

* .
    

(ii) X  is *

*


 -nilpotent. 

(iii) *

* *
, ,( ) ( ).n n S S 

     X  

Corollary 2.12. Let X  be a soluble non-
nilpotent family of groups and let ( ).S S X  Let 

* .S    Then the following statements hold:  

 (i) if X  is  -nilpotent, then * .    
(ii) X  is * -nilpotent. 

(iii) *( ) ( ).n n S    X  

 
3 The ( , )G A -subnormal  -pair 

Definition 3.1. (i) Let A be a subgroup of G 
and let { }

j

j j J ∣  be the set of all of  -pairs, 

where { }
j

j j
k j jk K   ∣  for all ,j J  such that A 

is 
j

j
 -subnormal in G for all .j J  Then we write 

, ( , )sn G A  to denote the  -pair .
j

j

j J



  

(ii) Let A be a subgroup of G and let 
{ }j j J ∣  be the of partitions of ,  where 

{ }
j

j j
k j jk K   ∣  for all ,j J  such that A is 

j -subnormal in G for all .j J  Then we write 

( , )sn G A  to denote the partition j

j J
  of .   

By Proposition 1.7 (iv), , ( , )sn G A  is the 

smallest element in { },
j

j j J ∣  that is, 

, ( , ) { }
j

j
sn G A j J    ∣  and , ( , )

j

j
sn G A     for 

all .j J  

We say that , ( , )sn G A  is the ( , )G A -sub-

normal  -pair. 

By Corollary 1.8 (iv), ( , )sn G A  is the smallest 

element in { },j j J ∣  that is,  

( , ) { }j
sn G A j J   ∣  

and ( , ) j
sn G A    for all .j J  
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We say that ( , )sn G A  is the ( , )G A -subnormal 

partition of  . 
Now, returning to Problem 0.9 (i) we see that a 

“minimal”  -pair for which A is  -subnormal in 

G exists and   coincides with , ( , ).sn G A  

Thus, Proposition 1.7 (iv) gives an answer to 
the first part of Problem 0.9. 

Now we shall give a partial answer to the 
second part of Problem 0.9.  

We say that 0 1 1t tA A A A A G       is 

a maximal  -subnormal chain of G provided iA  is 

a maximal  -subnormal subgroup of 1iA   for all 

0,1, , 1.i t    
Lemma 3.2. A proper subgroup A of G is a 

maximal  -subnormal subgroup of G if and only if 

either / /GG A G A  is a non-  -primary simple 

group or A is a maximal subgroup of G and / GG A  

is a  -primary group. 

Proof. First suppose that A is a maximal  

 -subnormal subgroup of G. Assume that A is 

normal in G and / / GG A G A  is a simple group.  

If /G A  is a group of prime order, then A is a 
maximal subgroup of G and / /GG A G A  is a  

 -primary group. Now assume that / / GG A G A  

is a non-abelian simple group and let ,A M  where 

m is a maximal subgroup of G. If / /GG A G A  is a 

 -primary group, then / GG M  and is a  -pri-

mary group and so M  -subnormal in G.  

The maximality of A implies that .A M   
Finally, if either / /GG A G A  is a non- -

primary simple group or A is a maximal non-normal 
subgroup of G and / GG A  is a  -primary group, 

then A is a maximal  -subnormal subgroup of G.   

Theorem 3.3. Let A be a  -subnormal sub-

group of G, where , ( , ).sn G A     Let  

0 1 1t tA A A A A G       

be a maximal  -subnormal chain of G with as mi-

nimal as possible set of i such that 1 ,i iA A   and let  

1 1 1{ / ( ) ( ) }.
i ii i A i i AX A A A A   ∣  

Then , ( ).n X      

Proof. Let *

*
, ( ).n 

   X  

If , X  then A is subnormal in G and so 
1.    On the other hand, * 1

, ( ) .n        

Now assume that . X  First we show that 

the subgroup A is *

*


 -subnormal in G. Indeed, in a 

maximal  -subnormal chain 

0 1 1t tA A A A A G       

 of G for every i such that 1( )
kk k AA A   the factor 

1/ ( )
kk k AA A   belongs to ,X  so this factor is  

*
 -nilpotent and hence A is *

*


 -subnormal.  

It follows that *

* . 
    

In view of Lemma 3.2, for a maximal  -sub-

normal chain 0 1 1t tA A A A A G       of G 

every factor 1 1/ ( ) ,
ii i AA A   where i is such that 

1 1( ) ,
ii i AA A   is  -primary and so  -nilpotent. 

Therefore X  is  -nilpotent, so *

*


    by the 

definition of  

*

*
, ( ).n 

   X  

Therefore *

* . 
                                                     

The following theorem is proved similarly. 
Theorem 3.4. Let A be a  -subnormal 

subgroup of G, where ( , ).sn G A    Let  

0 1 1t tA A A A A G       

be a maximal  -subnormal chain of G with as mi-
nimal as possible set of i such that 1 ,i iA A   and let 

1 1 1{ / ( ) ( ) }.
i ii i A i i AX A A A A   ∣  

Then ( ).n X     
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 Введение 
Задача изучения критических формаций 

была поставлена Л. А. Шеметковым [1] на VI 
Всесоюзном симпозиуме по теории групп. Раз-
вивая результаты А. Н. Скибы о критических 
локальных [2]–[6] и критических -замкнутых 
локальных формациях [7, гл. 2], а также резуль-
таты И. Н. Сафоновой [8], [9] о критических  
-локальных формациях, автором и И. Н. Сафо-
новой [10]–[13] изучались минимальные -зам-
кнутые -локальные не H-формации, где  – под-

групповой функтор в смысле А.Н. Скибы [7], H – 

некоторая -локальная формация. Основным 
результатом исследований в этом направлении 
является описание 

H -критических формаций 

[11], где H – некоторая -локальная формация 

классического типа (т. е. такая -локальная фор-
мация, у которой имеется -локальное определе-
ние все неабелевы значения которого -ло-
кальны). 

Теорема A [11, теорема]. Пусть H – -ло-

кальная формация классического типа и h – ее 
каноническое -локальное определение. Тогда F в 

том и только в том случае является минималь-
ной -замкнутой -локальной не H-формацией, 

когда = form ,l G
F  где G – такая монолитиче-

ская  -минимальная не H-группа с монолитом 

= ,P GH  что выполняется одно из следующих 
условий: 

МАТЕМАТИКА
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1) =G P  – такая простая i -группа, что 

( )i  H  и ( ) {1, };G G   

2) P – не -примарная группа и G –  -ми-

нимальная не ( )ih  -группа с 
( )

=
h iP G


 для всех 

( );i P   

3) = ,G P K  где = ( )GP C P  – p-группа, 

,ip  а K – либо монолитическая  -мини-

мальная не ( )ih  -группа с монолитом  

( )
= Ф( ),

h iQ K K
   

где ( ),i Q   либо минимальная не ( )ih  -груп-

па одного из следующих типов: а) группа ква-
тернионов порядка 8, если 2 ;i  б) экстраспеци-

альная группа порядка 3q  простой нечетной экс-

поненты ;iq  в) циклическая q-группа, .iq  

Кроме того, в работах [12], [13] нами изу-
чался вопрос существования минимальных  
-замкнутых -локальных не H-подформаций, у 

всякой -замкнутой -локальной формации 
,F H  где H – некоторая -локальная форма-

ция классического типа. В этом направлении 
получен следующий результат. 

Теорема B [13, теорема B]. Пусть F – -зам-

кнутая -локальная формация, H – произвольная 

-локальная формация классического типа.  
Тогда если ,F H  то в F имеется по меньшей 

мере одна минимальная -замкнутая -локальная 
не H-подформация. 

В данной заметке, продолжая изучение ми-
нимальных -замкнутых -локальных не H-фор-

маций, мы даем описание -замкнутых -локаль-
ных не мета--нильпотентных формаций конеч-
ных групп. Напомним, что группа называется 
мета--нильпотентной, если она является расши-
рением -нильпотентной группы с помощью 
-нильпотентной группы. Класс всех мета--
нильпотентных групп совпадает с произведением 

 N N  и является -локальной формацией, его 

обозначают через 2 = .  N N N  

Основным результатом данной работы яв-
ляется следующая теорема. 

Теорема C.  Тогда и только тогда F явля-

ется минимальной -замкнутой -локальной  
не мета--нильпотентной формацией, когда 

= form ,l G
F  где G – такая монолитическая  

-минимальная не мета--нильпотентная группа 
с монолитом P, что выполняется одно из сле-
дующих условий: 

(1) =P G N
 – не -примарная группа и G – 

-минимальная не -нильпотентная группа; 

(2) = ,G P T  где = ( )GP C P  – p-группа, 

,ip  а T – такая монолитическая -мини-

мальная не ( )
i G N -группа с монолитом Q, что 

= iQ T  G N

 – j -группа, j i  и / ( )
j

T O Q  – 

неединичная -нильпотентная группа.  
Мы доказываем теорему С в разделе 3, а 

также рассматриваем некоторые следствия дан-
ного результата. 

 
1 Обозначения и определения 
В работе используются обозначения, приня-

тые в книгах [7], [14]. Основные определения и 
обозначения теории -свойств групп и -замкну-
тых -локальных формаций представлены в ра-
ботах [15]–[22]. Напомним некоторые из них.  

Пусть = { | }i i I    – некоторое разбиение 

множества всех простых чисел ,  G – группа, F – 

класс групп,  

( ) = { | ( ) },i iG G       ( ) = ( ).G G  FF  

Группу G называют [17, с. 2]: -примарной, 
если G является i -группой для некоторого 

;i I  -нильпотентной, если G – прямое произ-

ведение -примарных групп; мета--нильпо-
тентной, если в G имеется такая нормальная 
-нильпотентная подгруппа N, что факторгруппа 

/G N  -нильпотентна; -разрешимой, если каж-
дый главный фактор группы G -примарен. 

Класс всех -разрешимых групп обознача-
ют через ,S  через N  и 2

N  обозначают клас-

сы всех -нильпотентных и мета--нильпотент-
ных групп соответственно. 

Функцию f вида  

: {формации групп}f   

называют [18] формационной -функцией. Для 
всякой формационной -функции f класс ( )LF f  

определяется следующим образом:  

',

( ) = ( | = 1 или 1 и 

/ ( ) ( ) для всех ( )).i ii i

LF f G G G

G O G f G


 


   

 

Если для некоторой формационной -функции f 
имеет место = ( ),LF fF  то говорят, что форма-

ция F является -локальной [18], а f является  

-локальным определением .F  
Пусть каждой группе G сопоставлена неко-

торая система ее подгрупп ( ).G  Тогда  назы-

вают подгрупповым функтором в смысле 
А. Н. Скибы [7, с. 16], если выполняются сле-
дующие условия: 

(1) ( )G G  для каждой группы G; 
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(2) для любого эпиморфизма : A B   и 

для любых групп ( )H A  и ( )T B  имеет 

место ( )H B    и 
1

( ).T A
    

Подгрупповой функтор  называют [7, с. 16]: 
замкнутым, если для любых двух групп G и 

( )H G  имеет место ( ) ( );H G    тривиаль-

ным, если ( ) = { }G G  для любой группы G; еди-

ничным, если ( ) = ( )G s G  множество всех под-

групп группы G. 
Напомним также [7, с. 17], что через ns  обо-

значают подгрупповой функтор, выделяющий в 
каждой группе G множество ( )ns G  всех нор-

мальных подгрупп группы G. 
Подгруппу ( )A G  называют -подгруппой 

группы G. 
На множестве всех подгрупповых функто-

ров частичный порядок   вводят [7, с. 19] пола-
гая, что 1 2 ,    если 1 2( ) ( )G G    для любой 

группы G. 
Для любой совокупности подгрупповых 

функторов { | }j j J   определяют их пересечение 

= j J j    следующим образом: ( ) = ( )j J jG G    

для любых групп G. Если  – произвольный под-
групповой функтор, то   – пересечение всех 
замкнутых подгрупповых функторов ,i  для ко-

торых ,i    называют [7, с. 20]  замыканием 

функтора . 
Пусть  – подгрупповой функтор. Формация 

F называется -замкнутой [7, с. 23], если ( )G  F  

для всех .GF  В частности, формация F назы-

вается: наследственной, если она s-замкнута; нор-
мально наследственной, если она ns -замкнута. 

Совокупность всех -замкнутых -локаль-
ных формаций обозначают через .l   Формации 

из l   называют l  -формациями. Для любого на-

бора групп X символ fl orm
 X  обозначает 

l  -формацию порожденную X, т. е. пересечение 

всех -замкнутых -локальных формаций, со-
держащих X. Если = { }GX  для некоторой груп-

пы ,G  то forml G
  называют однопорожденной 

-замкнутой -локальной формацией. Напомним 
также, что в классическом случае, когда 

1= = {{2},{3},{5}, },    однопорожденную 

-замкнутую локальную формацию, порожден-
ную группой G, обозначают через form ,l G  
а -замкнутую формацию, порожденную набо-
ром групп X, обозначают символом form . X  

Если f – формационная -функция, то сим-
волом S ( )upp f  обозначают носитель f, т. е. 

множество всех i  таких, что ( ) .if     

Формационную -функция f называют:  
-значной, если ( )if   – -замкнутая -локальная 

формация для каждого S ( );i upp f   внутрен-

ней, если ( ) ( )if LF f   для всех i; полной, если 

( ) = ( )i ii
f f G  для всех i. 

Если f – полная внутренняя формационная 
-функция и = ( ),LF fF  то f называют  канони-

ческим -локальным определением формации F. 

Пусть { | }jf j J  – некоторый набор -

значных формационных -функций. Мы исполь-
зуем символ j J jf  для обозначения такой 

формационной -функции h, что 
( ) = ( ),i j J j ih f    в частности, 

1 2 1 2( ) = ( )( ) = ( ) ( ),i i i ih f f f f       

для всех i. 
Пусть { | }jf j J  множество всех -знач-

ных -локальных определений формации F. То-

гда = j J jf f  называют наименьшим -знач-

ным -локальным определением F. 

Для произвольного набора групп X и любого 

i   символом ( )iX  [19, с. 962] обозначают 

класс групп, определенный следующим образом:  

,( ) = ( / ( ) | ),i i i
G O G G 

 X X  

если ( )i  X  и ( ) = ,i X  если ( ).i  X  

Пусть H – некоторый класс групп. Форма-

цию F называют  минимальной -замкнутой не 

F-формацией или  F -критической формацией, 

если ,F H  но все собственные -замкнутые 

подформации из F содержатся в H. 

Следуя [1], [2] -замкнутую -локальную 
формацию F мы называем минимальной -зам-

кнутой -локальной не H-формацией или 
H -кри-

тической формацией, если ,F H  но все ее 

собственные -замкнутые -локальные подфор-
мации содержатся в классе групп H. 

Для всякой непустой формации F и любой 

группы G через GF  обозначают пересечение 
всех нормальных подгрупп N группы G, для ко-
торых / .G N F  Подгруппу GF  называют F-ко-

радикалом группы G. 
Пусть H – непустая формация, F – некото-

рый класс групп.  Корадикальное произведение 
FH  классов групп F и H определяется следую-

щим образом: GFH  тогда и только тогда, ко-

гда .G H F  
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2 Вспомогательные результаты 
Для доказательства основных результатов 

нам понадобятся некоторые известные факты 
теории -локальных формаций, которые мы 
сформулируем в виде следующих лемм. 

Лемма 2.1 [19, лемма 2.1]. Пусть f и h – 
формационные -функции и пусть = Supp( ).f  

Допустим, что = ( ) = ( ).LF f LF h F  Тогда: 

(1) = ( );  F  

(2) '= ( ( )) .
i i i if     F G G G  Следова-

тельно, F является насыщенной формацией. 

(3) Если каждая группа из F является  

-разрешимой, то '= ( ( )) .
i i i if     F S G S  

(4) Если ,i   то  

( ( ) ) = ( ( ) ) .
i ii if h     G F G F F  

(5) = ( ),LF FF  где F – единственная фор-

мационная -функция, такая, что ( ) =iF   

= ( )
i iF  G F  для всех i   и ( ) =iF    для 

всех .i    Более того, ( ) = ( ( ) )
ii iF f  G F  

для всех i. 
Лемма 2.2 [20, пример 1.1]. (i) Для форма-

ции всех единичных групп (1) имеем 
(1) = ( ),LF f  где ( ) =if    для всех i. 

(ii) Пусть N  – класс всех -нильпотентных 

групп. Тогда N  – формация и, очевидно, 

= ( ),LF f N  где ( ) = (1)if   для всех i. 

(iii) Пусть теперь 2
N  – класс всех мета--

нильпотентных групп. Тогда 2 = ( ),LF f N  где 

( ) =if  N  для всех i. 

Лемма 2.3 [16, теорема 3.18.]. Класс N  яв-

ляется наследственной насыщенной формацией. 
Более того, N  является классом Фиттинга. 

Лемма 2.4 [23, лемма 11]. Пусть M – не-

пустая наследственная формация, F – непустая 

-замкнутая формация. Тогда MF является  

-замкнутой формацией. 
Лемма 2.5 [19, теорема 1.13]. Множество 

n
  всех n-кратно -локальных формаций обра-

зует подполугруппу полугруппы всех формаций 

.GG  Более того, 0| |= 2n

  для каждого  с 

| |> 1  и 
i

G  является минимальным идемпо-

тентом в n
  для всех > 0n  и .i I   

 
3 Основной результат 
Пусть 2= H N  – формация всех мета--

нильпотентных групп. Минимальную -замкну-
тую -локальную не 2

N -формацию мы называем 

минимальной -замкнутой -локальной не мета-
-нильпотентной формацией. 

Доказательство теоремы C. Пусть f – наи-
меньшее -значное -локальное определение 
формации F, h – каноническое -локальное оп-

ределение формации 2= .H N  В силу лемм 2.1 (5) 

и 2.2 (iii) имеем ( ) =i i
h   G N  для любого i. 

Необходимость. Пусть F – минимальная  

-замкнутая -локальная не H-формация. Со-

гласно теореме A имеем = form ,l G
F  где G – 

такая монолитическая  -минимальная не  

H-группа с монолитом = ,P GH  что выполняется 

одно из следующих условий: 
1) =G P  – такая простая i -группа, что 

( )i  H  и ( ) {1, };G G   

2) P – не -примарная группа и G –  -ми-

нимальная не ( )ih  -группа с ( )= ihP G   для всех 

( );i P   

3) = ,G P K  где = ( )GP C P  – p-группа, 

,ip  а K – либо монолитическая  -мини-

мальная не ( )ih  -группа с монолитом 
( )= Ф( ),ihQ K K   где ( ),i Q   либо мини-

мальная не ( )ih  -группа одного из следующих 

типов: а) группа кватернионов порядка 8, если 
2 ;i  б) экстраспециальная группа порядка 3q  

простой нечетной экспоненты ;iq  в) цикли-

ческая q-группа, .iq  

Согласно лемме 2.3 формация N  является 

наследственной и, кроме того, наследственной, 
очевидно, является и формация ,

i
G  поэтому, в 

силу леммы 2.4, наследственными формациями 
являются произведения  N N  и .

i G N  Следо-

вательно, данные формации являются -зам-
кнутыми для любого подгруппового функтора . 
Поэтому, в силу [7, замечание 2.2.12], требова-
ние  -минимальности групп G и K в условии 
теоремы A может быть заменено на соответст-
вующее требование -минимальности указанных 
групп. 

Заметим, что для группы G случай 1) не-
возможен, поскольку  

2( ) = ( ) = .  H N  

Допустим, что группа G удовлетворяет ус-
ловию 2). Тогда, поскольку ( ) =

iih   G N  для 

любого i, то P – такая не -примарная группа, 
что G – -минимальная не ( )

i G N -группа с 

= iP G  G N

 для всех ( ).i P   
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Пусть X – совокупность всех собственных 

-подгрупп группы G, , ( ),j r P    .j r  Тогда 

имеет место включение  

=

( ) = (1) = .
j r

j r

   

    

 

 

X G N G N

G G N N N
 

Следовательно, G – -минимальная не -нильпо-
тентная группа. 

Кроме того, поскольку  
/ ( ) ( ) =

= ( ) = ,
j r j r

j rG P h h

       

   

  G N G N G G N N
 

то = .P G N
 Таким образом, группа G удовле-

творяет условию (1) теоремы. 
Пусть, наконец, для группы G выполняется 

условие 3). Тогда, с учетом описания канониче-
ского -локального определения формации 2 ,N  

имеем = ,G P K  где = ( )GP C P  – p-группа, 

,ip  а K – монолитическая -минимальная не 

( )
i G N -группа с монолитом = Ф( ),iQ K K  

G N

 

где ( ).i Q   

Ввиду того, что 2/ ,K G P   N S  то 

группа K -разрешима. Поэтому Q – -примар-
ная группа, т. е. j -группа для некоторого .j i  

Кроме того, поскольку 2 \ ,K  N N  так как 
2 ,G N  то / ( )K F K N  и / ( )K F K  – не-

единичная группа. В силу монолитичности груп-
пы K имеет место равенство ( ) = ( ).

j
F K O K   

Поэтому группа G удовлетворяет условию (2) 
теоремы. 

Достаточность. Пусть = forml G
F  – 

формация, удовлетворяющая условиям теоремы. 
Покажем, что F является минимальной -замкну-

той -локальной не мета--нильпотентной фор-
мацией. 

Пусть для группы G выполняется условие 
(1). Ввиду теоремы A для доказательства утвер-
ждения теоремы достаточно показать, что G –  

-минимальная не ( )ih  -группа с 
( )

=
h iP G


 для 

всех ( ).i P   

Пусть X – совокупность всех собственных 

-подгрупп группы G. Поскольку G – -
минимальная не -нильпотентная группа и 

( ) =i i
h   G N  для любого i, то  

= ( ).ii
h    X N G N  

Так как при этом 2 ,
i

G    G N N  то G – -ми-

нимальная не ( )ih  -группа для любого ,i   

а значит и для любого ( ).i P   Покажем, что 
( )= ihP G   для всех ( ).i P   

Действительно, так как по условию 

= ,P G N
 то  

/ = ( ).
i iG P h    N G N  

Поэтому ( ) .ihG P   С другой стороны, посколь-

ку 2 ,G N  то 2

i
G    G N N  и, значит, 

( ) .ihP G   Следовательно, ( )= ihP G   для всех 

( ).i P   

Таким образом, группа G удовлетворяет ус-
ловию 2) теоремы A. Поэтому F является мини-

мальной -замкнутой -локальной не мета--
нильпотентной формацией. 

Пусть теперь для группы G выполняется ус-
ловие (2). Покажем, что в этом случае для груп-
пы G выполняются требования условия 3) теоре-
мы A. Действительно, ввиду того, что 

( ) =
kkh   G N  для любого k, имеет место 

= ,G P K  где ( ) =GC P P  – p-группа, ,ip  а 

K – такая монолитическая -минимальная не 

( )ih  -группа с монолитом ,Q  что ( )= ihQ K   – 

j -группа, j i  и / ( )
j

K O K  – неединичная  

-нильпотентная группа. Заметим также, что 
( ) ( ),ihK K    поскольку в силу лемм 2.1 (2) и 

2.5 формация ( ) =
kkh   G N  является насыщен-

ной. Таким образом, группа G удовлетворяет 
всем требованиям условия 3) теоремы A. Значит, 
F является минимальной -замкнутой -локаль-

ной не мета--нильпотентной формацией.           
Приведем некоторые, наиболее важные, 

следствия доказанной теоремы. 
Так, если  – тривиальный подгрупповой 

функтор, из теоремы C получаем 
Следствие 3.1 [9, следствие 2.10]. Тогда и 

только тогда F является минимальной -локаль-

ной не мета--нильпотентной формацией, когда 
= form ,l GF  где G – такая монолитическая 

группа с монолитом P, что выполняется одно из 
следующих условий: 

1) =P G N
 – не -примарная группа; 

2) = ,G P K  где = ( )GP C P  – p-группа, 

,ip  а K – такая монолитическая группа с мо-

нолитом = ,Q K N
 что ( ).i Q    

Кроме того, если ,ns    то из теоремы C 

получаем 
Следствие 3.2. Пусть .ns    Тогда и только 

тогда F является минимальной -замкнутой -ло-

кальной не мета--нильпотентной формацией, 
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когда = form ,l G
F  где G – такая монолитиче-

ская -минимальная не мета--нильпотентная 

группа с монолитом 
2

= ,P G N
 что выполняется 

одно из следующих условий: 
(1) G – простая не -примарная -мини-

мальная не -нильпотентная группа; 
(2) = ,G P T  где ( ) =GC P P  – p-группа, 

,ip  а T – такая монолитическая -мини-

мальная не ( )
i G N -группа с монолитом Q, что 

= iQ T
 G N

 – j -группа, j i  и / ( )
j

T O Q  – 

неединичная -нильпотентная группа.  
В классическом случае, когда 1= =   

= {{2},{3},{5}, }  из теоремы C получаем сле-

дующие известные результаты. 
Следствие 3.3 [7, следствие 2.4.11]. Тогда и 

только тогда F – минимальная -замкнутая ло-

кальная неметанильпотентная формация, когда 
= form ,l GF  где G – такая монолитическая  

-минимальная не метанильпотентная группа с 
монолитом P, что выполняется одно из следую-
щих условий: 

(1) =P GN  – неабелева группа, G – -мини-
мальная ненильпотентная группа; 

(2) = ,G P H  где ( ),GP C P  =H Q N  – 

монолитическая группа с монолитом = ( )HQ C Q  

и N – нильпотентная группа. 
Следствие 3.4 [7, следствие 2.4.12]. Пусть 
.ns    Тогда F в том и только в том случае яв-

ляется минимальной -замкнутой локальной неме-
танильпотентной формацией, когда = form ,l GF  

где группа G удовлетворяет одному из следую-
щих условий: 

(1) G – простая неабелева -минимальная 
ненильпотентная группа; 

(2) = ,G P T  где ( ) =GC P P  – минималь-

ная нормальная подгруппа в G, T – группа 
Шмидта с ( ) = 1.T   

Если при этом  – тривиальный подгруппо-
вой функтор, из теоремы C вытекает 

Следствие 3.5 [14, следствие 19.11]. Тогда 
и только тогда F – минимальная локальная не 

метанильпотентная формация, когда = form ,l GF  

где G – такая монолитическая группа с моноли-
том P, что выполняется одно из следующих ус-
ловий: 

(1) =P GN  – неабелева группа; 
(2) = ( ),G P Q N   где = ( ),GP C P  

= ( )Q NQ C Q  – минимальная нормальная под-

группа в Q N  и N – нильпотентная группа. 
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USING NOISE DIODES TO MEASURE THE SPECIFIC HEAT 
CAPACITY OF LIQUIDS 

A. O. Zenevich, O. V. Kochergina, E. V. Novikov, I. L. Terekh 
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Аннотация. Предложен метод измерения удельной теплоемкости жидкости с использованием шумового диода.  
Установлено, что точность метода в значительной степени зависит от параметров используемого диода и для  
повышения точности измерений рекомендуется применять шумовые диоды с широким диапазоном перенапряжений,  
в котором близка к линейной зависимость частоты следования шумовых импульсов от перенапряжения. Из использо-
ванных в ходе исследований диодов рекомендуется применение шумового диода модели ND103L производства  
Республики Беларусь, что позволяет выполнять измерения удельной теплоемкости жидкости с погрешностью не более 
5%. Дополнительным преимуществом использования шумовых диодов в качестве чувствительных элементов при  
разработке устройств измерения удельной теплоёмкости является то, что определение частоты и временных интерва-
лов реализуется на базе унифицированных схемных узлов – счётчиков, что упрощает измерительные устройства. 
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Abstract. This paper proposes a method for measuring the specific heat capacity of a liquid using a noise diode. It has been 
established that the accuracy of the method depends significantly on the parameters of the diode used. To improve measurement 
accuracy, it is recommended to use noise diodes with a wide overvoltage range, in which the dependence of the noise pulse 
repetition rate on the overvoltage is close to linear. Of the diodes used in the study, the ND103L noise diode manufactured in 
the Republic of Belarus is recommended, allowing for liquid specific heat capacity measurements with an error of no more than 
5%. An additional advantage of using noise diodes as sensing elements in the development of specific heat capacity measuring 
devices is that the frequency and time interval determination are implemented using standardized circuit units – counters – 
which simplifies the measuring devices. 
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Введение 
Знание величины удельной теплоёмкости 

имеет ключевое значение в пищевой промыш-
ленности при проектировании технологического 
оборудования, расчёте тепловой нагрузки и оп-
тимизации энергозатрат, контроле качества и 
безопасности продукции. В полной мере это от-
носится к таким процессам как пастеризация, 
стерилизация, сушка и охлаждение, поскольку 
этот параметр напрямую определяет количество 
тепловой энергии, необходимой для изменения 
температуры продукта. 

При пастеризации и стерилизации удельная 
теплоёмкость позволяет точно рассчитать тепло-
вую нагрузку и режимы нагрева, обеспечивая 
достижение требуемых температур за заданное 

время. Это критически важно для гарантирован-
ного уничтожения патогенных микроорганизмов 
и ферментов при одновременном сохранении 
пищевой и органолептической ценности продукта. 
Неверный расчёт теплоёмкости может привести к 
недостаточной термической обработке или к пе-
регреву и ухудшению качества продукции. 

В процессах охлаждения знание удельной 
теплоёмкости необходимо для расчёта скорости 
отвода тепла и подбора эффективных теплооб-
менных аппаратов, что позволяет прогнозиро-
вать время охлаждения продукта до безопасных 
температур хранения, предотвращая развитие 
микрофлоры и продлевая срок годности. 

Учет удельной теплоёмкости жидкостей при 
оптимизации энергопотребления технологических 
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линий и выборе режимов работы оборудования 
обеспечивает стабильность и воспроизводимость 
технологических процессов.  

Таким образом, данный параметр является 
одной из базовых теплофизических характери-
стик, обеспечивающих безопасность, качество и 
энергоэффективность пищевого производства. 

Наиболее распространенным методом изме-
рения удельной теплоемкости жидкости уC  в 

настоящее время является калориметрический 
метод [1]–[5]. Этот метод основан на измерении 
количества теплоты ΔQ, необходимого для изме-
нения температуры жидкости массы m на задан-
ную величину ΔT. На основании измеренного 
значения ΔQ теплоемкость рассчитывают по 
формуле: C = ΔQ / ΔT. Удельная теплоемкость 
жидкости уC  определяется следующим образом:  

.у

C Q
C

m m T


 


 

Для реализации калориметрического метода 
наиболее часто используется электрический под-
ход. Это связано с простотой его реализации по 
сравнению с другими подходами и высокой по-
вторяемостью результатов [1]–[5]. 

Электрический подход предполагает вы-
полнение следующей последовательности опе-
раций. К жидкости массой m, удельную теплоем-
кость которой необходимо измерить, подводится 
количество теплоты Q при помощи электриче-
ского нагревателя. Подведенное количество теп-
лоты вычисляют по закону Джоуля – Ленца:  
Q = IUΔt, где I – электрический ток, протекаю-
щий через электрический нагреватель, U – на-
пряжение, приложенное к нагревателю, Δt – ин-
тервал времени нагрева жидкости [5]. Измеряют 
изменение температуры ΔT, после чего рассчи-
тывают удельную теплоемкость Cу в соответст-
вии с выражением:  

.у

IU t
C

m T





 

Для измерения температуры как одного из 
необходимых параметров определения теплоем-
кости, перспективным является использование 
шумовых диодов. Последние имеют линейные 
зависимости от температуры таких параметров 
как напряжение пробоя и частота шумовых им-
пульсов при постоянном значении напряжения 
обратного смещения диода. Это подтверждается 
результатами исследований, приведенными в 
работах [5]–[8], в которых показана возможность 
измерения температуры при помощи шумовых 
диодов. Указанные свойства позволяют рассмат-
ривать шумовые диоды в качестве чувствитель-
ного элемента при разработке устройств измере-
ния удельной теплоёмкости жидкостей. Допол-
нительным преимуществом при этом является 

то обстоятельство, что определение частоты 
и временных интервалов выполняется унифици-
рованными схемными узлами – счетчиками, что 
упрощает реализацию измерительных устройств.  

Однако, в настоящее время отсутствуют  
исследования возможности использования шу-
мовых диодов в устройствах для измерения 
удельной теплоёмкости жидкостей. Оценка та-
кой возможности и стала целью данной статьи. 
 

1 Метод измерения удельной теплоёмко-
сти жидкости с помощью шумового диода 

Измерение удельной теплоёмкости жидко-
сти с использованием шумового диода основано 
на двух следующих физических принципах. В 
соответствии с первым количество теплоты Q, 
передаваемое жидкости электрическим нагрева-
телем, определяется законом Джоуля – Ленца 
[5]. Второй заключается в наличии линейной 
зависимости напряжения пробоя p-n-перехода 
шумового диода прU  от температуры T [6], [7], 

причем увеличение температуры приводит к 
увеличению величины прU  [6], [7].  

Сущность предлагаемого метода заключа-
ется в том, что при постоянном значении напря-
жения обратного смещения шумового диода Uсм, 
превышающем напряжение пробоя прU  для не-

которой начальной температуры T1, в этом диоде 
формируются шумовые электрические импульсы 
с частотой следования n1. Температура T1 равна 
температуре жидкости заданной массы m, с ко-
торой соприкасается шумовой диод. Нагревание 
жидкости заданной массы приводит к росту тем-
пературы шумового диода выше температуры T1. 
При этом увеличивается напряжение пробоя 

,прU  величина которого начинает приближаться 

к напряжению обратного смещения шумового 
диода Uсм. В результате понижается частота сле-
дования шумовых импульсов диода [6], [8]. При 
некоторой температуре жидкости T2 > T1 частота 
следования шумовых импульсов становится рав-
ной n2 < n1. Интервал времени Δt, за который 
происходит изменение частоты следования шу-
мовых импульсов от n1 до n2, будет зависеть от 
удельной теплоемкости жидкости .уC   

Таким образом, измерение удельной тепло-
емкости жидкости с помощью шумового диода 
включает следующую последовательность опе-
раций. Приводят шумовой диод в контакт с жид-
костью заданной массы m, имеющей фиксиро-
ванную температуру T1. Подают на шумовой 
диод напряжение обратного смещения Uсм, кото-
рое превышает напряжение его пробоя прU  при 

температуре T1. При таких Uсм и температуре T1 
измеряют частоту следования шумовых импуль-
сов шумового диода n1. Затем нагревают жид-
кость при помощи электрического нагревателя, 
прилагая к нему напряжение U и измеряя элек-
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трический ток I, протекающий через него.  
Измеряют временной интервал Δt, за который 
достигается температура T2, как длительность 
интервала времени, за который частота следова-
ния шумовых импульсов изменяется от n1 до n2. 
По полученным данным вычисляют удельную 
теплоемкость по формуле:  

,yC t   

где 
2 1

.
–( )

UI

m T Т
   

Таким образом, величина удельной тепло-
емкости однозначно определяется длительно-
стью интервала Δt.  

При выполнении дальнейших исследований 
основное внимание будет уделено оценке влия-
ния параметров шумовых диодов на возможно-
сти реализации предлагаемого метода измерений 
удельной теплоёмкости жидкостей. 

Для проведения исследований была разра-
ботана экспериментальная установка, структур-
ная схема которой показана на рисунке 1.1. 
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Рисунок 1.1 – Структурная схема 
экспериментальной установки: 

ЭН – электрический нагреватель;  
МС – металлический сосуд; 
ИПШД – источник питания шумового диода;  
В – вольтметр;  
А – амперметр;  
Rн – сопротивление нагрузки;  
ШД –шумовой диод;  
У – усилитель;  
АД – амплитудный дискриминатор;  
Ч – частотомер;  
U – напряжение питания ЭН;  
I – ток ЭН;  
ТК –теплоизолирующий кожух;  
1– весы; 2 – секундомер; 3 – термометр  

 
Установка работает следующим образом. 

К электрическому нагревателю (ЭН) приложено 
напряжение U, в результате чего через него про-
текает электрический ток I и температура нагре-

вателя увеличивается. На электрический 
нагреватель (ЭН) помещается металлический 
сосуд с жидкостью (МС) массой m. В контакте с 
корпусом металлического сосуда находится шу-
мовой диод (ШД). Электрический нагреватель 
(ЭН), металлический сосуд с жидкостью и шу-
мовой диод (ШД) располагаются в теплоизоли-
рующем кожухе (ТК). Это необходимо для того, 
чтобы все количество теплоты, поступающее от 
электрического нагревателя (ЭН), расходовалось 
на нагрев металлического сосуда с жидкостью 
(МС) массой m. В установке использовался тон-
костенный металлический сосуд массой 1,5 г, 
удельная теплоемкость материала которого зна-
чительно меньше удельной теплоемкости образ-
цов жидкостей, и, следовательно, данной вели-
чиной можно пренебречь. Расчеты в представ-
ленной работе выполнены только с учетом массы 
жидкости. 

При нагревании металлического сосуда с 
жидкостью повышается температура шумового 
диода, что приводит к изменению частоты сле-
дования его шумовых импульсов. Отметим, что 
перед применением шумового диода в установке 
регистрировалась зависимость частоты следова-
ния его шумовых импульсов от температуры в 
диапазоне 273–323 К при постоянном значении 
напряжения обратного смещения шумового дио-
да, соответствующем напряжению пробоя шумо-
вого диода при 323 К. Нижняя граница диапазо-
на соответствовала температуре замерзания во-
ды, а верхняя – максимально возможной темпе-
ратуре в широтах умеренного пояса. Указанный 
температурный диапазон достаточен для прове-
дения измерений теплоемкости в стандартных 
лабораторных условиях. 

Отметим, что схема включения шумового 
диода была такой же, как и в работе [8], посвя-
щенной определению температуры при помощи 
шумового диода. На шумовой диод подавалось 
постоянное значение напряжения обратного 
смещения, превышающее напряжение пробоя его 
p-n-перехода.  

Импульсы с выхода шумового диода после 
усиления усилителем (У) поступают на вход ам-
плитудного дискриминатора (АД). Порог ампли-
тудной селекции последнего выбирался несколь-
ко превышающим уровень шумов усилителя, что 
позволило отделить шумовые импульсы диода от 
шумов усилителя.  Амплитудный дискриминатор 
(АД) также стандартизовал импульсы по ампли-
туде и длительности перед подачей на вход час-
тотомера (Ч), измерявшего частоту этих импуль-
сов. Для измерения частоты использовался час-
тотомер Ч3-85/4. Период времени от начала на-
гревания шумового диода до момента, когда час-
тота следования импульсов уменьшалась прак-
тически до нулевого значения, фиксировался с 
помощью секундомера TIR Z-200. Температура 
измерялась термометром промышленным высо-
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котемпературным ТМ-902С. Масса была 
постоянной для всех образцов жидкостей, кон-
тролировалась лабораторными весами ADAM 
модели НСВ 1002 и составляла 100 г. 
 

2 Результаты исследований и их обсуж-
дение 

В качестве объекта исследований выступи-
ли шумовые диоды производства Республики 
Беларусь следующих марок: ND102L, ND103L и 
ND104L. Данные шумовые диоды были выбра-
ны, поскольку в работе [13] показана возмож-
ность их использования для контроля и измере-
ния температуры. Все исследуемые модели име-
ют разные значения напряжения пробоя [3]–[5], 
поэтому для их сравнения используется величи-
на перенапряжения – .пр cмU U U   

Проведенные исследования [6]–[8] показы-
вают, что зависимость напряжения пробоя от 
температуры T линейна в диапазоне температуры 
от 273 до 323 К для всех исследуемых шумовых 
диодов. Эту зависимость можно записать сле-
дующим образом: 0  ,прU U T    где U0 – напря-

жение пробоя p-n-перехода шумового диода при 
температуре 273 К,  – коэффициент линейности.  

В таблице 2.1 представлены значения ха-
рактеристик шумовых диодов, важных для рас-
сматриваемого их применения. Наибольшее зна-
чение величины  имеют шумовые диоды марки 
ND103L, а наименьшее – ND102L. Отметим, что 
наибольшее значение напряжения пробоя в ис-
следуемом диапазоне температур наблюдалось 
для шумовых диодов марки ND102L, а наимень-
шее – ND104L. Значения напряжений пробоя 
шумовых диодов для температуры 273 К пред-
ставлены в таблице 2.1. При достижении темпе-
ратуры 323 К напряжение пробоя увеличивается 
на величину ΔU1. Значения ΔU1 для каждого из 
исследуемых шумовых диодов, значения частоты 
следования шумовых импульсов n1 при темпера-
туре T = 273 К и напряжении обратного смеще-
ния Uсм = U0 + ΔU1 также представлены в табли-
це 2.1. 

На рисунке 2.1 показана зависимость часто-
ты следования шумовых импульсов от величины 
перенапряжения ΔU для исследуемых марок шу-
мовых диодов при температуре 273 К. Диапазон 
перенапряжений, для которого определены зави-
симости, определялся диапазоном напряжений 
питания, в котором частота следования шумовых 
импульсов  монотонно  увеличивается.  Оценки 

указанного диапазона перенапряжений ΔU1 
представлены в таблице 2.1. При ΔU > ΔU1 на-
блюдается насыщение зависимости n(ΔU), а да-
лее ее спад [8]. 

Отметим, что при ΔU < – 0,1 В частота сле-
дования шумовых импульсов близка к нулю. 
 

 
 

Рисунок 2.1 – Зависимость частоты следования 
шумовых импульсов от величины перенапряже-

ния при температуре 273 К:  
1 – для ND102L; 2 – для ND103L; 3 – для ND104L 

 
На рисунке 2.2 показаны зависимости час-

тоты следования шумовых импульсов n от тем-
пературы при постоянном напряжении обратного 
смещения 0 1.смU U U    

Так, значения Uсм составляли 9,38 В, 8,92 В 
и 7,91 В соответственно для ND102L, ND103L и 
ND104L. Зависимость n(ΔU) имеет линейный 
характер в диапазоне перенапряжений ΔU > 0. 
Как следует из полученных зависимостей, уве-
личение температуры приводит к уменьшению 
частоты следования шумовых импульсов для 
всех исследуемых шумовых диодов. Это связано 
с тем, что частота следования шумовых импуль-
сов зависит от превышения напряжением обрат-
ного смещения Uсм напряжения пробоя ,прU  а с 

увеличением температуры такое превышение 
уменьшается. При температуре 323 К и напряже-
нии смещения Uсм, соответствующим напряже-
нию пробоя шумового диода при 323 К, частота 
следования шумовых импульсов снижается 
практически до нуля для всех исследуемых мо-
делей шумовых диодов.  

Таким образом, если Uсм = const, то по час-
тоте следования шумовых импульсов можно оп-
ределить температуру. Представленные на ри-
сунке 2.2 зависимости свидетельствуют о том, 
что их можно использовать в процессах измере-
ния удельной теплоемкости материалов.  

 
Таблица 2.1 – Характеристика линейности шумовых диодов 
 

Шумовой 
диод 

Коэффициент линейной  
зависимости k, мВ / К 

Напряжение пробоя
U0, В 

Частота следования 
шумовых импульсов n1, Гц 

Величина 
ΔU1, В 

ND102L 0,403 9,15 250 0,13 
ND103L 0,526 8,65 600 0,17 
ND104L 0,310 7,66 2000 0,10 
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Таблица 2.2 – Удельная теплоемкость образцов жидкости 
 

Температура 
нагрева, К 

Удельная теплоемкость, 
Дж / (кгК) 

Образец жидкости 
Начальная Конечная

Интервал времени 
нагрева жидкости

Δt, с 

Масса 
жидкости 

m, г 
Измеренная 

(среднее 
значение) 

Справочное 
значение 

Вода 206 4120 4200 
Молоко  

(жирность 2,6%) 
195 3900 3800 

Кефир  
(жирность 3,2%) 

188 3760 3700 

Сироп сахарный 
(концентрация 20%) 

177 3540 3600 

Солевой раствор 
(концентрация 20%) 

273 323 

168 

100 

3360 3400 

 

 
 

Рисунок 2.2 – Зависимость частоты следования 
шумовых импульсов от температуры 

при постоянном напряжении смещения:  
1 – для ND102L; 2 – для ND103L; 3 – для ND104L 

 
Для проверки работоспособности предла-

гаемого метода измерения удельной теплоемко-
сти жидкости были выполнены эксперименталь-
ные измерения с использованием всех исследуе-
мых марок шумовых диодов и соответствующие 
расчеты удельной теплоёмкости.  

Эксперименты проводились с пятью видами 
жидкостей, использующихся при производстве 
пищевых продуктов для консервирования и сте-
рилизации или подвергающихся пастеризации. 
Каждая серия измерений проводилась пятикратно, 
что позволило оценить погрешность метода и по-
высить достоверность полученных результатов. 

На основании результатов измерений для 
базового образца жидкости (вода, справочное 
значение уС  составляет 4200 Дж / (кг·К)) оценка 

величины уС  = 4120; 3930 и 4600 Дж / (кг·К) при 

использовании диодов моделей ND103L, 
ND102L и ND104L соответственно. Отклонение 
полученного результата от справочного значения 
составило 2, 6 и 10% для моделей ND103L, 
ND102L и ND104L соответственно. Наиболее 
близкий по значению результат получен для 

модели ND103L, имеющей наибольшее значение 
коэффициента β. Следует отметить, что для по-
вышения точности измерений рекомендуется 
применять шумовые диоды с широким диапазо-
ном перенапряжений, в котором зависимость 
n(ΔU) близка к линейной. 

В таблице 2.2 представлены результаты из-
мерений удельной теплоемкости различных об-
разцов жидкостей, выполненных рассматривае-
мым методом при помощи шумового диода 
ND103L, поскольку он обеспечивал наибольшую 
точность по сравнению с исследуемыми шумо-
выми диодами.  

Для каждого образца выполнялась серия из 
100 измерений. Полученные значения удельной 
теплоемкости сравнивались со справочными 
значениями [9]. Как следует из данных, пред-
ставленных в таблице 2.2, отличие значений, 
полученных экспериментально, от указанных в 
справочнике, не превышало 5%.  
 

Заключение 
Экспериментально подтверждена возмож-

ность использования шумовых диодов в устрой-
ствах для измерения удельной теплоемкости 
жидкостей, реализующих электрический подход.  

Предложен метод измерения удельной теп-
лоемкости жидкости с помощью шумового дио-
да. Установлено, что точность метода в значи-
тельной степени зависит от параметров исполь-
зуемого диода и для повышения точности изме-
рений рекомендуется применять шумовые диоды 
с широким диапазоном перенапряжений, в кото-
ром зависимость n(ΔU) близка к линейной. Из 
использованных в ходе исследований диодов 
рекомендуется применение шумового диода мо-
дели ND103L, что позволяет выполнять измере-
ния удельной теплоемкости жидкости с погреш-
ностью не более 5%.  

Дополнительным преимуществом исполь-
зования шумовых диодов в качестве чувстви-
тельных элементов при разработке устройств 
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измерения удельной теплоёмкости является то 
обстоятельство, что определение частоты и вре-
менных интервалов реализуется на базе унифи-
цированных схемных узлов – счётчиков, что уп-
рощает измерительные устройства. 
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Аннотация. Предложено соотношение, описывающее зависимость параметра потока отказов силовых кабелей 
от времени их эксплуатации. Показана высокая степень соответствия между экспериментальными статистическими 
данными об удельной повреждаемости кабелей с полимерной изоляцией и расчётными временны́ми зависимостями 
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количественная оценка показателей надёжности силовых кабелей Гомельских распределительных сетей напряжением 
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Введение 
Надёжность работы любой электроэнерге-

тической системы напрямую зависит от надёж-
ности составляющих её элементов [1]. Знание 
закономерностей изменения надёжности сило-
вых кабелей от времени эксплуатации позволяет 
существенно снизить уровень их повреждаемо-
сти и, таким образом, повысить эффективность и 
безопасность функционирования энергосистемы 
в целом [1]–[3]. Для количественного описания 
надёжности кабелей с полимерной изоляцией 
широкое распространение получило вероятност-
ное распределение Вейбулла [4]–[6]. Закон Вей-
булла имеет сравнительно простую математиче-
скую форму, удовлетворительно описывает ста-
тистические данные о распределении вероятно-
стей времени безотказной работы кабелей и до-
пускает возможность физического обоснования 
[4], [7]–[9]. 

Из анализа публикаций [7]–[12] следует, что 
применение распределения Вейбулла является 
оптимальным при большом объёме статистиче-
ской выборки и неизменном физическом меха-
низме старения электрической изоляции высоко-
вольтных устройств. Между тем процесс экс-
плуатации кабелей часто сопряжён с колебания-
ми температуры, скачками напряжения и воздей-
ствием других деструктивных факторов [4], [7], 
[11]. Совокупное влияние разрушающих факто-
ров может привести к трансформации домини-
рующего механизма старения изоляции кабелей 
и, как следствие, к снижению достоверности ре-
зультатов моделирования их надёжности посред-
ством вероятностного закона Вейбулла [7]. 

Перспективным подходом к решению дан-
ной проблемы служит применение математиче-
ских функций, представляющих собой суперпо-
зицию единичных законов распределения 
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вероятностей. Ранее нами [13] была разработана 
математическая модель отказа электрической 
изоляции, базирующаяся на сочетании равно-
мерного и экспоненциального законов распреде-
ления вероятностей. Применение этой модели 
позволило вывести аналитические соотношения 
для расчёта основных характеристик надёжности 
изоляции как невосстанавливаемого элемента 
кабельной линии, работающего до первого отка-
за. В настоящей статье, являющейся продолже-
нием публикации [13], приведено исследование 
эксплуатационной надёжности кабелей, рассмот-
ренных в роли восстанавливаемых элементов 
линии электропередачи. 

Цель работы – выполнить анализ повреж-
даемости и определить ключевые показатели 
надёжности силовых кабелей среднего напряже-
ния с бумажной и полиэтиленовой изоляцией. 

 
1 Показатели надёжности кабелей с по-

лимерной изоляцией 
Важной характеристикой надёжности не-

восстанавливаемых элементов является интен-
сивность отказов, равная отношению числа отка-
зов, происшедших за единицу времени, к общему 
числу элементов, сохранивших свою работоспо-
собность к данному моменту времени [14]. Со-
отношение, выражающее зависимость функции 
интенсивности отказов F(t) электрической изо-
ляции силовых кабелей от времени их эксплуа-
тации, может быть представлено в форме [13]: 
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где t, год – текущее время; cw – долевой вклад 
равномерного износа при заданных условиях 

эксплуатации; 0 1
1 (1 )Et tk e    – нормирующий 

множитель, обеспечивающий выполнение необ-

ходимого граничного условия ( ) 1;
Et tQ t    Q(t) – 

функция распределения вероятностей отказов; tE, 
год – время полного износа изоляции в отсутст-
вие внезапных отказов; t0, год – математическое 
ожидание внезапного отказа в заданных условиях. 

Формула (1.1) получена в рамках математи-
ческой модели [13], основанной на предположе-
нии о том, что реальный отказ изоляции электро-
технического устройства есть наложение внезап-
ного и постепенного отказов. Внезапный отказ, 
которому присуще «отсутствие памяти» (дли-
тельность предварительного использования уст-
ройства не влияет на остаточное время его без-
отказной работы) и скачкообразное ухудшение 
свойств изоляции во времени, приводящее к её 
пробою, моделируется экспоненциальным рас-
пределением вероятностей [13]. Постепенный 
отказ, характеризуемый поэтапным ухудшением 
свойств изоляции вследствие её электрического 

износа и старения, описывается равномерным 
законом распределения вероятностей [13]. 

При исследовании надёжности восстанав-
ливаемых элементов применяют понятие пара-
метра потока отказов (удельной повреждаемо-
сти), определяемого отношением числа отказов в 
единицу времени к общему числу рассматривае-
мых элементов при условии, что восстановление 
отказавших элементов происходит мгновенно 
[14]–[16]. Ввиду того, что на практике потоки 
отказов электроустановок в подавляющем боль-
шинстве случаев являются ординарными, т. е. не 
допускающими совмещения двух или более со-
бытий в один и тот же момент времени [15], па-
раметр потока отказов ω(t) и интенсивность от-
казов F(t) будут равны [15]: 

ω( ) ( ),t F t  год–1. 

Тогда, учитывая это равенство, можно записать 
выражение для параметра потока отказов Fω(t) 
силовых кабелей: 

 ω 1( ) ( ) ,FF t k l F t l  год–1, (1.2) 

где kF – положительный масштабный коэффици-
ент; l1, км – унифицированная длина, равная 
1 км; F(t), год–1 – функция интенсивности отка-
зов, определяемая соотношением (1.1); l, км – 
фактическая длина кабеля (кабельной линии). 

Коэффициент масштаба kF учитывает ре-
альные условия эксплуатации силовых кабелей, 
имеющих конечный срок службы, который в 
силу процессов естественного старения и износа 
материалов кабельных изделий, как правило, 
колеблется в ориентировочных пределах от 30 до 
60 лет [17]–[19]. Введение коэффициента kF по-
зволяет привести чрезмерно завышенные значе-
ния параметров t0 и tE, рассчитываемых по клас-
сическим соотношениям теории надёжности 
технических систем [16], к значениям времён 
ожидания отказа и износа, которые близки к дей-
ствительным эксплуатационным условиям элек-
троустановок. 

В качестве примера на рисунке 1.1 пред-
ставлены зависимости Fω(t), построенные для 
силовых кабелей напряжением 5–36 кВ с изоля-
цией из сшитого полиэтилена (СПЭ), которыми 
проложены городские распределительные элек-
тросети Германии. Полученные графики Fω(t) 
демонстрируют хорошую сходимость литера-
турных статистических данных [3], [18] (они по-
казаны символами) и аппроксимирующих кри-
вых 1, 2 (сплошные линии), отвечающих выра-
жению (1.2). Кривые 1 и 2 описывают отказы 
СПЭ-кабелей, введённых в работу после (далее 
К-1) и до (далее К-2) 1983 г. соответственно. 
 Из рисунка 1.1 видно, что в сравнении с 
известными выражениями для Fω(t), базирую-
щимися на распределении Вейбулла, функция 
(1.2) обеспечивает [13]: 
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– охват всего срока эксплуатации («кривой 
жизни») кабелей, включая период приработки  
I (0 – tI), период нормальной эксплуатации II (tI – tII) 
и период окончательного износа III (tII – tE); 

– естественную для кабелей как «нормально 
стареющих» объектов плавно возрастающую 
частоту отказов на интервале от tI до tII. 
 

 
 

Рисунок 1.1 – Зависимости параметра потока 
отказов от времени эксплуатации 

для СПЭ-кабелей среднего напряжения, 
проложенных в распределительных электросетях 

Германии после (кривая 1) и до  
(кривая 2) 1983 г. [3], [18] 

 
Значения параметров, использованные для 

построения функций Fω(t), и числовые характе-
ристики «кривой жизни» кабелей типа К-1, К-2, 
К-3 (СПЭ-кабелей напряжением 25 кВ) и К-4 
(кабелей с бумажной пропитанной изоляцией 
(ПБИ) напряжением 6–10 кВ) представлены в 
таблице 1.1. Через FII здесь обозначена средняя 
величина параметра потока отказов, имевших 
место в период нормальной эксплуатации кабе-
лей; время τM характеризует среднюю наработку 
кабелей до отказа. Расчёт показателей надёжно-
сти кабелей К-3 и К-4 выполнен на основании 
данных о повреждаемости городских распреде-
лительных сетей США [19] и России [17]. 

Близкие к единице значения параметра cw 
для кабелей К-1, К-3 и К-4 указывают на преоб-
ладание равномерного износа над внезапными 

отказами. Период приработки у данных кабелей 
отсутствует, а длительность tII периода нормаль-
ной эксплуатации составляет 40, 28 и 30 лет со-
ответственно. Значение tII ≈ 40 лет, указанное для 
кабелей К-1, является весьма условным, по-
скольку зависимость Fω(t), характеризующая 
повреждаемость этих кабелей, есть равномерно 
возрастающая функция без отчётливо прослежи-
ваемых границ между интервалами I, II, III (кри-
вая 1 на рисунке 1.1). 

Для кабелей К-2 наблюдается противопо-
ложная ситуация: внезапные отказы превалиру-
ют над постепенными отказами, доля которых 
равняется cw = 0,359. Длительность периода при-
работки кабелей К-2 составляет 8 лет. Его нали-
чие во многом обусловлено высокой дефектно-
стью и низкой долговечностью СПЭ-кабелей 
первого поколения [3], [18]. Период нормальной 
эксплуатации данных кабелей завершается на 
отметке 22 лет, по истечении которых частота 
отказов, вызванных интенсификацией процессов 
старения электрической изоляции, начинает рез-
ко возрастать (кривая 2 на рисунке 1.1). Высокий 
уровень удельной повреждаемости при относи-
тельно небольших значениях времени эксплуа-
тации (t  [22; 28] лет) авторы [3] связывают с 
малой степенью устойчивости изоляции кабелей 
К-2 к образованию электрических и водных ден-
дритов. Их развитие повышает вероятность 
преждевременного отказа кабелей вследствие 
наступления электрического пробоя изоляции 
[7], [8]. 

Величины средней наработки до отказа τM, 
приведённые в таблице 1.1, были рассчитаны по 
формуле [13]: 

0
1 0 0τ (1 ) [1 (1 )],

2
Et tE

M w w E

t
с с k t e t t      год. 

Наибольшее значение τM отвечает СПЭ-
кабелям типа К-1 с плавно возрастающей функ-
цией отказов Fω(t). В случае кабелей К-3 и К-4, 
главным образом подверженных постепенному 
износу, наработка τM получилась практически 
одинаковой и приблизительно втрое большей по 
сравнению с кабелями К-2, отказ которых часто 
носит внезапный характер. 

 
Таблица 1.1 – Показатели надёжности кабелей с полимерной изоляцией 
 

Параметры 
функции Fω(t) 

Характеристики 
«кривой жизни» кабеля 

Кабель, вид 
изоляции 

Напряжение ка-
беля, кВ 

cw t0, год tE, год kF FII, год–1 tI, год tII, год τM, год 
К-1, СПЭ 5–36 0,910 24 75 0,42 0,0089 0 40 35,97 
К-2, СПЭ 5–36 0,359 2 28 0,1 0,0098 8 22 6,31 
К-3, СПЭ 25 0,812 9 41 0,1 0,0051 0 28 18,26 
К-4, ПБИ 6–10 0,890 10 39 1,0 0,0587 0 30 18,37 
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Удельная повреждаемость, характеризуемая 
средней величиной параметра потока отказов FII, 
существенно зависит от типа изоляции и условий 
эксплуатации кабелей. СПЭ-кабели К-1 и К-2, 
эксплуатируемые в схожих условиях [3], [18], 
имеют близкие значения FII. СПЭ-кабелям типа 
К-3 соответствует наименьшая частота отказов 
FII. Она практически в два раза ниже значений 
FII, найденных для К-1 и К-2. Это выступает кос-
венным признаком того, что в сопоставлении с 
кабелями К-1, К-2 эксплуатация СПЭ-кабелей  
К-3 проходит в более благоприятных условиях. 

Повреждаемость кабелей К-4 с бумажной 
изоляцией на порядок выше величины FII для 
кабелей К-3 и в 7,4 раза выше средней повреж-
даемости исследованных СПЭ-кабелей. Данный 
факт позволяет утверждать, что одним из воз-
можных путей повышения эксплуатационной 
надёжности кабельных линий электропередачи 
среднего напряжения может служить замена ка-
белей с бумажной изоляцией на кабели с изоля-
цией из сшитого полиэтилена. 

Наряду с рассмотренным вероятностным 
подходом к определению характеристик надёж-
ности электрических кабелей на практике широ-
ко применяется статистический подход [14]–[16]. 
В его основе лежит использование эмпирических 
формул математической статистики, обеспечи-
вающих возможность приемлемой оценки коли-
чественных показателей надёжности исследуе-
мых объектов при ограниченном объёме исходной 
информации об их повреждаемости [14]–[16]. 

Ниже выполним анализ повреждаемости и 
статистическую оценку характеристик надёжно-
сти кабельных линий напряжением 6–10 кВ, вхо-
дящих в состав Гомельского городского района 
электрических сетей филиала «Гомельские элек-
трические сети» РУП «Гомельэнерго» (далее 
ГГРЭС). 

 
2 Анализ повреждаемости силовых кабе-

лей ГГРЭС 
В зависимости от условий возникновения 

отказы кабелей можно разделить на две группы: 
отказы при испытаниях и отказы во время рабо-
ты (аварийные отключения). Исследование 

статистических данных, заимствованных из жур-
налов повреждений и аварийных отключений 
кабельных линий ГГРЭС, даёт возможность за-
ключить, что за период с 2017 по 2021 годы ава-
рийные отключения кабелей, отказавших во вре-
мя работы, составили 76,4% от общего числа 
отказов. На отказы, произошедшие в ходе испы-
таний кабелей, вводимых в эксплуатацию по за-
вершении ремонтно-восстановительных работ, 
пришлось 23,6%. 

Высокая повреждаемость при испытаниях 
изоляции повышенным напряжением вызвана, 
во-первых, недостаточным качеством проводи-
мых ремонтно-восстановительных работ для ка-
белей, эксплуатируемых менее 15 лет, а во-
вторых, весьма высокой степенью износа изоля-
ции у кабелей, фактический срок эксплуатации 
которых превышает 15–20 лет. 

Результаты анализа причин аварийных от-
ключений кабельных линий сведены в таблицу 
2.1, из которой видно, что практически 80% от-
казов связаны с электрическим пробоем изоля-
ции. Причины аварийных отключений не уста-
новлены в 6,4% случаев, остальные отказы  
вызваны повреждениями на подстанциях, меха-
ническими повреждениями кабелей, поврежде-
ниями концевых муфт и действиями посторон-
них лиц. 

Для оценки влияния степени износа и ста-
рения электрической изоляции на надёжность 
работы силовых кабелей ГГРЭС проанализируем 
распределение числа их отказов по срокам экс-
плуатации (рисунок 2.1). 

Из гистограммы, представленной на рисун-
ке 2.1, следует, что наибольшее количество отка-
зов (~60% от общего числа), имевших место в 
2017–2021 гг., пришлось на кабели, находившие-
ся в эксплуатации от 30 до 50 лет. Такое распре-
деление во многом обусловлено тем, что кабели, 
выработавшие минимальный нормативный срок 
службы tN = 30 лет [20], переходят в период 
окончательного износа, сопровождающийся зна-
чительным ростом числа отказов (см., например, 
рисунок 1.1). 
 

 
Таблица 2.1 – Причины аварийных отключений кабельных линий ГГРЭС напряжением 6–10 кВ 
 

Число аварийных отключений 
Причина аварийного отключения 

2017 2018 2019 2020 2021 2017–2021 

 Повреждение (пробой) изоляции 122 135 125 111 85 578 (79,9%) 
 Повреждение на подстанции 5 12 13 3 8 41 (5,7%) 
 Механическое повреждение 7 8 4 7 4 30 (4,1%) 
 Повреждение концевой муфты 2 – 4 4 5 15 (2,1%) 
 Действия посторонних лиц – 3 4 6 – 13 (1,8%) 
 Причина не установлена 7 13 16 4 6 46 (6,4%) 
 Всего 143 171 166 135 108 723 (100%) 
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Рисунок 2.1 – Гистограмма распределения числа 
отказов силовых кабелей ГГРЭС по срокам 

их эксплуатации за 2017–2021 гг. 
 

Абсолютный пик повреждаемости кабелей в 
2017–2021 гг. отвечает 40-летнему сроку экс-
плуатации, сопоставимому с наиболее часто 
встречаемыми в литературе [17]–[19] значениями 
фактического срока службы силовых кабелей, 
равными 35–45 лет. Небольшое количество отка-
зов кабелей со сроком эксплуатации, превы-
шающим 50 лет, в первую очередь обусловлено 
их малым числом в электросети, а не высокой 
надёжностью таких кабелей. 

В период нормальной эксплуатации, про-
стирающийся до 30 лет, наблюдалось 219 отка-
зов (30% от общего числа), причём отсутствие 
отказов кабелей, отработавших менее 2 лет, под-
тверждает известный факт [9], [21] о полном от-
сутствии либо незначительной продолжительно-
сти периода приработки у технологически пра-
вильно изготовленных силовых кабелей. Для 
кабелей, эксплуатировавшихся в течение 11 лет, 
зафиксировано 28 отказов, что практически в 3 
раза превышает среднее число отказов за период 
нормальной эксплуатации. Отклонение такого 
порядка объясняется большим количеством ме-
ханических повреждений, пришедшихся на дан-
ные кабели в указанном интервале времени. 

Неравномерность распределения числа ава-
рийных отключений кабельных линий в течение 
годового цикла эксплуатации, вытекающая из 
гистограммы рисунка 2.2, в некоторой степени 
связана с влиянием климатических параметров 
на частоту отказов кабелей. 

Согласно гистограмме на рисунке 2.2 наи-
более высокая повреждаемость кабелей в 2017–
2021 гг. наблюдалась в 3–6 месяцах. Рост числа 
отказов в весенний период сопряжён с увеличе-
нием влажности грунта, приводящим к усилению 
коррозионных процессов в защитных оболочках 
кабелей и, как следствие, к повышению вероят-
ности пробоя изоляции. 
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Рисунок 2.2 – Гистограмма распределения 
суммарного за 2017–2021 гг. числа отказов 
силовых кабелей ГГРЭС по месяцам года 

 
Пик повреждаемости кабельных линий 

ГГРЭС (115 отказов), приходящийся на июнь, во 
многом вызван значительным ухудшением теп-
лового режима работы кабелей вследствие се-
зонного повышения максимальных и средних 
суточных температур наружного воздуха. Отно-
сительно невысокой повреждаемости кабелей 
ГГРЭС в июле и августе 2017–2021 гг. способст-
вовала нормализация теплового режима их работы 
за счёт оптимизации функционирования электри-
ческих сетей, в частности, повышения равномерно-
сти разделения токовых нагрузок между находя-
щимися в эксплуатации силовыми кабелями. 

Распределение числа отказов линий ГГРЭС 
по маркам кабелей, отражающее взаимосвязь 
между их повреждаемостью и основными конст-
руктивными характеристиками (тип изоляции и 
материал токопроводящих жил), приведено в 
таблице 2.2; при составлении таблицы учитыва-
лись отказы, произошедшие как во время работы 
кабелей, так и при испытании их изоляции по-
вышенным напряжением. 

 
Таблица 2.2 – Распределение числа отказов кабельных линий ГГРЭС 
                         напряжением 6–10 кВ по маркам кабелей 
 

Число отказов кабельных линий 
Группа Марки кабелей 

2017 2018 2019 2020 2021 2017–2021 
I АПвП, АПвПу, АПвПг 2 1 6 1 4 14 (1,7%) 
II ААБ, ААБв, ААБл, ААБлУ 66 77 72 71 37 323 (39,3%) 
III ААШв, ААШвУ 50 50 38 48 25 211 (25,7%) 
IV АСБ, АСБл 28 52 45 57 27 209 (25,4%) 
V СБ 4 1 1 2 0 8 (1,0%) 
VI Сочетание групп I–V 8 6 12 7 24 57 (6,9%) 

Всего 158 187 174 186 117 822 (100%) 
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Более 90% зарегистрированных отказов от-
носится к кабелям с бумажной изоляцией и алю-
миниевыми жилами (II–IV группы). Доля отказов 
кабелей марки СБ с бумажной изоляцией и мед-
ными жилами в 2017–2021 гг. составила всего 
1%. Это связано с малым количеством данных 
кабелей на балансе ГГРЭС. Кабели I группы с 
изоляцией из сшитого полиэтилена и алюминие-
выми жилами являются наиболее надёжными, 
поскольку их повреждаемость в 2017–2021 гг. не 
превысила 1,7%, при том что протяжённость ли-
ний ГГРЭС, выполненных такими кабелями, со-
ставляет 10,2% от общей протяжённости кабель-
ных электрических сетей среднего напряжения. 

 
3 Показатели надёжности силовых кабе-

лей ГГРЭС 
Надёжность и ремонтопригодность силовых 

кабелей Гомельских электрических сетей будем 
характеризовать следующими показателями: 

– параметр потока отказов Fω, год–1; 
– среднее время восстановления работоспо-

собности t̅r, ч; 
– интенсивность потока восстановлений μr, ч

–1. 
Результаты оценки перечисленных показа-

телей представлены в таблице 3.1, где также ука-
заны величины недоотпуска электроэнергии по-
требителям (ΔW, кВт∙ч) по кабельным линиям, 
вышедшим из строя во время работы. В строках 
таблицы 3.1 с аббревиатурой ЭИМ (электроизо-
ляционный материал) приведены средневзве-
шенные по длине (протяженности кабельных 
линий) значения показателей надёжности кабе-
лей с ПБИ и СПЭ изоляцией. 

Значения параметра потока отказов Fω были 
рассчитаны на 1 км длины линии по эмпириче-
ской формуле: 

1
ω

ω( )
( ) ,

t l
F t

l
  год–1, 

где 0ω( ) ( ) ,t n n t   год–1 [15]; n0 – число кабе-

лей, отказавших за время Δt; Δt = 1 год –  

рассматриваемый промежуток времени; nΣ –  
общее число кабелей. 

Параметр потока отказов силовых кабелей  
с полиэтиленовой изоляцией находится в преде-
лах от 0,01 до 0,076 год–1; у кабелей с бумажной 
изоляцией Fω изменяется от 0,208 до 0,253 год–1. 
Средние значения Fω для кабелей с ПБИ и СПЭ 
изоляцией в период с 2017 по 2021 гг. составили 
0,227 и 0,034 год–1 соответственно. 

Из анализа величин FII, приведённых в таб-
лице 1.1, и общедоступных публикаций следует, 
что полученные для кабелей ГГРЭС значения 
параметров потоков отказов превышают значе-
ния Fω, наиболее часто встречаемые в научной 
литературе. Так, согласно [18], [19], [22] пара-
метр потока отказов СПЭ-кабелей в зарубежных 
электрических сетях изменяется от 0,003 до 0,01 
год–1; повреждаемость ПБИ-кабелей варьируется 
в диапазонах 0,01–0,075 год–1 для зарубежных 
[18], [19], [22] и 0,045–0,2 год–1 для российских 
[15], [17], [23] электросетей. Довольно высокий 
уровень повреждаемости кабелей ГГРЭС свиде-
тельствует о немалой степени их износа. 

Среднее время восстановления t̅r количест-
венно характеризует ремонтопригодность кабеля 
и представляет собой математическое ожидание 
времени восстановления его работоспособности 
[14]–[16]. Для статистической оценки t̅r была 
использована формула [15]: 

0

( )
10

1
,

n

r r i
i

t t
n 

   ч, 

где tr(i), ч – длительность восстановления i-го 
кабеля. 

В результате выявлено, что среднее время 
восстановления кабельных линий ГГРЭС, соста-
вившее в период с 2017 по 2021 гг. 12,33 ч (см. 
таблицу 3.1), сопоставимо с литературными дан-
ными [15], [23], согласно которым t̅r находится в 
пределах от 1,5 до 100 ч. 

При определении t̅r нами учитывалось лишь 
фактическое время, пошедшее исключительно на 
поиск и устранение дефектов в отказавших линиях. 

 
Таблица 3.1 – Показатели надёжности и ремонтопригодности силовых кабелей ГГРЭС 
                        напряжением 6–10 кВ 

 

Значение показателя Показатель 
надёжности 

Изоляция 
кабеля 2017 2018 2019 2020 2021 2017–2021 
СПЭ 0,019 0,010 0,057 0,010 0,076 0,034 
ПБИ 0,213 0,238 0,221 0,208 0,253 0,227 Fω, год–1 
ЭИМ 0,193 0,214 0,205 0,188 0,235 0,207 

t̅r, ч ЭИМ 11,03 12,75 12,95 12,90 12,00 12,33 
μr, ч

–1 ЭИМ 0,091 0,078 0,077 0,078 0,083 0,081 
СПЭ 210 0 554 0 1 204 1 968 
ПБИ 14 380 17 248 24 305 40 749 41 184 137 866 ΔW, кВт∙ч 

СПЭ и ПБИ 14 590 17 248 24 859 40 749 42 388 139 834 
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Время вынужденного простоя в ожидании ре-
монта кабельной линии, которое на практике в 
зависимости от ряда определяющих факторов 
(категория потребителя электроэнергии, доступ-
ность места расположения дефекта, наличие ма-
териальных и людских ресурсов для выполнения 
ремонтных работ и др.) может варьироваться от 
нескольких часов до нескольких месяцев, из рас-
смотрения исключалось. 

Интенсивность потока восстановлений μr 
представляет отношение числа элементов, вос-
становленных на наблюдаемом интервале време-
ни, к произведению длительности этого интерва-
ла на число элементов, ещё не восстановленных 
к моменту начала наблюдения [14], [15]. Ввиду 
того, что на проведение ремонтно-восстанови-
тельных работ силовых кабелей существуют 
нормативы времени, устанавливаемые эксплуа-
тирующими организациями, интенсивность вос-
становления, как правило, является практически 
постоянной величиной, обратной времени t̅r [14]: 
μr = 1 / t̅r, ч–1. Это в некоторой степени подтвер-
ждается результатами расчёта интенсивности 
восстановления кабелей ГГРЭС, показавшими 
близость значений μr, найденных для разных лет 
(таблица 3.1). 

Недоотпуск электроэнергии потребителям 
ΔW, вызванный отказом кабельных линий, кос-
венно характеризует материально-экономичес-
кий ущерб, возникающий в случае аварийного 
нарушения работы системы электроснабжения.  
В период с 2017 по 2021 гг. суммарный недоот-
пуск электроэнергии в результате аварийных 
отключений кабельных линий ГГРЭС составил  
139834 кВт∙ч, причём на СПЭ-кабели пришлось 
всего 1968 кВт∙ч (1,4% от общего недоотпуска). 
Более того, в 2018 и 2020 годах недоотпуска по 
кабельным линиям со СПЭ изоляцией и вовсе не 
было (повреждения кабелей I группы (СПЭ-
кабелей), приведённые в таблице 2.2 для 2018 и 
2020 гг., произошли во время электрических ис-
пытаний). Данное обстоятельство дополнительно 
подчёркивает целесообразность перехода от ка-
белей с бумажной изоляцией к кабелям с изоля-
цией из сшитого полиэтилена. 
  

Заключение 
Получено соотношение, выражающее зави-

симость параметра потока отказов электрических 
кабелей от времени их эксплуатации. На примере 
силовых кабелей среднего напряжения с поли-
мерной изоляцией показано, что применение дан-
ного соотношения способствует достоверному 
количественному описанию надёжности кабель-
ных изделий на длительном интервале времени. 

Выполнен анализ повреждаемости и рас-
считаны основные характеристики надёжности 
силовых кабелей, входящих в состав Гомельских 
распределительных сетей напряжением 6–10 кВ. 
Отмечено, что, в целях снижения общего уровня 

повреждаемости кабельных линий и минимиза-
ции ущерба от недоотпуска электроэнергии 
внешним потребителям, рационально проводить 
постепенный переход от кабелей с бумажной 
изоляцией, имеющих значительную степень из-
носа, на кабели с изоляцией из сшитого полиэти-
лена, обладающие высокой надёжностью. 

Полученные в статье результаты могут быть 
использованы для прогнозирования «кривых 
жизни» и оценки показателей надёжности сило-
вых кабелей с полимерной изоляцией. 
 Автор выражает благодарность П. С. Гу-
цеву, М. И. Химченкову и В. С. Лавриновичу за 
любезно предоставленные эксплуатационные 
данные о силовых кабелях Гомельских электри-
ческих сетей. 
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METHOD AND MEANS OF NEURAL NETWORK MODELING 
OF THE PROBLEM OF CONTROLLING THE TECHNOLOGICAL OPERATION 

OF LASER POLISHING 
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Аннотация. Рассматривается задача формализации адаптивного управления технологической операцией лазерной  
полировки кварцевых стекол, выполняемой на лазерном станке с ЧПУ. Предложен подход, в рамках которого техноло-
гическая операция представляется как стохастическая последовательно-параллельная графовая структура, отражающая 
возможные состояния процесса, диагностические процедуры, управляющие воздействия и вероятностные переходы 
между ними. Базовый контур управления задает штатную траекторию реализации операции при фиксированных  
параметрах скорости обработки и мощности лазерного излучения, тогда как адаптивный контур формирует  
корректирующее управление U на основе текущих результатов мониторинга. Адаптация управления осуществляется 
путем активации на каждом шаге дискретного времени дополнительных микротехнологических операций, образующих 
последовательные наборы корректирующих воздействий для изменения скорости обработки и мощности лазерного  
излучения. Для синтеза корректной политики адаптации управления используется нейросетевой регулятор, синтези-
руемый методами обучения с подкреплением на данных имитационной модели. Имитационная модель строится на  
основе данных конечно-элементных расчетов температурно-напряженного состояния зоны лазерной обработки.  
Критерий качества управления формируется с учетом необходимости удержания максимума температуры в допустимом 
диапазоне значений. Предложенный метод обеспечивает построение в режиме реального времени оптимальной  
траектории развития технологического процесса за счет замкнутого контура мониторинга и адаптивной коррекции  
переменных управления технологической операции. Полученные результаты могут быть использованы при разработке 
интеллектуальных систем управления технологическими операциями лазерной обработки материалов. 

Ключевые слова: адаптивное управление, лазерная полировка, кварцевое стекло, стохастическая графовая модель, 
дискретно-событийное моделирование, микротехнологические операции, нейросетевой регулятор, обучение  
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Abstract. This paper considers the problem of formalizing adaptive control for the laser polishing process of quartz glass, 
performed on a CNC laser machine. An approach is proposed in which the process operation is represented as a stochastic 
serial-parallel graph structure reflecting possible process states, diagnostic procedures, control actions, and probabilistic 
transitions between them. The basic control loop defines the standard trajectory of the operation for fixed parameters of 
processing speed and laser radiation power, while the adaptive loop generates corrective control ΔU based on current 
monitoring results. Control adaptation is achieved by activating additional microprocessing operations at each discrete-time 
step, forming sequential sets of corrective actions for changing the processing speed and laser radiation power. A neural 
network controller trained using reinforcement learning methods on simulation model data is used to synthesize the correct 
control adaptation policy. The simulation model is constructed using finite element calculations of the temperature-stress state 
of the laser processing zone. The control quality criterion is developed taking into account the need to maintain the maximum 
temperature within an acceptable range of values. The proposed method enables the construction of an optimal process 
development trajectory in real time through closed-loop monitoring and adaptive correction of process operation control 
variables. The obtained results can be used in the development of intelligent control systems for laser material processing 
operations. 
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Введение  
В условиях реализации операции на лазер-

ном станке с ЧПУ управление задается в виде 
заранее выбранного режима обработки, однако 
стохастические отклонения температуры, ло-
кального состояния поверхности и напряженно-
деформированного состояния материала приво-
дят к необходимости перехода от задания пара-
метров к адаптивному управлению по данным 
мониторинга в режиме реального времени.  
В настоящее время опубликован ряд работ по 
обратным связям по управлению процессами 
лазерной обработки, в которых данные монито-
ринга в режиме реального времени используются 
для коррекции в режиме реального времени 
мощности, фокуса, скорости, геометрии зоны 
лазерной обработки, глубины проплавления или 
времени локального воздействия [1]–[9]. Данный 
класс работ хорошо представлен для лазерной 
сварки и аддитивных методов, где обратная связь 
строится по оптическим, спектральным, пиро-
метрическим, визуальным либо многомодальным 
признакам состояния зоны обработки [1]–[8]. 
Для лазерной полировки оптических элементов 
также известны подходы к замыканию контура 
по данным метрологического контроля в процес-
се обработки, однако они ориентированы пре-
имущественно на выбор оптимального локально-
го времени полирования и не формализуют 
управление как последовательность адаптирую-
щих микротехнологических операций для квар-
цевого стекла [9]. Обзор [1] специально выделяет 
мониторинг в режиме реального времени, мони-
торинг со средствами машинного обучения и 
управление с обратными связями как направле-
ние интеллектуализации лазерной сварки, а об-
зор [2] связывает мониторинг лазерной сварки с 
адаптивным управлением на основе сенсорных 
признаков процесса. 

В настоящей работе предлагается формали-
зация адаптивного управления технологической 
операцией лазерной полировки кварцевого стек-
ла, отличающаяся тем, что управляющее воздей-
ствие рассматривается не как непрерывная кор-
рекция одного параметра, а как активация на 
каждом шаге дискретного времени в случае не-
обходимости непустой последовательности 
адаптирующих микротехнологических операций. 
Такая постановка связывает данную работу с 
работами по семантическому, онтологическому и 
графовому управлению производственными сис-
темами, где операции или способности рассмат-
риваются как формально описанные исполнимые 
элементы управления [10]–[15]. В отличие от 
данных подходов в предлагаемой методике се-
мантика управляющего действия задается пред-
метно-ориентированным набором микротехно-
логических операций (МТХО) лазерной поли-
ровки: увеличение или уменьшение скорости 
обработки с шагом, допустимым ЧПУ-станком, а 

также дискретное изменение мощности лазерно-
го излучения в процентах от  мощности. Таким 
образом, реализация технологического процесса 
представляется как стохастическая последова-
тельно-параллельная графовая структура, а ней-
росетевой регулятор, обучаемый в среде на ос-
нове имитационной модели технологической 
операции, формирует корректирующее управле-
ние ΔU с учетом критерия удержания температу-
ры в допустимом диапазоне и обеспечения штат-
ного режима осуществления лазерной полировки 
кварцевых стекол. 

1 Построение аппроксиматоров откликов 
физического процесса на основе данных ко-
нечноэлементного расчета 

Для построения имитационной модели тех-
нологической операции лазерной полировки 
кварцевого стекла были сформированы нейросе-
тевые аппроксиматоры откликов, характеризую-
щих термомеханическое состояние материала в 
зоне лазерного воздействия. В качестве целевых 
параметров рассматривались максимальная тем-
пература в зоне обработки (maxT) и максималь-
ные остаточные напряжения по Мизесу (max-
Sigma). Обучающая выборка формировалась на 
основе результатов конечно-элементного моде-
лирования, выполненного в среде ANSYS с ис-
пользованием языка параметрического описания 
APDL [16]. Расчеты проводились для сетки тех-
нологических режимов, включающей варьирова-
ние мощности лазерного излучения и скорости 
перемещения луча относительно поверхности 
кварцевого стекла. В базовой постановке рас-
сматривались значения мощности 40, 50 и 60 Вт 
лазерной установки и скорости обработки 1, 2 и 
3 мм/с. Дополнительно для учета стохастической 
природы развития физического процесса было 
сформировано 3485 траекторий, в которых при 
заданной скорости обработки вносились случай-
ные изменения мощности лазерного излучения. 
Такой подход позволил расширить исходную 
расчетную выборку за счет моделирования не 
только стационарных режимов работы, но и пе-
реходных вариантов развития процесса, возни-
кающих при возможных отклонениях или кор-
ректировках управляющих воздействий. 

Для каждой траектории моделировалось 
развитие температурного поля и напряженно-
деформированного состояния кварцевого стекла, 
после чего из результатов КЭМ-расчета вычис-
лялись отклики (maxT) и (maxSigma), используе-
мые далее как обучающие данные. Полученная 
выборка применялась для обучения суррогатных 
моделей, реализующих отображение из про-
странства управляющих параметров технологи-
ческой операции в пространство прогнозируе-
мых откликов процесса. Входными переменны-
ми аппроксиматоров выступали скорость обра-
ботки, текущая мощность лазерного излучения, 
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радиус лазерного пучка с временным окном дли-
ны 4 шага.  

Для отклика maxT построен линейный ап-
роксиматор. При этом использована регуляриза-
ция типа 2L  и целевой функцией являлась MSE. 

Для отклика maxSigma построен нейросете-
вой апроксиматор, представляющий собой двух-
слойный персептрон с 4 нейронами в скрытом 
слое. При этом использована регуляризация типа 

2L  и целевой функцией являлась функция Хубе-

ра с коэффициентом 0,0428,   что позволило 
аппроксимировать отклик остаточных напряже-
ний со значением MAE < 1 МПа. 

Получены нейросетевые апроксиматоры от-
кликов с коэфициентом детерминации 2 ,R  соот-
ветственно, 0,96 и 0,97 по результатам пятикрат-
ной кросс-валидации. 

2 Построение имитационной модели тех-
нологической операции лазерной полировки 
кварцевых стекол 

Имитационная модель технологической 
операции лазерной полировки кварцевых стекол 
разработана как вычислительная среда, воспро-
изводящая дискретную динамику процесса при 
различных режимах скорости обработки и мощ-
ности лазерного излучения а также различных 
радиусов лазерного пучка.  

Особенностью модели является наличие 
процедуры имитации реализации микротехноло-
гической операции мониторинга в режиме ре-
ального времени зоны лазерной обработки, по-
зволяющей определять класс текущего режима 
обработки и максимум температуры. В данной 
работе рассматривалось 3 класса режима лазер-
ной обработки: недостаточная полировка, нор-
мальная реализация полировки и переполировка. 
Нормальная полировка определялась на основе 
критерия удержания модельной температуры в 
диапазоне значений 12273 2323 .K T K   Мо-

дельная температура определялась с применени-
ем суррогатной аппроксимации. Случайные воз-
мущения технологического процесса задавались 
как аддитивные гауссовы флуктуации эффектив-
ной мощности лазерного излучения относитель-
но вводимого значения, что позволяло учитывать 
нестабильность энергетического воздействия в 
зоне обработки. 

Достоверность процедуры определения ре-
жимов полировки и имитационной модели осно-
вана на совпадении классов лазерной полировки 
в модели с экспериментами, проведенными по 
сетке значений для радиусов лазерного пятна 
r = {2 мм, 2,5 мм, 3 мм}, скоростей обработки 
v = {1 мм/с, 2 мм/с, 3 мм/с}, мощностей лазерно-
го излучения P = {50%, 62,5%, 75%} на CO2 ла-
зере AEON MIRA7. После релизации соответст-
вующих траекторий экспертом были размечены 
классы полировки. Следует отметить, что класс 

переполировки оказался недопредставленным в 
данной сетке значений переменных управления. 
В модели достигнуто совпадение классов поли-
ровки с экспериментами, в том числе погранич-
ных классов, где эксперт определил «полировку, 
но уже почти недополировку» или «недополи-
ровку, но уже почти нормальную полировку».  

На каждом шаге дискретного времени мо-
дель принимает текущие значения управляющих 
переменных, состояние процесса и возможное 
корректирующее воздействие через активацию 
соответствующей микротехнологической опера-
ции изменения параметров реализации техноло-
гической операции. При этом процесс останав-
ливается, если началась переполировка либо не-
дополировка кварцевого стекла. 

В имитационной модели реализации техно-
логической операцией лазерной полировки квар-
цевого стекла реализован дискретный набор кор-
ректирующих микротехнологических операций, 
которые можно активировать в процессе реали-
зации траектории развития процесса. К числу 
таких операций относятся: увеличение скорости 
перемещения лазерной головки на 1 мм/с; 
уменьшение скорости перемещения лазерной 
головки на 1 мм/с; уменьшение мощности лазер-
ного излучения на 1% от мощности лазера; уве-
личение мощности лазерного излучения на 1% от 
мощности лазера; уменьшение мощности на 
2,5% от мощности лазера; увеличение мощности 
на 2,5% от мощности лазера; уменьшение мощ-
ности на 5% от мощности лазера; увеличение 
мощности на 5% от мощности лазера. Специфи-
ка данного набора корректирующих МТХО оп-
ределена тем, что на лазерном гравировщике 
AEON MIRA7 скорость возможно устанавливать 
только дискретно с шагом 1 мм/с. 

3 Метод адаптации управления техноло-
гической операцией лазерной полировки на 
основе синтеза нейрорегулятора с помощью 
алгоритма обучения с подкреплением 

В данной работе синтез адаптивного управ-
ления технологической операцией лазерной по-
лировки кварцевого стекла в режиме реального 
времени осуществляется через процедуру синте-
за нейрорегулятора методом обучения с подкре-
плением. Используется схема actor–critic, в кото-
рой одна нейросетевая модель содержит две вы-
ходные головы: actor-head, формирующую рас-
пределение вероятностей по множеству коррек-
тирующих действий, и critic-head, аппроксими-
рующую функцию оценки состояния. Актор, 
таким образом, отвечает за параметризованную 
стратегию выбора действий, а критик апрокси-
мирует функцию оценки [17]. Для повышения 
устойчивости обновления политики использует-
ся алгоритм Proximal Policy Optimization [18]. 
Оценка преимущества действия вычисляется с ис-
пользованием Generalized Advantage Estimation [19].  
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Использована нейросетевая архитектура ти-
па многослойный персептрон. На вход нейросети 
подается окно истории состояния технологиче-
ского процесса, содержащее наблюдения пара-
метров обработки и результатов мониторинга. 
Один элемент окна включает нормированные 
значения скорости обработки, мощности лазер-
ного излучения, радиуса лазерного пучка, мо-
дельной температуры, величин недогрева и пере-
грева относительно допустимого диапазона, но-
мера шага, скорости изменения модельной тем-
пературы, класс состояния процесса и код ранее 
активированной микротехнологической опера-
ции (отдельным действием считается отсутствие 
активации корректирующих МТХО).  

Алгоритм синтеза нейрорегулятора имеет 
следующие шаги. 

1. Задается множество допустимых базовых
режимов технологической операции B = {(v, p, r)}, 
где v – скорость лазерной обработки, p – мощ-
ность лазерного излучения, r – радиус лазерного 
пучка. В обучающую выборку включаются толь-
ко режимы, которые по результатам численных и 
натурных экспериментов либо уже соответству-
ют нормальной полировке, либо могут быть пе-
реведены в нормальный режим активацией до-
пустимой последовательности корректирующих 
микротехнологических операций. 

2. Инициализируется имитационная среда
технологической операции.  

3. Инициализируется actor-critic нейросеть.
Вектор состояния имеет вид окна истории, кото-
рый на входе сети 1{ ,..., },t t m ts x x   где m – дли-

на окна истории, а tx  – вектор признаков теку-

щего шага мониторинга. 
4. Начинается эпизод имитации. Для каждо-

го эпизода выбирается базовый режим (v, p, r) в 
соответствии с расписанием обучения: сначала 
используются режимы, не требующие коррек-
ции, затем режимы, требующие увеличения 
мощности при скорости 1 мм/с, после этого ре-
жимы скорости 2 мм/с, где требуется уменьше-
ние скорости либо комбинация уменьшения ско-
рости и увеличения мощности для предотвраще-
ния недополировки. 

5. На каждом шаге эпизода имитационная
модель имитирует выполнение микротехнологи-
ческой операции мониторинга и формирование 
соответствующих выходов этой операции - клас-
са режима полировки и максимума температуры 
в зоне лазерной обработки. 

6. Actor-head нейросетевой модели вычис-
ляет распределение ( ).t ta s   В процессе обу-

чения действие выбирается стохастически, а при 
тестировании и в режиме реального времени мо-
жет использоваться детерминированное правило 

( ).t a ta argmax a s    Для ускорения сходимо-

сти обучения формируется маска для действий, 
которые с высокой вероятностью могут привести 

к провалу эпизода. Выбранное действие реализу-
ется путем активации соответствующей МТХО, 
либо отсутствием активации МТХО. 

7. Вычисляется функция вознагражения R.
8. Переход 1( , , , )t t t ts a R s   вместе с предска-

занной вероятностью действия, оценкой возна-
граждения, маской действий и признаком завер-
шения эпизода сохраняются в буфер эпизода. 
После накопления заданного числа эпизодов но-
вые траектории помещаются в скользящую па-
мять последних k эпизодов. 

9. Для переходов из памяти вычисляются
преимущества методом GAE. На основе этих 
преимуществ формируются целевые значения 
для critic-head и оценки преимущества для actor-
head. 

10. Обновляются веса сети выборками по-
следовательностей переходов из памяти путем 
оптимизации комбинированной целевой функ-
ции для actor-head и critic-head. 

11. Раз в заданное число эпизодов нейросе-
тевая политика адаптации управления проверя-
ется на фиксированной оценочной сетке допус-
тимых режимов. Лучшая политика сохраняется 
по критерию, учитывающему долю успешных 
траекторий, долю шагов нормальной полировки, 
отсутствие переполировки и величину макси-
мального превышения верхней границы темпе-
ратурного индекса. 

12. Возврат к шагу 4 до тех пор, пока не
достигнуто максимальное число эпизодов обуче-
ния, либо не построен качественный нейрорегу-
лятор. 
 Выбрана многокомпонентная функция воз-
награжения для алгоритма обучения с подкреп-
лением  

,
T invalid action speed

dir safe noop enter approach ,

R R R R R

R R R R R

    

    

где TR  задает награду за нахождение темпера-

турного индекса в допустимом диапазоне и 
штраф за недогрев или перегрев; invalidR  штрафу-

ет попытки выхода за технологические ограни-
чения; actionR  задает стоимость корректирующей 

микротехнологической операции; speedR  штрафу-

ет отклонение от базового скоростного режима; 

dirR  учитывает физически правильное направле-

ние коррекции мощности; safeR  штрафует грубые 

изменения мощности вблизи границ допустимо-
го диапазона; noopR  штрафует бездействие вне 

допустимого диапазона; enterR  поощряет переход 

из недополировки в нормальную полировку; 

approachR  поощряет уменьшение расстояния до 

допустимого температурного интервала. 
В режиме реального времени адаптивное 

управление реализуется параллельным контуром 
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U, работающим совместно с базовым контуром 
ЧПУ и активируемым с дискретным шагом 0,1 с. 
На каждом шаге выполняется микротехнологи-
ческая операция мониторинга, по результатам 
которой формируется текущее состояние про-
цесса: значения переменных управления, наблю-
даемое значение максимума температуры, класс 
режима обработки и история ранее активирован-
ных МТХО. Полученное окно состояния подает-
ся на вход обученного нейрорегулятора, на осно-
вании выхода которого выбирается в случае не-
обходимости одна из корректирующих МТХО: 
изменение скорости на ± 1 мм/с либо изменение 
мощности лазерного излучения на ± 1, ± 2,5 или 
± 5%. Выбранное действие преобразуется в до-
бавочное управляющее воздействие U. Если 
состояние соответствует нормальной полировке, 
контур преимущественно сохраняет базовый 
режим или выполняет малые стабилизирующие 
коррекции; при недополировке увеличивает 
энергетическое воздействие или снижает ско-
рость обработки. Цикл с диксретным шагом по-
вторяется до завершения технологической опе-
рации, формируя замкнутую дискретную после-
довательность корректирующих МТХО, завися-
щую от наблюдаемого состояния процесса. 

4 Результаты синтеза нейрорегулятора 
В результате обучения нейрорегулятора ме-

тодом PPO установлено устойчивое улучшение 
качества корректирующей политики адаптивного 
управления: на начальном этапе обучения доля 
успешных траекторий в обучающих эпизодах 
изменялась в широком диапазоне и сопровожда-
лась высокой дисперсией вознаграждения, одна-
ко по мере накопления опыта политика стабили-
зировалась, что выразилось в росте среднего 

вознаграждения, увеличении средней длины ус-
пешной траектории до установленного макси-
мального числа шагов имитации эпизода и сни-
жении доли состояний недополировки. Анализ 
распределения действий демонстрирует, что в 
процессе обучения нейрорегулятор сформировал 
преимущественно стабилизирующую стратегию 
коррекции: в нормальных режимах чаще выби-
ралось отсутствие коррекции, тогда как коррек-
тирующие воздействия активировались ограни-
ченно и в основном соответствовали малым из-
менениям мощности или снижению скорости 
при риске недополировки, что подтверждает 
способность синтезированной политики удержи-
вать процесс в допустимой области без возник-
новения перегрева (рисунок 4.1). 

Заключение 
В работе предложен метод адаптации 

управления технологической операцией лазер-
ной полировки кварцевого стекла на основе син-
теза нейросетевого регулятора, функционирую-
щего в замкнутом контуре мониторинга и кор-
рекции переменных управления. Корректирую-
щие воздействия (U) реализуется через актива-
цию наборов микротехнологических операций, 
соответствующих допустимым дискретным из-
менениям скорости обработки и мощности ла-
зерного излучения. Для обеспечения вычисли-
тельной реализуемости метода построены нейро-
сетевые аппроксиматоры откликов (maxT) и 
(maxSigma), обученные на данных конечно-
элементного моделирования в ANSYS APDL, что 
позволило создать имитационную модель техно-
логической операции и использовать ее в качест-
ве среды для обучения с подкреплением. 

Рисунок 4.1 – Распределение действий нейрорегулятора в процессе обучения адаптивному управлению 
технологической операцией лазерной полировки кварцевого стекла 
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Синтез нейрорегулятора выполнен методом 
обучения с подкреплением с использованием 
многокомпонентной функции вознаграждения, 
обеспечивающей удержание температуры в тех-
нологически допустимом диапазоне значений. 
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ПРАВИЛА ДЛЯ АВТОРОВ 
 

Статья, направляемая в редакцию журнала 
«Проблемы физики, математики и техники», 
должна:  

– соответствовать профилю журнала;  
– являться оригинальным произведением, 

которое не предоставлялось на рассмотрение и 
не публиковалось ранее в объеме более 25% в 
других печатных и (или) электронных изданиях, 
кроме публикации препринта (рукописи) статьи 
авторов (соавторов) на собственном сайте;  

– содержать все предусмотренные дейст-
вующим законодательством ссылки на цитируе-
мых авторов и источники опубликования заим-
ствованных материалов, автором (соавторами) 
должны быть получены все необходимые разре-
шения на использование в статье материалов, 
правообладателем (лями) которых автор (соавто-
ры) не является (ются). 

Статья не должна содержать материалы, не 
подлежащие опубликованию в открытой печати, 
в соответствии с действующими законодатель-
ными актами Республики Беларусь.  

Статья представляется на русском, белорус-
ском или английском языках в двух экземплярах 
на белой бумаге формата A4 c пронумерованны-
ми страницами. Одновременно в редакцию на-
правляется электронный вариант статьи на CD, 
или по электронной почте (e-mail: pfmt@gsu.by). 

Для подготовки статьи можно использовать 
редактор MS Word for Windows (2000/2003), 
шрифт – Times New Roman, 14 pt, все поля – 
2 см, или систему LaTeX c опцией 12 pt в стан-
дартном стиле article без переопределения стан-
дартных стилей LaTeX'а и введения собственных 
команд (все поля – 2 см). 

В левом верхнем углу первой страницы ста-
тьи ставится индекс УДК, ниже по центру на 
русском и английском языках: название статьи 
прописными буквами, инициалы и фамилия ав-
тора (авторов), название организации, в которой 
он (они) работает, аннотация (до 10 строк) и пе-
речень ключевых слов. 

Статья, как правило, должна содержать: вве-
дение, основную часть, заключение и литературу. 

Название статьи должно отражать основную 
идею исследования, быть кратким.  

Во введении дается краткий обзор литера-
туры, обосновывается цель работы и, если необ-
ходимо, отражается связь с научными и практи-
ческими направлениями. Обязательными явля-
ются ссылки на работы других авторов, публи-
кации последних лет в области исследования, 
включая зарубежные. 

Основная часть должна содержать описание 
методики, объектов исследования с точки зрения 
их научной новизны. Она может делиться на 
подразделы (с разъясняющими заголовками)  
и содержать анализ публикаций, относящихся  
к содержанию данных подразделов. 

 

Формулы, рисунки, таблицы нумеруются  
в пределах раздела, например: (1.1), (2.3), рису-
нок 1.1, таблица 2.1. Нумерации подлежат только 
те формулы, на которые имеются ссылки. Номер 
формулы прижимается к правому краю страни-
цы, а сама формула центрируется. Рисунки и 
таблицы располагаются непосредственно в тек-
сте. Размер рисунков и графиков не должен пре-
вышать 1015 см. Полутоновые фотографии 
должны иметь контрастное изображение. Повто-
рение одних и тех же данных в таблицах и ри-
сунках не допускается. 

Каждая таблица должна иметь заголовок, 
в ней обязательно указываются единицы измере-
ния рассматриваемых величин. Размерность всех 
величин должна соответствовать Международ-
ной системе единиц измерений (СИ). Не допус-
кается сокращение слов, кроме общепринятых 
(т. е., и т. д., и т. п.). 

В заключении в сжатом виде формулируются 
полученные результаты, их новизна, преимущест-
ва и возможности практического использования.  

Список литературы должен содержать пол-
ные библиографические данные. Он составляет-
ся в порядке упоминания ссылок в тексте. Ссыл-
ки на неопубликованные работы не допускаются. 
Ссылки даются в оригинальной транслитерации. 
Порядковые номера ссылок по тексту указыва-
ются в квадратных скобках (например, [1], [2]). 
 Статья подписывается всеми авторами.  
К статье прилагаются: 

– сопроводительное письмо организации,  
в которой выполнена работа с просьбой об опуб-
ликовании; 

– сведения об авторах; 
– экспертное заключение о возможности 

опубликования статьи в открытой печати; 
– договор о передаче авторского права  

(в двух экземплярах). 
Сведения об авторах представляются на от-

дельной странице и содержат: фамилию, имя, от-
чество автора (авторов), ученую степень, звание, 
место работы и занимаемую должность, специа-
листом в какой области является автор, почтовый 
индекс и точный адрес для переписки, телефоны 
(служебный или домашний), адрес электронной 
почты. Следует указать автора, с которым нужно 
вести переписку и направление, к которому отно-
сится представленная работа (физика, математика, 
техника). 
 Поступившая в редакцию статья направля-
ется на рецензирование. В случае её отклонения 
редакция сообщает автору решение редколлегии 
и заключение рецензента, рукопись автору не 
возвращается. Решение о доработке статьи не 
означает, что она принята к печати. После дора-
ботки статья вновь рассматривается рецензентом 
и редакционной коллегией. 
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Редакция оставляет за собой право произво-
дить редакционные изменения и сокращения, не 
искажающие основное содержание статьи. 
 Статьи, не отвечающие перечисленным тре-
бованиям, к рассмотрению не принимаются и 
возвращаются авторам. Датой получения руко-
писи считается день получения редакцией окон-
чательного варианта. 
 Авторы несут ответственность за направление 
в редакцию уже ранее опубликованных статей или 
статей, принятых к печати другими изданиями.  

Редакция предоставляет право первоочередно-
го опубликования статей лицам, осуществляющим 
послевузовское обучение (аспирантура, докторанту-
ра, соискательство) в год завершения обучения. 
Плата за опубликование статей не взимается. 

 Всю корреспонденцию следует направлять 
простыми или заказными письмами (бандероля-
ми) на адрес редакции.  

Образец оформления статьи, сведений об ав-
торах, экспертного заключения и текст договора о 
передаче авторского права размещены на сайте 
журнала по адресу http://pfmt.gsu.by.  
 Журнал включен в каталог печатных 
средств массовой информации Республики Бела-
русь. Индекс журнала: 01395 (для индивидуаль-
ных подписчиков), 013952 (для предприятий и 
организаций). 
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GUIDELINES FOR AUTHORS 
 

In order for papers submitted to be published in 
the journal “Problems of Physics, Mathematics and 
Technics” the following rules should be taken into 
account: 
 – the paper should be in agreement with the 
type of the journal; 

– the paper should be an original work, it 
should not have been submitted for consideration or 
previously published in the bulk over 25% in  
another scientific edition and (or) electronic  
publications with the exception of preprint  
publication (manuscript) of the paper of the authors 
(coauthors) on their own website; 
 – the paper should contain all statutory  
references to the cited authors and published sources 
of the borrowed material. The author (coauthors) 
must obtain all the necessary permissions for the use 
of materials in the article, in the event that he is 
(they are) not their right holder (right holders). 

The paper should not contain the materials 
suppressed for publication in the press in accordance 
with the laws of the Republic of Belarus. 

Contents of a paper should be written in line 
with the scope of the journal. The paper should be 
written in Russian, Belarusian and English, edited 
thoroughly and submitted in two copies to the  
Editorial Office. The manuscript should be printed 
on A4 white paper with all pages numbered.  
In addition, the authors must submit the electronic  
version  of their manuscript  either  on a CD or by 
e-mail  (e-mail: pfmt@gsu.by). 

To prepare a paper it is possible to use MS 
Word for Windows (2000/2003), Times New Roman 
type, 14 pt. All margins are 2 cm. The author may 
also use 12 pt LaTeX in standard style article  
without redefinition of the margins and introduction 
of the author’s commands. 

Index UDC is sited in the left corner of the first 
page. The title of the paper in capital letters is  
followed by the name(s) of the author(s), authors' 
affiliations and full postal addresses next to which 
are an abstract of no more than ten lines and  
keywords. Relevant keywords should be placed just 
after the Abstract. 

A paper, as a rule, should include Introduction, 
Body Text, Conclusion and Literature. The title of 
the paper must be concise. It describes the main idea 
of your research. 

In the Introduction the author gives a brief  
review of literature, his grounds and specific  
objectives, he describes links with scientific and 
practical branches. All background information such 
as reference to the papers of others authors and some 
previous publications (including foreign ones) in the 
field of investigation is necessary. 

The main part should contain description of the 
techniques used and objects of investigation within a 
large scientific framework. This part may be divided 
into subsection (with explanatory headings). It provides 

the readers with the analysis of the publications on 
the problem described in these subsections. 

Formulas, figures and tables should be  
sequentially numbered in the framework of the  
section, for example: (1.1), (2.3), figure 1.1, table 2.1. 
The author should number only the formulas with 
appropriate references. The formula number is placed 
on the right side of the page and the formula itself is 
centred. 

Figures and tables should be put into a  
contextual framework. The size of figures and charts 
does not exceed 10х15 cm. Halftone photos should be 
glossy and contrast. Do not repeat extensively in the 
text the data you have presented in tables and figures. 

Each table should have the heading, in which 
units of measure describe the values under  
consideration. All measurements and data should be 
given in SI units, or if SI units do not exist, in an 
international accepted unit. The authors are advised 
to avoid abbreviations except for generally accepted 
ones (i. e., etc.). Define all abbreviations the first 
time they are used. 

In the Conclusion the received data are  
described in concise form. The novelty of these  
results, advantages and possibility of practical use 
are presented. 

Publications cited in the text should be  
presented in a list of references following the text of 
the manuscript. References should be given in their 
original spelling, numbered in the order they appear 
in the text and contain full bibliography. Please, do 
not cite unpublished papers. The numbers of  
references are sited in square brackets (e. g. [1], [2]). 

The paper should be signed by all authors. 
The following documents should be attached to 

the article: 
– covering letter of the organization in which 

the work was done with a request for publication; 
– information about the authors; 
– expert opinion on the possibility of  

publishing an article in the press; 
– treaty on the transfer of the copyright (two 

copies). 
The authors should provide the following  

information on a separate sheet: surname, first name, 
patronymic, science degree, rank and correct postal 
address for correspondence, organization or  
company name and position, title, research field, 
home or office phone numbers, and e-mail address. 

Then the paper is sent to the Editorial Board to 
be reviewed. The Editorial Office informs the  
authors of paper denial and the reviewer's conclu-
sion without returning the manuscript. A request to 
revise the manuscript does not imply that the paper 
is accepted for publication since it will be  
re-reviewed and considered by the Editorial Board. 
The authors of the rejected paper have the right to 
apply for its reconsideration. 
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The Editorial Board has the right to edit the 
manuscript and abridge it without misrepresenting 
the paper contents. 

Papers not meeting the above requirements are 
denied and returned to the authors. The date of  
receipt of the final version by the Editorial Office is 
considered as the submission date. 

Authors are responsible for the submission of 
their publication because submission is a representation 
that the paper has not been previously published and 
is not currently under consideration for publication 
elsewhere. The Editorial Board charters top-priority 
for postgraduate students (postgraduate course,  
persons working for doctor’s degree, competitors for 
scientific degree) during the current year 

of the completion of a course. Publication of the 
paper is free of charge. 

Samples of the preparation of an article,  
information about the authors, expert opinion and 
the text of the treaty on the transfer of the copyright 
are placed on the site http://pfmt.gsu.by. 

The journal «Problems of Physics, Mathematics 
and Technics» is included in the mass media  
catalogue of the Republic of Belarus. Index: 01395 
(for personal subscribers), 013952 (for enterprises 
and organizations). 
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