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УДК 535.34; 535.36; 577.344 

ОПТИМИЗАЦИЯ ВОЗДЕЙСТВИЯ СВЕТА НА ЭНДОГЕННЫЕ ПОРФИРИНЫ 
В МЯГКИХ БИОТКАНЯХ 

Н.Д. Абрамович, С.К. Дик 

Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники, Минск 
 

OPTIMIZATION EFFECT OF LIGHT ON ENDOGENOUS PORPHYRINS 
IN SOFT BIOLOGICAL TISSUES 

N.D. Abramovich, S.K. Dick 

Belarusian State University of Informatics and Radioelectronics, Minsk 
 

Смоделированы спектры действия света на хромофоры кожи. В качестве целевых хромофоров выбраны эндогенные 
порфирины. Реагируя на облучение в ткани, они могут производить синглетный кислород (СК), действуя как естест-
венный фотосенсибилизатор. СК токсичен для раковых клеток. Этот процесс, как известно, широко используются в 
фотодинамической терапии (ФДТ). Установлено, что облучение на длинах волн в диапазоне от 610 до 630 нм значи-
тельно стимулирует выработку СК эндогенными порфиринами по всей толщине дермы (в 2–3 раза в слое дермы на 
глубине z < 0.15 мм; до 10–12 раз в слое дермы z ≥ 0.15мм) по сравнению с облучением в абсолютных максимумах по-
глощения (приблизительно около 501 нм для уропорфирина (UpIII), 495 нм для копропорфирина (CpIII) и 505 нм для 
протопорфирина (PpIX). Представленные результаты могут дать новые возможности для выбора длин волн облучения 
при применении традиционных методов ФДТ.  
 
Ключевые слова: многослойные биологические ткани, кожа, синглетный кислород, эндогенные порфирины, уравнение 
переноса излучения, спектры действия света. 
 
Light action spectra for skin chromophores are simulated. Endogenic porphyrins (Pp IX, Cp III, and Up III) are selected as tar-
get chromophores. They can produce singlet oxygen (SO) under tissue irradiation, which acts as a natural photosensitizer. The 
SO is toxic for cancer cells. This process is known to be widely used in photodynamic therapy (PDT). The irradiation at wave-
lengths ranging from 610 to 630 nm is significantly stimulates the production of endogenous porphyrins SO over the entire 
thickness of the dermis (2–3 times dermis at a depth z < 0.15 mm; 10–12 times dermis z ≥ 0.15 mm) compared with exposure to 
absolute absorption maxima (at about 501 nm for uroporphyrin (UpIII), 495 nm for coproporphyrin (CpIII) and 505 nm for pro-
toporphyrin (PpIX). The presented results can provide new opportunities for the selection of the irradiation wavelengths under 
application of traditional PDT methods.  
 
Keywords: soft biological tissue, singlet oxygen, endogenic porphyrins, radiative transfer equation, light action spectra. 

 
 

Введение 
Одной из центральных проблем фотобиоло-

гии и биофизики является выявление фундамен-
тальных основ чувствительности организмов к 
оптическому излучению различных спектраль-
ных диапазонов и интенсивностей, в том числе к 
повреждающему действию света. Свет может 
индуцировать протекание как прямых, так и сен-
сибилизированных деструктивных процессов. 

Важной характеристикой воздействия света 
на биологические объекты является спектр фото-
биологического действия – зависимость биоло-
гического эффекта от длины волны воздейст-
вующего света. Одна из задач при изучении фо-
тобиологических процессов – определение веще-
ства, которое поглощает действующее излучение 
и, тем самым, участвует в первых стадиях про-
цесса. Для этого изучают спектр фотохимическо-
го действия и сравнивают его со спектрами по-
глощения предполагаемых участников реакции. 

Экспериментально обнаружено, что клетки 
органов организма больного могут накапливать и 
удерживать некоторое время и находящиеся в 
организме порфирины [1]–[4]. ФДТ как лечебная 

процедура была предложена еще в 1900 году [5]. 
Известно, что ФДТ активно используется в борь-
бе с раковой опухолью. Онкологические клетки 
накапливают фотосенсибилизаторы (ФС) в боль-
ших концентрациях и на более длительное вре-
мя, чем здоровые клетки организма. Однако без 
светового воздействия на опухоль сам по себе 
ФС, в нашем случае порфирин, не может леталь-
но повлиять на онкологические клетки. Клетки 
опухоли разрушаются под действием активных 
форм кислорода, которые образуются в процессе 
фотохимической реакции. Для получения цито-
токсического (фототоксического) эффекта следу-
ет насыщать организм специфичными для онко-
логических клеток порфиринами, после чего по-
глощение онкологическими клетками света бу-
дет проходить более активно.  

Порфирины являются фотосенсибилизато-
рами и поэтому резко усиливают чувствитель-
ность организма к действию световых лучей и 
используются в качестве ФС для эффективного 
селективного разрушения злокачественных опу-
холей [6], [7].  

ФИЗИКА
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Общепризнано, что молекула ФС в три-
плетном состоянии реагирует с О2 в основном 
состоянии и переводит его в возбужденное синг-
летное состояние, находясь в котором СК явля-
ется основным активным цитотоксическим аген-
том для фотодинамической терапии раковых 
тканей в живом организме. Синглетный кисло-
род (СК) химически очень активен: он окисляет 
белки и другие биомолекулы и тем самым раз-
рушает внутренние структуры опухолевой клет-
ки [8]. Клетка становится нежизнеспособной, и 
ее поедают фагоциты. Стоит отметить, что кроме 
уничтожения раковых клеток есть еще один 
важный эффект: ФДТ вызывает повреждение 
внутри опухоли самих кровеносных сосудов, обес-
печивающих питание и доставку к ней кислоро-
да. А без питательных веществ опухоль голодает 
и в результате погибает. Таким образом, воздей-
ствие идет с двух сторон – происходит разруше-
ние клетки изнутри без питания снаружи. 

ФС на основе порфирина, используются для 
ФДТ рака мочевого пузыря, легкого, пищевода, 
желудка, кожи и шейки матки [7]. Максимальное 
поглощение порфиринов приходится на полосу 
Соре (360–400 нм), четыре меньших пика по-
глощения располагаются в диапазоне от 500 до 
635 нм. 

В организм человека порфирины или по-
ступают вместе с пищей (экзогенные) или синте-
зируются (эндогенные) в нем.  

Эндогенными порфиринами у человека и 
многих животных являются протопорфирин III 
типа (изомер IX), уропорфирины I и III типов и 
копропорфирины типа I и III [9].  

Протопорфирин образуется в костном мозге 
(около 300 мг/сут) и почти полностью использу-
ется для образования гема в процессе биосинтеза 
гемоглобина. В нормальных эритроцитах содер-
жится от 2 до 20 мкг % протопорфирина на 100 мл 
эритроцитов. Особенно богаты протопорфири-
ном ретикулоииты, но еще богаче «флуоресци-
ты», количество которых составляет 0,1% обще-
го числа эритроцитов. Большое количество дан-
ного порфирина содержится также в мегалобла-
стах и эритробластах. 

Уропорфирины представляют собой порфи-
рины, возникающие в организме при образова-
нии гема. В дальнейшем они превращаются в 
копропорфирины.  

Эндогенные порфирины  разносятся кровью 
по всему организму и могут служить естествен-
ными ФС для фотодинамической терапии. Чем 
больше фотонов возбуждающего света поглоща-
ет порфирин, тем больше образуется число воз-
бужденных молекул сенсибилизатора. ФС пере-
дает энергию кислороду, переводя его в низшее 
синглетное состояние. Чем больше СК образует-
ся, тем больше вероятность победы над опухолью. 

Целью данной работы является поиск длины 
волн, обеспечивающих максимальную генерацию 

СК, или, другими словами, обеспечение макси-
мальной поглощенной энергии света. Идея оп-
тимизации заключается в следующем: оптиче-
ские свойства мягких биотканей, особенно ко-
эффициенты их поглощения, спектрально изби-
рательны, так что ткань действует как спек-
тральный фильтр с комплексным коэффициен-
том пропускания. Свет поглощается хромофором 
на определенной глубине z пропорционально 
произведению плотности мощности на этой глу-
бине и коэффициента поглощения хромофора. 
Изменяя длину волны излучения, можно изме-
нить фильтр пропускания и, следовательно, 
плотность потока, чтобы максимизировать ука-
занный эффект. Здесь очевидно, что оптимальная 
длина волны излучения не обязательно совпадает 
с максимумом коэффициента поглощения пор-
фирина. Приведенные ниже результаты получе-
ны с помощью оптической модели биотканей 
[10] и аналитических методов [11]–[17] для опи-
сания переноса излучения в многослойной био-
ткани человека. 

 
1 Метод моделирования 
Введем понятие дифференциального эф-

фективного показателя поглощения (ДЭП) или 
дифференциального спектра действия излучения, 
под которым будем понимать количество моле-
кул кислорода α(z, λ), образующихся в единицу 
времени в единице объема на глубине z, при па-
дении единичной плотности мощности Е0 моно-
хроматического света на поверхность: 

a

a max max

μ (λ) (z,λ)
α(z,λ) .

μ (λ ) (z,λ )

E

E
              (1.1) 

Здесь a() – показатель поглощения пор-
фирина, E(z,) – спектральная плотность излуче-
ния или пространственная освещенность в среде, 
max – длина волны, соответствующая максимуму 
поглощения конкретного порфирина. По опреде-
лению,  

4

(λ,z)= (λ,z, , )dΩE I


   

в Вт/см2, где (λ,z, , )I    – интенсивность (яр-

кость) света как функция угловых координат   
и , sin( )d d d      – элементарный телесный 

угол. Абсолютные (ненормированные) значения 
ДЭП имеют размерность см-3с-1. 

На рисунке 1.1 показаны спектры  поглоще-
ния некоторых эндогенных порфиринов. Они 
имеют несколько пиков поглощения в видимой 
области, например, при λ = 495–510, 530–545, 
565–580 и 615–630 нм [18]–[20]. Полоса Соре в 
сине-фиолетовом диапазоне не приведена, т. к. 
глубина проникновения света на λ = 400 нм со-
ставляет десятки микрон. Поэтому сине-
фиолетовый свет действует на слой ткани вблизи 
поверхности и не имеет никакого влияния на 
более глубокие слои дермы. 
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Рисунок 1.1 – Спектры поглощения 
 уропорфирина (UpIII) (сплошной), 

копропорфирина (CpIII) (штриховой), 
и протопорфирина (PpIX) (штрих-пунктирный) 

 в метаноле/H2O [21, c. 872]. 
Изменение оптической плотности D 

от длины волны  
 
Проинтегрировав выражение (1.1) по тол-

щине слоя дермы z2 – z1, получим интегральный 
эффективный показатель поглощения (ИЭП), 
характеризующий общее число молекул СК, об-
разованных в слое дермы толщиной z2 – z1 пло-
щадью 1 см2 за 1 с вследствие поглощения света 
порфирином: 

2

1

2

1

a

a max max

μ (λ) ( ,λ)

β(λ) .

μ (λ ) ( ,λ )

z

z

z

z

E z dz

E z dz





         (1.2) 

Чтобы смоделировать процесс образования 
СК необходимо определить плотность потока 
излучения Е  на различных глубинах и в даль-
нейшем рассчитывать ДЭП и ИЭП, используя  
уравнения (1.1) и (1.2). Световые поля в биотка-
ни, очевидно, зависят от ее биофизических, 
структурных и оптических характеристик. Мы 
будем использовать ниже аналитические проце-
дуры, описанные в работах [11] – [15]. 

Очевидно, что увеличить спектральные зна-

чения (z, ) и b() можно за счет роста Е0 (еди-

ничная плотность мощности). Это – тривиальный 
подход, который связан с затратами избыточной 
энергии, приводящей, например, к дополнитель-
ному, часто нежелательному нагреву ткани. Мы 
будем искать длины волн , которые обеспечат 
максимальные значения ДЭП и ИЭП для различ-
ных структурных и биофизических параметров 
ткани при фиксированной плотности мощности 
облучения поверхности. 

2 Структура и оптические характеристи-
ки кожи 

Исследования базируются на модели струк-
турных и спектральных свойств слоёв в припо-
верхностных биотканях в диапазоне длин волн 
от 300 до 1000 нм. Модель была построена путем 
критической оценки и обобщения различных 
опубликованных экспериментальных и расчет-
ных данных [11]–[20] и позволяет установить 
оптические и спектральные характеристики тка-
ни по её известным структурным (толщина слоя) 
и биофизическим параметрам. К оптическим ха-
рактеристикам, определяющим закономерности 

переноса излучения в среде, относятся: 3k    – 

глубинный показатель ослабления, k и  = (1 – g) – 
соответственно показатель поглощения и эффек-
тивный показатель ослабления,  – показатель 
ослабления, g – средний косинус индикатрисы 
рассеяния. Спектральные характеристики пока-
зывают зависимости рассеивающих свойств сло-
ев и затухания коэффициентов поглощения в 
каждом слое кожи от длины волны. Биофизиче-
скими характеристиками тканей являются: объ-
ёмная концентрация меланина См в эпидермисе и 
капилляров Сv в дерме, капиллярный гематокрит 
H  (объемная доля эритроцитов в капиллярах), 
фракция СH  объема эритроцитов, занимаемого 
гемоглобином, степень оксигенации крови S (от-
ношение объема HbO2 к общему гемоглобину). В 
модели кожа состоит из трех слоев: рогового 
слоя, эпидермиса и дермы. Для двух последних 
слоев могут варьироваться объемные концентра-
ции  меланина См в эпидермисе и капилляров 
крови Сv в дерме. 

Мы будем предполагать далее, что установ-
лены следующие параметры: S = 0.75, H = 0.4, 
СH = 0.25. Кроме того, установим толщину рого-
вого слоя и эпидермиса соответственно 0.02 мм и 
0.1 мм. Слой дермы будем считать полубеско-
нечным. 

 
3 Оценка глубинной зависимости плот-

ности энергии и спектры действия  для крови 
и биоткани 

Поглощение света, как известно, запускает 
процессы светового воздействия на биологиче-
ские ткани. Как видно из формул (1.1) и (1.2), 
спектры действия света зависят от глубины рас-
пределения плотности мощности. Рассмотрим 
сначала зависимости Е от z. Плотность потока, 
по существу, зависит от структуры дермы в 
верхних слоях кожи при z < 2 мм. Как показано в 
[15] для равномерной и слоистой дермы, в соот-
ветствии с [17], глубинные профили плотности 
излучения E(z) в дерме на длинах волн видимого 
диапазона (меньше 700–800 нм) в однородной и 
неоднородной по глубине дерме слабо зависят от 
структуры этого слоя. Поэтому далее дерму бу-
дем считать равномерным слоем и рассматривать 
как однородную по глубине. 
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Вкратце, аналитическая методика [11]–[15] 
для расчета световых характеристик поля в ткани 
включает использование нескольких известных 
подходов [22] для решения уравнения переноса 
излучения при многослойном рассеянии и по-
глощении в среде, имитирующую ткань кожи 
человека. Подходы включают малоугловое при-
ближения, применяемое к роговому слою и эпи-
дермису при сравнительно небольших оптиче-
ских толщинах, асимптотическое приближение 
для оптически толстого слоя дермы и несколько 
световых переотражений между слоями кожи и 
поверхности ткани. Методика позволяет связать 
плотность потока с коэффициентами поглощения 
и рассеяния и рассеивающие свойства слоев под 
изображениями.  

В свою очередь, модель оптической ткани 
[10] устанавливает отношения между оптиче-
скими параметрами среды и ее биофизическими 
и структурными характеристиками. Это обеспе-
чивает представление глубины зависимостей 
плотности мощности в аналитических функциях 

последних характеристик. Детали процедуры 
опубликованы [11]–[15], так что они не обсуж-
даются ниже. 

 
4 Оценка оптимизации генерации синг-

летного кислорода при освещении эндогенных 
порфиринов 

Характеристики ДЭП (а) и ИЭП (б) для 
уропорфирина (рисунок 4.1), копропорфирина 
(рисунок 4.2) и протопорфирина (рисунок 4.3), 
нормированы на соответственные значения 

max = 501, 495 и 505 нм соответственно (далее – 

max )  (рисунок 1.1). Как видно из рисунков 4.1 а, 

4.2 а и 4.3 а, в результате прохождения света на 
длине волны max ,  соответствующей максималь-

ному поглощению, в верхних слоях дермы 
z ≤ 0.15 мм (кривые 1) хромофором поглощается 
на определённой глубине больше фотонов воз-
буждающего света. 
 

 

 
Рисунок 4.1, а) Рисунок 4.2, а) Рисунок 4.3, а) 

 

Рисунок 4.1, б) Рисунок 4.2, б) Рисунок 4.3, б) 
 

Нормированные спектры ДЭП (а) и ИЭП (б) для уропорфирина UрIII (рисунок 4.1), 
копропорфирина СрIII (рисунок 4.2) и протопорфирина PрIX (рисунок 4.3) 

 при Cv =0.08, Cм = 0.04, S = 0.75. 
(а) – z = 0.15 мм (кривая 1), z = 1 мм (кривая 2), z = 1.5 мм (кривая 3); 

(б) – z1 = 1 мм (кривая 1), z1 = 1.2 мм (кривая 2), z2 = 5 мм. 
Исходный спектр поглощения соответствующего порфирина, 

нормированный на значения на соответствующей длине волны max 
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Как результат этого увеличивается число 
возбужденных молекул сенсибилизатора, кото-
рый, в свою очередь, передает энергию кислоро-
ду, переводит его в синглетное состояние, т. е. 
увеличивает его концентрацию. Этим обеспечи-
вается наиболее эффективная генерация СК. Од-
нако, в более глубоких слоях дермы (кривые 2 и 
3) мы видим существенное увеличение амплиту-
ды поглощения (и соответственно мощности по-
глощенного света) при облучении красным све-
том с    = 615–630 нм вблизи локального экс-
тремума спектра поглощения порфирина (рису-
нок 1.1). Указанное увеличение при Cv = 0.08, 
Cм = 0.04, S = 0.75 выше в более чем 10 раз (ри-
сунки 4.1 а, 4.2 а и 4.3 а кривая 3), по сравнению 
с облучением в max  (рисунок 1.1). 

Спектры ИЭП (рисунок 4.1 б, 4.2 б и 4.3 б) 
показывают также значительное увеличение ам-
плитуды поглощения при облучении красным 
светом с   = 615–630 нм. Увеличение амплитуды 
здесь может достигать, в зависимости от границ 
слоя z2 – z1, 10–12 раз (рисунки 4.1 б, 4.2 б и 4.3 б 
кривая 1) по сравнению с облучением в max .  

Значения   зависят от структурных и биофизи-

ческих параметров ткани и, в частности, от объ-
емной концентрации меланина в эпидермисе См 
и капилляров в дерме Сv. Тем не менее, вариации 
этих концентраций не приводят к существенному 
смещению максимума ИЭП для данного порфи-
рина. 

В связи с тем, что зеленый свет ослабляется 
больше, то и произведение a() E(z,) предпола-
гает меньшее значение в этой области спектра, 
чем возле max  = 618 нм. Отметим также, что 

увеличение ДЭП при облучении поверхности 
кожи красным светом может достигать 10 раз и 
более по сравнению с обучением в 495 нм. Су-
щественное увеличение потребляемой мощности 
(рисунок 4.2 б кривая 1) также присущи спек-
трам ИЭП на длине волны 618 нм. 

Таким образом, на определенной глубине z 
у исследуемых эндогенных порфиринов проис-
ходит определенное увеличение мощности по-
глощенного света, т. е. максимумы поглощения 
ДЭП и ИЭП. Максимум расположен близи ло-
кального экстремума спектра поглощения пор-
фирина. Увеличение ,   в коротковолновой 

спектральной области по сравнению с областью 
500–510 нм связано с особенностями спектраль-
ной глубины проникновения света в ткани [15] и, 
в частности, из-за спектральной абсорбции про-
изводных гемоглобина [10]. 

Отметим также, что увеличение ДЭП при 
облучении поверхности кожи красным светом 
может быть на порядок больше, т. к. произведе-
ние a()E(z, ) предполагает большее значение в 
этой области спектра (рисунки 4.1 а; 4.2 а; 4.3 а) 
по сравнению с облучением на max. Существен-
ное увеличение потребляемой мощности (рисунки 

4.1 б; 4.2 б; 4.3 б) также присущи спектрам ИЭП 
при облучении на длинах волн  ≈ 615–630 нм [23]. 

 
Заключение 
Для расчета ДЭП и ИЭП света основными 

хромофорами биоткани, которые позволяют оце-
нить количество СК, производимого порфири-
нами при облучении кожи лазерным излучением 
на различных длинах волн,  были использованы 
аналитические методы решения уравнения пере-
носа излучения. Установлено, что облучение на 
длинах волн в диапазоне от 610 до 630 нм значи-
тельно стимулирует выработку СК (т. е. проис-
ходит увеличение поглощенной световой энер-
гии) эндогенными порфиринами по всей толщи-
не дермы (в 2–3 раза в слое дермы на глубине 
z < 0.15 мм; до 10–12 раз в слое дермы z ≥ 0.15 мм) 
по сравнению с облучением в абсолютных мак-
симумах поглощения (приблизительно около 
501 нм для уропорфирина (UpIII), 495 нм для 
копропорфирина (CpIII) и 505 нм для протопор-
фирина (PpIX). 

Наблюдаемые особенности световых спек-
тров действия для эндогенных порфиринов обу-
словлены спектральной селективностью оптиче-
ских характеристик ткани кожи и, в частности, 
свойствами поглощения. Как уже отмечалось, 
ткань действует как спектральный фильтр с ком-
плексным коэффициентом пропускания. Напри-
мер, максимальная поглощенная энергия квантов 
протопорфирина (PpIX) при 630 нм обеспечива-
ется  сложной комбинацией спектров поглоще-
ния гемоглобина и порфирин-сенсибилизатора, а 
также многократным рассеянием света в среде. 
Экстремумы ДЭП и ИЭП в красной области 
спектра имеют то же происхождение. 

Таким образом, эндогенные порфирины при-
годны к практическому применению для фото-
динамических терапевтических процедур. Суще-
ственное увеличение поглощенной световой 
энергии, при контролируемых условиях, по сра-
внению с традиционным облучением в абсолют-
ных максимумах поглощения порфиринов обес-
печивает улучшение максимальной выработки 
СК эндогенными порфиринами. Полученные 
результаты могут быть основой для разработки 
новых методов для улучшения генерации СК в 
целях инактивации нежелательных образований. 
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УДК 535.42 

БЕЗДИФРАКЦИОННЫЕ АСИММЕТРИЧНЫЕ ВОЛНОВЫЕ ПОЛЯ БЕССЕЛЯ 
НЕПРЕРЫВНОГО ПОРЯДКА 

С.С. Гиргель 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

DIFFRACTION FREE ASYMMETRIC BESSEL WAVE FIELDS 
OF THE CONTINUOUS ORDER 

S.S. Girgel 

F. Scorina Gomel State University 
 

Предложены новые решения уравнения Гельмгольца, описывающие бездифракционные асимметричные волновые по-
ля Бесселя непрерывного порядка. Они характеризуются пятью свободными непрерывными параметрами и обладают 
спиральным волновым фронтом. Установлены физические ограничения на возможные значения этих параметров. Про-
ведено графическое моделирование таких пучков.  
 
Ключевые слова: пучки, асимметричные пучки, пучки Бесселя. 
 
The new solutions of the equation of Helmholtz describing diffraction free asymmetric wave fields of Bessel of a continuous 
order are offered. They are characterized by five continuous parameters and possess a spiral wavefront. Restrictions on these 
parameters at which explored fractional beams transfer terminating power are discovered. Pictorial modeling of such beams is 
fulfilled.  
 
Keywords: beams, asymmetric beams, Bessel beams. 

 
 

Введение 
 В настоящее время по-прежнему актуальны 
поиск и исследования новых типов световых 
пучков [1]–[4]. По-прежнему большой интерес 
привлекают пучки Бесселя [5]–[9]. Дурнин [5] 
впервые обратил внимание на то, что пучки Бес-
селя обладают уникальным свойством безди-
фракционности, и экспериментально подтвердил 
это. Впрочем, еще Стрэттон [10] в 1948 году 
описал решения уравнения Гельмгольца, содер-
жащие функции Бесселя целочисленного поряд-
ка. Недавно, Тао и др. [3] ввели непрерывный 
индекс   для пучков Бесселя и описывали так 
называемые фракционные (fractional) пучки Бес-
селя. В наших работах [11]–[14] исследовались 
поляризационные и энергетические характери-
стики векторных пучков Бесселя. Совсем недав-
но, Ковалев и Котляр [6]–[8] ввели скалярные 
асимметричные моды Бесселя (аB-моды) цело-
численного индекса, у которых поперечные ко-
ординаты x и y имеют дополнительные сдвиги 
(вещественные или комплексные). В [15] нами 
были введены асимметричные волновые поля 
непрерывного индекса. 

В настоящей работе результаты работ [6]–
[9], [15] обобщаются и вместо целочисленного 
порядка   вводится непрерывный неотрица-
тельный порядок 0   и обсуждается новый тип 
пучков – бездифракционные асимметричные вол-
новые поля Бесселя непрерывного порядка.  

 
 

1 Волновые поля Бесселя и их обобщения 
Для монохроматического излучения 

( ~ exp( ))E i t   волновые поля описываются ура-

внением Гельмгольца, которое, в частности, име-
ет классическое решение [1], [2], [10] 

2 2exp[ ( )] ( ),nE A i z k n J      

выражающиеся через цилиндрические функции 1 
рода – функции Бесселя .J  С физической точки 

зрения стандартный пучок Бесселя представляет 
суперпозицию плоских монохроматических волн, 
волновые векторы каждой из которых располо-
жены по круговому конусу вокруг оси z. Для 
физических приложений в теории планарных и 
цилиндрических волноводов применяются также 
и цилиндрические функции третьего рода – 
функции Ханкеля .nH  

 Ковалев и Котляр [6]–[8] ввели более общие 
асимметричные моды Бесселя (аB-моды) цело-
численного индекса, у которых поперечные ко-
ординаты x и y имеют дополнительные сдвиги  

 

 

2 2
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1 12 2

1 1

( , , ) exp

.

n

n

n

E x y z A iz k

x iy
J x y

x y

  

    
  

        (1.1) 

где 1 0 1 0, .x x x y y y     Константы 0 0,x y  – 

произвольные комплексные параметры ком-
плексных смещений поперечных координат x и y. 
Вместе с тем, в работах [6]–[9] обсуждаются ча-
стные  случаи  аB-мод.  Практически авторы 
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применяли вещественный 0x  сдвиг по x и чисто 

мнимый сдвиг по у, т. е. 0 0 ,y ix   чтобы упро-

стить получающиеся выражения. В поперечном 
сечении аB-мод (при определенном соотношении 
между параметрами) распределение интенсивно-
сти имеет вид полумесяца [7], [8]. Эксперимен-
тально наблюдали острую фокусировку аB-мод с 
помощью жидкокристаллического дисплея и 
зонной пластинки (см. также недавнюю экспе-
риментальную работу [9]). 
  Сначала [6]–[7] авторы получили аB-моды 
путем суперпозиции обычных мод Бесселя. Поз-
же они заметили [8], что выражения для аB-мод 
можно также получить путем комплексных сме-
щений поперечных координат x  и .y  Авторы 

отметили, что когда 2 2
1 1 0x y   в (1.1), тогда 

одновременно и аргумент функции Бесселя стре-
мится к нулю и неопределенность раскрывается. 
 Следует заметить, что прием записи набега 
комплексной фазы в (1.1), использующий фор-
мулу  

1
( ) ln ,

2 1

i it
arctg t

it

          
 

не нов и использовался ранее в работе [4] для опи-
сания 2-D волнового пакета X-волн Бесселя.  
 Выражения для асимметричных волновых 
полей Бесселя (1.1) можно обобщить, если вме-
сто целочисленного индекса n взять непрерыв-
ный индекс .  Какие ограничения следует нало-
жить на свободный параметр ?  Известно, что, с 
математической точки зрения, в общем случае, 
согласно [16], у функции Бесселя 1 рода аргу-
мент u и порядок (или индекс)   могут быть про-
извольными комплексными числами. Однако мы 
ищем физически приемлемые решения. Тогда 
функция ( , , )E x y z  должна быть регулярной 

функцией комплексной переменной  2 2
1 1 .x y   

Известно [16], что при фиксированном   функ-

ция  J u  является аналитической. Для произ-

вольных порядков   при 0u   
2( / 2) ( / 2)

( ) ...,
0! ( 1) 1! ( 2)

u u
J u

 

   
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поэтому функция ( )J u  ограничена только при 

Re( ) 0.u   Как показывают анализ и графическо 

моделирование, наличие мнимой части порядка 
  приводит к разрывам в графиках интенсивно-
сти для функции ( , , )E x y z  (1.1), что недопус-

тимо. Отсюда следует, что индекс ν должен быть 
неотрицательным, т. е. 0.   
 В итоге получаем пяти-параметрические 
асимметричные бездифракционные непаракси-
альные волновые поля Бесселя непрерывного 
порядка [15] 

 2 2( , , ) expE x y z A iz k     

 2 21 1
1 12 2

1 1

.
x iy

J x y
x y





    
  

         (1.2) 

Итак, следует использовать 0.   Асимптотиче-

ское значение ( )J u  при u   

2
( ) cos ...,

2 4
J u u

u

        
 

arg( )u   . 

Поскольку индекс   может принимать непре-
рывные значения, то фаза при полном обороте 
вокруг оси пучка также является непрерывной и 
не обязана быть равной 2 .  Пучки, характери-
зуемые нецелыми индексами ,  называются 
фракционными [2], [3], [17]. Поэтому обсуждае-
мые нами пучки являются также фракционными 
и имеют спиральный волновой фронт. 
 
 2 Обсуждение результатов 

В давней работе Валдрона [18] использова-
лась неортогональная спиральная (цилиндриче-
ская вращающаяся) система координат. Для 
уравнения Гельмгольца получено решение в виде 
спиральных волновых полей Бесселя. В отличие 
от обычных световых полей Бесселя индекс (по-
рядок) ν таких полей не обязан быть целым чис-
лом, а может пробегать непрерывный спектр 
значений: 0.v   Согласно интерпретации Овер-
фельт [19] в таких случаях непрерывный индекс 
ν связан не только с угловой фазой, но также 
является функцией шага спирали волнового 
фронта и продольной фазовой скорости волны 
Бесселя. Эти аргументы справедливы и для ис-
следуемых нами aB-мод непрерывного индекса ν. 
 Бездифракционные aB-моды (1.2) непре-
рывного порядка зависят от трех переменных 
( , , )x y z  и пяти параметров 0 0( , , , , ).k x y   Нами 

было проведено графическое моделирование ин-
тенсивности в поперечных сечениях асиммет-
ричных волновых полей Бесселя непрерывного 
порядка в зависимости от нескольких свободных 
параметров в 2D и 3D форматах. Использовались 
безразмерные параметры и координаты. В каче-
стве примеров на рисунках 2.1 и 2.2 изображены 
графики интенсивности асимметричных aB-мод 
непрерывного порядка в поперечном сечении с 
общими параметрами: 1.5;   0 0;x    0 0.05 .y i  

Интенсивность пучка в каждой точке поперечно-
го сечения рисунка 2.1 пропорциональна ордина-
те пространственной фигуры. 
 Из рисунков 2.1 и 2.2 видно, что комплекс-
ное смещение координаты y приводит к наруше-
нию цилиндрической симметрии волновых полей 
Бесселя и возникновению асимметрии интенсив-
ности. При увеличении  параметра  смещения 0y  
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а)           b) 

 

Рисунок 2.1– 3D графики интенсивности аB-мод  при 1.5,  0 0; 10.x      

Слева a) 0 0.05 ;y i  справа b)  0 0.2y i  

 

               
а)           b) 

 

Рисунок 2.2 – 2D графики интенсивности аB-мод при 1.5,  0 0; 10.x     

Слева a) 0 0.05 ;y i  справа b)  0 0.2y i  

 
пик интенсивности относительно увеличивается 
и картина качественно видоизменяется (рисунки 
справа). 

Основным результатом настоящей работы 
является выражение (1.2). Непрерывный порядок 
ν дает основание полученные пучки (1.2) тракто-
вать, как фракционные асимметричные волновые 
поля Бесселя, которые обладают спиральным 
волновым фронтом. В частных случаях, когда 
неотрицательный индекс (порядок) ν фракцион-
ных пучков (1.2) становится целым числом, на-
ши выражения (1.2) эквивалентны выражениям 
для аB-мод, обсуждаемых в работах [6]–[9]. 

 
Заключение 
В работе вводится новый тип пучков (асим-

метричные волновые поля Бесселя непрерывного 

порядка), найдены условия их физической реали-
зуемости. Моды характеризуются пятью свобод-
ными непрерывными параметрами: тремя веще-
ственными непрерывными ( , , )k    и двумя 

комплексными параметрами 0 0( , ).x y  При цело-

численных значениях порядка   введенные 
здесь моды сводятся к aB-модам Котляра и Ко-
валева [6]–[8]. Показано, что физически прием-
лем непрерывный индекс 0.   Эти aB-моды 
являются фракционными волновыми полями 
непрерывного порядка, обладающими спираль-
ным волновым фронтом. 

Варьирование новых свободных параметров 
таких пучков, несомненно, расширяет и предос-
тавляет  новые дополнительные возможности 
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создания и исследования пучков с заданными 
свойствами для последующих практических 
применений.  

Проведенное графическое моделирование 
интенсивности аB-мод нецелочисленных поряд-
ков показало резкую асимметрию таких мод, 
которая сильно возрастает при увеличении ком-
плексного смещения поперечных координат. 

Для экспериментального получения спи-
ральных обобщенных ПБГ могут, в принципе, 
быть использованы после модернизации некото-
рые методики получения aB-мод Бесселя цело-
численных порядков и фракционных пучков. Так, 
в работах Тао и др. рассматривались возможно-
сти экспериментального получения и изучения 
фракционных пучков Бесселя (см., напр., [3]). 
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ВЛИЯНИЕ УСЛОВИЙ ОБРАБОТКИ НА СТРУКТУРУ 
И СЕГНЕТОЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА SBTN-ПЛЁНОК, 

ПОЛУЧЕННЫХ ЗОЛЬ-ГЕЛЬ МЕТОДОМ 

В.В. Сидский1, А.В. Семченко1, В.В. Колос2, 
А.Н. Петлицкий2, В.А. Солодуха2, Н.С. Ковальчук2 

1Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
2ОАО «ИНТЕГРАЛ», Минск 

 
EFFECT OF HEAT TREATMENT CONDITIONS ON THE STRUCTURE 

AND FERROELECTRIC PROPERTIES of SBTN-FILMS 
SYNTHESIZED BY SOL-GEL METHOD 

V.V. Sidsky1, A.V. Semchenko1, V.V. Kolos2, 
A.N. Pyatlitski2, V.A. Solodukha2, N.S. Kovalchuk2 

1F. Scorina Gomel State University 
2JSC “INTEGRAL” Minsk 

 
Представлены исследования восстановительного и кристаллизационного отжига на сегнетоэлектрические свойства 
SBTN-пленок при массовой концентрации ниобия 10–50 масс. %, полученных золь-гель методом. Проведено исследо-
вание влияния восстановительного отжига на содержание кислорода в сегнетоэлектрической плёнке SBTN с учетом 
массовой концентрации ниобия.  
 
Ключевые слова: сегнетоэлектрики, энергонезависимая память, золь-гель метод, структура перовскита, кристалли-
зационный и восстановительный отжиг, конденсаторный слой, дефекты, остаточная поляризация, SBTN-пленка. 
 
The study of restorative and crystallization annealing on ferroelectric properties of SBTN-films with concentration of niobium 
10–50 wt. % synthesized by the sol-gel method is presents. Effect of recovery annealing on the oxygen content in the SBTN 
ferroelectric film connected with the mass concentration of niobium is described.  
 
Keywords: ferroelectric, non-volatile memory, sol-gel method, perovskite structure, crystallization and recovery annealing, 
capacitor layer, defects, residual polarization, SBTN-film. 

 
 

Введение 
При создании сегнетоэлектрических кон-

денсаторов возникает проблема физико-химичес-
кого и механического взаимодействия сегнето-
электрической пленки с окружающими материа-
лами, что приводит к ухудшению характеристик 
сегнетоэлектрического элемента, утечкам тока и 
деградации транзисторных структур [1]. Особое 
значение эта проблема приобретает для микро- и 
наноразмерных структур. Характер взаимодейст-
вия при этом зависит не только от внешних па-
раметров, но и от наноструктурных свойств сег-
нетоэлектрика. 

Важным параметром при создании сегнето-
электрических конденсаторов является темпера-
тура формирования сегнетоэлектрической фазы. 
Стехиометрическому составу SBT соответствует 
формула SrBi2Ta2O9 [1]. Нестехиометрический 
состав SBT может сформироваться в процессе 
нанесения или в случае преднамеренного изме-
нения концентраций исходных материалов. От-
клонения в стехиометрическом составе, связан-
ные с процессом получения, наблюдаются от 
высокой летучести оксида висмута Bi2O3 или из-
за взаимодействия висмута с Pt электродом [2].  

Известно, что, частично заменяя Ta на Nb, в 
системах типа танталат-ниобат висмута-строн-
ция Sr0,8Bi2,5Ta1,2Nb0,9O9 (SBTN), можно умень-
шить температуру отжига до 600° C, улучшить 
сегнетоэлектрические свойства и достигнуть бо-
лее высокой остаточной поляризации (Pост) по 
сравнению с SBT [3], [4].  

В работе представлены результаты измене-
ние концентрации вакансий по кислороду по-
средством измерения концентраций элементов, 
входящих в состав SBTN-пленки.  

 
1 Методы исследования 
Исследования элементного состава полу-

ченных образцов проводили на сканирующем 
электронном микроскопе (СЭМ) высокого раз-
решения «Mira» фирмы «Tescan» (Чехия), снаб-
женном специальной приставкой AN 10000 фир-
мы Princeton Gamma-Tech, Inc. Исследование 
сегнетоэлектрических свойств плёнок танталата 
(танталата-ниобата) висмута-стронция проводи-
ли осциллографическим методом по методике, 
описанной в [5] в зависимости от напряженности 
внешнего электрического поля. 
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2 Результаты и обсуждение 
Рассмотрим петли гистерезиса при кристал-

лизационном отжиге без восстановительного от-
жига в атмосфере кислорода при 400°С (рисунок 
2.1, а) и с восстановительным отжигом в атмо-
сфере кислорода при 400°С (рисунок 2.1 б, в, г).  

На рисунке 2.1 представлены типичные 
петли гистерезиса пленок SBTN (10 масс.% Nb), 
на Pt-электроде без восстановительного отжига и 
с восстановительным отжигом при указанных 
тем-пературах. 

Вид петель исследуемых плёнок на основе 
SBTN приближался к сегнетоэлектрическому по-
сле низкотемпературного отжига в атмосфере 
кислорода при температуре 400º С, превышаю-
щей температуру Кюри SBT (305° С) [6], что 
может свидетельствовать об обеднении кислоро-
дом после формирования верхнего электрода и 
восстановлении содержания кислорода после 
отжига.  

Рассмотрим смещение вольт-зарядных пе-
тель, а также влияние температуры и времени 
кристаллизационного отжига на вольт-зарядные 
и вольт-амперные характеристики пленок SBTN. 

Характерной особенностью для петель на 
рисунке 2.1 является наличие горизонтального 
(по оси напряжения) и вертикального (по оси 
заряда) сдвига.  

Горизонтальный сдвиг обычно связан с на-
личием внутреннего поля смещения, вызванного 
системой полярных дефектов [6], и вызывающе-
го преимущественную ориентацию поляризации 
[7]. Дефекты кристаллов в значительной мере 
влияют на поле и время переключения процесса 
поляризации. Это объясняется закреплением до-
менных стенок на дефектах (пиннингом). Со-
гласно теории доменных границ, толщина до-
менных стенок определяется корреляционным 
радиусом. При температуре отжига 750º С в те-
чение 60 мин (рисунок 2.1, в) узкие доменные 
стенки эффективно взаимодействуют с дефекта-
ми, что приводит к сдвигу по горизонтальной 
оси (1 мВ), возрастанию остаточной поляризации 
до 6 мкКл/см2. При исследовании смещения 
вольт-зарядных петель, можно предположить, 
что сегнетоэлектрические свойства связаны с 
размером кристаллитов в SBTN пленках. Авто-
рами [7] установлено, что кристаллиты, имею-
щие размеры близкие к однодоменным (до 8 нм), 
стабильны под действием внешнего поля, что 
приводит к ухудшению сегнетоэлектрических 
свойств в SBTN-пленке. С увеличением темпера-
туры отжига кристалличность пленки SBTN уве-
личивается, как результат – сегнетоэлектриче-
ские параметры возрастают. 
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Рисунок 2.1 – Типичные петли гистерезиса c пленкой SBTN (Nb 10 масс. %), сформированной отжигом 
Pt-электрода и кристаллизационным отжигом при указанных температурах 

(а) 750° С после формирования верхнего электрода Pt без восстановительного отжига (400° С); 
(б, в, г – с восстановительным отжигом 400° С) 

(б) 750° С, 30 мин; (в) 750° С, 60 мин; (г) 780° С, 30 мин 
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Эксперимент показывает, что величина по-
ля, при которой начинается процесс переключе-
ния, перемещение по объему кристалла домен-
ных границ, а также время переключения в зна-
чительной мере определяются реальной дефект-
ной структурой кристалла. Это связано с тем, что 
происходит закрепление доменных стенок на 
дефектах (так называемый пиннинг). Чем мень-
ше размер кристаллита (до 20 нм), тем больше 
пиннинг, что приводит к сдвигу по горизонталь-
ной оси (рисунок 2.1 а, б, в, г). При кратковре-
менном кристаллизационном отжиге при 780° С 
в течение 30 мин SBTN-плёнки не обладали то-
ком утечки и имели максимальное значение ос-
таточной поляризации около 8 мкКл/см2. Таким 
образом, в процессе отжига необходимо обеспе-
чить сокращение времени отжига и использова-
ние, по возможности, быстрых термических об-
работок для формирования сегнетоэлектриче-
ских структур. Более подробно процесс будет 
описан ниже.  

Величина вертикального сдвига отрица-
тельна  и минимальна для исходных структур 
(≈ – 0,5 мкКл/см2 при U = 0 и ≈ – 0,9 мкКл/см2 
при максимальном напряжении) (рисунок 2.1, а) 
и  зависит  от условий отжига. Она составляет 
≈ – 2,1 мкКл/см2 и –1,5 мкКл/см2 для tко = 750° С, 
tко = 30 мин (рисунок 2.1, б) и  уменьшается  до  
≈ – 1,5 мкКл/см2 и время кислородного отжига 
1,3 мкКл/см2 для tко = 750° С, tко = 60 мин (рису-
нок 2.1, в).  

Вертикальный сдвиг в SBTN-пленках, как и 
в пленках ЦТС [8], можно связать с наличием 
«сквозной» проводимости, определяющей вели-
чину тока утечки. Следствием такой асимметрии 
является неравенство величин электрического 
заряда, переносимого в течение положительного 
и отрицательного полупериода переменного на-
пряжения. Это приводит к зарядке включенного 
последовательно с образцом эталонного конден-
сатора, наличие постоянного напряжения на ко-
тором и определяет вертикальный сдвиг вольт-
зарядных петель. 

Сравнительно небольшое повышение тем-
пературы от 750° С до 780° С приводит к изме-
нению насыщения петли гистерезиса (к сглажи-
ванию) и к появлению изломов в окрестности 
коэрцитивного напряжения вместо гладких уча-
стков. Это указывает на появление неоднородно-
стей, участвующих в процессе реверсирования 
поляризации через явление пиннинга [9]  

Исследование влияния кислорода в сегнето-
электрикой плёнке SBT [9] показало наличие как 
минимум двух вкладов:  

1) непосредственного вклада через  связи  
О–Та–О в перовскитных группах {SrTa2O7}

2+; 
2) косвенного вклада от смещений слабо 

связанного Bi в слоях {Bi2O2}
2. 

В статье [10] было показано, что SBT свойст-
венно образование «плоскостных» дефектов в 

местах нарушения сплошности слоя Bi–O, при-
чем, расстояние между соседними перовскитны-
ми блоками Sr–Ta–O в дефектных зонах на 0,12 
нм меньше, чем в бездефектных. Из этого следу-
ет наличие искривлений псевдоперовскитных 
блоков на границах между дефектными и безде-
фектными зонами в окрестности этих дефектов. 
Эта особенность связана с состоянием кислород-
ной подсистемы, а значит зависит от условий 
отжига и может одновременно влиять как на ве-
личину поляризации, так и на условия пиннинга.  

Отмечая роль ионов Bi3+ и Ta5+ в захвате 
электронных носителей заряда [11], [12], можно 
предположить, что в пределах «плоскостных» 
дефектов в SBT, как и вблизи межзеренных гра-
ниц перовскитных керамик [13] возможно связы-
вание дефектов кислородной подсистемы.  

При повышенных температурах слабо свя-
занный Bi3+ может выходить из слоев {Bi2O2} и 
замещать Sr2+ в прилежащих к слоям областях с 
образованием вакансий (VSr

2–) [10], и избыточно-
го кислорода в местах разрыва слоев {Bi2O2} в 
соответствии с реакцией  

 Bi2O2 → 2BiSr
+ + 2 OО

2– + VSr
2–,       (2.1) 

где BiSr обозначает Bi3+ в позиции Sr2+ (А-пози-
ции), OО

2– обозначает О в позиции O2– кислорода. 
Таким образом, концентрация вакансий VSr

2–

оказывает существенное влияние на формирова-
ния полярных свойств SBT [10], [11].  

Известно, что легирование донорами может 
облегчать потери кислорода в ходе отжига плен-
ки SrТiO3 [12] в соответствии с реакцией уравно-
вешивания:  

2OО  O2() + 2VO
2+ + 4e–,             (2.2) 

где VO
2+ – вакансия кислорода [13]. Если в SBTN 

в ходе отжига в результате выхода слабо связан-
ного Bi из слоев {Bi2O2} появляются доноры 
(VO

2+), то это должно приводить к росту числа 
VO

2+ в ходе отжига. Это хорошо согласуется с 
результатами эксперимента приведенных в рабо-
те [14]. Действительно, при одном и том же вре-
мени кислородного отжига tко = 30 мин и повы-
шении температуры отжига от 750° С до 780° С 
приводит к заметному увеличению коэрцитивно-
го напряжения, остаточного заряда и отношения 
остаточного заряда к максимальному при умень-
шении остаточного и максимального заряда. Имен-
но это имеет место в теории в случае увеличения 
концентрации подвижных доноров от n1 к n2, n3.  

Изменение концентрации вакансий по ки-
слороду подтверждено экспериментально по-
средством измерения концентраций элементов, 
входящих в состав SBTN-пленки. 

Проведено исследование влияния восстано-
вительного отжига (400° С) на содержание ки-
слорода в сегнетоэлектрической плёнке SBT с 
учетом массовой концентрации ниобия. Как вид-
но из рисунка 2.2 и таблиц 2.1 и 2.2, влияние 
восстановительного отжига минимизируется с 
увеличением концентрации ниобия. 
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Таблица 2.1 – Элементный состав SBT и SBTN-плёнок, отожжённых при 780° С  
                        без восстановительного отжига  

 

Элемент SBT, 
Nb 0, Ат. % 

SBTN, 
Nb 10, Ат.% 

SBTN, 
Nb 20, Ат.% 

SBTN, 
Nb 30, Ат.% 

SBTN, 
Nb 40, Ат.% 

SBTN, 
Nb 50, Ат.% 

Pt 24,24 18,46 4,05 11,61 13,07 8,02 
Ta 14,03 15,71 15,46 10,81 9,84 9,4 
Nb – 1,01 6,45 7,47 7,8 9,83 
Bi 13,01 14,04 23,91 18,07 16,57 15,32 
O 39,04 40,76 45,33 46,94 47,71 50,42 
Sr 9,70 10,02 4,8 5,10 5,01 7,01 

Всего 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 
 

Таблица 2.2 – Элементный состав SBT и SBTN-плёнок, отожжённых при 780° С 
                        с восстановительным отжигом 400° С в течение 20 мин  

 

Элемент SBT, 
Nb 0, Ат. % 

SBTN, 
Nb 10, Ат.% 

SBTN, 
Nb 20, Ат.% 

SBTN, 
Nb 30, Ат.% 

SBTN, 
Nb 40, Ат.% 

SBTN, 
Nb 50, Ат.% 

Pt 21,24 17,01 5,05 9,3 12,28 8,06 
Ta 7,91 6,72 12,20 10,86 10,75 9,86 
Nb – 1,01 2,90 4,04 6,01 8,21 
Bi 12,24 11,92 20,57 17,92 18,29 16,13 
O 53,51 55,34 55,26 52,86 48,66 51,24 
Sr 5,10 8,00 4,02 5,02 4,01 6,50 

Всего 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 
 

 

 
 

Рисунок 2.2 – Зависимость содержания 
кислорода в SBTN-пленках от массовой 
концентрации Nb (пентахлорида ниобия 

от количественного содержания 
пентахлорида тантала) 

 
Выводы 
Установлено влияние восстановительного 

отжига на сегнетоэлектрические свойства SBTN- 
пленок при массовой концентрации ниобия 10 и 
20 масс. %, что свидетельствует об обеднении 
SBTN-плёнки кислородом на стадии формирова-
ния структуры перовскита (отжига при 780° С в 
течение 30 минут). В результате восстановитель-
ного отжига SBTN-пленок с массовой концен-
трацией ниобия 10 и 20 масс. %  при температуре 
400° С в течение 20 мин в атмосфере кислорода, 

происходит восстановление содержания кисло-
рода. При увеличении концентрации ниобия за 
счет усиления ковалентной связи в паре «нио-
бий-кислород» при формировании структуры 
перовскита эффекта снижения содержания ки-
слорода не происходит.  

При кратковременном кристаллизационном 
отжиге при 780° С в течение 30 мин SBTN-плён-
ки не обладали током утечки и имели макси-
мальное значение остаточной поляризации около 
8 мкКл/см2. Таким образом, в процессе отжига 
необходимо обеспечить сокращение времени 
отжига и использование, по возможности, быст-
рых термических обработок для формирования 
сегнетоэлектрических структур. 
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ОСОБЕННОСТИ ПРИМЕНЕНИЯ ЛАЗЕРНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ С ДЛИНАМИ 
ВОЛН 1064 НМ, 532 НМ И 266 НМ ДЛЯ ОБРАБОТКИ КРИСТАЛЛОВ АЛМАЗА 
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FEATURES OF LASER RADIATION WITH 1064 NM, 532 NM, AND 266 NM 
FOR THE TREATMENT OF THE CRYSTALS OF DIAMOND 

E.B. Shershnev, Y.V. Nikitjuk, S.I. Sokolov, A.E. Shershnev 

F. Sсorina Gomel State University 
 

Выполнено моделирование процесса обработки кристаллов алмазов под действием лазерного излучения инфракрасно-
го, зеленого и ультрафиолетового диапазона. Проведен анализ температурных полей и полей термоупругих напряже-
ний, формируемых в кристаллах алмаза в результате лазерного воздействия для трех различных вариантов: анализ воз-
действия лазерного излучения вдоль осей симметрии второго (L2), третьего (L3) и четвертого порядка (L4).  
 
Ключевые слова: лазерная обработка, алмаз, метод конечных элементов. 
 
Simulated diamond crystals processing by laser infrared, green and ultraviolet range was done. The analysis of temperature 
fields and thermal stress fields generated in the diamond crystals as a result of laser exposure was carried out for three different 
options: an analysis of the effect of laser radiation along the axis of symmetry of the second (L2), third (L3) and fourth-order (L4). 
 
Keywords: laser treatment, diamond, finite element method. 

 
 

Введение  
Уникальные физические свойства кристал-

лов алмаза обеспечивают стабильную работу в 
критических условиях устройств, созданных на 
его основе, и делают перспективным его приме-
нение при создании новой техники [1]. В ряде 
работ проведено исследование особенностей ла-
зерной обработки кристаллов алмазов в различ-
ных кристаллографических направлениях при 
воздействии лазерного излучения с длиной вол-
ны 1064 нм [2]–[5]. В то же время вызывает ин-
терес изучение особенностей локализации тем-
пературных полей и полей термоупругих напря-
жений, формируемых в кристаллах алмаза при 
воздействии лазерного излучения с длиной вол-
ны 532 нм и 266 нм. 

 
1 Моделирование 
Расчет полей термоупругих напряжений, 

формируемых в кристаллах алмаза при лазерном 
воздействии, был выполнен с использованием 
метода конечных элементов в рамках несвязан-
ной задачи термоупругости в квазистатической 
постановке [6]–[8].  

При расчетах плотность, удельная теплоем-
кость, коэффициент теплопроводности алмаза при-
нимались равными соответственно: ρа = 3520 кг/м3, 
Са  = 854 Дж/кг·K, λа = 427 Вт/м·K [2].  

Для расчетов использовались следующие 
константы упругой жесткости: С11 = 1079 ГПа, 
С12 = 124 ГПа, С44 = 578 ГПа [9].  

Расчет  термоупругих полей, формируемых 
в  кристаллах  алмаза  в результате лазерного 

воздействия, был выполнен для трех различных 
вариантов: I – анализ воздействия лазерного из-
лучения вдоль оси симметрии второго порядка 
(L2), II – анализ воздействия лазерного излучения 
вдоль оси симметрии третьего порядка (L3), III – 
анализ воздействия лазерного излучения вдоль 
оси симметрии четвертого порядка (L4).  

Коэффициент объемного поглощения опре-
делялся исходя из данных, полученных на спек-
трофлуориметре CM 2203. Для длины волны 
равной 1064 нм расчетный показатель поглоще-
ния  равен 1,5 см-1, для 532 нм – 3,17 см-1, для 
266 нм – 53,87 см-1. 

Моделирование процесса лазерного нагрева 
кристаллов алмаза было выполнено в соответст-
вии со схемой, представленной на рисунке 1.1. 
Цифрой 1 отмечен лазерный пучок, цифрой 2 – 
алмазный образец. На рисунке стрелкой указано 
направление перемещения обрабатываемого из-
делия относительно лазерного пучка.  

 

 
Рисунок 1 – Схема расположения лазерного 

пучка в зоне обработки 
 

ФИЗИКА



Особенности применения лазерного излучения с длинами волн 1064 нм, 532 нм и 266 нм для обработки кристаллов алмаза 
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Расчеты были выполнены для образца, име-
ющего форму прямоугольного параллелепипеда 
с геометрическими размерами 2х3х1,5 мм, с ис-
пользованием следующих значений технологи-
ческих параметров обработки: плотность мощно-
сти лазерного излучения Р0 = 8∙109 Вт/м2, радиус 
поперечного сечения лазерного пучка R = 0,1 мм. 
Модуль скорости относительного перемещения 
лазерного пучка и образца V = 5 мм/с.  
 

2 Результаты моделирования 
На рисунках 2.1–2.3 приведены результаты 

расчетов температурных полей. 
 

 
Рисунок 2.1 – Распределение температурных 

полей при обработке алмаза лазерным 
излучением с длиной волны 1064 нм 

 

 
Рисунок 2.2 – Распределение температурных 

полей при обработке алмаза лазерным 
излучением с длиной волны 532 нм 

 

 
Рисунок 2.3 – Распределение температурных 

полей при обработке алмаза лазерным 
излучением с длиной волны 266 нм 

 
Анализ рисунков 2.1–2.3 показывает, что 

температура в зоне обработки достигает мак-
симального значения при воздействии лазерного 
излучения с длиной волны 266 нм, а наимень-
шее значение – при длине волны 1064 нм при оди-
наковых параметрах обработки. Это объясняется 
тем, что на длине равной 266 нм поглощение 
лазерного излучения достигает максимальных 
значений. Таким образом, использование лазер-
ного излучения с длиной волны 266 нм пред-
ставляется наиболее эффективным из выбран-
ного диапазона длин волн. Данный вывод нахо-
дится в хорошем соответствии с эксперименталь-
ными данными, приведенными в [10]. 

Результаты расчетов полей температурных 
напряжений представлены в таблице 2.1. В таб-
лице 2.1 σx обозначены напряжения, действую-
щие вдоль оси Х, σy – напряжения, действующие 
вдоль оси Y, σz – напряжения, действующие 
вдоль оси Z (рисунок 2.1).  

Анализ данных, приведенных в таблице 2.1, 
показывает, что наибольших значений напряже-
ния достигают при обработке алмаза лазерным 
излучением с длинами волн 266 нм и 532 нм и 
соответственно равны 129 МПа и 126 МПа в слу-
чае напряжений растяжения, 140 МПа и 145 МПа 
в случае напряжений сжатия. Данные значения 
напряжений не достигают критических значений,  
 

 

Таблица 2.1 – Результаты расчетов моделирования полей температурных напряжений лазерной 
                                 обработки кристаллов алмаза при различных длинах волн лазерного излучения 
 

λ = 266 нм λ = 532 нм λ = 1064 нм                    Вариант обработки 

 Напряжения, МПа I II III I II III I II III 
растяжения 30,4 52,9 47,0 53,7 32,6 30,0 16,0 17,1 15,8 σx сжатия 10,1 140,0 134,0 145,0 10,5 9,8 5,0 5,1 4,8 
растяжения 43,4 129,0 124,0 126,0 39,8 42,1 22,6 19,6 22,0 

σy сжатия 47,9 133,0 123,0 136,0 47,7 43,9 25,6 25,5 23,5 
растяжения 1,99 10,8 10,6 11,0 1,41 1,82 1,06 0,72 0,97 

σz сжатия 5,8 31,5 27,4 28,2 6,2 5,8 3,0 3,3 3,2 
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соответствующих пределу прочности алмаза. 
Однако в случае растягивающих напряжений их 
величина составляет порядка 50 % от критиче-
ских значений [11]. 

Кроме этого, нужно отметить, что разница в 
величинах максимальных напряжений, формиру-
емых при обработке лазерным излучением в ис-
следуемых диапазонах, достигает 93 %, что дол-
жно быть принято во внимание при выборе па-
раметров процесса лазерной обработки кристал-
лов алмаза. 

 
Выводы 
Выполнено компьютерное моделирование 

процесса лазерной обработки кристаллов алма-
зов под действием лазерного излучения с длина-
ми волн 1064 нм, 532 нм и 266 нм. Выявлены 
особенности пространственной локализации со-
ответствующих температурных полей. Показана 
целесообразность использования лазерного из-
лучения с длиной волны 266 нм. Выполнен ана-
лиз расчетных значений термоупругих напряже-
ний, который показывает необходимость учета 
анизотропии свойств алмаза при выборе пара-
метров обработки. Результаты моделирования 
могут быть использованы для оптимизации про-
цесса лазерной обработки кристаллов алмаза.  

 
ЛИТЕРАТУРА 

1. Митягин, А.Ю. Технология и оборудова-
ние для обработки алмазных материалов совре-
менной техники / А.Ю. Митягин, А.А. Алтухов, 
А.Б. Митягина // Технология и конструирование 
в электронной аппаратуре. – 2009. – №1. – С. 53–58. 

2. Физические основы лазерной обработки 
алмазов: в 15 кн.: учеб. пособие для ВТУЗов / 
А.И. Шкадов; под ред. А.М. Бочарова. – Смо-
ленск, 1997. − Кн. 3: Физические основы лазер-
ной обработки алмазов. −288 с. 

3. Dependence of the diamond laser processing 
efficiencyon crystallographic directions / S.V. Sha-
lupaev, E.B. Shershnev, Y.V. Nikitjuk, V.V. Sviri-
dova // SPIE. – 2001. – Vol. 4358. – P. 329–333. 

4. Шершнев, Е.Б. Моделирование лазерной 
обработки кристаллов алмаза / Е.Б. Шершнев, 
Ю.В. Никитюк, А.Е. Шершнев // Известия Гомель-
ского государственного университета им. Ф. Ско-
рины. – 2011. – № 6 (69). – С. 164–168. 

5. Особенности формирования термоупру-
гих полей при лазерной обработке кристаллов 
алмаза / Е.Б. Шершнев, Ю.В. Никитюк, А.Е. Шер-
шнев, С.И. Соколов // Проблемы физики, мате-
матики и техники.– 2015. – № 1 (22). – С. 38–40. 

6. Шабров, Н.Н. Метод конечных элементов 
в расчетах деталей тепловых двигателей / 
Н.Н. Шабров. – Л.: Машиностроение, 1983. – 212 с.  

7. Коваленко, Л.Д. Основы термоупругости / 
Л.Д. Коваленко. – Киев: Навукова думка, 1970. – 
307 с.  

8. Карзов, Г.П. Физико-механическое моде-
лирование процессов разрушения / Г.П. Карзов. – 
СПб.: Политехника, 1993. – 391 с.  

9. Кривцов, А.М. Сравнение микромоделей 
описания упругих свойств алмаза / А.М. Крив-
цов, О.С. Лобода, С.С. Хакало // Известия РАН. 
Механика твердого тела. – 2012. – №5. – C. 44–52. 

10. Ходинский, А.Н. Исследование процесса 
и разработка установки для лазерной маркировки 
изделий из монокристаллических сверхтвердых 
материалов / А.Н. Ходинский, Е.Б. Шершнев, 
А.Е. Шершнев // Известия Гомельского государ-
ственного университета им. Ф. Скорины. – 2006. – 
№ 6 (39). – С. 156–159. 

11. Резание конструкционных материалов, 
режущие инструменты и станки / В.А. Криво-
ухов [и др.]; под ред. проф. П.Г. Петрухи. – 2-е 
изд., перераб. и доп. – М.: «Машиностроение», 
1974. – 616 с. 
 

Поступила в редакцию 14.02.17. 
 



Проблемы физики, математики и техники, № 1 (30), 2017 
 

© Белоконь Л.М., 2017                    25 

  
УДК 512.542 

НОРМАЛЬНАЯ ФАКТОРИЗУЕМОСТЬ СУБНОРМАЛЬНОЙ В КОНЕЧНОЙ 
ГРУППЕ ПОДГРУППЫ В СВЯЗИ С ЛОКАЛЬНЫМИ ФОРМАЦИЯМИ 

И ОБОБЩЁННЫМИ ПОДГРУППАМИ ФРАТТИНИ. 
ФОРМАЦИОННЫЕ РАДИКАЛЫ 

Л.М. Белоконь 

Могилёвский государственный университет продовольствия 
 

A NORMAL FACTORIZATION OF A SUBNORMAL SUBGROUP 
OF SOME FINITE GROUP IN CONNECTION WITH LOCAL FORMATIONS 

AND GENERALIZED FRATTINI SUBGROUPS. FORMATION RADICALS 

L.M. Belokon 

Mogilev State University of Food Technologies 
 

Пусть   − некоторое множество простых чисел, F G F  − локальная формация конечных групп. Исследуются усло-

вия факторизуемости субнормальной подгруппы H  группы G  нормальными в H  подгруппами 1H  и 2H  такими, 

что 1 2 O ( ),H H H   1 ,H F  2H  принадлежит определённой обобщённой подгруппе Фраттини группы ,G  причём 

2( O ( )) ( ) Ø.H H   F  Получены утверждения, эквивалентные утверждениям о соответствующих факторизациях, 

функторно обобщённые, с вытекающими следствиями для Ø.   Исследуется строение формационных радикалов 
факторгрупп субнормальных подгрупп конечных групп в связи с обобщёнными подгруппами Фраттини.  
 
Ключевые слова: локальные и радикальные локальные формации конечных групп, обобщённые подгруппы Фраттини, 
подгрупповой m-функтор,

 
F -радикалы. 

 
Let   be a set of primes, F G F  − a local formation of finite groups. The conditions of factorability of a subnormal sub-

group H  of a finite group G  by normal subgroups 1H  и 2H  such that 1 2 O ( ),H H H   1 ,H F  2H  belongs to some 

generalized Frattini subgroup of a group G  and 2( O ( )) ( ) ØH H   F  are investigated. Statements, equivalent to the 

statements on the respective factorizations, functorially generalized, with the consequences for Ø   are achieved. The struc-
ture of formation radicals of factorgroups of subnormal subgroups of finite groups in connection with generalized Frattini sub-
groups is investigated.  
 
Keywords: local and radical local formations of finite groups, generalized Frattini subgroups, subgroup m-functor, F -radicals. 

 
 

Введение 
Рассматриваются только конечные группы и 

формации конечных групп. Используются опреде-
ления и обозначения, принятые в монографии [1].  

Пусть F  − локальная формация. Классиче-
ская теорема Л.А. Шеметкова [1, теорема 4.2] о 
том, что нормальная подгруппа H, удовлетво-
ряющая условию Ф( ) ,H H G F  представима 

в виде прямого произведения 1 2 ,H H H   где 

1 ,H F  2( ) ( ) Ø,H   F  2 Ф( ),H G  широко 

используется при изучении формационных 
свойств групп, связанных с пересечениями мак-
симальных подгрупп. С другой стороны, теоре-
мой 3.1 из [2] было установлено, что субнор-
мальная подгруппа H группы G принадлежит 
локальной формации ,F  если она содержит 

( )O (Ф( ))G F  и ( )O (Ф( )) ;H G F F  при дополни-

тельном для F  условии Sn -замкнутости доказа-

на принадлежность H  локальной формации ,F  

если ( )O ( ( )) .H H G  F
F F  Теорема 4.2[1] и 

результаты работы [2] получили развитие в пуб-
ликациях разных авторов в отношении конкрет-
ных случаев для обобщённо нормальных под-
групп H в зависимости от свойств формации F  и 
в связи с обобщёнными подгруппами Фраттини 
группы G. Так, в работах [3], [4] исследовался 
вопрос о наличии схожих закономерностей в 
отношении обобщённых подгрупп Фраттини при 
использовании понятия абнормально полного 
регулярного m -функтора. 

Пусть H  − субнормальная подгруппа груп-
пы ,G  F G F  − локальная Sn -замкнутая фор-

мация, подгруппа Ф ( )G  группы G  обладает 

свойством C .  В разделе 2 настоящей работы 

показано (лемма 2.2), что ( )H H G F F  то-

гда и только тогда, когда факторгруппа 
O ( )H H  представима в виде 
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1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     

где 1 ,H F 2( O ( )) ( ) Ø,H H   F  2 Ф ( ).H G  

В частности, установлена ' -сверхразрешимость 
субнормальной подгруппы H группы G с под-
группой Ф ( ),G  обладающей свойством C ,  в 

случае, если ' -сверхразрешима факторгруппа 

( ) ,H H G



'A  'A  − формация всех ' -сверх-

разрешимых групп (следствие 2.2.2 леммы 2.2). 
Кроме того, для субнормальной подгруппы H 
группы G лемма 2.2 включает (в случае Ø)   

высказывание о равносильности утверждения 
( )H H G F F  утверждению о разложимости 

группы H  в прямое произведение 1 2 ,H H H   

где 1 ,H F  2( ) ( ) Ø,H   F 2 Ф( ),H G  F  − 

локальная Sn -замкнутая формация (лемма 2.1). 

Получены функторные обобщения приведенных 
результатов с использованием F -абнормально 

' -полного и F -абнормально полного подгруп-
повых sm -функторов.  

В разделе 3 предлагаемой работы исследу-
ется влияние F -радикала субнормальной в груп-
пе G подгруппы L, содержащей нормальную под-
группу ,K  θФ ( )K G


  θ( Ф ( )),K G  на строе-

ние F -радикала факторгруппы ,L K  θ  − F -аб-

нормально ' -полный подгрупповой sm -функ-

тор, F G F  − радикальная локальная форма-

ция (θ  − F -абнормально полный подгрупповой 

sm -функтор, F  − радикальная локальная фор-

мация, соответственно). Среди приложений по-
лученных результатов для конкретных формаций 
отметим, в частности, следующее. Если θ  − 

'p pG N -абнормально  полный  подгрупповой  

sm -функтор, p − простое число, то справедливо 

равенство F ( ) F ( )p pL K L K  для субнормаль-

ной в группе G подгруппы L, если нормальная в L 
подгруппа K удовлетворяет условию θФ ( )K G  

(а значит, и в случаях iФ ( ),K G   1,2,3 ,i  где 

1Ф ( ) Ф( ),G G  2Ф ( ) ( ),G G   '

3Ф ( ) ( )).p pG G G N  

Отмеченное приложение нашло применение в 
исследованиях раздела 4 настоящей работы.  

Основной теоремой раздела 4 является тео-
рема 4.1, устанавливающая для локальной фор-
мации ,F G F  абнормально ' -полного под-

группового sm -функтора θ  и субнормальной 

подгруппы H группы G с подгруппой Ф ( ),G  

обладающей свойством C ,  равносильность ут-

верждения θФ ( )H H G


 F  следующему ут-

верждению: факторгруппа O ( )H H    предста-

вима в виде прямого произведения 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     

где 1 ;H F  2( O ( )) ( ) Ø;H H   F  2 θФ ( ).H G


  

Следствия 4.1.5 и 4.1.6 теоремы 4.1, рассматри-
ваемые для абнормально полного подгруппового 

sm -функтора θ,  не предполагают в условии его 

регулярность. Кроме того, теорема 5.2, как одно 
из приложений теоремы 4.1, содержит следствие 
5.2.4, включающее теорему M.J. Tomkinson [2, 
теорема 3.1] как частный случай. В разделе 5 
рассматриваются другие приложения теорем 2.1 
и 4.1, включая утверждения, усиливающие или 
обобщающие ранее доказанные и опубликован-
ные результаты. 
 

1 Предварительные сведения  
Под подгрупповым m-функтором будем по-

нимать всякое отображение θ,  которое ставит в 

соответствие каждой группе G множество θ( ),G  

состоящее из группы G и некоторых её макси-
мальных подгрупп. Подгруппы множества θ( )G  

называют θ -подгруппами группы G, через θФ ( )G  

обозначают пересечение всех θ -подгрупп груп-
пы G. Определение подгруппового m-функтора 

θ,  включающее условие  θ( ) | θ( )G H H G    

для любого изоморфизма   группы ,G  вводи-

лось в [5]; будем называть такой функтор под-
групповым im -функтором. 

Определение подгруппового m-функтора θ,  

включающее условие  θ( ) | θ( )G H H G    

для любого автоморфизма   группы G, исполь-
зовалось в [3], [4]. Подгрупповой m-функтор, 
отвечающий данному условию, будем называть 
подгрупповым m -функтором. 

Подгрупповой im -функтор θ  называют ре-

гулярным [5], если для любой нормальной под-
группы N группы G выполняются следующие 
условия: 

1) из θ( )H G  всегда следует 

θ( );HN N G N  

2) из θ( )H N G N  всегда следует θ( ).H G  

Подгрупповой m -функтор θ,  для которого вы-

полнены указанные условия 1) и 2), будем назы-
вать регулярным подгрупповым m -функтором. 

Подгрупповой m-функтор θ  назовём под-
групповым sm -функтором при выполнении ус-

ловия: если θ( ),H G  то θ( )xH G  для всех 

.x G   
Обозначаем через   некоторое множество 

простых чисел, ' P \ ,    где P  – множество 
всех простых чисел, считаем также, что P.   
Пусть F  − непустая формация, θ  − подгруппо-
вой m-функтор. Через M(G) будем обозначать 
множество всех максимальных подгрупп группы G; 
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θM ( )G  − множество всех максимальных θ -под-

групп группы ;G  M ( )G  − множество всех мак-

симальных подгрупп группы G, имеющих вза-
имно простые с числами из   индексы; M ( )GF  

− множество всех F -абнормальных максималь-
ных подгрупп группы ;G  

M ( ) M ( ) M ( );G G G  F F  

θ θM ( ) M ( ) M ( ).G G G
    

Если в группе G функтор θ  выделяет саму груп-
пу G и все максимальные (все максимальные F -аб-
нормальные) подгруппы в G, то 

θФ ( ) Ф ( ) ,G G H
     M ( )H G  

θ(Ф ( ) ( ) ,G G H
    F  M ( ),H G F  соответст-

венно). Для формации всех нильпотентных групп 
N  используется обозначение: ( ) ( ).G G   N  В 

случае отсутствия в группе G максимальных 
подгрупп, отвечающих требуемым условиям, 
соответствующие пересечения полагаем совпа-
дающими с G.  

Определение 1.1 [6]. Пусть F  − непустая 
формация. Подгрупповой m-функтор θ  называ-
ется F -абнормально ' -полным подгрупповым 

m-функтором, если θ( ) M ( )G G F  для любой 

группы G. В случае F N  функтор θ  называет-
ся абнормально ' -полным подгрупповым m-функ-
тором. 

Определение 1.1 включает понятие F -аб-
нормально полного подгруппового m-функтора 
[7] (случай Ø).   Заметим, что в случае, когда 

формация F  содержит формацию всех нильпо-

тентных групп ,N  ,F N  условие: θ  − F -аб-

нормально ' -полный (F -абнормально полный) 

подгрупповой m-функтор является более слабым, 
чем условие: θ  − абнормально ' -полный (аб-
нормально полный, соответственно) подгруппо-
вой m-функтор. Заметим также, что 

  M ( ) θ ( ) M ( )G G G G     F  

для всякой группы G и F -абнормально ' -пол-
ного подгруппового m-функтора θ,  а значит, 

θФ ( ) Ф ( ) ( ).G G G
   F  

Сформулируем в виде леммы некоторые 
опубликованные результаты, которые будут ис-
пользованы в настоящей работе. 

Лемма 1.1. Имеют место следующие ут-
верждения. 

(1) [8, лемма 1]. Пусть подгруппа Ф ( )G  

группы G  обладает свойством C .  Тогда 

Ф ( ) O ( ) Ф( O ( ) ).G G G G    

(2) [8, лемма 2]. Пусть N − нормальная под-
группа группы G. Если Ф ( )N G  ( ( )),N G F  

то Ф ( ) Ф ( )G N G N   ( ( ) ( ),G N G N   F F  

соответственно). 
(3) [8, теорема 1]. Пусть F  − локальная 

формация. Если подгруппа Ф ( )G  группы G об-

ладает свойством C ,  то 

( ) O ( ) ( O ( )).G G G G    F F  

(4) [9, лемма 4]. Пусть F G F
 
− локаль-

ная Sn -замкнутая формация, содержащая класс 

всех нильпотентных ' -групп ' .N  Если под-

группа Ф ( )G  группы G  обладает свойством 

C ,  то ( )G . F F  

(5) [7, лемма 1.1]. Пусть 1F  и 2F  − непус-

тые формации, 1 2( ) ( ) Ø,  F F  0 1 2 .F FF  

Для всякой формации 3 ,F  удовлетворяющей ус-

ловию 2 3 0 , F F F  и максимальной, 2( ) F -

индекса подгруппы H в группе G равносильны 
условия: подгруппа H  iF -абнормальна в ,G  

 0, 2,3 .i  

В частности, учитывая утверждение (4), 

'( ) ,G   G N  если подгруппа Ф ( )G  группы G 

обладает свойством C .   

(6) [2, следствие 3.3 теоремы 3.1]. Пусть F  
− локальная, замкнутая относительно взятия 
субнормальных подгрупп, формация, H − суб-
нормальная подгруппа группы G. И пусть 

( )O ( ( )) .H H G  F
F F  Тогда .H F  

Следствие 3.1.3 теоремы 3.1 настоящей ра-
боты включает утверждение, использующее обо-
значение 

'
,



MJ  которое вводится следующим об-

разом: 
' '( ) ,

  
 M

M
J J  где '( ) J  − формация 

всех  -дисперсивных ' -групп,   пробегает 

некоторое множество M  линейных упорядоче-
ний множества всех простых ' -чисел. Тогда 

'
MG J  − радикальная локальная формация, со-

держащая ' G N
 
[9]. В случае Ø   формацию 

'

MJ  обозначаем .
 M

M
J J  Обозначение MJ  

присутствует в формулировке следствия 3.2.4 
теоремы 3.2. 

Заметим, что ввиду леммы 4.2 [1] локальная 
формация F  тогда и только тогда содержит 
формацию всех нильпотентных групп (равно-
сильно − всех нильпотентных ' -групп для ло-
кальной формации F G F ), когда ( ) P F  − 

множество всех простых чисел. Заметим также, 
что условие нормальной наследственности ( Sn -

замкнутости) непустой формации F  равносиль-
но условию субнормальной наследственности, 
т.е. замкнутости F  относительно взятия субнор-
мальных подгрупп. 



Л.М. Белоконь 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (30), 2017 28 

2 Факторизуемость субнормальной под-
группы H группы G нормальными в H под-
группами 1H  и 2H  такими, что 1 2H H   

O ( ),H  1 ,H F  2( O ( )) ( ) Ø,H H   F  

2 Ф ( ),H G  F G F  − локальная Sn -замкну-

тая формация 
Лемма 2.1. Пусть F  − локальная Sn -зам-

кнутая формация, H − субнормальная подгруппа 
группы G. Тогда следующие утверждения I и II 
равносильны. 

I. ( ) .H H G F F  

II. Группа H представима в виде прямого 
произведения 1 2 ,H H H   где: 

(1) 1 ;H F  

(2) 2( ) ( ) Ø;H   F  

(3) 2 Ф( ).H G  

Доказательство. Пусть выполняется ут-
верждение I, т. е. ( ) .H H G F F  Обозначим 

( ) ,  F  ' .  G G X  Так как ( ) ( ),G G  F X  

ибо  ,F X  то ( ) .H H G X X  А так как 

( ) P, X  X  − Sn -замкнутая локальная формация, 

то по утверждению (6) леммы 1.1 1 2 ,H H H   

1 ,H G  2 ' .H G  По теореме 8.7 [1] ( )G F  

,A B   где ,AF  ( ) ( ) Ø,B   F  Ф( ).B G  

Следовательно, 2( ) ,H G K H  F  1 ,K H A   

2 .H B  Из условия 1 ( )H K H H G  F F  

получаем 1 1 1 1 O ( ( )) .H H A H H G    F F  

По утверждению (6) леммы 1.1 1 .H F  Значит, 

утверждение II выполняется. 
Пусть выполняется утверждение II. Из ус-

ловия 1 2 ,H H H   где 1 ,H F  2 Ф( ),H G  сле-

дует 2 1 ,H H H F  а значит, ( ) ,H H G F F  

так как Ф( ) ( ).G G F                                             

Следствие 2.1.1 [2]. Пусть F  − локальная 

Sn -замкнутая формация, H − субнормальная под-

группа группы .G  И пусть ( )H H G F .F  

Если ( ) P, F  то .H F  

Следствие 2.1.1 леммы 2.1 непосредственно 
вытекает из утверждения (6) леммы 1.1 [2, след-
ствие 3.3 теоремы 3.1]. Для случая, когда под-
группа H нормальна в группе G, этот результат 
доказан Селькиным М.В. [1, теорема 8.12]. 

Так как θФ( ) Ф ( ) ( )G G G  F  для F -аб-

нормально полного подгруппового m-функтора 
θ,  то из леммы 2.1 вытекает 

Следствие 2.1.2.  Пусть F  − локальная  

Sn -замкнутая формация. И пусть H − субнор-

мальная подгруппа группы G. Тогда следующие 
утверждения (1)−(4) равносильны. 

(1) ( ) .H H G F F  

(2) Ф( ) .H H G F  

(3) θФ ( ) ,H H G F  где θ  − F -абнор-

мально полный подгрупповой sm -функтор. 

(4) Группа H представима в виде прямого 
произведения 1 2 ,H H H   где  

1 ;H F  2( ) ( ) Ø;H   F  2 Ф( ).H G  

Следствие 2.1.3. Пусть F  − локальная Sn -зам-

кнутая формация, θ  − F -абнормально полный 

подгрупповой sm -функтор. И пусть H − субнор-

мальная подгруппа группы G, θФ ( ) .H H G F  

Если ( ) P, F  то .H F  

Лемма 2.2. Пусть F G F  − локальная 

Sn -замкнутая формация. И пусть H – субнор-

мальная подгруппа группы G, подгруппа Ф ( )G  

обладает свойством .C  Тогда следующие ут-

верждения I и II равносильны. 
I. ( ) .H H G F F   

II. Факторгруппа O ( )H H  представима в 

виде прямого произведения 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     

где: 
1) 1 ;H F   

2) 2( O ( )) ( ) Ø;H H   F  

3) 2 Ф ( ).H G  

Доказательство. Пусть выполнено утвер-
ждение I, т. е. ( ) .H H G F F  Введём следую-

щие обозначения: 

O ( ) ,G G G  

O ( ) O ( ).H H G G   

Тогда 
( O ( )) ( ) O ( ) ( O ( ))G G G G G G        F F F  

по утверждениям (2) и (3) леммы 1.1, 

Ф ( ) O ( ) Ф( )G G G    

по утверждению (1) леммы 1.1. Далее,  

( ) O ( ) O ( ) ( )

( ( ))O ( ) ( ) ,

H H G H G H G G

H H G H H H G

  

  

   

    

F F

F F F
 

ибо подгруппа O ( )H  субнормальна в ,G  а вви-

ду следствия 7.7.2 теоремы 7.7 [1] O ( )H G   

O ( ).H  Применяя лемму 2.1, получаем: 

1 2O ( ) O ( ) ,H N G N G    где 1 O ( ) ,N G F  

2( O ( )) ( ) Ø,N G   F  2 O ( ) Ф( ).N G G   Пусть 

 1,2 .i  Так как 

O ( ) ( )O ( ),i i iN N H G N H G      

то, обозначая ,i iN H H   для каждого  1,2i  

имеем: iH  − нормальная подгруппа ,H  

O ( ) O ( ) O ( );i i i iN G H N H G H H       
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1 O ( ) ,H H F  откуда  

1 ;H  G F F  2( O ( )) ( ) Ø;H H   F  

2 2 Ф ( ).H N H G    

Следовательно, 1 2 O ( ).H H H   Кроме того, 

1 2 1 2O ( ) O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H N G N G       

а так как 1 2O ( ) O ( ) O ( )H H H H H H      

O ( ) O ( ) ,H G G   то 1 2O ( ) O ( )H H H H    

O ( ).H H  Таким образом, утверждение II вы-

полнено. 
Пусть 1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     

1 ,H F  2 Ф ( ).H G  Тогда 2 1 O ( ) .H H H H F  

А так как Ф ( ) ( ),G G  F  то 2 ( ),H H G F  

а значит, ( ) .H H G F F                                   

Следующий результат обобщает следствие 
2.1.1 леммы 2.1. 

Следствие 2.2.1. Пусть F G F  − локаль-

ная Sn -замкнутая формация, ( ) P. F  И пусть 

H – субнормальная подгруппа группы G, подгруп-
па Ф ( )G  обладает свойством C .  Если 

( ) ,H H G F F  то .H F  

Следствие 2.2.2. Пусть 'A  − формация 
всех ' -сверхразрешимых групп. И пусть H – 
субнормальная подгруппа группы G, подгруппа 
Ф ( )G  обладает свойством C .  Если фактор-

группа ( )H H G



'A  ' -сверхразрешима, то 

группа H  также ' -сверхразрешима. 
В случае Ø   из следствия 2.2.2, как и не-

посредственно из леммы 2.2, вытекает следую-
щий результат. 

Следствие 2.2.3 [2, следствие 3.4]. Пусть 
A  − формация всех сверхразрешимых групп. И 
пусть H – субнормальная подгруппа группы G 
такая, что ( )H H GA  сверхразрешима. То-

гда H сверхразрешима. 
Так как θФ ( ) Ф ( ) ( )G G G

   F  для лю-

бой группы G и F -абнормально ' -полного под-
группового m-функтора θ,  то лемма 2.2 может 
быть функторно обобщена следующей теоремой.  

Теорема 2.1. Пусть F G F  − локальная 

Sn -замкнутая формация, θ  − F -абнормально 

' -полный подгрупповой sm -функтор. И пусть 

H – субнормальная подгруппа группы G, под-
группа Ф ( )G  обладает свойством C .  Тогда 

следующие утверждения I и II равносильны. 
I. θФ ( ) .H H G


 F   

II. Факторгруппа O ( )H H  представима в 

виде прямого произведения 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     

где: 1) 1 ;H F   

2) 2( O ( )) ( ) Ø;H H   F  

3) 2 Ф ( ).H G  

Следствие 2.1.1. Пусть F G F  − локаль-

ная Sn -замкнутая формация. И пусть H – субнор-

мальная подгруппа группы G, подгруппа Ф ( )G  

обладает свойством C .  Тогда следующие ут-

верждения (1)−(4) равносильны. 
(1) ( ) .H H G F F  

(2) Ф ( ) .H H G F  

(3) θФ ( ) ,H H G


 F  где θ  − F -абнор-

мально ' -полный подгрупповой sm -функтор. 

(4) Факторгруппа O ( )H H  представима в 

виде прямого произведения 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     

где 1 ;H F  2( O ( )) ( ) Ø;H H   F  2 Ф ( ).H G  

Следствие 2.1.1 теоремы 2.1 включает след-
ствие 2.1.2 леммы 2.1: случай Ø.   

Следствие 2.1.2. Пусть F G F  − локаль-

ная Sn -замкнутая формация, ( ) P, F  θ  − F -

абнормально ' -полный подгрупповой sm -функ-

тор. И пусть H – субнормальная подгруппа груп-
пы G, подгруппа Ф ( )G  обладает свойством C .  

Если θФ ( ) ,H H G


 F  то .H F  

 
3 Радикальные локальные формации. 

Формационные радикалы факторгруппы 
L K  с субнормальной в группе G подгруппой 

L и нормальной в L подгруппой K из обобщён-
ной подгруппы Фраттини группы G 

Теорема 3.1. Пусть F G F  − радикальная 

локальная формация, θ  − F -абнормально ' -пол-

ный подгрупповой sm -функтор. И пусть подгруп-

па Ф ( )G  группы G обладает свойством C ,  L – 

субнормальная подгруппа группы ,G  K − нор-

мальная подгруппа ,L  θФ ( ).K G


  Тогда вы-

полняются следующие утверждения. 
(1) 0( ) ,L K L K KF F  где 0K  − (нильпо-

тентная) холловская '( ) F -подгруппа группы K, 

0O ( ) Ф ( ),K K G   причём 0N (O ( ) ).GL K KF  

В частности, 

θ 0 θ( Ф ( )) Ф ( ) ,L L G L L L G
 

  F F  

где 0L  − холловская '( ) F -подгруппа группы 

θФ ( ),L G


  θ 0O ( Ф ( )) Ф ( ),L G L G
    причём 

θ 0N ((O ( Ф ( )) ).GL L G L
 F   

(2) Если ( ) P, F  то ( ) ;L K L KF F  в ча-

стности, θ θ( Ф ( )) Ф ( ).L L G L L G
 

  F F  
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Доказательство. Докажем утверждение (1). 
Пусть θФ ( ) .K G L


   Обозначим ( ) .N K L K F  

Так как ,N K F  θФ ( ),K N G


   то 

θФ ( ) .N N G


 F
 
По теореме 2.1 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,N N N N N N     

где 1 ,N F  2( O ( )) ( ) Ø,N N   F 2 Ф ( ).N G  

Заметим, что ( ) F -замкнутая группа N обладает 

нильпотентной холловской '( ) F -подгруппой 

0 ,K  0 2 .K N K   Ясно, что 1 ,N N F  ,N LF F  

0 .N N K F   Так  как  L K K N KF   и   LF   

субнормальна в G, то LF  субнормальна в N по 

следствию 7.3.1 [1], а по следствию 7.7.1 [1] .L NF F  

Значит, ,N LF F  откуда 0( ) .L K L K KF F  
Кроме того,

 
подгруппа 2 0O ( )N K N K K     

0 0(O ( ) ) O ( )N K K K K     нормальна в ,N  а 

значит, 0N (O ( ) ).GL K KF  Утверждение (1) 

доказано, утверждение (2) есть следствие утвер-
ждения (1).               

Следствие 3.1.1. Пусть F G F  − ради-

кальная локальная формация. И пусть подгруппа 
Ф ( )G  группы G обладает свойством C ,  L – 

субнормальная подгруппа группы G, K − нор-
мальная подгруппа L. Тогда выполняются сле-
дующие утверждения. 

I. Если ( ),K G F  то: 

(1) 0( ) ,L K L K KF F  где 0K  − (нильпо-

тентная) холловская '( ) F -подгруппа группы K, 

0O ( ) Ф ( ),K K G   причём 0N (O ( ) ).GL K KF  

В частности, 

0( ( )) ( ) ,L L G L L L G   F F
F F  

где 0L  − холловская '( ) F -подгруппа группы 

( ),L GF  0O ( ( )) Ф ( ),L G L G   F  причём 

0N ((O ( ( )) ).GL L G L  F
F  

(2) Если ( ) P, F  то ( ) ;L K L KF F  в ча-

стности, ( ( )) ( ).L L G L L G   F F
F F  

II. Пусть
 

( ).K G   Если ( ) P, F  то 

( ) ;L K L KF F  в частности, 

( ( )) ( ).L L G L L G   F F  
Утверждения I. (1), I. (2) следствия 3.1.1, 

вытекающие из теоремы 3.1 в случае, если для 
F -абнормально  ' -полного  подгруппового 

sm -функтора θ  и любой группы G  положить 

 θ( ) M ( ),G G G  F  усиливают лемму 3.1 и её 

следствие 3.1.1 (соответственно) из [10]. Утвер-
ждение II следствия 3.1.1 теоремы 3.1 вытекает 
из утверждения I.(2) ввиду того, что 

( ) ( ),G G   F  если F  содержит все нильпо-

тентные группы.  

Следствие 3.1.2. Пусть F G F  − ради-

кальная локальная формация. И пусть подгруппа 
Ф ( )G  группы G обладает свойством C ,  L – суб-

нормальная подгруппа группы G, Ф ( ),K L G   

подгруппа K нормальна в L. Тогда выполняются 
следующие утверждения. 

(1) 0( ) ,L K L K KF F  где 0K  − (нильпо-

тентная) холловская '( ) F -подгруппа группы 

,K  причём 0N (O ( ) ).GL K KF  

В частности, 

0( Ф ( )) Ф ( ) ,L L G L L L G   F F  

где 0L  − холловская '( ) F -подгруппа группы 

Ф ( ),L G  причём 0N (( Ф ( )) ).GL L G K F  

(2) Если ( ) P, F  то ( ) ;L K L KF F  в ча-

стности, ( Ф ( )) Ф ( ).L L G L L G   F F  
Следствие 3.1.2 получается из теоремы 3.1, 

если для F -абнормально ' -полного подгруп-

пового sm -функтора θ  и любой группы G по-

ложить  θ( ) M( ).G G G   Утверждение (1) 

следствия 3.1.2 вытекает также из утверждения 
I. (1) следствия 3.1.1. Следствие 3.1.2 усиливает 
лемму 2.1 из [10].  

Следствие 3.1.3. Пусть подгруппа Ф ( )G  

группы G обладает свойством C ,  L – субнор-

мальная подгруппа группы G, подгруппа K − 
нормальная подгруппа L. Тогда выполняются 
следующие утверждения. 

I. Пусть θ  −  'G G -абнормально ' -пол-

ный подгрупповой sm -функтор, и пусть θФ ( )K G


  

i( Ф ( ),K G   1,2,3 ,i где  1Ф ( ) Ф ( ),G G  

2Ф ( ) ( ),G G   3Ф ( ) ( )).G G
  'G  Тогда 

( ) .L K L K
   


' 'G G G G  

 В частности: 

θ θ( Ф ( )) Ф ( )L L G L L G
     

  
' 'G G G G  

(и, значит, i i( Ф ( )) Ф ( ),L L G L L G
   

  
' 'G G G G  

 1,2,3 ).i   

 В частности, если ( )L L G
 'G  -замк-

нута, то и L   -замкнута.  
 II. Пусть θ  − абнормально ' -полный под-
групповой sm -функтор, и пусть θФ ( )K G


  

i( Ф ( ),K G   1,2 ,i где  1Ф ( ) Ф ( ),G G  

2Ф ( ) ( )).G G   Тогда ' 'F ( ) F ( ) .L K L K   

В частности,  

' θ ' θF ( Ф ( )) F ( ) Ф ( )L L G L L G
      

(и, значит, ' i ' iF ( Ф ( )) F ( ) Ф ( ),L L G L L G     

 1,2 ).i  

 В частности, если ( )L L G ' -нильпо-

тентна, то и L  ' -нильпотентна. 
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 III. Пусть θ  − 
'

MG J -абнормально ' -пол-

ный подгрупповой sm -функтор, и пусть θФ ( )K G


  

i( Ф ( ),K G    1,2,3 ,i   где  1Ф ( ) Ф ( ),G G  

2Ф ( ) ( ),G G   '
3Ф ( ) ( )).G G

 
MJ

 Тогда 

' '

( ) .L K L K
  

M MG J G J
 

 В частности,  

' '
θ θ( Ф ( )) Ф ( )L L G L L G
   

  M MG J G J
 

(и, значит, 
' '

i i( Ф ( )) Ф ( ),L L G L L G
  

  M MG J G J
 

 1,2,3 ).i  

 В частности, если '

'
( )L L G

  
MJ MG J  

то и 
'
.L

 MG J   

Доказательство. I. Пусть θ  −  'G G -аб-

нормально ' -полный подгрупповой sm -функ-

тор. Для случая θФ ( )K G


  справедливость 

утверждения I вытекает из утверждения (2) тео-

ремы 3.1. Для случая ( )K G
 G  − из утвер-

ждения I. (2) следствия 3.1.1 теоремы 3.1, учиты-

вая равенство ( ) ( )G G   
   G G G  согласно утвер-

ждению (5) леммы 1.1. Для случая Ф ( )K G  

утверждение I вытекает из утверждения (2) след-
ствия 3.1.2 теоремы 3.1. А так как, учитывая ут-
верждение (5) леммы 1.1,  

( ) ( ) ( )G G G 
      ' 'N G  

для любой группы G, то утверждение I справед-
ливо и для случая ( ).K G   Справедливость 

утверждений II и III обосновывается аналогично.  
Заметим, что частные случаи утверждений 

следствия 3.1.3 теоремы 3.1 о  -замкнутости L 

( ' -нильпотентности ,L  
'
),L

 MG J  если  

( )L L G
   G G G  ( ( ) ,L L G    G N  

( ) ,L L G

  
MJ MG J  

соответственно), вытекают также из следствия 
2.2.1 леммы 2.2.  

Заметим  также,  что  для  подгруппового  
m-функтора θ  в силу утверждения (5) леммы 1.1 
условия:  'G G -абнормально ' -полный (аб-

нормально ' -полный, 
'

MG J -абнормально 

' -полный) равносильны условиям: 'G -абнор-

мально ' -полный (  'G N -абнормально ' -пол-

ный
 

или 'N -абнормально ' -полный, 
'

MJ -аб-

нормально ' -полный, соответственно). 
Полагая в условии теоремы 3.1 Ø,   по-

лучаем как следствие следующую теорему. 
Теорема 3.2. Пусть F  − радикальная ло-

кальная формация, ( ),   F  θ  − F -абнормаль-

но полный подгрупповой sm -функтор. И пусть L – 

субнормальная подгруппа группы G, K − нор-
мальная подгруппа ,L  θФ ( ).K G  Тогда выпол-

няются следующие утверждения. 
(1) '( ) O ( ) ,L K L K K F F 'O ( ) Ф( ).K G   

В частности, 

θ ' θ θ( Ф ( )) O ( Ф ( )) Ф ( ) ,L L G L L G L G    F F

 ' θO ( Ф ( )) Ф( ).L G G    

(2) Если ( ) P, F  то ( ) ;L K L KF F   
в частности, θ θ( Ф ( )) Ф ( ).L L G L L G  F F  

Следствие 3.2.1. Пусть F  − радикальная 

локальная формация, ( ).   F  И пусть L – суб-

нормальная подгруппа группы G, K − нормальная 
подгруппа L. Тогда выполняются следующие ут-
верждения. 

I. Если ( ),K G F  то: 

(1) '( ) O ( ) ,L K L K K F F  'O ( ) Ф( ).K G   

В частности, 

'( ( )) O ( ( )) ( ) ,L L G L L G L G    F F F
F F

 'O ( ( )) Ф( ).L G G  F  

(2) Если ( ) P, F  то ( ) ;L K L KF F  в ча-

стности, ( ( )) ( ).L L G L L G  F F
F F  

II. Пусть ( ).K G   Если ( ) P, F  то 

( ) ;L K L KF F  в частности, 

( ( )) ( ).L L G L L G  F F  
Утверждения I. (1) и I. (2) следствия 3.2.1 

теоремы 3.2 усиливают следствия 3.1.2 и 3.1.3 
леммы 3.1 (соответственно) из [10]. 

Следствие 3.2.2. Пусть F  − радикальная 

локальная формация, ( ).   F  И пусть L – суб-

нормальная подгруппа группы ,G  Ф( ),K L G   

K нормальна в L. Тогда выполняются следующие 
утверждения. 

(1) '( ) O ( ) .L K L K K F F   

В частности, 

'( Ф( )) O ( Ф( )) Ф( ).L L G L L G L G    F F  

(2) Если ( ) P, F  то ( ) ;L K L KF F  в ча-

стности, ( Ф( )) Ф( ).L L G L L G  F F  
Следствие 3.2.2 теоремы 3.2 усиливает 

следствие 2 леммы 1 из [9]. Понятно, что утвер-
ждение (1) следствия 3.2.2 вытекает как непо-
средственно из утверждения (1) теоремы 3.2, так 
и из утверждения I.(1) следствия 3.2.1.  

Следствие 3.2.3. Пусть L – субнормальная 
подгруппа группы G, K − нормальная подгруппа 
L. Имеют место следующие утверждения. 
 I. Пусть θ  −  'G G -абнормально полный 

подгрупповой sm -функтор, и пусть θФ ( ),K G  

i( Ф ( ),K G   1,2,3 ,i  где 1Ф ( ) Ф( ),G G  

2Ф ( ) ( ),G G   3Ф ( ) ( )).G G   'G G  Тогда 
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( ) .L K L K
   


' 'G G G G  

 В частности,  

θ θ( Ф ( )) Ф ( )L L G L L G
   

  
' 'G G G G  

(и, значит, i i( Ф ( )) Ф ( ),L L G L L G
   

  
' 'G G G G  

 1,2,3 ).i  

 В частности, если факторгруппа 

( )L L G  'G G  

 -замкнута, то и L  -замкнута. 
II. Пусть θ  − 'p pG N -абнормально полный 

подгрупповой sm -функтор, p − простое число. 

Если θФ ( )K G  i( Ф ( ),K G   1,2,3 ,i  где 

1Ф ( ) Ф( ),G G  2Ф ( ) ( ),G G   3Ф ( ) ( )),p' pG G G N  

то F ( ) F ( ) .p pL K L K   

 В частности, 

θ θF ( Ф ( )) F ( ) Ф ( )p pL L G L L G    

(и, значит, i iF ( Ф ( )) F ( ) Ф ( ),p pL L G L L G    

 1,2,3 ).i  

Доказательство. I. Пусть θ  −  'G G -аб-

нормально полный подгрупповой sm -функтор. 

Для случая θФ ( )K G  справедливость утвер-
ждения I вытекает из утверждения (2) теоремы 

3.2. Для случая ( )K G   'G G  справедливость 
утверждения I вытекает из утверждения I. (2) 
следствия 3.2.1 теоремы 3.2. Случай Ф( )K G  − 

приложение для формации   'F G G  утвержде-
ния (2) следствия 3.2.2 теоремы 3.2. А так как 

( ) ( )G G    'G G  для любой группы G, то ут-
верждение I справедливо и для случая 

( ).K G   Утверждение II вытекает из утвер-

ждения I, если положить  ' .p   

Следствие 3.2.3 теоремы 3.2 обобщает лем-
му 4.4 из [1].  

Следствие 3.2.4. Пусть L – субнормальная 
подгруппа группы G, K − нормальная подгруппа 
L. Имеют место следующие утверждения. 
 I. Пусть θ  − абнормально полный подгруп-
повой sm -функтор, и пусть θФ ( )K G  

i( Ф ( ),K G   1,2 ,i  где 1Ф ( ) Ф( ),G G  

2Ф ( ) ( )).G G   Тогда F( ) F( ) .L K L K  
 В частности, 

θ θF( Ф ( )) F( ) Ф ( )L L G L L G    

(и, значит, i iF( Ф ( )) F( ) Ф ( ),L L G L L G    

 1,2 ).i  

 В частности, если ( )L L G  нильпотен-
тна, то и L нильпотентна. 
 II. Пусть θ  − MJ -абнормально полный 
подгрупповой sm -функтор, и пусть θФ ( )K G  

i( Ф ( ),K G   1,2,3 ,i  где 1Ф ( ) Ф( ),G G   

2Ф ( ) ( ),G G   3Ф ( ) ( )).G G 
MJ  Тогда 

( ) .L K L KM MJ J
 

 В частности, 

θ θ( Ф ( )) Ф ( )L L G L L G  M MJ J
 

(и, значит, i i( Ф ( )) Ф ( ),L L G L L G  M MJ J
 

 1,2,3 ).i  

 В частности, если ( )L L G 
MI MI  то и 

.L MJ   
Следствие 3.2.4 теоремы 3.2 вытекает также 

из утверждений II и III следствия 3.1.3 теоремы 
3.1, случай Ø.   Частные случаи утверждений 
следствия 3.2.4 теоремы 3.2 о нильпотентности L 
(о принадлежности L формации ),MJ  если 

( )L L G N  ( ( ) ,L L G 
MJ MJ  соответст-

венно), вытекают также из следствия 2.1.1[2] 
леммы 2.1.  

Среди других приложений теоремы 3.2 для 
локальных радикальных формаций, содержащих 
все нильпотентные группы, можно указать на 
соответствующие утверждения для формаций 

' , G N  ' , G G  ' , G N  
'
.

 
MG J  Отметим, 

что утверждения II следствия 3.2.3 теоремы 3.2, 
представляющие собой частный случай ( ')p   

утверждений, вытекающих из теоремы 3.2 для 
формации ' , G G  вытекают из соответствующих 

утверждений и в отношении формации '. G N  
 

4 Факторизуемость субнормальной в 
группе G подгруппы H нормальными в H под-
группами в связи с локальными формациями 
и обобщёнными подгруппами Фраттини 
группы G 

Теорема 4.1. Пусть F G F  − локальная 

формация, θ  − абнормально ' -полный подгруп-
повой sm -функтор. И пусть H – субнормальная 

подгруппа группы G, подгруппа Ф ( )G  обладает 

свойством C .  Тогда следующие утверждения I 

и II равносильны. 
I. θФ ( ) .H H G


 F   

II. Факторгруппа O ( )H H  представима в 

виде прямого произведения 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     

где: 1) 1 ;H F   

2) 2( O ( )) ( ) Ø;H H   F  

3) 2 θФ ( ).H G


  

Доказательство. Пусть выполняется ут-
верждение I, т. е. θФ ( ) .H H G


 F  Введём 

следующие обозначения:  

O ( ) ,G G G  O ( ) O ( ).H H G G   
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По утверждениям (2) и (3) леммы 1.1 
( O ( )) ( ) O ( ) ( O ( )),G G G G G G          а 

так как θФ ( ) ( ),G G
    то 

( ) ( ) .H H G H H G   F  

Обозначая ( ) ,  F  '  X G G  и учитывая 

( ) ( ),G G  X  ибо  ,N X  получаем  

( ) ,H H G  X F X  

откуда по утверждению (6) леммы 1.1 ,H X  

т. е. 1 2O ( ) O ( ) ,H N G N G    1 O ( ) ,N G G  

2 'O ( ) .N G G  Обозначая ,i iN H H   для 

каждого  1,2i  имеем: iH  − нормальная под-

группа ,H  O ( ) O ( );i iN G H H   1 ,H G  

2( O ( )) Ø.H H    Значит, 1 2 O ( ).H H H   

Кроме того, 

1 2 1 2O ( ) O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H N G N G       

а так как 

1 2O ( ) O ( )

O ( ) O ( ) O ( ) ,

H H H H

H H H G G
 

  

 

 
 

то 1 2O ( ) O ( ) O ( ).H H H H H H     Из усло-

вия θФ ( )H H G


 F  следует 2 θФ ( ).H G


  

Действительно, ввиду следствия 7.7.2 теоремы 
7.7 из [1] θO ( ) O ( ) Ф ( ) Ф ( ).H G G G

      А 

так как группа H и её нормальные подгруппы 

2H  и θФ ( )H G


   -замкнуты, то 2H  и θФ ( )G


 

содержат все холловские ' -подгруппы группы 
H, учитывая их сопряжённость в H в связи с тео-
ремой Шура-Цассенхауза.  

Покажем, что 1 .H F  Так как 

( )H H G F  и 1 2O ( ) O ( ) ,H N G N G    

1 O ( ) ,N G G  2 'O ( ) ,N G G  то 

1 2( ) O ( ) O ( ) ,H G K G K G     2 2K N  

и, следовательно, 11 ,N K F  где 1 1 O ( ),N N G  

1 1 O ( ).K K G  Так как 1 ( ),K G  то 11F ( )p N K   

11F ( )p N K  для любого простого числа p по 

утверждению II следствия 3.2.3 теоремы 3.2. Ес-

ли 1 O ( ),K G  то 1 ,N F  а значит, группа 

1 O ( ) ,H H  изоморфная 1,N  принадлежит фор-

мации ,F  откуда 1 .H F  Поэтому считаем, что 

1( ) Ø.K   Пусть f  − локальный экран форма-

ции ,F  p  − произвольное простое из множества 

1( ).K  Если 11( ),p N K  то по лемме 4.5[1] 

1 11 1F ( ) ( ),pN K N K p f  откуда 1 1F ( ) ( ).pN N p f  

Если 11( ),p N K  то 1 11 1F ( ) ,p N K N K  и, 

значит, 1 1F ( ).pN N  А так как согласно лемме 

4.2 [1] ( ) Ø,p f  то и в этом случае 1 1F ( ) ( ).pN N pf  

Применяя лемму 4.5[1] и учитывая 11 ,N K F  

получаем 1 .N F  Значит, снова 1 O ( ) ,H H F  

а следовательно, и 1H  принадлежит формации 

.F  Справедливость утверждения II при условии 
выполнения утверждения I доказана.  

Пусть выполняется утверждение II. Из ус-
ловия 1 2 ,H H H   где 1 ,H F  2 θФ ( ),H G


  

следует θФ ( ) .H H G


 F  Значит, выполняется 

утверждение I.              

Следствие 4.1.1. Пусть F G F  − локаль-

ная формация, ( ) P, F  θ  − абнормально ' -пол-

ный подгрупповой sm -функтор. И пусть H – суб-

нормальная подгруппа группы G, подгруппа Ф ( )G  

обладает свойством C .  Если θФ ( ) ,H H G


 F  

то .H F  

Следствие 4.1.2. Пусть F G F  − локаль-

ная формация. И пусть подгруппа Ф ( )G  груп-

пы G обладает свойством C ,  H – субнормаль-

ная подгруппа группы G. Тогда следующие ут-
верждения I и II равносильны. 

I. Ф ( ) .H H G F   

II. Факторгруппа O ( )H H  представима в 

виде прямого произведения  
O ( )H H 1 2O ( ) O ( ) ,H H H H    

где: 
1) 1 ;H F   

2) 2( O ( )) ( ) Ø;H H   F  

3) 2 Ф ( ).H G   

Следствие 4.1.3. Пусть F G F  − локаль-

ная формация. И пусть подгруппа Ф ( )G  группы 

G обладает свойством C ,  H – субнормальная 

подгруппа группы G. Тогда следующие утвер-
ждения I и II равносильны. 

I. ( ) .H H G F   

II. Факторгруппа O ( )H H  представима в 

виде прямого произведения  
O ( )H H 1 2O ( ) O ( ) ,H H H H    

где: 
1) 1 ;H F   

2) 2( O ( )) ( ) Ø;H H   F  

3) 2 ( ).H G    

Следствие 4.1.4. Пусть F G F  − ло-

кальная формация, ( ) P. F  И пусть подгруппа 

Ф ( )G  группы G обладает свойством C ,  H – 

субнормальная подгруппа группы G. Если 
( ) ,H H G F  то .H F  

Полагая Ø,   из теоремы 4.1 получаем 
следующий результат. 
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Следствие 4.1.5. Пусть F  − локальная 
формация, θ  − абнормально полный подгруппо-
вой sm -функтор. И пусть H – субнормальная 

подгруппа группы G. Тогда следующие утвер-
ждения I и II равносильны. 

I. θФ ( ) .H H G F   

II. Группа H представима в виде прямого 
произведения 1 2 ,H H H   где: 

1) 1 ;H F   

2) 2( ) ( ) Ø;H   F  

3) 2 θФ ( ).H G  

Следствие 4.1.5 теоремы 4.1 ослабляет тре-
бования, предьявляемые к функтору θ  в теореме 
2 из [3] (а также в утверждении 1) теоремы 1 из 
[4]), и дополняет соответствующий результат. 

Следствие 4.1.6. Пусть F  − локальная фор-

мация, ( ) P, F  θ  − абнормально полный подгруп-

повой sm -функтор. И пусть H – субнормальная 

подгруппа группы G. Если θФ ( ) ,H H G F  то 

.H F  
Следствие 4.1.6 теоремы 4.1 приведено в [3, 

следствие 2.1] и в [4, следствие 1.1] с дополни-
тельным условием регулярности m -функтора θ.   

Следствие 4.1.7. Пусть F  − локальная 
формация, и пусть H – субнормальная подгруппа 
группы G. Тогда следующие утверждения I и II 
равносильны. 

I. Ф( ) .H H G F   

II. Группа H  представима в виде прямого 
произведения 1 2 ,H H H   где: 

1) 1 ;H F   

2) 2( ) ( ) Ø;H   F  

3) 2 Ф( ).H G  

Следствие 4.1.8. Пусть F  − локальная 
формация, и пусть H – субнормальная подгруппа 
группы G. Тогда следующие утверждения I и II 
равносильны. 

I. ( ) .H H G F   

II. Группа H представима в виде прямого 
произведения 1 2 ,H H H   где: 

1) 1 ;H F   

2) 2( ) ( ) Ø;H   F  

3) 2 ( ).H G   

Следствие 4.1.8 включает следствие 2.2 из 
[3] и следствие 1.2 из [4]. 

Следствие 4.1.9 [3], [4]. Пусть F  − локаль-

ная формация, ( ) P. F  И пусть H – субнормаль-

ная подгруппа группы G. Если ( ) ,H H G F  

то .H F  
 

5 Приложения теоремы 2.1 для локаль-
ных Sn -замкнутых формаций. Приложения 

теоремы 4.1 для локальных формаций 
Теорема 5.1. Пусть F G F  − локальная 

Sn -замкнутая формация, θ  − F -абнормально 

' -полный подгрупповой sm -функтор. И пусть 

подгруппа Ф ( )G  группы G  обладает свойст-

вом C ,  H  − субнормальная подгруппы группы 

.G  Если ( ) θO (Ф ( ))H H G
 F ,F  то H  .F  

Доказательство. Пусть 

( ) θO (Ф ( )) .H H G
 F F  

Ясно, что H  − ( ) F -группа. Так как 

( ) θ θО (Ф ( )) Ф ( ),H G H G
   F  

то по теореме 2.1 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     

где 1 ,H F  2( O ( )) ( ) Ø.H H   F  Значит, 

1.H H                                                                      

Следствие 5.1.1. Пусть F G F  − локаль-

ная Sn -замкнутая формация, и пусть подгруппа 

Ф ( )G  группы G  обладает свойством C ,  H  – 

субнормальная подгруппа группы G. Если 

( )O ( ( )) ,H H G   F
F F  то .H F   

В случае Ø   из теоремы 5.1 вытекает 
следующее утверждение.  

Следствие 5.1.2. Пусть F  − локальная Sn -

замкнутая формация, θ  − F -абнормально пол-
ный подгрупповой sm -функтор. И пусть H  − 

субнормальная подгруппа группы G. Если 

( ) θO (Ф ( ))H H G F ,F  то H  .F  

Следствие 5.1.2 теоремы 5.1 включает ре-
зультат из [2] (утверждение (6) леммы 1.1). 

Теорема 5.2. Пусть F G F  − локальная 

формация, θ  − абнормально ' -полный под-
групповой sm -функтор. И пусть H – субнормаль-

ная подгруппа группы ,G  подгруппа Ф ( )G  об-

ладает свойством C .  Если 

( ) θО (Ф ( )) ,H H G
 F F  то .H F  

Доказательство. Пусть 

( ) θO (Ф ( )) .H H G
 F F  

Тогда θФ ( ) ,H H G


 F  и по теореме 4.1 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     где 1 ,H F  

2( O ( )) ( ) Ø.H H   F  

А так как H  − ( ) F -группа, то 1.H H         

Следствие 5.2.1. Пусть F G F  − локаль-

ная формация. И пусть H – субнормальная под-
группа группы ,G  подгруппа Ф ( )G  обладает 

свойством C .  Если ( )О (Ф ( )) ,H H G  F F  

то .H F  
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Следующий результат, вытекающий из тео-
ремы 5.2 в случае, если для абнормально ' -пол-
ного подгруппового sm -функтора θ  и любой 

группы G положить  θ( ) M ( ),G G G  N  усили-

вает следствие 5.2.1 теоремы 5.2 ввиду 

( ) ( )О (Ф ( )) О ( ( )).G G    F F  

Следствие 5.2.2. Пусть F G F  − локаль-

ная формация. И пусть H  – субнормальная под-
группа группы ,G  подгруппа Ф ( )G  обладает 

свойством C .  Если ( )О ( ( )) ,H H G   F F  

то .H F  

Следствие 5.2.3. Пусть F  − локальная фор-
мация, θ  − абнормально полный подгрупповой 

sm -функтор. И пусть H – субнормальная под-

группа группы .G  Если ( ) θО (Ф ( )) ,H H G F F  

то .H F   
Следствие 5.2.3 теоремы 5.2 усиливает тео-

рему 1 из [3], доказанную для случая 

( ) θО (Ф ( ))G H F  и при дополнительном усло-

вии, предполагающем: θ  − абнормально полный 
регулярный m -функтор.  

Следствие 5.2.4. Пусть F  − локальная 
формация, и пусть H – субнормальная подгруппа 
группы G. Если ( )О (Ф( )) ,H H G F F  то .HF   

В частном случае, когда H содержит 

( )О (Ф( )),G F  из следствия 5.2.4 вытекает резуль-

тат M.J. Tomkinson [2, теорема 3.1]. Следующий 
результат усиливает следствие 5.2.4 теоремы 5.2. 

Следствие 5.2.5. Пусть F  − локальная 
формация, и пусть H – субнормальная подгруппа 
группы G. Если ( )О ( ( )) ,H H G  F F  то .HF  

Из следствия 5.2.5 теоремы 5.2 вытекает со-
ответствующий результат для случая 

( )О ( ( ))G H  F  [3, следствие 1.1 теоремы 1]. 

В заключение отметим в виде теоремы одно 
общее, имеющее отношение к теоремам 2.1 и 4.1, 
свойство представления факторгруппы O ( ) ,H H  

связанное с обобщёнными подгруппами Фратти-
ни и локальной формацией .F G F

  
Теорема 5.3. Пусть F G F  − локальная 

формация, и пусть H − подгруппа группы ,G  

подгруппа Ф ( )G  обладает свойством C .  Име-

ют место следующие утверждения. 
I. Если θ  − абнормально ' -полный подгруп-

повой m-функтор, то факторгруппа O ( )H H  

представима в виде прямого произведения 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     

множители которого удовлетворяют условиям: 
1) 1 ;H F  

2) 2 θФ ( ),H G


   

тогда и только тогда, когда O ( )H H  пред-

ставима в виде прямого произведения 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H      

множители которого удовлетворяют условиям: 

1) 1 ;H  F   

2) 2( O ( )) ( ) Ø;H H    F  

3) 2 θФ ( ).H G


   

II. Факторгруппа O ( )H H  представима в 

виде прямого произведения 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     

множители которого удовлетворяют условиям: 
1) 1 ;H F  

2) 2 Ф ( )H G  2( ( )),H G   

тогда и только тогда, когда O ( )H H  пред-

ставима в виде прямого произведения 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H      

множители которого удовлетворяют условиям:  

1) 1 ;H  F   

2) 2( O ( )) ( ) Ø;H H    F  

3) 2 Ф ( )H G  2( ( ),H G   соответст-

венно). 
Доказательство. I. Пусть факторгруппа 

O ( )H H  представима в виде: 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     

где 1 ,H F  2 θФ ( ),H G


  θ  − абнормально ' -

полный подгрупповой m -функтор. Предполо-
жим, 2( O ( )) ( ) Ø.H H   F  Принимая во 

внимание утверждение (5) леммы 1.1, 

θ 'Ф ( ) ( ) ,G G
     G N  

а значит, ввиду S -замкнутости формации ' G N  

подгруппа 2H  ' -нильпотентна и, следователь-

но, учитывая 2O ( ) O ( ),H H   имеем: 

2 0 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H      

где 0 O ( )H H  − нильпотентная холловская 

( ) ' F -подгруппа, а 2 O ( )H H
  − (нильпо-

тентная) холловская '( ) F -подгруппа группы 

2 O ( ).H H  Кроме того, так как формация F  

локальна, то по лемме 4.2 из [1] 0 O ( ) .H H F  

Имеем:  

1 0 2O ( ) O ( ) ( O ( ) O ( ))H H H H H H H H        

1 0 2

1 2

( O ( ) O ( )) O ( )

O ( ) O ( ) ,

H H H H H H

H H H H

  

 

   

 


   

где  

1 1 0O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     F  

2 θФ ( ),H G


  2( O ( )) ( ) Ø.H H    F  

Обратное утверждение не требует доказательства. 
Утверждение II может быть доказано аналогично, 
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т. к. по утверждениям (1) и (5) леммы 1.1 под-
группы Ф ( )G  и ( )G  ' -нильпотентны; ут-

верждение II следует также из утверждения I: 
положим в соответствующих случаях для абнор-
мально ' -полного подгруппового m-функтора θ  

 θ( ) M( )G G G   и  θ( ) M ( ).G G G  N    

Следствие 5.3.1. Пусть F  − локальная фор-
мация, и пусть H − подгруппа группы G. Имеют 
место следующие утверждения. 

I. Если θ  − абнормально полный подгруппо-
вой m-функтор, то группа H представима в виде 
прямого произведения 1 2 ,H H H   множители 

которого удовлетворяют условиям: 
1) 1 ;H F   

2) 2 θФ ( ),H G  

тогда и только тогда, когда H представима в 

виде прямого произведения 1 2 ,H H H    множи-

тели которого удовлетворяют условиям: 

1) 1 ;H  F  

2) 2( ) ( ) Ø;H    F  

3) 2 θФ ( ).H G  

II. Группа H представима в виде прямого 
произведения 1 2 ,H H H   множители которо-

го удовлетворяют условиям: 
1) 1 ;H F  

2) 2 Ф( ),H G  2( ( )),H G   

тогда и только тогда, когда H представима в 

виде прямого произведения 1 2 ,H H H    множи-

тели которого удовлетворяют условиям: 

1) 1 ;H  F   

2) 2( ) ( ) Ø;H    F   

3) 2 Ф( )H G  2( ( ),H G  соответственно). 

 
ЛИТЕРАТУРА 

1. Шеметков, Л.А. Формации конечных 
групп / Л.А. Шеметков. – Москва: Наука, 1978. – 
272 с. 

2. Ballester-Bolinches, A. On F -subnormal 
subgroups and Frattini-like subgroups of a finite 
group / A. Ballester-Bolinches, M.D. Perez-Ramos // 
Glazgow Math. J. – 1994. – № 36. – Р. 241–247. 

3. Бородич, Е.Н. Об абнормальных макси-
мальных подгруппах конечных групп / Е.Н. Бо-
родич, М.В. Селькин // Известия Гомельского 
государственного университета им. Ф. Скорины. 
– 2006. – № 5 (38). – С. 11–13. 

4. Бородич, Р.В. К теореме Л.А. Шеметкова / 
Р.В. Бородич, М.В. Селькин // Вестник БГУ. 
Серия 1. – 2008. – № 3. – С. 101–107. 

5. Каморников, С.Ф. Подгрупповые функто-
ры и классы конечных групп / С.Ф. Каморников, 
М.В. Селькин. – Мн.: Беларуская навука, 2003. – 
254 с. 

6. Белоконь, Л.М. О пересечениях макси-
мальных θ -подгрупп конечных групп и F -аб-

нормально ' -полный подгрупповой m-функтор / 
Л.М. Белоконь // Проблемы физики, математики 
и техники. – 2015. – № 4 (25). – С. 50–58. 

7. Белоконь, Л.М. К вопросу о пересечениях 
максимальных θ -подгрупп конечных групп / 
Л.М. Белоконь // Проблемы физики, математики 
и техники. – 2015. – № 3 (24). – С. 46–50. 

8. Селькин, М.В. Пересечение максималь-
ных подгрупп в конечных группах / М.В. Сель-
кин, В.Н. Семенчук // Вопросы алгебры. – 1985. – 
Вып. 1. – С. 67–72. 

9. Белоконь, Л.М. Пересечения максималь-
ных подгрупп конечных групп и радикальные 
формации / Л.М. Белоконь // Известия Гомель-
ского государственного университета им. Ф. Ско-
рины. – 2013. – № 6 (81). – С. 3–10. 

10. Белоконь, Л.М. О пересечениях макси-
мальных подгрупп конечных групп / Л.М. Бело-
конь // Проблемы физики, математики и техники. – 
2014. – № 4 (21). – С. 46–59. 

 
Поступила в редакцию 30.09.16. 

 



Проблемы физики, математики и техники, № 1 (30), 2017 
 

© Жогаль С.П., Жогаль С.И., Клименко А.В., 2017                    37 

  
УДК 517.9 + 537.86 

ИССЛЕДОВАНИЕ СЛУЧАЙНЫХ АВТОКОЛЕБАТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ 
С ОДНОЙ СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ 

МЕТОДОМ КАНОНИЧЕСКИХ РАЗЛОЖЕНИЙ 
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1Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
2Белорусский государственный университет транспорта, Гомель 

 
INVESTIGATION OF STOCHASTIC SELF-OSCILLATORY SYSTEMS 

WITH ONE DEGREE OF FREEDOM BY 
METHOD OF CANONICAL REPRESENTATIONS 

S.P. Zhogal1, S.I. Zhogal2, A.V. Klimenko1 
1F. Scorina Gomel State University 

2Belarusian State University of Transport, Gomel 
 

Исследованы установившиеся случайные колебания в автоколебательных системах методом канонических разложе-
ний. Получены соотношения для нахождения наиболее вероятных значений амплитуды и фазы установившихся коле-
баний в системах с аддитивными широкополосными шумами. 
 
Ключевые слова: автоколебательная система, случайные колебания, метод канонических разложений, амплитуда 
стационарных случайных колебаний. 
 
Random fluctuations in the self-oscillatory systems were investigated by canonical representations. The equations to find the 
most probable values of the amplitude and phase of the steady-state oscillations in systems with additive wideband noises are 
obtained.  
 
Keywords: self-oscillatory system, stochastic oscillations, method of canonical representations, amplitude of stationary stochas-
tic oscillations. 

 
 

Введение 
При изучении колебательных систем боль-

шое внимание уделяется исследованию случай-
ных колебаний [1]–[3], [5]. В том случае, когда 
ставится задача проведения качественных анали-
тических исследований, применение метода мар-
ковских диффузионных процессов даже в случае 
широкополосных шумов может оказаться невоз-
можным из-за неинтегрируемости в квадратурах 
соответствующих уравнений Колмогорова – Фок-
кера – Планка (КФП). 

Применяя метод канонических разложений 
в том варианте, который был изложен в [3], на 
первый взгляд кажется естественным искать ма-
тематическое ожидание ( )am t  амплитуды слу-

чайных колебаний a, исходя из следующего со-
отношения 

 ( ) ( ) cos ( ) ,x am t m t t m t           (0.1) 

где ( )xm t  – решение соответствующего детер-

минированного уравнения, ( )m t  – математиче-

ское ожидание фазы случайных колебаний. 
В этом случае можно сделать вывод о том, 

что математическое ожидание амплитуды слу-
чайных колебаний не зависит от интенсивности 
шумов и совпадает с амплитудой детерминиро-
ванных колебаний системы. Однако это не так, 

например, при возрастании интенсивности адди-
тивного шума в генераторе Ван-дер-Поля проис-
ходит рост как модального значения амплитуды 
колебаний, так и ее математического ожидания.  

 
1 Влияние интенсивности аддитивных 

шумов 
Покажем, что при возрастании интенсивно-

сти аддитивного шума в автоколебательной сис-
теме происходит рост как модального значения 
амплитуды колебаний, так и ее математического 
ожидания.  

Пусть ( )x t  является решением следующего 

стохастического квазилинейного дифференци-
ального уравнения: 

2( ) ( ) ( , , ) ( , , ) ( ),x t x t f t x x g t x x t         (1.1) 

где ( )t  – некоторый широкополосный случай-

ный процесс,   – малый положительный пара-
метр. Тогда решение уравнения (1.1) можно ис-
кать в виде: 

 ( ) ( ) cos ( ) ,x t a t t t     

где ( )a t  и ( )t  – медленно меняющиеся случай-

ные функции. 
Поскольку всякий случайный процесс может 

быть представлен в виде своего канонического 
разложения, то, с другой стороны, для ( )x t  имеем: 

МАТЕМАТИКА
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( ) ( ) ( ).x k k
k

x t m t V x t   

Тогда для  

 ( ) ( ) ( )sin ( )y t x t a t t t       

в силу линейности и однородности операции 
дифференцирования, получаем: 

( ) ( ) ( ).x k k
k

y t m t V x t    

Воспользовавшись обратным преобразова-
нием для амплитуды колебаний получаем: 

 2

2 2

2

( )

1
( ) ( ) ( ) ( )x y

E a t

E m t X t m t Y t



                  

   

2 2

2

1
) ( ) ( ) ( )x yE m t X t E m t Y t

                            

 
 

 

2 2
2

2 2 2 2
2

1
( ) ( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) ( ) ( ) ,

x y x y

x x k k k
k

m t m t D t D t

m t m t D x t x t

    


   
  

(1.2) 

где 

( ),

( ).

k k
k

k k
k

X V x t

Y V x t














 

Из (1.2) непосредственно следует, что мате-
матическое ожидание ( )am t  амплитуды случай-

ных колебаний не совпадает с амплитудой де-
терминированных колебаний, а именно, превос-
ходит ее, причем, чем больше интенсивность 
шумов в системе, тем значительнее прирост и 

( )am t  и модального значения амплитуды. 

Итак, находить оценку ( ),am t  основываясь 

на соотношении (0.1), где ( )xm t  – решение соот-

ветствующего системе детерминированного ура-
внения, не совсем корректно. Поэтому желатель-
но при использовании подхода, основанного на 
применении метода канонических разложений в 
сочетании с методом усреднения, при нахожде-
нии оценки ( )am t  учесть ее зависимость от ин-

тенсивности случайных возмущений. 
Рассмотрим квазилинейную колебательную 

систему, подверженную аддитивному воздейст-
вию стационарного широкополосного шума. Ма-
тематической моделью такой системы может 
служить уравнение: 

2( ) ( ) ( , , ) ( ),x t x t f t x x t           (1.3) 

где ( )t  – гауссовский белый шум единичной 

интенсивности. Так как белый шум является ста-
ционарным случайным процессом, то его можно 
представить в виде канонического разложения [4] 

 
0

( ) cos sin ,k k k k
k

t V v t U u t




      (1.4) 

где kV  и kU  таковы, что для любых , ,  ( ) :k i j i j  

     
     

0,

0, .

k k k k

i j k k k

E V E U E V U

E VU D V D U D

  

  
 

Решение уравнения (1.3) будем, как обычно 
принято, искать в виде: 

( ) ( ) cos ( ),

( ) ( ) ( )sin ( ),

( ) ( ),

x t a t t

y t x t a t t

t t t

 
   

    

  

где ( ),  ( )a t t  – медленно меняющиеся функции 

времени. 
Применяя формулу Ито дифференцирова-

ния сложной случайной функции и формулы 
обратного преобразования, получаем стохасти-
ческие дифференциальные уравнения (СДУ) Ито 
в нормальной форме. Используя спектральное 
представление (1.4) белого шума ( )t  и канони-

ческие разложения амплитуды и фазы колебаний 

0

0

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

a k k
k

k k
k

a t m t V a t

t m t V t










 

   




 

после их подстановки в соответствующие СДУ 
Ито, получаем: 

 

0

2
2

2

0

, cos ,

sin sin

cos

2

sin cos sin ,

a k
k

k

a k k
k

a k k
k

a k k
k

k k k k
k

dm da
V

dt dt

f t m V a

m V a

m V a

V v t U u t









 

         
      

  


  
   
 


   












 

 

0

2

2

2

0

, cos ,

sin cos

sin cos

cos
cos sin .

k
k

k

a k k
k

a k k
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(1.5) 

Для определения оценок математических 
ожиданий амплитуды и фазы колебаний, игнорируя 
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влияние членов, содержащих kV  и ,kU  получаем 

следующие детерминированные уравнения: 
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    (1.6) 

Поскольку полученные детерминированные 
уравнения (1.6) имеют стандартную по Н.Н. Бо-
голюбову форму [5], то их правые части можно 
подвергнуть процедуре усреднения. Учитывая 
стационарность случайного воздействия, а также 
то, что коэффициенты усредненных уравнений 
(1.6) не будут явно зависеть от времени, пред-
ставляется возможным исследовать стационар-
ные режимы системы (1.3). Для их исследования, 
исходя из усредненных уравнений (1.6), получаем: 

 

 

2
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4
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
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 (1.7) 

Рассмотрим несколько примеров конкрет-
ных колебательных систем, подверженных непа-
раметрическим широкополосным стационарным 
случайным воздействиям, и найдем для них 
оценки математических ожиданий am  амплитуд 

установившихся колебаний согласно (1.7). 
Пусть требуется определить математиче-

ское ожидание амплитуды стационарных коле-
баний следующей автономной системы Ван-дер-
Поля: 

2 21 ( ).x x x x t                    (1.8) 

После проведения описанной выше проце-
дуры для получения оценки математического 
ожидания амплитуды случайных колебаний по-
лучаем уравнение 

2
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
  (1.9) 

Для нахождения стационарного значения 

am  полагаем 0.adm

dt
  Тогда, исходя из (1.9), 

несложно получить следующую оценку: 
1

2 2
2

2
2 2 1 .

2am
 

    
 

Данный результат не вызывал бы никаких 
сомнений в случае симметричности распределе-
ния амплитуды колебаний. Однако, асимметрия 

этого распределения отрицательна, и, следова-
тельно, математическое ожидание амплитуды 
колебаний должно быть меньше ее модального 
значения. Таким образом, полученная с исполь-
зованием соотношений (1.7) оценка am  для сис-

темы (1.8) в точности совпала с оценкой модаль-
ного значения амплитуды, основанной на приме-
нении аппарата уравнений КФП. Получение сме-
щенной в сторону увеличения оценки математи-
ческого ожидания амплитуды стационарных ко-
лебаний свидетельствует о неправомерности пре-
небрежения влиянием диффузионных членов ура-
внений (1.5) при выписывании соотношений (1.6). 

Рассмотрим более сложную систему, под-
верженную внешнему гармоническому силовому 
воздействию на основной частоте генерации: 

2 21
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Воспользовавшись соотношениями (1.7), по-
лучаем для определения математического ожи-
дания амплитуды установившихся колебаний 
следующее соотношение 
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или 
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Данное соотношение совпадает с выраже-
нием, полученным для определения модального 
значения амплитуды стационарных колебаний по 
методу КФП. 

Аналогичное совпадение получается и при 
вычислении оценки математического ожидания 
стационарной амплитуды колебаний для систе-
мы с периодически изменяющейся частотой ко-
лебаний: 
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   (1.10) 

В случае, когда 0,P   исходя из соотноше-

ний (1.7) для am  получаем: 
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откуда непосредственно следует соотношение 
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2 22
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 (1.11) 

Соотношение (1.11) в точности совпадает с 
оценкой модального значения амплитуды ста-
ционарных колебаний системы (1.10), получен-
ной в [5]. 
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2 Нахождение наиболее вероятных зна-
чений характеристик стационарных случай-
ных колебаний 

Приведенные выше расчеты для конкрет-
ных колебательных систем позволяют утвер-
ждать, что при применении приведенной выше 
методики получены приближенные верхние оцен-
ки математического ожидания am  амплитуды 

стационарных колебаний систем с аддитивными 
шумами, совпадающие с наиболее вероятными 
значениями амплитуды. Основываясь на данном 
факте, сформулируем следующую теорему. 

Теорема. Наиболее вероятные значения ам-
плитуды a  и фазы   стационарных случайных 
колебаний в системах вида 

2( ) ( ) ( , , ) ( ),x t x t f t x x t           (2.1) 

где ( )t  – стационарный широкополосный слу-

чайный процесс, определяются из следующих со-
отношений 
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Доказательство. Докажем теорему для сис-
тем, удовлетворяющих условиям потенциально-
сти соответствующих уравнений КФП. В случае 
выполнения условия потенциальности решение 
уравнения КФП может быть записано в виде: 
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Выписывая условие потенциальности 
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получаем 
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                 (2.3) 

Таким образом, соотношение (2.3) является 
условием потенциальности для систем с непара-
метрическими широкополосными шумами, спек-
тральная плотность которых изменяется медлен-
но в достаточно большом диапазоне частот, 
включающем собственные частоты системы. 

При выполнении условия (2.3) и в том слу-
чае, когда 

2

22

(0, )
0

(0)

K

K


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(а это условие для реальных колебательных сис-
тем практически всегда имеет место), решение 
соответствующего уравнения КФП может быть 
представлено в виде: 
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Для нахождения наиболее вероятных значе-
ний амплитуды и фазы стационарных колебаний, 
вычисляя 
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С учетом приведенных соотношений, имеем: 
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что и требовалось доказать. 
Несмотря на то, что доказательство теоремы 

проведено лишь для случая потенциальности 
соответствующего системе (2.1) уравнения КФП, 
соотношения (2.2) могут быть использованы для 
нахождения наиболее вероятных характеристик 
случайных колебаний и в общем случае, по-
скольку они получены без учета условий (2.3). 

 
Заключение 
Уравнения КФП многих неавтономных ко-

лебательных систем не интегрируются в квадра-
турах [1], [6]. Поэтому задача применения дру-
гих методов получения оценок характеристик 
случайных колебаний в подобных системах 
весьма актуальна. В работе рассмотрены вопро-
сы применения метода канонических разложе-
ний для исследования квазилинейных колеба-
тельных систем, подверженных непараметриче-
ским стационарным широкополосным шумам, 
получены соотношения для определения харак-
теристик установившихся колебаний, обобщаю-
щие результаты работы [3] на неавтономный 
случай. Доказана теорема, определяющая соот-
ношения для определения наиболее вероятных 
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значений амплитуд и фаз установившихся коле-
бательных режимов в неавтономных квазили-
нейных системах с аддитивными шумами. При 
применении предложенной методики получены 
приближенные верхние оценки математического 
ожидания am  амплитуды стационарных колеба-

ний систем с аддитивными шумами, совпадаю-
щие с ее наиболее вероятными значениями. 
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДЕФОРМИРОВАНИЯ КРУГОВОЙ 
ТРЕХСЛОЙНОЙ ПЛАСТИНЫ НА ОСНОВАНИИ ПАСТЕРНАКА 

А.Г. Козел 

Белорусский государственный университет транспорта, Гомель 
 

MATHEMATICAL MODEL OF DEFORMATION OF THE CIRCULAR 
THREE-LAYER PLATE ON THE BASIS OF PASTERNAK 

A.G. Kozel 

Belarusian State University of Transport, Gomel 
 

Приведена постановка краевой задачи об изгибе несимметричной по толщине упругой трёхслойной круговой пластины 
на основании Пастернака. Получено общее аналитическое решение, которое может служить исходным для исследова-
ния любого случая симметричного изгиба трёхслойной круговой пластины, опертой на упругое основание Пастернака.  
 
Ключевые слова: трехслойная круговая пластина, симметричный изгиб, основание Пастернака. 
 
Statement of a boundary problem about a bend of an elastic three-layer circular plate on the basis of Pasternak is given. General 
analytical solution for the asymmetrical on thickness plate is obtained. It can serve as a source for the study of any case of 
symmetric bending a circular three-layer plate, simply supported on an elastic foundation of Pasternak’s. 
 
Keywords: three-layer circular plate, symmetric bend, Pasternak's basis. 

 
 

Введение 
Современные тенденции в строительстве 

диктуют всё новые и новые требования к конст-
рукциям и изделиям. Необходимость повышения 
прочностных характеристик непрерывно возрас-
тает, а условия эксплуатации становятся всё бо-
лее жесткими. Широкое применение в технике и 
строительстве получили многослойные конст-
рукции. Стержни, пластины и оболочки, имею-
щие слоистую структуру, при относительно ма-
лом весе способны обеспечить заданную проч-
ность, жёсткость и противостоять ряду других 
физических воздействий. 

В последнее время значительное распро-
странение получили трехслойные элементы кон-
струкций, которые состоят из двух несущих сло-
ев и заполнителя, обеспечивающего их совмест-
ную работу. В условиях деформации изгиба по-
добные системы оказываются наиболее рацио-
нальными, т. е. близкими оптимальным с точки 
зрения обеспечения минимума весовых показа-
телей при заданных ограничениях на прочность 
и жесткость. 

Статическое и динамическое деформирование 
трехслойных элементов конструкций исследовалось 
В.В. Болотиным, А.Г. Горшковым, Э.И. Старо-
войтовым, Д.В. Леоненко, А.В. Яровой, Ю.М. Плес-
качевским в работах [1]–[5]. 

Важную роль играет расчёт конструкций, 
связанных с упругим основанием. Это примени-
мо к таким сооружениям как аэродромные и до-
рожные покрытия, полы промышленных зданий, 
днища резервуаров, ленточные фундаменты, 
треки для испытаний и площадки для запуска 

ракет, конструкции зданий, расположенных на 
сжимаемых грунтах и многим другим. 

В настоящее время деформирование круг-
лых трехслойных пластин изучено при опирании 
на основание Винклера [6]–[15]. Однако в этом 
случае учитывается только сжимаемость грунта, 
а его связность пренебрегается. Таким образом, 
предлагаемая постановка задачи является более 
общей, из которой будут следовать предыдущие 
модели как частные случаи.  

 
1 Постановка краевой задачи в усилиях 
Поперечно нагруженная упругая трехслой-

ная круговая пластина покоится на упругом ос-
новании (рисунок 1.1). Для изотропных несущих 
слоев толщиной h1, h2 приняты гипотезы Кирх-
гофа о несжимаемости, прямолинейности и пер-
пендикулярности нормали к деформированной 
срединной поверхности. В несжимаемом по 
толщине заполнителе (h3 = 2с) деформированная 
нормаль остается прямолинейной, не изменяет 
своей длины, но поворачивается на некоторый 
дополнительный угол ψ. Заполнитель считается 
легким, т. е. не учитывается его работа в танген-
циальном направлении.  

Постановка задачи и ее решение проводятся 
в цилиндрической системе координат r, φ, z. 
Внешняя вертикальная нагрузка не зависит от 
координаты φ: q0 = q0(r). На контуре пластины 
предполагается наличие жесткой диафрагмы, 
препятствующей относительному сдвигу слоев. 
На нижнюю поверхность пластины действует 
распределенная по ее площади реакция основа-
ния qr. 

МАТЕМАТИКА
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Рисунок 1.1 – Схема деформирования круговой пластины 

 
В силу симметрии нагрузки тангенциальные 

перемещения в слоях отсутствуют: uφ(k) = 0 (k – 
номер слоя), а прогиб пластины, относительный 
сдвиг в заполнителе и радиальное перемещение 
координатной плоскости не зависят от координа-
ты φ, т. е. u(r), ψ(r), w(r). В дальнейшем эти 
функции считаются искомыми. Через hk обозна-
чена толщина k-го слоя, реакция основания – .rq  

Используя гипотезу прямолинейности нор-
мали заполнителя (3) (3)2 , , ,rz r z ru w      после ин-

тегрирования получим выражения радиальных пе-
ремещений в слоях ur(k) через искомые функции: 

(1)
1, ( ),r ru u c zw c z c h        

(3) , ( ),r ru u z zw c z c        
(2)

2, ( ),r ru u c zw c h z c            (1.1) 

где z – координата рассматриваемого волокна; 
(u + cψ) – величина смещения внешнего несуще-
го слоя за счет деформации заполнителя, для вто-
рого несущего слоя это смещение (u – cψ), запя-
тая в нижнем индексе обозначает операцию диф-
ференцирования по следующей за ней координате. 

Деформации в слоях следуют из (1.1) и со-
отношений Коши: 

(1) , , , ,r r r rru c zw      

(1) 1
( , ),ru c zw

r      (1) 0,rz   

(2) , , , ,r r r rru c zw      

(2) 1
( , ),ru c zw

r      (2) 0,rz   

(3) , , , ,r r r rru z zw      

(3) 1
( , ),ru z zw

r      (3) 1
2 .rz          (1.2) 

Используя компоненты тензора напряжений 
( )k
  (α = r, φ), введем обобщенные внутренние 

силы и моменты в пластине: 

3 3
( ) ( )

1 1

,
k

k k

k k h

T T dz  
 

      

3 3
( ) ( )

1 1

,
k

k k

k k h

M M zdz  
 

      

 (3) (1) (2) .H M c T T                   (1.3) 

Уравнения равновесия круговой трехслой-
ной пластины в усилиях получены из вариаци-
онного принципа Лагранжа:  

1
, ( ) ,r r rT T T p

r      

1
, ( ) 0,r r rH H H

r     

0

1
, (2 , , ) .r rr r r r RM M M q q

r           (1.4) 

На контуре пластины (r = r1) должны вы-
полняться силовые условия  

1 1 1

1

, , ,

1
, ( ) .

r r r r r r

r r r

T T H H M M

M M M Q
r 

  

  
         (1.5) 

 

2 Решение краевой задачи в перемещениях  
Предполагается, что связь напряжений и 

деформаций в слоях описывается соотношения-
ми линейной теории упругости:  

2 ,k k
ks G э   .k k

kK                 (2.1) 
Связь между реакцией и прогибом прини-

маем в соответствии с моделью Пастернака [16], 
согласно которой:  

0( ) κ ,r fq r w t w                     (2.2) 

где 0  – коэффициент сжатия, формально совпа-
дающий с коэффициентом жесткости основания 
Винклера; ft  – коэффициент сдвига материала 

основания;   – оператор Лапласа 
2

2

1
( ) .

w w
w r

r rr

 
  


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Используя соотношения (1.2), (1.3), (2.1), 
(2.2) усилия в уравнениях (1.4) можно выразить 
через три искомые функции. В результате полу-
чим систему дифференциальных уравнений рав-
новесия в перемещениях, описывающую изгиб 
круговой трехслойной пластины на упругом ос-
новании Пастернака:  

2 1 2 3( , ) ,rL a u a a w p      

2 2 4 5( , ) 0,rL a u a a w     

3 3 5 6 0 0( , ) κ ,r fL a u a a w w t w q         (2.3) 

где L2, L3 – дифференциальные операторы, an – 
коэффициенты, определяемые через модули уп-
ругости материалов и геометрические параметры 
слоев 

3

1
1

,k k
k

a h K 



   2 1 1 2 2( ),a c h K h K    

   1 1
3 1 1 1 2 2 22 2 ,a h c h K h c h K      

 2 2
4 1 1 2 2 33 ,a c h K h K cK      

    21 1 2
5 1 1 1 2 2 2 32 2 3 ,a c h c h K h c h K c K          

 
 

2 21
6 1 1 1 13

2 2 31 2
2 2 2 2 33 3 ,

a h c ch h K

h c ch h K c K



 

   

   
 

4 2
3 3, ,k k k k k kK G K K G K      

 3 2 2 3

2 , ,1
( ) ( ) , , ,rr r

r rrr

g g g
L g rL g g

r r r r
      

2 2

,1
( ) ( ), , , .r

r r rr

g g
L g rg g

r r r
     
 

 

С помощью первых двух уравнений систе-
мы (2.3) в третьем уравнении обнуляем коэффи-
циенты перед функциями u и ψ. После некото-
рых преобразований выделим дифференциальное 
уравнение четвертого порядка для определения 
прогиба w(r):  

2 3

4
1

2 1 1
, , , ,

1
, , ,

rrrr rrr rr r

f rr r

w w w w
r r r

t w w w q
r

   

      
 

         (2.4) 

или 
2 4

1 ,fw t w w q       

где 
4

0 ,D     0 ,q q D   1 ,f ft t D  
2

1 1 4 2
2 2 2

1 6 3 1 4 2 1 5 2 3

( )
.

( )( ) ( )

a a a a
D

a a a a a a a a a a




   
 

Рассмотрим однородное уравнение, соот-
ветствующее полученному уравнению (2.4), и 
введем в нем замену переменной .x r   В ре-
зультате приходим к уравнению вида 

2 3

2
0

2 1 1
, , , ,

1
2 , , 0

xxxx xxx xx x

xx x

w w w w
x x x

t w w w
x

   

     
 

 

или 
2 2

02 0,w t w w                        (2.5) 

где 

12
0 2

2 ,ft
t 


 

2

2

1
( ) .

w w
w x

x xx

 
  


 

Уравнение (2.5) может быть приведено к 
системе эквивалентных ему двух уравнений вто-
рого порядка. Пусть ( )w w x  – некоторое част-

ное решение однородного уравнения (2.5), удов-
летворяющее в то же время уравнению  

0,w w                               (2.6) 
где λ – константа, подлежащая определению. 

Исходя из уравнения (2.6), имеем 
,w w    2 2 .w w                    (2.7) 

Подставив теперь выражения (2.7) в исход-
ное уравнение (2.5), получим относительно λ 
характеристическое уравнение 

2 2
02 1 0.t                          (2.8) 

Значения корней характеристического 
уравнения (2.8) определяются формулами 

2 2 2
1 0 0( ) 1,t t      

2 2 2
2 0 0( ) 1.t t                      (2.9) 

Следует отметить, что для реальных грун-
тов значение интегральной характеристики на-
ходится в пределах [16] 2

00 1.t   Случай 2
0 0t   

соответствует отсутствию сил сдвига в упругом 
основании 0.ft   

Таким образом, корни характеристического 
уравнения (2.8) можно рассматривать как ком-
плексно сопряженные величины 

1 1 1,a a ib      

2 1 1,a a ib                       (2.10) 

где 2
1 0 ,a t  2

1 01 ( ).b t   

 

 
 

Рисунок 2.1 – Области расположения 
комплексных величин 

 
Заметим, что комплексные величины (2.9) 

расположены в областях (рисунок 2.1) 

arg ,
2

a


    arg
2

a


           (2.11) 

–1

–1

1

1 x

b1

b1

a1 

a1 

a=a1+ib1 

a=a1 –ib1 
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и равны по модулю, согласно теореме Виета, 
свободному члену характеристического уравне-
ния (2.8), т. е. равны единице: 

1,a   1.a                      (2.12) 

Исходя из уравнения (2.5), можно видеть, 
что двум комплексно сопряженным корням 
(2.10) соответствуют два линейно независимых 
уравнения второго порядка 

1 1 1

1
, , 0,xx xw w aw

x
    

2 2 2

1
, , 0.xx xw w aw

x
                (2.13) 

Общий интеграл основного дифференци-
ального уравнения (2.4) может быть теперь пред-
ставлен в виде  

1 2 ,pw w w w                     (2.14) 

где 1w  и 2w  – фундаментальная система частных 
интегралов, удовлетворяющая дифференциаль-
ным уравнениям (2.13), а pw  – частный инте-

грал, соответствующий неоднородному уравне-
нию (2.4). 

Введем новые переменные по формулам: 

,u ax  .v a x                  (2.15) 
С введением новых переменных (2.15) пре-

образуем уравнение (2.13) к уравнениям Бесселя 
нулевого порядка: 

1 1
12

1
0,

dw dw
w

u dudu
     

2 2
22

1
0.

dw dw
w

v dvdv
                 (2.16) 

Решение системы (2.16), как это следует из 
теории бесселевых функций, можно записать в 
виде: 

(1)
1 1 0 2 0( ) ( ) ( ),w x B I ax B H ax   

(2)
2 3 0 4 0( ) ( ) ( ),w x B I a x B H a x     (2.17) 

где 0 ( )I ax  и 0 ( )I a x  – функции Бесселя пер-

вого рода, нулевого порядка, аргументов ax  и 

;a x  (1)
0 ( )H ax  и (2)

0 ( )H a x  – функции Ганке-
ля первого и второго рода, нулевого порядка от 
тех же аргументов.  

Используя решение (2.17), перепишем об-
щий интеграл (2.14) в окончательной форме  

(1)
1 0 2 0

(2)
3 0 4 0

( ) ( )

( ) ( ) .p

w B I ax B H ax

B I a x B H a x w

  

  
      (2.18) 

Отметим, что для решения практических 
задач аргумент цилиндрических функций, вхо-
дящих в выражение (2.18), удобнее представить 
в показательной или тригонометрической форме: 

cos sin ,ia e i      

cos sin ,ia e i                (2.19) 

где  
1

arg ,
2

a    а  модуль  комплексных  чисел 

a  и a  в соответствии с (2.12) положен рав-
ным единице. 

Из выражений  (2.11) и (2.19) можно видеть, 
что функции  

0 ( ),I ax  0 ( ),I a x  (1)
0 ( ),H ax  (2)

0 ( )H a x  

определены в областях 

,
2 4

 
    .

2 4

 
      

В частном случае, когда характеристика уп-
ругого основания на сдвиг ft  равна нулю 

2
0( 0),t   эти функции определяются вдоль пря-

мой, наклоненной к действительной оси под уг-

лом .
4


    

Так как функции 0 ( ),I ax  0 ( ),I a x  
(1)
0 ( ),H ax  (2)

0 ( )H a x  являются комплексными, 

а функция прогибов пластины w должна быть 
действительной, то постоянные интегрирования 
B1, B2, B3, B4 также должны быть комплексными 
числами. Для того чтобы выразить решение за-
дачи через действительные функции, перепишем 
интеграл (2.18) в другой форме  

1 0 2 0

3 0 4 0

( ) ( )

( ) ( ) ,p

W C u ax C v ax

C f a x C g a x w

  

  
       (2.20) 

где введены следующие обозначения: 

0 0
0 0

( ) ( )
( ) Re ( ) ,

2

I ax I a x
u x I ax


    

0 0
0 0

( ) ( )
( ) Im ( ) ,

2

I ax I a x
v x I a x

i


   

(1) (2)
(1) 0 0

0 0

( ) ( )
( ) Re ( ) ,

2

H ax H a x
f x H ax


   

(1) (2)
(2) 0 0

0 0

( ) ( )
( ) Im ( ) .

2

H ax H a x
g x H a x

i


   

Из выражений (2.20) следует, что функции 

0 ( ),u x  0 ( )f x  представляют собой действитель-

ные, а функции 0 ( ),v x  0 ( )g x  – мнимые части 

функций Бесселя и Ганкеля нулевого порядка. 
Так как эти функции действительны, то действи-
тельными будут и произвольные постоянные С1, 
С2, С3, С4, которые определяются из граничных 
условий типа (1.5).  

 
Заключение 
Полученное в работе общее решение можно 

использовать для исследования любого случая 
симметричного изгиба трёхслойной круговой 
пластины при опирании ее на упругое основание 
Пастернака.  
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OPTIMALITY CRITERION FOR SEMI-INFINITE PROGRAMMING PROBLEMS 

WITH FAITHFULLY CONVEX CONSTRAINT FUNCTIONS 

O.I. Kostyukova1, M.V. Kulahina2 
1Institute of Mathematics of National Academy of Sciences of Belarus, Minsk 

2F. Scorina Gomel State University 
 

Рассматриваются выпуклые задачи полубесконечного программирования с многогранным множеством индексов и 
вполне выпуклыми функциями ограничений. Для указанного класса задач формулируется и доказывается явный кри-
терий оптимальности. Проводится сравнительный анализ данного критерия с известными ранее условиями оптималь-
ности. Приводится иллюстративный пример.  
 
Ключевые слова: полубесконечное программирование, выпуклое программирование, неподвижный индекс, порядок не-
подвижности, вполне выпуклость. 
 
Convex semi-infinite programming problem with polyhedral index sets and faithfully convex constraint functions are consid-
ered. An explicit optimality criterion is formulated and proved for the given class of problems. A comparative analysis of this 
criterion with known optimality conditions is performed. An illustrative example is presented.  
 
Keywords: semi-infinite programming, convex programming, immobile index, immobility order, faithfully convex function. 

 
 

Введение 
Полубесконечное программирование в по-

следнее время является областью активных ис-
следований [1], [2]. К задачам полубесконечного 
программирования относятся задачи нахождения 
экстремума некоторой функции с конечным чис-
лом переменных на множестве, заданном беско-
нечным числом ограничений.  

Условия оптимальности являются одним из 
основных вопросов при исследовании задач по-
лубесконечной оптимизации [3], [4]. Большинст-
во известных условий оптимальности для полу-
бесконечного программирования предполагают 
выполнение некоторых условий регулярности 
[5], [6]. Однако хорошо известно, что эти усло-
вия могут нарушаться. Поэтому актуальной яв-
ляется проблема получения условий оптималь-
ности при выполнении наиболее слабых условий 
регулярности либо вообще без них.  

В [7] был предложен подход для исследова-
ния задач полубесконечной оптимизации, кото-
рый позволяет свести проверку оптимальности 
заданного допустимого плана в задаче полубес-
конечного программирования к его проверке на 
оптимальность во вспомогательной задаче нели-
нейного программирования. На основе данного 
подхода в [8] был сформулирован и доказан не-
явный критерий оптимальности для выпуклых 
задач полубесконечного программирования.  

В статье рассматривается случай, когда ог-
раничения задачи полубесконечного программи-
рования являются вполне выпуклыми. Понятие 
вполне выпуклой функции было введено Рокка-
феллором [9]. Исследуются выпуклые задачи 
полубесконечного программирования с много-
гранным множеством индексов. Учитывая впол-
не выпуклость функции ограничений данной 
задачи, формулируется явный критерий опти-
мальности, не требующий выполнения извест-
ных условий регулярности. Приводится пример 
применения данного критерия оптимальности. 
Анализируется взаимосвязь полученного крите-
рия оптимальности для задачи полубесконечного 
программирования с вполне выпуклыми функ-
циями ограничений с уже известными условиями 
оптимальности.  
 

1 Постановка задачи, необходимые опре-
деления и обозначения  

Рассмотрим задачу полубесконечного про-
граммирования вида  

min ( )
nx

c x


    (1.1) 

( ) 0f x t t T       

где  
{ }s T

k kT t h t h k K        

– ограниченный многогранник, содержащий бо-
лее одного элемента, K – конечное множество 
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индексов, вектора s
kh   и числа kh k K     

заданы, функции ( )f x t  для каждого t T  и 

( )c x  выпуклые по nx   Предположим, что 

функция ( )f x t  достаточно гладкая по t  и x  и 

функция ( )c x  достаточно гладкая по .x  

В дальнейшем будем использовать следую-
щие обозначения. Любой вектор – вектор-стол-

бец; если ( )r t    то 
( ) sr t

t





  – вектор-столбец; 

если ( ) mr t   – вектор-столбец, то 
( ) s mr t

t


 


  

а 
( )T

m sr t

t


 


  Здесь и далее символ T  означает 

транспонирование.  
Обозначим через X множество допустимых 

планов задачи (1.1):  
{ ( ) 0 }nX x f x t t T          

Для данного t T  обозначим через ( )aK t K  

множество активных ограничений в t    
( ) { }T

a k kK t k K h t h      

и через ( )L t  – множество допустимых направле-

ний для индекса t  в T    
( ) { 0 ( )}s T

k aL t l h l k K t              (1.3) 

Для данного x X  обозначим через ( )aT x T  

множество активных индексов в x    
( ) { ( ) 0}aT x t T f x t       

Введем согласно работе [7] следующие опреде-
ления:  

Определение 1.1. Индекс t T  называется 
неподвижным в задаче (1.1), если ( ) 0f x t    

x X     
Обозначим через T   множество всех непод-

вижных индексов задачи (1.1).  
Определение 1.2 Будем говорить, что не-

подвижный индекс t T   имеет порядок непод-
вижности ( ) {0 1 }q t l      вдоль допустимого 

направления ( ) 0l L t l     если  

01  
0

( )
0 0 ( )

i

i

d f x t l
x X i q t l

d


 
       


 

02  существует вектор ( )x x t l X    такой, 

что 
( ) 1

( ( ) 1)

0

( )
0

q t l

q t l

d f x t l

d

 

 


  
 




  

Здесь предполагаем, что 
0

0

0

( )
( )

d f x t l
f x t

d


  
  


 

Предположение 1.1 Предположим, что 0X   

и  ( ) 1 ( ) 0q t l l L t \ t T           
Согласно работе [8] из Предположения 1.1 

следует, что множество индексов T   состоит из 

конечного числа элементов. Следовательно, мно-
жество T   допускает представление  

{ }jT t j J
     

где J  – некоторое конечное множество индексов. 

Для каждого t T  множество допустимых 
направлений, определенное в (1.3), может быть 
представлено в следующем виде:  

( )

( )

( ) ( )

( ) 0 ( ) ,

s
i i

i P t

i i i
i I t

L t l l b t

a t i I t






     



       








 

где вектора ( ) ( )ib t i P t   – двунаправленные лу-

чи, ( ) ( )ia t i I t   – однонаправленные лучи, ( )P t  

и ( )I t  – конечные множества индексов. В работе 

[10] изложен алгоритм построения векторов 
( ) ( )ib t i P t    ( ) ( )ia t i I t    и множеств ( )P t  и 

( )I t  для любого .t T  

В [11] был описан и обоснован алгоритм 
построения неподвижных точек { }jT t j J

    

и их порядков неподвижности для задачи (1.1). 
Поэтому далее считаем, что известны: множест-
во неподвижных индексов, вектора и множества 

( ) ( )i i ja j a t   ( ) ( )ji I j I t    ( ) ( )i i jb j b t   

( ) ( )ji P j P t j J      и порядки неподвижно-

сти ( ( )) ( )j i j jq t a t i I t j J       вдоль допусти-

мых направлений ( ) ( )i j ja t i I t j J       
Обозначим  

0 ( ) { ( ) ( ( )) 1}j iI j i I j q t a j       0( ) ( ) ( )I j I j \ I j    

0

0

( )

0
( )

( )

( ) 0 ( ) ,

s
j i i

i P j

i i i
i I j

L l l b j

a j i I j






     


       







 

0( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ))T
i iB j b j i P j a j i I j j J          

Следующую теорему сформулируем, осно-
вываясь на работе [12]:  

Теорема 1.1. Пусть для выпуклой задачи 
(1.1) выполняется Предположение 1.1. Тогда до-
пустимый план 0x X  является оптимальным 
для задачи (1.1) тогда и только тогда, когда 
существуют конечные наборы активных индек-
сов 0{ } ( ) \j at j J T x T      и допустимых на-

правлений  
0 1ji j j j

j J

l L i d j J J d n







           

такие, что вектор 0x  является оптимальным 
для вспомогательной задачи  

min ( )
nx

c x





                          (1.4) 

( )
( ) 0 ( ) 0j

j

f x t
f x t B j j J x G

t 

 
        


(1.5) 
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где  

2

2

( )
( ) 0 ( )

( )
0 1

( ) 0 .

T
jn

i

jT
ji ji j

j

f x t
G x a j i I j

t

f x t
l l i d j J

t

f x t j J







        


 
      


    




 

Задача (1.4)–(1.5) – задача выпуклого програм-
мирования с конечным числом ограничений.  

Из данной теоремы следует, что проверку 
оптимальности некоторого допустимого плана в 
задаче (1.1) можно свести к проверке оптималь-
ности данного плана в задаче (1.4)–(1.5).  

Целью данного исследования является фор-
мулировка явного критерия оптимальности для 
задачи (1.1) в случае, когда функция ограниче-
ний вполне выпуклая по nx    
 

2 Вполне выпуклость  
Согласно работе [9] введем понятие вполне 

выпуклой функции.  
Определение 2.1. Говорят, что выпуклая 

функция ( )g x  является вполне выпуклой по 
nx   когда для нее выполняется следующее 

условие: если она линейна на некотором интер-
вале, то она линейна и на всей прямой, содер-
жащей данный интервал.  

В [9] было показано, что функция ( )g x  

вполне выпукла по nx  тогда и только тогда, 
когда она представима в виде  

( ) ( ( )) ( )Tg x z x w x z x Ax v        

где ( ) mz     – строго выпуклая по z  

функция, m nA    m nv w          

Предположение 2.1. Предположим, что 
функция ограничений ( ) nf x t x t T      задачи 

(1.1) допускает представление  
( ) ( ( )) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

Tf x t t z x t w t x t

z x t A t x v t

       
   

    (2.1) 

где функция ( ) s mt z        является 

строго выпуклой по z функцией при любом t T   
функции ( ) ( ) ( ) ( )A t v t w t t      ( )t z   достаточно 

гладкие по t  функция ( )t z   достаточно глад-

кая по z. 
Из Предположения 2.1 следует, что функ-

ция ( )f x t t T     будет вполне выпукла по 
nx    
Утверждение 2.1. Пусть выполняется 

Предположение 2.1, nY    – некоторое выпук-
лое множество, t T   Тогда условие  

( ) 0f x t x Y                        (2.2) 

эквивалентно условию  

( ) ( )

( ) ( )T

A t x v t z

w t x t x Y

  

     
           (2.3) 

где  
( ) ( ) ( )

( )

z z x t A t x v t

t z

    
    

             (2.4) 

x  – некоторый вектор из Y   а условие  

( )
0

f x t
B x Y

t

 
    


                 (2.5) 

при выполнении (2.2), эквивалентно условию  

( ) 0TB Q x u x Y                   (2.6) 

где B – некоторая матрица размерности m s    

( )Q Q t z  
1

( ) ( )Tm
r

r
r

A t w t

t t

 
  

   

( ) -я строка матрицы ( )rA t r A t   
( ) ( )

( )
v t t

u u t z
t t

 
      

 
       (2.7) 

( )
( )

( )
( )

1 ( ) ( 1 )

r r
r

T
r

t z
t z

t
t z

t z
z

r m t z r m

 
     


 

     


            

 

Доказательство. Докажем вначале эквива-
лентность соотношений (2.2) и (2.3).  

Пусть выполняется соотношение (2.2). Пе-
репишем его в следующем виде  

( ( )) ( ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) .

Tt z x t w t x t

z x t A t x v t x Y

      

     
       (2.8) 

Покажем, что ( )z x t const x Y       Пред-

положим противное, т. е. 1 2x x Y     такие, что 

1 2( ) ( )z x t z x t      

Рассмотрим функции 1 2( ) (1 )x x x Y        и 

1 2

( ( ) ) ( ) ( ) ( )

( ) (1 ) ( ) [0 1]

z x t A t x v t

z x t z x t

     
          

 

Учитывая строгую выпуклость функции ,  

имеем  

1

2

1 2

( ( ( ) )) ( ( ))

(1 ) ( ( ))

(0 1) ( ) ( )

t z x t t z x t

t z x t

z x t z x t

        
     

      
 

С учетом соотношения (2.8) получим  

1

2

( ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ))

(1 )( ( ) ( )) (0 1)

T T

T

w t x t w t x t

w t x t

      

      
 

( ) ( ) ( ) ( ) (0 1)T Tw t x w t x        
Полученное противоречие доказывает, что 

( )z x t const x Y        

Поскольку x Y   то в качестве данной кон-

станты возьмем значение ( )z z x t    тогда имеем 

( ) ( )A t x v t z x Y       
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из чего следует  

( ( )) ( )t z x t t z x Y            

С учетом этого, перепишем соотношение (2.8) в 
следующем виде  

( ) ( ) 0

( ) ( )

T

T

w t x t x Y

w t x t x Y

       

     


  

Таким образом получили соотношения (2.3).  
Пусть выполняются соотношения (2.3). Из 

условия ( ) ( )A t x v t z x Y       следует, что  

( ( )) ( )t z x t t z x Y                 (2.9) 

Тогда, учитывая (2.3) и (2.9), получаем  

( ) ( ( )) ( ) ( )

( ) ( ) 0

Tf x t t z x t w t x t

t t x Y

       

         
 

Таким образом получили соотношение (2.2).  
Докажем теперь вторую часть утверждения.  
Пусть выполняются соотношения (2.2) и 

(2.5). С учетом того, что выполняется Предполо-
жение 2.1 перепишем соотношение (2.5) в виде  

( ( ( )) ( ) ( ))
0

Tt z x t w t x t
B x Y

t

     
    


  

С учетом правил дифференцирования по вектор-
ному аргументу получим  

( ( )) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( )
0 .

t z x t A t x v t
B

t t t

t z x t w t t
x x Y

z t t

             
             


(2.10) 

Выше было показано, что функция ( )z x t   

const x Y      при выполнении (2.2). Учитывая 

данный факт, можем утверждать, что  
( ( )) ( )

( ( )) ( )

t z x t t z

t t
t z x t t z

x Y
z z

    
  

 
    

     
 


  (2.11) 

Учитывая это, перепишем соотношение (2.10) в 
следующем виде  

( ) ( ) ( ) ( )
0

A t x v t w t t
B x

t t t t

                
 

x Y                             (2.12) 
С учетом обозначений (2.7) последние ра-

венства принимают вид (2.5), что доказывает их 
справедливость.  

Пусть выполняются соотношения (2.2) и 

(2.6). Тогда, учитывая ( )z x t const x Y       и 

(2.11), получаем  
( )

( ) ( ) ( ) ( )

f x t
B

t
A t x v t w t t

B x
t t t t

 



                

 

( ) 0TB Q x u x Y        

Утверждение доказано.  

На основании доказанного утверждения 
можем сделать вывод, что задача (1.4)–(1.5) эк-
вивалентна задаче 

min ( )
x Y

c x


                          (2.13) 

где Y H G   G определено согласно (1.6),  

{ nH x   ( ) ( ) ( )j jA t x v t z j    

( ) ( ) ( )T
j jw t x t j     

( )( ( ) ( )) 0 }TB j Q j x u j j J      

( ) ( ) ( )

( ) ( ( ))

j j

j

z j A t x v t

j t z j x Y

  

      
          (2.14) 

( ) ( ( ));jQ j Q t z j   ( ) ( ( )),ju j u t z j   

( ( ))
( ) ( ) ( ( ))j

j

t z j
j j t z j

t

 
       


 

а функции ( )Q t z   ( )u t z   ( )t z   определены 
согласно (2.7). Поскольку задача (1.4)–(1.5), при 
выполнении Предположения 2.1, эквивалентна 
задаче (2.13), следовательно исследование опти-
мальности некоторого допустимого плана в за-
даче (1.4)–(1.5) эквивалентно проверке опти-
мальности этого плана в задаче (2.13), которая 
является задачей нелинейного программирова-
ния с линейными ограничениями  равенствами. 

Замечание 2.1. Предположение 2.1 можно 
ослабить, заменив его следующим:  

Предположим, что существует такое чис-
ло 0    что для любого j J  в окрестности 

{ }j jt T t t        точки jt  функция ( )f x t   

jt   допускает представление  

( ) ( ( )) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

T
j j j j

j j j

f x t t z x t w t x t

z x t A t x v t

       

   
 

где функция ( ) jms
j jt z        является 

строго выпуклой функцией по jz  для любого t T    
 

3 Условия оптимальности  
В предыдущем пункте было показано, что 

задача (1.4)–(1.5) при выполнении Предположе-
ния 2.1 эквивалентна задаче (2.13), которая явля-
ется задачей выпуклого программирования, в кото-
рой ограничения-равенства являются линейными. 

В [11] было показано, что существует до-
пустимый план x X   такой, что  

2
0

2

( )

( )
( ) 0 ( )

( )
0

( ) 0 \{ }

a

T
j

i

jT
j

j

T T x

f x t
a j i I j

t

f x t
l l l L j J

t
f x t t T t j J









 

 
   


 

      

      








      (3.1) 

Из соотношений (3.1), выпуклости множе-
ства G и доказанной эквивалентности задач 
(2.13) и (1.4)–(1.5) следует справедливость сле-
дующего критерия оптимальности.  
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Теорема 3.1. Пусть выполняется Предпо-
ложение 2.1. Допустимый план 0x Y  является 
оптимальным в задаче (1.4)–(1.5) тогда и толь-
ко тогда, когда существуют векторa и числа  

0( ) ( )jm m
jj j P j I jm           

0 ( ) 0 1

0

ji ji j

j j

i I j i d

j J j J






          

        
       (3.2) 

такие, что 

0( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T
x j j j j j

j J

c x A t w t Q j B j



      





0

( )

2 0

2
1

0

( )
( )

( )

( ) 0

j

T
j

ji x i
i I j

d
jT

ji x ji ji
i

j x j
j J

f x t
a j

t

f x t
l l

t

f x t











  
     

  
     

    













      (3.3) 

0( )
( ) 0 ( )

T
j

ji i

f x t
a j i I j

t 

 
    


 

2 0

2

0

( )
0 1

( ) 0

jT
ji ji ji j

j j

f x t
l l i d j J

t

f x t j J





 
       


     

 

Основываясь на Теоремах 1.1 и 3.1, можем 
сформулировать следующий результат для зада-
чи полубесконечного программирования (1.1).  

Теорема 3.2. Пусть выполняются Предпо-
ложения 1.1 и 2.1. Допустимый план 0x X  яв-
ляется оптимальным в задаче (1.1) тогда и 
только тогда, когда существуют векторa и чис-
ла (3.2) такие, что выполняются условия (3.3). 
 

4 Сравнительный анализ полученных ре-
зультатов с известными в литературе 

Покажем взаимосвязь полученных выше 
условий оптимальности с условиями из [4], где 
был исследован случай, когда функция ограни-
чений ( )f x t  при любом t T  является выпук-

лой и аналитической по nx   Приведем далее 
некоторые уже известные факты из [4], которые 
будем использовать.  

В [4] доказана следующая теорема.  
Теорема 4.1. Пусть выполняется Предпо-

ложение 1.1 и функция ( )f x t  является анали-

тической функцией в n T   Допустимый план 
0x X  является оптимальным в задаче (1.1) 

тогда и только тогда, когда существуют числа 

0 ( ) 0 1 jji jii I j i d j J             0
j

j J      

такие, что  
0

0

( )

( )
( ) ( )

T
jT

x x iji
j J i I j

f x t
c x a j

t
  

    
        

    

2 0
0

2
1

( )
( ) 0

jd
jT

x ji ji x jji j
i j J

f x t
l l f x t

t  

  
           

    

0

0

( ) 0

( )
( ) 0 ( )

jj

T
j

iji

f x t j J

f x t
a j i I j

t





    

 
   



 

2 0

2

( )
0 1jT

ji ji jji

f x t
l l d j J

t 

 
     


 

где ( 1 )i i r       { 1 }n
i i r      – мак-

симальное (по количеству элементов) множест-
во векторов удовлетворяющее соотношениям  

( 1 )irank i r r                        (4.1) 

( ) 0 1 2 1 ,k
j iM x k i r j J           

 
1

( )

1

( )

( )
( )

( )
( ) 2 3 ,

j

j

f x tj

t

k
jk

j

f x t

x
M x

B j

x

M x
M x k j J

x

 






  
     

  
 

 
      



 

где x  вектор, удовлетворяющий (3.1). 
Основываясь на вышеизложенном, можно 

легко доказать следующее утверждение.  
Утверждение 4.1. Предположим, что функ-

ция ( )f x t  аналитичная в nR T  и удовлетворя-

ет Предположению 2.1. Пусть 1
i

i r    – 

максимально возможное множество векторов, 
удовлетворяющее условиям  

( 1 )irank i r r        

( )

( ) 0 1

( ) ( )

j
T

j i

T

A t

w t i r j J

B j jQ




 
 

       
 
 

  (4.2) 

Тогда данная система векторов 1i i r     
удовлетворяет условиям (4.1). 

Таким образом, если известно представле-

ние (2.1), то систему векторов 1i i r      необхо-
димую для проверки условий оптимальности из 
теоремы 4.1, можно найти более удобным спосо-
бом: найдя все линейно независимые решение 
однородной линейной системы уравнений (4.2). 

Из всего выше изложенного также можем 
сделать вывод, что если найдены множители 

( ) 1 ,j ji ji jj J i I j i d j J
                удов-

летворяющие условиям теоремы 3.2, то они сов-
падут с множителями 

( ) 1ji jjij
j J i I j i d j J

              

из теоремы 4.1. 
Замечание 4.1. Выше изложенные утвер-

ждения являются справедливыми и для задачи 
полубесконечного программирования с ограниче-
ниями вида  
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min ( ),
nx

c x


 

( ) 0 1i if x t t T i k          

где 0 k    каждое iT  – многогранник.  

 
5 Пример 
Рассмотрим задачу  

2 2
1 1 3 4min 2 4 ( 1)

nx
x x x x


    


          (5.1) 

( ) 0f x t t T       

где        4 2 3
1 1 1 2 1( ) 1.5( 1)f x t t x x x t        

2 4 3 2 2 2
1 2 4 4 2 4 2 1 29 4 4 ( 1)t t x x t x t x t        

2 2 2
2 2 2 2 1 3 1 2 3(3 2)x t x t t x t t x       

2
1 2 1 2{ 0 0 3}T t t t t t             

и 4 2
1 2 3 4 1 2( ) ( )T Tx x x x x t t t            Требу-

ется проверить, является ли допустимый план 
0 (1 0 0 1)x      оптимальным в задаче (5.1). 

Легко проверить, что для плана 0x  множесво 

активных индексов имеет вид 0 (1) (2) (3)( ) { }aT x t t t     

где (1) (2) (3)(0 0) (0 2) (3 0)T T Tt t t          
Применяя алгоритм [11], убеждаемся, что 

индексы (1) (2){ } {1 2}T t t J
       являются не-

подвижными в данной задаче. Используя прави-
ла построения экстремальных лучей, получим  

1 2

1 1

(1) (1 0) (1) (0 1)

(2) (0 1) (2) (1 0)

T T

T T

a a

b a

     

     
 

Легко показать, что  
( ) 1 ( ) {0}j jq t l l L t \ j J       

и               (1)
0( (1)) 1 (1) {1 2}iq t a i I        

(2)
1 0( (2)) 1 (2) {1}q t a i I       

Определим 

1 2

1 1

1 0
(1) ( (1) (1))

0 1

0 1
(2) ( (2) (2))

1 0

B a a

B b a

 
    

 
 

    
 

 

Положим {3}J     Поскольку 
2 0 ( )

( )
2

( )
0 ( ) 0

j
T jf x t

l l l L t \
t

 
    


 

то можем положить 0jd j J      

Рассмотрим функцию ( )f x t  n sx t      
Она удовлетворяет Предположению 2.1, по-
скольку для ( )f x t  справедливо представление  

( ) ( ( )) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),

Tf x t t z t x w t x t

z t x A t x v t

       
  

 

где      
2
2 2

1
1 2

4 4 3 2
1 2 2 2

0

( ) ( ) 9

4 4

t
w t t t

t t

t t t t

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


     

   

 

1,5 0 0 0

0 1 0 0
( )

0 0 1 0

0 0 0 1

Tt z z z

 
 
    
 
 
 

 

3
2

1
2

1
2

1 2 1

1 2

2 2

3 1

( 1)

( 1)
( )

(3 2)

x x t

x t
z t x

x t

x t

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
  



 

3 3 32 2 2

1
2

1
2

1 1 1

2 2

2

1

0 0

0 0 0
( ) ( )

0 0 0 0

00 0 (3 2) 0

t t t
t t

A t v t
t

t

      
         
        

 

Согласно теореме 3.2, план 0x  будет опти-
мальным в задаче (5.1) тогда и только тогда, ко-
гда найдутся такие 

4 2

0

j j j

j

j J

j J





          

    

  
         (5.2) 

что выполняются следующие соотношения 





0 ( ) ( )

0 ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0.

T j j
x j j

j J

T j
j j x

j J

c x A t w t

Q j B j f x t









    

     








(5.3) 

Положив (1 0 0 1)x      и используя формулы 

(2.14), подсчитаем ( )Q j  j J     
( ) 2
1
( ) 2
1
( ) ( )
2 1

( ) ( ) ( ) ( )3 3 2
1 2 2 2

6( ) 0

6( ) 0
( )

4( ) 4( ) 12( ) 8

j

j

j j

j j j j

t

t
Q j

t t

t t t t

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

 

   

 

Для (1) (0 0)t    имеем  

1
2

(1) (1)

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

( ) ( )
0 0 0 0 0

00 0 2 0

0 0 0 0

0 0 0 0
(1) (1) (1)

0 0 0 0

0 0 0 0

T

A t w t

Q Q B

   
   
         
       
   
   
      
   
   
   

 

Для (2) (0 2)t     

1
2

1
2

(2) (2)

0 0 0 0 0
2 0 0 0 4

( ) ( )
0 2 0 0 0

00 0 2 0

0 0 0 0

0 4 4 0
(2) (2) (2)

2 0 0 2

0 0 0 0

T

A t w t

Q Q B

               
       
   
          
   
   
   

 

Для проверки условий (5.2) определим еще 
следующие значения  
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      

    
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

 

Тогда условие (5.2) и условие (5.3) имеют вид  

1
2

1 1 1 2

0 0 0 04 0 0 0 0
0 0 0 00 0 0 0 4

4 0 0 0 00 0 0 2
0 0 0 0 00 0 0 0

        
                                
                 
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2
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2 2 3
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0,
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                          
           

3 30 0 0      

Эти условия выполняются при 3 1 20 0          

3
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1 2 1 2

0 0
0 2 0
0 0 0

02

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

 
                   
 

 

Таким образом, 0x  – оптимальный план за-
дачи (5.1). 
 

Заключение 
В данной работе были рассмотрены задачи 

полубесконечного программирования с много-
гранным множеством индексов и вполне выпук-
лой по x функцией ограничений.  

Используя свойство вполне выпуклости 
функции ограничений, было показано, что задача 
(1.4)–(1.5) эквивалентна задаче (2.13), которая 
является задачей выпуклого программирования, 
ограничения-равенства которой являются линей-
ными. На основе  проведенных исследований 
был сформулирован и доказан критерий опти-
мальности (см. Теорему 3.2) для задачи (1.1) с 
вполне выпуклыми функциями ограничений. 
Приведен пример, иллюстрирующий применение 
данного критерия. Проведен сравнительный ана-
лиз критериев оптимальности для задачи (1.1) с 
вполне выпуклыми функциями ограничений и 
аналитичными функциями ограничений. 
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ВОЗМУЩЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ, 
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TНЕ LINEAR SYSTEMS PERTURBATIONS, 
WHICH DO NOT CHANGE POINCARÉ MAPPING 

V.I. Mironenko, V.V. Mironenko 

F. Scorina Gomel State University 
 

Полезность теории отражающей функции продемонстрирована на изучении неавтономных линейных дифференциаль-
ных систем второго порядка.  
 
Ключевые слова: дифференциальная система, отражающая функция, отображение Пуанкаре. 
 
The advantage of the reflecting function theory have been demonstrated on the study of the linear non-autonomous two-
dimensional systems.  
 
Keywords: differential system, Reflecting Function, Poincaré mapping. 

 
 

Введение 
При изучении свойств решений дифферен-

циальных систем важную роль играют вопросы 
существования и устойчивости периодических 
решений этих систем. Для изучения этих вопро-
сов Пуанкаре ввел понятие отображения за пери-
од,  которое является частным случаем оператора 
сдвига вдоль решений дифференциальных сис-
тем [1]. В настоящее время известно и отображе-
ние за период для уравнений с частными произ-
водными [2, с. 216]. 

Как отображение Пуанкаре, так и оператор 
сдвига определяются через общее решение 

0 0( ; , )t t x  изучаемой дифференциальной системы 

   ( ; ),
dx

X t x
dt

 ,t R  .nx D R           (0.1) 

Здесь и всюду в дальнейшем считается, что 
решения изучаемой дифференциальной системы 
однозначно определяются своими начальными 
данными. 

Оператор сдвига на промежутке [ ; ]   оп-

ределяется формулой ( ; , ),x    а отображение 

Пуанкаре для 2 -периодической по t системы 
(0.1) на промежутке 0 0[ ; 2 ]t t    определяется 

формулой 0 0( 2 ; , ).t t x    Эти определения навя-

зывают читателю мысль, что ни отображение за 
период, ни оператор сдвига нельзя найти, если 
нельзя найти общего решения дифференциаль-
ной системы. Это мнение, однако, как показали 
исследования первого автора [3], является оши-
бочным. 

В работе [4] было введено понятие отра-
жающей функции. Отражающая функция ( , )F t x  

для системы (0.1) с общим решением в форме 
Коши 0 0( ; , )t t x  также определяется через это 

решение по формуле ( , ) ( ; , ).F t x t t x    Для этой 

функции, однако, справедливо 
Утверждение 0.1 [3, с. 63]. Дифференциру-

емая функция ( , )F t x  является отражающей функ-
цией для системы (0.1) тогда и только тогда, ког-
да эта функция является решением задачи Коши 

( , ) ( , ) 0,
F F

X t x X t F
t x

 
   

 
(0, ) .F x x  

Это соотношение называется основным со-
отношением для отражающей функции.  

Приведенное утверждение позволяет иногда 
найти отражающую функцию системы (0.1) в 
элементарных функциях даже тогда, когда эта 
система не интегрируется в квадратурах. Такой 
случай представляется, например, когда вектор-
функция ( , )X t x  нечетна по t. В этом случае 

( , ) .F t x x  
Зная отражающую функцию, мы легко мо-

жем определить оператор сдвига на симметрич-
ном промежутке [ ; ]   по формуле 

( ; ; ) ( ; )x F x      

и отображение за период [ ; ]   по формуле 

( , ).F x  А это значит, что решение 0( ; , )t x   
дифференциальной системы (0.1) с 2 -периоди-
ческой по t правой частью будет 2 -периодичес-
ким тогда и только тогда, когда 0 0( , ) .F x x   
При этом характер устойчивости этого периоди-
ческого решения совпадает с характером устой-
чивости неподвижной точки 0x  отображения 

( , ).x F x  

МАТЕМАТИКА
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Используя эти сведения и другие свойства 
отражающей функции, изложенные в [3], многие 
авторы, среди которых А.А. Альсевич, В.А. Бель-
ский, Е.В. Вареникова, О.А. Кастрица, С.В. Май-
оровская, В.В. Мироненко, Э.В. Мусафиров, 
Zh. Zhou и другие, получили и опубликовали 
интересные результаты по качественной теории 
дифференциальных систем. Итоги исследований 
китайских математиков по отражающей функции 
до 2014 года подведены в монографии [5]. 

Различные дифференциальные системы ви-
да (0.1) могут иметь одну и ту же отражающую 
функцию. Две системы вида (0.1) одной размер-
ности, отражающие функции которых ( , )F t x  и 

( , ),t x  1: ,nF G R  2: ,nG R   названы [3, с. 74] 

эквивалентными, если их отражающие функции 
F  и   совпадают в 1 2.G G   

Ограничиваясь рассмотрением этих двух 
дифференциальных систем на область 1 2 ,G G  

мы можем утверждать, что операторы сдвига 
таких систем на любом симметричном проме-
жутке [ , ]   совпадают. Если одна из этих сис-

тем 2 -периодична, то ее отображение за пери-
од [ , ]   совпадает с оператором сдвига на 

промежутке [ , ]   другой системы. Если обе 

эти системы 2 -периодичны, то их отображения 
за период [ ; ]   совпадают. 

Утверждение 0.2 [3, с. 76]. Дифференци-
альная система (0.1) и система 

( , ),
dy

Y t y
dt

  , nt R y D R             (0.2) 

эквивалентны, если совместна система 

( , ) ( , ) 0,
F F

X t x X t F
t x

 
   

 
 

( , ) ( , ) 0,
F F

Y t x Y t F
t x

 
   

 
 

(0, ) .F x x  

При этом ( , )F t x  является их общей отражаю-

щей функцией.  
При нахождении этой отражающей функ-

ции разумно пользоваться теоремой Фробениуса 
[6, с. 152]. 

В работе [7] (см. также [3, c. 171])  доказано, 
что дифференциальная система (0.2) эквивалент-
на системе (1) тогда и только тогда, когда ее пра-
вая часть ( , )Y t x  представима в виде  

0

( , ) ( , ) ( ) ( , ),i i
i

Y t x X t x t t x




     

где ( )i t  – скалярные нечетные непрерывные 

функции, а ( , )i t x  есть решения системы 

( , ) ( , ) ( , ) 0.
X

X t x t x t x
t x x

  
   

  
   (0.3) 

При этом, конечно, всякая дифференциаль-
ная система (0.2) с правой частью вида  

0

( , ) ( , ) ( ) ( , ),
m

i i
i

Y t x X t x t t x


     

где ,m N  ,m    эквивалентна системе (0.1). 
Недавно профессор Zhou Zhengxin доказала, 

что всякая дифференциальная система (0.2), эк-
вивалентная системе (0.1), может быть записана 
в виде  

1

( , ) ( , ) ( , ),
n

i i
i

dx
X t x t U t x

dt 

     

где ( , )i t U  – скалярные нечетные по t функции, а  

1 2( ( , ), ( , ),..., ( , ))nU U t x U t x U t x  

есть общий интеграл системы (0.1), т. е. 

1 2( , ), ( , ),..., ( , )nU t x U t x U t x  есть базис первых ин-

тервалов дифференциальной системы 0.1. 
 
1 Линейные возмущения линейных сис-

тем, не изменяющие отражающих функций 
Будем рассматривать дифференциальную 

систему 

( ) ,
dx

P t x
dt

  ,t R                      (1.1) 

с непрерывной матрицей ( ).P t  Отражающая 

функция всякой такой системы линейна [3, c. 91] 
и имеет вид ( , ) ( ) .F t x F t x  Матрица ( )F t  при 

этом называется отражающей матрицей. 
Нелинейная дифференциальная система 

может иметь линейную отражающую функцию и 
тогда ее можно найти.  

В этом разделе мы ограничимся только ли-
нейными системами. Все линейные системы с 
отражающей матрицей ( ),F t  и только они могут 

быть записаны в виде  
1 ( )

( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )] ,
2

dx dF t
F t x F t R t R t F t x

dt dt
        

где ( )R t  – произвольная непрерывная на  ;   

матрица .n n  
Аналогом соотношения (0.3), не позволяю-

щим выйти за пределы множества линейных сис-
тем, является соотношение  

( ) ( ).
d

P t P t
dt


                      (1.2) 

Общее решение матричного уравнения 
(1.2), как нетрудно проверить, имеет вид 

1( ) ( ) ( ),t t C t     где ( )t  – фундаментальная 

матрица системы (1.1), а С есть произвольная 
постоянная матрица .n n   

Отсюда следует 
Утверждение 1.1. Линейная дифференци-

альная система ( )
dx

Q t x
dt

  имеет такую же 

отражающую функцию, как и система (1.1) то-
гда и только тогда, когда она имеет вид 

2

1

( ) ( ) ( ) ,
n

i i
i

dx
P t x t t x

dt 

 
    

 
  



В.И. Мироненко, В.В. Мироненко 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (30), 2017 56 

где ( )i t  – непрерывные скалярные нечетные 

функции, а ( )i t  – матрицы, являющиеся реше-

ниями уравнения (1.2), для которых матрицы C 
имеют все свои элементы нулевые, кроме одного 
равного единице. 

Это утверждение следует из того, что про-
извольную матрицу С можно представить как 
линейную комбинацию 2n  матриц ,n n  у кото-
рых один элемент равен единице, а остальные 
элементы равны нулю. 

Теорема 1.1. Пусть ( )t  есть решение 

уравнения (1.2). Тогда для любого натурального s 
матрица s  также является решением уравне-
ния (1.2). 

Доказательство теоремы проводится мето-
дом индукции. 

При 2s   мы имеем  

   

2

2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ).

d d d

dt dt dt
P t P P t P t

P t P t

 
     

          

   

 

Можно также заметить, что имеет место со-
отношение 

2 1 1

2 1

[ ( ) ( )][ ( ) ( )]

( ) ( ).

t C t t C t

t C t

 



      

  
 

Замечание 1.1. В силу теоремы Кэли –
Гамильтона (Cayley – Hamilton) [8, с. 109] в тео-
реме 1.1 число s разумно изменять лишь в преде-
лах 1 .s n   Поэтому в утверждении 1.1 сумму 
в соответствующей системе также разумно 
рассматривать только в пределах от 1 до .n  

 
2 Линейные возмущения линейных дву-

мерных систем, не изменяющие отражающую 
функцию 

В этом разделе мы рассмотрим систему 
дифференциальных уравнений 

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

x a t x b t y

y c t x e t y

  
  

                     (2.1) 

с непрерывными на R коэффициентами. 
Соотношение (1.2) для нахождения матрицы 

( ) ( )
( )

( ) ( )

m t n t
t

p t q t

 
   

 
 

в этом случае принимает вид системы 
( ) ( ),

( )( ) ( ( ) ( )) ,

( )( ) ( ( ) ( )) ,

( ) ( ) .

m b t p nc t

n b t q m a t e t n

p c t m q e t a t p

q c t n b t p

  
    
    
  

        (2.2) 

Теорема 2.1. Пусть ( )s t  есть решение урав-

нения 
2( ) ( ( ) ( ) ( ) ,s c t a t e t s b t s              (2.3)  

k  – произвольная постоянная, а функция ( )m t  

удовлетворяет линейному уравнению 

.
c c

m m bs bs
s s

          
   

              (2.4) 

Тогда ( ),m t   
( )

( ) ,
( )

k m t
n t

s t


  ( ) ( ( ) ( ),p t k m t s t   

( ) ( )q t m t   есть решение системы (2.2). 

Доказательство состоит в проверке под-
становкой каждой из функций , , ,m n p q  в каж-

дое из уравнений системы (2.2). 
Замечание 2.1. Система (2.2), что нетруд-

но проверить, имеет два первых интеграла  

1 ,m q c const    

2mq np c const    

и решение 1,q m   0.p n    

Замечание 2.2. Для любого решения ( ),x t  

( )y t  системы (2.1) функция 
( )

( ) :
( )

y t
s t

x t
  являет-

ся решением уравнения (2.3).  
Действительно, 

  2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

y y x
s

x x x

y y x
c t e t a t b t

x x y

c t a t e t s b t s

 
   

 
     

 
   

 

Поэтому, зная хотя бы одно решение ( )s t  

уравнения (2.3), мы сможем полностью проин-
тегрировать систему 2.1. Для этого из первого 
уравнения системы (2.1) найдем сначала ( ),x t  

предварительно переписав это уравнение в виде 
( ) ( ) ( ) .x a t x b t s t x    

Тогда формулы  

( ) exp ( ( ) ( ) ( )) ,x t a t b t s t dt   

( ) ( ) ( )y t s t x t  

определят частные решения системы (2.1). Ос-
тальные решения будут найдены после обычного 
понижения порядка системы.  

Как следует из замечания 2.2, уравнение 
(2.3) является крайне важным для изучения ли-
нейной системы (2.1). Само уравнение (2.3) яв-
ляется уравнением Риккати. Оно хорошо изучено 
[9]. Изучена также его связь с линейными диф-
ференциальными уравнениями. В [9] можно най-
ти огромное число уравнений Риккати, проин-
тегрированных в элементарных функциях и 
квадратурах.  

Тем не менее, мы отметим здесь достаточно 
общие случаи интегрируемого уравнения Рикка-
ти в квадратурах, не отмеченные в [9]. Это слу-
чаи, когда уравнение Риккати имеет четное или 
нечетное решение. В самом деле, если уравнение 
(2.3) имеет четное решение ( ),s t  то его произ-

водная ( )s t  является нечетной функцией. По-

этому справедливы два тождества 
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2( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ),s t c t a t e t s t b t s t      
2( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ).s t c t a t e t s t b t s t          

Это значит, что функция ( )s t  удовлетворяет 

алгебраическому уравнению 

 
 

  2

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0.

c t c t

a t a t e t e t s t

b t b t s t

  

      

   

      (2.5) 

Уравнение (2.5) дает возможность найти 
функцию ( )s t  без квадратур, если только функ-

ции ( ) ( ),a t e t  ( )b t  и ( )c t  не все являются не-

четными.  
В том же случае, когда все они нечетные, 

все решения ( )s t  уравнения (2.3) являются чет-

ными. Если к тому же функции ( ) ( ),a t e t  ( ),b t  

( )c t не только нечетны, но и 2 -периодичны, то 

все продолжимые на [ , ]   решения уравнения 

(2.3) являются 2 -периодичными. 
Аналогичные выводы читатель может сде-

лать самостоятельно для отыскания нечетных 
решений уравнения (2.3), которые удовлетворя-
ют соотношению 

 
 

  2

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0.

c t c t

a t a t e t e t s t

b t b t s t

  

      

   

 

Интересен также случай, когда ( ) ( ).s t c t    

Пример 2.1. Найти четные решения уравне-
ния 

21 2sin
2 5sin cos 2sin 2 .

2 cos

t
s s t t t

t

     


 

В этом случае уравнение (2.5) имеет вид 

22
4 2cos 0.

2 cos
s t

t
  


 

Откуда ( ) (2 cos ).s t t    Проверка показывает, 

что решением является только ( ) 2 cos .s t t    

Будем рассматривать дифференциальную 
систему (2.1) и попытаемся выяснить, когда она 
имеет такую же отражающую функцию, как и 
некоторая система вида 

( ) ,

( ) .

x B t y

y C t x

 
 

                          (2.6) 

Для системы (2.1) мы имеем два :  

0

1 0

0 1

 
   

 
 и 1 .

m n

p m

 
   

 
 

Поэтому она, будучи эквивалентной систе-
ме (2.6), имеет вид 

0 1

0

0 0

,

x B m n x
E

y C m y

a b x

c e y

         
                     

  
   
  

 

где 0 ( )t  и 1( )t  – нечетные функции. 

Это значит, что для нее 

0 1

0 1

( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ).

a t t t m t

e t t t m t

  
  

                (2.7) 

Из формул (2.7) мы однозначно определим 

0

( ) ( )
( ) ,

2

a t e t
t


   а нечетную функцию 1( )t  и 

функцию ( )m t  с точностью до некоторого четно-

го множителя. Мы, однако, в дальнейшем будем 
предполагать, что 1( )t  и ( )m t  из (2.7), т. е. из 

1( ) ( ) 2 ( ) ( )a t e t t m t    определены однозначно и 

нам известны (при определении ( )m t  разумно, 

пользуясь линейностью системы (2.2), считать 
(0)m  наиболее удобным для дальнейших выкла-

док числом). 
Знание 1( )t  и ( )m t  позволяет нам опреде-

лить функции ( )n t  и ( )p t  с точностью до неко-

торых постоянных 1c  и 2.c  В самом деле, со-

гласно замечанию 2.1 мы имеем соотношение 

1 2( ) ,m c m np c    

из которого найдем 
2

2 1 .
c mc m

p
n

  
  

Тогда из первого уравнения в (2.2) получим 
уравнение для определения ( )n t  в виде  

2 2
2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.n c t nm t b t c m t c m t         (2.8) 

Отсюда определим 1c  и 2.c  Зная ( ),m t  мы 

найдем  
2 2

2 1

2
2 1

( ) 4 ( ) ( )( )
( ) ,

2 ( )

( )
( ) .

( )

m m b t c t c c m m
n t

c t

c c m m
p t

n t

     


  


 (2.9) 

Подставим ( ),n t  определяемое первой фор-

мулой из (2.9), во второе уравнение из (2.2). Если 
оно превращается в тождество, то наша система 
эквивалентна системе  

( ), ( ),x yB t y xC t    

где 
1

( )
( ) ,

2 ( )

n t
B t

c m t





 

1

( )
( ) .

2 ( )

p t
C t

m t c





   

Пример 2.2. Рассмотрим систему 
2

2 3

2

(2sin sin ) sin ,

(4sin sin 3sin cos )

(sin 2sin ) ,

x t t x y t

y t t t t x

t t y

   

     

 

 

здесь 2( ) 2sin sin ,a t t t   ( ) ( )e t a t   и, значит, 

0 ( ) 0,t   12 ( ) 2(2 sin )sin .t m t t    Поэтому 

естественно считать 1( ) sint t   и ( ) 2 sin .m t t    

У нас ( ) sin ,b t t  
2 3( ) 4sin sin 3sin cos ,c t t t t t     
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и для определения ( )n t  мы имеем уравнение 
2 2

2 1( ) ( )( ) 0,c t n m n b t c mc m      

т. е. уравнение 
2 3 2

2
1 1

4sin sin 3sin cos cos

sin (2 sin ) (2 sin ) 0.

t t t t n n t

t c t c t

      
       

 

Отсюда получаем 

 2
2 1 1( ) cos ( 2 1) sin sin 0.n n t c c c t t       

И убеждаемся, что при 1 0,c   2 1c    мы для 

определения ( )n t  имеем уравнение 

 ( ) ( ) 1 0.n t n t    

Этому уравнению удовлетворяет, в частности, 
( ) 1.n t   Тогда из (2.8) имеем 

     
2

22 1 2 sin 2 sin
( ) 2 sin .

( )

c c t t
p t t

n t

    
    

Второе дифференциальное уравнение из 
(2.2) для определения ( )n t  имеет вид 

1( 2 )sin 2n c m t mn     

или  
2(2 sin )sin 2(2 sin )n t t t n       

и удовлетворяется при ( ) 1.n t   Это значит, что 

наша система имеет требуемый вид. Действи-
тельно, ее можно записать в виде  

2

0 0

cos 0

2 sin 1
sin .

(4sin sin 3) sin 2

x x

y t y

t x
t

t t t y

    
         
  

       

 

Она эквивалентна системе  
0,x   cosy x t   

с отражающей матрицей 
1 0

( ) .
2sin 1

F t
t

 
   

  

Поэтому все ее решения 2 -периодичны. 

Заключение 
Метод отражающей функции применен к 

изучению неавтономных линейных дифференци-
альных систем второго порядка. 
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ПРОБЛЕМЫ ИССЛЕДОВАНИЯ МЕХАНИКИ ДВИЖЕНИЯ 
ОПОРНО-ДВИГАТЕЛЬНОГО АППАРАТА ЧЕЛОВЕКА 

А.Е. Покатилов, М.А. Киркор 
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PROBLEMS OF RESEARCH OF MECHANICS OF LOCOMOTION 
OF THE LOCOMOTOR APPARATUS OF THE PERSON 

A.E. Pokatilov, M.A. Kirkor 

Mogilev State University of Food Technologies 
 

Проанализирован такой способ создания компактных математических моделей, как использование рекуррентных от-
ношений в кинематических и динамических моделях движения человека, предназначенных для компьютерного моде-
лирования. Рассмотрены задачи анализа и синтеза движения на кинематическом и динамическом уровне. Исследованы 
существующие методы определения геометрии масс человеческого тела и выполнены расчеты по определению степе-
ни статической неопределимости опорно-двигательного аппарата человека. Показаны проблемы в исследовании взаи-
модействия человека с упругой опорой во время движения биомеханической системы. Предложен новый метод иссле-
дования пространственного движения человека.  
 
Ключевые слова: рекуррентные отношения, анализ, синтез, опора, пространственное движение, захват движения, 
кватернионы. 
 
The method of building of compact mathematical models, as use of recurrent attitudes in the kinematic and dynamic models of 
locomotion of the person, designed for computer modelling is analysed. Problems of the analysis and locomotion synthesis at 
the kinematic and dynamic level are surveyed. Existing methods of definition of geometry of masses of a human body are in-
vestigated and calculations by definition extents of static indefinability of a locomotorium of the person are executed. Problems 
in research of interacting of the person with an elastic support are shown during locomotion of biomechanical system. New 
method of research of a three-dimensional motion of the person are offered.  
 
Keywords: recurrent ratioes, analysis, synthesis, elastic leg, three-dimensional motion, motion capture. 

 
 

Введение 
Степень сложности человеческого организ-

ма такова, что, по мнению ряда исследователей, 
постановкой задач и их решением в области 
биомеханики человека будет заниматься не одно 
поколение ученных [1]. Тем не менее, применяя 
определенные допущения, т.е. упрощая пробле-
му, уже на сегодняшнем уровне развития науки 
можно создавать работающие методы и теорию в 
области механики человека [2]. 

Одной из важнейших задач является разви-
тие механо-математических моделей движения 
человека, предназначенных для компьютерного 
моделирования. Суть проблемы в том, что тру-
доемкость и объем вычислений в области биоме-
ханики движения такова, что в большинстве за-
дач эту работу может выполнить только компью-
тер. Но методы механики разрабатывались при-
менительно к техническим объектам, поэтому 
имеют ту особенность, что в основном предна-
значены для ручного труда и конкретной поста-
новки задачи. С изменением условий, например, 
степени подвижности механизма, получается 
новая задача, для которой необходимо записы-
вать новые уравнения и повторять все расчеты. В 
области биомеханики движения требуются уни-
версальные модели движения, не зависящие от 

поставленной задачи и компьютерные програм-
мы, построенные на этих принципах [3]. 

Особое внимание необходимо уделить зада-
чи определения геометрии масс человека и 
стоящим тут проблемам. На сегодняшний день 
существует ряд методов, решающих эту задачу, 
но все они обладают тем недостатком, что не 
определяют вес каждой части тела, положение 
центров масс для них и моменты инерции в пря-
мом измерении прижизненно для конкретного 
человека. Данные по геометрии масс человече-
ского тела получены на основе измерений тру-
пов, или по косвенным данным, позволяющим 
вычислить эти характеристики с той или иной 
степенью погрешности, как например, по резуль-
татам погружения человека в воду или на осно-
вании уравнений регрессии полученных, напри-
мер, в 70-х годах прошлого века с помощью об-
работки результатов радиоизотопных измерений 
и по сути носящих статистический характер. А не-
обходимо точное знание геометрии масс, т. к. эти 
параметры входят во все модели движения на 
динамическом уровне [1]–[5]. 

В механике решаются два типа задач: зада-
чи анализа и задачи синтеза. Применительно к 
биомеханике движения, например, в спорте, это 
означает анализ закономерностей существующих 
движений, т. е. техники спортивных упражнений. 

МАТЕМАТИКА
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Этим занимаются уже давно. Задачи синтеза ре-
шаются только с помощью вычислений. И это 
сравнительно новое и развивающееся направле-
ние, имеющее серьезные перспективы в приме-
нении. Синтез движения означает возможность 
проектирования и оптимизации техники выпол-
нения спортивных упражнений под конкретного 
человека с учетом его геометрии масс. Несмотря 
на бурный рост и достижения в области компью-
теров, а также программного обеспечения, ре-
шаемые при синтезе вычислительные задачи 
имеют такую степень сложности, что не подда-
ются простым решениям: необходимо создавать 
специальные методы и алгоритмы для задач син-
теза [3]–[5]. Отметим, что трудоемкость задач 
синтеза движения и его оптимизации требует 
применения суперкомпьютеров и в этом ничем 
не отличается от трудоемкости моделирования 
погоды или расчетов процессов, происходящих в 
атомных реакторах. 

Во многих исследованиях по биомеханике 
спорта изучается прежде всего движение биоме-
ханической системы (БМС). Взаимодействие БМС 
со спортивным снарядом не учитывается или 
учитывается на самом простейшем уровне. В 
ряде случаев, как, например, в спортивной гим-
настике, при выполнении упражнения на пере-
кладине последняя оказывает существенное вли-
яние на технику движения спортсмена. Есть слу-
чаи, когда гриф перекладины в динамике проги-
бается до 300 мм [6]. Несомненно, нужны точные 
модели на стыке различных наук: сопротивления 
материалов, теории упругости, теоретической ме-
ханики, строительной механики, биомеханики 
движения, анатомии, программирования, различ-
ных разделов математики и пр. Другими словами, 
исследование взаимодействия человека со спор-
тивным снарядом носит междисциплинарный ха-
рактер, что затрудняет изучение движения и созда-
ние работающих моделей в таких случаях [4], [6]. 

Еще одной проблемой является сложность 
исследования пространственного движения че-
ловека. Для изучения локомоций при плоском 
движении разработаны как модели, так и экспе-
риментальные методы, проведены многочислен-
ные вычислительные эксперименты [2], [3], [6]. 
Пространственное движение сложнее как с точки 
зрения измерений в натурном эксперименте, так 
и в плане вычислений. Этап развития методов, 
методик, измерительных средств и теории для 
исследования пространственного движения при-
менительно к механике человека по-настоящему 
наступает только сейчас, в связи с бурным раз-
витием ряда технологий в робототехнике, кине-
матографе, анимации и компьютерных играх [8]–[9]. 

 
1 Математические модели движения био-

механической системы 
Рассмотрим наиболее общий и сложный 

случай моделирования: взаимодействие человека 
с упругой опорой. В качестве примера возьмем 
выполнение большого оборота на перекладине из 
спортивной гимнастики (рисунок 1.1). В этом 
случае имеет место взаимодействие двух систем: 
биомеханической, каковой является опорно-
двигательный аппарат человека, и механической. 
В качестве последней выступает спортивный 
снаряд. Графически модель биомеханической 
системы представляют в виде незамкнутой ки-
нематической цепи. Упругую опору можно пока-
зать или двумя пружинами, совершающими по-
ступательные движения в вертикальном и гори-
зонтальном направлениях, или одной вращаю-
щейся пружиной. Модель по последнему вариан-
ту представлена на рисунке 1.2. Здесь принято 
следующее допущение: выполняемое движение 
является плоским, а сама биомеханическая сис-
тема показана в виде трехзвенной системы: звено 1 – 
руки; звено 2 – голова и туловище; звено 3 – ноги. 
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Рисунок 1.1 – Большой оборот назад 
на перекладине 

Рисунок 1.2 – Расчетная схема 
биомеханической системы 
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Любое искомое уравнение для i-го звена 
сводится к рекуррентному соотношению типа [3] 

1 ,i i if f u                          (1.1) 

где  fi – уравнение, описывающее биомеханиче-
ское состояние i-го звена; 

fi – 1 – уравнение, описывающее биомехани-
ческое состояние (i – 1)-го звена; 

ui – свободный параметр, определяемый масс-
инерционными характеристиками i-го звена и 
наложенными кинематическими связями. 

Достаточно определить структуры fi – 1 и ui, 
а после этого, используя соотношение (1.1), вы-
полнить в программе циклические вычисления 
по i, от i = 1 до i = N. Таким образом, можно ав-
томатизировать процедуру вывода необходимых 
уравнений для биомеханических систем с произ-
вольным количеством звеньев. 

Биомеханическое состояние всей системы 
определяется через сумму состояний звеньев 
биомеханической системы. Формула для биоме-
ханической системы в целом имеет вид  

1

,
N

БМС i
i

f f


                         (1.2) 

где  БМСf  – уравнение, описывающее биомеха-

ническое состояние опорно-двигательного аппа-
рата человека в целом. 

Для полной системы, т. е. системы, вклю-
чающей опору и спортсмена, общее состояние 
можно записать через соотношение (1.2), в кото-
рое входит структура f0, отражающая состояние 
именно опоры:  

0
1

,
N

ПС i ОП БМС
i

f f f f f


            (1.3) 

где  ПСf  – уравнение, описывающее состояние 

опорно-двигательного аппарата человека вместе 
с упругой опорой (полная система); 

0f  – уравнение, описывающее состояние 

упругой опоры. В общем виде его можно запи-
сать, как 0 ;ОПf f  

ПС – полная система; 
ОП – упругая опора;  
БМС – биомеханическая система. 
Необходимо отметить, что в ряде случаев 

структура 0f  определяется методами, отличны-

ми от структур ,if  но в любом случае на вели-

чину 0f  оказывает влияние движение всей био-

механической системы.  
Для соотношения (1.3) расчет структур if  

ведут в интервале от i = 1 до i = N. Индекс i = 0 
означает опору и относится к структуре 0.f  Дан-

ный подход позволяет упростить вывод формул, 
разделить по индексам факторы влияния опоры и 
факторы влияния биомеханической системы, а так-
же сохранить форму записи моделей в части, от-
носящейся непосредственно к спортсмену, такой 
же, как и в случае контакта с жесткой опорой [4]. 

Придерживаясь единой формы записи в 
уравнении (1.3), но, учитывая возможность при-
менения при необходимости различных методов 
для расчета структур 0f  и всех остальных ,if  

запишем  

0

.
N

ПС i
i

f f


                            (1.4) 

В уравнении (1.4) индекс меняется от i = 0 
до i = N, отражая влияние как опоры, так и звень-
ев биомеханической системы.  

Те же замечания относятся и к выражению 
(1.1) для описания состояния i-го звена. При от-
счете от i = 0 происходит также и учет влияния 
упругой опоры на исследуемое звено. 

 
2 Геометрия масс человеческого тела 
К геометрии масс человеческого тела отно-

сятся веса звеньев БМС Gi, положения их цен-
тров масс Si, длины звеньев Li и их центральные 
моменты инерции массы ICi (рисунок 1.2) [1]. 
Проблемой является определение трех из четы-
рех параметров: весов Gi, положений центров 
масс Si и моментов инерции ICi. Подобные задачи 
решаются, например, в робототехнике, но отли-
чие от человека в роботах то, что последних 
можно разобрать и выполнить измерения. После 
сборки техника будет работать, полностью вы-
полняя свои функции. Для человека измерения, 
особенно прижизненные, выполнить значительно 
сложнее, т. к. кинематическая цепь, с помощью 
которой моделируют опорно-двигательный ап-
парата, является статически неопределимой, и 
степень неопределимости зависит от принятой в 
конкретном исследовании модели биомеханиче-
ской системы.  

Таким образом, для каждого звена кинема-
тической цепи необходимо определить 3 неиз-
вестных параметра Gi, Si и ICi, а для всей биоме-
ханической системы таких параметров 3n, где n – 
число звеньев БМС. В случае прижизненного 
определения геометрии масс для конкретного 
человека разделить звенья невозможно. Из ста-
тики следует, что для произвольной плоской сис-
темы сил в общем случае можно составить мак-
симум три уравнения. В эти уравнения будут 
входить два параметра: Gi и Si.  

На примере трехзвенной системы БМС рас-
смотрим проблемы определения неизвестных 
параметров методами статики (рисунок 2.1) [11]. 
Здесь цифрами обозначены: 1 – руки; 2 – туло-
вище и голова; 3 – ноги; 4 – доска; 5 – весы. В 
случае использования уравнений равновесия не-
обходимо свести число неизвестных к миниму-
му. Это можно сделать, если человека положить 
на доску и определить давление NA и NB на две 
призматические опоры с помощью весов. Рас-
стояние между призмами известно, известны 
длины всех звеньев Li (рисунок 2.2). Необходимо 
определить вес Gi каждого звена и положение 
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центра масс Si на нем. Констатируем, что равно-
весие биомеханической системы по рисунку 2.1 
относится к равновесию сочлененной конструк-
ции под действием плоской системы параллель-
ных сил. 
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C3 DC2 C1
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аS1
S2S3 2G 1G

3 2 1

4

5

 
 

Рисунок 2.1 – Схема взвешивания 
биомеханической системы 

 

Таким образом, для трехзвенной системы 
имеем 6 неизвестных, по паре на каждом звене – 
это вес звена и положение центра тяжести. В 
общем случае получаем 2n неизвестных, отно-
сящихся к геометрии масс. Методом рассмотре-
ния равновесия такой системы является расчле-
нение конструкции на отдельные звенья и запись 
уравнений равновесия для каждого из них. При 
этом дополнительно появляются реакции в сус-
тавах D и Е (рисунок 2.2). Поэтому имеем всего 
(3n – 1) неизвестных для всей БМС. Для одного 
из крайних звеньев число неизвестных на едини-
цу меньше. 
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Рисунок 2.2 – Расчетные схемы звеньев 
биомеханической системы 

 
Так как система сил, приложенных к каж-

дому звену, является параллельной, то для каж-
дого звена можно записать лишь два независи-
мых уравнения равновесия. Всего уравнений для 
БМС имеем 2n, так как силы тяжести создают 
систему параллельных сил 

Обозначим степень статической неопреде-
лимости как q. Тогда для трехзвенной БМС по-
лучим (3 1) 2 1.q n n n      При n = 3 имеем 

3 1 2.q      

Рассмотрим более сложную модель БМС по 
рисунку 2.3. Примем допущение, что давление 
каждого звена на опору измеряемо. Число звень-
ев (костей) равно n = 9, число кинематических 
пар (суставов) в этом случае z = 7. 
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Рисунок 2.3 – Модель БМС при n = 9 

 
Число неизвестных равно [3n – (n – z)], где 

(n – z) – число конечных звеньев, т. е. для кото-
рых два, а не три неизвестных параметра, т. к. 
реакции в суставах уже входят в число неизвест-
ных сил сопряженных звеньев. Это число мень-
ше числа звеньев на число кинематических пар. 
Как и раньше, для всей системы можно написать 
2n уравнений. Вычтем из числа неизвестных ко-
личество возможных независимых уравнений 

q = [3n – (n – z)] – 2n=z. 
Для схемы по рисунку 2.3. имеем q = z = 7. 
Таким образом, получили, что степень ста-

тической неопределимости равно числу кинема-
тических пар. Используя полученное выражение 
для проверки, пересчитаем для трехзвенной БМС 
величину q. Имеем q = z = 2. 

Получим тот же результат, что и ранее, и 
ответ на вопрос, почему так сложно получить 
данные по геометрии масс человеческого тела 
даже для самой простой модели.  

  
3 Взаимодействие БМС с упругой опорой 
Рассмотрим особенность уравнений движе-

ния БМС на динамическом уровне с учетом 
взаимодействия со спортивным снарядом. Мо-
менты мышечных сил при целенаправленном 
движении с учетом упругой опоры относительно 
кинематических пар (суставов) по рисунку 1.2 
имеют вид [4], [5] 
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Коэффициенты ijC  и jkA  относятся к гео-

метрии масс тела и для каждого человека опре-
деляются экспериментально-расчетными мето-
дами исходя из параметров Gi, Li, Si и ICi.  

В таком виде уравнение, во-первых, сверну-
то по одноименным параметрам с использовани-
ем рекуррентных отношений и потому имеет 
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компактный вид. А во-вторых, хорошо структу-
рировано. Представим его в виде суммы момен-
тов от различных силовых факторов 

0, 1 ,к n
j j j j j j

i i I G a a a a
M M M M M M M

     
        

где 
jIM   – сумма пар сил инерции во вращатель-

ном движении звеньев исследуемой части био-
механической системы; 
 

jGM   – сумма моментов от сил тяжести звень-

ев исследуемой части биомеханической системы; 

0
ja

M   – сумма моментов от сил инерции звень-

ев исследуемой части биомеханической системы 
в поступательном движении при прогибе опоры 
(растяжении–сжатии пружины); 
 к

ja
M   – сумма моментов от кориолисовых сил 

инерции, прикладываемых к звеньям исследуе-
мой части биомеханической системы; 
 

ja
M 

  – сумма моментов от касательных сил 

инерции, прикладываемых к звеньям исследуе-
мой части биомеханической системы во враща-
тельном движении звеньев; 
 n

ja
M   – сумма моментов от нормальных (цент-

робежных) сил инерции звеньев биомеханиче-
ской системы. 

На рисунке 3.1 представлен график измене-
ния момента управляющих мышечных сил в за-
висимости от положения общего центра масс 
(ОЦМ) спортсмена при выполнении большого 
оборота назад на перекладине. 
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Рисунок 3.1 – Изменение момента управляющих 
сил по угловому положению ОЦМ: 

0 – опорный шарнир; 1 – плечевой сустав; 
2 – тазобедренный сустав 

 
Отметим, что управляющие моменты за 

время одного оборота спортсмена несколько раз 
меняют свой знак. Это свидетельствует об изме-
нении направления управляющего момента по 
отношению к другим моментам сил (меняются 
движущие силы и силы сопротивления). 

В уравнении (3.1) индекс 0 относится к 
спортивному снаряду, а индексы от 1 до N при-
надлежат звеньям биомеханической системы. 

Разделим по индексам опору и БМС в уравнении 
(3.1). Для опоры получим 
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Для БМС имеем 
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Такое разделение на механическую , 1
ОП
i iM   и 

биомеханическую , 1
БМС
i iM   системы позволяет 

представить динамическое уравнение движения 
(3.1) в виде суммы моментов двух систем 

, 1 , 1 , 1 .ОП БМС
i i i i i iM M M                   (3.2) 

Сравнение этих двух моментов дает воз-
можность исследовать влияние спортивного сна-
ряда на движение человека в динамике. 

 
4 Анализ и синтез движения биомехани-

ческой системы 
Решение системы уравнений (3.1) относи-

тельно левой части, т. е. момента управляющих 
мышечных сил , 1i iM   является задачей анализа. 

Решение относительно правой части той же сис-
темы уравнений уже является задачей синтеза и 
относится к проектированию наперед заданной 
техники движения в спорте. 

Отметим важный момент: задачи синтеза 
существуют на двух уровнях – кинематическом и 
динамическом. На динамическом уровне реша-
ются задачи определения параметров движения 
по заданным динамическим характеристикам 
целенаправленного движения, например, управ-
ляющим моментам. Более актуальными являются 
задачи синтеза на кинематическом уровне, когда, 
например, ставится задача получения определен-
ной траектории движения спортсмена или его 
скоростных характеристик в определенных точ-
ках траектории [3]–[5].  

Отдельной и сложной задачей является оп-
тимизация движения по заданным параметрам. 

Отметим, что решение задачи синтеза дви-
жения осложняется наличием двух взаимодейст-
вующих между собой систем: человека и спор-
тивного снаряда [4]. Для исследования такого 
взаимодействия необходимо использовать мате-
матические модели по типу уравнения (3.2). 
Возможен следующий порядок синтеза движения 
биомеханической системы в условиях упругой 
опоры: 

1. Синтез и оптимизация движения БМС.  
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   Таблица 4.1 – Управление на кинематическом уровне 
 

Кинематический уровень задания управляющих функций ( )u i  

Типы решаемых задач Форма 
( )u i  1 2 3 

1 По разнице обобщенных 
координат 

1( )i i iu f Q Q   

По обобщенным 
координатам 

( )i iu f Q  

По обобщенным координатам
и их разнице в сочетании 

1( , )i i i iu f Q Q Q   

2 По разнице обобщенных 
скоростей 

1( )i i iu f Q Q    

По обобщенным 
скоростям 

( )i iu f Q   

По обобщенным скоростям 
и их разнице в сочетании 

1( , )i i i iu f Q Q Q     

3 По разнице обобщенных 
ускорений 

1( )i i iu f Q Q    

По обобщенным 
ускорениям 

( )i iu f Q   

По обобщенным ускорениям
и их разнице в сочетании 

1( , )i i i iu f Q Q Q     

4 Сочетания из форм 1, 2, 3 Сочетания из форм    1, 2, 3 Сочетания из форм        1, 2, 3
 
2. Силовой расчет выделенной БМС. 
3. Расчет деформации опоры. 
4. Расчет кинематики выделенной опоры. 
5. Синтез и оптимизация полной БМС. 
Под выделенными системами понимаем от-

дельно спортивный снаряд и отдельно БМС, а 
полная система – это единая система «снаряд-
спортсмен». 

В указанной последовательности расчетов 
принято, что вначале проводится синтез движе-
ния БМС, по его результатам выполняется сило-
вой расчет в контакте человека с опорой, а зная 
силовое взаимодействие можно определить все 
параметры динамической деформации снаряда. 
И уже по этим данным корректируется синтез 
движения БМС в целом. 

При расчете деформации опоры встает во-
прос о ее моделях. Возможно несколько вариан-
тов: на основе теоретических разработок и на 
основе экспериментальных данных. Теоретиче-
ские модели сложны и трудоемки для вычисле-
ний, и при этом являются приблизительными. 
Причина в сложности конструкции снаряда, на-
пример, перекладины в гимнастике, возможными 
различиями в конструкции в каждом конкретном 
случае и необходимости экспериментального 
уточнения модели на практике для каждого сна-
ряда. Также необходимы допущения, сильно ог-
рубляющие принятые модели. Модели на основе 
экспериментальных данных более точны, и стро-
ить их проще и понятнее.   

В таблице 4.1 показаны все возможные спо-
собы программного управления движением био-
механической системы на кинематическом уров-
не [3]–[5]. 

Всего нами выделено 4 формы функцио-
нальных связей на кинематическом уровне. 

 
5 Пространственное движение  
При современном уровне развития науки и 

техники периодически появляются методы и 

оборудование в каких-то иных областях науки, 
промышленности и даже культуры, пригодные 
для конкретного научного исследования. Подоб-
ная ситуация возникла и в области изучения био-
механики пространственного движения человека.  

В кинематографе, компьютерной анимации 
и при создании компьютерных игр широко ис-
пользуется технология, получившая название 
«motion capture», т. е. «захват движения». Самые 
современные достижения в области спецэффек-
тов, которые производят колоссальное впечатле-
ние на зрителей и игроков, связаны с этим на-
правлением. Здесь тоже решаются проблемы по 
получению параметров движения человека для 
последующей обработки и визуализации. В 
большой степени задачи биомеханики и кинема-
тографа в этой части сходны. 

Получили развитие два направления техно-
логии захвата движения: маркерные технологии 
и безмаркерные, основанные на компьютерном 
зрении и распознавании образов [8]–[10]. В 
принципе один из видов маркерной технологии в 
упрощенном виде давно используется при анали-
зе существующей техники выполнения спортив-
ных упражнений (рисунок 1.1). В этом случае на 
каждом кадре видеосъемки по цветным марке-
рам определяют угловые координаты звеньев 
тела согласно принятой модели БМС (рисунок 
1.2). Но в общем эти технологии сложны, дороги, 
а оборудование для них порой весьма громоздко. 

Второе направление в доступном для широ-
кого использования варианте в виде компьютер-
ных программ появилось совсем недавно, лишь в 
этом десятилетии. 

На рисунке 5.1 показана принятая кинема-
тическая модель опорно-двигательного аппарата 
человека, используемая при получении коорди-
нат человеческого тела в технологии компью-
терного зрения. Кисти рук не указаны, так как 
эта часть тела в программе показывается услов-
но. Подобная модель применяется во многих 
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Рисунок 5.1 – Модель 
биосистемы 

 

Рисунок 5.2 – Видеосъемка 6-ю камерами 
(с разрешения фирмы iPi Soft) 

 

  
 

Рисунок 5.3 – Настройка компьютерного зрения 
 

Рисунок 5.4 – Движение человека 
с автоматическим наложением скелета 

 
графических программах для анимации движе-
ния человека, т. е. широко распространена. 

На рисунке 5.2 дан фрагмент работы про-
граммы при съемке 6-ю видеокамерами. Съемка 
принадлежит фирме iPi Soft и публикуется с ее 
разрешения. Такая схема видеосъемки позволяет 
моделировать движение в пространстве и по-
смотреть на движение с любой точки простран-
ства. Так как программа компьютерного зрения 
предназначена для целей кинематографа и ани-
мации движения, то в ней предусмотрена замена 
реального человека моделью в виде анимацион-
ного персонажа, представленного в виде теневой 
фигуры рядом с человеком. Опыт авторских 
съемок (рисунок 5.3, рисунок 5.4) и анализ ре-
зультатов работы программы по видеофрагмен-
там других операторов показывает устойчивость 

компьютерного зрения к световым помехам в ви-
де бликов и неоднородного съемочного фона, а 
также то, что использованная технология разреша-
ет определенную вольность в одежде (рисунок 5.4). 

Результатом использования технологии за-
хвата движения является текстовой файл форма-
та bvh, имеющий два раздела. Раздел HIERACHY 
(ИЕРАРХИЯ) представляет собой графическое 
дерево, в нем, на основании графов, записан по-
рядок построения скелета (рисунок 5.1) с указа-
нием начальных координат. Второй раздел 
MOTION (ДВИЖЕНИЕ) дает по каждому кадру 
соответствующие координаты скелета. 

В файле каждый элемент скелета содержит 
информацию о смещении и вращении относи-
тельно родительского элемента. Вращение пред-
ставляется в углах Эйлера. 
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Для отображения движения в bvh-файле для 
каждой кости в каждом кадре рассчитывается ее 
локальная матрица трансформации [8], [9]: 

M = T⋅R⋅S, 

где T, R, S – матрицы перемещения (translation), 
вращения (rotation), маштабирования (scale) со-
ответственно в координатах родительского эле-
мента.  

Чтобы получить глобальную матрицу 
трансформации для конкретного узла скелета, 
локальную матрицу необходимо умножить на 
матрицу трансформации родительского элемен-
та, для которого работает этот же принцип [9]. 
Глобальную матрицу трансформации для каждого 
элемента скелета можно рассчитать по формуле: 

0

.
n

n i
глоб локал

i

M M


  

Отметим следующий важный момент: в 
файле угловое положение каждого звена (кости) 
представлено с помощью углов Эйлера. Но в 
компьютерных технологиях, особенно при рас-
чете видео, критичным является скорость вычис-
лительных процессов. Поэтому расчеты выпол-
няются на основе алгебры кватернионов, т.к. в 
этом случае для каждого звена получается толь-
ко одно уравнение связи, в отличие от шести для 
направляющих косинусов.  Кроме того, интегри-
рование и преобразование координат в углах 
Эйлера – Крылова связаны с тригонометриче-
скими операциями, которые на самом деле явля-
ются специальными компьютерными подпро-
граммами и потому снижают эффективность 
применения вычислительной техники. 

В работе [12] выполнен сравнительный ана-
лиз вычислительной эффективности метода мат-
риц и метода кватернионов в ориентационной 
задаче применительно к робототехнике. Показа-
но, что аппарат кватернионов не уступает аппа-
рату матриц и при этом имеет преимущество в 
ориентационных задачах. В общем случае при-
менения кватернионов получаем самый мини-
мальный объем вычислительной работы для 
компьютера из возможных вариантов, а значит и 
самую большую скорость вычислений каждого 
кадра видео.  

Представим задачи и порядок их решения 
для технологии захвата движения на основе ком-
пьютерного зрения в следующем виде [9]: 

1. Видеосъемка движения БМС. 
2. Определение смещения узлов (Txyz) отно-

сительно родительских узлов. 
3. Запись в файл иерархии основных узлов 

скелета БМС согласно спецификации bvh-файла. 
4. Преобразование кватернионов в углы Эй-

лера. 
Задачи биомеханики спорта в области при-

менения технологий захвата движения ограничи-
ваются получением координат БМС, так как не 
преследуют целей кинематографа и компьютерных 

игр. Для анализа исследуемой техники спортив-
ных упражнений достаточно знания координат 
опорно-двигательного аппарата человека и их 
изменения во времени. Это исходные данные для 
расчетов по моделям кинематики и динамики, и с 
этой точки зрения, полученные с помощью ком-
пьютерного зрения результаты, самодостаточны. 
Тем не менее, в спорте широко распространенно 
использование визуализации, т. е. наглядности. 
Этот прием используют тренеры при постановке 
техники спортивных упражнений, он также не-
заменим в танцах и балете, где широко приме-
няют зеркала. Потому использование анимаци-
онных возможностей программы захвата движе-
ния на основе компьютерного зрения также 
весьма полезно в учебно-тренировоч-ном про-
цессе и в исследовательских целях в большинст-
ве спортивных дисциплин. 

 
Заключение 
Изложены проблемы и пути их решения в 

наиболее важных направлениях исследования 
биомеханики движения человека. Акцент сделан 
на биомеханику спорта. Показано, что разраба-
тывая модели движения биомеханической сис-
темы на кинематическом и динамическом уров-
не, необходимо применять специальные алго-
ритмы, направленные на создание компактных и 
универсальных систем уравнений для компью-
терных вычислений. На основе рекуррентных 
отношений можно построить модели движения 
любой степени сложности, при этом включая в 
них системы, имеющие различную природу и 
изучаемые в различных разделах механики. Та-
кими системами в данной работе являются опор-
но-двигательный аппарат человека и спортивный 
снаряд. 

Исследованы проблемы в области измере-
ния и расчета геометрии масс биомеханической 
системы. Проанализирована трехзвенная биосис-
тема на предмет статической определимости, и 
показаны причины невозможности прижизнен-
ного определения веса и положения центра масс 
каждого звена на основании уравнений равнове-
сия статики. 

В случае взаимодействия биосистемы с уп-
ругой опорой, каковой в спорте часто предстает 
спортивный снаряд, структура уравнений движе-
ния на кинематическом и динамическом уровнях 
имеет четкое разделение на части, относящиеся 
только к опоре и только к биомеханической сис-
теме. Такое разделение позволяет выполнить 
количественную оценку влияния снаряда на тех-
нику выполнения спортивного упражнения. Тем 
не менее она может быть выполнена лишь прибли-
зительно, т. к. помимо явной части, к которой от-
носятся все параметры с соответствующими ин-
дексами в моделях, имеется и неявная часть, выде-
лить которую невозможно. Так, при любом движе-
нии упругая опора меняет технику спортивного 
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упражнения, т. е. изменяются кинематические и 
динамические характеристики. Для выделения 
влияния спортивного снаряда необходимо срав-
нить выполнение упражнения с жестким и упру-
гим снарядами. Но в ряде видов спорта это теря-
ет смысл, т. к. батут, подкидная доска, шест для 
прыжков в высоту и пр., должны быть упругими 
и никак иначе. 

Представленный подход к разработке моде-
лей движения по разделению механической и 
биомеханической систем раскрывает новые воз-
можности при исследовании синтеза и построе-
ния оптимальной техники спортивного упражне-
ния. Наиболее перспективным является направ-
ление по синтезу движения на кинематическом 
уровне. Здесь имеется 4 уровня задания управ-
ляющих функций. При определении задачи ис-
следования необходимо задавать управление 
биомеханической системой, рассчитывать пара-
метры деформации упругой опоры и по этим 
данным корректировать движение биомеханиче-
ской системы. 

В области изучения пространственного 
движения предложено использовать технологию 
захвата движения на основе компьютерного зре-
ния. Существующие в этой области программы 
позволяют достаточно быстро выполнить видео-
съемку, расшифровку этой съемки и вычисли-
тельный эксперимент в области кинематики и 
динамики пространственного движения. Показа-
но, что из-за трудоемкости обработки данных по 
видеосъемке, специфике их хранения в файлах и 
требованиям к синтезу и оптимизации движения, 
модели кинематики и динамики пространствен-
ного перемещения человека необходимо разра-
батывать на основе алгебры кватернионов как 
наиболее эффективной в вычислительном отно-
шении.  

Такой подход позволяет решить следующие 
задачи при исследовании в биомеханике спорта: 

– в десятки раз увеличить число степеней 
свободы модели скелета; 

– изучить пространственное движение че-
ловека; 

– автоматизировать процесс расшифровки 
координат человека при его движении, умень-
шив время обработки результатов эксперимента 
на многие порядки – с лет или месяцев до не-
скольких часов в идеале.  
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Найдены достаточные условия неполуассоциативности полиадической операции s, , k, которая определяется на декар-
товой степени Ak n-арной полугруппы < A,  > с помощью подстановки  множества {1, , k} и n-арной операции .  
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Sufficient conditions of nonsemiassociativity of a polyadic operation s, , k which is determined on a Cartesian power Ak of n-
ary < A,  > semigroup with substitution  of a range {1, …, k} and n-ary operation  are found. 
 
Keywords: polyadic operation, groupoid, semigroup, semiassociativity, neutral sequence. 

 
 

Введение 
Полиадическая операция s, , k была опре-

делена в [1] на декартовой степени Ak n-арного 
группоида < A,  > с помощью подстановки  
множества {1, , k} и n-арной операции . Ча-
стным случаем полиадической операции s, , k 
является l-арная операция [ ]l, , k, которая перво-
начально была определена в [2] для любых це-
лых k  2, l  2 и  любой  подстановки   Sk на 
k-ой декартовой степени Ak полугруппы A. В 
свою очередь, частными случаями l-арной опе-
рации [ ]l, , k являются две полиадические опера-
ции, которые Э. Пост определил в [3]. Одна из 
них была определена им на декартовой степени 
симметрической группы. Вторую операцию 
Э. Пост определил на декартовой степени полной 
линейной группы над полем комплексных чисел. 

В [1] доказано, что если n-арная операция  – 
ассоциативна, подстановка  удовлетворяет ус-
ловию l = , то полиадическая операция s, , k 
также является ассоциативной. В связи со ска-
занным возникает естественная задача нахожде-
ния достаточных условий неассоциативности 
полиадической операции s, , k. В данной статье 
установлено, что одним из таких достаточных 
условий является наличие в n-арной полугруппе 
< A,  >, содержащей более одного элемента, 
левой нейтральной последовательности и выпол-
нимость условия l  . В качестве следствий 
основного результата получены результаты из 
[4] об операции [ ]l, , k. 

Заметим, что l-арная операция [ ]l, , k явля-
ется частным случаем не только операции s, , k, 
но и l-арной операции [ ]l, Т, k из [5], где T – фик-
сированное подмножество подстановок из Sk. 

 1 Предварительные сведения 
Напомним, что n-арную операцию  n-ар-

ного группоида < A,  > называют ассоциатив-
ной, если в нём для любого i = 2, , n выполня-
ется тождество 

((x1  xn)xn+1  x2n–1)) = 

= (x1  xi–1(xi  xi+n–1)xi+n  x2n–1). 
Если указанное тождество выполняется для 

i = n, то n-арную операцию  называют полуас-
социативной. Таким образом, n-арную операцию 
 n-арного группоида < A,  > называют полуас-
социативной, если в нём выполняется тождество 

((x1  xn)xn+1  x2n–1)) = 

= (x1  xn–1(xn  x2n–1)). 
Ясно, что ассоциативная n-арная операция 

является и полуассоциативной. 
Последовательность e1 … en–1 элементов n-ар-

ного группоида < A,  > называют его левой (пра-
вой) нейтральной последовательностью, если 

(e1 … en–1x) = x ((xe1 … en–1) = x) 

для любого x  А. 
Последовательность e1 … en–1 элементов n-ар-

ного группоида < A,  > называют его нейтраль-
ной последовательностью, если она является и 
левой нейтральной и правой нейтральной. 

Элемент e n-арного группоида < A,  > на-
зывают его единицей, если для любого x  А и 
любого i = 1, 2, …, n верно 

(x
1n

e e


 ) = (ex
2n

e e


 ) = … 

… = (
2n

e e


 xe) = (
1n

e e


 x) = x. 

Элемент e n-арного группоида < A,  > назы-
вают его левой (правой) единицей, если 
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(
1n

e e


 x) = x ((x
1n

e e


 ) = x) 

для любого x  А. 
Определение 1.1 [1]. Пусть < A,  > – n-арный 

группоид, n  2, s  1, l = s(n – 1) + 1, k  2,   Sk. 
Определим на Ak вначале n-арную операцию 

1, , k(x1  xn) = 

= 1, , k((x11, , x1k)  (xn1, , xnk)) = 

= ((x11x2(1)  1 (1)
),nn

x 
  

, (x1kx2(k)  1 ( )
)),nn k

x 
             (1.1) 

а затем l-арную операцию 

s, , k(x1  xl) = 

= s, , k((x11, , x1k)  (xl1, , xlk)) = 

= 1, , k(x1  xn–11, , k(xn  x2(n–1) 

1, , k( 1, , k(x(s–2)(n–1)+1  x(s–1)(n–1) 

1, , k(x(s–1)(n–1)+1  xs(n–1)+1)) ))).     (1.2) 

 При s = 1 l-арная операция s, , k совпадает с 
n-арной операцией 1, , k. 

Явный вид l-арной операции s, , k описыва-
ет следующая 
 Теорема 1.1 [1]. Если 

xi = (xi1, , xik), i = 1, 2, , l, 

s, , k(x1  xl) = (y1, , yk), 

то для любого j  {1, , k} j-ая компонента yj 
находится по формуле 

yj = (x1jx2(j)  2( 1) ( )nn j
x  

 

 1 2( 1) 1( ) (2( 1)) ( )
( n nn j n j
x x    

 (  

  ( 1)( 1)(( 1)( 1) 1) ( )
( s ns n j
x     

  

( 1)( ( 1) 1) ( )
)s ns n j

x   
  ))).          (1.3) 

 Замечание 1.1. Если n-арная операция  ас-
социативна, то (1.3) может быть переписано сле-
дующим образом 

yj = (x1jx2(j)  ( 1)( ( 1) 1) ( )
)s ns n j

x   
 = 

= (x1jx2(j)  1 ( )ll j
x 

). 

Теорема 1.2 [1]. Если n-арная операция  – 
ассоциативна, подстановка  удовлетворяет 
условию l = , то l-арная операция s, , k ассо-
циативна. 

Лемма 1.1 [6]. Пусть A – множество, k  2, 
 – подстановка из Sk, f – преобразование де-
картовой степени Ak по правилу 

(x1, x2, , xk)  (x(1), x(2), , x(k)). 
Тогда: 

1) f – биекция; 
2) для любого i  2 преобразование if  

множества Ak осуществляется по правилу 
(x1, x2, , xk)  (

(1)ix


, 
(2)ix


, , 

( )
);i k

x


 

3) if  = if


 для любого i  2; 

4) если a  A, a = ( , ,
k

a a ), то fa = a; 

5) если < A,  > – группоид, то f – авто-
морфизм группоида < Ak,  > с операцией 

x  y = (x1, , xk)  (y1, ,yk) = 

= (x1  y1, , xk  yk). 
 

 2 Вспомогательные результаты 
Приведём пример, показывающий, что если 

подстановка  не удовлетворяет условию l = , 
то l-арная операция s, , k, определенная с помо-
щью (1.1) и (1.2), может быть неассоциативной 
даже для ассоциативной n-арной операции . 

Пример 2.1. Положим в определении 1.1: A – 
множество, содержащее более одного элемента; 
 – 4-арная операция, производная от операции в 
полугруппе A с операцией ab = b для любых a, 
b  A; 

n = 4, s = 1, l = 4, k = 2,  = (12)  S2. 
Так как (12)4 – тождественная подстановка, 

то (12)4  (12), то есть условие l =  не выпол-
няется. 

Ясно, что < A,  > – 4-арная полугруппа  с  
4-арной операцией 

(xyzu) = u. 
Поэтому любая последовательность длины 3, 
составленная из элементов множества A, являет-
ся левой нейтральной в 4-арной полугруппе 
< A,  >. 

Определим согласно (1.1) на A 2 4-арную 
операцию 

1, (12), 2(xyzu) = 

= 1, (12), 2((x1, x2)(y1, y2)(z1, z2)(u1, u2)) = 
= ((x1y(1) 2 (1)

z
 3 (1)

u


), (x2y(2) 2 (2)
z
 3 (2)

u


)) = 

= ((x1y2z1u2), (x2y1z2u1)) = (u2, u1). 
Пусть x, y, z и u – те же, что и выше, 

v = (v1, v2), w = (w1, w2), p = (p1, p2). 
Согласно определению 1.1, 

1, (12), 2(1, (12), 2(xyzu)vwp) = 

= 1, (12), 2((u2, u1)vwp) = 

= ((u2v2w1p2), (u1v1w2p1)) = (p2, p1), 

1, (12), 2(xyz1, (12), 2(uvwp)) = 

= 1, (12), 2(xyz((u1v2w1p2), (u2v1w2p1))) = 

= 1, (12), 2(xyz(p2, p1)) = 

= ((x1y2z1p1), (x2y1z2p2)) = (p1, p2). 
Так как A содержит более одного элемента, то p1 
и p2 можно выбрать так, что p1  p2. В этом случае 

1, (12), 2(1, (12), 2(xyzu)vwp)  

 1, (12), 2(xyz1, (12), 2(uvwp)). 
Из этого неравенства вытекает, что 4-арная опе-
рация 1, (12), 2 не является полуассоциативной, а 
значит и ассоциативной. 

В примере 2.1 4-арная полугруппа < A,  > 
обладает левой нейтральной последовательно-
стью, и для подстановки (12) верно неравенство 
(12)4  (12). Покажем, что неравенство l   и 
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наличие в n-арной полугруппе < A,  > левой 
нейтральной последовательности является доста-
точным условием неассоциативности l-арной 
операции s, , k. Для этого нам понадобятся не-
сколько лемм. 

Утверждение 5) леммы 1.1 обобщается сле-
дующей леммой. 

Лемма 2.1.  Если в условиях леммы 1.1 
< A,  > – n-арный группоид, то f – автомор-
физм n-арного группоида < Ak,  > с n-арной опе-
рацией , которая определяется покомпонентно 
с помощью операции : 

(x1  xn) = ((x11, , x1k)  (xn1, , xnk)) = 

= ((x11  xn1), , (x1k  xnk)). 
Доказательство. Так как 

(x1  xn ) f  = 

= (((x11, , x1k)  (xn1, , xnk)) ) f  = 

= (u1 = (x11  xn1), , uk = (x1k  xnk) ) f  = 

(1) 1 (1) (1)( ( ... ), ...nu x x       

( ) 1 ( ) ( )..., ( ... ))k k n ku x x       

1 (1) 1 ( ) (1) ( )(( ,..., ) ... ( ,..., ))k n n kx x x x        

=  1( fx   ),f
n
x  

то 

(x1  xn ) f  =  1( fx   ),f
n
x  

то есть f – автоморфизм n-арного группоида 
< Ak,  >. Лемма доказана. 

Замечание 2.1. Ясно, что для n-арного груп-
поида < A,  > n-арная операция, определённая 
на декартовой степени Ak покомпонентно с по-
мощью n-арной операции  и обозначаемая тем 
же символом , совпадает с n-арной операцией 
1, , k, где  – тождественная подстановка. По-
этому, если < A,  > – n-арная полугруппа, то по 
теореме 1.2 < Ak,  > – n-арная полугруппа. 

Лемма 2.2.  Пусть < A,  > – n-арная полу-
группа,  – подстановка из Sk, 

xi = (xi1, xi2, , xik)  Ak, i = 1, 2, , l. 
Тогда 

s, , k(x1x2  xl) = 

= (x1 
2

2 1...
lf f

l


 

x x
1

)
lf

l


 x  

= (x1 
2

2 1... lff
l

 
x x 1 ).lf

l
x  

Доказательство. Так как, ввиду леммы 1.1, 
1if

i


x = 1if

i
x = 1 (1)

( ,ii
x 

 , 1 ( )
),ii k

x 
 

то, используя замечание 1.1 и определение опе-
рации  из формулировки леммы 2.1, получим 

(x1 
2

2 1...
lf f

l


 

x x
1

)
lf

l


 x  

= (x1 
2

2 1... lff
l

 
x x 1 )lf

l
 x  

= ((x11, , x1k)(x2(1), , x2(k))  
 1 (1)

( ll
x 

, , 1 ( )
))ll k

x 
  

= ((x11x2(1)  1 (1)
)ll

x 
 

 (x1kx2(k)  1 ( )
))ll k

x 
 = s, , k(x1x2  xl). 

Лемма доказана. 
Лемма 2.3  [6]. Пусть A – множество, со-

стоящее более чем из одного элемента, k  2,  и 

 – подстановки из Sk. Если fx  = fx  для любого 
x  Ak, то  = . 

Лемма 2.4.  Пусть e1  en–1 – нейтральная 
(правая нейтральная, левая нейтральная) после-
довательность n-арного группоида < A,  >, 

e1 = ( 1 1, ,
k

e e ), e2 = ( 2 2, ,
k

e e ),  

, en–1 = ( 1 1, ,n n

k

e e  ). 

Тогда e1e2  en–1 – нейтральная (правая ней-
тральная, левая нейтральная) последователь-
ность n-арного группоида < Ak,  >. 

Доказательство. Пусть x = (x1, x2, , xk) – 
произвольный элемент из Ak. 

Если e1  en–1 – левая нейтральная последо-
вательность n-арного группоида < A,  >, то по-
ложим 

(e1e2  en–1x) = (y1, y2, , yk). 

Так как в n-арном группоиде < Ak,  > n-арная 
операция  определена покомпонентно с помо-
щью n-арной операции  n-арного группоида 
< A,  >, то 

yj = (e1  en–1xj), 
откуда, учитывая левую нейтральность последо-
вательности e1  en–1, получаем yj = xj. Следова-
тельно, 

(e1e2  en–1x) = x, 
что означает левую нейтральность последова-
тельности e1e2  en–1. 

Если e1  en–1 – правая нейтральная после-
довательность n-арного группоида < A,  >, то 
положим 

(xe1e2  en–1) = (z1, z2, , zk). 
Тогда 

zj = (xje1  en–1), 
откуда, учитывая правую нейтральность после-
довательности e1  en–1, получаем zj = xj. Следо-
вательно, 

(xe1e2  en–1) = x, 
что означает правую нейтральность последова-
тельности e1e2  en–1. Лемма доказана. 
 

3 Основные результаты 
Теорема 3.1.  Пусть < A,  > – n-арная по-

лугруппа, содержащая более одного элемента, и 
обладающая левой нейтральной последователь-
ностью;  – подстановка из Sk, удовлетворяю-
щая условию l  . Тогда в < Ak, s, , k > не вы-
полняется тождество 

s, , k(s, , k(x1  xl)xl+1  x2l–1) = 

= s, , k(x1  xl–1s, , k(xl  x2l–1)).     (3.1) 
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Доказательство. Если предположить вы-
полнимость в < Ak, s, , k > тождества из условия 
теоремы, то ввиду леммы 2.2, 
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откуда 
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Последнее равенство можно переписать в виде 
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По условию теоремы в n-арной полугруппе 
< A,  > существует левая нейтральная последо-
вательность e1  en–1. Если положить 

x1 = xn = x2(n–1)+1 =  
 = x(2s–1)(n–1)+1 = e1 = ( 1 1, ,

k

e e ), 

x2 = xn+1 = x2(n–1)+2 =  
 = x(2s–1)(n–1)+2 = e2 = ( 2 2, ,

k

e e ), 

 
xn–1 = x2(n–1) = x3(n–1) =  

 = x2s(n–1) = en–1 = ( 1 1, ,n n

k

e e  ), 

то, в силу утверждения 4) леммы 1.1, последнее 
равенство принимает вид 
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Так как, согласно лемме 2.4, e1e2  en–1 – 
левая нейтральная последовательность n-арной 
полугруппы < Ak,  >, то 
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А так как 1lf 
  – автоморфизм n-арной полугруп-

пы < Ak,  >, то из этого равенства следует ра-
венство 

x2l–1 = 
1

2 1,
lf
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x  

которое равносильно равенству 
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где  – тождественная подстановка. В свою оче-
редь, из этого равенства, в силу утверждения 3) 
леммы 1.1, следует 

2 1
f
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
x  = 1

2 1 .lf

l

x  

Так как элемент x2l–1 выбран в Ak произвольно, 
то, применив к полученному равенству лемму 
2.3, получим  = l–1, то есть l = , что невоз-
можно. Теорема доказана. 

Теорему 3.1 можно переформулировать 
следующим образом. 

Теорема 3.2.  Пусть < A,  > – n-арная по-
лугруппа, содержащая более одного элемента, и 
обладающая левой нейтральной последователь-
ностью;  – подстановка из Sk, удовлетворяю-
щая условию l  . Тогда l-арная операция s, , k 
l-арного группоида < Ak, s, , k > не является по-
луассоциативной, а значит и ассоциативной. 

Теорема 3.3.  Пусть < A,  > – n-арная по-
лугруппа, содержащая более одного элемента, и 
обладающая левой нейтральной последователь-
ностью;  – подстановка из Sk. Тогда следующие 
утверждения равносильны: 

1) l-арная операция s, , k является ассо-
циативной; 

2) l-арная операция s, , k является полуас-
социативной; 

3) подстановка l–1 – тождественная. 
Доказательство.  
1) 2) Следует из определений ассоциа-

тивности и полуассоциативности. 
2) 3) Пусть l-арная операция s, , k явля-

ется полуассоциативной и предположим нетож-
дественность подстановки l–1, что равносильно 
l  . Тогда по теореме 3.2 l-арная операция 
s, , k не является полуассоциативной, что невоз-
можно. 

3) 1) Применяется теорема 1.2. Теорема 
доказана. 

Замечание 3.1. Понятно, что утверждения 
теорем 3.1–3.3 останутся верными, если в их ус-
ловиях левую нейтральную последовательность 
заменить нейтральной последовательностью. 

Так как для всякой единицы e n-арной полу-
группы последовательность 

1n

e e


  является ней-

тральной, то из теорем 3.1–3.3 извлекаются сле-
дующие следствия. 

Следствие 3.1.  Пусть < A,  > – n-арная 
полугруппа с левой единицей, содержащая более 
одного элемента;  – подстановка из Sk, удовле-
творяющая условию l  . Тогда в < Ak, s, , k > 
не выполняется тождество (3.1), то есть l-ар-
ная операция s, , k не является полуассоциатив-
ной, а значит и ассоциативной. 

Следствие 3.2.  Пусть < A,  > – n-арная 
полугруппа с левой единицей, содержащая более 
одного элемента;  – подстановка из Sk. Тогда 
следующие утверждения равносильны: 

1) l-арная операция s, , k является ассо-
циативной; 

2) l-арная операция s, , k является полуас-
социативной; 

3) подстановка l–1 – тождественная. 
Полагая в теоремах 3.1–3.3 или в следстви-

ях 3.1 и 3.2 n = 2, получим следующие следствия. 
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Следствие 3.3.  Пусть A – полугруппа с ле-
вой единицей, содержащая более одного элемен-
та;  – подстановка из Sk, удовлетворяющая 
условию l  . Тогда в < Ak, [ ]l, , k > не выполня-
ется тождество 

[[x1  xl]l, , kxl+1  x2l–1]l, , k = 

= [x1  xl–1[xl  x2l–1]l, , k]l, , k, (3.2) 

то есть l-арная операция [ ]l, , k не является по-
луассоциативной, а значит и ассоциативной. 

Следствие 3.4  [4]. Пусть A – полугруппа с 
левой единицей, содержащая более одного эле-
мента;  – подстановка из Sk. Тогда следующие 
утверждения равносильны: 

1) l-арная операция [ ]l, , k является ассо-
циативной; 

2) l-арная операция [ ]l, , k является полуас-
социативной; 

3) подстановка l–1 – тождественная. 
Замечание 3.2. Понятно, что утверждения 

следствий 3.1–3.4 останутся верными, если в их 
условиях левую единицу заменить единицей. 

Так как полиадические группы обладают 
нейтральными последовательностями, то теоре-
мам 3.1–3.3 соответствуют следующие теоремы. 

Теорема 3.4.  Пусть < A,  > – n-арная 
группа, содержащая более одного элемента;  – 
подстановка из Sk, удовлетворяющая условию 
l  . Тогда в < Ak, s, , k > не выполняется то-
ждество (3.1), то есть l-арная операция s, , k 
не является полуассоциативной, а значит и ас-
социативной. 

Теорема 3.5.  Пусть < A,  > – n-арная груп-
па, содержащая более одного элемента;  – под-
становка из Sk. Тогда следующие утверждения 
равносильны: 

1) l-арная операция s, , k является ассо-
циативной; 

2) l-арная операция s, , k является полуас-
социативной; 

3) подстановка l–1 – тождественная. 
Заменяя в следствиях 3.1–3.2 полугруппу 

группой или полагая в теоремах 3.4–3.5 n = 2, 
получим следующие следствия. 

Следствие 3.5.  Пусть A – группа, содер-
жащая более одного элемента;  – подстановка 

из Sk, удовлетворяющая условию l  . Тогда в 
< Ak, [ ]l, , k > не выполняется тождество (3.2), 
то есть l-арная операция [ ]l, , k не является полу-
ассоциативной, а значит и ассоциативной. 

Следствие 3.6.  Пусть A – группа, содер-
жащая более одного элемента;  – подстановка 
из Sk. Тогда следующие утверждения равносильны: 

1) l-арная операция [ ]l, , k является ассо-
циативной; 

2) l-арная операция [ ]l, , k является полуас-
социативной; 

3) подстановка l–1 – тождественная. 
Замечание 3.3. Ясно, что в теореме 3.1 и во 

всех утверждениях этого раздела, в формулиров-
ках которых присутствует неравенство l  , 
подстановка  не может быть тождественной, а 
арность l не может быть равной единице, так как 
и для тождественной подстановки  и для арно-
сти l = 1 указанное неравенство неверно. 
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ДЛЯ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ С КОМПЛЕКСНЫМИ 

МНОЖИТЕЛЯМИ В ПОКАЗАТЕЛЯХ ЭКСПОНЕНТ 

М.В. Сидорцов, Н.А. Старовойтова, А.П. Старовойтов 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

ASYMPTOTICS OF THE TYPE II HERMITE – PADÉ APPROXIMATION  
OF EXPONENTIAL FUNCTIONS WITH COMPLEX 

MULTIPLIERS IN THE EXPONENT 

M.V. Sidortsov, N.A. Starovoitova, A.P. Starovoitov 

F. Sсorina Gomel State University 
 

Установлена асимптотика диагональных многочленов и аппроксимаций Эрмита – Паде 2-го рода для системы экспо-

нент 1{ }j z k
je
   в случае, когда числа 1{ }k

j jz   являются корнями уравнения 1k    Доказанные теоремы дополняют из-

вестные результаты Паде, Д. Браесса, А.И. Аптекарева, Г. Шталя, Ф. Вилонского, В. Ван Аше, А.Э. Койэлаарса, 

А.П. Старовойтова, полученные в случае, когда 0{ }k
p p  – различные действительные числа.  

 
Ключевые слова: интегралы Эрмита, многочлены Эрмита – Паде, аппроксимации Эрмита – Паде, асимптотические 
равенства. 
 
The asymptotic behavior of diagonal Hermite – Padé polynomials and diagonal Hermite – Padé approximations of type II for 

the system of exponentials 0{ }pz k
pe
   in which 0 0    while the rest p  are the roots of the equation 1k   is determined. 

The theorems complement known results of H. Padé, D. Braess, A.I. Aptekarev, H. Stahl, F. Wielonsky, W. Van Assche, A. B. 

J. Kuijlaars, A.P. Starovoitov, obtained for the case, where the 0{ }k
p p  – different real numbers.  

 
Keywords: Hermite integrals, Hermite – Padé polynomials, Hermite – Padé approximations, asymptotic equality. 

 
 

Введение  
В последнее десятилетие наблюдается по-

вышенный интерес к аппроксимациям Эрмита – 
Паде экспоненциальных функций и их обобще-
ниям. Этот интерес особенно заметен в задачах 
приближения аналитических функций [1]–[3] и 
аналитического продолжения [4], [5], в приложе-
ниях к случайным матрицам [6]–[9], теории опе-
раторов [10], [11], диофантовым приближениям, 
в том числе, для измерения иррациональности 
[12], [13], в доказательствах трансцендентности 
[13], [14], в исследованиях алгебраической при-
роды математических констант [15] (подробнее 
см. обзоры [4], [5], [13], [16]–[18]).  

Саму конструкцию таких аппроксимаций 
предложил Ш. Эрмит в связи с исследованием 
арифметических свойств числа e  С тех пор ап-
проксимации Эрмита – Паде экспоненциальных 
функций привлекали и привлекают внимание как 
классиков (Д. Гильберт, Ф. Клейн, Ф. Линдеман, 
К. Малер, К. Зигель), так и известных современ-
ных математиков.  

Далее будем придерживаться терминоло-
гии, принятой в работе [19].  

Пусть заданы произвольные целые неотри-
цательные числа n  1m   2 km … m    Полагаем 

1

,
k

i
i

m m


   j jn n m m     1 2j … k      

Известно [20], что для любого набора 1{ }k
j jf   

голоморфных в нуле функций при 1 2j k    

существуют такие многочлены mQ   
j

j
nP   

mdeg Q m   
j

j
n jdeg P n   для которых  

1( ) ( ) ( ) ( )
j

j j n m
n m m j n jR z Q z f z P z A z … 
       (0.1) 

В случае, когда 1k    из теоремы Паде [21, 

теорема 1.1.1] следует, что многочлены mQ   
1

n nP P  определяются с точностью до однород-

ной константы, а их отношение задает единст-
венную рациональную функцию  

1

( )
( ) ( )

( )
n

n m n m
m

P z
z z f

Q z        

которую называют аппроксимацией Паде для 

1( )f z    
При 2k   дроби  

( )
( ) ( ) 1 2

( )
j

j j

j
nj j

n m n m j
m

P z
z z f j k

Q z           

условиями (0.1) определяются, вообще говоря, не 
однозначно. В случае единственности множества 
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1{ }
j

j k
n m j   его элементы называют аппроксима-

циями Эрмита – Паде 2-го рода (совместными 
аппроксимациями Паде) для системы функций 

1{ }k
j jf    При этом многочлены mQ   

1

1
nP  .., 

k

k
nP  

называют многочленами Эрмита – Паде 2-го ро-
да (German polynomials в терминологии К. Ма-
лера [19]) для заданной системы функций. При 

1 2 kn m m m      knQ  и j
knP  называют диаго-

нальными многочленами Эрмита – Паде 2-го рода, 
а j

kn kn  – диагональными аппроксимациями Эр-

мита – Паде 2-го рода.  
Единственность имеет место, например, для 

совершенных систем функций (определение и 
примеры совершенных систем см. в [20]). В ча-
стности, если 1{ }k

j j  – различные комплексные 

числа не равные нулю, то система 1{ }j z k
je
  явля-

ется совершенной. Без формального определения 
этот факт был установлен Эрмитом.  

Эрмит [22] ввел интегралы, которые после 
небольших преобразований [20] приводят к реше-

нию системы (0.1) для набора 1{ ( ) }j z k
j jf z e

    
1

0
1

( ) ( )
( )

i

n m k
mn zx

m i
i

z
Q z x x e dx

n m

   



   
    

1

1

( ) ( )
( )

j

i

j
j

z n m k
mj n zx

n i
i

e z
P z x x e dx

n m

    




   
   (0.2) 

1

0
1

( ) ( )
( )

j
j

i

z n m k
mj n zx

n m i
i

e z
R z x x e dx

n m

    




   
    

В первых двух интегралах (0.2) интегриро-
вание осуществляется по контуру, идущему в 
  и 0Rez    При 0Rez   значения ( )mQ z   

( )
j

j
nP z  находятся с помощью аналитического про-

должения. В интеграле, определяющем ( )j
n mR z   

интегрирование проводится по любой кривой, 
соединяющей точки 0  и j    

Одним из стимулов для изучения свойств 
интегралов Эрмита стала задача Е.М. Никишина 
об исследовании сходимости аппроксимаций 
Эрмита – Паде для системы экспонент [23]. Её 
полное решение было найдено А.И. Аптекаре-
вым [23], который показал, что при n m    

дроби ( )j

j

j
n m z e 
   сходится равномерно на ком-

пактах в   к j ze   Ранее при 1k   равномерная 

сходимость ( )n m z e
   к ze  была доказана Пер-

роном [24].  
Доказательство этой сходимости в работе 

[23] опирается на следующее асимптотическое 
равенство, которое является аналогом соответст-
вующего утверждения Перрона: при n m     

 1 1
( ) exp 1

k

i ii
m

m
z z OQ

n m n m


                 


 (0.3) 

где оценка (1 ( ))O n m   равномерна по z  на 

любом компакте из    
Вопрос о том, каково асимптотическое по-

ведение многочленов 
j

j
nP  и остаточных функций 

j
n mR   в общей постановке до сих пор остается 

открытым, а равенство (0.3) является посущест-
ву единственным общим результатом об асим-
птотике многочленов Эрмита – Паде 2-го рода. 
Имеется продвижение только в диагональном 
случае [25]–[29], когда 1{ }k

j j  являются либо 

действительными, либо чисто мнимыми числами 
(см. также [30], где при 2k   рассматривается 
также и недиагональный случай). В аналогичной 
постановке задача об асимптотике остаточной 
функции и диагональных многочленов Эрмита – 
Паде 1-го рода подробно исследуется в работах 
[31], [32].  

В данной статье устанавливаются асимпто-
тики остаточных функций j

n knR    диагональных 

многочленов j
knP  и аппроксимаций Эрмита – Паде 

j
kn kn  для системы экспонент 1{ }j z k

je
  при усло-

вии, что числа 1{ }k
j j  являются корнями уравне-

ния 1k    т. е. равномерно распределены на 
единичной окружности.  

 
1 Формулировка основных результатов  
Пусть  

 
2 ( 1)

1 2
j

ki
j e j k

 

                   (1.1) 

1 2( ) ( )( ) ( ) (1 )k
k                    

а jx  – нули    т. е.  

2 ( 1)1
1 2

1

j
k

i
k

jx e j k
k

 

     


 

где i  – мнимая единица. Рассмотрим однознач-
ную вещественнозначную функцию  

( ) ln ( ) (0 1)S          

считая, что выбрана та ветвь логарифма, для ко-
торой 1ln 1e     По определению полагаем, что 

(0) (1)S S     
Справедливы равенства  

1 1
( ) ln

( 1)kk

k
S x

k 
 


 

2

2

( ) ( ) ( ) [ ( )]
( ) ( )

( ) ( )
S S

                
   

 

из которых следует, что  

( 2)1
1 1

1

( )
( ) 0 ( ) ( 1)

( )
k kx

S x S x k
x

        


 

Далее считаем, что 1 2 kn m m m       а 

j  определяются равенствами (1.1).  

Теорема 1.1. При n    равномерно на 
любом компакте из    
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1

1
( ) exp

1

1 2

kj
kn j ii

P z z
k

j k

 
 
 

 
 

 
    

 
   


   (1.2) 

Теорема 1.2. Для любого фиксированного 
1 2j k    при n     

1

1

1
(1 )1

( )

1

( ) ( 1)
( )

2
(1 (1))

( )

j

kn n
z xj n n

n kn j

nS x

z
R z e

kn n

e o
nS x

 
 

    
 


   



   (1.3) 

Теорема 1.3. Для любого фиксированного 
1 2j k    при n     

( )j jz j
kn kne z e  
     

1

1
11

1
(1 )1

( )

1

( 1)
( )

2
(1 (1))

( )

j

k
ii

k

kn n
z xn n

j

znS x

z
e

kn n

e e o
nS x

 


 
    

 


   



       (1.4) 

В (1.3) и (1.4) оценка (1)o  является равно-

мерной по z  на любом компакте из    
Следствие 1.1. Если 1k    то при n     

 2( ) z
nP z e                        (1.5) 

В случае, когда 2k    при n     

( ) 1 2j zj
knP z e j k        

Для доказательства следствия 1.1 достаточ-
но заметить, что при 1k   1 1    Далее, если 

предположить 2k    то легко показать, что 

1
0

k

ii
     

Утверждение (1.5) хорошо известно и дока-
зано Паде.  

Следствие 1.2. Если 1k    то при n     

2 1

( )

1
( 1) (1 (1))

(2 ) 4 4

z
n n

n
n z

n

e z e

z
e o

n n






   


   



      (1.6) 

Напомним, что бесконечно малые (б.м.) по-
следовательности 0{ }n n


   0{ }n n


  называют эк-

вивалентными ( ),n n   если 1n n     при 
n     

С помощью формулы Стирлинга нетрудно 
показать, что при n     

2( ) 1

(2 1) 4 4n

n

n n

 


 
  

Поэтому асимптотическое равенство (1.6) явля-
ется частным случаем хорошо известного в тео-
рии аппроксимаций Паде равенства Д. Браесса 
[33]: при n     

2 ( )
1( 1)

( ) (1 (1))
( ) ( 1)

m mz n m
z n m

n m

n m e
e z e z o

n m n m

 
  



  
     

    
 

Следствие 1.3. Если 2k    то 1 1    

2 1    и при n     

1
3

1
2 2

3 1
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2 2
( 1) (1 (1))

(3 ) 9 3 3

z
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  
      

 

1
3

2
2 2

3 1
(1 )

( )

2 2
( 1) (1 (1))

(3 ) 9 3 3

z
n n

nn
zn

e z e

z
e o

n n

 



 

   

  
       

 

Заметим, что утверждения следствия 1.3 согла-
суются с результатами работ [26]–[28]. 

 
2 Предварительные результаты  
Интегралы вида  

( )( ) ( ) S x

I

F f x e dx                   (2.1) 

называют интегралами Лапласа. Здесь I  либо 
отрезок [ ]a b   либо интервал ( )a b     – боль-

шой параметр. Будем считать, что функция ( )S x  

принимает только действительные значения. 
Функция ( )f x  может быть комплекснозначной. 

Считаем также, что ( )f x  и ( )S x  непрерывны 

при x I   Нас интересует асимптотическое по-
ведение интеграла ( )F   при      

Следующее утверждение [34, § 43, п. 1, 
лемма 1] дает грубую экспоненциальную оценку 
для интеграла Лапласа.  

Утверждение 2.1. Пусть ( )I a b   – ко-

нечный или бесконечный интервал, ( )S x c  при 

x I  и интеграл (2.1) сходится абсолютно при 
некотором 0 0    Тогда при 0Re     

1( ) cReF c e     

где 1c  – положительная постоянная.  

В дальнейшем ограничимся случаем, когда 
( )S x  достигает наибольшего значения на отрезке 

[ ]I a b   в единственной точке, лежащей внутри 

этого отрезка. Справедливо [34, § 43, п. 4, теоре-
ма 2] следующее  

Утверждение 2.2. Пусть 0( ) ( )S x S x   

0x x   0a x b    0( ) 0S x   и функции ( )f x   
( )S x  бесконечно дифференцируемы в некоторой 

окрестности точки 0x   Тогда при     и 

0( ) 0f x   справедливо асимптотическое равенство  

 0( ) 1
0

0

2
( ) ( ) ( )

( )
S xF e f x O

nS x
 

     


 (2.2) 

 
3 Доказательства теорем 1.1, 1.2, 1.3  
Доказательства теоремы 1.2. Асимптоти-

ческое равенство (1.3) достаточно доказать при 
фиксированном z  Это следует из соотношения 

(0.3) и равномерной сходимости ( )jj
kn kn z e 
   к 

j ze  на компактах в   которая, как мы уже от-
мечали, доказана в [23].  
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Докажем вначале (1.3) при 1j    Пусть z  – 

любое отличное от нуля (при 0z   равенство 
(1.3) очевидно) фиксированое комплексное чис-
ло. В условиях теоремы  

1
11

0
( ) ( 1)

( )

z kn n
nk zx

nkn

e z
R z x x e dx

kn n

 
        

Обозначим интеграл в правой части последнего 
равенства через 1 ( )nI z   Тогда его можно записать 

в виде  
11 ( )

0
( ) ( 1)n zx nS x

nI z e e dx    

В интеграле, представляющем 1 ( )nI z   разобъём 

область интегрирования на три промежутка: 
(0 )    [ 1 ]    и (1 1)    где 0 1    и выбрано 

так, чтобы 1 ( 1 )x       Соответствующие этому 

разбиению интегралы обозначим через ( )p
nJ z   

1 2 3p       

На отрезке [ 1 ]   функция ( ) ln[ (1 )]kS x x x   

принимает наибольшее значение в единственной 
точке 1x x  и 1( ) 0S x    Поэтому асимптотику 

интеграла  
12 ( )( ) zx nS x

nJ z e e dx
 


   

можно найти по формуле (2.2), считая в форму-
лировке утверждения 2.2 ( ) zxf x e   В результа-

те таких вычислений получим, что  

1 1( )2

1

2
( ) (1 (1 ))

( )
zx nS x

nJ z e e O n
nS x


    


 

Поскольку на интервале (0,1) функция ( )S x  

принимает наибольшее значение в единственной 
точке 1x x   то, воспользовавшись утверждени-

ем 2.1, нетрудно показать, что  
1( ( ) )

1( ) 1 3n S xp
nJ z c e p       

где 1c  и   – положительные постоянные. Это 

значит, что при n   интегралы по первому и 
третьему промежуткам экспоненциально малы 
по сравнению с 1( )nS xe   Следовательно, основной 

вклад в асимптотику 1 ( )nI z  вносит интеграл 
2 ( )nJ z   Поэтому при n    

1 1( )1

1

2
( ) ( 1) (1 (1 ))

( )
zx nS xn

nI z e e O n
nS x


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
 

Равенство (1.3) при 1j   и фиксированном 

z  доказано.  
Пусть теперь 2j    Тогда  

1

0
( ) ( 1)

( )

jj

kn n
nzj k z

n kn

z
R z e e d

kn n

    
           

Будем считать, что кривая интегрирования, 
соединяющая точку 0  с j   задана параметри-

чески уравнением  
2 ( 1)( ) [0 1]i j kt te t           

В интеграле  

0
( ) ( 1)

j nj k z
nI z e d

          

сделаем замену ( )t     Тогда  
11

0
( ) ( 1) (1 ) j

n ztj n n k
n jI z t t e dt          

Асимптотика интеграла, стоящего в правой 
части предыдущего равенства, находится также, 
как и для интеграла 1 ( )nI z   с той лишь разницей, 

что ( ) jztf x e    В результате аналогичных рас-

суждений получим, что  
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1
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2
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j

kn n
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 
 

    
 


   
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Теорема 1.2 доказана.  
Теоремы 1.1 и 1.3 являются следствием ре-

зультатов работы [23] и теоремы 1.2.  
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ПРОГРАММНЫЙ ЭМУЛЯТОР РС-СОВМЕСТИМОГО КОНТРОЛЛЕРА 
ADAM 5510M ДЛЯ КОМПИЛЯТОРА BORLAND TURBO C++ 3.0 

Ю.Р. Бейтюк, Г.П. Себровская, В.М. Рамазанов  

Гродненский государственный университет им. Я. Купалы 
 

EMULATION SOFTWARE OF PC-COMPATIBLE CONTROLLER 
ADAM 5510M FOR THE COMPILER BORLAND TURBO C ++ 3.0 

Yu.R. Beytuk, G.P. Sebrovskaya, V.M. Ramazanov 

Y. Kupala Grodno State University 
 

Предложена структура программного эмулятора РС-совместимого контроллера ADAM 5510M с модулями дискретного 
и аналогового ввода/вывода ADAM 5050, ADAM 5017, ADAM 5024. Рассмотрена реализация синтаксического анали-
затора для языка Borland Turbo C++ 3.0 с возможностью использования пользовательских и библиотечных функций 
Advantech. Приведен пример использования эмулятора для создания виртуальной системы управления двухкоординат-
ным шаговым приводом.  
 
Ключевые слова: РС-совместимый контроллер ADAM 5510M, программный эмулятор, синтаксический анализатор 
кода Turbo C++, моделирование работы модулей ввода/вывода ADAM 5050, ADAM 5017, ADAM 5024. 
 
The structure of the software emulator of PC-compatible controller ADAM 5510M modules with digital and analog IO ADAM 
5050, ADAM 5017, ADAM 5024. The implementation of a parser for the Borland Turbo C ++ 3.0 with the ability to use lan-
guage and custom library functions Advantech is considered. An example of using the emulator to create a virtual stand equip-
ment XY stepper drive are given.  
 
Keywords: PC-compatible controller ADAM 5510M, software emulator, parser Turbo C ++ code, simulation of IO modules 
ADAM 5050, ADAM 5017, ADAM 5024. 

 
 

Введение 
Эмулирование работы контроллеров, как 

однокристальных, так и со встроенной операци-
онной системой, является неотъемлемой частью 
технологического цикла разработки и внедрения 
прикладного программного обеспечения (ППО). 
Особенно остро эта проблема стоит при исполь-
зовании контроллеров в системах промышлен-
ной автоматизации и встраиваемых системах для 
управления периферийным оборудованием и 
устройствами низовой автоматики. Это связано с 
высокой стоимостью эксплуатационных расхо-
дов на устранение последствий потенциальных 
ошибок выполнения ППО на реальном управ-
ляющем контроллере. Причем если ошибки син-
таксического характера легко устраняются на 
этапе компиляции самой средой разработки, то 
ошибки алгоритмического характера можно уст-
ранить только в процессе экспериментальной 
проверки на реальной системе управления с под-
ключенным управляемым периферийным обору-
дованием. Ошибки алгоритма могут привести не 
только к его физическому выходу из строя, но и 
повлечь за собой катастрофические последствия 
в технологическом и производственном процес-
сах, которыми управляет контроллер. 

Необходимость эмуляции контроллеров 
возникает и в специализированных учебных ла-
бораториях вузов при проведении лабораторных 
занятий.  Наличие  программного  эмулятора 

контроллера позволяет существенно снизить 
риск вывода из строя лабораторного оборудова-
ния из за ошибок студентов. Кроме того, подоб-
ные оболочки позволяют фактически организо-
вать виртуальную лабораторию для различных 
видов самостоятельной работы. 

На практике выбор конкретной модели и 
производителя РС-совместимого контроллера оп-
ределяется множеством факторов, определяю-
щим из которых является область его использо-
вания: автоматизация производственных и тех-
нологических процессов, научные исследования, 
учебная деятельность. Поскольку авторами 
предполагалось использование подобных кон-
троллеров для организации специализированной 
учебной лаборатории, то в качестве основных 
параметров при выборе контроллера учитыва-
лись следующие: 

– невысокая, по сравнению с аналогами 
стоимость; 

– возможность подключения внешних кон-
фигурируемых модулей цифрового и аналогово-
го ввода/вывода с числом каналов не менее 8; 

– наличие официальной поддержки произ-
водителем как традиционных С-подобных, так и 
МЭК-совместимых языков программирования, а 
также универсальных SCADA-систем. 

Достаточно подробный пример анализа по-
добного оборудования представлен в [1]. В ре-
зультате авторами был выбран контроллер 

ТЕХНИКА
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ADAM 5510M [2] производства AdvantechСо, на 
основе которого был создан комплекс из 8-ми 
рабочих мест для учебной лаборатории инфор-
мационно-управляющих систем и средств авто-
матизации. 

 
1 Программно-алгоритмическая струк-

тура эмулятора 
Проблема эмуляции является актуальной 

при любых технологиях разработки ПО для кон-
троллеров встраиваемых систем управления и 
промышленной автоматизации. В случае исполь-
зования РС-совместимых контроллеров серии 
ADAM 5510М наибольшее распространение по-
лучили три технологии, рассматриваемые далее.  

К первой группе относится среда Turbo C++ 
3.0 [3], рекомендуемая производителем контрол-
леров семейства ADAM 5510 [2] в качестве ос-
новного инструментария разработки ППО для 
них. В связи с этим разработчики получают в 
свое распоряжение набор бесплатных библиотек 
[2] для обслуживания функционала контроллера 
на уровне встроенной операционной системы 
(UTILITY*.LIB), на коммуникационном уровне по 
интерфейсам RS232, 485, Ethernet (COMM*.LIB), а 
также при работе с модулями дискретного и ана-
логового ввода-вывода (LIO*.LIB, HIO*.LIB). Ко 
второй – относятся специализированные среды 
разработки типа UltraLogik 32, MultiProg, ис-
пользующие как универсальные, так и языки 
программирования с поддержкой стандарта IEC 
61131-3. К третьей группе относятся средства 
разработки ППО для контроллеров, включенные 
в состав SCADA-систем разработки верхнего 
уровня АСУ ТП.  

Следует отметить, что технологии второй и 
третьей групп содержат гораздо более развитые 
средства эмуляции аппаратных средств, как кон-
троллеров, так и средств ввода/вывода по срав-
нению с использованием среды Turbo C++ 3.0. 
Основной проблемой для разработчика в этом 
случае является отсутствие механизмов как эму-
ляции входных сигналов в процессе отладки, так 
и учета сигналов обратных связей от исполни-
тельных управляемых устройств для модулей 
ввода. Как следствие, это приводит к невозмож-
ности проверки в полном объеме соответствия 
реальных выходных сигналов контроллера их 
эталонным значениям, предполагаемым алго-
ритмом его функционирования. Фактически сре-
да Turbo C++ 3.0 содержит лишь стандартные 
средства пошаговой отладки и компиляции без 
средств визуализации результатов в выбранном 
временном масштабе. 

Для решения этой проблемы и предлагается 
программный эмулятор контроллера, использу-
ющий в качестве исходных данных файл С-кода, 
c возможностью визуализации входных и выход-
ных сигналов в режиме реального времени для 
наиболее распространенных модулей дискретного 

и аналогового ввода/вывода ADAM 5050, 5017, 
5024. 

Функционально эмулятор контроллера осу-
ществляет следующие операции: 

– эмуляцию и считывание значений вход-
ных сигналов, подаваемых на входы модулей 
аналогового и дискретного ввода от пользовате-
ля и цепей обратных связей эмуляторов управ-
ляемого контроллером оборудования; 

– алгоритмическую обработку этих значений 
в пошаговом режиме в соответствие с С-кодом 
пользовательского программного обеспечения; 

– вычисление результирующих значений вы-
ходных сигналов, формируемых на выходах мо-
дулей аналогового и дискретного вывода, для 
подачи их на эмуляторы управляемого оборудо-
вания. 

На программно-алгоритмическом уровне 
эмулятор состоит из трех частей, рисунок 1.1.  
 

 
 

Рисунок 1.1 – Программно-алгоритмическая 
структура эмулятора контроллера ADAM 5510М 

 
Рассмотрим их в порядке включения в рабо-

ту при запуске эмулятора. Анализатор построчно 
считывает инструкции ППО из текстового С-фай-
ла и выполняет их. Из полученных в результате 
обработки значений переменных выделяются те 
из них, которые соответствуют сигналам на вы-
ходах модулей вывода и помещаются в буфер I/O 
аргументов. Из этого же буфера анализатор счи-
тывает необходимые ему для работы значения 
входных сигналов, записываемые туда пользова-
телем через элементы управления графического 
интерфейса эмулятора модульной панели.  

Буфер I/O аргументов представляет собой 
регулярную списочную структуру пар «ключ-зна-
чение», поддерживающую операции последова-
тельной записи-чтения. В качестве ключа ис-
пользуется номер контакта модуля ввода-вывода, 
зависящий от конкретного набора модулей I/O 
контроллера и номера слота их установки, а в 
качестве значения – уровень напряжения на этом 
контакте. Подобный подход позволил реализвать 
двусторонний обмен данными между анализато-
ром и эмулятором модульной панели, каждый из 
которых может иметь независимые таблицы пе-
рекодировки внутренних переменных. Факти-
чески внутреннее представление модулей ввода/ 
вывода в эмуляторе реализует цепочку «имя 
переменной – номер контакта модуля в слоте – 
уровень напряжения на нем – способ его ввода/ 
вывода». Наличие внутреннего буфера значений 
сигналов с открытым форматом их представле-
ния, доступного внешним приложениям, позво-
ляет решить сразу две задачи: 
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– отделить процедуры алгоритмической об-
работки сигналов по инструкциям пользователь-
ского ПО от процедур их визуализации и ме-
ханизмов ввода/вывода эмулятором модульной 
структуры контроллера; 

– обеспечить открытость архитектуры эму-
лятора контроллера для возможности подключе-
ния к нему интерактивных графических эмулято-
ров реальных систем управления, принципы 
реализации которых будут рассмотренны ниже.  

Эмулятор модульной панели представляет 
собой приложение с интерактивным графичес-
ким интерфейсом, соответстующим конструк-
тивному исполнению контроллера ADAM 5510M 
с предустановленными модулями ввода/вывода. 
Интерфейс организует ввод входных сигналов в 
анализатор пользователем и отображение зна-
чений сигналов на выходных контактах модулей. 
Указанные значения записываются и считыва-
ются соответственно из буфера I/O. Это повы-
шает эксплаутационную универсальность эму-
лятора контроллера в целом, позволяя иссле-
довать реакцию внешних устройств даже при 
отсутсвии самостоятельных программых средств 
их эмуляции. Их роль в данном случае будет 
выполнять пользователь в соответствии с из-
вестной ему логикой работы периферийного 
оборудования. 

Хотя эмулятор контроллера представляет 
собой функционально законченное программное 
средство, наличие файлового буфера позволяет 

существенно расширить его имитационные воз-
можности путем добавления внешних эмуля-
торов периферийного оборудования как показано 
на рисунке 1.2. При этом на них могут возла-
гаться задачи алгоритмического и графического 
моделирования реакции оборудования на выход-
ные воздействия эмулятора контроллера и фор-
мирование сиганлов обратной связи в таких 
случаях.  
 

 
 

Рисунок 1.2 – Схема моделирования систем 
управления с использованием внешних 
эмуляторов управляемого оборудования 
 

В первом случае из буфера I/O считываются 
рассчитанные анализатором С-кода значения вы-
ходных сигналов контроллера, а во втором – 
записываются входные сигналы после их расчета 
эмулятором периферии. Особенно актуальным 
этот подход становится для систем со следящими 
обратными связями, сервоприводов, систем уп-
равления расходом и т. д. 

 
2 Алгоритм функционирования логиче-

ского анализатора С-кода 
Блок-схема алгоритма функционирования 

анализатора [4] приведена на рисунке 2.1. 

 

 
 

Рисунок 2.1 Блок-схема функционирования анализатора 



Программный эмулятор РС-совместимого контроллера ADAM 5510M для компилятора Borland Turbo C++ 3.0 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (30), 2017 81

Анализатор осуществляет построчное счи-
тывание инструкций из С-файла, их синтаксиче-
ский анализ и выполнение, по результатам кото-
рого формирует последовательный список зна-
чений выходных переменных модулей вывода 
для их помещения в I/O буфер.  

Синтаксический анализ инструкции вклю-
чает в себя: 

– распознание библиотечных [2] и систем-
ных [3] функций с определением численных зна-
чений их параметров; 

– резервирование памяти для используемых 
в теле ПО переменных, в зависимости от их типа 
и в соответствии с типом контактов модулей ана-
логового и дискретного ввода/вывода; 

– выделение исполняемых выражений из 
ключевых зарезервированных слов и форматов 
языка С (операторы цикла, условных и безуслов-
ных переходов, комментариев, указателей и т. д.). 

В тех случаях, когда считанная строка инст-
рукции не удовлетворяет ни одному из рассмот-
ренных синтаксических требований языка С++, 
она считается пользовательской функцией и под-
вергается посимвольному разбору считанного 
выражения. Указанная процедура достаточно 
громоздка и поэтому ниже рассмотрен лишь ее 
фрагмент на примере работы с модулем ADAM 
5050. 

После выполнения каждого из приведенных 
действий осуществляется  считывание следую-
щей строки из С-файла до достижения его конца. 
В результате выполнения такого анализа анали-
затор получает совокупность команд контролле-
ра в собственном внутреннем формате, которые, 
при  наличии значений входных переменных, 
способны вычислять значения выходных пере-
менных, соответствующих выходам модулей 
вывода реального контроллера. 

На заключительном этапе работы анализа-
тора осуществляется выбор стартовой команды и 
считывание численных значений входных пере-
менных из буфера I/O в текущий момент време-
ни. Вычисление значений выходных переменных 
происходит циклически до достижения команды 
остановки контроллера, а для реализации режима 
реального времени после выполнения каждой из 
них инкрементируется таймер  с периодом 1 мс. 
Выбор периода работы таймера обусловлен мак-
симальным значением реальной частоты дискре-
тизации модулей аналогового ввода/вывода 
ADAM 5017, ADAM 5024 и быстродействия мо-
дулей дискретного ввода/вывода ADAM 5050 [2]. 
Внутренний таймер регламентирует также раз-
деление во времени процедур обращения для 
записи и считывания значений переменных из 
буфера I/O анализатором инструкций и эмулято-
ром модульной панели. Так решается задача ар-
битража конфликтов группового доступа к буфе-
ру при его локальной реализации и внешнем ис-
полнении эмуляторов периферийного оборудования 

[4]. На заключительном этапе анализатор добав-
ляет метку времени к парам «имя переменной – 
уровень напряжения» и осуществляет их запись 
(обновление) во внешний буфер I/O.  
 Следует отметить, что в существующей 
версии анализатор не допускает режима обраще-
ния к буферу с одновременной остановкой тай-
мера, поэтому классические режимы отладки в 
виде просмотра переменных, исполнения про-
граммы по шагам, ввод и использование точки 
останова не реализованы. 

 
3 Пример реализации синтаксического 

обработчика выражений 
Синтаксический разбор выражений инст-

рукций С-кода проводится после обнаружения 
анализатором либо одного из ключевых слов 
языка, либо признаков использования пользова-
тельских функций. Учитывая, что обработчики 
аналогичного назначения являются обязатель-
ным элементом традиционных компиляторов [5], 
авторами была выбрана модель без возвратов со 
структурой LR(1) [6], имеющая наиболее про-
стую реализацию. Модель предусматривает оди-
ночное посимвольное чтение выражения слева 
направо и сравнение с фиксированным набором 
грамматических признаков. Предполагая неком-
мерческий характер использования эмулятора, 
авторами были установлены следующие ограни-
чения на использование системных Turbo C++ и 
библиотечных функций Advantech: 

– реализовано распознавание параметров 
только для функций чтения-записи модулей вво-
да/вывода ADAM 5050, 5017, 5024 из библиоте-
ки LIO*.LIB, функций управления светодиодны-
ми индикаторами системного блока контроллера из 
библиотеки UTILITY*.LIB и функций символьного 
чтения/записи из библиотеки COMM*.LIB; 

– максимально допустимая степень вложен-
ности циклов в теле ППО составляет не более 
двух, а число параметров пользовательских 
функций, не должно превышать трех. 
 Невыполнение приведенных ограничений 
обработчик считает «синтаксической ошибкой» 
и формирует соответствующее сообщение с пре-
кращением работы. Введенные ограничения по-
зволили совместить формирование лексем из 
входного потока символов с проверкой их соот-
ветствия набору синтаксических форматов языка 
C++. Это реализуется за счет использования еди-
ной таблицы символов, констант, операндов и 
условий переходов для генерации значений вы-
ходных переменных для буфера I/O. После того 
как анализатор распознает конкретную синтак-
сическую конструкцию языка С++, он вызывает 
семантическую процедуру, которая контролиру-
ет эту конструкцию на отсутствие дублирования 
описания переменных, соответствие их типов и 
т. п. Такой подход к построению алгоритма син-
таксического анализатора позволяет рассматривать 
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его в качестве детерминированного конечного 
автомата [6] с прямым логическим анализом лек-
сем и регулярной грамматикой.  

В нашем случае структура автомата опреде-
ляется пятью составляющими: S, Q, Q0, T, P. 

S – множество входных лексем и идентифи-
каторов, представляющих собой совокупность 
элементов алфавита, ключевых слов Turbo C++ и 
имен подключаемых функций Advantech. 

Q – множество синтаксически правильных 
состояний автомата, представляющих собой на-
бор типовых правил языка С++ и форматов запи-
си подключаемых функций Advantech, в нашем 
случае это форматированные строки условных и 
безусловных переходов, операторов цикла и всех 
остальных форматов консольных приложений [5] 
с учетом подключаемых библиотек производителя.  

Q0 – начальное состояние автомата из эле-
ментов множества Q. В случае терминального 
приложения в среде Turbo C++, для инициализа-
ции автомата использовались предложения объ-
явления глобальных переменных, либо подклю-
чения внешних библиотек.  

T – множество конечных состояний автома-
та, представляющее собой матрицу указателей на 
вызываемые процедуры обработчиков циклов, 
системных функций языка и функций произво-
дителя. Переход сюда осуществляется с исполь-
зованием таблиц переходов P. 

P – подмножество отображений вида: 
SQ Q  

для всех возможных входных лексем S текущих 
состояний Q автомата и допустимых правил 
грамматики языка С++.  

Элементы этого отображения представляют 
собой правила переходов, связывающие между 
собой все возможные отображения ,i j mS Q Q  

где ,j mQ Q  – два произвольных состояния авто-

мата, iS  – входная лексема. 

Во всех случаях в силу детерминированности 
автомата предполагается, что , ,j mQ Q Q  .iS S  

Подобная модель синтаксического анализа-
тора приводит к следующему обобщенному ал-
горитму его реализации. 

1. Устанавливается фиксированное исход-
ное состояние автомата 0Q  и осуществляется по-

элементное слева направо чтение входной лексе-
мы iS  из множества S. 

2. Осуществляется циклическая проверка 
реализации отображения .i j mS Q Q P   

На этом этапе отбираются правила перехо-
дов автомата, которые для считанной лексемы iS  

при выполнении правила перехода jQ  приводят 

к состоянию ,mQ  которое для данной граммати-

ки является элементом множества Q. 
3. Работа автомата считается нормально за-

конченной, когда он попадает в одно из состояний, 

считающихся конечным, при условии считыва-
ния последней лексемы или символа конца стро-
ки. В нашем случае в качестве таких символов 
использовались символы точки с запятой и пере-
вода строки. 

4. Учитывая, что каждому элементу kT  ко-

нечного состояния автомата соответствует по-
рядковый номер k, его можно использовать в ка-
честве индекса элементов матрицы указателей на 
вызываемые процедуры обработчиков эмулятора. 

Алгоритм обработчика имеет линейную 
структуру, поэтому перечислим лишь его основ-
ные шаги в порядке их осуществления при по-
символьном считывании содержимого строки и 
определение считанного элемента. При достиже-
нии конца строки осуществляется перемещение 
всех символов из стека в выходную строку. Счи-
тывание происходит до обнаружения знака опе-
рации или конца строки с определением типа 
символа. Варианты определяемых символов и 
действий при их обнаружении следующие: 

– число или переменная, при этом происхо-
дит добавление считанного элемента к выходной 
строке;  

– функция или открывающая скобка, при 
этом считанный элемент помещается в стек;  

– зарывающая скобка, при этом до тех пор, 
пока верхним элементом стека не станет откры-
вающая скобка, элементы перемещаются из сте-
ка в выходную строку. Открывающая скобка 
удаляется из стека, но в выходную строку не до-
бавляется. Если после этого шага на вершине 
стека оказывается символ функции, он также 
сдвигается в выходную строку; 

– запятая, при этом до тех пор, пока верхним 
элементом стека не станет открывающая скобка, 
элементы выводятся из стека в выходную строку; 

– оператор, в этом случае определяется, яв-
ляется ли приоритет считанного оператора ниже 
приоритета оператора, находящегося на вершине 
стека или нет. В первом случае верхний элемент 
стека сдвигается в выходную строку, во втором – 
считанный оператор помещается в стек. 

Подобная структура алгоритма при его реа-
лизации на локальной машине  имеет значитель-
ное число дисковых операций чтения/записи. 
Например, при реализации процедур чтения эле-
ментов множества входных лексем S, число та-
ких операций пропорционально отношению раз-
меров массива и буфера чтения. Остальное время 
занимают процедуры поиска и сравнения лексем, 
синтаксических правил и правил переходов.  

Повышение суммарного быстродействия ра-
боты анализатора достигалось использованием 
функций Win32 API для разделения указанных 
процедур со стековой организацией структур 
таблиц хранения идентификаторов. 

В таблице 3.1 приведено описание действий 
обработчика на примере фрагмента исходного 
кода ППО для ADAM 5510M.  
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Таблица 3.1 – Примеры реализации синтак-
сической обработки С-инструкций 

 

 
Код реализует периодическое управление 

индикатором RUN с использованием переменной 
i, системной функции main() и библиотечных 
функций Advantech LED_ON, LED_OFF, 
ADAMdelay. В результате анализатор С-кода 
получает значения переменной RUN и, инверти-
руя ее значение с периодом 200 миллисекунд, 
помещает это значение в буфер I/O. Таким обра-
зом, в буфере (использовался текстовый файл) на 
фиксированной позиции записывается и обнов-
ляется с периодом 1 мс символ 1 или 0. Эмуля-
тор модульной панели, считывая это значение, 
использует его для управления цветом визуаль-
ного имитатора светодиода RUN. 

 
4 Практика использования эмулятора 
Интерфейс эмулятора имитирует переднюю 

панель реального контроллера ADAM 5510M с 

предустановленными модулями ADAM 5050, 
5017 и 5024 соответственно в слоты 0–3 кон-
троллера, а также программно-доступными ин-
дикаторами POWER, RUN, COMM и BAT (рису-
нок 4.1). На рисунке 4.2. приведен внешний вид 
окна приложения ADAM.exe – эмулятора кон-
троллера.  

В зависимости от способа формирования 
входных сигналов возможны два основных ре-
жима работы эмулятора: 

– базовый, входные сигналы формируются 
пользователем через интерфейс эмулятора мо-
дульной панели, как показано на рисунке 4.2, 
при котором не требуется внешних ресурсов;  

– расширенный, входные сигналы могут ге-
нерироваться не только пользователем, но и внеш-
ним эмулятором периферийного оборудования.  
 

 
 

Рисунок 4.1 – Контроллер ADAM 5510M 
с предустановленными модулями ввода-вывода 

 

 
 

Рисунок 4.2 – Интерфейс эмулятора 
ADAM 5510М в базовом режиме 

 
В интерфейс эмулятора модульной панели 

включен элемент управления – консоль 1, он 
имитирует работу программы ADAM5510M Se-
ries Utility, предоставляемой производителем 
контроллера. Утилита служит для передачи ко-
манд контроллеру по интерфейсу RS232. В базо-
вом режиме, после загрузки С-файла через стан-
дартный файловый интерфейс и запуска модели-
рования, в консоли выводятся ошибки, обнару-
женные анализатором С-кода. При их отсутст-
вии эмулятор  переходит  в режим выполнения 

Выражение Действие обработчика 
int i Определяется имя перемен-

ной, резервируется перемен-
ная с таким же именем 

void main() Обнаружено объявление типа 
main и открывающая скобка. 
Определяется количество па-
раметров = 0 и закрывающая 
скобка. Точка с запятой от-
сутствует, значит далее идет 
тело функции 

{ Инкрементируется счетчик 
числа скобок 

LED_init() Обнаружена функция Advan-
tech, осуществляется запись 
кода ее реализации 

for (i=0; i<5; i=i+1) Обнаружено ключевое слово 
for. Осуществляется разбор 
выражения в скобках, вычис-
ление переменных, фиксация 
счетчика скобок, точек воз-
врата и флага окончания цикла

{ Инкрементируется счетчик 
числа скобок 

LED_ON(RUN) 
ADAMdelay(200) 
LED_OFF(RUN) 
ADAMdelay(200) 

Обнаружена функция Advan-
tech, определяется набор ее 
параметров и запись кода ее 
вызова по дереву шаблонов 

} Декрементируется счетчик 
скобок и восстанавливаются 
значения переменных цикла 

} Декрементируется счетчик 
скобок. При его равенстве 0 
проверяется код возврата из 
тела функции и для функции 
main() выполнение кода за-
канчивается 
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С-инструкций и активизируется визуальная па-
нель эмулятора с контактами модулей ввода-
вывода 2, 3, 4.  

Визуальные компоненты, созданные на ос-
нове класса CommandButton, (рассматриваемая вер-
сия эмулятора написана в среде Visual BASIC 6.0) 
отражают уровни сигналов на контактах модулей 
ADAM 5050. Контакты, сконфигурированные в 
С-файле как входные, доступы для ручного из-
менения состояний, а выходные отображают 
символы 0 или 1 в соответствии со значениями, 
считанными эмулятором панели из I/O буфера. 
Для отображения уровней и осциллограмм сиг-
налов на выходах 4-х канального модуля анало-
гового вывода ADAM 5024 использовались ком-
поненты класса Label, вынесенные на отдельную 
форму. Данные компоненты отражают мгновен-
ное значение сигнала и его график, содержащий 
50 последних отсчетов. Формирование статиче-
ских уровней сигналов на входах 8-ми канально-
го модуля аналогового ввода ADAM 5017 осу-
ществляется компонентами CommandButton, La-
bel и TextBox независимо для каждого из кана-
лов. В процессе эмуляции возможно изменение 
уровня сигнала, реализуемое компонентом клас-
са VScrollBar.  

Кроме режима моделирования работы мо-
дулей ввода/вывода в эмуляторе реализована 
возможность моделирования символьного обме-
на для порта COM2 ADAM 5510M по интерфей-
су RS485. Для этого используются консоль 5, на 
которой выводятся сообщения, формируемые 
анализатором С-кода, и компоненты классов 
TextBox и CommandButton для ввода сообщений 
в эмулятор. При моделировании процессов об-
мена анализируются лишь функции сom_485_rx 
com_485_tx из библиотеки COMM*.LIB, без уче-
та функций инициализации и конфигурирования 
портов.  

Эмулятор успешно используется авторами в 
течение двух лет в процессе выполнения лабора-
торных работ по курсам «Информационно-упра-
вляющие комплексы и системы промышленной 
автоматизации», «Программирование встраивае-
мых и мобильных систем» на кафедре информа-
ционных систем и технологий ГрГУ им. Я. Ку-
палы для студентов специальности 1-38 02 01 
«Информационно-измерительная техника». Экс-
плуатационная правильность выбранных про-
граммно-алгоритмических решений подтвержда-
ется путем загрузки проверенных прошивок в 
реальный контроллер и проверки его функцио-
нирования в составе стендового оборудования, 
примеры которого приведены ниже. 

Расширенный режим работы эмулятора 
контроллера ADAM 5510M, реализованный ав-
торами с использованием внешнего эмулятора 
периферийного оборудования, рассмотрен на 
примере системы управления двухкоординатным 
шаговым приводом.  

На рисунке 4.3 показана реальная модель 
системы управления шаговым приводом. Привод 
построен на основе шасси плоттера формата А3 
и содержит: 

– пишущий узел 3 с закрепленным флома-
стером, управляемый переменной Work (логиче-
ский тип), таким образом, что при Work = 0 фло-
мастер находится в приподнятом состоянии и не 
касается поля чертежа с закрепленной бумагой, а 
при Work = 1, фломастер прижимается к бумаге 
и способен при перемещении рисовать траекто-
рию своего движения; 

– каретку движения по горизонтали, пере-
мещающую пишущий узел в горизонтальном 
направлении, управляемую шаговым двигателем 
1 по переменным A_X, B_X, C_X, D_X (логиче-
ский тип); 

– каретку движения по вертикали, переме-
щающую пишущий узел в вертикальном направ-
лении, управляемую шаговым двигателем 2 по пе-
ременным A_Y, B_Y, C_Y, D_Y (логический тип). 
 

 
 

Рисунок 4.3 – Модель системы управления 
шаговым приводом 

 

Таким образом, включая и останавливая 
двигатели 1 и 2 а, также опуская и удерживая в 
нажатом положении перо 3, можно «рисовать» 
сложные графические объекты, моделируя двух-
координатное управление. 

Эмулятор привода (рисунок 4.4) реализован 
на отдельной форме 2 и использует визуализа-
цию 3 пиксельного перемещения фломастера при 
Work = 1 и фиксированных значениях управ-
ляющих переменных A_X, B_X, C_X, D_X и 
A_Y, B_Y, C_Y, D_Y.  

Значения переменных 1, соответствующие 
сигналам на выходах модулей ADAM5050, уста-
новленных в нулевом и первом слотах кон-
троллера, визуализируются условными симво-
лами 0 и 1. В случае Work = 0 визуализация не 



Программный эмулятор РС-совместимого контроллера ADAM 5510M для компилятора Borland Turbo C++ 3.0 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (30), 2017 85

осуществляется с сохранением текущего значе-
ния координат 4 фломастера во внутренних пе-
ременных эмулятора привода. По рисункам 4.3 и 
4.4 можно провести сравнение траектории, вы-
числяемой эмулятором, и реальной траектории 
пишущего узла на лабораторной модели.  
 

 
 

Рисунок 4.4 – Интерфейс эмулятора 
ADAM 5510M в расширенном режиме работы 

с эмулятором двухкоординатного 
шагового привода 

 
Заключение 
Рассматриваемый в работе программный 

эмулятор контроллера ADAM 5510M может быть 
использован как для решения учебно-методи-
ческих задач, так и для моделирования типовых 
звеньев автоматизированных систем управления 
технологическими процессами [7] для фиксиро-
ванного набора модулей ввода/вывода, за исклю-
чением средств аппаратной поддержки IP прото-
кола. Конфигурация эмулятора поддерживает 32 
двунаправленных канала дискретного ввода/вы-
вода для двух модулей ADAM 5050, 4 канала 
аналогового вывода для модуля ADAM 5024, и 8 
каналов аналоговых вводов для модуля ADAM 
5017 [8]. Анализатор С кода распознает систем-
ные и пользовательские исполняемые выражения 
из ключевых зарезервированных слов и форма-
тов языка С++, параметры функций чтения/за-
писи модулей ввода/вывода, функций управле-
ния светодиодными индикаторами системного 
блока контроллера, и функций символьного чте-
ния/записи для порта COM2 по интерфейсу 

RS485. Открытая архитектура внешнего буфера 
обмена, содержащая текущие значения сигналов 
на контактах модулей ввода/вывода, позволяет 
использовать для эмуляции входных сигналов не 
только управляемый пользователем встроенный 
эмулятор передней панели контроллера, но и 
внешний исполняемый эмулятор периферийного 
оборудования от сторонних разработчиков.  
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МОДЕЛИРОВАНИЕ СОСТОЯНИЙ ОБЪЕКТОВ ТЕХНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
С РЕКОНСТРУКЦИЕЙ ФИЗИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 
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MODELING CONDITION OF OBJECTS OF THE TECHNICAL SYSTEM  
WITH THE RECONSTRUCTION OF PHYSICAL PROCESSES 

A.K. Golovnich 

Belarusian State University of Transport, Gomel 
 

Обосновывается возможность разработки модели динамических процессов реальных технических систем с воспроиз-
ведением физических эффектов взаимодействия объектов. Представление результатов расчетов изменения состояний 
модельных объектов в реалистичной трехмерной визуализации раскрывает широкий потенциал практического исполь-
зования данной модели, позволит решать многие актуальные задачи на качественно новом уровне, заменяя сложные и 
дорогостоящие натурные испытания адекватными виртуальными физическими симуляциями.  
 
Ключевые слова: моделирование, технические системы, взаимодействие тел, физические процессы. 
 
Ability to develop models of dynamic processes of real technical systems with reproducing the physical effects of the interac-
tion of objects is justified. The results of states calculations are presented in the form of 3D objects. Model reconstruction of 
physical processes with the 3D image will allow solving many practical problems on a new level of quality. Virtual simulation 
can replace complex and expensive field tests.  
 
Keywords: modeling, technical systems, interaction bodies physical processes. 

 
 

Введение 
Современный уровень развития информа-

ционных технологий позволяет разрабатывать 
сложные динамические модели функционирова-
ния реальных систем. Как правило, такие модели 
имеют достаточно узкий спектр своего примене-
ния и тесно привязаны к определенным, доста-
точно жестким исходным условиям. Однако их 
важность и ценность для практики трудно пере-
оценить, так как подобные имитации связаны с 
реконструкцией процессов действительности, 
реализующихся на фоне непрерывного действия 
множества причинно обусловленных внешних и 
внутренних факторов, сил, взаимокоррелируемых 
влияний и др.  

 
1 Сложности воспроизведения следствий 

действия физических законов в математиче-
ской модели технической системы 

Особо привлекательными для практики ста-
новятся модельные реконструкции, воспроизво-
дящие технические и циклические технологиче-
ские процессы некоторой относительно замкну-
той системы взаимодействующих объектов [1], 
[2]. Поведение объектов такой системы предла-
гается моделировать с учетом действия физиче-
ских законов реального мира. В качестве кон-
кретного прототипа для разработки подобной мо-
дели можно привести железнодорожную стан-
цию, которая эффективно функционирует благо-
даря активному использованию следствий влия-
ния гравитационных и электромагнитных сил. 

Например, наличие сортировочной горки на 
станции помогает быстро расформировывать 
поезда, распределяя отдельные вагоны различно-
го назначения по соответствующим путям сор-
тировочного парка. Потенциальная энергия над-
вигаемых на вершину горки вагонов в дальней-
шем эффективно преобразуется в кинетическую 
энергию их движения по спускной части горки с 
достаточной скоростью, обеспечивающей пере-
мещение подвижного состава на требуемое рас-
стояние по конкретному пути. Регулирование 
скоростей движения вагонов по наклонному уча-
стку горки производится с помощью вагонных 
замедлителей, которые благодаря удержанию 
колес увеличивают силу сопротивления движе-
нию и погашают излишнюю скорость, поддер-
живая ее в определенных диапазонах значений, 
безопасных для железнодорожного пути, под-
вижного состава и груза в вагонах.  

В настоящее время качественной математи-
ческой модели, реконструирующей процессы дан-
ной технической системы, не создано. Предвари-
тельный анализ показывает, что достаточно боль-
шая пространственная протяженность железно-
дорожной станции, располагаемой на территории  
до 200 га, не  приводит к высокой сложности 
соответствующей информационно-физической 
модели (так ее можно назвать в первом прибли-
жении) [3]. Основными объектами моделирова-
ния являются железнодорожные пути, воспри-
нимающие  нагрузки  от    подвижного  состава  
и претерпевающие определенные давления и 

ТЕХНИКА
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деформации, а также вагоны и локомотивы, рас-
сматриваемые как активные мобильные структу-
ры, перемещаемые по железнодорожным путям 
под действием тяговых сил и противодействием 
сил сопротивления движению различной приро-
ды (основное сопротивление колеса и рельса, 
сопротивление воздушной среды, от удара в сты-
ках рельсов, при проходе вагонов в кривых) [4]. 
Многочисленные здания и сооружения, находя-
щиеся на территории железнодорожной станции, 
являются пассивными статичными объектами, 
обеспечивающими общий антуражный реали-
стичный вид при воссоздании модельного образа 
станции в трехмерной инсталляции.  

Сложность представляет воссоздание дина-
мического модельного аналога физической сис-
темы «вагон-рельсы», в котором движение ваго-
на под действием сил тяги и сопротивлений при-
водит к изменению состояния железнодорожного 
пути, который воспринимает нагрузки от колес 
вагона и через рельсы, шпалы, балластный слой 
щебня передает их на земляное полотно, накап-
ливая, распределяя и погашая эти усилия в про-
цессе кратковременной или достаточно длитель-
ной нагрузки. В свою очередь, вагон следует рас-
сматривать также как систему жестких, гибких и 
других связей взаимодействующих элементов 
кузова, тележки, подвески и др. [5]. Типов ваго-
нов достаточно много, и в каждом из них могут 
быть конструкционные особенности, влияющие 
на механику передачи движения.  

С другой стороны, все процессы на желез-
нодорожной станции строго регламентированы, 
имеют достаточно узкий диапазон своих измене-
ний по продолжительности. Количество техно-
логических операций, выполняемых на железно-
дорожной станции, не превышает 10–15. Работу 
станции отличает цикличность всех процессов, 
высокая ригидность составляющих ее объектов, 
обеспечивающая высокую устойчивость функ-
ционирования и уверенную прогнозируемость ко-
нечных результатов [6].  

 
2 Практическое применение информаци-

онно-физической модели функционирования 
технической системы 

Разработка информационно-физической мо-
дели железнодорожной станции позволит ус-
пешно решать многие прикладные задачи, суще-
ственно повышая общую эффективность работы 
транспорта. Надежная модель реконструкции фи-
зических процессов взаимодействия колеса и 
рельса с оценкой следствий влияния нагрузок и 
деформаций на верхнее строение позволит опти-
мизировать межремонтные периоды текущего 
содержания пути. Благодаря исследованиям на 
модели можно оценить динамику усталостных 
процессов в рельсах при различных температурных 
и  других  режимах  в более широких диапазо-
нах, условиях, начальных состояниях, чем это 

возможно при натурных испытаниях. Верифици-
рованная информационно-физическая модель 
железнодорожной станции [7], воспроизводящая 
ре-альные транспортные процессы своего прото-
типа, сможет спрогнозировать наступление опас-
ных и конфликтных ситуаций, порождаемых не-
которым сочетанием (до сих пор пока не сло-
жившихся в реальности) отдельных факторов и 
условий, способных стать причиной разруши-
тельных аварий и крушений, приводящих к ги-
бели и увечьям людей [8].  

Многие важные для работы железнодорож-
ного транспорта технические задачи в настоящее 
время не решены или решаются в нерациональ-
ных режимах по причине отсутствия полного 
математического описания и модельной реализа-
ции соответствующих физических процессов. В 
качестве примера можно привести проблему эф-
фективного закрепления вагонов на железнодо-
рожном пути. Наиболее часто для торможения и 
удержания вагонов используется конструкция 
искусственной накладки на рельс, именуемой 
тормозным башмаком. Это устройство достаточ-
но неэкономично (вручную ставится на рельс, 
опасно в использовании, быстро выходит из экс-
плуатации из-за значительного износа в резуль-
тате трения). При наличии информационно-фи-
зической модели железнодорожной станции мож-
но было бы сконструировать такую имитацион-
ную систему взаимодействия колеса и рельса 
через вариативную «прокладку», которая позво-
ляла бы достигать эффективного и безопасного 
торможения вагона с минимальными износами 
колеса и рельса. Такая прокладка должна иметь 
специфический клинообразный профиль и, по-
видимому, быть элементом вагона, а не пути. 

Вторая серьезная проблема повышения эф-
фективности работы крупных  железнодорожных 
станций лежит в плоскости качественного функ-
ционирования сортировочных горок, обеспечи-
вающих переработку вагонопотоков. Интенсив-
ная эксплуатация этих сложных технических 
устройств в различных условиях приводит к не-
гативным изменениям профиля скатывания ваго-
нов из-за чрезмерных нагрузок от подвижного 
состава, движущегося с горки с высокой скоро-
стью и большой массой. Ежегодно затрачивают-
ся значительные материальные и финансовые ре-
сурсы для восстановления рекомендуемого нор-
мативными документами профиля спускного 
участка железнодорожного пути. Информацион-
но-физическая модель сортировочной горки по-
зволила бы установить критичные режимы ее 
работы, возникающие при сочетании конкретных 
условий и факторов, негативно влияющих на ус-
тойчивость земляного полотна, не выдерживаю-
щего появляющиеся импульсные нагрузки. Ис-
пользование вариантных закрепляющих структур 
модельной реконструкции наряду с изменениями 
в  технологии работы горки позволили бы на 
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основе соответствующих расчетов выбрать наи-
более рациональные, комплексные, практически 
приемлемые и наиболее эффективные технико-
технологические решения [9]. 

Существенно расширяются возможности 
такой модели, реализующей результаты расчетов 
состояний отдельных объектов в процессе взаи-
модействий в виде трехмерного событийного 
образа [10]. При различной степени детализации 

и точности процессного описания модельный 
3D-образ системы может быть изоморфен или 
гомоморфен реальному прототипу (рисунок 1.1), 
что упрощает алгоритм реализации модели и 
конкретизирует ее использование (например, в 
качестве эффективного тренажера, способного 
обучить и протестировать студента, дежурного 
по станции, дежурного по горке, диспетчера).  

 

 
Рисунок 1.1 – Гомоморфизм информационно-физической модели технической системы 

 
Реалистичные имитации технологии работы 

железнодорожной станции, благодаря эффекту 
присутствия, легко воссоздают рабочую атмо-
сферу, формируя особые психологические уста-
новки с быстрой выработкой специфического 
мышления инженера-управленца с обостренным 
чувством ответственности, внимательности, со-
средоточенности и уверенности в своих действи-
ях, что оказывается исключительно важным в 
условиях принятия быстрых и правильных ре-
шений в сложной оперативной обстановке. 

Реализация информационно-физической мо-
дели технической системы представляется дос-
таточно сложной задачей исследования взаимо-
действий деформируемых твердых тел при их 
динамическом контакте. Действие множества су-
щественных и опосредованных факторов, взаим-
ная корреляция их влияний при динамическом 
развертывании процессов модельной системы 
приведет к необходимости ранжирования всех 
внешних воздействий, способных привести к 
изменению состояний моделируемых объектов 

(вагонов, локомотивов и железнодорожного пути – 
для рассматриваемой локации железнодорожной 
станции). Из множества всех сил и усилий необ-
ходимо выбрать только такие, которые оказыва-
ются значимыми (гравитационные, электромаг-
нитные и некоторые другие) для исследуемых 
процессов, и рассчитывать результатные эффек-
ты их влияния (изменение пространственного 
положения, появление внутренних напряжений, 
деформаций и др.) на основе существующих фи-
зических теорий. Сравнение достигнутого со-
стояния модельных объектов с аналогичным на-
турным образом, получившим свое развитие в 
результате естественных физических процессов, 
выявит различие, которое можно объяснить не-
учтенным совокупным влиянием прочих факто-
ров. Посредством введения определенной эмпи-
рической поправки к аналитическим расчетам 
информационно-физическая модель технической 
системы может быть приведена в соответствие с 
ее реальным прототипом.  
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Заключение 
Таким образом, разработка модели динами-

ческой системы объектов с воспроизведением 
следствий действия физических законов позво-
лит в имитационных процессах прогнозировать 
наступление нештатных ситуаций и упреждать 
их возникновение в сложных условиях функцио-
нирования реальных прототипов, своевременно 
принимая соответствующие административные и 
технические меры. Воспроизведение модельных 
образов в визуализированном трехмерном пред-
ставлении раскрывает обширные возможности 
формирования квазифизического мира, в кото-
ром реконструкции адекватны реальным процес-
сам, что обеспечивает полное погружение в сре-
ду нематериального окружения привычных и 
узнаваемых цифровых объектов с наблюдаемым 
действием физических сил. Виртуальная дейст-
вительность такой эрзац-среды позволит воссоз-
давать и наблюдать сложные, опасные и запре-
дельные симуляции, не воспроизводимые в ре-
альных условиях и раскрывающие новые воз-
можности технических систем.  
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пределах раздела, например: (1.1), (2.3), рисунок 
1.1, таблица 2.1. Нумерации подлежат только те 
формулы, на которые имеются ссылки. Номер 
формулы прижимается к правому краю страни-
цы, а сама формула центрируется. Рисунки и 
таблицы располагаются непосредственно в тек-
сте. Размер рисунков и графиков не должен пре-
вышать 1015 см. Полутоновые фотографии 
должны иметь контрастное изображение. Повто-
рение одних и тех же данных в таблицах и ри-
сунках не допускается. 

Каждая таблица должна иметь заголовок, в 
ней обязательно указываются единицы измере-
ния рассматриваемых величин. Размерность всех 
величин должна соответствовать Международ-
ной системе единиц измерений (СИ). Не допус-
кается сокращение слов, кроме общепринятых 
(т. е., и т. д., и т. п.). 

В заключении в сжатом виде формулируются 
полученные результаты, их новизна, преимущест-
ва и возможности практического использования.  

Список литературы должен содержать пол-
ные библиографические данные. Он составляет-
ся в порядке упоминания ссылок в тексте. Ссыл-
ки на неопубликованные работы не допускаются. 
Ссылки даются в оригинальной транслитерации. 
Порядковые номера ссылок по тексту указыва-
ются в квадратных скобках (например, [1], [2]). 
 Статья подписывается всеми авторами. К 
статье прилагаются: 

– сопроводительное письмо организации, в 
которой выполнена работа с просьбой об опуб-
ликовании; 

– сведения об авторах; 
– экспертное заключение о возможности 

опубликования статьи в открытой печати; 
– договор о передаче авторского права (в 

двух экземплярах). 
Сведения об авторах представляются на от-

дельной странице и содержат: фамилию, имя, от-
чество автора (авторов), ученую степень, звание, 
место работы и занимаемую должность, специа-
листом в какой области является автор, почтовый 
индекс и точный адрес для переписки, телефоны 
(служебный или домашний), адрес электронной 
почты. Следует указать автора, с которым нужно 
вести переписку и направление, к которому отно-
сится представленная работа (физика, математика, 
техника). 
 Поступившая в редакцию статья направля-
ется на рецензирование. В случае её отклонения 
редакция сообщает автору решение редколлегии 
и заключение рецензента, рукопись автору не 
возвращается. Решение о доработке статьи не 
означает, что она принята к печати. После дора-
ботки статья вновь рассматривается рецензентом 
и редакционной коллегией. 
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Редакция оставляет за собой право произво-
дить редакционные изменения и сокращения, не 
искажающие основное содержание статьи. 
 Статьи, не отвечающие перечисленным тре-
бованиям, к рассмотрению не принимаются и 
возвращаются авторам. Датой получения руко-
писи считается день получения редакцией окон-
чательного варианта. 
 Авторы несут ответственность за направление 
в редакцию уже ранее опубликованных статей или 
статей, принятых к печати другими изданиями.  

Редакция предоставляет право первоочередно-
го опубликования статей лицам, осуществляющим 
послевузовское обучение (аспирантура, докторанту-
ра, соискательство) в год завершения обучения. 
Плата за опубликование статей не взимается. 

 Всю корреспонденцию следует направлять 
простыми или заказными письмами (бандероля-
ми) на адрес редакции.  

Образец оформления статьи, сведений об ав-
торах, экспертного заключения и текст договора о 
передаче авторского права размещены на сайте 
журнала по адресу http://pfmt.gsu.by.  
 Журнал включен в каталог печатных 
средств массовой информации Республики Бела-
русь. Индекс журнала: 01395 (для индивидуаль-
ных подписчиков), 013952 (для предприятий и 
организаций). 
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GUIDELINES FOR AUTHORS 
 

In order for papers submitted to be published in 
the journal “Problems of Physics, Mathematics and 
Technics” the following rules should be taken into 
account: 
 – the paper should be in agreement with the 
type of the journal; 

– the paper should be an original work, it 
should not have been submitted for consideration or 
previously published in the bulk over 25% in an-
other scientific edition and (or) electronic publica-
tions with the exception of preprint publication 
(manuscript) of the paper of the authors (coauthors) 
on their own website; 
 – the paper should contain all statutory refer-
ences to the cited authors and published sources of 
the borrowed material. The author (coauthors) must 
obtain all the necessary permissions for the use of 
materials in the article, in the event that he is (they 
are) not their right holder (right holders). 

The paper should not contain the materials 
suppressed for publication in the press in accordance 
with the laws of the Republic of Belarus. 

Contents of a paper should be written in line 
with the scope of the journal. The paper should be 
written in Russian, Belarusian and English, edited 
thoroughly and submitted in two copies to the Edito-
rial Office. The manuscript should be printed on A4 
white paper with all pages numbered. In addition, 
the  authors  must  submit  the  electronic  version  
of their manuscript  either  on a CD or by e-mail  
(e-mail: pfmt@gsu.by). 

To prepare a paper it is possible to use MS 
Word for Windows (2000/2003), Times New Roman 
type, 14 pt. All margins are 2 cm. The author may 
also use 12 pt LaTeX in standard style article with-
out redefinition of the margins and introduction of 
the author’s commands. 

Index UDC is sited in the left corner of the first 
page. The title of the paper in capital letters is fol-
lowed by the name(s) of the author(s), authors' af-
filiations and full postal addresses next to which are 
an abstract of no more than ten lines and keywords. 
Relevant keywords should be placed just after the 
Abstract. 

A paper, as a rule, should include Introduction, 
Body Text, Conclusion and Literature. The title of 
the paper must be concise. It describes the main idea 
of your research. 

In the Introduction the author gives a brief re-
view of literature, his grounds and specific objec-
tives, he describes links with scientific and practical 
branches. All background information such as refer-
ence to the papers of others authors and some 
previous publications (including foreign ones) in the 
field of investigation is necessary. 

The main part should contain description of the 
techniques used and objects of investigation within a 
large scientific framework. This part may be divided 
into subsection (with explanatory headings). It provides 

the readers with the analysis of the publications on 
the problem described in these subsections. 

Formulas, figures and tables should be sequen-
tially numbered in the framework of the section, for 
example: (1.1), (2.3), figure 1.1, table 2.1. The author 
should number only the formulas with appropriate 
references. The formula number is placed on the right 
side of the page and the formula itself is centred. 

Figures and tables should be put into a contex-
tual framework. The size of figures and charts does 
not exceed 10х15 cm. Halftone photos should be 
glossy and contrast. Do not repeat extensively in the 
text the data you have presented in tables and figures. 

Each table should have the heading, in which 
units of measure describe the values under consid-
eration. All measurements and data should be given 
in SI units, or if SI units do not exist, in an interna-
tional accepted unit. The authors are advised to 
avoid abbreviations except for generally accepted 
ones (i. e., etc.). Define all abbreviations the first 
time they are used. 

In the Conclusion the received data are de-
scribed in concise form. The novelty of these results, 
advantages and possibility of practical use are pre-
sented. 

Publications cited in the text should be pre-
sented in a list of references following the text of the 
manuscript. References should be given in their 
original spelling, numbered in the order they appear 
in the text and contain full bibliography. Please, do 
not cite unpublished papers. The numbers of refer-
ences are sited in square brackets (e.g. [1], [2]). 

The paper should be signed by all authors. 
The following documents should be attached to 

the article: 
– covering letter of the organization in which 

the work was done with a request for publication; 
– information about the authors; 
– expert opinion on the possibility of publish-

ing an article in the press; 
– treaty on the transfer of the copyright (two 

copies). 
The authors should provide the following in-

formation on a separate sheet: surname, first name, 
patronymic, science degree, rank and correct postal 
address for correspondence, organization or com-
pany name and position, title, research field, home 
or office phone numbers, and e-mail address. 

Then the paper is sent to the Editorial Board to 
be reviewed. The Editorial Office informs the au-
thors of paper denial and the reviewer's conclusion 
without returning the manuscript. A request to revise 
the manuscript does not imply that the paper is ac-
cepted for publication since it will be re-reviewed 
and considered by the Editorial Board. The authors 
of the rejected paper have the right to apply for its 
reconsideration. 

The Editorial Board has the right to edit the 
manuscript and abridge it without misrepresenting 
the paper contents. 
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Papers not meeting the above requirements are 
denied and returned to the authors. The date of re-
ceipt of the final version by the Editorial Office is 
considered as the submission date. 

Authors are responsible for the submission of 
their publication because submission is a representa-
tion that the paper has not been previously published 
and is not currently under consideration for publica-
tion elsewhere. The Editorial Board charters top-
priority for postgraduate students (postgraduate 
course, persons working for doctor's degree, com-
petitors for scientific degree) during the current year 

of the completion of a course. Publication of the 
paper is free of charge. 

Samples of the preparation of an article, infor-
mation about the authors, expert opinion and the text 
of the treaty on the transfer of the copyright are 
placed on the site http://pfmt.gsu.by. 

The journal «Problems of Physics, Mathemat-
ics and Technics» is included in the mass media 
catalogue of the Republic of Belarus. Index: 01395 
(for personal subscribers), 013952 (for enterprises 
and organizations). 
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