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УДК 621.357.7 

ВЛИЯНИЕ ПАРАМЕТРОВ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ТОКА 
И УЛЬТРАЗВУКОВЫХ КОЛЕБАНИЙ НА МИКРОСТРУКТУРУ И СВОЙСТВА 

ЭЛЕКТРОХИМИЧЕСКИХ ПОКРЫТИЙ СПЛАВОМ ОЛОВО-ВИСМУТ 

В.К. Василец, А.А. Хмыль, И.И. Кузьмар, Н.В. Дежкунов 

Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники, Минск 
 

THE INFLUENCE OF ELECTRIC CURRENT PARAMETERS  
AND ULTRASONIC OSCILLATIONS ON THE MICROSTRUCTURE  

AND PROPERTIES OF Sn-Bi ELECTROPLATING COATINGS 

V.K. Vasilets, A.A. Khmyl, I.I. Kuzmar, N.V. Dezhkunov 

Belarusian State University of Informatics and Radioelectronics, Minsk 
 

Рассмотрено совместное влияние режима электролиза и воздействия ультразвуковых колебаний на микрорельеф по-
верхности, состав и свойства покрытий сплавом олово-висмут. Установлено, что применение нестационарного элек-
тролиза и ультразвукового стимулирования позволяет оптимизировать параметры осаждения, при которых возможно 
избежать ухудшения паяемости с одновременным улучшением качества осадка. 
 
Ключевые слова: бессвинцовые сплавы, олово-висмут, нестационарный электролиз, ультразвуковые колебания, мик-
роструктура, склонность к пайке, удельное электрическое сопротивление. 
 
The coeffect of electrolysis mode and ultrasonic oscillations on microstructure, composition and properties of Sn-Bi coatings is 
considered. It was found that the use of non-stationary electrolysis and ultrasonic stimulation to optimize the deposition 
parameters, with which it is possible to avoid the deterioration of solderability while improving sludge quality. 
 
Keywords: lead-free alloys, tin-bismuth alloy, non-stationary electrolysis, ultrasonic oscillations, microstructure, solderability, 
electrical resistivity. 

 
 

 Введение 
 В настоящее время одной из актуальных 
проблем радиоэлектроники остается разработка 
материалов под пайку, не содержащих свинец, 
так как широко распространенные оловянно-
свинцовые припои и покрытия являются особо 
вредными для человека, их утилизация требует 
больших финансовых затрат. В соответствие с 
директивами Restriction of Hazardous Substances 
(RoHS) и RoHS2 в Евросоюзе запрещено в зако-
нодательном порядке применение ряда опасных 
материалов, в том числе свинца в изделиях, ис-
пользуемых в производстве радиоэлектронной 
аппаратуры [1]. После вступления в силу указан-
ных директив, надзорные органы Европейского 
Союза усилили контроль за внутренним рынком. 
Продукция, не имеющая подтверждающей доку-
ментации (соответствие RoHS), не допускается к 
размещению на территории стран-членов ЕС. 
Большинство технологически развитых стран 
мира поддержали требования RoHS, и теперь на 
рынок поступают компоненты, ориентированные 
на бессвинцовые технологии. 

Сейчас в мире не предложено полноценной 
замены оловянно-свинцовым припоям и покры-
тиям. Одним из возможных альтернативных ма-
териалов является сплав олово-висмут. Однако и 
этот материал нуждается в усовершенствовании 
своих свойств. Одним из способов повышения 

свойств гальванических покрытий является из-
менение электрического режима питания ванны 
во время электролиза (нестационарный электро-
лиз) [2]–[4]. Помимо нестационарного электро-
лиза широко применяются методы механической 
активации процессов электроосаждения метал-
лов, а также формирование тонких плёнок при 
воздействии на процесс ультразвуковых колеба-
ний (УЗК) [5]. 

Цель настоящей работы – изучение совме-
стного влияния нестационарного электролиза и 
УЗК низкой частоты на микрорельеф поверхно-
сти сплава олово-висмут, его состав и функцио-
нальные свойства. 

 
 1 Методика эксперимента  
 Покрытие сплавом олово-висмут формиро-
вали из электролита следующего состава: суль-
фат олова SnSO4 (50 г/л); висмут азотнокислый 
Bi(NO3)3 (1,4 г/л); кислота серная H2SO4 (125 г/л); 
антиоксидантная добавка – ЦКН-32 (2 г/л). В 
качестве поверхностно-активного вещества 
(ПАВ) введен неонол АФ-9-10 (2–8 г/л). Темпе-
ратура электролита – 18–25 С. Осаждение спла-
ва и контроль режимов электролиза осуществля-
лись с применением следующего оборудования: 
высокочастотного источника питания гальвани-
ческой ванны импульсно-реверсным током 
ИП 15-5 в комплекте с управляющей ЭВМ и 

ФИЗИКА
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цифрового осциллографа RIGOL DS1052E. Для 
ультразвукового стимулирования процесса ис-
пользовали экспериментальную установку, раз-
работанную в Белорусском государственном 
университете информатики и радиоэлектроники, 
включающую генератор УЗГ53-22 с пьезокера-
мическим излучателем, работающим на частоте 
36,7–38 кГц и обеспечивающим мощность аку-
стическую 15 Вт, интенсивность УЗК от 0 до 
2,1 Вт/см2 [6]. Исследование состава покрытий 
проводилось рентгено-флуорисцентным методом 
на спектрометре ElvaX, микрорельефа покрытий ‒ 
с помощью растрового электронного микроскопа. 

 
 2 Результаты и их обсуждение 
 Влияние УЗК интенсивностью I = 1 Вт/см2 

на структуру и микрорельеф поверхности покры-
тий сплавом олово-висмут, полученных методом 
электроосаждения на постоянном токе, пред-
ставлено на рисунке 2.1. Очевидно существенное 
влияние ультразвука на микроструктуру поверх-
ности и состав осадка. Из рисунка видно, что на 
постоянном токе при катодной плотности 
iк = 0,5 А/дм2 формируется неравномерная кри-
сталлическая структура с четко выраженными 
зернами разного диаметра от 1,7 до 5,8 мкм. Об-
разование неодинаковых по размерам кристалли-
тов, вероятно, связано с тем, что низкая катодная 
плотность тока не может вызвать появление 
большого числа центров кристаллизации и не 
обеспечивает равномерный рост одновременно 
всех кристаллических зародышей. При плотно-
сти катодного тока 1,5 А/дм2  поверхность по-
крытия Sn-Bi сглаживается, размеры кристалли-
тов снижаются. Увеличение величины плотности 
тока до 2,5 А/дм2  приводит к существенному 
увеличению кристаллической шероховатости и 
разброса размера кристаллитов от 2,2 до 8,1 мкм. 

При высоких плотностях постоянного тока, на-
оборот, получает значительное развитие непре-
рывно растущая поверхность катода, что приво-
дит к появлению большого числа центров кри-
сталлизации, их относительно равномерному 
развитию и быстрому росту как в тангенциаль-
ном, так и в перпендикулярном направлениях к 
поверхности подложки. Но, так как возможности 
для роста кристаллитов в тангенциальном на-
правлении ограничены со стороны соседних рас-
тущих кристаллитов, то их развитие происходит 
преимущественно в перпендикулярном направ-
лении к поверхности. В результате появляется 
сравнительно мелкозернистая микроструктура, 
но с крайне неравномерным и развитым микро-
рельефом. При наложении ультразвуковых коле-
баний во время электролиза расширяется диапа-
зон рабочих плотностей тока вследствие интен-
сивного перемешивания электролита. У сформи-
рованного осадка сохраняются закономерности, 
описанные выше, но исчезает граница между 
зернами, поверхность становится сглаженной и 
равномерной, при этом размер зерна снижается в 
пределах 1,2–3,8 мкм даже при iк = 2,5 А/дм2. 
 Установлено, что на развитие микрострук-
туры покрытия Sn-Bi оказывают влияние сниже-
ние выхода металла по току вследствие выделе-
ния водорода и величина легирующей добавки в 
сплаве. Для подтверждения этого нами изучено 
влияние плотности тока на величину массовой 
доли висмута в сплаве при сравниваемых режи-
мах электролиза. Как видно из рисунка 2.2, а, 
при низкой плотности тока 0,5 А/дм2 покрытия, 
сформированные в присутствии ультразвуко-
вых колебаний, имеют в своем составе боль-
шее  содержание  легирующего  компонента  – 
0,08 масс.% без УЗК и 0,32 масс.% с УЗК. Однако 
при iк = 2,5 А/дм2 наблюдается снижение количества 

 
Без УЗК 

   
iк = 0,5 А /дм2 iк = 1,5 А /дм2 iк = 2,5 А /дм2 

УЗК I = 1 Вт/см2 

   
iк = 0,5 А /дм2 iк = 1,5 А /дм2 iк = 2,5 А /дм2 

 

Рисунок 2.1 – Влияние ультразвука на микрорельеф поверхности покрытий сплавом олово-висмут,  
полученных при электролизе на постоянном токе 
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висмута в сравнении с покрытиями, сформиро-
ванными без применения ультразвука – 0,82 масс.% 
без УЗК и 0,51 масс.% с УЗК. 

Такой характер зависимости можно объяс-
нить исходя из характера полученных поляриза-
ционных зависимостей (рисунок 2.2, б) [7]. Из-
вестно [8], что соосаждение олова и висмута 
происходит на предельном диффузионном токе. 
При применении ультразвука, с одной стороны, 
предельный ток повышается, что значительно 
ускоряет процесс электроосаждения, но, с другой 
стороны, площадка предельного диффузионного 
тока становится короче. Это и объясняет сущест-
венно меньшее содержание висмута при 
iк = 2,5 А/дм2 в осадке, полученном с использо-
ванием ультразвуковых колебаний. 
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и на катодные поляризационные кривые 
при электроосаждении сплава олово-висмут (б) 

 

 Измерено удельное электрическое сопро-
тивление покрытий, осажденных в указанном 
выше диапазоне плотностей тока под воздейст-
вием ультразвуковых колебаний интенсивностью 
1 Вт/см2 (рисунок 2.3). Из рисунка видно, что 
удельное электрическое сопротивление имеет 
ярко выраженный оптимум при i = 1,5 А/дм2, что 
хорошо коррелирует со структурой полученных 
покрытий. Но воздействие ультразвука на про-
цесс электроосаждения повышает величину удель-
ного электрического сопротивления материала 

на 0,08–16,20%, что говорит о росте числа ли-
нейных дефектов кристаллической решетки и 
при некоторых режимах повышении концентра-
ции висмута в покрытии. 
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Рисунок 2.3 – Влияние ультразвука на удельное 

электрическое сопротивление покрытий сплавом 
олово-висмут, полученных при электролизе на 

постоянном токе 
 

 Исследовано также влияние УЗК интенсив-
ностью 1 Вт/см2 на морфологию покрытий спла-
вом олово-висмут, сформированных при сле-
дующих параметрах импульсного тока: скважно-
сти q = 5; частоте f = 1 Гц или 1000 Гц; средней 
плотности катодного тока iср = 0,5 А/дм2; 1,5 А/дм2, 
2,5 А/дм2. Установлено, что импульсный ток и 
ультразвук оказывают заметное влияние на мик-
роструктуру осадка. Так, при низкой частоте им-
пульсного тока (1 Гц) размер зерен уменьшается 
в два раза, осадок становится более плотным 
(рисунок 2.4).  

Содержание висмута повышается от 0,09 до 
0,30 масс.%. При более высокой частоте (1 кГц) 
и средней плотности тока (2,5 А/дм2) поверх-
ность покрытия сглаживается, но применение 
УЗК заметно не влияет на структуру, однако, 
содержание висмута снижается в три раза с 0,75 
до 0,25 масс.%. 

Более расширенное исследование проведено 
при совместном использовании импульсного 
тока и ультразвуковых колебаний. Представлен-
ные результаты (рисунок 2.5) показывают, что 
чем ниже плотность тока, тем больше новых 
центров кристаллизации образуется. При сред-
ней плотности тока 0,5 А/дм2 осадок плотный, 
мелкозернистый. Поверхность усыпана еще бо-
лее мелкими новыми зернами. С ростом плотно-
сти тока размер зерен увеличивается, становятся 
отчетливо различимы их границы, поверхность 
осадка сглаживается. 

Без использования ультразвука зарождаю-
щихся центров кристаллизации меньше, поверх-
ность менее активна (рисунок 2.6). Применение 
ультразвука на данной частоте позволяет повы-
сить содержание висмута от 0 до 4,23 масс.% 
при средней плотности тока 0,5 А/дм2 и от  0  до 
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f = 1 Гц, без УЗК f = 1 Гц, УЗК I = 1 Вт/см2 

  
f = 1 кГц, без УЗК f = 1 кГц, УЗК I = 1 Вт/см2 

Рисунок 2.4 – Влияние частоты импульсного тока и ультразвуковых колебаний 
на микрорельеф поверхности и состав осадка, iср = 2,5 А/дм2; q = 5 

 

 
4,23 масс.% Bi 

 
1,68 масс.% Bi 

 
0,25 масс.% Bi 

0,5 А/дм2 1,5 А/дм2 2,5 А/дм2 
Рисунок 2.5 – Влияние средней плотности импульсного тока и ультразвуковых колебаний 

на микрорельеф поверхности и состав осадка, f = 1000 Гц; q = 5, УЗК I = 1 Вт/см2 
 

  
0,75 масс.% Bi, без УЗК 0,25 масс.% Bi, УЗК I = 1 Вт/см2 

Рисунок 2.6 – Влияние ультразвуковых колебаний на микрорельеф поверхности и состав осадка, 
f = 1000 Гц; q = 5, iср = 2,5 А/дм2 

 

1,68 масс.% при 1,5 А/дм2. При плотности тока 
2,5 А/дм2 содержание легирующего компонента 
уменьшается с 0,75 до 0,25 масс.%, что приводит 
к снижению и значения удельного электрическо-
го сопротивления с 0,173  до 0,164 Ом·мкм. 

Влияние параметров реверсированного тока 
и УЗК на структуру и состав сплава олово-
висмут представлено на рисунках 2.7, 2.8. При 
высокой средней плотности реверсированного 
тока (iср = 2,5 А/дм2) воздействие ультразвука при-
водит к осаждению чистого олова (содержание 
висмута – 0 масс.%). 

Удельное электрическое сопротивление 
пленки при отсутствии легирующего компонента 
снижается от 0,146 до 0,133 Ом·мкм. На сниже-
ние удельного электрического сопротивления 
повлияло изменение микроструктуры осадка. 
Покрытие становится более однородным, без 
четких границ между зернами. Изменение сред-
ней плотности реверсированного тока позволяет 
управлять содержанием легирующей добавки 
висмута в формируемом сплаве. Снижение ее 
значения до iср = 1 А/дм2 приводит к повышению 
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содержания висмута в осадке с 0 масс.% (при 
iср = 2,5 А/дм2) до 0,49 масс.% (рисунок 2.8). Од-
нако при низкой плотности тока 1 А/дм2 без воз-
действия УЗК покрытие крупнокристаллическое, 
игольчатое. Воздействие ультразвука в данном 
случае способствует измельчению и сглажива-
нию осадка. 
 Обобщенные результаты исследования фун-
кциональных свойств покрытий сплавом олово-вис-
мут, полученных при различных режимах элек-

тролиза и воздействии ультразвука, представлены 
в таблице 2.1. Из таблицы видно, что смачивае-
мость припоем ПОС61 поверхности свежеосаж-
денных покрытий при всех исследуемых режи-
мах отличная (коэффициент растекания припоя 
составляет 92,55–95,01 %), влияние ультразвуко-
вых колебаний на смачиваемость поверхности 
покрытия отчетливо заметно при реверсирован-
ных режимах электролиза (коэффициент расте-
кания припоя повышается с 80,90 % до 94,5 %). 

 

  
0,76 масс.% Bi, f = 1 Гц, без УЗК 0 масс.% Bi, f = 1 Гц, УЗК I = 1 Вт/см2 

  
0,47 масс.% Bi, f = 1 кГц, без УЗК 0 масс.% Bi, f = 1 кГц, УЗК I = 1 Вт/см2 

Рисунок 2.7 – Влияние частоты реверсированного тока и ультразвуковых колебаний 
на микрорельеф и состав осадка, iср = 2,5 А/дм2, γ = 1,5 

 

  
0,42 масс.% Bi, без УЗК 0,49 масс.% Bi, УЗК I = 1 Вт/см2 

Рисунок 2.8 – Влияние частоты реверсированного тока и ультразвуковых колебаний 
на структуру и состав осадка, iср = 1,0 А/дм2, f = 1 Гц, γ = 1,5 

 

Таблица 2.1 – Свойства покрытий сплавом олово-висмут, сформированных при воздействии ультразвука 
Без воздействия УЗК УЗК I = 1,02 Вт/см2 

Режим электролиза 
Кр, % Rк, мОм Bi, масс.% Кр, % Rк, мОм Bi, масс.%

iк = 0,5 А /дм2 95,28 1,53 0,08 95,87 6,31 0,32 

iк = 1,5 А /дм2 93,76 2,29 0,15 92,44 3,01 0,50 

iк = 2,5 А /дм2 87,24 2,81 0,82 94,54 8,17 0,51 

iср = 0,5 А/дм2, q = 5, f = 1 кГц 92,71 2,72 0,00 94,78 8,30 4,23 
iср = 1,5 А/дм2, q = 5, f = 1 кГц 92,09 2,72 0,00 95,01 7,73 1,68 
iср = 2,5 А/дм2, q = 5, f = 1 кГц – 2,07 0,75 93,14 5,57 0,25 
iср = 2,5 А/дм2, q = 5, f = 1 Гц – 3,11 0,09 93,88 5,30 0,30 
iср = 1,0 А/дм2, γ = 1,5, f = 1 Гц 80,90 2,14 0,42 94,50 5,75 0,49 
iср = 1,5 А/дм2, γ = 1,5, f = 1 Гц 84,52 2,29 0,43 92,98 6,79 0,02 
iср = 2,5 А/дм2, γ = 1,5, f = 1 Гц 88,19 2,64 0,76 93,37 4,57 0,00 
iср = 2,5 А/дм2, γ = 1,5, f = 1 кГц 86,78 3,02 0,47 93,45 3,36 0,00 
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Таблица 2.2 – Влияние условий электролиза на удельное электрическое сопротивление покрытий 
сплавом олово-висмут 

Удельное электрическое сопротивление, Ом·мкм 
Режим электролиза 

без УЗК УЗК (I = 1 Вт/см2) 
ПТ iк = 2,5 А/дм2 0,135 0,157 
ИТ iср = 2,5 А/дм2, q = 5, f = 1000 Гц 0,173 0,164 
РТ iср = 2,5 А/дм2, γ = 1,5, f = 1 Гц 0,146 0,133 

 
 Из представленных в таблице 2.1 данных 
также видно, что на контактное электросопро-
тивление Rк самое значительное влияние оказы-
вают микроструктура покрытия, его шерохова-
тость и содержание легирующей добавки. Влия-
ние режима электролиза на эти факторы опреде-
ляет итоговое значение свойства осадка. Так на 
постоянном токе без воздействия УЗК мини-
мальное значение Rк получено только при плот-
ности постоянного тока iк = 0,5 А/дм2, так как 
при этих условиях доминирующими факторами 
являются низкое значение легирующей добавки 
висмута (0,08 масс.%) и отсутствие включения 
водорода в покрытие. При электролизе на посто-
янном токе при воздействии УЗК наименьшее 
значение Rк получено при iк = 1,5 А/дм2, так как 
при этих условиях покрытие мелкокристалличе-
ское, плотноупакованное, со сглаженным микро-
рельефом, а содержание висмута в этой серии 
экспериментов приблизительно одинаково. 
 Применение периодического тока расширя-
ет технологические возможности управления 
кристаллической микроструктурой получаемых 
покрытий за счет изменения величины ампли-
тудной плотности тока, частоты и скважности. 
Во всех случаях наложение УЗК на процесс 
электролиза приводит к увеличению значения Rк 

вследствие формирования сильноразвитой по-
верхности получаемых слоев. Однако величина 
удельного электрического сопротивления в усло-
виях нестационарного электролиза (таблица 2.2) 
снижается при воздействии на процесс электро-
осаждения ультразвука вследствие уменьшения 
количества висмута в формируемом сплаве. 

 
 Заключение 
 В данной работе показано, что применение 
периодического тока существенно улучшает 
кристаллическую микроструктуру формируемо-
го покрытия сплавом олово-висмут. Осадки ста-
новятся плотноупакованными, со сглаженной и 
равномерной поверхностью, исчезает граница 
между зернами. Наложение УЗК на процесс 
электролиза способствует увеличению скорости 
обновления электролита у поверхности катода, 
повышает катодный выход металла по току и тем 

самым предельную плотность тока. Совместное 
использование ультразвука и различных форм 
периодического тока при формировании покры-
тий сплавом олово-висмут приводит к измельче-
нию осадков, повышению их способности к пай-
ке и снижению величины удельного электриче-
ского сопротивления. 
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ISOTOPIC DOUBLET OF THE DIRAC PARTICLES IN PRESENCE 

OF THE NON-ABELIAN MONOPOLE: THE PAULI APPROXIMATION 
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Построено нерелятивистское уравнение паулиевского типа для дублета дираковских частиц, учитывающее присутст-
вие внешних неабелевых полей. Оно детализировано в случае монопольных потенциалов Богомольного – Прасада –
 Зоммерфельда. Выполнен анализ возможности существования связанных состояний в системе. Проведено сопостав-
ление поведения дублета частиц в пространствах постоянной кривизны: Евклида, Лобачевского и Римана, откуда сле-
дует, что обычное использование в пространстве Минковского несингулярного монопольного решения является ис-
пользованием решения, более естественно связанного с геометрией пространства Лобачевского. В такой трактовке во 
всех трех пространствах связанных состояний для дублета фермионов в полях неабелева монополя не возникает. 
 
Ключевые слова: дублет фермионов, неабелев монополь, приближение Паули, пространства постоянной кривизны, 
связанные состояния. 
 
For the doublet of Dirac particles in presence of external non-Abelian fields, a non-relativistic Pauli equation is constructed. It 
is detailed for the case of the Bogomolny – Prasad – Sommerfeld monopole potentials. The problem of existence of bound 
states in the system is studied. Comparison of the behavior of the Dirac particles doublet in three spaces of constant curvature: 
Euclid, Lobachevsky, and Riemann, is performed, from where it follows that the known nonsingular monopole solution usually 
used for the case of Minkowski space is the application of a mathematical possibility more naturally related to the Lobachevsky 
space model. Within that treatment, in all three space models, no bound states for the doublet of fermions in the non-Abelian 
monopole potential exist. 
 
Keywords: doublet of fermions, non-Abelian monopole, Pauli approximation, spaces of constant curvature, bound states. 

 
 

Введение 
Как только неабелев монополь был введен 

(Хуфтом [1], Поляковым [2], Жулиа, Зи [3], 
Бэйс–Расел [4]) в научный обиход, его основные 
свойства были детально изучены. Есть два ос-
новных способа исследования монопольных 
проблем: основанный на геометрических и топо-
логических методах и другой подход, базирую-
щийся на исследовании физических проявлений 
монополей, когда они рассматриваются как 
внешние потенциалы [5]–[10]. В работе исследу-
ется поведение изотопического дублета дираков-
ских фермионов во внешнем неабелевом моно-
польном потенциале. Специальное внимание 
уделено проблеме нерелятивистского приближе-
ния в теории изотопических мультиплетов в не-
абелевых полях. В этом приближении анализ 
упрощается из-за уменьшения вдвое числа функ-
ций, связываемых дифференциальными уравне-
ниями. Выведено уравнение паулиевского типа, 
учитывающее присутствие внешних неабелевых 

полей. Оно детализировано для монопольных 
потенциалов Богомольного – Прасада – Зоммер-
фельда [11], [12].  

 
1 Уравнение Паули для дублета фермио-

нов, общий анализ 
Рассмотрим изотопический дублет дираков-

ских фермионов во внешнем неабелевом поле 
Янга – Миллса [10]  

( ) ( ) ( ) ( ) 0.a ai x x iet W x M x
x


 

            
(1.1) 

В классе пространств, допускающих нерелятиви-
стское приближение [10], [13]  

2 0 2( ) ( ) i j
ijdS dx g x dx dx    

уравнение (1.1) имеет вид  

0
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  

     
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( ) ( ) 0,j a a
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  
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  
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 

 (1.2) 

где обобщенные матрицы Дирака и связность 
задаются равенствами  

0 0
( )( ) ( ) ( )j k j
kx x e x         

0 0

1
( ) ( ) ( ) ( )

4
k

t kx x x x        

0
0

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

4 4
k

j j k jx x x x          

Нерелятивистское приближение может быть 
выполнено в любом базисе матриц Дирака. Боль-
шая и малая составляющие задаются с помощью 
двух проекционных операторов: 

 
0 01 1

2 2 

   
               (1.3) 

Действуя этими операторами (1.3) слева на урав-
нение (1.2), находим  
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Выделяя энергию покоя подстановкой 
( ) exp( ) ( ),x iMt x      

получим  

( ) 0

a a
t t

j a a
j j

j

i et W
t

x i et W
x

  
  
     

  

  
  
  

  
  

  


    




      



   (1.4) 
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       (1.5) 

Заменяя уравнение (1.5) на его приближение 
(при этом предполагаем 0)a

tW   
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после исключения малой компоненты из (1.4) 
получаем  
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Это общековариантное уравнение Паули для дуб-
лета дираковских фермионов во внешнем поле 
Янга – Миллса.  

Волновая функция дублета подчиняется до-
полнительному условию 0

       Существо-

вание этого условия связано с тем, что паулиев-
ская волновая функция для дираковской частицы 
содержит только две независимые компоненты 
(это в явном виде устанавливается при выборе 
матриц Дирака в стандартном базисе). Соответ-
ственно, волновая функция дублета в нереляти-
вистском приближении содержит только 4 неза-
висимые компоненты, а не 8.  
 

2 Неабелев монополь в калибровке Швин-
гера 
 В работе [13] известная подстановка для 
монопольного решения Хуфта – Полякова [1], 
[2], а также Жулиа, Зи [3] (для полноты вклю-
чаем и взаимодействие с триплетом скалярных 
полей Хиггса) приводится в специальном базисе 
изотопического пространства к виду 
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 (2.1) 

Заметим, что абелев потенциал в калибров-
ке Швингера после преобразования к сфериче-
ским координатам принимает очень простой вид: 

 cos .SA g
                         (2.2) 

Примечательно, что в [4] было получено явное 
представление для вложенного в неабелеву мо-
дель абелева монопольного решения (2.2), и оно 
следует из (2.1) при специальном выборе функ-
ции K: 2( 1 )r K e  = 0. 

 
3 Разделение переменных в релятивист-

ском уравнении  
В базисе сферической тетрады и в швинге-

ровской унитарной калибровке монопольного 
потенциала уравнение для дублета (1.1) примет 
вид [13] 
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где (1 2) .j jt     Специальный выбор базиса ав-
томатически привел к необходимой перегруппи-
ровке слагаемых волнового уравнения. В частно-
сти, только пропорциональный 2( ( ) 1)er K r   член 
смешивает компоненты дублета, и он исчезает 
при использовании потенциала с 2( 1 )r K e   = 0.  

В представлении (3.1) компоненты общего 
сохраняющегося момента определяются согласно  
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в соответствии с этим подстановка для волновой 
функции ( )jm x  такая [13]:  
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( 0).j
mD D     Квантовое число j  может 

принимать значения 0 1 2 3j …       
Важным в исследовании электронмонополь-

ной проблемы является случай 0,j   при этом 

волновая функция 0 ( )x  строится так:  

1

2
0 1 2 1 2

3

4

0 ( )

( ) 0

0 ( )

( ) 0

g r

f r
T T

g r

f r

           

Здесь и ниже множитель i te r    опускаем. Ис-
пользуя рекуррентные соотношения для вигне-
ровских функций [14], находим  

4 1 4 0

3 0 3 1
1 2 1 2

2 1 2 0

1 0 1 1

S S
jm

f D g D

f D g D
i T T

f D g D

f D g D



 
    





  
            
 

   

 

Приведем выражение для члена, перемешиваю-
щего изотопические компоненты:  

2 2
1 2 2 1( ) 1 ( ) 1

( ) jm

er K r er K r
t t i

r r

 
         

4 0

3 0
1 2 1 2

2 0

1 0

0

0

0

0

f D

g D
T T

f D

g D

   

 
       
 

  

 

Для краткости дальше используем обозначения  

2 ( ) ( )
( ) 1

2 2

erF r r r
W er K r F

 
          

После простых вычислений находим систему 
радиальных уравнений:  

3 4 1( ) 0
d

i F f i f M f
dr r

          
 

   

4 3 3 2( ) 0
d W

i F f i f i g M f
dr r r

           
 

   

1 2 3( ) 0
d

i F f i f M f
dr r

          
 

   (3.3) 

2 1 1 4( ) 0
d W

i F f i f i g M f
dr r r

           
 

   

3 4 4 1( ) 0
d W

i F g i g i f M g
dr r r

           
 

   

4 3 2( ) 0
d

i F g i g M g
dr r

          
 

   

1 2 2 3( ) 0
d W

i F g i g i f M g
dr r r

           
 

   

2 1 4( ) 0
d

i F g i g M g
dr r

          
 

   

Для случая 0j   (при этом 0 0)     ради-

альные уравнения упрощаются:  

4 3 2( ) 0
d W

i F f i g M f
dr r

          
 

   

2 1 4( ) 0
d W

i F f i g M f
dr r

          
 

   (3.4) 

3 4 1( ) 0
d W

i F g i f M g
dr r

          
 

   

1 2 3( ) 0
d W

i F g i f M g
dr r

          
 

   

Введем дополнительный диагонализирую-
щийся оператор. Обычный оператор P -инвер-
сии для биспинорного поля не может быть пол-
ностью пригоден для такой цели, а требуемый 
оператор может быть построен как комбинация 
из биспинорного P -отражения и некоторого 
дискретного преобразования в изотопическом 
пространстве. Действительно, учтем, что биспи-
норное P -отражение в базисе декартовой тетрады  

0ˆ ˆˆ Cart
bisp P i PP       

где P -отражение пространственных координат 
будет определяться в сферическом базисе как  

5 1

0 0 0 1

0 0 1 0ˆ ˆ ˆˆ ( )
0 1 0 0

1 0 0 0

sph
bisp P P PP




        




 

Этот оператор действует на волновую функцию 
( )jm x  следующим образом:  

ˆˆ( ) ( )sph
jmbisp P xP     
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4 14 0

3 03 11
1 2 1 2

2 12 0

1 01 1

( 1) j

g Df D

g Df D
T T

g Df D

g Df D




   





 
 
       
 
  

 

Т. е., оператор с требуемыми свойствами строит-
ся так:  

ˆˆ ˆˆ
S sphS

bispsph PN P
      

1 2 1 2

1 2 1 2

( )ˆ

( ) .ˆ

S

S

T a ib T

T a ib T


   


   

  
 

 

Общий множитель при величине ˆ S   не сущест-
венен при разделении переменных, ниже будем 
полагать 2 2 2( ) 1ˆ S a b       Из уравнения 

ˆ S
jm jmsph NN

     находим два собственных зна-

чения 1( 1)  1jN         и ограничения на 

функции:  

1 4 2 3( ) ( )g a ib f g a ib f         

 3 2 4 1( ) ( )g a ib f g a ib f               (3.5) 

Учитывая (3.5), получаем уравнения, кото-
рые непротиворечивы только при условии, что 

( ) 0F r   и ( ) 0.r   Дальше ограничиваемся рас-

смотрением чисто монопольного внешнего потен-
циала и исключаем дополнительное взаимодейст-
вие дублета со скалярными полями Хиггса. При 
этом система уравнений (3.3) принимает более 
простой вид (вводим обозначение )a ib    

3 4 1 0
d i

i f f Mf
dr r

        
 

 

4 3 2 2 0
d i W

i f f i f Mf
dr r r

          
 

 

1 2 3 0
d i

i f f Mf
dr r

        
 

 

2 1 4 4 0
d i W

i f f i f Mf
dr r r

          
 

 

1
2 1 4 4) 0

d i W
i f f i f M f

dr r r
            

 
  

1 2 3 0
d i

i f f Mf
dr r

        
 

 

1
4 3 2 2 0

d i W
i f f i f Mf

dr r r
           

 
 

3 4 1 0
d i

i f f Mf
dr r

        
 

 (3.6) 

В системе (3.6) необходимо различать два 
случая в зависимости от выражения для ( ).W r  

Если ( ) 0,W r   различие между   и 1  в урав-

нениях (3.6) не является значимым, поскольку 
соответствующие члены просто исчезают из 
уравнений. Для этого случая система (3.6) пре-
вращается в следующую  

( ) 0W r    

3 4 1

4 3 2

0

0

d i
i f f Mf

dr r

d i
i f f Mf

dr r

        
 

        
 

 

1 2 3

2 1 4

0

0

d i
i f f Mf

dr r

d i
i f f Mf

dr r

        
 

        
 

         (3.7) 

Анализ радиальных уравнений может быть дове-
ден до полного решения. Действительно, урав-
нения (3.7) допускают дальнейшие упрощения за 
счет диагонализации оператора 0 5ˆ iK         

Из уравнения ˆ jm jmK     следует 

( 1)  ( 1),j j         

4 1 3 2 4 1 3 2f f f f g g g g             
Соответственно система (3.7) приводит к  

1 2 2

2 1 1

0

0

d
i f i f Mf

dr r

d
i f i f Mf

dr r

        
 

        
 

 

Эти уравнения решаются в функциях Бесселя. 
Волновая функция дублета с квантовыми числа-
ми ( )j m    имеет вид  

1 1 4 0

2 0 3 1
1 2 1 2

3 1 2 0

4 0 1 1

( )jm

f D f D

f D f D
x T T

f D f D

f D f D




     





     
 
 

 

Данная ситуация реализуется при 0.W   
Здесь уравнения (3.6) совместимы, только если 

1,    следовательно, ( ) 1.a ib      Ком-

бинируя это соотношение с нормировочным ус-
ловием ( )( ) 1,a ib a ib    можно получить 

1a    и 0b   (для определенности выберем 
параметр a  равным 1).  Соответствующий на-

бор радиальных уравнений, полученный из (3.6), 
следующий:  

3 4 1 0
d i

i f f Mf
dr r

        
 

 

1 2 3 0
d i

i f f Mf
dr r

        
 

 

4 3 2 2 0
d i W

i f f i f Mf
dr r r

          
 

 

2 1 4 4 0
d i W

i f f i f Mf
dr r r

          
 

 (3.8) 

Аналогичным образом может быть рас-
смотрен случай 0,j   собственные значения и 

ограничения на волновую функцию:  

1 4 3 2

1

( ) ( ) ( ) ( )

N

g r f r g r f r

     
     
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Величины F  и   должны быть приравнены 
нулю. Возникают две возможности:  

( ) 0W r    

4 2

2 4

0

0

d
i f Mf

dr

d
i f Mf

dr

      
 
       
 

            (3.9) 

( ) 0W r    

4 2

2 4

0

0

d
i f M i W f

dr r

d
i f M i W f

dr r

           
   

            
   

   (3.10) 

 
4 Нерелятивистское приближение: слу-

чай 0j   

В системе уравнений (3.10) при 1:    

4 2 0
d W

i f M i f
dr r

           
   

 

2 4 0
d W

i f M i f
dr r

           
   

 

сложим и вычтем уравнения друг из друга. В 
результате получим  

( ) 0

( ) 0

d W
f M g

dr r

d W
g M f

dr r

       
 
       
 

 

где использованы обозначения 

2 4 2 4( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] ( )f r f r f r i f r f r g r       

Выделим энергию покоя следующей фор-
мальной заменой ;M E    в результате получа-
ем (в первом уравнении пренебрегаем нереляти-
вистской энергией в сравнении с энергией покоя)  

2 0

0

d W
f Mg

dr r

d W
g Ef

dr r

     
 
     
 

                (4.1) 

Исключаем из (4.1) функцию ( ),g r  получаем 

одномерное уравнение Шредингера  

 
2 2

2 2
2 ( ) 0

d W W
ME f r

rdr r

        
  

     (4.2) 

Воспользуемся известным в литературе мо-
нопольным решением Богомольного – Прасада –
 Зоммерфельда [11], [12]. В декартовой изотопи-
ческой калибровке оно выглядит так:  

2

( ) ( )

( ) 1,

a b
i iabW x x K r

W er K r

  

 
 

где функция ( )W r  задается шестью способами [13]:  

1 ,
sh sin

Ar Ar
W W W

Ar Ar
            (4.3) 

A  – произвольная постоянная.  

Рассмотрим сначала первые два случая из 
(4.3). Первый вариант:  

2

2 2

2
( ) 1 2 ( ) 0

d
W r ME f r

dr r

 
      

 
    (4.4) 

приводит к задаче Шредингера с эффективным 
центробежным полем отталкивания от центра. В 

переменной 2 2x ME r   решение уравнения 

(4.4) строятся в функциях Бесселя. Второй случай:  
2

2

2

( ) 1 2 ( ) 0

i ME r

d
W r ME f r

dr

f e

 
      

 

 

      (4.5) 

Решение в (4.5) описывает бегущие сферические 
волны. 

Теперь рассмотрим две возможности, наи-
более часто исследуемые в литературе, как пред-
ставляющие несингулярный монополь. Первая 
возможность:  

2 2

2
2 0,

sh ch 1

Ar d A
W ME f

Ar Ardr

 
       

 (4.6) 

это уравнение Шредингера в эффективном поле 
отталкивания. Здесь не может быть связанных 
состояний. Рассмотрим уравнение (4.6) деталь-
нее. Сделаем замену переменной:  

cosh 1
,

2
0 ( 1)  ( )

Ar
x

r x r x




       
    (4.7) 

2

2 2

1 2 1
(1 ) ( ) 0

2 2(1 )

d d ME
x x x f x

dx xdx A

            
  

и введем подстановку ( ) (1 ) ( )a bf x x x F x   при 

0 1/ 2 1/ 2  1a b       уравнение (4.7) для F(x) 

является уравнением гипергеометрического типа  
2

2

2
2

1
(1 ) 2 (2 2 1)

2

2
( ) ( ) 0

d d
x x a a b x

dxdx

ME
a b F x

A

          
 


   



 

с параметрами  

2 2

1
2

2

ME mE
a b a b

A A

a

 
         

   
 

Чтобы иметь требуемое для связанных состояний 
поведение, нужно выбирать 0  1 2;a b      при 

этом a b  не может быть отрицательным, сле-
довательно 0.   Это означает, что связанных 
состояний в системе не существует. 

Вторая возможность:  
2 2

2
 2 0,

sh ch 1

Ar d A
W ME f

Ar Ardr

 
       

 (4.8) 

это уравнение Шредингера в эффективном поле 
притяжения (рисунок 4.1) 
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2
3

2
.

ch 1 ( 1)r

A dU Ar
U F A

Ar dr Ar
      

 
 

 
Рисунок 4.1 – Эффективное поле притяжения ( )U r  

 
Здесь, вообще говоря, могут существовать свя-
занные состояния. В уравнении (4.8) сделаем 
замену переменной:  

cosh 1
0 ( 1)  ( )

2

Ar
x r x r x


           

и введем подстановку ( ) (1 ) ( ),a bf x x x F x   

1 1
1 0  ;

2 2
a b       уравнение для F(x) является 

уравнением гипергеометрического типа с пара-
метрами  

2 2

1
2

2

ME ME
a b a b

A A

a

 
         

   
 

Имея в виду связанные состояния, будем строить 
решение, стремящееся к нулю на бесконечности. 
Для этих целей подходят два решения гипергео-
метрического уравнения:  

3

3

4

4

1
( ) ( ) 1 1

( ) ( ) 0

1
( ) ( ) 1 1

( ) ( ) , 0.

U x x F
x

U x

U x x F
x

U x









          
 

     

         
 

   





 (4.9) 

С учетом тождеств  

2 2ME ME
a b a b

A A

 
            

заключаем, что пригодно только решение 3 ,U  

при этом полная функция ( )f x  на бесконечно-

сти обращается в ноль:  
2

3( ) ( ) ( )
ME

Aa bf x x x U x x
        (4.10) 

Найдем, как ведет себя это решение около точки 
1 ( 0).x r   Для этого воспользуемся соотноше-

нием Куммера [15] (явный вид коэффициентов 
K L  разложения не потребуется)  

3 2 6( ) ( ) ( )U x KU x LU x    

2 ( ) ( 1 1 )U x F x        

6 ( ) (1 ) ( 1 1 )U x x F x             

3

1
( 1) (1 ) 2

2
U x K L x b            

Таким образом,  

1 2

( 1) (1 ) [ (1 ) ]

(1 ) (1 )

b

b b

f x x K L x

x K x L



 

   

   

 


  (4.11) 

Из (4.11) следуют две возможности (обе они при-
водят к конечным значениям функции ( 0)) :f r   

1
0 ( 1) ( 1)

2
b f x K b f x L          

Обратимся к условию квантования. Приме-
няя стандартное требование обращения гипергео-
метрического ряда в 3 ( )U x  в полином n     

приходим (с учетом 1 2  1,  0  1 2)a b         к 

единственной нетривиальной возможности удов-
летворить этому условию  

1 2 1
0 0,

2 | | 2

ME
a b n n

A


           

т. е. существует единственное связанное состояние  

 
22 1

| | 2 8

ME A
E

A M


        (4.12) 

Легко убедиться прямой проверкой, что от-
вечающая уровню энергии (4.12) функция  

1 2 2
( )

cosh 1
f x x

Ar
  


 

является решением уравнения (4.8) при найден-
ном значении энергии (4.12). Эта функция квад-
ратично интегрируема, нормировочный интеграл 
имеет вид  

2

0
( )I f r dr


 

2

1 2
1

1 1 2 2dx
x x

A A x Ax x x




    


  

 
5 Нерелятивистское приближение: слу-

чай 0j   

 Теперь обратимся к системе уравнений при 
0j   (см. (3.8)) при 1.    В пределах каждой 

пары в (3.8) сложим и вычтем уравнения. С 
использованием обозначений  

1 3 1 3

2 4 2 4

( )

( ) ( )

f f F i f f f

f f G i f f g

     
    

         (5.1) 

получаемые уравнения записываются так:  

0
d

f F g MF
dr r


       
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0
d

F f G Mf
dr r


        

0

0

d W
g G f g MG

dr r r
d W

G g F G Mg
dr r r


       


       

 

Выделяем энергию покоя заменой E M    и 
затем пренебрегаем нерелятивистской энергией 
E  в сравнении с удвоенной энергией покоя 2 :M  

0 2 0
d d

f EF g F G Mf
dr r dr r

 
         

0

2 0

d W
g EG f g

dr r r
d W

G F G Mg
dr r r


     


    

 

Исключая малые компоненты f, g, находим два 
зацепляющихся уравнения второго порядка:  

2 2

W
F G

r r

      
 

 

      
2

2 2 2
( )

d W W W
G G F

dr r r r r

             
  

 (5.2) 

где 
2 2

2 2
2 ( 1)

d
ME j j

dr r

 
         

 
 

Рассмотрим первый случай ( ) 1;W r    в матрич-

ной форме имеем уравнение  

2 01

12

F F
r

G G


  


 

Нужно найти преобразование, которое диагона-
лизирует матрицу справа:  

11

2

00

01
A S AS 
   


 

2

1

2

2 2

2 2

1 1 4
1

2 2

1 1 4
1

2 2

1 1 1 1

2 22 1 4 2 1 4

1 4 1 4

S

S



 


  
 


 

 
    

 


   

 

 2 2
1 2

1 1 1 1
1 4 1 4 .

2 2 2 2
            

Учитывая 21 4 2 1,j     находим выражения 

для 1 2 :    1 2 1j j         Дальше получа-
ем несвязанные уравнения:  

2

2 2

( 3)
2 0

d j j
ME F

dr r

      
 

 

2

2 2

( 2)( 1)
2 0

d j j
ME G

dr r

       
 

 

Они решаются в функциях Бесселя, приводя к 
бегущим сферическим волнам. 

Во втором случае ( ) 1W r    с самого нача-

ла из (5.2) получаем несвязанные уравнения:  
2

2 2

2

2 2

( 1)
2 0

( 1) 1
2 0

d j j
ME F

dr r

d j j
ME G

dr r

 
    

 
  

    
 

 

Эти уравнения также решаются в функциях 
Бесселя, и не имеют решений, отвечающих 
связанным состояниям.  

Для случаев  

,
sinh

Ar
W

Ar
   

sin

Ar
W

Ar
   

система зацепляющихся уравнений второго 
порядка (5.2) оказывается слишком сложной. 
Здесь метод приведения задачи к несвязанным 
уравнениям второго порядка реализовать не 
удается, и конечная задача сводится к анализу 
уравнений 4-го порядка. Эти уравнения едва ли 
можно решить аналитически из-за одновременного 
присутствия в уравнениях рациональных и транс-
цендентных функций от переменной r. 

 
6 Дублет дираковских частиц в простран-

ствах постоянной кривизны  
Обобщим приведенный выше анализ, со-

поставив поведение дублета частиц в трех про-
странствах постоянной кривизны: Евклида 3 ,E  

Лобачевского 3H  и Римана 3.S  Это даст воз-

можность сформулировать дополнительные ар-
гументы относительно того, какие решения 
уравнений Янга – Миллса представляют физиче-
ский и теоретический интерес. Для определенно-
сти будем приводить формулы для случая сфе-
рического пространства 3 ,S  переход к простран-

ству Лобачевского достигается посредством фор-
мальных замен. 

В сферической системе координат метрика 
пространства 3S  определяется так: 

2 2 2 2 2 2 2sin ( sin )dS dt dr r d d          (6.1) 

Уравнение Дирака для дублета частиц принима-
ет следующий вид  

 0 3 3 1 1
( )

tg sin
S

t ri erF r t i
r r




  
           

 
 

2
1 2 2 1

3

1
( )

sin

( ( ) ) 0S

er K
t t

r

M r r t 


      


      



          (6.2) 

После необходимых вычислений (они несу-
щественно отличаются от сделанных при анализе 
случая плоского пространства) получаем систему 
радиальных уравнений, которую можно значитель-
но упростить, если потребовать диагонализации 
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дискретного оператора, действующего одновре-
менно в биспинорном и изотопическом про-
странствах. Приводим конечный результат при 
нетривиальном неабелевом потенциале:  

( ) 0  0,W r j    

4 2 0
sin

d W
i f M i f

dr r
            
   

 

2 4 0
sin

d W
i f M i f

dr r
             
   

    (6.3) 

при ( ) 0  0,W r j    

3 4 1 0
sin

d i
i f f Mf

dr r

        
 

 

4 3 2 2 0
sin sin

d i W
i f f i f Mf

dr r r

          
 

 

1 2 3 0
sin

d i
i f f Mf

dr r

        
 

 

2 1 4 4 0
sin sin

d i W
i f f i f Mf

dr r r

          
 

 (6.4) 

Имея системы радиальных уравнений для 
случая сферического пространства 3S  (6.3) и 
(6.4), легко написать аналогичные системы ради-
альных уравнений в пространствах 3E  и 3;H  для 

этого достаточно формально заменить sin r r   
sin sinhr r  соответственно.  

Напомним явный вид радиальной функции 
( ) sin ,W r r  найденной во всех трех моделях 

пространства [13]:  

3 ( ) [0 ]
sin

W
S r r

r
        

3 ( ) [0 )
sinh

W
H r r

r
        

3 ( ) [0 )
W

E r r
r

                    (6.5) 

Имеем шесть возможностей для выбора явного 
вида функции ( ) :r  

( )
sin sinh

a a a
r

ar ar ar
         

различающиеся знаком решения будем различать 
с помощью множителя 1.    

Если обратиться к явному виду уравнений 
при 0,j   то легко заметить, что среди трех пар 
решений, возникающих при анализе уравнений 
Янга–Миллса в пространствах постоянной кри-
визны 3 3 3  E H S   для монопольной подстановки, 
для каждого пространства имеется только одна 
пара решений, которая выделена своей очевид-
ной связью с выбранной геометрией пространст-
ва. Ситуация может быть охарактеризована сле-
дующим образом  

3 3 3

.
sinh

sin

E H S

ar

ar

ar

  
  
  

 

В этой связи следует специально отметить, что 
известное несингулярное монопольное решение 
в пределе Богомольного – Прасада – Зоммерфель-
да в пространстве Минковского является в опре-
деленном смысле искусственной комбинацией 
геометрии плоского пространства с возможно-
стью, ассоциированной с геометрией простран-
ства Лобачевского.  

В трех моделях геометрии для нулевого 
значения квантового числа j  имеем уравнения:  

3 ,E  4 2 0
d i

i f M f
dr r

            
   

 

 2 4 0
d i

i f M f
dr r

             
   

    (6.6) 

3 ,S  4 2 0
sin

d i
i f M f

dr r
            
   

 

 2 4 0
sin

d i
i f M f

dr r
             
   

    (6.7) 

3 ,H  4 2 0
sinh

d i
i f M f

dr r
            
   

 

 2 4 0
sinh

d i
i f M f

dr r
             
   

    (6.8) 

Для простоты ограничимся подробным изложе-
нием только случая j = 0. 

В системах (6.6)–(6.8) сложим и вычтем 
уравнения друг из друга. В результате соответст-
венно получим:  

( ) 0

( ) 0
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d
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 

       
 

( ) 0
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( ) 0
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d
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       
 

       
 

( ) 0
sinh

( ) 0
sinh

d
f M g

dr r

d
g M f

dr r

       
 

       
 

 

где использованы обозначения  

2 4

2 4

( ) ( ) ( )

[ ( ) ( )] ( )

f r f r f r

i f r f r g r

  
  

 

Выделим энергию покоя следующей формальной 
заменой M E   ; пренебрегаем нерелятивист-
ской энергией в сравнении с энергией покоя  

2 0

0

d
f Mg

dr r

d
g Ef
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     
 

     
 

 

2 0
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d
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     
 
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0
sin

d
g Ef

dr r

     
 

              (6.9) 

2 0
sinh

0.
sinh

d
f Mg

dr r

d
g Ef

dr r

     
 

    
 

 

Исключаем из (6.9) функции ( ),g r  получаем 

нерелятивистские уравнения:  
2

2 2 2

1
2 0

d
ME f

dr r r

 
     

 
 

2

2 2 2

cos 1
2 0

sin sin

d r
ME f

dr r r

 
     

 
 (6.10) 

2

2 2 2

cosh 1
2 0

sinh sinh

d r
ME f

dr r r

 
     

 
 

Все три уравнения (6.10) решаются в гипер-
геометрических функциях, при этом не возника-
ет решений, отвечающих связанным состояниям. 
Исключением является случай сферического 
пространства, где дискретность уровней энергии 
возникает из-за топологии самого пространства 
[16]. 

Приведем конечные результаты анализа не-
релятивистского приближения при больших зна-
чениях 0.j   

В сферическом пространстве нерелятивист-
ские уравнения выглядят так: 

 
2 2

2 2 2

cos
2 0

sin sin

d r
ME F G G

dr r r

   
       

 
 

 

2 2

2 2

2

2
sin

cos

sin

d
ME G

dr r

r
F G

r

 
   

 
 

    

         (6.11) 

Система переписывается в матричной форме  

1 2 2

2 2 2

0

cos
2

sin sin

F F

G G

r d
ME

r dr r




  

 

          
   

 (6.12) 

Аналог этой системы в пространстве Лобачев-
ского будет выглядеть так:  

1 2 2

2 2 2

0

cosh
2

sinh sinh

F F

G G

r d
ME

r dr r




  

 

          
   

 (6.13) 

В обеих системах (6.11) и (6.12) матрицы 
справа диагонализируются с помощью линейных 
преобразований; в результате возникают два не-
связанных уравнения. В случае сферического про-
странства Римана эти уравнения приводят к дис-
кретным значениям энергии из-за компактности 
пространства [16]. В пространстве Лобачевского 

возникающие дифференциальные уравнения не 
содержат решений, отвечающих связанным со-
стояниям.  

 
Заключение  
Построено нерелятивистское уравнение 

паулиевского типа для дублета дираковских час-
тиц, учитывающее присутствие внешних неабе-
левых полей. Оно детализировано в случае не-
абелевых монопольных потенциалов: вложенно-
го в неабелеву модель потенциала дираковского 
монополя и потенциалов Богомольного – Праса-
да – Зоммерфельда. С применением аппарата 
функций Вигнера проведено разделение пере-
менных. В случае минимального значения пол-
ного момента 0j   уравнение Паули сводится к 

одному дифференциальному уравнению второго 
порядка, которое решается точно, возникающие 
эффективные потенциалы допускают существо-
вание одного единственного связанного состоя-
ния. В случае 0j   в нерелятивистском при-

ближении задача сводится к зацепляющейся сис-
теме двух уравнений; при специальном виде не-
абелева потенциала в приближении Богомольно-
го – Прасада – Зоммерфельда эти уравнения уда-
ется разделить и также решить уравнения, по-
строив бегущие сферические волны. 

Проведено сопоставление поведения дубле-
та дираковских частиц в трех пространствах по-
стоянной кривизны: Евклида 3 ,E  Лобачевского 

3H  и Римана 3.S  Это дает возможность сформу-

лировать дополнительные аргументы относи-
тельно того, какие решения уравнений Янга –
 Миллса представляют физический и теоретиче-
ский интерес. В частности, известное несингу-
лярное монопольное решение в пределе Бого-
мольного – Прасада – Зоммерфельда в простран-
стве Минковского является в определенном 
смысле искусственной комбинацией геометрии 
плоского пространства с возможностью, ассо-
циированной с геометрией пространства Лоба-
чевского. Это позволяет высказать точку зрения, 
что отношение к физическому статусу данного 
монопольного решения, возможно, следует пере-
смотреть. Показано, что в такой трактовке во 
всех трех пространствах связанных состояний 
для дублета фермионов в полях неабелева моно-
поля не возникает. 
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МАРШРУТ ПРОИЗВОДСТВА ФОТОПРЕОБРАЗОВАТЕЛЕЙ 
НА ОСНОВЕ ТОНКИХ ПЛЕНОК ХАЛЬКОГЕНИДОВ 
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PRODUCTION ROUTE OF SOLAR CELLS BASED 
ON THIN FILMS OF CHALCOGENIDES 

V.V. Khoroshko 

Belarusian State University of Informatics and Radioelectronics, Minsk 
 

Приведён и обоснован маршрут производства тонкопленочных фотопреобразователей. Данный маршрут позволяет 
выполнить требования к качеству получаемых материалов конструкции Mo/поглощающая пленка/CdS/ZnO/Al-Ni. 
 
Ключевые слова: тонкие пленки, фотопреобразователь, физические характеристики, эффективность. 
 
Route production of thin-film solar cells is presented and justified. This route allows fulfilling the requirements for the quality 
of the resulting materials of the design Mo/absorber layer/CdS/ZnO/Al-Ni. 
 
Keywords: CuxInxZn2-2xSe2, thin films, solar cells, physical characteristics, efficiency. 

 
 

Введение  
Рост энергопотребления является характер-

ной чертой современного человечества. К на-
стоящему времени более 75% электроэнергии 
вырабатывается за счет сжигания минерального 
и органического топлива. Однако энергетика 
столкнулась с истощением своей традиционной 
сырьевой базы в силу ограниченности ископае-
мых энергетических ресурсов.  

В то же самое время существует источник 
экологически чистой энергии, использование ко-
торой может позволить человеку решать значи-
тельное количество задач по обеспечению энерге-
тической и экологической безопасности. Таким 
источником энергии является Солнце. Даже для 
регионов Беларуси годовое количество солнечной 
энергии, падающей на горизонтальную площадку 
находится в районе 1180 кВт∙ч/м2 [1]. 

Фотовольтаический способ преобразования 
солнечного излучения признан одним из наиболее 
перспективных способов получения экологически 
чистой электроэнергии. Создание тонкопленоч-
ных фотовольтаических устройств в высокоразви-
тых странах Европы, США и Японии выделилось 
в самостоятельную отрасль электронной про-
мышленности (PV-industry), развивающуюся ус-
коренными темпами. Так как стоимость энергии, 
добытой с использованием традиционных видов 
топлива постоянно растёт, а стоимость энергии, 
получаемой от солнечных батарей постоянно 
снижается можно говорить о том, что в ближай-
шее время по уровню себестоимости данный вид 
энергии приблизится к традиционным [2].  

Основным материалом для изготовления СЭ 
в настоящее время остается кристаллический 

кремний, так как он является основным ма-
териалом всей твердотельной электроники, и его 
производство отлажено. КПД производимых  СЭ 
составляет в около 22% [3]. Главным недостат-
ком  такого  материала  является  относительно 
невысокий коэффициент поглощения, что при-
водит к необходимости  обеспечения  толщины 
такого материала в сотни микрон. Такой боль-
шой расход приводит к тому, что в общей стоимо- 
сти СЭ более 50% составляет стоимость кремние-
вой подложки [3]. Из-за указанного недостатка, а 
также в силу хорошей изученности производст-
ва кристаллического кремния не удаётся снизить 
параметр US$/Вт, определяющий стоимость за 
Ватт установленной мощности. C точки зрения 
получения дешёвых СЭ экономически рентабель-
ным  в  настоящее время является производство 
электроэнергии с помощью тонкопленочных фо-
топреобразователей. Оптимальным аморфным 
материалом для производства СЭ является 
аморфный  кремний  (a-Si). В целом a-Si является 
достаточно перспективным материалом для СЭ с 
относительно высоким КПД, низкой себестоимо-
стью и малым расходом материала за счет значи-
тельно меньшей толщины поглощающего слоя, 
чем у остальных СЭ на основе кремния. Основ-
ной проблемой a-Si-СЭ является их сильная де-
градация за счет возникновении метастабильных 
дефектов при облучении солнечным светом, что 
обусловлено эффектом Стейблера – Вронского 4. 
Деградация a-Si значительно сокращает срок 
службы и область применения таких СЭ и не 
позволяет использовать их в условиях сильных 
ионизирующих излучений. 
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Развитие фотовольтаики непосредственно 
связано с  поиском  и  исследованием  новых  ма- 
териалов, позволяющих расширить и дополнить 
спектр свойств уже освоенных материалов. 
Многомпонентные полупроводниковые соедине-
ния со структурой халькопирита (в особенности 
CuInSe2) вызывают особый интерес с точки зре-
ния их использования в качестве поглощающего 
слоя в СЭ. Так, например, использование трой-
ных АIBIIICVI

2 и более сложных фаз с халькопи-
ритной структурой уже позволило получить в 
лабораторных условиях тонкопленочные сол-
нечные элементы (СЭ) на основе Cu(Inх,Ga1-х)Se2 
(CIGS) с рекордной эффективностью до 21% [5]. 
Производимые промышленно СЭ на основе 
CIGS тонких пленок имеют гораздо меньшую 
эффективность в 12–14%.  

 
1 Структура тонкопленочного фотопре-

образователя 
Ранее проведённые исследования показали 

перспективность применения метода селенизации 
базовых слоёв при формировании тонкопленочных 
фотопреобразователей. Структура такого солнеч-
ного элемента представлена на рисунке 1.1 [6].  
 

Рисунок 1.1– Структура тонкопленочного 
фотопреобразователя 

 

Безусловно, кроме приведенной структуры 
СЭ существуют и разрабатываются и другие ва-
рианты конструктивного исполнения СЭ, но на 
данный момент такой вариант исполнения обес-
печивает наилучшей параметр US$/Вт.  

Задачей данной работы является анализ мар-
шрута in-line производства тонкопленочных фото-
преобразователей, при этом поглощающий слой 
формируется с использованием селенизации.  

 
2 Анализ маршрута in-line производства 

тонкопленочных фотопреобразователей 
Ранее были экспериментально обоснованы 

температурно-временные режимы формирования 
тонких пленок CuxInxZn2-2xSe2, получаемые при 
термической обработке базовых слоев в парах 
селена, переносимых потоком азота, при темпе-
ратурах  240–270° С  в  течение  25–30  минут  на 

первой стадии, на второй стадии – при темпера-
турах 500–510° С в течение 35–40 минут, что 
позволяет сформировать однородные пленки, 
кристаллическая структура и элементный состав 
которых соответствуют объёмным кристаллам 
[7]–[9]. 

Фоточувствительные структуры Mo/CuxInx 

Zn2-2xSe2/CdS/ZnO/Ni-Al, поглощающий слой 
CuxInxZn2-2xSe2 которых сформирован селениза-
цией, показали КПД 9,1%, что указывает на воз-
можность применения полученных тонких пле-
нок в качестве фотопреобразователей солнечного 
излучения [8].  

Формирование приборов происходит на 
стеклянных  подложках  или  гибких:  нержавею- 
щая сталь, титан. После обработки подложек 
наносится слой молибдена, который является 
нижним контактом структуры [1]. Для получения 
базовых слоев Cu-In используется метод вакуум-
ного осаждения. Давление остаточных газов в 
процессе осаждения металлов составляет около 
8,710-4 Па. Температура подложек поддержива-
ется на уровне 100–120° С. Используются метал-
лы чистоты B4. После происходит нанесение 
ZnSe с сохранением стехиометрии необходимого 
состава. Далее плёнки подвергаются процессу 
селенизации в реакторной системе печи для 
формирования слоев CuxInxZn2-2xSe2.  

После селенизации образцы поступают на 
операцию нанесения CdS методом химического 
осаждения. Для получения CdS толщиной 50 нм, 
используется смесь трех компонент: ammonia-NH3 
(1M), cadmiumsalt-CdI2  или CdSO4 (1.410-3M) и 
thiourea NH2CSNH2 (0.14 M). Этот процесс про-
водится в течение 4 мин. Затем магнетронным 
напылением из цинковой мишени в смеси аргона 
с кислородом (90% Ar + 10% O2) при давлении 
5×10–3 мм. рт. ст. осаждаются высокоомные 
плёнки i-ZnO толщиной 80÷100 нм с ρ = 10 6 Ом·см 
и низкоомные слои n-ZnO с ρ = 20 – 80 Ом·см 
при толщине 300 нм. Напыление Ni–Al контакт-
ной сетки проводится на стандартной промыш-
ленной установке методом термического напы-
ления в едином процессе. Толщина слоев Ni и Al 
составляет 0.1 мкм и 0.8–1.0 мкм соответственно. 
Далее полученные структуры скрайбируются до 
слоя Mo и поступают на измерения фотоэлек-
трических параметров солнечных элементов. 

Общая схема такого процесса показана на 
рисунке 2.1. На рисунке 2.1 представлены сле-
дующие блоки:  

1 – Транспортный накопитель. На него 
устанавливаются кассеты с подложками перед 
каждым тактом технологического процесса;  

2 – Модуль загрузки и ионной обработки. 
В нем происходит предварительная откачка, 
предварительный нагрев до 150…200° С и ион-
ная обработка подложек; 
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Рисунок 2.1 – Схема линии по производству тонкопленочных фотопреобразователей 

 

3 – Модуль нанесения молибдена. В нем 
наносится молибден с помощью магнетронов и 
поддерживается температура 150…200° С;  

4 – Модуль нанесения поглощающего слоя. 
По описанным режимам проводится нанесение 
базовых слоев поглощающей пленки;  

5 – Модуль нанесения NaF. В случае при-
менения гибких подложек NaF наносится с по-
мощью ионных источников;  

6 – Буферный модуль. Он служит для «раз-
грузки» модуля селенизации  и  модуля   нанесе- 
ния поглощающего слоя, т. е. предотвращает 
попадание селена в модуль нанесения прекурсо-
ров, а также в нем происходит нагрев подложек 
до 400…500° С перед поступлением в модуль 
селенизации;  

7 – Модуль селенизации. Предназначен для 
нагрева подложек до 510° С в течение 30 мин, 
при непрерывной подаче селена в камеру мето-
дом термического испарения. Он служит для 
получения конечного слоя CuxInxZn2-2xSe2. Про-
цесс селенизации происходит при перенасыщен-
ном паре селена, что не позволяет селену возго-
няться из покрытия. Селен подается в камеру с 
помощью термических испарителей. В модуле 
селенизации непрерывно поддерживается темпе-
ратура около 510° С;  

8 – Буферный модуль. Он служит для «раз-
грузки» модуля селенизации и модуля нанесения 
CdS, т. е. предотвращает попадание селена в мо-
дуль нанесения CdS и поддерживает температуру 
150…200° С;  

9 – Модуль нанесения CdS. В нем на-
носится CdS с помощью химического осаждения;  

10 – Модуль нанесения ZnO. В нем нано-
сится ZnO с помощью дуальных магнетронов 

или ионных источников и поддерживается тем-
пература 150…200° С;  

11 – Модуль нанесения ZnO/Al. В нем на-
носится ZnO/Al с помощью дуальных магнетро-
нов или ионных источников и поддерживается 
температура 150…200° С;  

12 – Модуль охлаждения. Кассеты с под-
ложками охлаждаются здесь до определённой 
температуры. Возможно использование интер-
тного газа;  

13 – Модуль выгрузки. В нем происходит 
окончательное остывание кассет с подложками, а 
также «развязывается» выход на атмосферу с 
модулем охлаждения;  

14 – Транспортный накопитель. На него 
выходят кассеты с подложками после каждого 
такта технологического процесса. 

In-line методы обладают следующими пре-
имуществами. 

1. Проведение всех операций на отдельных 
подложках, размер которых аналогичен крем-
ниевым СЭ (например, 150x150 мм), резко уп-
рощает технологию дальнейшей проверки, раз-
браковки и сборки в модули СЭ, которые могут 
проводится на имеющемся оборудовании произ-
водства кремниевых СЭ. 

2. Отсутствие переноса заготовок с установ-
ки на установку предотвращает контакт с атмо-
сферой и позволяет добиться высокого процента 
выхода и КПД СЭ. 

3. Необходимый комплект оборудования 
может быть сформирован дёшево и компактно по 
сравнению с roll–to–roll технологией на подлож-
ках из нержавеющей стали. 

4. Возможность применять различные мате-
риалы подложек: стекло, металлические фольги, 
полиимид. 
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Образцы фотопреобразователей могут изго-
тавливаться на различных металлических и ди-
электрических фольгах. Полученные образцы 
скрайбируются до слоя Mo и поступают на изме-
рения фотоэлектрических параметров солнечных 
элементов.  

В процессе всего цикла изготовления каче-
ство сформированных плёнок может быть про-
контролировано по тестовым плёнкам, сформи-
рованным в едином процессе с рабочими образ-
цами (по толщине, удельному сопротивлению, и 
визуально при помощи оптического микроскопа 
на однородность и дефектность плёнки).  

 
Заключение 
Приведён вариант маршрута In-Line для из-

готовления тонкопленочных фотопреобразовате-
лей, поглощающий слой которых формируется 
методом селенизации базовых слоев. Разработан-
ный процесс довольно прост в реализациия. Все 
операции выполняются в рамках одной линии. 
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УДК 517.958:537.8 

РАССЕЯНИЕ ПОЛЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ДИПОЛЯ НА ТОНКОЙ 
НЕЗАМКНУТОЙ СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ И БИИЗОТРОПНОМ ШАРЕ. 

АНАЛИТИЧЕСКИЙ ПОДХОД 

Г.Ч. Шушкевич 

Гродненский государственный университет им. Я. Купалы 
 

SCATTERING OF THE FIELD OF THE ELECTRICAL DIPOLE ON THIN 
UNCLOSED SPHERICAL SHELL АND BI-ISOTROPIC BALL. 

ANALYTICAL APPROACH 

G.Ch. Shushkevich 

Y. Kupala Grodno State University 
 

Построено аналитическое решение осесимметричной граничной задачи, описывающей процесс рассеяния электромаг-
нитного поля электрического диполя на биизотропном шаре. Диполь расположен внутри тонкой незамкнутой сфериче-
ской оболочки. Получена формула для вычисления диаграммы направленности электрического поля. Построены гра-
фики диаграммы направленности для некоторых параметров задачи. 
 
Ключевые слова: электрический диполь, уравнения Максвелла, векторные сферические волновые функции, парные 
сумматорные уравнения, диаграмма направленности электрического поля. 
 
The analytical solution of axially symmetric boundary problem of process scattering of electromagnetic field of electric dipole 
on bi-isotropic ball is constructed. The dipole is located inside thin unclosed spherical shell. The formula for calculating direc-
tive pattern of electric field is received. The graphics of directive pattern for some parameters of the problem are constructed. 
 
Keywords: electric dipole, Maxwell's equations, vector spherical wave functions, dual series equations, directive pattern of the 
electric field. 

 
 

Введение 
В последние годы значительно возрос инте-

рес исследователей к изучению электродинами-
ческих свойств композитных материалов. При-
мером таких материалов могут быть киральные 
материалы и метаматериалы, подробная класси-
фикация которых приводится в работах [1]–[4]. 
Биизотропные среды являются обобщением ки-
ральных сред. Кроме киральности, данные среды 
обладают также свойством невзаимности, что 
делает их перспективными в прикладном отно-
шении [5]–[7].  

Биизотропные среды обладают способно-
стью как усиливать, так поглощать электромаг-
нитные поля. Свойство усиления может быть 
использовано в проектировании различных эф-
фективных антенных систем, свойство поглоще-
ния – при создании малоотражающих покрытий 
и электромагнитных экранов [8]–[11].  

Рассмотрим некоторые научные работы, от-
носящиеся к данной теме. В монографии [12] 
излагается теория дифракции электромагнитных 
волн, возбуждаемых элементарными источника-
ми электрического или магнитного типов на ки-
ральных телах вращения с цилиндрической и 
сферической симметрией. Излучение системы 
источников в киральной среде рассматривается в 
[13]–[14]. Аналитическое решение задачи ди-
фракции плоской электромагнитной волны на 

биизотропном шаре представлено в работах 
[15]–[16]. В [17] построено аналитическое реше-
ние задачи дифракции плоской электромагнит-
ной волны на плоском слое из композитного ма-
териала. Проникновение электромагнитных по-
лей электрического и магнитного диполей через 
плоский биизотропный слой рассматривается в 
[18]. В работах [19]–[20] исследуется отражение 
электромагнитных волн от плоских киральных 
структур. Методом частичных областей в [21] 
решена задача рассеяния плоской электромаг-
нитной волны на металлическом цилиндре, по-
крытом киральным слоем. Численное исследова-
ние рассеяния поля электрического диполя на 
биизотропном шаре проведено в [22]. 

В данной работе построено аналитическое 
решение осесимметричной задачи рассеяния по-
ля электрического диполя на биизотропном ша-
ре. Источник электромагнитного поля располо-
жен внутри идеальной проводящей тонкой не-
замкнутой сферической оболочки.  

 
1 Постановка и представление решения 

задачи 
Пусть пространство 3R  разделено сферой 

S  радиуса 1a  с центром в точке 1O  на две об-

ласти 0 1 1( ),D r a  1 1 1(0 )D r a   (рисунок 1.1). В 

области 0D  находится идеально проводящая 
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бесконечно тонкая незамкнутая сферическая 
оболочка 1, , расположенная на сфере   радиу-

са a  с центром в точке .O  Область пространст-
ва, ограниченную сферой ,  обозначим через 

(0)
0 (0 ),D r a   тогда (1) (0)

0 0 0\ ( ).D D D   Рас-

стояние между точками O  и 1O  обозначим через h. 

 
Рисунок 1.1 – Геометрия задачи 

 
Область 0D  заполнена средой с диэлектри-

ческой проницаемостью ε0 и магнитной прони-
цаемостью μ0, область D1 – однородной биизо-
тропной средой, материал которой характеризу-
ется параметрами ε, μ, G, Z.  

В точке O  расположен ориентированный 
вдоль оси Oz  электрический диполь Герца, ко-
леблющийся с круговой частотой ω. Будем пола-
гать, что на поверхности S отсутствуют поверх-
ностные токи и заряды. 

Для решения задачи свяжем с точками O  и 

1O  сферические координаты. Тонкая незамкну-

тая сферическая оболочка 1  и сферическая обо-

лочка S  описываются следующим образом: 

 1 0, , 0 2 ,r a            

 1 1 1, 0 2 , 0 2 .S r a           

Обозначим через eE


, eH


 вектора напря-

женности электрического и магнитного поля ди-
поля соответственно. 

В результате взаимодействия электромаг-

нитного поля ,eE


 eH


 диполя с биизотропным 
шаром и незамкнутой сферической оболочкой 

1  образуются вторичные поля. Пусть 0 0
0 0,E H
 

 – 

вторичное поле, отраженное от границы 1  в 

области (0)
0 ,D  0 0

1 1,E H
 

 – вторичное поле в облас-

ти 1,D  1 1
0 0 1 ,E E E 
  

 1 1
0 0 1H H H 
  

 – суммарное 

вторичное поле в области (1)
0 ,D  1 1

0 0,E H
 

 – вто-

ричное поле, отраженное от границы 1  в облас-

ти (1)
0 ,D  1 1

1 1,E H
 

 – вторичное поле, отраженное от 

границы S  в области (1)
0 .D  

Реальное электромагнитное поле определя-
ется с помощью формул: 

 
 

Re ,

Re ,

k k i t
j j

k k i t
j j

E E e

H H e

 

 





 

   

0,1;j   0,1;k   i  – мнимая единица. 

 Постановка задачи. Требуется определить 
вторичные электромагнитные поля 

0 0 1 (0) (0)
0 0 0 0, ( ) ( ),E H C D C D 
 

 
1 (1) (1)

0 0 0 0, ( ) ( ),E H C D C D 
 

 

1,E


 1
1 1 1( ) ( ),H C D C D 


 

которые удовлетворяют: 
 – уравнениям Максвелла 

0 0
0 0 0rot ,E i H 
 

 0 0
0 0 0rot H i E  
 

 в (0)
0 ,D  (1.1) 

0 0 0rot ,E i H 
 

 0 0 0rot H i E  
 

 в (1)
0 ,D  (1.2) 

 0 0 0
1 1 1rot ,E i H ZE   
  

 

 0 0 0
1 1 1rot H i E GH    
  

 в 1,D   (1.3) 

где 0 0( ) ,G i       0 0( ) ,Z i         – 

параметр киральности,   – параметр Теллегена; 
– граничному условию на поверхности иде-

ально проводящей незамкнутой сферической 
оболочки 1  

1 1

0
0 0, , 0,en E n E E

 
        

   
        (1.4) 

где n


 − единичная нормаль к поверхности 1 ,  

– граничным условиям на поверхности S  
0

0 1, , ,
S S

n E n E      
  

 

0
0 1, , ,

S S
n H n H      
  

              (1.5) 

где n


 − единичная нормаль к поверхности ,S  и 
условию излучения на бесконечности [23] 

0
0 0lim 0,

r

E
r ik E

r

 
  

 

 
 

    0
0 0lim 0,

r

H
r ik H

r

 
  

 

 
              (1.6) 

где 0 0 0k      − волновое число. 
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Потребуем также выполнение условия не-
прерывности тангенциальных составляющих 
напряженности магнитного поля на открытой 
части сферы 1\   

1 1

0
0 0

\ \
, , ,en H H n H

   
       

   
         (1.7) 

где n


 − единичная нормаль к поверхности 

1\ ,   и условия непрерывности тангенциаль-

ных составляющих напряженности электриче-
ского поля на поверхности   [24]–[26] 

0
0 0, , ,en E E n E

 
       

   
              (1.8) 

где n


 − единичная нормаль к поверхности  . 
Первичное поле электрического диполя 

Герца представим через векторные сферические 
волновые функции [22], [27], [28] 

   0 01 0 0 01 0, , , , , ,e eE E n r k H H m r k   
      (1.9) 

где 
3
0

0
0

,
4

ik
E p


 0 0

0
0

,
E k

H
i




 

zp pe
 

 – электрический момент диполя, 

         
     

1
0

1 1

1
, , cos

cos ,

n n n r

n n

n n
n r k h kr P e

kr

g kr P e


   

 

 


 

       1 1
0 , , cos ,n n nm r k h kr P e   
   

        
        

1 1

1 1
1 1

1

1
( 1) , 1, 2,...,

2 1

n n

n n

d
g x xh x

x d x

n h x nh x n
n  

 

   


 

 nP x  – полиномы Лежандра,  1 cosnP   – при-

соединенные функции Лежандра первого рода, 
   1
nh x  – сферические функции Ханкеля первого 

рода [29]. 
Вторичные электромагнитные поля в облас-

ти 0D  представим в виде суперпозиции вектор-

ных сферических волновых функций [27], [28], 
которые удовлетворяют уравнениям (1.1), (1.2) и 
условию на бесконечности (1.6), 

    0 (0) (0)
0 0 0 0 0 0

1

, , , , ,n n n n
n

E E с n r k d m r k




   
  

 (1.10) 

 0 (0)
0 0 0 0

1

, ,n n
n

H H d n r k




  
 

 

 (0)
0 0, ,n nc m r k 


 в (0)
0 ,D            (1.11) 

    1 (1) (1)
0 0 0 0 0 0

1

, , , , ,n n n n
n

E E c n r k d m r k




   
    (1.12) 

 1 (1)
0 0 0 0

1

, ,n n
n

H H d n r k




  
   

 (1)
0 0, ,n nc m r k 
  в (1)

0 ,D            (1.13) 

        2 21
1 0 0 1 1 0 0 1 1 0

1

, , , , ,n n n n
n

E E a m r k b n r k




   
    (1.14) 

    21
1 0 0 1 1 0

1

, ,n n
n

H H b m r k




  
   

   2
0 1 1 0, ,n na n r k 
  в (1)

0 ,D           (1.15) 

где  

       

   
0

1

1
, , cos

cos ,

n n n r

n n

n n
n r k j kr P e

kr

g kr P e


   

 

 


 

     1
0 , , cos ,n n nm r k j kr P e   
 

 

    

    1 1

1

1
( 1) , 1, 2,...,

2 1

n n

n n

d
g x xj x

x d x

n j x nj x n
n  

 

   


 

 nj x  – сферическая функция Бесселя первого 

рода [29]. 
Вторичное электромагнитное поле в области 

D1 представим в виде суперпозии векторных сфе-
рических волновых функций в композитных средах 
[28], которые удовлетворяют уравнениям (1.3), 

     
     

1 10
1 0 0 1 1 1

1

1 2
0 1 1 2

, ,

, , ,

n n
n

n n

E E a K r k

b K r k





  

 


 

        (1.16) 

     
     

1 10
1 0 1 0 1 1 1

1

1 2
2 0 1 1 2

, ,

, , ,

n n
n

n n

H E a p K r k

b p K r k





  

 


 

      (1.17) 

где 
       0 0 0, , , , , , ,j
n j n j j n jK r k n r k q m r k    

  
 

 

2

2
0

0.5 , 0 arg ,

, ( 1) ,

j j j

j
j

k g a a f k

g ZG f f

     

    

2 2
0 0, 0 arg ,

0,5 ( ), ( ),

f b f

b G Z a i G Z

     

     
 

/ ,j j jq g k g  0.5 ,j jg f a   

 / ( ) / .j jp i g g Z     

Неизвестные коэффициенты ( ) ( ), , 1, 2,j j
n na b j   

( ) ( ), , 0,1,p p
n nc d p  , подлежат определению из 

граничных условий. 
 

2 Выполнение граничных условий 
 Для выполнения граничных условий (1.4), 

(1.7), (1.8) представим функции 1
1 ,E


 1
1H


 через 

векторные сферические волновые функции в 
системе координат с началом в точке ,O  исполь-
зуя формулы [27], [28], 

   0 1 1 0 0 0 0
1

, , ( , ) , , , 0 ,n
n s s

s

n r k A k h n r k r h




        

   0 1 1 0 0 0 0
1

, , ( , ) , , , 0 ,n
n s s

s

m r k A k h m r k r h




        
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где 

 

   

0

0 1 1

,

1 1
cos ,

2 3 2 1

n
s

n n n
s s s

A k h

k h C C C
s s 

 

 
    

   

 

       0 0 (1)
02 1 cos ,

s n
n sn s n

s
s n

C s i b h k h P


 
  

 

    

( 0 0) 2( 00 | 0) ,n qb nq    ( 00 | 0)nq   – коэффициен-

ты Клебша – Гордона [23]. 
 Тогда  

    1 (2) (2)
1 0 0 0 0 0

1

, , , , ,n n n n
n

E E B n r k A m r k




   
  

(2.1) 

    1 (2) (2)
1 0 0 0 0 0

1

, , , , ,n n n n
n

H E A n r k B m r k




   
  

(2.2) 

где 

 (2) (2)
0

1

, ,s
n s n

s

A a A k h




   

 (2) (2)
0

1

, .s
n s n

s

B b A k h




                 (2.3) 

 Согласно представлениям (1.9), (1.10), (1.12), 
(2.1), условие непрерывности (1.8), с учетом усло-
вия ортогональности присоединенных функций 
Лежандра на отрезке  0; ,  примет вид: 

     1 (0)
0 1 0n n n ng g c      

     1 (1) (2)
0 0 ,n n n ng c g B     1, 2,... ,n     (2.4) 

       1(0) (1) (2)
0 0 0 ,n n n n n nj d h d j A        (2.5) 

1, 2,... ,n   

где 1n  – символ Кронекера, 0 0 .k a   

Выполнив граничное условие (1.4) на по-
верхности сферической оболочки 1  и условие 

непрерывности (1.7), получим два парных сум-
маторных уравнения вида 

   
    
 

      
 

(1) (0)
0 1 0

1

(1) (1) (2)
0 0

1
0

1 (1) (2)
0 0

1

1
0

cos 0, 0 ,

cos 0, ,

n n n n
n

n n n n

n

n n n n
n

n

h j c

h c j B

P

g c g B

P









     

    
      

    


       





       (2.6) 

   
    
      

 

(0) (1) (1)
0 0

1

(2) 1
0 0

1 (1) (2)
0 0

1

1
0

cos 0, 0 ,

cos 0, .

n n n n
n

n n n

n n n n
n

n

g d g d

g A P

h d j A

P









    

       

    


       




  (2.7) 

Преобразуем парные уравнения (2.6). Для 
этого исключим коэффициенты (0)

nс  с помощью 

представления (2.4), учитывая значение врон-
скиана [29] 

   (1),n nW xj x xh x i    . 

Затем введем в рассмотрение новые коэф-
фициенты nX  по формуле 

  (1)
0 0 1

0

,n n n n

d
c X j

d
    


 1, 2,...,n    (2.8) 

и малый параметр (1)
nq  – по формуле 

     (1) (1)0
0 0 0 0

0 0

4
1 ,

2 1n n n

i d d
q j h

n d d


     

  
 

 (1) 2
nq O n  при 0.n   

 В результате парные сумматорные уравне-
ния (2.6) примут вид: 

 

    

 

1
0

1

(1) 1

1

(1) 1
0

1

cos 0, 0 ,

2 1 1 cos

(2 1) cos , ,

n n
n

n n n
n

n n
n

X P

n q X P

n f P














     


    


       








  (2.9) 

где 
     1 (2)

0 1 0(1) 2
04 .

2 1
n n n n

n

g g B
f i

n

   
 


   (2.10) 

 Парные сумматорные уравнения (2.9) пре-
образуются к бесконечной системе линейных 
алгебраических уравнений (СЛАУ) второго рода 
[24]–[26]: 

 (1) (1) (1)
0

1

(1) (1)
0

1

1 ( )

( ( )), 1, 2,...,

s s n sn n
n

n ns sn
n

X q q Q X

f Q s









   

    




   (2.11) 

где 

(1) 0 0 0
0 0

0

( ) cos(( 0.5) )
( ) ( ) ,

cos(0.5 )
s

sn sn

Q n
Q Q

  
   


 

   0 0
0

sin sin 11
( ) ,

1sn

s n s n
Q

s n s n

     
       

 

  0
0

sin

s n

s n

s n


 
 


. 

 Теперь преобразуем парные уравнения (2.7). 
Для этого исключим коэффициенты (0) ,nd  ис-

пользуя представление (2.5), введем в рассмот-
рение новые коэффициенты nY  по формуле 

 (1)
0(2 1) ,n n nd n j Y    1, 2,...,n      (2.12) 

малый параметр (2)
nq  – по формуле 

   (2) (1)
0 0 01 (2 1) ,n n nq n i j h       

 (2) 2
nq O n  при 0 ,n   

и получим 
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 

     

1
0

1

(2) 1 (2) 1

1 1

0

(2 1) cos 0, 0 ,

1 cos cos ,

,

n n
n

n n n n n
n n

n Y P

q Y P f P





 

 

       

    

    



   (2.13) 

где                 (2) (2)
0 0( ) .n n nf i j A                 (2.14) 

 Парные сумматорные уравнения (2.13) пре-
образуем к бесконечной системе линейных ал-
гебраических уравнений (СЛАУ) вида [24]–[26]: 

(2) (1)
0

1

(2) (1)
0

1

( 1) ( 1) ( )

( 1) ( ), 1, 2,....

s n
s n sn n

n

n
n sn

n

Y q Q Y

f Q s









    

   




  (2.15) 

 Теперь выполним граничные условия (1.5). 

Для этого представим функции 1
0 ,E


 1
0H


 через 

векторные сферические волновые функции в 
системе координат с началом в точке 1.O  На ос-

новании формул [27], [28] 

   0 0 0 0 1 1 0 1
1

, , ( ,0) , , , 0 ,n
n s s

s

n r k A k h n r k r h




       

   0 0 0 0 1 1 0 1
1

, , ( ,0) , , , 0 ,n
n s s

s

m r k A k h m r k r h




       

имеем 

    1 (1) (1)
0 0 0 1 1 0 0 1 1 0

1

, , , , ,n n n n
n

E E C n r k D m r k




   
  

(2.16) 

 
 

1 (1)
0 0 0 1 1 0

1

(1)
0 1 1 0

, ,

, , ,

n n
n

n n

H H D n r k

C m r k





  

 


 


       (2.17) 

где                  (1) (1)
0

1

,0 ,s
n s n

s

C c A k h




   

       (1) (1)
0

1

,0 .s
n s n

s

D d A k h




              (2.18) 

Принимая во внимание представления 
(1.14)–(1.17), (2.16), (2.17), выполняя граничные 
условия (1.5) и учитывая ортогональность при-
соединённых функций Лежандра на отрезке 
[0, ],  получим систему линейных алгебраиче-

ских уравнений вида 

     1
,V n M n F n

              (2.19) 

где  

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

(n) (n) (n) (n)

(n) (n) (n) (n)
(n) ,

(n) (n) (n) (n)

(n) (n) (n) (n)

m m m m

m m m m
M

m m m m

m m m m

 
 
   
  
 

 

 

(1)

(2)

(1)

(2)

,

n

n

n

n

a

a
V n

b

b

 
 
 

  
 
 
 

 

1

2

3

4

( )

( )
( ) ,

( )

( )

f n

f n
F n

f n

f n

 
 
   
  
 

 

  11 1( ) ,nm n g    12 ( ) 0,m n   

  13 2( ) ,nm n g       1
14 0 ,nm g    

  21 1 1( ) ,nm n q j      1
22 0( ) ,nm n h   

  23 2 2( ) ,nm n q j    24 ( ) 0,m n   

  31 1 1( ) ,nm n p g       1
32 0( ) ,nm n g    

  33 2 2( ) ,nm n p g   34 ( ) 0,m n   

  41 1 1 1( ) ,nm n q p j  42 ( ) 0,m n   

  43 2 2 2( ) ,nm n q p j     1
44 0( ) ,nm n h   

  (1)
1 0( ) ,n nf n C g    (1)

2 0( ) ,n nf n D j    

  (1)
3 0( ) ,n nf n D g    (1)

4 0( ) ,n nf n C j    

0 0/ ,j jp i p k   j = 1, 2, 

0 0 1,k a   1 1 1,k a   2 2 1.k a   

Элементы обратной матрицы   1
M n


 обо-

значим через ( ),kpm n  тогда из (2.19) следует связь 

между коэффициентами (2) ,na  (2) ,nb  (1) ,nC  (1) :nD  
(2) ( ) (1) ( ) (1) ,a a
n n n n na C D    
(2) ( ) (1) ( ) (1) ,b b
n n n n nb C D                (2.20) 

где  
( )

21 0 24 0( ) ( ) ( ) ( ),a
n n nm n g m n j      
( )

23 0 22 0( ) ( ) ( ) ( ),a
n n nm n g m n j      
( )

41 0 44 0( ) ( ) ( ) ( ),b
n n nm n g m n j      
( )

43 0 42 0( ) ( ) ( ) ( ).b
n n nm n g m n j      

В (2.3) исключим коэффициенты (2) ,na  (2) ,nb  

принимая во внимания представления (2.20), 
(2.18), (2.8), (2.12), и получим, что  

(2) ( ) ( ) ( )

1 1

,a a a
n p np p np n

p p

A X U Y V W
 

 

       (2.21) 

(2) ( ) ( ) ( )

1 1

,b b b
n p np p np n

p p

B X U Y V W
 

 

       (2.22) 

где 
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0 0 0 0

10
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np p s s n

s

d
U j A k h A k h

d
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
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   

     ( ) ( )
0 0 0

1

(2 1) ,0 , ,p s
np p s s n

s

V p j A k h A k h


 



      

   ( ) ( ) 1
0 0

1

,0 , ,s
n s s n

s

W A k h A k h


 



     , .a b   

Теперь преобразуем правые части систем 
(2.11), (2.15), исключив коэффициенты (2) ,nA  (2)

nB  

на основании представлений (2.21), (2.22). В ре-
зультате получим связанную бесконечную СЛАУ 
второго рода  

 (1) (1) (1)
0

1
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(2) (1)
0

1

1

( 1) ( ( 1) ( ))

, 1, 2,...,

s n
s ns n sn n

n

ns n s
n

Y q Q Y

X f s


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

       
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


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f i j Q W
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
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3 Диаграмма направленности электро-

магнитного поля 

 Представим функцию 1
1E


 через векторные 

сферические волновые функции в системе коорди-
нат с началом в точке O. Используя формулы [28] 
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получим  
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Подставим асимптотические формулы  

    1
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e
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в представления (1.12), (3.1) для векторов 1
0 ,E


 
1
1E


 и получим представление для вектора 0E

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где 
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Из представлений (2.18), (2.20) следует 
связь между коэффициентами (2) (2), ,n na b (1) (1),n nc d  

   (2) ( ) (1) ( ) (1)
0 0

1 1

,0 ,0 ,a s a s
n n s n n s n

s s

a c A k h d A k h
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,0 ,0 .b s b s
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b c A k h d A k h
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Коэффициенты (1) (1),n nc d  связаны с решени-

ем системы (2.23) по формулам (2.8), (2.12) соот-
ветственно. 

Величина      2 2

1 2D         назы-

вается диаграммой направленности электрического 

поля 0 ,E


 которая характеризует величину элек-

тромагнитной энергии в направлении   [22], [28]. 
На рисунке 3.1 изображены диаграммы на-

правленности (θ)D  электрического поля 0E


 для 

некоторых значений угла раствора 0θ  (значения 

указаны в правом углу рисунка в градусах) при 
заданных значениях: параметр киральности k = 0,5, 
параметр Телленга τ = 0,5, радиусы 1a a = 0,2 м, 

расстояние h = 0,8 м, частота исходного поля 
f = 109 Гц. Область 1D  заполнена материалом с 

относительной магнитной проницаемостью μr = 1,01 
и относительной диэлектрической проницаемо-
стью εr = 2,1. Бесконечная СЛАУ (2.23) решена 
методом усечения при порядке усечения 25. Все 
сходящиеся бесконечные суммы вычислены с 
точностью 510 .  

 

 
Рисунок 3.1 – Диаграммы направленности (θ)D  

для некоторых значений угла раствора 0θ  

 
Заключение 
Используя теоремы сложения для векторных 

сферических волновых функций, решение постав-
ленной граничной задачи сведено к решению 
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парных сумматорных уравнений по присоеди-
нённым функциям Лежандра первого рода. Пар-
ные уравнения преобразованы к бесконечной 
системе линейных алгебраических уравнений 
второго рода с вполне непрерывным оператором. 

Выведена формула для построения диа-
граммы направленности электрического поля. 
Приведены графики диаграммы направленности 
электрического поля при некоторых геометриче-
ских параметрах задачи, электрофизических 
свойствах материала шара, частоты поля диполя. 

Полученные результаты могут быть исполь-
зованы в задачах радиолокации, защиты элек-
тронных устройств и биологических объектов от 
воздействия внешних полей. 
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О РАЗРЕШИМОСТИ ГРУППЫ С ХОЛЛОВЫМИ ДОБАВЛЕНИЯМИ 
К НОРМАЛИЗАТОРАМ ВЫДЕЛЕННЫХ ПОДГРУПП 

Т.В. Бородич 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

ON SOLVABILITY OF A GROUP WITH HALL SUPPLEMENTS 
TO NORMALIZERS OF ISOLATED SUBGROUPS 

T.V. Borodich 

F. Scorina Gomel State University 
 

Пусть G конечная группа и ( )p G   Предположим, что для любого значения ( ) \{ }q G p  нормализаторы силов-

ских q-подгрупп обладают нильпотентными холловыми добавлениями. При этих предположениях доказывается, что 
группа G разрешима. 
 
Ключевые слова: конечная группа, разрешимая группа, нильпотентная группа, холлова подгруппа, силовская подгруп-
па, нормализатор. 
 
Let G be finite group and ( )p G   Suppose that for all ( ) \{ }q G p  normalizer Sylow q-subgroups has nilpotent Hall sup-

plement. Under these assumptions, prove that G is solvable. 
 
Keywords: finite group, soluble group, nilpotent group, Hall subgroup, Sylow subgroup, normalizer. 

 
 

Введение  
Все рассматриваемые группы предполага-

ются конечными.  
Натуральное число, которое является степе-

нью некоторого простого числа, называют при-
марным.  

Добавление к подгруппе X в группе G назы-
вается подгруппа Y  такая, что G XY   Если 

1X Y    то подгруппа Y  называется дополне-
нием к подгруппе X в группе G.  

Добавление Y к подгруппе X в группе G на-
зывается:  

– примарным, если порядок Y есть примар-
ное число;  

– холловым, если подгруппа Y холлова в 
группе;  

– нильпотентным, если подгруппа Y ниль-
потентна в группе.  

В работе 1968 г. [1] В.А. Ведерников дока-
зал разрешимость группы, у которой порядки 
всех классов сопряженных силовских подгрупп 
есть степени простых чисел, теорема 5. Исполь-
зовалась при доказательстве непростота таких 
групп, установленная П.И. Трофимовым в 1963 г., 
[2], теорема 6.  

Напомним, что если порядок класса сопря-
женных подгрупп совпадает с индексом норма-
лизатора любой подгруппы из этого класса, то 
теорему В.А. Ведерникова можно сформулиро-
вать так: если индексы нормализаторов силов-
ских подгрупп в группе G примарны, то группа G 
разрешима.  

В такой формулировке эта теорема доказы-
валась в работах [3]–[5]. Более тщательное изу-
чение групп с примарными индексами нормали-
заторов силовских подгрупп проведено Го Вень-
бином в [6]. В выше перечисленных работах 
классификация конечных простых групп не ис-
пользовалась.  

Го Веньбинь и Шам в работе 2005 г. [6] по-
казали, что для разрешимости группы достаточ-
но только примарность индексов нормализаторов 
силовских 2- и 3-подгрупп. Их доказательство ос-
новано на теореме Фисман [7], которая исполь-
зует классификацию конечных простых групп.  

В 2009 г. В.С. Монахов и Т.В. Бородич в 
своей работе [8] установили разрешимость груп-
пы G в том случае, когда нормализаторы силов-
ских 2- и 3-подгрупп обладают нильпотентными 
холловыми добавлениями. Их доказательство ос-
новано на теореме Казарина [9], которая исполь-
зует классификацию конечных простых групп.  

Развивая данную тематику доказана сле-
дующая теорема.  

Теорема. Пусть G  группа и ( )p G   Если 

для любого значения ( ) \{ }q G p  нормализа-

торы силовских q-подгрупп обладают нильпо-
тентными холловыми добавлениями, то группа 
G разрешима.  

При доказательстве используется теорема 
Казарина [9]. 

 
1 Вспомогательные утверждения  
Все обозначения и определения понятны из 

текста и соответствуют принятым в [10]–[12].  
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Будем говорить, что подгруппа H  не до-
бавляема в группе G  если для любой подгруппы 
K  группы G  из условия G HK  следует, что 
K G   Через np

E   nZ   nD   nA  будем обозна-

чать элементарную абелеву группу порядка np   
циклическую, диэдральную группы порядка n  
знакопеременную группу степени n  Под факто-
ризацией группы будем понимать представление 
этой группы в виде произведения двух своих 
собственных подгрупп.  

Пример 1.1. В условиях теоремы нельзя ис-
ключить два простых делителя из ( )G   Приме-

ром служит простая группа 5A    
В данной группе нормализаторы силовских 

подгрупп имеют следующие порядки: 
2

2( ) 2 3GN G    3( ) 6GN G    5( ) 10GN G    
Индексы нормализаторов силовских подгрупп 

2( ) 5GG N G     3( ) 2 5GG N G      

5( ) 2 3GG N G      

Таким образом, если мы исключим два про-
стых делителя 3 и 5 из 5( )A  и рассмотрим 

5( ) \{3 5}A    то нормализатор силовской 2-под-

группы обладает циклическим дополнением и 
условие теоремы для группы 5A  справедливо, 

противоречие.  
Пример 1.2. В условиях теоремы нельзя 

рассматривать вместо нильпотентных добав-
лений к нормализаторам силовских подгрупп 
разрешимые добавления. Примером служит про-
стая группа (2 7)PSL     

В данной группе нормализаторы силовских 
подгрупп имеют следующие порядки: 

3
2( ) 2GN G    3( ) 2 3GN G     7( ) 3 7GN G     

Индексы нормализаторов силовских подгрупп 

2( ) 3 7GG N G      4
3( ) 2 7GG N G     

3
7( ) 2GG N G     

Таким образом, если мы исключим делитель 
3, тогда условие теоремы для ( (2 7)) \{3}PSL   

условие теоремы справедливо, но группа 
(2 7)PSL   является простой, противоречие.  

Лемма 1.1 [13, лемма 4]. Пусть A  B  и N  
– подгруппы группы G  причем A  холлова, а N  
нормальна. Если G AB   то 

( )( )N A N B N     

Лемма 1.2. Группа (2 2 )nG SL    ( )p G  

обладает следующими свойствами:  
1) 2 2 2 1

( ) [ ]n nGN G E Z


  имеет циклическое 

дополнение порядка 2 1n   и диэдральное добав-
ление порядка 2(2 1)n     

2) если p делит 2 1n    то подгруппа ( )G pN G  

не добавляема в G   

3) если p делит 2 1n    то подгруппа ( )G pN G    

2(2 1)nD


  имеет добавление, изоморфное 

2 2 2 1
( ) [ ]n nGN G E Z


   

4) нормализатор силовской p-подгруппы не 
имеет дополнения в группе G   

Других факторизаций группы (2 2 )nG SL   

с участием в качестве сомножителей нормали-
заторов силовских 2- и p-подгрупп нет.  

Доказательство. По теореме 0.8 [14] группа 
(2 2 )nG SL   допускает только следующие фак-

торизации: 2 22(2 1) 2 1
( ) ( )n nG GG N G D N G Z

 
    где 

2 2 2 1
( ) [ ]n nGN G E Z


   Таким образом, справедливо 

утверждение 1.  
Если p  делит 2 1n    то p  не делит 2 1n   и 

силовская p-подгруппа содержится в 2( )GN G   
Поэтому подгруппа ( )G pN G  не добавляема в G  

и справедливо утверждение 2.  
Пусть p  не делит 2 1n    Тогда p  делит 

2 1n   и силовская p-подгруппа содержится в 

2(2 1)nD

  Поэтому 2(2 2 ) ( ) ( )n

G p GG SL N G N G    

и справедливо утверждение 3. В частности, нор-
мализатор силовской p-подгруппы не имеет до-
полнения в группе G  т. е. справедливо утвер-
ждение 4.  

Лемма 1.3 [8, лемма 4]. Группа 
(2 )nG PSL p    2p    

обладает только следующими факторизациями 
с участием в качестве сомножителей нормали-
затора силовской 2-подгруппы:  

1) при 1 2n kp    подгруппа 2 2
( ) kGN G D  

имеет дополнение, изоморфное 
( 1) 2

[ ]n np p
E Z

 
   

2) при 11p   подгруппа 2 4 3( ) [ ]GN G E Z  

имеет дополнение, изоморфное 11 5[ ]Z Z    
Лемма 1.4. В группе (3 )PSL q   9q    нор-

мализатор силовской 2-подгруппы не обладает 
добавлением, отличным от всей группы.  

Доказательство. 1) Если 3q    то согласно 

пункту 2 теоремы 1 [15] группа факторизуется 
следующим образом 1G AB AB CB     где 

подгруппы A  B  1B  C  имеют следующие по-

рядки соответственно: 4 32 3   3 13   13  4 22 3   
Согласно [15] 4

2( ) 2GN G    По условию леммы 

2( )GG N G H   где H – собственная подгруппа, то 
33 13  должно делить порядок подгруппы H    

Из приведенных факторизаций получаем, что 

2( )GN G  не обладает собственным добавлением.  

2) Если 4q    то по пункту 1 теоремы 1 

[15] группа не факторизуема. Следовательно 

2( )GN G  не обладает собственным добавлением.  
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3) Если 5q    то согласно пункту 2 теоремы 

1 [15] группа факторизуется следующим образом 

1G AB AB    где подгруппы  
5 32 3 5A      3 31B     1 31B    

Согласно [15] 5
2( ) 2GN G    Если 2( )GG N G H   

где H  – собственная подгруппа, то 33 5 31   
должно делить порядок подгруппы H. Из приве-
денных факторизаций получаем, что 2( )GN G  не 

обладает собственным добавлением.  
4) Если 7q    то по пункту 1 теоремы 1 

[15] группа не факторизуема. Следовательно 

2( )GN G  не обладает собственным добавлением.  

5) Если 8q    то согласно пункту 2 теоремы 

1 [15] группа факторизуется следующим образом 

1G AB AB    где подгруппы  
9 2 22 3 7A       3 73B     1 73B    

Следовательно 9 2
2( ) 2 7GN G     Если 

2( )GG N G H   где H  – собственная подгруппа, 

то 23 73  должно делить порядок подгруппы H    
Из приведенных факторизаций получаем, что 

2( )GN G  не обладает собственным добавлением.  

Таким образом группа (3 )PSL q   9q    
факторизациями с участием в качестве сомножи-
телей нормализатора силовской 2-подгруппы не 
обладает.  

Лемма 1.5. Группа 2(3 8 )PSU   не фактори-

зуема.  
Доказательство. Все факторизации группы 

2(3 )PSU q  известны, они указаны в теореме 2 

[15]. При 3q   и 5q   группа 2(3 )PSU q  не 

факторизуема.  
Лемма 1.6 [8, лемма 8]. В группах (4 3)PSp   

и (4 2)PSL   нормализаторы силовских 2-под-

групп не обладают разрешимыми добавлениями.  
Лемма 1.7. В группе 11M  нормализатор си-

ловской 2-подгруппы не обладает добавлением, 
отличным от всей группы.  

Доказательство. Утверждение следует из 
теоремы 1.1 [16], в которой перечислены все 
факторизации группы 11M    

Лемма 1.8 [17, теорема 2.3]. Пусть конеч-
ная группа G  имеет S -подгруппу (2 )  

2 ( ) ( )M O M O M    Тогда G  является D -груп-

пой. Если \{2}      то G –  -разрешима.  

Лемма 1.9. В простой группе G c ( ) \{ },q G p  

где ( ),p G  нормализатор силовской q-под-

группы не обладает нильпотентным холловым 
добавлением.  

Доказательство. Пусть G – простая группа 
c ( ) \{ },q G p  где ( ).p G  Возможны сле-

дующие случаи:  

1) Если {2;3},p  то группа разрешима по 

теореме 2 [16].  
2) Пусть 3p    В этом случае группа раз-

решима или 2 (G)  и группа G  является про-

изведением разрешимой подгруппы 2( )GN G  и 

нильпотентного добавления, поэтому применима 
теорема Казарина [9]. По этой теореме группа G  
принадлежит следующему списку простых групп: 

(2 )PSL q   3q    (3 )PSL q   9q    (4 2)PSL    

11M   4 (3)PSp   (3 8)PSU    В виду лемм 1.3–1.7 

нормализатор силовской 2-подгруппы не облада-
ет холловым нильпотентным добавлением во 
всех перечисленных группах, за исключением 
группы (2 2 )nSL    По лемме 1.2 нормализатор 

силовской 2-подгруппы имеет циклическое до-
полнение порядка 2 1n   и диэдральное добавле-
ние порядка 2(2 1)n    Так как диэдральная под-

группа порядка 2(2 1)n   не нильпотентна, тогда 

нормализатор силовской 2-подгруппы не облада-
ет холловым нильпотентным добавлением. В 
случае, когда нормализатор силовской 2-под-
группы имеет циклическое дополнение порядка 
2 1n    дополнение будет холловым нильпотент-

ным, когда 2 1n sr    где 1s    В этом случае 

найдется простой делитель ( ) \{3}q G   2q    
По лемме 1.2 нормализатор ( )G qN G  имеет до-

бавление, когда q  делит 2 1n    добавление изо-

морфно подгруппе 2 2 2 1
( ) [ ]n nGN G E Z


   но оно 

не нильпотентно. Таким образом, условие теоре-
мы в этом случае справедливо.  

3) Пусть 2p    В этом случае имеем, что 

группа ( )G qG N G H   где H – нильпотентная хол-

лова подгруппа. Если подгруппа H нечетного 
порядка, то группа G – 2-нильпотентна по тереме 
А.С. Кондратьева [18]. Если подгруппа H  чет-
ного порядка, то по лемме 1.8 подгруппа 

2H G   Следовательно группа имеет вид 

2( )G qG N G G   Тогда для любого значения r  из 

( ) \{2}G   порядок силовской r-подгруппы rG   
делит порядок ( )G qN G   значит  

( )r G qG N G   
Не теряя общности мы получаем, что для 

любого значения ( ) \{2 3}r G   подгруппа 

3( )r GG N G   Согласно теореме 2 [19] группа 

разрешима или изоморфна одной из следующих 
групп: (2 7)PSL    (3 )PSU q   где q  – нечетно, 

1( 4)q mod    1 3q m   и (3 ) 1m    (3 )PSU q   

где q  – четно, 1 3q m   и (3 ) 1m    2 1(2 )nSz    
Согласно примеру 1.2 группа (2 7)PSL   исключа-

ется. Согласно теореме 2 [15] группа (3 )PSU q  
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факторизуется, если 3q   или 5,q   и не факто-

ризуется в противном случае. Если 3q   или 

5q    то нарушается условие 1 3q m    Следо-

вательно группу (3 )PSU q  исключаем из рас-

смотрения. Согласно лемме 1.3 [20] группа Су-
зуки 2 1(2 )nSz   не факторизуется. Полученное 

противоречие доказывает лемму.  
Следствие 1.1. Если в группе G c 
( ) \{ },q G p  где ( ),p G  нормализатор си-

ловской q-подгруппы обладает нильпотентным 
холловым добавлением, то группа G непроста.  

Следствие 1.2. Пусть G группа и нечетное 
число ( )p G   Если для любого значения 

( ) \{ }q G p  нормализатор силовской q-под-

группы обладает разрешимым добавлением, то 
группа G  изоморфна (2 2 )nSL    где 3 делит 

2 1n   и 2 1l np      

 
2 Доказательство основного результата  
Теорема. Пусть G  группа и ( )p G   Если 

для любого значения ( ) \{ }q G p  нормализа-

торы силовских q-подгрупп обладают нильпо-
тентными холловыми добавлениями, то группа 
G разрешима.  

Доказательство. Предположим, что G – не 
простая группа и пусть N – её нормальная нетри-
виальная подгруппа. Пусть pG  – силовская p-под-

группа группы G. Тогда p pN G N   – силовская 

p-подгруппа в N. По условию ( )G pG N G K   где 

K – холлово нильпотентное добавление к ( )G pN G   
По лемме 1.1 

( ( ))( )G pN N N G N K     

Подгруппа N K  является холловой в K   Так 
как K холлова нильпотентная подгруппа в G, 
тогда ( )N K  холлова нильпотентная подгруп-

па в N   Кроме того, p pN G N   – нормальная 

подгруппа в ( )G pN N G   поэтому 

( ) ( )G p N pN N G N N   и ( )( )N pN N N N K    

где ( )N K  холлово нильпотентное добавление 

к ( )N pN N  в N    

Пусть pG N N  – силовская p-подгруппа в 

группе G N   Так как ( )G pG N G K  и 

( ) ( )G p G N pN G N N N G N N     

то ( ( ))( )G N pG N N G N N KN N      

Поскольку N  холлово нильпотентное до-
бавление к ( )G pN G  в группе G  тогда KN N   

K K N   холлово нильпотентное добавление 
к ( )G N pN G N N   в G N    

Таким образом подгруппа N  и фактор-
группа G N  удовлетворяют условию теоремы и 
по индукции они разрешимы. Поэтому сама 
группа G  разрешима.  

Пусть G  – простая группа. По лемме 1.9 
группа, удовлетворяющая условию теоремы, не 
проста.  

Следствие. Пусть G  группа и ( )p G   
Если для любого значения ( ) \{ }q G p  индекс 

нормализатора каждой силовской q-подгруппы 
примерен, то группа G  разрешима.  
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FINITE FACTORISED GROUPS WHOSE FACTORS ARE SUBNORMAL 

SUPERSOLVABLE SUBGROUPS 
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Устанавливаются признаки сверхразрешимости конечной группы, факторизуемой субнормальными сверхразрешимы-
ми подгруппами. Анализируются приложения к факторизациям F(G)-субнормальными подгруппами. 
 
Ключевые слова: конечная группа, сверхразрешимая группа, коммутант, субнормальная подгруппа, факторизуемая 
группа. 
 
New criteria of supersolvability for a finite group which is factorised as a product of supersoluble subgroups are obtained. Some 
applications to the factorization by F(G) -subnormal subgroups are presented. 
 
Keywords: finite group, supersolvable group, derived subgroup, subnormal subgroup, factorised group. 

 
 

Введение  
Рассматриваются только конечные группы. 

Используемая терминология соответствует [1]–[2].  
Группа, у которой главные факторы имеют 

простые порядки, называется сверхразрешимой. 
Первые примеры несверхразрешимых групп, 
являющихся произведением нормальных сверх-
разрешимых подгрупп, построили Хупперт [3] и 
Бэр [4]. Признаки сверхразрешимости таких групп 
установили Бэр [4], Фризен [5], А.Ф. и Т.И. Ва-
сильевы [6], см. теорему 2.5 настоящей работы.  

А.Ф. Васильев и В.И. Мурашко [7] предло-
жили следующее определение. Подгруппа H  
группы G называется ( )F G -субнормальной под-

группой, если H  субнормальна в ( )HF G   Здесь 

и далее ( )F G  – подгруппа Фиттинга группы G  
Заметим, что всякая подгруппа, содержащая 

( )F G   является ( )F G -субнормальной. Каждая 

субнормальная подгруппа группы G также 
( )F G -субнормальна. Обратное неверно. В сим-

метрической группе 4S  степени 4 подгруппа 

Фиттинга 4( )F S  является элементарной абеле-

вой подгруппой порядка 4. Силовская 2-под-
группа из 4S  содержит 4( )F S   но не субнор-

мальна в 4S   [7, пример 1].  

А.Ф. Васильев и В.И. Мурашко распростра-
нили теорему Бэра [4] на группу G AB   в кото-

рой подгруппы A  и B  ( )F G -субнормальны и 

сверхразрешимы. Они также доказали, что в 

теореме Фризен [5] условие нормальности сомно-
жителей можно ослабить до F(G)-субнормальности 
только в классе метанильпотентных групп.  

В настоящей работе устанавливаются новые 
признаки сверхразрешимости группы, фактори-
зуемой субнормальными сверхразрешимыми 
подгруппами, и анализируются их приложения к 
факторизациям ( )F G -субнормальными под-

группами.  
 

1 Вспомогательные результаты  
Пусть p – простое число. Группа с нормаль-

ной силовской p-подгруппой называется p-зам-
кнутой, а группа с нормальной p -холловой под-

группой называется p-нильпотентной. Через 
( )Z G  и ( )G  обозначают центр и подгруппу 

Фраттини группы G  соответственно; O ( )p G  и 

O ( )
p

G  – наибольшие нормальные в  G  p - и 

p -подгруппы соответственно; ( )G  – множе-

ство всех простых делителей порядка группы G.  
Пусть G – группа и  

1 2
1 2 1 2

kaa a
k k iG p p …p p p … p a          

Говорят, что группа G обладает силовской 
башней сверхразрешимого типа, если существует 
цепочка подгрупп  
 0 1 2 11 k kG G G … G G G        

такая, что подгруппа iG  нормальна в группе G  и 

фактор-группа 1i iG G   изоморфна силовской 

МАТЕМАТИКА
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ip -подгруппе из G для всех i  Такие группы 

называют также дисперсивными по Оре.  
Лемма 1.1 [2, VI.9.1]. (1)  Каждая мини-

мальная нормальная подгруппа сверхразрешимой 
группы имеет простой порядок.  

(2) Пусть N  – нормальная в G подгруппа и 
G N  сверхразрешима. Если N  либо цикличе-
ская, либо ( )N Z G   либо ( )N G    то G  

сверхразрешима.  
(3) Каждая сверхразрешимая группа обла-

дает силовской башней сверхразрешимого типа.  
(4) Коммутант сверхразрешимой группы 

нильпотентен.  
(5) Класс U  всех сверхразрешимых групп яв-

ляется наследственной насыщенной формацией.  
Лемма 1.2. Если у группы G фактор-группа 

по подгруппе Фиттинга является элементарной 
абелевой 2 -группой, то G сверхразрешима.  

Доказательство. Воспользуемся индукцией 
по порядку группы. Можно считать, что под-
группа Фраттини группы G единична, а 

( )F F G  – минимальная нормальная подгруппа 

группы G  Так как G F  действует неприводи-
мо на F  то по лемме Шура [2, c.56] фактор-
группа G F  циклическая. Поэтому 2G F     
Пусть a F   1a   и b  – инволюция из G  Если 

ba a   то a  – нормальная подгруппа. Если 
ba  не принадлежит a   то ( )b b b ba a aa a a   и 

ba a  – неединичная нормальная подгруппа. 

Итак, в любом случае, в группе G имеется нор-
мальная подгруппа простого порядка. Поэтому 
F  – подгруппа простого порядка p  и 2G p   – 

сверхразрешима.                                                     

Коммутант группы X  обозначается X   
Для подгрупп A  и B  группы G  положим  

[ ] [ ] |A B a b a A b B        

Ясно, что [ ]G G G     Подгруппу [ ]A B  называ-

ют взаимным коммутантом A  и B   
Лемма 1.3 [1, 4.8], [9, лемма 4]. Пусть груп-

па G AB   Тогда:  
(1)  [ ]A B G    

(2)  [ [ ] [ ] [ ] [ ]] 1A A B A B B A B A B           

(3)  если 1A A  то 1[ ]A A B G    

(4)  [ ]G A B A B       
(5)  если A  и B  – нормальны в G  и 

( ) 1G A G B        то G A B       
Разрешимая группа G называется прими-

тивной, если в G существует максимальная под-
группа M  с единичным ядром 

Core 1x
G x GM M     

В этом случае подгруппа M  называется прими-
тиватором группы G   

Лемма 1.4. Предположим, что разрешимая 
группа G не сверхразрешима, но фактор-группа 
G K  сверхразрешима для каждой неединичной 
нормальной в G подгруппы K   Тогда справедли-
вы следующие утверждения:  

(1) группа G содержит единственную ми-
нимальную нормальную подгруппу N    

( ) ( ) ( )p GN F G O G C N    

для некоторого ( )p G    
(2)  ( ) ( ) ( ) 1

p
Z G O G G       

(3)  G  – примитивная группа; [ ]G N M   
где M – максимальная подгруппа в группе G с 
единичным ядром;  

(4) N – элементарная абелева подгруппа по-
рядка np   1n     

(5) если подгруппа M абелева, то M цикли-
ческая порядка, делящего 1np    а n – наимень-

шее натуральное число, удовлетворяющее срав-
нению  1 modnp M      

Доказательство. Пусть 1N  и 2N  – две ми-

нимальные нормальные в G подгруппы. Тогда 

1 2 1N N    фактор-группа iG N  сверхразре-

шима, 1 2i     и 1 2( )G G N N    сверхразре-

шима, противоречие. Поэтому группа G содер-
жит единственную минимальную нормальную 
подгруппу N   N  – элементарная абелева p-под-

группа порядка np  для некоторого ( )p G   По 

лемме 1.1 (2) ( ) ( ) 1Z G G    и 1n    Теперь 

( )F G  является прямым произведением мини-

мальных нормальных в G подгрупп, значит, 
( ) O ( ) ( )p GN F G G C N    и O ( ) 1p G    По-

скольку ( ) 1G    то существует максимальная 

подгруппа M в группе G, не содержащая N. Ясно, 
что [ ]G N M  и M  – максимальная подгруппа в 

группе G с единичным ядром. Следовательно, G – 
примитивная группа и M действует неприводимо 
на N. Если подгруппа M абелева, то согласно [8, 
I.1.3] подгруппа M циклическая порядка, деляще-
го 1np    а n – наименьшее натуральное число, 

удовлетворяющее сравнению  1 modnp M       

Лемма 1.5 [1]. Пусть H – субнормальная 
подгруппа группы G  Тогда:  

(1) если H  F  где F  – класс Фиттинга, 

то GH  F  в частности, если H нильпотентна, 

то GH  нильпотентна;  
(2) если H  -подгруппа, то GH   -подгруппа;  
(3) если H p-нильпотентна, то GH  p-ниль-

потентна.  

Здесь и далее |G gH H g G   – наи-

меньшая нормальная в G подгруппа, содержащая 
подгруппу H    
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2 О произведении субнормальных сверх-
разрешимых подгрупп  

Лемма 2.1. Пусть группа G AB  является 
произведением субнормальных сверхразрешимых 
подгрупп A  и B  Тогда справедливы следующие 
утверждения:  

(1) группа G имеет силовскую башню сверх-
разрешимого типа;  

(2) фактор-группа ( )G F G  нильпотентна 

и является произведением двух абелевых под-
групп ( ) ( )AF G F G  и ( ) ( )BF G F G    

Доказательство. 1. Пусть ( )p G   pA  и 

pB  – силовские p-подгруппы из A  и B  соответ-

ственно. Предположим, что p – наибольшее в 
( )G   Тогда pA  и pB  по лемме 1.1(3) нормаль-

ны в A  и B  соответственно, и p pA B  – силовская 

p-подгруппа группы G, [2, VI.4.7]. Теперь pA  и 

pB  субнормальны в G, поэтому p pA B  – нормаль-

ная в G силовская p-подгруппа по лемме 1.5(2). 
По индукции p pG A B  имеет силовскую башню 

сверхразрешимого типа, поэтому и группа G име-
ет силовскую башню сверхразрешимого типа.  

2. По лемме 1.1 (4) 
( ) ( ) ( )GA F A F A F G      

Следовательно,  
( ) ( ) ( ( ))AF G F G A A F G    

абелева и ( )( ( ) ( ))G F GAF G F G   нормальна в 

( )G F G  и нильпотентна по лемме 1.5 (1). Ана-

логично,  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( ))

GB F B F B F G

BF G F G B B F G

    
   

 

поэтому ( ) ( )BF G F G  абелева и 
( )( ( ) ( ))G F GBF G F G   

нормальна в ( )G F G  и нильпотентна по лемме 

1.5 (1). Теперь фактор-группа ( )G F G  является 

произведением двух субнормальных абелевых 
подгрупп ( ) ( )AF G F G  и ( ) ( )BF G F G   

Поскольку  

( ) ( )

( )

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))G F G G F G

G F G

AF G F G BF G F G 

 

   
 

то ( )G F G  нильпотентна.                                     

Лемма 2.2. Пусть группа G AB  является 
произведением субнормальных подгрупп A  и B  
Если A  сверхразрешима, а B  нильпотентна, то 
G сверхразрешима.  

Доказательство. Применим индукцию по 
порядку группы. По лемме 2.1 (1) силовская 
p-подгруппа p pA B  нормальна в G для наиболь-

шего ( )p G   Поскольку условия леммы на-

следуют все фактор-группы, то G примитивна по 
лемме 1.4:  

O ( ) ( ) 1 [ ]

( ) ( )

p

p p G

G G G F M

F F G A B C F

      

   
 

и M – максимальная подгруппа с единичным 
ядром. Подгруппа M нильпотентна по лемме 
2.1 (2). Подгруппу B можно считать по лемме 
1.5 (1) нормальной в G, иначе ее можно заменить 
на нильпотентную нормальную подгруппу GB   
Так как O ( ) 1p G    то B F   Пусть P  – 

минимальная нормальная в A подгруппа. По 
лемме 1.1 (1) P p    Так как pP A F B    и 

B абелева, то P нормальна в G. По индукции 
G P  сверхразрешима, по лемме 1.1 (2) группа 
G сверхразрешима.                                                  

Лемма 2.3. Пусть G – метанильпотентная 
группа. Тогда и только тогда коммутант G  
нильпотентен, когда в G существует нормаль-
ная нильпотентная подгруппа W такая, что в 
фактор-группе G W  все силовские абелевы.  

Доказательство. Если коммутант G  ниль-
потентен, то при G W   в фактор-группе G W  
все силовские абелевы. Обратно, пусть в группе 
G существует нормальная нильпотентная под-
группа W  такая, что в фактор-группе G W  все 
силовские абелевы. Так как G – метанильпотент-
ная группа, то существует нильпотентная нор-
мальная подгруппа K с нильпотентной фактор-
группой G K   Теперь WK  – нильпотентная 
нормальная в G подгруппа и фактор-группа  

( ) ( )

( ) ( )

G WK G K WK K

G WK G W WK W

    
   




 

нильпотентна и все ее силовские подгруппы 
абелевы. Поэтому G WK  абелева, G WK   и 
G  нильпотентна.                                                    

Лемма 2.4. Пусть группа G AB  является 
произведением субнормальных сверхразрешимых 
подгрупп A и B. Тогда и только тогда комму-
тант G  нильпотентен, когда в G существует 
нормальная нильпотентная подгруппа W такая, 
что в фактор-группе G W  все силовские абелевы.  

Доказательство. По лемме 2.1 группа G 
метанильпотентна, и утверждение следует из 
леммы 2.3.                                                                 

Нам понадобятся известные признаки 
сверхразрешимости группы, факторизуемой 
сверхразрешимыми нормальными подгруппами. 
Сформулируем их в виде одной теоремы.  

Теорема 2.5. Пусть группа G AB  являет-
ся произведением нормальных сверхразрешимых 
подгрупп A и B. Тогда группа G сверхразрешима в 
каждом из следующих случаев:  

(1) коммутант G  нильпотентен [4, тео-
рема Бэра];  

(2) группа G содержит нильпотентную 
нормальную подгруппу W и в фактор-группе G W  
все силовские подгруппы абелевы [6, теорема 
А.Ф. и Т.И. Васильевых];  



Конечные группы, факторизуемые субнормальными сверхразрешимыми подгруппами 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (28), 2016 43

(3) индексы подгрупп A и B в группе G вза-
имно просты [5, теорема Фризен];  

(4) любая максимальная подгруппа из каж-
дой силовской подгруппы из B нормальна в B [9, 
теорема 2];  

(5) любая субнормальная в B подгруппа из B 
нормальна в B [9, теорема 3];  

(6) A B  нильпотентна;  
(7) B метациклическая.  
Доказательство. 6. Пусть A B  нильпо-

тентна. Подгруппы A  и B  нильпотентны по 
лемме 1.1 (4) и нормальны в G  Так как A и B  – 
нормальные подгруппы группы G  то 
[ ]A B A B    по лемме 1.3 (1). Следовательно, 

[ ]A B  нильпотентна и нормальна в G  По лемме 

1.3 (4) коммутант [ ]G A B A B      Теперь комму-

тант G  – нильпотентная подгруппа и группа G  
сверхразрешима по теореме Бэра.  

7. Пусть B метациклическая. Воспользуемся 
индукцией по порядку группы. Если подгруппа B 
нильпотентна, то G сверхразрешима по лемме 
2.2. Пусть B ненильпотентна. Тогда 1B   и B  
нормальна в G  По условию подгруппа B  мета-
циклическая, поэтому B  циклическая. По ин-
дукции фактор-группа G B  сверхразрешима, а 
по лемме 1.1 (2) группа G сверхразрешима.         

В следующей теореме доказывается, что в 
первых трех признаках требование нормальности 
подгрупп A и B можно ослабить до субнормаль-
ности.  

Теорема 2.6. Пусть группа G AB  являет-
ся произведением субнормальных сверхразреши-
мых подгрупп A и B. Тогда справедливы следую-
щие утверждения:  

(1) если коммутант G  нильпотентен, то 
группа G сверхразрешима;  

(2) если группа G содержит нильпотент-
ную нормальную подгруппу W и в фактор-группе 
G W  все силовские подгруппы абелевы, то G 
сверхразрешима;  

(3) если индексы подгрупп A и B в группе G 
взаимно просты, то G сверхразрешима.  

Доказательство. Все три утверждения до-
кажем с помощью индукции по порядку группы. 
Понятно, что надо считать A G B    Так как A  

и B  субнормальны в G  то G GA G B    Ясно, 

что G GG A B   По тождеству Дедекинда  

( ) ( )G G G GA A A B B B A B       
Подгруппа A  и B  субнормальны в G  а так как 

GA  и GB  нормальны в G  то GA B  субнор-

мальна в GA  и GB A  субнормальна в GB    
Если коммутант G  нильпотентен, то ниль-

потентны коммутанты ( )GA   и ( )GB   По индук-

ции подгруппы GA  и GB  сверхразрешимы, а по 
теореме Бэра группа G GG A B  сверхразрешима.  

Аналогично, если группа G содержит ниль-
потентную нормальную подгруппу W  и в фак-
тор-группе G W  все силовские подгруппы абе-
левы, то подгруппы GA  и GB  содержат нильпо-
тентные нормальные подгруппы GW A  и 

GW B   Поскольку  

( )

( )

G G G

G G G

A A W A W W G W

B B W B W W G W

     

     




 

то в фактор-группах ( )G GA A W   и ( )G GB B W   

все силовские подгруппы абелевы. По индукции 
подгруппы GA  и GB  сверхразрешимы, а по тео-
реме А.Ф. и Т.И. Васильевых группа G GG A B  
сверхразрешима.  

Пусть индексы подгрупп A и B в группе G 
взаимно просты. Так как  

G G

G G

G A G A A A

G B G B B B

        

        
 

то индексы подгрупп GA  и GB  в группе G вза-
имно просты. Кроме того, GA A    делит G A    

а GB B    делит G B     Из равенств GG A B  и 
GG AB  следует  

G G

G G

A A B G B

B B A G A

     

     
 

поэтому каждая из пар индексов GA A    
G GA A B     и GB B    G GB B A     взаимно 

просты. По индукции подгруппы GA  и GB  
сверхразрешимы, а по теореме Фризен группа 

G GG A B  сверхразрешима.                                   
Следствие 2.6.1. Пусть A и B – субнор-

мальные сверхразрешимые подгруппы группы G 
и G AB   Если A холлова, то G сверхразрешима.  

Доказательство. Из равенства G AB  сле-
дует, что G B A A B        Поэтому G B    
делит A    Так как подгруппа A  холлова, то 

( ) 1G A A       Теперь индексы G A    и G B    
взаимно просты, и G будет сверхразрешимой по 
теореме 2.6 (3).                                                         

Не все признаки сверхразрешимости груп-
пы G AB  с нормальными сверхразрешимыми 
подгруппами A и B переносятся на группы с суб-
нормальными сомножителями. Следующий при-
мер указывает, что нормальность даже одного 
сомножителя в утверждениях 4–6 теоремы 2.5 
нельзя ослабить до субнормальности.  

Пример 2.1 [4, c. 186]. Пусть 2p
E a b   – 

элементарная абелева группа порядка 2p    
4 2 3| 1 dD c d c d c c        

диэдральная группа порядка 8, которая действует 
на 2p

E  следующим образом:  

1c c d da b b a a b b a         
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Пусть 2 8[ ]
p

G E D  – подгруппа из голоморфа 2p
E   

Рассмотрим подгруппы  

2

2

2

2

2

[ ]( )

[ ]( )

[ ]( )

p

p

p

A E c d

H E c cd

B E cd

  

  

 

 

Подгруппы A  и H  нормальны в G  поскольку 
2G A G H       а B  нормальна в H   поэто-

му B  субнормальна в G  и G AH AB    Так 

как ab  нормальна в A  а a  нормальна в H   

то A и H сверхразрешимы. Поскольку 
2 1ca a   

то коммутант  

2

2[ ]
p

G E c A H     

не нильпотентен и G несверхразрешима. Ясно, 
что 2p

A B E   нильпотентна. Так как  

1 1( )

([ ] )

cd d cd da b a b a b

B a cd b

      

  
 

то ([ ] )G A a cd   подгруппа [ ]a cd  суб-

нормальна в G и удовлетворяет требованиям 4–6 
теоремы 2.5.                                                              

Наименьшее натуральное число m, для ко-
торого ( ) 1mG    называется производной длиной 

разрешимой группы G  и обозначается ( )d G   

Здесь ( ) ( 1)( )m mG G    – m-коммутант группы G   
Теорема 2.7. Пусть группа G AB  являет-

ся произведением двух субнормальных сверхраз-
решимых подгрупп A и B. Тогда и только тогда 
группа G сверхразрешима, когда ( ( )) 2d G G      

Доказательство. Если группа G сверхраз-
решима, то ее коммутант нильпотентен, поэтому 

( )G F G    Так как фактор-группа ( ) ( )F G G   

абелева, то ( ( )) 2d G G      
Обратно, пусть группа G AB  является 

произведением двух субнормальных сверхраз-
решимых подгрупп A  и B  и ( ( )) 2d G G     
Согласно лемме 2.1 (2) фактор-группа ( )G F G  

нильпотентна и является произведением абеле-
вых подгрупп ( ) ( )AF G F G  и ( ) ( )BF G F G   По 

теореме Ито [1, 4.9] ( ( )) 2d G F G    Фактор-

группа ( ) ( )F G G   абелева, поэтому  

( ( ))

( ( ))

( ( )) 1 max (( ( )) )

( ) 3 max (( ( )) )

r
r G

r
r G

d F G d G

d G d G

 

 

   

   
 

В частности, ( ( )) 3d G G     Если ( ( )) 1d G G     

то G  нильпотентна. Если ( ( )) 2d G G     то 

( ( ))G G    абелева. Поскольку  

( ( )) ( ) ( ) ( )G G G G G G G G             

то G  нильпотентна [1, 3.24] и G сверхразреши-
ма по теореме 2.6 (1).                                                         

Следствие 2.7.1. Пусть группа G AB  яв-
ляется произведением двух субнормальных сверх-
разрешимых подгрупп A  и B  Если группа G  
несверхразрешима, то ( ( )) 3d G G     

Теорема 2.8. Пусть группа G AB  являет-
ся произведением двух субнормальных сверхраз-
решимых подгрупп A  и B  Тогда и только тогда 
группа G сверхразрешима, когда ( ) ( )rG F G   

для каждого ( ( ) ) ( ( ) )r G F G A G F G B       
Доказательство. Пусть группа G  сверхраз-

решима. Тогда коммутант G  нильпотентен, 
( )G F G   и ( )G F G  абелева. Поэтому 

( ) ( )rG F G   для каждого ( )r G    
Обратно, пусть ( ) ( )rG F G   для каждого 

( ( ) ) ( ( ) )r G F G A G F G B      Если  

( ( ) ) ( ( ) )q G F G A G F G B      

то ( ( ) )q G F G A   или ( ( ) )q G F G B    По-

скольку ( ) ( )AF G F G  и ( ) ( )BF G F G  абелевы 

по лемме 2.1 (2), то ( ) ( )qG F G F G  абелева. Если  

( ( ) ) ( ( ) )q G F G A G F G B      
то ( ) ( )qG F G F G  абелева по условию. По лемме 

2.1 (2) группа ( )G F G  нильпотентна, поэтому 

она абелева и ( )G F G    Теперь G  сверхразре-

шима по теореме 2.6 (1).                                         
 

3 О произведении ( )F G -субнормальных 

сверхразрешимых подгрупп  
Лемма 3.1. Пусть G – метанильпотентная 

группа. Тогда и только тогда подгруппа H суб-
нормальна в G  когда H является ( )F G -субнор-

мальной подгруппой в G   
Доказательство. Если H субнормальна, то 

она ( )F G -субнормальна. Обратно, пусть H  

является ( )F G -субнормальной подгруппой в G  
Тогда H  субнормальна в ( )HF G   Так как 

( )G F G  нильпотентна, то ( )HF G  субнормаль-

на в G  Теперь H  субнормальна в G                  
Это наблюдение позволяет в метанильпо-

тентных группах требование субнормальности 
заменять ( )F G -субнормальностью. Например, 

если в теоремах 2.6–2.8 условие субнормально-
сти подгрупп A  и B  заменить ( )F G -субнор-

мальностью и дополнительно предположить, что 
группа G метанильпотентна, то группа G будет 
сверхразрешимой.  

Следующий пример указывает, что разре-
шимая группа нильпотентной длины 3, фактори-
зуемая ( )F G -субнормальными подгруппами, 

одна из которых сверхразрешима, а другая ниль-
потентна, может быть несверхразрешимой.  

Пример 3.1. В группе SL(3 3)  матрицы  
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2 1 2 1 0 0

0 1 0 2 2 0

1 0 0 0 0 2

2 0 0

2 1 1

0 0 2

a

a b

c b

   
         
   
   

 
    
 
 

 

удовлетворяют соотношениям: 
3 2 1 ( )a aa b bc cb c bc bc b          

Подгруппа b c  является минимальной нор-

мальной в группе a b  подгруппой порядка 4 и 

совпадает со своим централизатором. По [2, II.8.17] 
группа [ ]a b b c a    изоморфна знакопере-

менной группе степени 4. Пусть E  – элементар-
ная абелева группа порядка 33  и [ ]G E a b   – 

группа из голоморфа. Рассматривая E  как век-
торное пространство размерности 3 над полем из 
3 элементов, а a и b как линейные преобразова-
ния получаем, что a b  действует неприводимо 

на E, подгруппа E является минимальной нор-
мальной и ( )E F G   В частности, группа G  

несверхразрешима.  
Рассмотрим подгруппу [ ]H E b c    Она 

имеет порядок 33 4  и ее силовская 2-подгруппа 

b c  элементарная абелева. По лемме 1.2 под-

группа H сверхразрешима. Теперь группа 
G H a   где ( )F G H  и a  субнормальна в 

E a   т. е. подгруппы H  и a  ( )F G -субнор-

мальны. Таким образом, несверхразрешимая 
группа G H a  факторизуется ( )F G -субнор-

мальными подгруппами, одна из которых сверх-
разрешима, а другая имеет простой порядок.       

Пример 3.2. PSL(2 7) AB   является произ-

ведением сверхразрешимой подгруппы A поряд-
ка 21 и подгруппы B порядка 8. Индексы под-
групп A и B взаимно просты. Поскольку 

(PSL(2 7)) 1F     то подгруппы A  и B  являются 

( )F G -субнормальными.                                         

Этот пример указывает, что группа, являющая-
ся произведением ( )F G -субнормальных сверх-

разрешимых подгрупп взаимно простых индек-
сов, может быть простой неабелевой группой. 
Следующий пример показывает, что в пунктах 2 
и 3 теоремы 2.6 субнормальность сомножителей 
A и B нельзя заменить ( )F G -субнормальностью.  

Пример 3.3. В группе GL(2 7)  матрицы  

0 1 0 1

1 0 1 1
a b

   
          

 

удовлетворяют соотношениям: 2 3 1a b    2aba b   
Поэтому a b  является неабелевой группой 

порядка 6, она изоморфна симметрической груп-
пе 3S  степени 3. Пусть E  – элементарная абеле-

ва группа порядка 27  и [ ]G E a b   – группа из 

голоморфа. Рассматривая E  как векторное про-
странство размерности 2 над полем из 7 элемен-
тов, а a  и b  как линейные преобразования, по-

лучаем, что a b  действует неприводимо на E  
подгруппа E  является минимальной нормальной 
и ( )E F G   В частности, группа G несверхраз-

решима. Согласно [8, I.1.10] подгруппы [ ]E a  и 

[ ]E b  сверхразрешимы, а их индексы, они рав-

ны 3 и 2, взаимно просты. Так как ( )F G E   то 

[ ]E a  и [ ]E b  ( )F G -субнормальны и 

([ ] )([ ] )G E a E b   

Заметим, что в группе 3[ ]G E S  все силовские 

подгруппы абелевы.                                                
Таким образом, из трех утверждений теоре-

мы 2.6 только в теореме Бэра нормальность со-
множителей можно ослабить до ( )F G -субнор-

мальности [7, теорема 2].  
Лемма 3.2. Если в разрешимой группе G 

каждая силовская подгруппа ( )F G -субнормаль-

на, то G нильпотентна.  
Доказательство. Предположим, что G – 

ненильпотентая группа и воспользуемся индук-
цией по порядку группы. Так как  

( ( )) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( )

F G G F G G

F G Z G F G Z G

     
   

 

то условия теоремы переносятся на ( )G G   и 

( )G Z G   значит, можно считать ( ) ( ) 1G Z G     
Пусть H – произвольная ненормальная в G мак-
симальная подгруппа. По теореме В.А. Ведер-
никова [10] существует силовская в G подгруппа 
P такая, что ( )GN P H   см. также [11]. По усло-

вию P является ( )F G -субнормальной подгруп-

пой в G, поэтому ( ) ( )GF G N P H   и ( )F G  со-

держится в пересечение ( )G  всех ненормальных 

максимальных подгрупп, которое изучил Гашюц 
[12], см., также [2, c. 276]. Он установил, что 

( ) ( ) ( ( ))G G Z G G        
Теперь ( ) ( ) 1F G Z G    противоречие.               

Лемма 3.2 позволяет доказать следующую 
теорему А.Ф. Васильева и В.И. Мурашко.  

Теорема 3.3 [7, теорема 1]. Пусть группа 
G AB  является произведением нильпотент-
ных подгрупп A и B. Если A и B ( )F G -субнор-

мальны, то G нильпотентна.  
Доказательство. Группа G разрешима по 

теореме Виландта – Кегеля. Согласно [2, VI.4.7] 
для каждого ( )p G  и силовских p-подгрупп 

pA  и pB  из A и B соответственно произведение 
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p pA B  является силовской p-подгруппой группы 

G  По условию A  субнормальна в ( )AF G   по-

этому pA  субнормальна в ( )pA F G   Аналогично, 

pB  субнормальна в ( )pB F G   Теперь p pA B  суб-

нормальна в ( )p pA B F G  и G  нильпотентна по 

лемме 3.2.                                                                 
Лемма 3.4. Пусть группа G AB  – произ-

ведение ( )F G -субнормальных подгрупп A  и B  
Если подгруппы A  B  и [ ]A B  нильпотентны, 

то G  нильпотентна.  
Доказательство.  По лемме 1.3 (4) комму-

тант [ ]G A B A B      Так как ( ) ( )F G F G   и 

подгруппа A  субнормальна в ( )AF G   то A  
субнормальна в ( )A F G    значит, A  ( )F G -

субнормальна в G  Пусть [ ]H B A B    Так как 

подгруппа [ ]A B  нормальна в группе G  и ниль-

потентна, то  
[ ] ( ) ( )

( ) ( ( ) )[ ]

A B F H F G

F H F H B A B

   
   

 

По условию B  субнормальна в ( )BF G   поэтому 

B  субнормальна в ( )BF G   Поскольку  

( ) (( ( ) )[ ])

[ ] ( ) ( )

B F H B F H B A B

B A B B F G BF G

     
     

 

то B  субнормальна в ( )B F H   т. е. подгруппа 

B  ( )F H -субнормальна в H   Теперь, подгруп-

па [ ]H B A B   нильпотентна по лемме 3.3. Так 

как ( ) ( )F G F G   и подгруппа B  субнормальна 

в ( )BF G   то B  субнормальна в ( )B F G    По-

этому подгруппа H  ( )F G -субнормальна в G  
Теперь, G A H   нильпотентна по лемме 3.3.    

Теперь из теоремы А.Ф. Васильева и В.И. Му-
рашко [7, теорема 2] получается  

Следствие 3.4.1. Пусть группа G AB  яв-
ляется произведением ( )F G -субнормальных сверх-

разрешимых подгрупп A и B. Тогда следующие 
утверждения эквивалентны:  

(1) группа G сверхразрешима;  
(2) коммутант G  нильпотентен;  
(3) подгруппа [ ]A B  нильпотентна.  

Доказательство. В [7, теорема 2] доказана 
эквивалентность утв. (1) и (2). Утв. (2) и (3) эк-
вивалентны в силу лемм 1.1 (4), 1.3 (4) и 3.4.       

Следствие 3.4.2. Пусть группа G AB  яв-
ляется произведением субнормальных сверхраз-
решимых подгрупп A и B. Тогда следующие ут-
верждения эквивалентны:  

(1) группа G сверхразрешима;  
(2) коммутант G  нильпотентен;  
(3) подгруппа [ ]A B  нильпотентна. 
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ДОПУСТИМЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ СИСТЕМЫ ЛЭНГФОРДА 

Э.В. Мусафиров 

Гродненский государственный университет им. Я. Купалы 
 

ADMISSIBLE PERTURBATIONS OF LANGFORD SYSTEM 

E.V. Musafirov 

Y. Kupala Grodno State University 
 

Получено множество трехмерных систем неавтономных обыкновенных дифференциальных уравнений, отражающая 
функция которых совпадает с отражающей функцией системы Лэнгфорда. Это позволяет сопоставить качественное 
поведение решений полученных систем и системы Лэнгфорда. 
 
Ключевые слова: отражающая функция, система обыкновенных дифференциальных уравнений, бифуркация Хопфа, 
периодическое решение. 
 
The set of three-dimensional systems of nonautonomous ordinary differential equations for which the reflecting function coin-
cides with reflecting function of the Langford system is obtained. It allows comparing the qualitative behavior of solutions of 
the obtained systems and Langford system. 
 
Keywords: reflecting function, system of ordinary differential equations, Hopf bifurcation, periodic solution. 

 
 

Введение  
Многие процессы, происходящие в окру-

жающем нас мире, моделируются с помощью 
систем обыкновенных дифференциальных урав-
нений. Большинство таких систем невозможно 
проинтегрировать даже в квадратурах и тем бо-
лее через элементарные функции. В связи с этим 
встает вопрос об изучении решений таких систем 
дифференциальных уравнений по виду самих 
систем (т. е. о применении качественной теории 
дифференциальных уравнений). Одним из новых 
инструментов качественной теории дифференци-
альных уравнений является отражающая функ-
ция (ОФ), введенная профессором В.И. Миро-
ненко [1], [2]. 

Для системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений 

 = ( , ), , nx X t x t x D              (0.1) 

с общим решением в форме Коши 0 0= ( ; , )x t t x  

ОФ определяется (см. [2, с. 11], а также [1, с. 62]) 
формулой ( , ) := ( ; , )F t x t t x  . Теория ОФ позво-

ляет проводить исследование качественного 
поведения решений даже неинтегрируемых в 
замкнутом виде систем несмотря на то, что ОФ 
определяется (формально) через общее решение 
этой системы. ОФ позволяет решать такие задачи 
качественной теории дифференциальных урав-
нений, как вопросы существования и устойчиво-
сти периодических решений [2], существования 
решений краевых задач [3], вопросы глобального 
поведения семейств решений дифференциальных 
систем [1]. Изучению качественного поведения 
решений дифференциальных уравнений с помо-
щью ОФ посвящены работы J. Zhou, Z. Zhou, 

Л.А. Альсевич, М.С. Белокурского, В.А. Бельско-
го, Е.В. Варенниковой, П.П. Вересовича, С.В. Майо-
ровской, В.И. Мироненко, В.В. Мироненко, Э.В. Му-
сафирова и других [4]–[13]. 

Любая непрерывно дифференцируемая 
функция ( , ),F t x  удовлетворяющая условию 

 , ( , ) (0, ) ,F t F t x F x x    является ОФ множе-

ства систем [1]. Все системы с одинаковой ОФ 
имеют один и тот же оператор сдвига [4, с. 11–
13] на любом интервале ( ; )  . Поэтому все 

2 -периодические системы с одинаковой ОФ 
имеют одно и то же отображение за период 
[ ; ]  . 

Пусть система (0.1) и система  
 = ( , ), , ny Y t x t y D      (0.2) 

имеют одинаковую ОФ ( , ),F t x  и пусть система 

(0.1) является 2 -периодической. Тогда, если 
решение ( ; , )t x   системы (0.1) и решение 

( ; , )t x   системы (0.2) продолжимы на отрезок 

[ , ],   то отображение за период [ , ]   для 

системы (0.1) есть  
( ; , ) ( , ) ( ; , ),x F x x          

хотя система (0.2) может быть непериодической. 
Т. е., между 2 -периодическими решениями 
системы (0.1) и решениями двухточечной задачи 

( ) = ( )y y   для системы (0.2) можно установить 

взаимно однозначное соответствие [1]. 
Таким образом, решения систем дифферен-

циальных уравнений с одинаковой ОФ имеют 
много одинаковых качественных свойств. По-
этому при исследовании качественных свойств 
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решений систем целесообразно заменять слож-
ную систему на более простую. 

 
1 Допустимые возмущения системы 

Лэнгфорда 
Находить возмущения дифференциальных 

систем, не меняющие ОФ (назовем такие воз-
мущения допустимыми), позволяет следующее 
утверждение (см. [12]). 

Утверждение 1.1. Пусть вектор-функции 

( , )i t x  ( 1, )i m  являются решениями диффе-

ренциального уравнения в частных производных 
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) = 0.
t x t x X t x

X t x t x
t x x

  
  

  
 (1.1) 

Тогда ОФ возмущенной дифференциальной сис-
темы вида  

1

= ( , ) ( ) ( , ), ,
m

n
i i

i

x X t x t t x t x D


         

совпадает с ОФ системы (0.1), где ( )i t  – 

произвольные непрерывные скалярные нечетные 
функции. 

Цель настоящей работы – поиск допусти-
мых возмущений для хорошо изученной системы 
Лэнгфорда [15]–[19], моделирующей турбулент-
ность в жидкости 

2 2 2

(2 1) ;

(2 1) ;

( ); , , .

x a x y xz

y x a y yz

z az x y z a x y

   
   

     




 
      (1.2) 

Для этой системы пара 0 0( 1/ 2, 2 )a T    

является точкой бифуркации Хопфа. Рождаю-
щиеся периодические решения системы (1.2) 
существуют при 1/ 2a   и являются асимптоти-
чески орбитально устойчивыми [17]. 

Получена следующая теорема. 

Теорема 1.1. Пусть ( ),i t  1,7i   – произ-

вольные скалярные непрерывные нечетные функ-
ции, тогда: 

1) ОФ системы (1.2) совпадает с ОФ сис-
темы 

   
 

 
 
  
 

  

1

2 3

1 3

1 2

1 3

1 3

2 2 2
1 3

1 ( )

( ) 1 ( )

2 1 ( ) ( ) ,

1 ) ( )

1 ( ) ( )

2 1 ( ) ( ) ,

1 ( ) )

(

( ;

x y x z x y xz t

y t x z t

ax t t

y x y z x t x t

y z t t

a t t

z x y z az t t

        

     

  

       

    

  

      







(1.3) 

2) при 2 / 3a   ОФ системы (1.2) совпада-
ет с ОФ системы 

1

1 1
( )

3 3
x x z y x z y t

               
    

  

     2 2 2 2 2
21 3 3 4 6 ( )x x y z x y z z t         

 
    
    

      

3 4

2 2 2 2 2
5

222 2 2 2 2
6

222 2 2 2 2
7

) 3 ( )

3 4 6 ( )

3 4 6 ( )

1 3 3 4 6 ( )

(

,

y t x xz t

y x y x y z z t

y x y x y z z t

x x y z x y z z t

     

      

      

      

 

     
 

    
    

      

1

2 2 2 2 2
2

3 4

2 2 2 2 2
5

222 2 2 2 2
6

222 2 2 2 2
7

1 1
( )

3 3

1 3 3 4 6 ( )

( ) 3 ( )

3 4 6 ( )

3 4 6 ( )

1 3 3 4 6 ( ),

y x y z x y z t

y x y z x y z z t

x t y yz t

x x y x y z z t

x x y x y z z t

y x y z x y z z t

               
    

       

     

      

      

      



 

 

 

    
  
  

  

2 2

2 2
1

2 2 2 2 2

2 2
2

2 2
4

2 2 2 2 2 2 2

2 2
7

1
2 3

3
1

2 3 ( )
3

3 4 6

3 3 2 3 ( )

3 3 2 3 ( )

( ) (3( ) 4 6 )

3 3 2 3 ( ).

z x y z z

x y z z t

x y x y z z

x y z z t

x y z z t

x y x y z z

x y z z t

     

     
 

     

     

   

    

   

 

 







 

Доказательство вытекает из утверждения 
1.1 последовательной проверкой тождества (1.1) 
для каждого вектор-множителя при ( )i t . 

Замечание. Обычно динамика процессов 
моделируется на неотрицательной временной 
полуоси, поэтому требование нечетности функ-
ций ( )i t  не является существенным, т. к. функ-

ции ( )i t  ( (0) 0)i   можно доопределить 

непрерывно нечетным образом на отрицатель-
ную полуось. 

С помощью теории ОФ Теорему 1.1 можно 
использовать для изучения качественного пове-
дения решений допустимо возмущенных систем. 
При этом, в частности, характер устойчивости 
решений, при 0 ,t t  выходящих из одной и той 

же точки, всех допустимо возмущенных систем 
такой же, как и у исходной системы. 

 
2 Численное решение 
Пример. Вышесказанное проиллюстрируем 

численными решениями с начальными условия-
ми (0) 0,x   (0) 0.01,y   (0) 0.1z   систем (1.2) 

(рисунки 2.1–2.3) и (1.3) при 0.53a   и 

( ) sin( ),i t i t    1,3i   (рисунки 2.4–2.6). 
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Рисунок 2.1 – Решение системы Лэнгфорда (1.2) с начальными условиями (0) 0,x   (0) 0.01,y   

(0) 0.1z   в фазовом пространстве 
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Рисунок 2.2 – Проекции решения системы Лэнгфорда (1.2) с начальными условиями (0) 0,x   

(0) 0.01,y   (0) 0.1z   на фазовые плоскости: 

(a) – на плоскость ;xOy  (b) – на плоскость ;xOz  (c) – на плоскость yOz  
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Рисунок 2.3 – Графики компонент решения системы Лэнгфорда (1.2) с начальными условиями 

(0) 0,x   (0) 0.01,y   (0) 0.1:z   

(a) – компоненты ( );x t  (b) – компоненты ( );y t  (c) – компоненты ( )z t  
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Рисунок 2.4 – Решение системы (1.3) при 0.53,a   ( ) sin( ),i t i t    1,3i   и начальными условиями 

(0) 0,x   (0) 0.01,y   (0) 0.1z   в фазовом пространстве 
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Рисунок 2.5 – Проекции решения системы (1.3) при 0.53,a   ( ) sin( )i t i t    и начальными условиями 

(0) 0,x   (0) 0.01,y   (0) 0.1z   на фазовые плоскости: 

(a) – на плоскость ;xOy  (b) – на плоскость ;xOz  (c) – на плоскость yOz  
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Рисунок 2.6 – Графики компонент решения системы (1.3) при 0.53,a   ( ) sin( ),i t i t    1,3i   

и начальными условиями (0) 0,x   (0) 0.01,y   (0) 0.1:z   

(a) – компоненты ( );x t  (b) – компоненты ( );y t  (c) – компоненты ( )z t  
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Заключение 
Полученно множество нестационарных 

систем обыкновенных дифференциальных урав-
нений, ОФ которых совпадает с ОФ системы 
Лэнгфорда. Одинаковая ОФ этих систем обу-
славливает совпадение некоторых качественных 
свойств поведения их решений, что позволяет 
использовать результаты исследования качест-
венного поведения решений хорошо изученной 
системы Лэнгфорда для изучения более сложных 
по своей природе нестационарных возмущенных 
систем. 
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ТЕОРЕМА ПУАССОНА ПОСТРОЕНИЯ СТАЦИОНАРНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 
АВТОНОМНЫХ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ 

А.Ф. Проневич 

Гродненский государственный университет им. Я. Купалы 
 

POISSON THEOREM OF BUILDING AUTONOMOUS INTEGRALS 
FOR AUTONOMOUS SYSTEMS OF TOTAL DIFFERENTIAL EQUATIONS 

A.F. Pranevich 

Y. Kupala Grodno State University 
 

Рассмотрена автономная система уравнений в полных дифференциалах и соответствующая ей гамильтонова диффе-
ренциальная система. Между этими дифференциальными системами установлены аналитические связи существования 
первых интегралов, наличия частных решений, выполнения условий полной разрешимости. Основываясь на этих свя-
зях, для автономной системы уравнений в полных дифференциалах доказана теорема Пуассона о построении стацио-
нарных первых интегралов и получены утверждения о наличии дополнительных стационарных первых интегралов. 
 
Ключевые слова: система уравнений в полных дифференциалах, первый интеграл, теорема Пуассона. 
 
The autonomous system of total differential equations and corresponding to it Hamiltonian differential system are considered. 
The analytical relations (the existence of first integrals and partial solutions, fulfillment of conditions of completely solvability) 
between these differential systems are established. Using these relations, the Poisson theorem of building autonomous first inte-
grals for autonomous system of total differential equations is proved and statements of the existence of additional autonomous 
first integrals for this system are obtained. 
 
Keywords: system of total differential equations, first integral, Poisson theorem. 

 
 

Введение  
Среди общих методов интегрирования ка-

нонических систем уравнений Гамильтона   

2 2

( ) ( )

1 ( )

i i

i i
p q

n

dq dp
H q p H q p

dt dt

i … n H C D D

       

       
   (0.1) 

особое значение имеет метод Пуассона. Он дает 
возможность по двум первых интегралам га-
мильтоновой системы (0.1) находить третий пер-
вый интеграл этой системы, а значит, в опреде-
ленных случаях строить интегральный базис га-
мильтоновой системы (0.1). Благодаря этому 
свойству метод Пуассона вошел практически во 
все монографии и учебники по аналитической 
механике (см., например, [1, с. 240; 2, c. 184; 3, 
с. 100]) и сформулирован в виде следующего 
утверждения.   

Теорема Пуассона. Пусть дважды непре-
рывно дифференцируемые скалярные функции 

1 :F D    и 2 :F D    являются первыми 

интегралами на области D D   гамильтоновой 
системы (0.1). Тогда скобка Пуассона 

1 2[ ] :F F D    от функций 1F  и 2F  будет пер-

вым интегралом гамильтоновой системы (0.1).   
К.Г. Якоби считал эту теорему наиболее глу-

боким открытием С.Д. Пуассона и по ее поводу в 
книге «Лекции по динамике» писал [1, с. 241]: 
«Это одна из замечательнейших теорем всего ин-
тегрального исчисления  и,  в  частном случае, 

когда положено H T U    это есть основная 
теорема аналитической механики. Именно она 
показывает, что если имеет место теорема живой 
силы, то из двух интегралов дифференциальных 
уравнений движения простым дифференцирова-
нием вообще можно вывести третий интеграл, 
отсюда четвертый и т. д., так что либо получатся 
все интегралы, либо по крайней мере некоторое 
число их».  

Вопрос о применении теоремы Пуассона к 
интегрированию нормальных обыкновенных авто-
номных дифференциальных систем n-го порядка   

( ) 1i
i

n

dx
X x i … n

dt

x t

     

      
              (0.2) 

изучался в работах А. Буля [4], П. Аппеля [5] и 
М.Ф. Шульгина [6]. Так, например, основной 
результат А. Буля для дифференциальной систе-
мы (0.2) выражает [4]   

Теорема Буля. Пусть непрерывно дифферен-
цируемая функция 1 :F     является первым 

интегралом на области     системы (0.2) и 
существуют скалярные функции :if      

1i … n     такие, что имеет место система 
тождеств   
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Тогда система (0.2) имеет дополнительный ав-
тономный первый интеграл   

2 1
1

: ( ) ( )
i

n

i x
i

F x f x F x x


       

При этом А. Буль показал, что из этой тео-
ремы для случая гамильтоновой системы (0.1) 
следует теорема Пуассона. А с другой стороны, в 
работе [5] П. Аппель установил, что теорема Бу-
ля может быть получена и из классической тео-
ремы Пуассона.  

В.В. Добронравов применил метод неголо-
номных координат к аналитической динамике 
для голономных систем и создал, в частности, 
теорию Пуассона в неголономных координатах 
[7]. Для уравнений в переменных Пуанкаре ана-
логичная теория была создана Н.Г. Четаевым [8; 
9]. На случаи голономных механических систем 
с избыточными координатами и неголономных 
механических систем обобщения теоремы Пуас-
сона получены М.Ф. Шульгиным [6].  

В данной работе теория Пуассона построе-
ния стационарных первых интегралов гамильто-
новых дифференциальных систем распростране-
на на автономные системы уравнений в полных 
дифференциалах   

1

( ) , 1
m

i ij j
j

dx X x dt i … n


                (0.3) 

где скалярные функции 
: 1 1ijX i … n j … m            

непрерывно дифференцируемы на области   из 
фазового пространства n    

Для дифференциальной системы (0.3), ис-
пользуя метод Лиувилля [10, с. 429–430], по-
строим расширенную гамильтонову систему 
уравнений в полных дифференциалах   
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с гамильтонианами   

1
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 
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           (0.6) 

Гамильтонова система уравнений в полных 
дифференциалах (0.4), (0.5) составлена таким 
образом, что первые n дифференциальных урав-
нений (0.4) образуют систему в полных диффе-
ренциалах (0.3), а вторые n  дифференциальных 
уравнений (0.5) составляют вспомогательную 
систему для определения избыточных перемен-
ных 1 ny … y    В развернутом виде вспомогатель-

ная дифференциальная система (0.5) есть линей-
ная система уравнений в полных дифференциалах   

1 1

( ) 1
i

m n

i x kj k j
j k

dy X x y dt i … n
 

           (0.7) 

Система (0.3) и расширенная гамильтоновая 
система (0.4), (0.5) индуцируют соответственно 
автономные линейные дифференциальные опе-
раторы первого порядка   
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G
 

С целью однозначного толкования, следуя в 
основном монографии [11], определим исполь-
зуемые в статье понятия. Систему уравнений в 
полных дифференциалах (0.3) назовем вполне 
разрешимой на области m     если в лю-

бой точке 0 0( )t x   решение задачи Коши с 

начальными данными 0 0( )t x  единственно [11, 

c. 17; 12, c. 21].  
Система (0.3) вполне разрешима тогда и 

только тогда, когда выполняются условия Фро-
бениуса [11, с. 19; 12, c. 113; 13, c. 43], которые с 
помощью скобок Пуассона линейных дифферен-
циальных операторов (0.8) выражаются системой 
тождеств [11, с. 112–113]   

[ ( ) ( )]

1 1

j x x

x j … m … m

 

           





X X
        (0.9) 

где   – нулевой линейный дифференциальный 
оператор первого порядка.   

Непрерывно дифференцируемую функцию 
:F     назовем стационарным первым ин-

тегралом на области X   системы уравне-
ний в полных дифференциалах (0.3), если   

( ) 0 , 1, ,j F x x j … m    X      (0.10) 

Совокупность функционально независимых 
на области X   стационарных первых инте-
гралов : 1F … k          системы (0.3) на-

зовем базисом стационарных первых интегралов 
на области   системы (0.3), если у этой систе-
мы любой стационарный первый интеграл   
можно представить в виде 

1( ) ( ( ) ( ))kx F x … F x x          

где   – некоторая непрерывно дифференцируе-
мая функция. Число k  при этом назовем размер-
ностью базиса стационарных первых интегралов 
на области   системы (0.3).  

Автономная вполне разрешимая система 
уравнений в полных дифференциалах (0.3) в ок-
рестности любой точки области   имеет базис 
стационарных первых интегралов размерности 

n r   где r  – ранг матрицы ij n m
X X


   

1 r m   [11, с. 114]. А в случае неполной раз-
решимости автономной системы уравнений в 
полных дифференциалах (0.3) с дефектом d  [1, 
c. 54] ее базис стационарных первых интегралов 
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в окрестности любой точки из области разреши-
мости имеет размерность n r d   [11, с. 53–59].  

Современное состояние теории интегралов 
и подробный обзор литературы по этой тематике 
приведены в монографиях [11; 14–16].   

 
1 Аналитические связи между системами  
Между первыми интегралами системы 

уравнений в полных дифференциалах (0.3) и ча-
стными решениями вспомогательной дифферен-
циальной системы (0.7) существуют аналитиче-
ские связи, которые выражает   

Свойство 1.1. Пусть дважды непрерывно 
дифференцируемая функция :F     являет-
ся стационарным первым интегралом на облас-
ти     системы уравнений в полных диф-
ференциалах (0.3). Тогда функции   

: ( ) 1, , ,
ii xy x F x x i … n         (1.1) 

составляют частное решение  вспомогательной 
системы в полных дифференциалах (0.7).  

Доказательство. Функции (1.1) образуют 
частное решение вспомогательной системы 
уравнений в полных дифференциалах (0.7) тогда 
и только тогда, когда на области   имеет место 
система тождеств в дифференциалах   

2

1 1

1 1

( ) ( )

( ) ( ) 0, 1

i k

i k

m n

x x kj j
j k

m n

x kj x j
j k

F x X x dt

X x F x dt i … n

 

 

 

       




 

которая образована подстановкой функций (1.1) 
в систему (0.7) с учетом системы (0.3).  

Эта система тождеств равносильна системе   

1 1

( ) ( ) 0

, 1

i k

m n

x kj x j
j k

X x F x dt

x i … n

 

 
   

 
     

 


 

или, используя линейные дифференциальные 
операторы первого порядка (0.8) и то, что диф-
ференциалы 1jdt j … m      независимы, систе-

ме тождеств   
( ) 0

1 1
ix jX F x x

i … n j … m

    

       


             (1.2) 

Если функция :F     есть первый интеграл 
системы уравнений в полных дифференциалах 
(0.3), то выполняется система тождеств (0.10), а 
значит, имеет место система тождеств (1.2). 
Свойство доказано.   

Установим аналитические связи между пер-
выми интегралами системы (0.3) и, соответст-
вующей ей,  расширенной гамильтоновой систе-
мы (0.4), (0.5).  

Свойство 1.2. Непрерывно дифференци-
руемая скалярная функция   

 : ( ) ( ) ( ) nF x y F x x y         

является n-цилиндричным первым интегралом 
гамильтоновой системы (0.4), (0.5) тогда и 

только тогда, когда скалярная функция 
: ( )F x F x x     будет стационарным пер-

вым интегралом системы уравнений в полных 
дифференциалах (0.3).    

Доказательство следует из того, что на об-
ласти n   имеем   


1

1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 1

i

i i

n

j ij x
i

n n

x kj k y j
i k

F x y X x F x

X x y F x F x j … m



 

   

        





G

X

 

Связь между полной разрешимостью системы в 
полных дифференциалах (0.3) и полной разре-
шимостью расширенной гамильтоновой системы 
(0.4), (0.5) выражает   

Свойство 1.3. Автономная система урав-
нений в полных дифференциалах (0.3) является 
вполне разрешимой тогда и только тогда, когда 
гамильтонианы (0.6) расширенной дифференци-
альной системы (0.4), (0.5) находятся в инволю-
ции, т. е. скобки Пуассона   

[ ( ) ( )] 0 ( )

1 1

n
jH x y H x y x y

j … m … m

         

        

 
  (1.3) 

Доказательство. Система тождеств (1.3) 
является критерием полной разрешимости [17] 
гамильтоновой системы (0.4), (0.5). Скобки Пу-
ассона для гамильтонианов (0.6) равны:   




1

[ ( ) ( )]

( ) ( )

( ) ( )

i i

i i

j

n

x y j
i

y x j

H x y H x y

H x y H x y

H x y H x y








   

     

    

  

 
1 1 1

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

i i

n n n

ij x k i x kj k
k i i

n

j k kj k
k

X x X x X x X x y

X X x X X x y

 
  

 


 
     

 

 

  


 

( ) 1 1nx y j … m … m                

Следовательно, система тождеств (1.3) рав-
носильна системе тождеств (0.9). Отсюда, по 
теореме Ф.Г. Фробениуса [11, с. 25], получаем, 
что система уравнений в полных дифференциа-
лах (0.3) будет вполне разрешимой. Свойство 
доказано.   
 

2 Первые интегралы  
Построение первых интегралов системы 

(0.3) по первым интегралам гамильтоновой сис-
темы (0.4), (0.5) основано на теоремах 2.1–2.5 и 
следствии 2.1.   

Теорема 2.1. Пусть непрерывно дифферен-
цируемые функции   

1 1: ( ) ( ) ( ) nF x y F x x y          и  

2 2: ( ) ( ) ( ) nF x y F x y x y               

являются первыми интегралами расширенной 
гамильтоновой системы уравнений в полных 



Теорема Пуассона построения стационарных интегралов автономных систем уравнений в полных дифференциалах 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (28), 2016 55

дифференциалах (0.4), (0.5). Тогда скалярная 
функция   

12 ( ): ( )
xy F xF x F x y x             (2.1) 

будет стационарным первым интегралом  сис-
темы в полных дифференциалах (0.3).  

Доказательство. По свойству 1.2, скалярная 
функция 1 :F     будет первым интегралом 

системы (0.3). Тогда, с учетом того, что функции 
(1.1) составляют частное решение (свойство 1.1) 
вспомогательной системы (0.7), вычислим диф-
ференциал функции (2.1) в силу системы урав-
нений в полных дифференциалах (0.3):   

1(1 1) 2 ( )
1 1

( ) ( ) ( )
i x

n m

x y F x ij j
i j

dF x F x y X x dt   
 

      

12 ( )
1 1 1

( ) ( )
i x i

n m n

y y F x x kj k j
i j k

F x y X x y dt 
  

 
      

 
   

1

2
1 1

2
1 1 ( )

( ) ( )

( ) ( )

i

i i

x

m n

ij x
j i

n n

x kj k y j
i k y F x

X x F x y

X x y F x y dt

 

   


   




    



 


 

12 ( )
1

( )
x

m

j y F x j
j

F x y dt x 


     G  

Отсюда, на основании того, что функция 

2 :F      есть первый интеграл расширен-

ной гамильтоновой системы (0.4), (0.5), имеем:   

(1 1)( ) 0dF x x       

то есть, скалярная функция (2.1) является ста-
ционарным первым интегралом системы уравне-
ний в полных дифференциалах (0.3). Теорема 
доказана.   

Теорема 2.1 указывает способ построения 
дополнительного первого интеграла F  системы 
в полных дифференциалах (0.3) по первому ин-
тегралу (свойство 1.2) 1F  системы (0.3) и пер-

вому интегралу 2F  расширенной гамильтоновой 

системы (0.4), (0.5).  
Применим теорему 2.1 к построению пер-

вых интегралов систем уравнений в полных 
дифференциалах (0.3), обладающих циклически-
ми переменными. При этом будем использовать 
следующее понятие: если функции :ijX     

1 1i … n j … m         входящие в задание систе-

мы (0.3), являются цилиндричными по зависи-
мой переменной {1 }x … n        то переменную 

x  для системы (0.3) назовем циклической.   

Свойство 2.1. Если переменная {1 }x … n      
для системы в полных дифференциалах (0.3) яв-
ляется циклической, то (2 1)n  -цилиндрическая 

функция   
: ( ) ( ) nF x y y x y        

будет  первым интегралом расширенной га-
мильтоновой системы (0.4), (0.5).  

Действительно, производные Ли функции 
F  в силу системы (0.4), (0.5) равны   

1

( ) ( ) 0

( ) 1

n

j x ij i
i

n

F x y X x y

x y j … m




    

        


 

G
 

На основании  теоремы 2.1, свойств 1.2 и 
2.1 получаем следующее утверждение.  

Теорема 2.2. Пусть функция  
: ( )F x F x x     

является первым интегралом системы (0.3) с 
циклической переменной {1 }x … n      Тогда 

функция 

1 : ( ) {1 }xF x F x x … n


          

будет первым интегралом системы уравнений в 
полных дифференциалах (0.3).    

Используя теорему 2.2 получаем, что если 
первый интеграл : ( )F x F x x     диффе-

ренциальной системы (0.3) бесконечное число раз 
непрерывно дифференцируем по циклической для 
системы (0.3) переменной {1 }x … n      то ска-

лярные функции   

1: ( ) 2 3k
k x kF x F x x k …

            

также будут первыми интегралами системы 
уравнений в полных дифференциалах (0.3).   

Теорема 2.3 (теорема Пуассона). Пусть пер-
выми интегралами расширенной гамильтоновой 
системы уравнений в полных дифференциалах 
(0.4), (0.5) являются дважды непрерывно диф-
ференцируемые функции   

1 1: ( ) ( ) ( ) nF x y F x x y          и  

2 2: ( ) ( ) ( ) nF x y F x y x y               

Тогда скобка Пуассона   

11 2 ( ): [ ( ) ( )]
xy F xF x F x F x y x         (2.2) 

будет первым интегралом системы уравнений в 
полных дифференциалах (0.3).    

Доказательство. По теореме Пуассона для 
гамильтоновых систем уравнений в полных диф-
ференциалах, доказанной И.С. Аржаных в работе 
[17], скалярная функция (скобка Пуассона двух 
первых интегралов)   


1 2

1 2
1

( ) [ ( ) ( )]

( ) ( ) ( )
i i

n

x y
i

F x y F x F x y

F x F x y x y


    

         
 

будет первым интегралом расширенной гамиль-
тоновой системы (0.4), (0.5).   

Используя первые интегралы 

1 : nF      и  :F      

расширенной гамильтоновой системы (0.4), (0.5), 
по теореме 2.1, строим первый интеграл (2.2) 
системы уравнений в полных дифференциалах 
(0.3). Теорема доказана.   

Теорема Пуассона указывает способ, по-
средством которого по одному известному пер-
вому интегралу (свойство 1.2) системы (0.3) и 
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одному известному первому интегралу гамиль-
тоновой системы (0.4), (0.5) можно найти допол-
нительный (второй) первый интеграл системы 
(0.3). Последовательное применение теоремы 
Пуассона дает возможность нахождения некото-
рого количества функционально независимых 
первых интегралов системы (0.3), а в «благопри-
ятных» случаях и базис первых интегралов сис-
темы (0.3).   

Для доказательства многомерного аналога 
теоремы А. Буля (теорема 2.4)  понадобится  

Свойство 2.2. Расширенная гамильтонова 
система уравнений в полных дифференциалах 
(0.4), (0.5) имеет автономный линейный по им-
пульсам первый интеграл   


1

( ) ( ) ( )
n

n
i i

i

F x y f x y x y


          

если и только если функции 
: 1if i … n         

удовлетворяют системе тождеств   
[ ( ) ( )] 1j x x x j … m         X F   (2.3) 

где линейный дифференциальный оператор 

1

( ) ( )
i

n

i x
i

x f x x


     F  

Доказательство. Функция F  является ли-
нейным по импульсам первым интегралом га-
мильтоновой системы (0.4), (0.5), если и только 
если имеет место система тождеств   



1 1

( )

( ) ( ) ( ) 0

( ) 1

k

j

n n

j i x ij k i
i k

n

F x y

f x X x f x y

x y j … m
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 

     
 

        

 

G

X



 

что равносильно операторной системе тождеств 
(2.3). Свойство доказано.   

Теорема 2.4. Пусть функция 
: ( )F x F x x     

является автономным первым интегралом сис-
темы в полных дифференциалах (0.3). Тогда 
система тождеств (2.3) будет необходимым и 
достаточным условием существования у систе-
мы в полных дифференциалах (0.3) дополнитель-
ного автономного первого интеграла вида   


1

: ( ) ( )
i

n

i x
i

F x f x F x x


       

Доказательство непосредственно следует 
из теоремы 2.1, свойств 2.2 и 1.2.   

Используя теорему 2.4, получаем следую-
щие утверждения по построению первых инте-
гралов систем уравнений в полных дифферен-
циалах, имеющих симметрии.   

Теорема 2.5. Пусть функция  
: ( )F x F x x     

является первым интегралом автономной сис-
темы уравнений в полных дифференциалах (0.3), а 
индуцированные ею линейные дифференциальные 

операторы первого порядка 1j j … m    X  сим-

метричны с оператором {1 }… m     X  т. е. 

имеет место операторная система тождеств 
[ ( ) ( )]

1 {1 }

j x x

x j … m … m

 

          





X X
        (2.4) 

Тогда скалярная функция   

1

: ( ) ( )

{1 }

i

n

i x
i

F x X x F x

x … m

 


 

      




              (2.5)   

будет дополнительным первым интегралом 
дифференциальной системы (0.3).    

Доказательство. Из доказательства свойст-
ва 1.3 следует, что система тождеств (2.4) равно-
сильна на области n   системе тождеств   

[ ( ) ( )] 0 1 {1 }jH x y H x y j … m … m               
Отсюда, по определению первого интеграла  

гамильтоновой системы, получаем, что гамиль-
тониан 

1

: ( ) ( )

( ) {1 }

n

i i
i

n

H x y X x y

x y … m

 


 

        


 

 

будет первым интегралом системы Гамильтона 
(0.4), (0.5), соответствующей системе (0.3).  

На основании свойства 1.2 и теоремы 2.1 
получаем, что функция (2.5) является первым 
интегралом системы уравнений в полных диф-
ференциалах (0.3). Теорема доказана.   

Следствие 2.1. Пусть функция 
: ( )F x F x x     

является первым интегралом автономной впол-
не разрешимой системы в полных дифференциа-
лах (0.3). Тогда функции   

1

: ( ) ( ) 1
i

n

j ij x
i

F x X x F x x j … m


           

будут первыми интегралами автономной вполне 
разрешимой системы (0.3).    
 

Заключение  
В работе между системой уравнений в пол-

ных дифференциалах (0.3) и гамильтоновой 
дифференциальной системой (0.4), (0.5) установ-
лены аналитические связи наличия частных ре-
шений (свойство 1.1), существования первых 
интегралов (свойство 1.2), выполнения условий 
полной разрешимости (свойство 1.3). Основыва-
ясь на этих связях, для дифференциальной сис-
темы (0.3) получено утверждение (теорема 2.1) о 
нахождении первого интеграла по двум первым 
интегралам гамильтоновой системы (0.4), (0.5), 
доказана теорема Пуассона о построении ста-
ционарных первых интегралов (теорема 2.3), 
приведены положения о существовании допол-
нительных первых интегралов (теоремы 2.4 и 
2.5, следствие 2.1), а также исследован вопрос 
(теорема 2.2) о наличии первых интегралов у 



Теорема Пуассона построения стационарных интегралов автономных систем уравнений в полных дифференциалах 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (28), 2016 57

дифференциальной системы (0.3), обладающей 
циклическими переменными.  

Полученные результаты могут быть приме-
нены в аналитической теории многомерных 
дифференциальных уравнений и в аналитиче-
ской механике.  
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КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ С ОБОБЩЕННО СУБНОРМАЛЬНЫМИ 
СИЛОВСКИМИ ПОДГРУППАМИ 

В.Н. Семенчук 
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FINITE GROUPS WITH GENERALIZED SUBNORMAL 
SYLOW SUBGROUPS 

V.N. Semenchuk 

F. Scorina Gomel State University 
 

Изучается строение конечных групп, у которых силовские подгруппы обобщенно субнормальны. 
 
Ключевые слова: насыщенная формация, наследственная формация, разрешимая группа, субнормальная подгруппа, 
обобщенно субнормальная подгруппа. 
 
The structure of finite groups every Sylow subgroup of which is generalized subnormal is studied. 
 
Keywords: saturated formation, hereditary formation, soluble group, subnormal subgroup, generalized subnormal subgroup. 

 
 

Введение  
Рассматриваются только конечные группы. 

Важную роль при изучении строения конечных 
групп играют силовские подгруппы. Например, 
группа, у которой все силовские подгруппы суб-
нормальны, нильпотентна.  

В теории классов конечных групп обобще-
нием понятия субнормальности является понятие 
F -достижимости, введенное Кегелем в работе [1].  

Определение 1. Пусть F  – непустая фор-
мация. Назовем подгруппу H  F -достижимой в 
группе G, если существует цепь подгрупп  

0 1 mG H H … H H      

такая, что для любого 1 2i … m     либо под-

группа iH  нормальна в 1iH    либо 1( )i iH H  F   

В настоящей работе рассматривается задача 
изучения строения конечных групп, у которых 
силовские подгруппы F -достижимы.  

Началом такого исследования строения ко-
нечных групп восходит к работам [2]–[4].  

Необходимые обозначения и определения 
можно найти в монографии [5]. Напомним неко-
торые из них.  

Формация – класс групп, замкнутый отно-
сительно гомоморфных образов и подпрямых 
произведений. Формация называется насыщен-
ной, если она замкнута относительно фраттиние-
вых расширений. Формация называется наслед-
ственной, если она замкнута относительно взя-
тия подгрупп.  

Пусть F  – непустая формация. Через GF  
обозначается F -корадикал группы, то есть пере-
сечение всех тех нормальных подгрупп N группы 
G  для которых G N  F   

Минимальная не F -группа – группа, не 
принадлежащая F  все собственные подгруппы 
которой принадлежат F   

Группа Шмидта – минимальная ненильпо-
тентная группа.  

Через ( )G  обозначается множество всех 

простых делителей порядка группы G   
Через ( )G    – число простых делителей 

порядка группы G   
Через ( ) F  – множество всех простых де-

лителей порядков групп, принадлежащих F   

Обозначим через pG  силовскую p-подгруп-

пу группы G   
 

1 Cвойства F -достижимых подгрупп 
В дальнейшем нам понадобятся следующие 

известные свойства F -достижимых подгрупп.  
Лемма 1.1. Пусть F  – непустая наследст-

венная формация. Тогда справедливы следующие 
утверждения:  

1) если H – подгруппа группы G  и G H F  
то H  – F -достижимая подгруппа группы G   

2) если H – F -достижимая подгруппа груп-
пы G  то H K  – F -достижимая подгруппа 
K  для любой подгруппы K  группы G   

3) если H  – F -достижимая подгруппа K  
и K  – F -достижимая подгруппа группы G  то 
H  – F -достижимая подгруппа группы G   

4) если 1H  и 2H  – F -достижимые под-

группы группы G  то 1 2H H  – F -достижи-

мая подгруппа группы G   

МАТЕМАТИКА
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5) если H  – F -достижимая подгруппа 

группы G  то xH  F -достижима в G  для лю-
бых x G    

Лемма 1.2. Пусть F  – непустая формация. 

Если G – разрешимая минимальная не F -группа, 

то GF  – примарная подгруппа.  
Доказательство. Пусть G – разрешимая 

минимальная не F -группа. Тогда ( ) ( )G F G    
Отсюда следует, что в группе G найдется нор-
мальная примарная подгруппа K, не содержа-
щаяся в ( )G   Но тогда в G  найдется макси-

мальная подгруппа M  такая, что G KM   Так 
как M  F  то G K MK K M M K       F  

Отсюда следует, что G K F  Лемма доказана.  

Лемма 1.3. Пусть F  – насыщенная форма-

ция. Если G  – минимальная не F -группа и G  – 

p-замкнута ( )p G   то pG G F   

Доказательство. Так как pG   F  то pG G  F  

а значит, pG G F  Так как ( ) ( )pG G    и 

формация F  насыщенная, то GF  не содержится в 

( )pG   Так как ( )p pG G   – элементарная груп-

па, то по теореме 11.3 из [5] ( ) ( )p pG G G  F  

обладает G-допустимым дополнением ( )pC G   

в ( )p pG G    Тогда pG C G F  ( )pC G G   F  

Если pG G F  то pG G
F  отлична от G  и, зна-

чит, принадлежит F  Но тогда, ввиду равенства 

pG G C G  F  имеем  

p pG C G G C G G      F F F  

отсюда следует G CF  и ( )pG G  F  Тем са-

мым доказано, что pG G F   

В дальнейшем нам понадобятся следующие 
известные леммы.  

Лемма 1.4. Если G – группа Шмидта, то G 
– бипримарная p-замкнутая группа, где ( )p G    

Лемма 1.5. Если G – минимальная не p-ниль-
потентная группа, то G – группа Шмидта.  

Лемма 1.6. Если G – минимальная не p-раз-
ложимая группа, то G – группа Шмидта.  

Лемма 1.7. Если G – минимальная неабелева 
группа, то G либо бипримарная p-замкнутая 
группа ( ( )),p G  либо примарная группа.  

 
 2 Основная теорема 

Теорема 2.1. Пусть F  – непустая наслед-
ственная формация, у которой любая минималь-
ная не F -группа разрешима. Тогда следующие 
утверждения эквивалентны:  

1) любая группа G, у которой все силовские 
подгруппы F -достижимы и принадлежат F  

также принадлежит F   

2) любая минимальная не F -группа G  либо 

бипримарная p-замкнутая ( ( ))p G  группа, 

либо примарная группа.  
Доказательство. Покажем, что из 1) следу-

ет 2). Пусть G  – произвольная минимальная не 
F -группа. Согласно условию, G  – разрешимая 
группа.  

Покажем, что ( ) 2G     Предположим 

противное, т. е. ( ) 2G     Согласно лемме 1.2 

GF  – p-группа, где ( )p G   Согласно теореме 

Силова pG G F  где pG  – некоторая силовская 

p-подгруппа. По лемме 1.1 pG  – F -достижимая 

подгруппа группы G.  
Пусть qG  – произвольная силовская q-под-

группа группы G  где q p   Рассмотрим под-

группу qG G F  Так как ( ) 2G     то qG GF  – 

собственная подгруппа группы G  Так как G  – 

минимальная не F -группа, то qG G  F F  Так как 

F  – наследственная формация, то qG  – F -до-

стижимая подгруппа в qG G F  По лемме 1.1 

qG GF  – F -достижимая подгруппа группы G  

Но тогда по лемме 1.1 qG  – F -достижимая под-

группа группы G.  
Итак, все силовские подгруппы из G F -до-

стижимы в G  Так как  G  – минимальная  не  
F -группа и ( ) 2G     то все силовские под-

группы группы G  принадлежат F  Отсюда, со-

гласно условию, получаем, что G F  что не-

возможно. Итак, ( ) 2G      
Рассмотрим случай, когда ( ) 2G     Пока-

жем, что GF  – силовская p-подгруппа группы G   
Предположим противное, т. е. GF  – собст-

венная подгруппа pG   Так как G  разрешима и 

бипримарна, то p qG G G   Очевидно, что qG GF  

– собственная подгруппа группы G  Так как G  – 

минимальная не F -группа, то qG G  F F  Так как 

F  – наследственная формация, то qG  – F -дости-

жимая подгруппа из qG G F  По лемме 1.1 qG GF  

F -достижима в G  Так как pG G F  то по лем-

ме 1.1 pG  F -достижима в G  Итак все силов-

ские подгруппы из G  принадлежат F  и F  – 
достижимы в G. Тогда согласно условию теоре-
мы G F  что невозможно. Следовательно, G  – 

p-замкнутая группа. Если ( ) 1G     то G  – при-

марная группа.  
Покажем, что из 2) следует 1). Пусть в 

группе G, удовлетворяющей пункту 2) все силов-
ские подгруппы F -достижимы и принадлежат F  
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Покажем, что G F  Предположим противное. 
Пусть H  – собственная подгруппа группы G  
Индукцией, по порядку группы G  покажем, что 
H  F  Действительно. Пусть pH  – произволь-

ная силовская p-подгруппа H   По теореме Си-
лова p pH G    где pG  – некоторая  силовская  

p-подгруппа из G  Так как pG  F  и F  – наслед-

ственная формация, то pH F  и pH  – F -до-

стижима в pG   По условию pG  F -достижима в 

G  Но тогда по лемме 1.1 pH  F -достижима в 

G  Теперь, согласно лемме 1.1, pH  F -дости-

жима в H   Итак, в H  все силовские подгруппы 
принадлежат F  и F -достижимы в H    

По индукции, H  F  Следовательно, G  – 

минимальная не F -группа. Согласно условию 
теоремы G  либо бипримарная p-замкнутая груп-
па, либо примарная группа G   

Пусть G  – бипримарная группа. Тогда 

p qG G G   По лемме 1.3 pG G F  Так как qG  

– F -достижимая подгруппа группы G, то qG M   

где M  либо максимальная F -нормальная под-
группа G  либо M  нормальна в G   

Пусть M  – максимальная F -нормальная 

подгруппа группы G  Тогда pG G M  F  Так 

как qG M   то p qG G G M    что невозможно. 

Пусть M  – нормальная подгруппа группы G  
Так как pG G M  и pG F  и M  F  то 

pG G F  и G M  F  Так как F  – формация, 

то pG M G   F  Отсюда следует, что 

pG M G  F  Так как pG G F  то pG M   что 

невозможно.  
Пусть ( ) 1G     Тогда pG G   Согласно 

условию, pG  F  что невозможно. Теорема до-

казана.  
 

Следствие 2.1. Пусть F  – формация всех 
p-нильпотентных групп. Группа является p-ниль-
потентной тогда и только тогда, когда у нее 
все силовские подгруппы F -достижимы в G   

Доказательство следует из теоремы 2.1 и 
леммы 1.5.  

Следствие 2.2. Пусть F  – формация всех 
p-разложимых групп. Группа является p-разло-
жимой тогда и только тогда, когда у нее все 
силовские подгруппы F -достижимы в G   

Доказательство следует из теоремы 2.1 и 
леммы 1.6.  

Следствие 2.3. Группа является абелевой 
тогда и только тогда, когда все ее силовские 
подгруппы абелевы и субнормальны.  

Доказательство следует из теоремы 2.1 и 
леммы 1.7.  
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Пусть G – конечная группа. Пусть { }i i I      – разбиение множества всех простых чисел   и n – целое число. По-

ложим ( ) { ( ) }i in n          ( ) ( )G G       Множество  1   подгрупп из G называется полным холловским 

 -множеством в G, если каждый член в \{1}  является холловской i -подгруппой в G для некоторого i  и   со-

держит в точности одну холловскую i -подгруппу из G для каждого ( )i G    Если G обладает полным холловским 

 -множеством, то G называется  -полной. Подгруппа A из G называется: (i)  -холловской подгруппой G, если 

( ) ( )A G A        (ii) H -нормально вложенной в G, если A является  -холловской подгруппой некоторой нор-

мальной подгруппы  из  G.  В  данной работе изучаются  -полные группы G, каждая подгруппа которых является 

H -нормально вложенной в G.  

 
Ключевые слова: конечная группа,  -холловская подгруппа, H -нормально вложенная подгруппа, H E -группа. 

 
Let G be a finite group. Let { }i i I      be a partition of the set of all primes   and n an integer. Let 

( ) { ( ) }i in n          ( ) ( )G G       A set   of subgroups of G is said to be a complete Hall  -set of G if every 

member of \{1}  is a Hall i -subgroup of G for some i  and   contains exact one Hall i -subgroup of G for every 

( )i G    If G possesses a complete Hall  -set, then it is said to be  -full. A subgroup A of G is called: (i) a  -Hall sub-

group of G if ( ) ( )A G A        (ii) H -normally embedded in G if A is a  -Hall subgroup of some normal subgroup of 

G. In this paper, we study  -full groups G whose all subgroups are H -normally embedded in G.  

 
Keywords: finite group,  -Hall subgroup, H -normally embedded subgroup, H E -group. 

 
 

Введение  
Все рассматриваемые в работе группы яв-

ляются конечными, символ G обозначает конеч-
ную группу. Кроме того,   – множество всех 
простых чисел,     и \   � Если n – це-

лое число, символ ( )n  обозначает множество 

всех простых чисел, делящих n; как обычно, 
( ) ( )G G      – множество всех простых чисел, 

делящих порядок G.  
В дальнейшем, { }i i I      – некоторое 

разбиение множества   т. е. i I i    и 

i j     для всех i j     – непустое под-

множество из   \      
Пусть  
( ) { ( ) }i in n         и ( ) ( )G G       

Тогда G  называется  -примарной [1], [2], если 
G  – i -группа для некоторого i    

Множество 1  подгрупп из G  называет-
ся полным холловским  -множеством в G  [3], 

если каждый член в {1}  является холловской 

i -подгруппой в G  для некоторого i  и   со-

держит в точности одну холловскую i -под-

группу из G для каждого ( )i G    Если G об-

ладает полным холловским  -множеством, то G 
называется  -полной. В дальнейшем мы полага-
ем, что G  является  -полной группой.  

Подгруппа A из G называется [1], [2]: 
(i)  -холловской подгруппой G  если 

( ) ( )A G A        

(ii)  -субнормальной в G  если существует 

такая цепь подгрупп 0 1 tA A A A G       что 

либо 1iA  является нормальной в iA  либо 1( )
ii i AA A  

является  -примарной для всех 1i … t      
В данной работе нами исследуется следую-

щее понятие.  
Определение 0.1. Подгруппа A из G называ-

ется H -нормально вложенной в G  если A  
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является  -холловской подгруппой некоторой 
нормальной подгруппы из G. 

Заметим, что в случе, когда {{2} {3} }…      

понятие H -нормально вложенной подгруппы 

эквивалентно понятию холловски нормально 
вложенной подгруппы в [4].  

Пример 0.2. Заметим, что для любого   все 
 -холловские подгруппы и все нормальные под-
группы некоторой группы S являются H -нор-

мально вложенными в S. Пусть теперь P – про-
стой 11 7 3( )C C  -модуль, который является точ-

ным для 7 3C C   Пусть 7 3 5( ( ))G P C C A     

Пусть 1 2{ }     где 1 {5 7 11}     и 2 {5 7 11}      
Тогда подгруппа 7 5( )M P C A   нормальна в 

G  и подгруппа B  порядка 12  из 5A  является 

 -холловской подгруппой в M   следовательно, 
B  является H -нормально вложенной в G  Ес-

ли же 1 2{ }      где 1 {7}   и 2 {7}    то B  

не является H -нормально вложенной в G   
Напомним, что G   -нильпотентна [5], ес-

ли 1 tG H H     где 1{1 }tH … H    – полное 

холловское  -множество в G. Символ N  обо-

значает класс всех  -нильпотентных групп; G N  
обозначает  -нильпотентный корадикал G  
т. е. пересечение всех нормальных подгрупп N  
из G  с  -нильпотентным фактором G N   GN  
обозначает нильпотентный корадикал G. 

Пусть F  – класс групп. Подгруппа H  из G  
называется F -проектором G [6, VI, определение 
7.8], если H F  и для каждой подгруппы E  из 
G  такой, что H E  и E N  F  следует, что 
E NH   Подгруппа H из G называется  -кар-
теровой подгруппой G, если H – N -проектор G. 

Говорят, что G имеет силовскую башню, ес-
ли G имеет нормальный ряд  

0 1 11 t tG G G G G        

где 1i iG G     – порядок некоторой силовской 

подгруппы из G для каждого {1 }i … t     Главный 

фактор H K  из G называется  -центральным 
(в G) [1], если ( ) ( ( ))GH K G C H K    является 

 -примарной группой; в противном случае, 
H K  называется  -эксцентральным (в G).  

Группа G  называется H E -группой, если 

G D M   где D G  N  –  -холловская под-
группа в G  причем ( ) ( )D D      D  имеет 

силовскую башню и каждый главный фактор из 
G ниже D является  -эксцентральным, M явля-
ется  -картеровой подгруппой в G  и M  дейст-
вует неприводимо на каждой M-инвариантной 
силовской подгруппе из D. 

В данной работе нами доказывается сле-
дующий результат.  

Теорема 0.3. Следующие условия эквиваленты:  
(i) Каждая подгруппа из G является H -нор-

мально вложенной в G.  

(ii) G G M N  является H E -группой, где 

G N  – циклическая группа, порядок которой сво-
боден от квадратов, и M – дедекиндова группа.   

(iii) G D M   где D  –  -холловская цик-
лическая подгруппа в G, порядок которой свобо-
ден от квадратов, причем ( ) ( )D D      и M – 

дедекиндова группа.  
Следствие 0.4 (Ли, Лиу [7]). В том и толь-

ко в том случае каждая подгруппа из G является 
холловски нормально вложенной в G, когда 
G D M   где D G N  – циклическая холлов-
ская подгруппа из G, порядок которой свободен 
от квадратов, и M – дедекиндова группа.  
 

1 Основные леммы  
Целое число n называетя  -числом, если 

( )n    Подгруппа H из G называется холлов-

ской  -подгруппой в G [1], если H   –  -число 

и G H    –  -число. Символ ( )O G  использу-

ется для обозначения подгруппы из G  порож-
денной всеми нормальными  -подгруппами из 
G  Группа G  называется  -разрешимой [1], [2], 
если каждый главный фактор из G   -примарен.  

Лемма 1.1. Пусть H – нормальная подгруп-
па из G  Если ( )H H G   –  -группа, то H 

содержит холловскую  -подгруппу E и E нор-
мальна в G  Следовательно, если ( )H H G   

является  -нильпотентной группой, то H явля-
ется  -нильпотентной группой.  

Доказательство. Пусть ( )D O H   Тогда, 

поскольку ( )H G   -нильпотентна, D  явля-

ется холловской  -подгруппой в H   Следова-
тельно, по теореме Шура-Цассенхауза, H  имеет 
холловскую  -подгруппу, скажем E  Очевид-
но, что H   -разрешима, где 

i i       Зна-

чит, любые две холловские  -подгруппы из H  
сопряжены. Согласно аргументу Фраттини,  

( ) ( ( ( ))) ( ) ( )G G GG HN E E H G N E N E      
Следовательно, E нормальна в G.                  
Лемма 1.2. Если каждый главный фактор 

из G ниже D G  N  цикличен, то D нильпо-
тентна.  

Доказательство. Предположим, что это не 
так, и пусть G – контрпример минимального по-
рядка. Пусть R – минимальная нормальная под-
группа из G  Тогда, ввиду G -изоморфизма 

( )D D R DR R G R       N  получаем, что 

каждый главный фактор из G R  ниже DR R  
цикличен. Следовательно, ввиду выбора G  
D D R DR R    нильпотентна. Значит, R D  
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и R – единственная минимальная нормальная 
подгруппа в G  Ввиду леммы 1.1, ( )R G   и 

следовательно, ( )RR C R  по [8, A, теорема 15.2]. 

Но R   является простым числом по условию 

леммы, следовательно, ( )GG R G C R    цик-

лична. Поэтому G сверхразрешима, и следова-

тельно, G N  нильпотентна, поскольку 

G G  N N                                                                 
Прямые расчеты показывают, что верна 

следующая лемма.  
Лемма 1.3. Класс всех  -разрешимых групп 

замкнут относительно прямых произведений, 
гомоморфных образов и подгрупп. Кроме того, 
любое расширение  -разрешимой группы с по-
мощью  -разрешимой группы также является 
 -разрешимой группой.  

Пусть A, B и R – подгруппы из G. Тогда A 
называется R-перестановочной c B [9], если для 
некоторого x R  мы имеем x xAB B A    

Если G содержит такое полное холловское 
 -множество 1{1 }tH … H      что i j j iH H H H  

для всех i j   то 1{ }tH … H   назывется  -бази-

сом в G. 
Лемма 1.4 [3, теоремы А и В]. Пусть G – 

 -разрешимая группа. Тогда:   
(i) G имеет такой  -базис 1{ }tH … H    что 

для всякого i j  каждая силовская подгруппа из 

iH  G -перестановочна с каждой силовской под-

группой из jH     
(ii) Для любого   справедливы следующие 

утверждения: G имеет холловскую  -подгруп-
пу E, каждая  -подгруппа из G содержится в 
некоторой сопряженной с E подгруппе и E явля-
ется G-перестановочной с каждой силовской 
подгруппой из G.  

Лемма 1.5. Пусть H, E и R – подгруппы из 
G. Предположим что H является H -нормально 

вложенной в G и R нормальна в G.  
(1) Если H E   то H является H -нор-

мально вложенной в E.  
(2) HR R  является H -нормально вло-

женной в G R    
(3) Если S – нормальная подгруппа в G, то 

H S  является H -нормально вложенной в G. 

(4) Если G H     -примарен, то H являет-

ся либо  -холловской подгруппой G, либо нор-
мальна в G. 

Доказательство. Пусть V – такая нормаль-
ная подгруппа из G, что H является  -холлов-
ской подгруппой в V. 

(1) Поскольку H является  -холловской 
подгруппой в V  и V E  нормальна в E  то H  
является  -холловской подгруппой в V E   

 Следовательно, H является H -нормально 

вложенной в E. 
(2) Пусть H –  -группа. Поскольку V H    – 

 -число, то  
VR HR V H V R H R            

также является  -числом. Следовательно, 
HR R  –  -холловская подгруппа в VR R  и, 
значит, HR R  является H -субнормально вло-

женной в G R    
(3) Очевидно, что V S  нормальна в V и в 

G. Поскольку H является  -холловской подгруп-
пой в V, ( )H V S H S     является  -хол-

ловской подгруппой в V S    
(4) Предположим, что H не является нор-

мальной подгруппой в G  Тогда H V   Ввиду 
условия леммы, G H     -примарен. Пусть 

G H    – i -число. Тогда V H    также являет-

ся i -числом. Но H  –  -холловская подгруппа 

в V   Следовательно, H  является  -холловской 
подгруппой в G.                                                       

Следующая лемма хорошо известна (см., на-
пример, [10, лемма 3.29] или [11, лемма 1.10.10]).  

Лемма 1.6. Пусть H K  – абелев главный 
фактор из G и V – такая максимальная подгруп-
па в G  что K V  и HM G   Тогда 

( ) ( ( ))G GG M H K G C H K       

 
2 Доказательство теоремы 0.3  
Доказательство теоремы 0.3. (i) (ii) 

Предположим, что импликация не верна, и пусть 
G – контрпример минимального порядка. Тогда 

1D G  N  и ( ) 1G      

(1) Условие (ii) верно для каждого собст-
венного фактора H K  из G (т. е. такого фак-
тора H K   что либо 1K    либо )H G . Это 

прямо следует из леммы 1.5 (1) (2) и выбора G.  
(2) G   -разрешима.  
Ввиду утверждения (1) и леммы 1.3, доста-

точно показать, что G не проста. Предположим, 
что это не так. Тогда, поскольку ( ) 1G     еди-

ничная подгруппа является единственной собст-
венной нормальной подгруппой в G. Следова-
тельно, каждая подгруппа из G является  -хол-
ловской подгруппой в G. Значит, если p – наи-
меньший простой делитель G   и P – силовская 

p-подгруппа из G  то P p    откуда G p   по 

[6, IV, лемма 2.8]. Полученное противоречие по-
казывает, что (2) верно.  

(3) D является циклической группой, поря-
док которой свободен от квадратов.   

Пусть ( ) ip D   и пусть P – силовская 

p-подгруппа из D. Так как G содержит такую 
нормальную подгруппу E  что 'i

E G p     то 
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G E  – i -группа. Следовательно, GD E E    
откуда P p    Поэтому G  сверхразрешима по 

[6, IV, лемма 2.8] и, следовательно, каждый глав-
ный фактор из G ниже D является циклическим. 
Следовательно, D нильпотентна по лемме 1.2, и 
поэтому D является циклической группой, поря-
док которой свободен от квадратов.  

(4) D является  -холловской подгруппой в 
G. Следовательно, D имеет дополнение M в G. 

Предположим, что D не является  -холлов-
ской подгруппой в G. Тогда для некоторого i I  
и для некоторых холловских i -подгрупп U  и 

iH  из D и G, соответственно, следует 1 iU H    
Пусть R – минимальная нормальная подгруппа 
из G, содержащаяся в D. Из утверждения (2) сле-
дует, что R – k -группа для некоторого k. Кроме 

того, ( )D R G R    N  –  -холловская подгруп-

па в G R  по утверждению (1). Следовательно, 
UR R  –  -холловская подгруппа в G R   
Предположим, что 1UR R    Тогда UR R  – 
холловская i -подгруппа в G R    

Если k i   то, очевидно, U  является хол-

ловской i -подгруппой в G  что противоречит 

тому, что iU H   Если k i   то R U  и, следо-

вательно, U R  является холловской i -под-

группой в G R   Следовательно, U является хол-
ловской i -подгруппой в G  что противоречит 

тому, что iU H   Значит, 1UR R    и поэтому 

U R  и U R   Но, очевидно, iH UR D    Та-

ким образом, iR U H D    является холлов-

ской i -подгруппой в D   

Покажем теперь, что ( )R G   Действи-

тельно, предположим, что ( )R G    Тогда D R  

по лемме 1.1, поскольку 1D    С другой сторо-
ны, D R  является i -группой, так как R U  

является холловской i -подгруппой в D  Сле-

довательно, ( ) 1
i

O D   по лемме 1.1. Но ( )
i

O D  

– характеристическая подгруппа в D  следова-
тельно, она нормальна в G. Значит, G содержит 
такую минимальную нормальную подгруппу L, 
что L R  и L D   Полученное противоречие 

показывает, что ( )R G    

Пусть S – такая максимальная подгруппа из 
G  что RS G   Тогда G S    – i -число. Так-

же, очевидно, что S  не является  -холловской 
подгруппой в G. Следовательно, S нормальна в 
G  по лемме 1.5 (4) и G S  является i -группой. 

Значит, R D S   и G RS S    Полученное 
противоречие завершает доказательство (5).  

(5) M – дедекиндова группа.   

Пусть L – произвольная подгруппа из M. 
Рассмотрим подгруппу LD  Ввиду условия тео-
ремы, LD  является  -холловской подгруппой 
некоторой нормальной подгруппы V из G. Тогда, 
поскольку G D   -нильпотентна, LD D   -суб-
нормальна в G D  по [1, лемма 2.6 (6)] значит, 
LD   -субнормальна в G  по [1, лемма 2.6 (5)]. 
Следовательно, LD   -субнормальна в V по [1, 
лемма 2.6 (1)]. Но тогда LD  нормальна в V по [1, 
лемма 2.6 (10)] и, следовательно, является харак-
теристической подгруппой в V. Следовательно, 
LD  является нормальной подгруппой в G. Но то-
гда L M LD   нормальна в M. 

(6) Каждая собственная подгруппа E из G, 
содержащая M   не является нормальной в G  
и поэтому каждая такая подгруппа является 
 -холловской подгруппой в G. 

Предположим, что E является нормальной в 
G  Поскольку D  нильпотентна по (3),  

G E DM E DE E D D E        
является  -нильпотентной, откуда D E   Сле-
довательно, ( )E M D E MD G      противо-

речие. Пусть теперь B – некоторая подгруппа из 
G  содержащая M   Ввиду условия теоремы, G  
содержит такую нормальную подгруппу W, что B 
является  -холловской подгруппой в W. Но то-
гда W G   и следовательно, B является  -хол-
ловской подгруппой в G. 

(7) ( ) ( )D D       Следовательно, D раз-

решима и M действует неприводимо на каждой 
M-инвариантной силовской подгруппе из D.  

Пусть ( )ip D    Тогда из леммы 1.4, 

аргумента Фраттини и утверждений (2) и (5) сле-
дует, что для некоторой силовской p-подгруппы 
P  из G  имеет место PM MP   Следовательно, 
MP  является  -холловской подгруппой в G  по 
утверждению (6). Значит, { }i p    откуда 

( ) ( )D D       Следовательно, D  разрешима, 

поскольку G   -разрешима по утверждению (2), 
и M действует неприводимо на каждой M-инва-
риантной силовской подгруппе из D по утвер-
ждению (6).  

(8) M является  -картеровой подгруппой в G. 
Пусть R – минимальная нормальная под-

группа из G  содержащаяся в D  и E  – под-
группа из G  содержащая M   Нам нужно пока-

зать, что E E M N  Из утверждения (1) следует, 
что RM R  является  -картеровой подгруппой 
в G R   значит,  

( ) ( )ER R ER R RM R    N  

Следовательно, ER E MR N  поскольку 

( )ER R E R R    N N  Из утверждения (7) следу-

ет, что R является p-группой для некоторого про-
стого числа p. Более того, из утверждений (4), (6) 



Об одном обобщении конечных  -нильпотентных групп 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (28), 2016 65

и (7) следует, что R  E  и E MN  являются  -
холловскими подгруппами в G. Следовательно, 

если R E  то E  и E MN  являются холлов-

скими  p -подгруппами  в  ER E MR N  откуда 

E E M N  Предположим, наконец, что R E  и 

R E M  N  Тогда 1R E   N  С другой стороны, 

поскольку DE D E D E     -нильпотентна, 

то E D N  и, следовательно, 1M E   N  Сле-
довательно,  

( )( ) 1E RM E R E M       N N N  

Тогда E E E MR E MR     N N N   -ниль-
потентна. Значит, ( )GM C R   Предположим, что 

( )GC R G   и пусть ( )GC R W G    где G W  – 

главный фактор из G. Из утверждения (2) следу-
ет, что G W   -примарна, значит, D W   Но 
тогда G DM W G     противоречие. Следова-

тельно, ( )GC R G   т. е. ( )R Z G   Пусть V  – 

дополнение к R  в D  Тогда V  является холлов-
ской нормальной подгруппой в D, поэтому V 
характеристична в D. Следовательно, V нормаль-
на в G  и G V RM    -нильпотентна, откуда 
D V D    Полученное противоречие завершает 
доказательство (8).                                                   

(9) D обладает силовской башней.  
Пусть R – минимальная нормальная под-

группа из G, содержащаяся в D. Тогда R является 
p-группой для некоторого простого числа p по 
утверждению (7). Кроме того, из аргумента 
Фраттини следует, что в D существует такая си-
ловская p-подгруппа P  что ( )GM N P  и 

R P   поскольку M  действует неприводимо на 
P по утверждению (7). С другой стороны, по ут-
верждению (1), D R  обладает силовской баш-
ней. Следовательно, получаем (9).  

(10) Каждый главный фактор из G ниже D 
является  -эксцентральным.  

Пусть H K  – главный фактор из G  ниже 
D  Тогда H K  является p-группой для некото-
рого простого числа p по утверждению (7). Вви-
ду аргумента Фраттини, существуют силовская 
p-подгруппа P и p-дополнение E из D такие, что 

( )GM N P  и ( )GM N E   Тогда ( )GM N P K   

и ( )GM N P H    Следовательно, 1P K   и 

P H P   по утверждению (7), и поэтому 
H K P   Пусть V EM   Тогда K V  и 
HV G   значит, V  является максимальной под-
группой в G. Следовательно,  

( ) ( ( ))G GG V H K G C H K      

по лемме 1.6. Значит, если H K   -централен, 
то GD V   что невозможно, поскольку, очевид-

но, p не делит V    Таким образом, получаем (10).  

Заключительное противоречие для (i) (ii). 
Из утверждений (4), (6)–(10) следует, что G явля-
ется H E -группой. Следовательно, (i) (ii).  

Импликация (ii) (iii) очевидна.  
(iii) (i) Пусть A – некоторая подгруппа из 

G  Тогда DA  нормальна в G  поскольку DA D  
нормальна в G D M   С другой стороны, по-
скольку ( ) ( )D D      и D является  -холлов-

ской подгруппой в G  H является  -холловской 
подгруппой в DA  Следовательно, A  является 
H -нормально вложенной в G.                             
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Д.С. Шпак, И.В. Трифонова 

Гродненский государственный университет им. Я. Купалы 
 

THE METHOD OF APPLICATION OF NONLINEAR EVOLUTION 
OPERATORS FOR SOLUTION OF DYNAMICAL SYSTEMS 

D.S. Shpak, I.V. Trifonova 

Y. Kupala Grodno State University 
 

Решение многих технических, физических и математических задач тесно связано с исследованием нелинейных урав-
нений и их систем. Описание таких процессов способствовало становлению и развитию теории систем, разработке ма-
тематического аппарата типа «вход-выход» с помощью нелинейных эволюционных операторов. В данной статье рас-
сматриваются нелинейные эволюционные операторы первой и второй кратностей, описывается метод их применения 
для решения динамических систем с обобщенными характеристиками на основании алгоритма построения асимптоти-
чески обратных нелинейных эволюционных операторов. 
 
Ключевые слова: эволюционный оператор, импульсная характеристика, спектральная характеристика, многополюс-
ник, система, асимптотически обратный эволюционный оператор. 
 
The solution of many technical, physical and mathematical problems is closely related to the study of nonlinear equations and 
systems. A description of these processes contributed to the establishment and development of systems theory, the development 
of the mathematical apparatus of the “input-output” using the nonlinear evolution operators. The nonlinear evolution operators 
of the first and the second multiplicities are dealt in this paper. The method of their application for solution of dynamical sys-
tems with generalized characteristics is described. This method is based on the algorithm of constructing asymptotically inverse 
nonlinear evolution operators. 
 
Keywords: evolution operator, impulse response, spectral response, multipole, system, asymptotically reverse evolution operator. 

 
 

Введение  
Эволюционные операторы находят широкое 

приложение в исследовании динамических сис-
тем. Интерес к таким операторам связан с их 
применением во многих областях математиче-
ской физики, радиотехники и других техниче-
ских отраслях науки. 

Теория эволюционных операторов занимается 
исследованием нелинейных эволюционных опера-
торов с импульсными характеристиками, в качест-
ве которых выступают обобщенные функции. Дан-
ный факт позволяет применять нелинейные эво-
люционные операторы для анализа динамических 
систем, описываемых многополюсниками. 

Целью работы является обобщение резуль-
татов теории нелинейных эволюционных опера-
торов первой и второй кратностей и исследова-
ние методов применения нелинейных эволюци-
онных операторов для решения эволюционных 
систем с обобщенными характеристиками. Это 
позволяет разработать эффективные алгоритмы 
нахождения характеристик сложных динамиче-
ских систем. 

 
1 Нелинейные эволюционные операторы 

первой и второй кратности 
Обозначим через Xа – пространство всех 

бесконечно дифференцируемых функций на всей 

числовой оси с носителем на луче [а; +∞). Рас-
смотрим пространство X, которое является объе-
динением пространств Xа ( ),a R  – пространст-

во всех финитных слева бесконечно дифферен-
цируемых на числовой оси (снабженное тополо-
гией индуктивного предела).  

Под эволюционным оператором в таком 
случае понимают оператор A, действующий из 
пространства X в пространство Х. При этом опе-
ратор А такой, что если носитель функции x(t) 
( ,x X )t R  содержится на числовой полуоси 

[t0, +∞), то и носитель функции Ax(t) содержится 
на полуоси [t0, +∞), где t0 – некоторое действи-
тельное число.  

Эволюционный оператор кратности ν был 
описан в монографии [1]. На пространстве фи-
нитных слева бесконечно дифференцируемых 
функций на числовой оси Х зафиксируем нату-
ральное число ν и построим ν-ую степень про-
странства Х, т. е. .X   В пространстве X   опре-
делим операцию тензорной степени мультиин-
декса α = (α1, α2, …, αν) вектор-функции 

 1 2, ,..., .x x x X 
   

Тогда эволюционным оператором кратности ν на-
зывается оператор А, который задается равенством 

0

( ), .Ax S a x x X 




    

МАТЕМАТИКА
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Напомним, что S – оператор, который дей-
ствует на обобщенную функцию, зависящую от 
|α| переменных, и переводит ее в функцию от ν 
переменных. 

Заметим, что эволюционные операторы 
первой кратности называют эволюционными 
операторами Вольтера – Винера [2] и записыва-
ют следующим образом 

 
1

.n
n n

n

Ax S a x






    

С помощью операторов Вольтера – Винера 
можно описать нелинейные дифференциальные 
уравнения и применить для их решения метод 
нелинейных эволюционных операторов первой 
кратности. Приведем несколько примеров. 

Уравнение осциллятора вида 
2 ( )x x cx f t     

с нелинейной восстанавливающей силой сx2 и 
затуханием, совершающим вынужденные коле-
бания при гармоническом внешнем воздействии 
f (t) представимо в операторном виде следующим 

образом    2 2
2 .Ax x S c x          

Частному случаю уравнения Эмдена –Фаулера 
2 ( )x dx kx x f t      соответствует эволюци-

онный оператор Вольтера – Винера вида 

   2 2
2 .Ax d k x S x             

Под оператором второй кратности понима-
ют оператор A, действующий из пространства 

2X  в пространство 2X  вектор-функций на чи-
словой оси так, что если носитель вектор-функ-
ции x (t) содержится на [t0, +∞)2, то и носитель 
вектор-функции Ax (t) содержится на [t0, +∞)2. 

Нелинейным эволюционным оператором 
второй кратности, например, можно описать сле-
дующую систему (1.1) двух дифференциальных 
уравнений второго порядка.  

2 21
1 1 2 2 3 1 4 1 2 5 2 1

2 22
1 1 2 2 3 1 4 1 2 5 2 2

( ),

( ).

dx
x x x x x x f t

dt
dx

x x x x x x f t
dt

      

      


(1.1) 

Утверждение. Операторный вид системы 
(1.1) может быть записан 

Ax = f, 
где  

1 11
11 2

2 22
21 2

; ,
fA AA

A f
fA AA

     
           

 

 

 

1 '
1 1 2 1 1 2 2

1 2 2 2
2 1 2 3 1 4 1 2

2 2
5 2

2 '
1 1 2 1 1 2 2

2 2 2 2
2 1 2 3 1 4 1 2

2 2
5 2

( , ) ( ) ;

( , )

;

( , ) ( ) ;

( , )

.

A x x x x

A x x x x x

x

A x x x x

A x x x x x

x

  

 

  

 

      

        

  

       

        

  

 

В частности, системе 

1

2
2

( ),

3 2 ( ),

x y f t

y y x x f t

  
     

 

соответствует оператор второй кратности, дейст-
вующий в пространстве двухкомпонентных век-
тор-функций одной переменной, с компонентами 

1 ,
2 3

x x
A

y y

     
            

 

2
2 0 0

.
 0     0 0

x x x x

A x y x y

y y y y


    

          
        

 

 
2 Импульсные и спектральные характе-

ристики эволюционных операторов 
Одной из важных характеристик любой 

системы является переходная импульсная харак-
теристика. Она определяется как реакция систе-
мы на единичный импульс при нулевых началь-
ных условиях. Импульсные характеристики сис-
темы полностью ее характеризуют и по ним не 
трудно восстановить дифференциальное уравне-
ние или систему. Использование понятия им-
пульсной характеристики системы позволяет 
свести расчет реакции системы от действия не-
периодического сигнала произвольной формы к 
определению реакции системы на простейшее 
воздействие типа единичной или δ-функции, с 
помощью которых аппроксимируется исходный 
(входной) сигнал.  

Для демонстрации построения импульсных 
характеристик нелинейных эволюционных опе-
раторов первой и второй кратности рассмотрим 
описанные в пункте 1 примеры. 

Оператор вида 

   2 2
2Ax x S c x          

характеризуется импульсными характеристиками 
2

1 2, .a a c        

Оператор вида 

   2 2
2Ax d k x S x             

характеризуется следующими импульсными ха-
рактеристиками 2

1 2, .a d k a           

Для оператора системы (1.1) импульсные 
характеристики в матричном представлении име-
ют вид 

1 2 3
a

  
       

 и 
2

2

0 0
.

0 0 0
a

 
  
 

 

На основании импульсных характеристик, 
применяя к ним обобщенное преобразование 
Лапласа, получаем спектральные характеристики 
эволюционных операторов.  

Напомним, что преобразованием Лапласа 
обобщенной функции f (t) из пространства всех 
обобщенных функций экспоненциального роста 
степени k с компактным носителем является 

функция ,f  определяемая равенством  
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( ) ( ), , П ,t т
сf f t e               (2.1) 

где 1 1 2 2 ... ,n nt t t t         

 


1 2, ,...,

Re , 1, 2,..., .

n n
k n

j

C

k j n

       

  
 

Например, применяя обобщенное преобра-
зование 

1 2,n na  Лапласа к импульсной характери-

стике 
1 2,n na  порядка 1 2 ,n n n   имеем спек-

тральную характеристику порядка n эволюцион-
ного оператора второй кратности.  

Если к матрицам  

   

   

1,0 ,1 0,1 ,1

1

1,0 ,2 0,1 ,2

,
a a

W
a a

 
 
 
 

 

 
 

     

     

2,0 ,1 1,1 ,1 0,2 ,1

2

2,0 ,2 1,1 ,2 0, 2 ,2

,
a a a

W
a a a

 
 
 
 

  

  
 

называемым матрицами первичных параметров 
нелинейного оператора A , применить обобщен-
ное преобразование Лапласа, то получаем сле-
дующую реакцию на входное воздействие:  

 1 2

1 2

1 2

2
1 ,1 1 2

2

,y a x x 
 

  

       

 1 2

1 2

1 2

2
2 ,2 1 2

2

.y a x x 
 

  

       

Введя следующее обозначение: 
2

1
2

1 2
2

2

,

x

x x x

x





 
 

  
 
 


  


 

запишем обобщенные характеристики в матрич-
ном виде: 2 2

2 .y W x   Пусть  2u  – система спек-

тральных характеристик эволюционного опера-
тора второй  кратности.  

На основании общей теоремы о спектраль-
ных характеристиках композиции эволюционных 
операторов [2] спектральные характеристики 
можем определить по формуле: 

     
   

     

1

1

2 1 2 2,0 1 22 0

1,1 1 2 0,2 1 2

1 2 2,0 1 21 1

( ) ,

, ,

,

v a u

u u

a u

       

      

     

  

 

 

   
     
     

1,1 1 2 2,0 1 2

1 2 2,0 1 22,2

2
1,1 1 2 0,2 1 2

, ,

,

, , ,

u u

a u

u u

      

     

        

 

 

 

 

где сумма всех остальных слагаемых обозначена 
через  2 .   

Тогда система 

       2
2 2 2 ,v W u        

где  2   не содержит спектральных характери-

стик оператора степени, больше чем два, опреде-
ляет характеристики.  

Исходя из формулы (2.1) и того, что ,    

1,   спектральные характеристики для им-
пульсных характеристик указанных примеров 
буду иметь вид: 

1. Если 2
1 2, ,a a c        то  

  2
1 1 1 1 1, , ;t tа a e e             

  2
2 1 2, , ;ta c e c       

 1 2, ,..., 0, 3.n na n      

2. Если 2
1 2, ,a d k a           то  

 1 1 1

2
1 1

, ,

.

t tа a e d k e

d k

          

    


 

  2
2 1 2, , 1;ta e        

 1 2, ,..., 0, 3.n na n      

3. Если 

1 2 3
a

  
       

 и 
2

2

0 0
,

0 0 0
a

 
  
 

 то 

1
1 1

1

1
( )

2 3
a

  
      

  и 2 1 2

1 0 0
( , ) ,

0 0 0
a

 
    

 
  

 1 2

0 ... 0

, ,..., ... ... ... , 3.

0 ... 0
n na n

 
      
 
 

  

 
3 Асимптотически обратные эволюцион-

ные операторы 
Рассмотрим композиции нелинейных эво-

люционных операторов: 

   ( ), ( ).Сx A B x Fx B A x    

Асимптотически обратным эволюционным 
оператором степени l к эволюционному операто-
ру A степени n будет являться эволюционный 
оператор B степени l: для первой кратности вида 

 
1

,  ,
l

p
p p

p=

Bx = S b x x X           (3.1) 

для второй кратности вида 

  1 2

1 2 1 2

1 2

, 1 2
,

,m m
m m m m

m m

Bx S b x x 
    (3.2) 

для которого выполняются равенства 

1

nl

j
j=l

F = B A I F


    и 
1

,
nl

j
j=l

C = A B I C


    

для оператора (3.1); 

1 2

1 2

,
1

k k
k k l

F I F
  

    и 
1 2

1 2

,
1

k k
k k l

C I C
  

    

для оператора (3.2); где I – тождественный опе-
ратор [3]. 

Теорема. Для эволюционного оператора 
первой кратности второй степени 

2
1 2 2( ),Аx а х S a x     

порожденного нелинейным дифференциальным 
уравнением вида  
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2( ) ( ),L D x dx f t   

можно построить нелинейный асимптотически 
обратный эволюционный оператор 

  
  

 

2

1 1 1

1 1 2

1
1

* *

2 * ...

* ,
n

k n k
k

Bf b f db B f

db B f B f

db B f B f






   

    

    
 



 

где 1b  – обобщенная импульсная характеристи-

ка первого порядка  оператора  Bf;  ,kB f  k = 1,2, 

…,n – операторные компоненты.  
Доказательство теоремы представлено в 

монографии [3]. 
Для уравнения вида 

2 ( )x x cx f t     

асимптотически обратный эволюционный опера-
тор, при k = 2, имеет вид [3] 

6 6
( ) ( ) cos 9

6

8cos 6 sin cos 2 .

c
B t t t

c c

t t t t

     


   


 

Для построения оператора В второй кратно-
сти к оператору А необходимо составить компо-
зицию A B . Так как операторы А и В – нели-
нейные эволюционные операторы второй крат-
ности, то композицию можно записать следую-

щим образом    1 1 2 1 2,A B A B A B B  . 

Так как оператор В – асимптотически об-
ратный эволюционный оператор, то имеем 

   1 1 2 1 2,  , 0,A B E A B B   где Е – единичная 

матрица. 
Рассмотрим первый компонент композиции 

 1 1A B  и представим его в матричном виде. Для 

системы (1.1) получаем  
1 2
1 1
1 2
2 2

0
,

2 3 0

b b

b b

      
             

     (3.3) 

где 
1 2

11 1
1 2
2 2

.
b b

B
b b

 
 

 
  

Из матричного уравнения (3.3) составим 
систему 

 
 

1 1
1 2

2 2
1 2

1 1
1 2

2 2
1 2

,

0,

2 3 0,

2 3 ,

b b

b b

b b

b b

    

   

       
        

 

из которой последовательно можно найти им-
пульсные характеристики первой компоненты 

1B  оператора В второй кратности.  
Второй компонент композиции можно за-

писать в виде     22 1 2 2 1 1 2, 0.A B B B A B A


    

Следовательно, вторая компонента 2B  оператора 
В может быть найдена из равенства 

   122 1 2 1 .B B A A


   

Таким образом, задача определения асим-
птотически обратного эволюционного оператора 
второй кратности сводится к последовательному 
решению систем линейных уравнений. 

 
Заключение 
В теории электрических цепей применяется 

метод ее приведения к эквивалентному многопо-
люснику, с математической точки зрения кото-
рый есть нелинейный эволюционный оператор, 
действующий в пространстве вектор-функций от 
одной переменной времени. 

Таким образом, на основании изложенного 
материала метод применения нелинейных эво-
люционных операторов для решения динамиче-
ских систем с обобщенными характеристиками 
можно описать с помощью алгоритма. 

Алгоритм построения асимптотически об-
ратных нелинейных эволюционных операторов 
реализуется следующими тремя этапами: 

1. Сопоставление динамической системе 
нелинейного эволюционного оператора с обоб-
щенными импульсными характеристиками. 

2. Нахождение импульсных характеристик 
соответствующего порядка асимптотически об-
ратного нелинейного эволюционного оператора. 

3. Последовательное построение оператор-
ных компонент асимптотически обратного нели-
нейного эволюционного оператора к нелинейно-
му эволюционному оператору, сумма которых и 
будет являться искомым оператором. 
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РЕЗОЛЬВЕНТА КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ РАЗНОСТНОГО УРАВНЕНИЯ 

Али А. Шукур, О.А. Архипенко 

Белорусский государственный университет, Минск 
 

RESOLVENT OF BOUNDARY VALUE PROBLEM 
FOR THE DIFFERENCE EQUATION 

Ali A. Shukur, O.A. Arhipenko 

Belarusian State University, Minsk 
 

Рассматривается краевая задача для разностного уравнения ( ) ( 1) ( ) ( )a k u k u k f k     со спектральным параметром 

  Получены условия существования правосторонней резольвенты этой задачи в пространстве 2 ( )l   и построена в 

явном виде резольвента. 
 
Ключевые слова: правосторонняя резольвента, дискретный оператор взвешенного сдвига, проектор Рисса. 
 
Boundary value problem for the difference equation ( ) ( 1) ( ) ( )a k u k u k f k     with spectral parameter   is considered. The condi-

tion of the existence of the right sided resolvents of the above problem in the space 2 ( )l   is given. The resolvent is constructed. 

 
Keywords: right-side resolvent, discrete weighted shift operator, Risze projection. 

 
 

Введение  
Пусть B есть линейный ограниченный опе-

ратор, действующий в банаховом пространстве 
F   Если   принадлежит спектру оператора B  
то оператор B I  необратим, однако может 
быть односторонне обратимым. Особый интерес 
представляет существование правого обратного, 
которое эквивалентно существованию решения 
соответствующего уравнения при любой правой 
части, а явное построение правого обратного 
есть получение формулы решения.  

Пусть оператор 0B I  обратим справа и 

0R  есть один из правых обратных к нему. Тогда 

образ 0 ( )L R F  оператора 0R  является замкну-

тым подпространством, дополнительным к ядру 
оператора 0B I   и по этому подпространству 

оператор 0R  восстанавливается однозначно.  

На сказанное выше можно посмотреть с 
другой точки зрения: оператор 0R  дает решение 

краевой задачи – найти решение уравнения  

0( )B I u f    
удовлетворяющее «краевому условию»  

u L   
Для каждого   лежащего в достаточно ма-

лой окрестности точки 0   существует оператор 

( )R    правый обратный к B I  и такой, что 

образ ( )R   совпадает с L  Семейство операто-

ров ( )R   представляется в виде ряда  

1
0 0

0

( ) ( )k k

k

R R






      

из чего следует, что оно аналитически зависит от 
  Это семейство задает одну из правосторонних 
резольвент для оператора B  определенную в 
окрестности точки 0   Возникает вопрос о том, 
на какое множество из комплексной плоскости 
семейство операторов ( )R   продолжается ана-
литически, в зависимости от выбранного под-
пространства L   

В тех точках   где определены операторы 
( )R    эти операторы задают решение краевой 

задачи:  
( )B I u f u L      

т. е. это семейство операторов является резоль-
вентой краевой задачи. Поэтому вопрос об ана-
литическом продолжении фактически заключа-
ется в исследовании разрешимости краевой зада-
чи, в зависимости от спектрального параметра   
и заданного подпространства L   

Если правосторонняя резольвента ( )R   
аналитически продолжается на окрестность еди-
ничной окружности, то она разлагается в опера-
торный ряд Лорана. Как показано в [1], [2], если 
оператор B обратим, такой ряд имеет специаль-
ный вид, который будем называть стандартной 
формой правосторонней резольвенты:  

 
1

1 1

0

( ) ( )k k k k

k

R B I P B P
 

   

 

         (0.1) 

где оператор P  есть коэффициент при 1   Из 
этого разложения видно, что резольвента опре-
деляется по этому коэффициенту однозначно.  

Этот ряд похож на разложение (0.1) ре-
зольвенты гиперболического оператора, но в 

МАТЕМАТИКА
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рассматриваемом случае оператор P может не 
быть проектором.  

В работе рассмотрены некоторые краевые 
задачи для дискретных операторов взвешенного 
сдвига B. При заданном подпространстве L по-
лучены условия разрешимости краевой задачи 
при заданном   и построена ее резольвента. Для 
конкретных примеров в случае, когда резольвен-
та ( )R   определена в окрестности единичной 

окружности, найден явный вид соответствующе-
го оператора P и, тем самым получено представ-
ление правосторонней резольвенты в стандарт-
ной форме ряда Лорана (0.1).  

 

1 Гиперболические и правосторонне ги-
перболические операторы 

Пусть B – ограниченный линейный опера-
тор в банаховом пространстве F, простой замк-
нутый контур G не пересекается со спектром 
оператора ( )B   и, следовательно, резольвента 

1( ) ( )R B B I      определена на контуре. Тогда 

формула  
1

( )
2 G

P R B d
i

   
   

задаёт проектор Рисса [6]. Этот проектор пере-
становочен с B и осуществляет разложение 
F F F    пространства в прямую сумму 
замкнутых подпространств, инвариантных отно-
сительно оператора B, где  

Im Im( ) KerF P F I P P        
При этом оператор разлагается в прямую 

сумму операторов B B B     действующих в 
соответствующих подпространствах, причём 
спектр оператора B  в подпространстве F   сов-
падает с частью спектра ( )B   лежащей внутри 

контура G  а спектр оператора B  в подпро-

странстве F   совпадает с частью спектра ( )B   

лежащей вне контура G. 
Оператор B называется гиперболическим, 

если 1( )B     где 1 { 1}      – еди-

ничная окружность.  
Гиперболические операторы встречаются в 

разных приложениях, в частности, в теории ди-
намических систем [4]. Для гиперболического 
оператора проектор Рисса задается интегралом  

 
1

1
( )

2
P R B d

i 
   

                (1.1) 

В случае гиперболического оператора получаем, 
1( ) 1 (( ) ) 1r B r B       

где ( )r A  – спектральный радиус оператора A   
Если оператор B является гиперболическим, 

то резольвента в окрестности единичной окруж-
ности разлагается в операторный ряд Лорана  

1
1 1

0

( ) ( )k k k k
r

k

R B B I P B P
 

   

 

         (1.2) 

где P – проектор Рисса и сходимость рядов сле-
дует из оценок соответствующих спектральных 
радиусов.  

Рассмотренные во введении свойства опера-
тора B  могут быть переформулированы в спек-
тральной терминологии, так как поставленные 
выше задачи сводятся к нахождению некоторых 
частей спектра ( )B   называемых существен-

ными спектрами.  
Одним из наиболее часто используемых 

существенных спектров является спектр Фред-
гольма ( )F B   Оператор B  действующий в 

гильбертовом пространстве H   называется опе-

ратором Фредгольма, если его ядро ker B  и ко-

ядро (ядро сопряженного оператора) ker B  ко-
нечномерны и образ Im B  замкнут [5]. Индексом 
фредгольмова оператора B  называется число  

ind dim ker dim kerB B B    
Фредгольмов спектр есть множество  

( ) {

не является оператором Фредгольма}
F B B I     




 

Кроме спектра Фредгольма, представляют 
интерес и другие виды существенных спектров 
оператора B, в частности:  

( ) {

не имеет правого обратного}

B B I     



 

( ) {

не имеет левого обратного}

B B I     



 

Если ( ) \ ( )B B    то у оператора 

B I  существует много различных правых об-
ратных. Семейство правых обратных ( )rR B   

аналитически зависящее от   называется пра-
восторонней резольвентой для B   

Оператор B  называется правосторонне ги-
перболическим, если существует правосторонняя 
резольвента ( )rR B   определенная в окрестно-

сти единичной окружности.  
Лемма 1.1 [1]. Если существует правосто-

ронняя резольвента ( )rR B   определенная в 

окрестности единичной окружности и опера-
тор B обратим, то в окрестности единичной 
окружности она разлагается в операторный 
ряд Лорана  

1
1 1

0

( ) ( )k k k k
r

k

R B B I P B P
 

   

 

         (1.3) 

где P  есть коэффициент при 1  в разложении 
этой правосторонней резольвенты в ряд, кото-
рый задается той же формулой, что и проек-
тор Рисса в (1.1).  

Если существует оператор P, для которого 
ряд (1.3) сходится, то сумма этого ряда есть 
одна из правосторонних резольвент.   

Из леммы 1.1 следует, что для того, чтобы по-
строить правостороннюю резольвенту, достаточно 
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найти подходящий оператор P. Существенным 
отличием случая правосторонней гиперболично-
сти от гиперболичности является то, что опера-
тор P всегда не перестановочен с B, может не 
быть проектором и не задает разложение про-
странства в прямую сумму инвариантных под-
пространств.  
 

2 Операторы взвешенного сдвига  
Оператор B  действующий в некотором 

пространстве ( )F X  функций на множестве X   

называется оператором взвешенного сдвига, если 
он представляется в виде  

( ) ( ) ( ( ))Bu x a x u x x X      
где X X    есть заданное отображение, ( )a x  

– заданная функция. Примером является дис-
кретный оператор взвешенного сдвига, соответ-
ствующий случаю X    и отображению 

( ) 1x x     Сформулированные выше вопросы 

содержательны для этого класса операторов и 
они рассмотрены в данной работе.  

Пусть ( )pl   ( 1)p   есть пространство дву-

сторонних последовательностей комплексных 
чисел ( ( ))u u k   для которых конечна норма  

1

( )
p

p

p
u u k





     
 
  

Оператор сдвига W  действует в этом про-
странстве по формуле  

( ) ( 1)Wu k u k k Z      

Дискретным оператором взвешенного 
сдвига называется оператор в ( )pl   действую-

щий по формуле  
 ( ) ( ) ( 1)Bu k a k u k k              (2.1) 

где ( ( ))a a k  есть заданная ограниченная чи-

словая последовательность.  
Если ( ) 0a k   для k   и последователь-

ность 1
( )a k  ограничена, то оператор B  обратим и  

1 1
( ) ( 1)

( 1)
B u k u k

a k
   


 

Мы рассматриваем здесь случай, когда для 
последовательности коэффициентов существуют 
пределы  

 lim ( ) ( )
k

a k a


                   (2.2) 

Свойства дискретных операторов взвешенного 
сдвига исследовались многими авторами. Мы 
воспользуемся следующим известным утвержде-
нием.  

Лемма 2.1 [3]. Пусть B  есть оператор ви-
да (2.1) и пусть ( ) 0a k   для всех k  и ( ) 0a     

Спектром оператора является кольцо  
( ) { ( ) ( )}B r a R a         

где  
( ) max{ ( ) ( ) }R a a a        

( ) min{ ( ) ( ) }r a a a        
Если ( ) ( )a a        то оператор 

B I  фредгольмов, ( ) 1ind B I     и он обра-

тим слева.  
Если ( ) ( )a a        то оператор 

B I  фредгольмов, ( ) 1ind B I   и он обра-

тим справа.  
Если ( )a      то оператор B I  не 

фредгольмов и его образ незамкнут.   
Примеры правосторонних резольвент для 

рассматриваемого оператора, определенных во 
всем открытом кольце ( ) ( )a a        
приведены в [1] .  

Теорема 2.1 [1]. Пусть P     есть про-

ектор на подпространство  

2{ ( ) ( ) 0 при }F u l u k k         

действующий по формуле  
( )

( )( )
0

u k k
P u k

k

  
    

              (2.3) 

 Если a( ) ( )a        то для любого 

Z  ряд 
11 1

0
( ) ( )k k k k

k
R B B I P B P

    
   

       (2.4) 

сходится и задает правостороннюю резольвен-
ту для оператора B, определенную на кольце 

( ) ( )a a         

При заданном   образы всех операто-

ров ( )R B   совпадают с подпространством  

2{ ( ) ( ) 0}L u l u        
 

3 Резольвента краевой задачи 
В работе для разностного уравнения  

( ) ( 1) ( ) ( )a j u j u j f j    

изучается корректность краевой задачи, заданной 
условием u L   где  

0 1

2

{ ( ) (0) (1)

(2) ( ) 0 при 0}

p

m

L u l u u

u u m m

      

      


     (3.1) 

Под корректностью задачи, как обычно, понима-
ется разрешимость для любой правой части, 
единственность и непрерывная зависимость ре-
шения от правой части. Это эквивалентно по-
строению правосторонней резольвенты для опе-
ратора взвешенного сдвига B, состоящей из опе-
раторов, образы которых совпадают с подпро-
странством L   

В отличие от случая, описанного в теореме 
2.1, может оказаться, что такая правосторонняя 
резольвента определена не во всех точках кольца 

( ) ( )a a          

Как выше, предполагаем, что оператор B 
обратим и в частности ( ) 0a j   для всех j   

Одним из необходимых условий существова-
ния такой правосторонней резольвенты является 
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правосторонняя обратимость оператора B I   
Согласно теореме 3.1 , оператор B I  может 
быть правосторонняя обратимым только в слу-
чае, когда коэффициенты оператора удовлетво-
ряют условию ( ) ( )a a      и правосторон-
няя обратимость имеет место только при условии 

( ) ( )a a          
Найдем сначала необходимое условия для 

того, чтобы у оператора B I  существовал 
правый обратный, образ которого совпадает с 
подпространством L   

По подпространству L  и оператору B  по-

строим полином от переменной    

1
0

0

( )
( )

km
k

k
k

j

Q
a j

 




 
  


 

Теорема 3.1. Если ( ) ( )a a        то 

условие ( ) 0Q    является необходимым для 

того, чтобы существовал правый обратный 
оператор к B I   образ которого принадле-
жит подпространству L    

Доказательство. Пусть существует правый 
обратный R  к оператору B I  и Im R  совпа-
дает с L  Тогда Ker( ) {0}L B I       

Согласно лемме 2.1, при сделанных предпо-
ложениях подпространство Ker( )B I  одно-
мерно и для его построения достаточно найти 
одно ненулевое решение однородного уравнения 
( ) 0B I     т. е. уравнения 

( ) ( 1) ( ) 0a            
Решение этого уравнения, удовлетворяющее ус-
ловию (0) 1    задаётся формулой  

 
1

0

1

( )

( )

0

( )

0

j

j

a j

a j















    
   
     

            (3.2) 

построенная последовательность ( )   принад-

лежит пространству ( )pl    

Заметим, что эта последовательность может 
быть представлена в виде  

 0
k k

k

B e







                      (3.3) 

где 0e  есть последовательность  

0

0 0
( )

1 0
e

   
      

 

Подставив в (3.1), получаем, что условие 
L    имеет вид ( ) 0Q     Поэтому условие 

( ) 0Q    эквивалентно тому, что 

Ker( ) {0}L B I     

и оно следует из существования правого обрат-
ного R  к оператору B I   образ которого сов-

падает с L   

Теорема 3.2. Правый обратный оператор к 
B I   образ которого совпадает с подпро-

странством L  существует в тех точках   

для которых выполнены условия:  
1) ( ) ( )a a         
2) ( ) 0Q      
Тогда семейство таких правых обратных 

( )R B   аналитически зависит от   т. е. яв-

ляется правосторонней резольвентой. Эта пра-
восторонняя резольвента может быть записа-
на в виде  

1
1 1

0 0
0

( )

( )

( )

( )

k k k k

k

R B f

B I P f B P f

f

Q



 
   

 






 

       
 


  



   

где ( )f  есть функционал на ( )pl   заданный 

формулой  

1 1
1

0 0
0

( ) ( )
( )

im m
i

i
i

j

f f
a j

 



 



       
 
 

 


 

Доказательство. Пусть 2 ( )f l   Будем 

строить решение уравнения ( )B I u f    при-

надлежащее L  В координатной записи это 

уравнение имеет вид:  
( ) ( 1) ( ) ( )a u u f         

При 0   находим выражения для ( )u   че-

рез ( )f   и (0)u    

2 1

( 1) ( 2)
( )

( 1) ( 1) ( 2)

( 3) (0)

( 1) ( 2) ( 3) (0) ( 1)

k

f f
u

a a a

f f

a a a a a



     
         

   
             

 

(0)
(0) ( 1)

k

u
a a


 

  
 

Аналогично при 0     

2

3

( ) ( 1) ( 1)
( )

( 2) ( 1) ( 2)

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
(0)

k k

f f a
u

f a a

f a a a a
u 

          
     

   


           

 

Подставив найденные выражения для ( )u   

в условие u L   получаем:  

2
1 2(0)
(0) (0) (1) (0) ( 1)

m
mu I

a a a a a m

     
        

 

1 2

(0) (1) (0)

(0) (1) (0) (1)

f f f
I

a a a a

    
            

   
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1( 1) (0)

( 1) (0) ( 1)

m

m

f m f

a m a a m

   
        

 

Из этого условия находим, что  
( )

(0)
( )

f
u

Q





 


 

где 
1 1

1

0 0
0

( ) ( )
( )

im m
i

i
i

j

f f
a j

 



 



       
 
 

 


 

Выражение для каждого ( )u   состоит из 

двух слагаемых: первое слагаемое при 0   сов-
падает с выражением для координат вектора  

1
0

0

( )k k

k

B I P f


 



    

где 0P  есть проектор, заданный в (2.3); а при 

0   совпадает с выражением для координат 

вектора 
1

1
0

k kB P f


 



   

В частности, первое слагаемое задаёт по-
следовательность, принадлежащую 2 ( )l    

Второе слагаемое имеет вид ( ) (0)u    По-

этому получаем следующее выражение для по-
строенного правого обратного  

1
0

0

1
1

0

( ) ( )

( )

( )

k k

k

k k

R B f B I P f

f
B P f

Q


 





  


 


    




     




     (3.4) 

Заметим, что при фиксированном   последнее 
слагаемое  

( )

( )

f

Q









 

в (3.4) есть оператор ранга 1, а само это слагае-
мое есть семейство операторов ранга 1, аналити-
чески зависящее от   Таким образом, построен-
ное семейство правых обратных аналитически 
зависит от   т. е. задаёт правостороннюю ре-
зольвенту для оператора B. Заметим, что получен-
ное выражение не есть представление резольвенты 
в виде ряда Лорана, так как последнее слагаемое 
не представлено в виде ряда по степеням    
 

4 Правосторонняя гиперболичность и пред-
ставление резольвенты в стандартной форме 

Пусть ( ) 0Q    при 1     Тогда постро-

енная резольвента (3.4) определена в окрестно-
сти единичной окружности и, согласно лемме 1, 
она может быть представлена в стандартной 
форме – в виде ряда Лорана (1.3), где P  – неко-
торый оператор. Если резольвенту (3.4) разло-
жить в ряд Лорана, то этот оператор есть коэф-
фициент при 1

   Первые два слагаемые в (3.4) 

образуют некоторый ряд Лорана. Но последнее 
слагаемое  

( )

( )

f

Q






 


 

в (3.4) представлено в другом виде и требуется 
построить его разложение по степеням   Это 
слагаемое является произведением аналитиче-
ских функций, поэтому вычисление коэффици-
ентов разложения по степеням   в общем случае 
приводит к громоздким выражениям.  

Выделим случай, для которого соответст-
вующий оператор P  строится в явном виде. 
Пусть подпространство L  задано с помощью 

соотношения, связывающего только две коорди-
наты (0)u  и (1)u    

2 1{ ( ) (0) (1) 0}L u l u u        

В этом случае  

1
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резольвента краевой задачи задается формулой  

1
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Она определена во всех точках кольца  
( ) ( )a a        

кроме точки  

0
1

(0)a
  


 

если 0( ) ( )a a         
Если 0 1     то резольвента определена в 

окрестности единичной окружности и представ-
ляется в виде (1.3). Чтобы найти выражение для 
оператора P  рассмотрим разложение последне-
го слагаемого в степенной ряд. Такое разложение 
имеет разный вид при 0 1    и при 0 1     
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Поэтому при 0 1    получаем  
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при 0 1     
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Теперь мы можем найти в явном виде опе-

ратор, являющийся коэффициентом при 
1



 ко-
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торый обозначим   В случае 0 1    этот ко-

эффициент задается выражением  
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Здесь сумма  
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есть фиксированая последовательность из про-
странства ( )pl   которая задается формулой (3.1) 

в случае 0    и 
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Тогда сумма  

0

0

0
0

1 j
j

j

B e




  
  

также есть фиксированая последовательность из 
пространства ( )pl   которая задается формулой 

(3.1) в случае 0    и 
0
( ) 0

     при 0     

Таким образом, в рассматриваемом случае 

искомый коэффициент   при 1
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 есть оператор 

ранга 1, действующий по формуле  
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Теперь мы можем записать резольвенту ( )R B   

в стандартной форме:  
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где 0P P    
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Рассматривается проблема одновременного использования DNS на узлах IPv4 и IPv6; предложена схема сети, модели-
рующая работу DNS-серверов; проанализированы некоторые ситуации. 
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Введение 
В настоящее время многие развивающиеся 

страны столкнулись со значительным дефицитом 
IPv4-адресов. Операторы вынуждены решать 
этот вопрос, применяя механизм адресной транс-
ляции, что сдерживает внедрение новых услуг и 
вносит определенные сложности в сетевое адми-
нистрирование. В то же время переход к IPv6 
задерживается из-за отсутствия четкого понима-
ния у регуляторов и операторов, как именно 
осуществлять его. При этом важно помнить, что 
развертывание протокола IPv6 для реального 
использования требует, также, изменений в сис-
теме имен доменов (DNS).  

Основой DNS является представление об 
иерархической структуре доменного имени и 
зонах. Каждый сервер, отвечающий за имя, мо-
жет делегировать ответственность за дальней-
шую часть домена другому серверу (с админист-
ративной точки зрения – другой организации или 
человеку), что позволяет возложить ответствен-
ность за актуальность информации на серверы 
различных организаций (людей), отвечающих 
только за «свою» часть доменного имени. 

Начиная с 2010 года, в систему DNS вне-
дряются средства проверки целостности переда-
ваемых данных, называемые DNS Security Exten-
sions (DNSSEC). Передаваемые данные не шиф-
руются, но их достоверность проверяется крип-
тографическими способами. Внедряемый стан-
дарт DANE обеспечивает передачу средствами 
DNS достоверной криптографической информа-
ции (сертификатов), используемых для установ-
ления безопасных и защищённых соединений 
транспортного и прикладного уровней. 

Протокол IPv6 поддерживает значительно 
бо́льшее число адресов, чем IPv4. Его появление 

обязано изменениям, происходящим сейчас с 
Интернет-пространством: число пользователей 
глобальной сети значительно возросло, по срав-
нению с 1981 годом, когда протокол IPv4 был 
разработан, и больше нет свободных адресов 
IPv4, поэтому необходим переход на новую сис-
тему адресации IPv6. 

Google Public DNS – это эксперименталь-
ный альтернативный DNS-сервер с закрытым 
исходным кодом, разработанный корпорацией 
Google. По утверждениям компании, он обеспе-
чивает ускорение загрузки web-страниц за счет 
повышения эффективности кэширования дан-
ных, а также обеспечивает улучшенную защиту 
от спуфинга. 

Google Public DNS предоставляет следую-
щие адреса по протоколу IPv4 публичных серве-
ров для DNS-запросов: 

8.8.8.8 
8.8.4.4 
Также серверы имеют адреса по протоколу 

IPv6: 
2001:4860:4860::8888 
2001:4860:4860::8844 
Google заверяет, что Public DNS будет ис-

пользоваться только для ускорения загрузки веб-
сайтов и не будет собирать персональные дан-
ные. IP-адреса пользователей сервиса будут хра-
ниться в системе не более 48 часов, а информа-
ция о провайдере и местоположении – не более 
двух недель. Сугубо конфиденциальные данные, 
такие, как имя пользователя и его физический 
адрес, компания записывать не будет. Собирае-
мая сервисом информация будет использоваться 
исключительно в технических целях для повы-
шения качества обслуживания [1]. 

ИНФОРМАТИКА



Настройка DNS для одновременного использования на узлах IPv4 и IPv6 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (28), 2016 77

1 Настройка DNS 
В связи с переходом на протокол IPv6 очень 

много говорится о проблемах подключения. Тем 
не менее, важно помнить, что развертывание 
протокола IPv6 для реального использования 
требует, также, изменений в системе имен доме-
нов (DNS). При использовании протокола IPv6 
система DNS играет даже большую роль, чем 
при использовании протокола IPv4. Это связано 
с тем, что адреса IPv6 имеют большую длину и 
их трудно запоминать. 

В протоколе IPv4 для хранения IP-адресов 
используются записи типа «A», а в протоколе 
IPv6 для хранения адресов IPv6 используются 
записи типа «AAAA». Записи типа «AAAA» или 
записи четырех A, как их иногда называют, 
функционально эквивалентны записям типа «A», 
и общий принцип их написания тот же. В обрат-
ных записях DNS для IPv6 используются записи 
PTR точно так же, как в IPv4, однако вместо за-
писи «in-addr.arpa» в конце для указания домена, 
которая использовалась в протоколе IPv4, теперь 
для протокола IPv6 применяется запись 
«ip6.arpa». Для записей PTR адрес IPv6 по-
прежнему записывается в обратном полубайтном 
формате, точно так же, как IPv4, только в этом 
случае адрес намного длиннее. 

Для представления единого, глобального 
уникального пространства имен был разработан 
DNS. В версиях протоколов IP, используемых 
для передачи запросов и ответов DNS, сущест-
вуют  независимые записи типа «АААА». Записи 
могут быть запрошены как с помощью IPv4 
протокола, так и с помощью IPv6 протокола. 
DNS-серверы не должны делать предположения 
о том, что данные для возврата на ответ разделе-
ны на основе базового транспорта, используемо-
го в запросе. Адреса в дополнительных разделах 
могу быть выбраны или отфильтрованы с помо-
щью запросов, полученных из транспорта, кото-
рый используется. Это имеет ряд очевидных 
проблем, потому что во многих случаях транс-
портный протокол не коррелирует с запросом и 
потому «получает плохой» ответ – или вообще 
не получает ответа, что является проблемой.  

Динамическая система DNS (DDNS) пред-
ставляет собой вариант обновления системы 
DNS с использованием информации, получаемой 
от сервера DHCP (Dynamic Host Configuration 
Protocol). После того как сервер DHCP назначит 
IP-адрес, он передает эти данные на сервер DNS. 
Подобный механизм носит название DDNS и 
описан в документе RFC 2136. DDNS существу-
ет, также, и для IPv6 с очень небольшими отли-
чиями. 

В протоколе IPv4 клиенты могут получать 
IP-адрес двумя способами: можно либо настро-
ить статический адрес, либо получить его от сер-
вера DHCP. Протокол IPv6 поддерживает оба 
этих метода, а также дополнительный метод  под 

названием SLAAC (Stateless Address Autoconfi-
guration – автонастройка адреса  без  сохранения 
состояния). SLAAC позволяет конечным узлам 
IPv6 выбрать собственные адреса. Этот метод 
описан в документе RFC 4862. Это затрагивает 
систему DNS, поскольку, когда клиенты создают 
свои собственные адреса IPv6 с помощью 
SLAAC, в DNS также должны появиться обрат-
ные записи DNS для этих адресов. 

Версия протокола IP, используемая для за-
проса записей ресурса, не зависит от протокола 
версии записей ресурсов. Например, транспорт 
IPv4 может использоваться для того, чтобы за-
просить записи IPv6, и наоборот. Чтобы избе-
жать фрагментирования на части пространства 
имен DNS, где некоторые части DNS видны 
только с использованием протокола IPv4 (или 
только IPv6) транспортом, рекомендуется всегда 
иметь, по крайней мере, один авторитетный сер-
вер с поддержкой протокола IPv4 чтобы гаран-
тировать, что рекурсивные DNS-серверы под-
держивают протокол IPv4. 

Поскольку сервер имеет адрес IPv6, а в за-
писи «AAAA» нет его четкого упоминания адре-
са, то этот адрес будет использоваться всегда. 
Чтобы использовать протокол IPv6, клиенты 
должны запросить запись вида «AAAA». Кроме 
того, скорость соединений по протоколу IPv4 
может быть выше, чем по протоколу IPv6. В до-
кументе RFC 6555 описано решение этих про-
блем. Предполагаются действия клиентов, кото-
рые позволят расширить возможности для поль-
зователей. Основная идея состоит в том, чтобы 
устанавливать соединение как по протоколу 
IPv4, так и IPv6, а затем использовать то соеди-
нение, скорость передачи в котором выше. 

В Cisco Packet Tracer была смоделирована 
ситуация с использованием нескольких DNS 
серверов, часть из которых использует IPv4-ад-
реса, другая часть – IPv6-адреса и один из DNS-сер-
веров использует одновременно IPv4 и IPv6. В 
качестве связующего звена был использован 24-х 
портовый коммутатор с Ethernet портами, были 
добавлены несколько DNS-серверов, исполь-
зующих различные версии протокола IP, как это 
видно на рисунке 1.1. 

 
Рисунок 1.1 – Создание схемы 
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Работа начинается с задания IP-конфигура-
ции. Как видно из рисунка 1.2, был задан стати-
ческий IPv4-адрес, а также IPv6-адрес с указани-
ем IPv6 DNS-сервера и шлюза, в качестве кото-
рого используется сервер. 

 

 
Рисунок 1.2 – Конфигурация DNS-сервера 

 

Был сконфигурирован DNS-сервер, заданы 
IP-адреса, а также название ресурса, использован 
тип записи A, как показано на рисунке 1.3. Ре-
сурс данного DNS-сервера – d6p.com. 

 

 
Рисунок 1.3 – Конфигурация DNS1 DNS-сервера 
 

Подобным образом (рисунки 1.4 и 1.5) был 
сконфигурирован DNS 3, заданы IPv4 и IPv6 ад-
реса, указан DNS по умолчанию для IPv6-адреса. 
 

 
Рисунок 1.4 – IP-конфигурация 

 

 
Рисунок 1.5 – Задание DNS-серверов 

 

Как представлено на рисунках 1.6 и 1.7 
(конфигурация DNS2-IPv4), были заданы IP-ад-
реса, а также название ресурса, использован тип 
записи A. 
 

 
Рисунок 1.6 – IP-конфигурация 

 

 
Рисунок 1.7 – Задание DNS-серверов 



Настройка DNS для одновременного использования на узлах IPv4 и IPv6 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (28), 2016 79

На рисунках 1.8 и 1.9 показано, как был 
сконфигурирован сервер, содержащий одновре-
менно доменное имя в IPv6- и IPv4-диапазонах, 
которые также указаны в других серверах. 

 

 
Рисунок 1.8 – IP-конфигурация 

 

 
Рисунок 1.9 – Задание DNS-серверов 

 

Была выполнена конфигурация DNS-сер-
вера в IPv6-диапазоне, заданы доменные имена и 
прописаны в других серверах (рисунки 1.10 и 
1.11). 

 
Рисунок 1.10 – IP-конфигурация 

 
Рисунок 1.11 – Задание DNS-серверов 

 
На рисунках 1.12–1.17 показано, как были 

сконфигурированы рабочие станции, но, видно, 
что возникли проблемы при использовании ко-
манды «ping». При не заданном DNS-сервере в 
IPv4-диапазоне был доступен только IPv6-серв-
ер, а при задании IPv4-диапазона, был доступен 
только соответствующий сервер IPv4. 

 

 
Рисунок 1.12 – IP-конфигурация 

 

 
Рисунок 1.13 – IP-конфигурация 
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Рисунок 1.14 – Выполнение команды «ping» с PC1 

 

 
Рисунок 1.15 – Выполнение команды «ping» с PC0 

 

 
Рисунок 1.16 – Правильная настройка 

DNS-сервера PC0 
 

 
Рисунок 1.17 – Правильная настройка 

DNS-сервера PC0 

2 Преимущества протокола IPv6  
Применение DNS (Domain Name System) 

избавляет рядового пользователя от необходи-
мости задумываться о числовых IP-адресах. Она 
позволяет присваивать любому IP-адресу сим-
вольное имя (домен). Преобразование символь-
ного имени в числовое и наоборот осуществляет-
ся DNS-серверами. На них содержится информа-
ция о каждом домене. Она представлена в виде 
ресурсных записей, каждая из которых принад-
лежит конкретному доменному имени и содер-
жит ряд сведений о нем, в том числе его IP-ад-
рес. До начала внедрения IPv6 существовало 20 
типов таких записей. Они относились к 32-раз-
рядным IP-адресам (так называемые записи типа 
«A»), что делало DNS и IPv6 несовместимыми. 

Стоит отметить тот факт, что после перехо-
да на протокол IPv6 останутся, конечно, сторон-
ники и у протокола IPv4 – от этого не уйти, но, с 
возникновением все больших проблем с нехват-
кой адресного пространства, IPv6 станет основ-
ным протоколом и улучшит во многих вопросах 
весь Интернет. Очевидно, что для IPv6 сейчас, 
как и для IPv4 в свое время, будут созданы про-
граммные и аппаратные средства для его под-
держки и усовершенствования.  

В связанном Интернетом мире информация 
превратится в знания, творческий потенциал – в 
практические инновации, а фактические данные 
приобретут большую, чем когда-либо ранее, зна-
чимость, расширяя опыт и обеспечивая более 
устойчивую глобальную экономику. Одной из 
ключевых технологий, которые могут содейство-
вать такому прогрессу, является новый протокол 
версии 6 (IPv6). Эта новая версия IP-протокола 
способна расширить границы Интернета за пре-
делы возможностей его текущей версии – прото-
кола IPv4. IPv6 даст возможность пользователям 
извлекать максимальную выгоду из Интернета, а 
также обеспечит увеличение охвата сообществ и 
стран, недостаточно охваченных Интернетом. 
Однако, на сегодняшний день имеются значи-
тельные проблемы с переходом от IPv4 к IPv6, 
которые носят рыночный, коммерческий и тех-
нический характер. Мир находится в состоянии 
готовности к большому рывку, который позво-
лит преодолеть эти проблемы и пользоваться 
возможностями нового безграничного Интернета. 

Изначально протокол IPv6 ориентирован на 
мощные сети и на передачу данных больших 
объёмов на высоких скоростях. Поэтому не стоит 
себе представлять, например, как будут работать 
Dial-Up провайдеры на IPv6 – в этом просто нет 
смысла. Будущее, в котором понадобиться IPv6, 
принесёт с собой и более скоростные сети, кото-
рые нереально будет администрировать на IPv4. 

Быстрое уменьшение свободного пула адре-
сов IPv4 и незначительные темпы внедрения 
IPv6 не оставляют надежды на переход к новому 
протоколу с помощью стандартного «двойного 
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стека», как изначально предполагалось. Это оз-
начает, что к моменту исчерпания свободного 
пула IPv4-адресов, IPv6 не сможет представлять 
рабочей альтернативы для дальнейшего развития 
Интернета. 

Тем не менее, глобальная сеть Интернет бу-
дет продолжать работать и развиваться. Источ-
ником уверенности является также тот факт, что 
утилизация распределенных ресурсов IPv4 невы-
сока как с точки зрения неиспользуемого адрес-
ного пространства, так и с точки зрения возмож-
ностей расширения адресного пространства за 
счет номеров портов на основе технологий муль-
типлексирования потоков данных. 

Однако, это даст всего лишь дополнитель-
ное время и, будем надеяться, что оно будет ис-
пользовано для создания реальной альтернативы – 
повсеместного внедрения IPv6. Основные реше-
ния уже существуют, часть из них в стадии об-
суждения, часть уже реализуется в оборудовании 
и внедряется в сетях. 

После проведения исследования и отработ-
ки на практике нескольких вариантов конфигу-
рирования оборудования, можно сделать вывод, 
что при не заданном DNS-сервере в IPv4-диа-
пазоне будет доступен только IPv6-сервер, а при 
задании IPv4-диапазона будет доступен только 
соответствующий сервер IPv4. Данные проблемы 
связаны с несогласованием протоколов IPv4 и 
IPv6, также остаются проблемы на уровне туне-
лирования протоколов IPv4 и IPv6, а решение 

данных проблем может быть связано либо с пол-
ным переходом к IPv6, либо с установкой соот-
ветствующего оборудования. Так как в скором 
времени адресное пространство IPv4 все же ис-
сякнет, то целесообразным будет переход к IPv6. 

Поскольку шестнадцатибайтный адрес IPv6 
запомнить сложнее, чем четырехбайтный IPv4, 
то роль службы DNS в сетях IPv6 становится еще 
более значимой. Стандарт DNS определяет но-
вые типы записей о ресурсах для установления 
соответствия между именем системы и ее адре-
сами в форматах IPv4 и IPv6. Какой из протоко-
лов будет задействован для того или иного со-
единения, зависит от порядка записей, предос-
тавляемых службой DNS приложению. Напри-
мер, система может предоставлять только адрес 
IPv4, или только IPv6, или возвращать все 
имеющиеся в DNS адресные записи, относящие-
ся к запрошенному имени. 
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Рассмотрена проблема корректной обработки эллиптических конструкций в рамках задачи автоматического синтакси-
ческого анализа. Подробно рассмотрены возможности обнаружения эллиптических предложений средствами алгорит-
мов классификации. 
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The problem of correct processing of elliptic structures in the automatic syntactic parsing of natural language is studied. Capa-
bilities for detection of elliptical sentences are considered in details. 
 
Keywords: automatic syntactic analysis, ellipsis, classification. 

 
 

Введение 
 Автоматическая обработка текстов в совре-
менном мире становится все более и более акту-
альной. В рамках этой проблемы рассматривает-
ся задача автоматического синтаксического ана-
лиза предложений, которая является фундамен-
тальной. Также подходы к ее решению значимы 
для многих других задач автоматической обра-
ботки текстов. 

Одним из аспектов автоматического син-
таксического анализа предложений является вос-
становление эллипсиса в них. Эллипсис доволь-
но подробно изучался в лингвистических рабо-
тах, но почти не обсуждался в рамках автомати-
ческого синтаксического анализа.  

Целью данной работы является разработка 
подхода для автоматического синтаксического 
анализа эллиптических предложений. В рамках 
статьи подробно рассмотрен один из аспектов 
предлагаемого подхода: классификация предло-
жений на эллиптические и «обычные». 

 
1 Основные определения 
Эллипсис – намеренный пропуск слов, не-

существенных для смысла выражения [1], [2]. 

Сформулируем понятие синтаксического разбора 
предложения с возможным эллипсисом [3].  

Рассмотрим предложение из N слов: w1,…, 
wN. Добавим фиктивное слово w0 (обозначим его 
ROOT), и некоторое количество (возможно ну-
левое) дополнительных слов. Таким образом, мы 
получаем предложение с добавленными словами 
из M + 1 (M ≥ N) слова: w0,…,wM. Синтаксиче-
ской связью называется упорядоченная пара слов 
(wi, wj). Синтаксическим разбором предложения 
является набор из M – 1 синтаксических связей, 
которые образуют корневое дерево с корнем в 
слове w0 [4]. 

Например, рассмотрим предложение «Что в 
этих рассказах было правдой, а что [было] вы-
думкой поди разбери». Дополнительное слово взя-
то в квадратные скобки. Рассмотрим синтаксиче-
ский разбор данного предложения (рисунок 1.1). 

Вершины дерева разбора, которые не явля-
ются фиктивным словом (ROOT) и соответству-
ют добавленным в предложение словам, будем 
называть нулевыми вершинами. С их помощью 
будем описывать эллипсис в синтаксическом 
разборе. Предложения, синтаксический разбор 
которых содержит нулевые вершины, будем на-
зывать нулевыми предложениями. 

 

 
Рисунок 1.1 – Синтаксический разбор предложения 
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Синтаксический разбор называется проек-
тивным, если для любой синтаксической связи 
(wi, wj) из этого разбора справедливо: любое сло-
во wk (min (i, j) ≤ k ≤ max (i, j)) достижимо из wi и 
wj с использованием связей рассматриваемого 
синтаксического разбора. 

 
2 Описание подхода 
Задача автоматического синтаксического 

анализа имеет множество различных подходов к 
решению [4]–[8]. Большинство подходов опреде-
ляют синтаксический разбор как корневое дере-
во, где вершины соответствуют словам предло-
жения (за исключением фиктивной корневой 
вершины), а ребра соответствуют синтаксиче-
ским связям между словами. При таком опреде-
лении синтаксического разбора невозможно кор-
ректно описывать эллиптические предложения. 
Поэтому большинство существующих подходов 
к синтаксическому анализу в принципе не пред-
полагают наличие нулевых вершин в синтакси-
ческом разборе. 

На корпусах текстов, которые не содержат 
нулевые вершины, качество работы существую-
щих подходов к синтаксическому анализу весьма 
высоко [9]–[11]. Если корпус содержит неболь-
шое количество нулевых вершин, то использова-
ние качественных синтаксических анализаторов 
на нем является вполне жизнеспособным подхо-
дом. Тем не менее, может возникнуть необходи-
мость обрабатывать предложения с нулевыми 
вершинами. В случае корпуса с небольшим ко-
личеством нулевых вершин есть основания рас-
сматривать нулевые предложения как некий ча-
стный случай в синтаксическом анализе и обра-
батывать их отдельно. 

Например, можно использовать следующую 
схему: 

1) проводим синтаксический анализ пред-
ложения; 

2) определяем по синтаксическому разбору 
необходимость добавления нулевых вершин. 
Другими словами, мы классифицируем предло-
жения на нулевые и «обычные». Данная класси-
фикация рассматривается в качестве первичного 
отсева и поэтому ошибки классификации не рав-
ноценны. Если нулевое предложение будет при-
нято за «обычное», то эту ошибку уже не испра-
вить дальше. А если «обычное» предложение при-
нять за нулевое, то это можно поправить далее; 

3) строим синтаксический разбор с нулевы-
ми вершинами. 

В данной работе основное внимание будет 
уделено пункту 2), то есть классификации пред-
ложений на эллиптические (нулевые) и «обыч-
ные». В качестве отправной точки для пункта 3) 
можно использовать то, что нулевые вершины 
часто соответствуют либо корневым глаголам, 
либо имеющимся в предложении словам [12]. 

Плюсом такого подхода является эффектив-
ность. При достаточно точной классификации 
дополнительная работа (по сравнению с «обыч-
ным» синтаксическим анализом) будет не очень 
трудоемкой. Дополнительно будем производить 
только следующие действия: 

a) классификацию предложений. Как прави-
ло, это не требует значительных затрат. Особен-
но с учетом того, что синтаксический анализ 
часто бывает весьма затратным; 

b) построение разборов предложений с ну-
левыми вершинами. Это может быть затратной 
операцией, но она будет производиться на не-
большом подмножестве предложений исходного 
корпуса. Это утверждение справедливо только 
для корпусов с небольшим количеством нулевых 
предложений. 

 
3 Подготовка данных 
Для исследований использовался нацио-

нальный корпус русского языка, а точнее глубо-
ко аннотированный (синтаксический) корпус. 
Этот фрагмент корпуса содержит тексты, снаб-
женные морфо-синтаксической разметкой, то есть 
помимо морфологической информации, припи-
санной каждому слову текста, для каждого пред-
ложения задана его синтаксическая структура. 

Важно отметить, что в корпусе представле-
ны такие явления как эллипсис и непроективные 
синтаксические разборы. 

В качестве базовой технологии для синтак-
сического анализа использовалась система 
MaltParser [13]. Это актуальная система для син-
таксического анализа на многих языках. Ее мож-
но использовать без дополнительных настроек. А 
можно настраивать под конкретный корпус текстов. 

Первым шагом в подготовке данных была 
настройка системы MaltParser. Из 49421 предло-
жений корпуса были исключены нулевые пред-
ложения. Нулевых предложений в корпусе было 
1008, поэтому в корпусе осталось 48413 предло-
жений. Все оставшиеся в корпусе предложения 
были разделены в соотношении 70:30, другими 
словами 100% корпуса было разделено на две 
части по 70% (тренировочная часть) и 30% (тес-
товая часть). Далее MaltParser обучался на тре-
нировочной части. 

После обучения было проведена проверка 
на тестовой части. Точность синтаксических раз-
боров (сравнение происходило без учета типов 
синтаксических связей) была 86.5%. Эти данные 
согласуются с данными из [11]. Таким образом, 
можно утверждать, что MaltParser был настроен 
корректно. 

Далее из тестовой части было случайно вы-
брано 1472 предложений. К ним были добавлены 
нулевые предложения, изначально исключенные 
из корпуса. Все эти предложения проанализиро-
ваны с помощью системы MaltParser. Отметим, 
что при анализе нулевых предложений исходными 
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данными являются только ненулевые слова (в 
корпусе SynTagRus обычные и нулевые вершины 
деревьев разбора смешаны, их нужно разделять 
перед анализом). Далее для всех предложений 
были извлечены следующие типы признаков: 

– части речи (1-й тип признаков). Для каж-
дой из частей речи считалось количество слов 
предложения, которые соответствуют этой части 
речи; 

– упорядоченные пары частей речи (2-й тип 
признаков). Это признаки, которые соответству-
ют словам некоторой синтаксической связи; 

– типы синтаксических связей (3-й тип при-
знаков). Для каждого из типов связей считаем 
сколько раз он встретился в предложении. 

– биграммы (4-й тип признаков). Считаем 
количество пар частей речи, которые соответст-
вуют соседним словам предложения; 

– упорядоченные тройки частей речи (5-й 
тип признаков). Для каждой тройки частей речи 
(p1, p2, p3) считаем число троек (v1, v2, v3) вершин 
дерева синтаксического разбора таких, что v1 
непосредственный родитель v2, v2 непосредст-
венный родитель v3, и при этом v1 имеет часть 
речи p1, v2 имеет часть речи p2, v3 имеет часть 
речи p3; 

– упорядоченные пары типов синтаксиче-
ских связей (6-й тип признаков). Аналогично 
предыдущему пункту считаем пару синтаксиче-
ских связей. 

Важно отличать нулевые предложения друг 
от друга. Всего в корпусе 1008 нулевых предло-
жений. Из них в 941 предложении все нулевые 
вершины имеют «обычные» дочерние вершины. 
В 12 предложениях во всех нулевых вершинах 
нет «обычных» дочерних вершин. И в 55 пред-
ложениях есть нулевые вершины обоих типов. 
Все дальнейшие рассмотрения проводились для 
полного набора из 1008 нулевых предложений. 

4 Классификация предложений 
Рассмотрим для начала качество анализа 

нулевых предложений без использования эллип-
сиса. Для анализа будем использовать MaltParser, 
настроенный на корпус SynTagRus. Точность 
анализа (доля корректных связей в разборе) со-
ставляет 73.7%. Полнота анализа (доля найден-
ных связей из нулевых предложений) составляет 
68.6%. 

Для классификации используются следую-
щие алгоритмы: 

– метод опорных векторов (SVM); 
– метод k ближайших соседей (kNN); 
– алгоритм AdaBoost (boosting); 
– бэггинг (bagging); 
– решающие деревья (rpart). 
При использовании каждого из классифика-

торов использовалась следующая схема: случай-
но делим выборку на тестовую часть (70% вы-
борки) и контрольную часть (30% выборки). 
Обучаем классификатор на тренировочной части 
и проверяем на контрольной. Для повышения 
достоверности экспериментов все алгоритмы 
классификации тестировались на одном и том же 
разбиении. Результаты классификации предло-
жений на разных наборах признаков представле-
ны ниже (таблицы 4.1–4.6). 

Рассмотрим данные, представленные в таб-
лицах. Ключевой показатель – точность класси-
фикации на всех предложениях из тестовой вы-
борки (четвертый столбец). По этому показателю 
можно сделать выводы о том, что максимальная 
точность классификации немногим выше 70%. 
Наилучшие показатели точности имеет метод 
опорных векторов (SVM). Существенно повы-
сить эту точность не удалось, даже за счет до-
бавления признаков или использования различ-
ных алгоритмов классификации. 

 
Таблица 4.1 – Результаты классификации предложений для 1-го типа признаков (части речи) 

 Точность классификации 
на «обычных» (ненулевых) 
предложениях из тестовой 

выборки 

Точность классификации на 
эллиптических (нулевых) 
предложениях из тестовой 

выборки 

Точность классификации 
на всех предложениях из 

тестовой выборки 

boost 86.9% 41.8% 67.5% 
bagging 84.5% 39.0% 64.9% 

kNN (k = 1) 74.6% 43.6% 61.3% 
kNN (k = 3) 72.2% 42.9% 59.6% 
kNN (k = 5) 71.4% 44.0% 59.6% 
kNN (k = 7) 84.2% 36.5% 63.7% 
kNN (k = 9) 86.6% 36.9% 65.2% 

kNN (k = 11) 88.2% 35.1% 65.4% 
kNN (k = 13) 88.5% 34.4% 65.2% 
kNN (k = 15) 89.0% 35.8% 66.2% 

rpart 85.8% 37.2% 64.9% 
SVM 88.8% 37.2% 66.6% 
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Таблица 4.2 – Результаты классификации предложений для типов признаков 
                        1(части речи) + 2(пары частей речи) 

 Точность классификации 
на «обычных» (ненулевых) 
предложениях из тестовой 

выборки 

Точность классификации на 
эллиптических (нулевых) 
предложениях из тестовой 

выборки 

Точность классификации 
на всех предложениях из 

тестовой выборки 

boost 79.5% 52.9% 68.7% 
bagging 83.8% 47.1% 68.9% 

kNN (k = 1) 74.2% 43.0% 61.5% 
kNN (k = 3) 73.5% 39.0% 59.4% 
kNN (k = 5) 73.7% 41.9% 60.8% 
kNN (k = 7) 84.6% 34.2% 64.1% 
kNN (k = 9) 87.6% 34.2% 65.9% 

kNN (k = 11) 87.4% 32.7% 65.1% 
kNN (k = 13) 89.4% 29.0% 64.8% 
kNN (k = 15) 88.6% 29.4% 64.5% 

rpart 77.5% 53.7% 67.8% 
SVM 83.1% 51.5% 70.2% 

 

Таблица 4.3 – Результаты классификации предложений для типов признаков 
                        1 (части речи) + 2 (пары частей речи) + 3 (типы синтаксических связей) 

 Точность классификации 
на «обычных» (ненулевых) 
предложениях из тестовой 

выборки 

Точность классификации на 
эллиптических (нулевых) 
предложениях из тестовой 

выборки 

Точность классификации 
на всех предложениях из 

тестовой выборки 

boost 82.2% 47.5% 67.2% 
bagging 83.8% 47.9% 68.2% 

kNN (k = 1) 80.6% 37.7% 62.0% 
kNN (k = 3) 80.1% 37.7% 61.7% 
kNN (k = 5) 79.8% 39.1% 62.1% 
kNN (k = 7) 88.4% 26.4% 61.5% 
kNN (k = 9) 89.5% 25.7% 61.8% 

kNN (k = 11) 91.4% 23.6% 62.0% 
kNN (k = 13) 91.9% 24.3% 62.6% 
kNN (k = 15) 91.9% 21.5% 61.4% 

rpart 83.8% 51.4% 69.8% 
SVM 83.6% 52.8% 70.2% 

 

Таблица 4.4 – Результаты классификации предложений для типов признаков 
                        1 (части речи) +2 (пары частей речи) +4 (биграммы) 

 Точность классификации 
на «обычных» (ненулевых) 
предложениях из тестовой 

выборки 

Точность классификации на 
эллиптических (нулевых) 
предложениях из тестовой 

выборки 

Точность классификации 
на всех предложениях из 

тестовой выборки 

boost 80.5% 51.6% 69.2% 
bagging 82.8% 50.5% 70.2% 

kNN (k = 1) 73.9% 44.7% 62.5% 
kNN (k = 3) 74.1% 43.6% 62.1% 
kNN (k = 5) 74.1% 45.1% 62.8% 
kNN (k = 7) 86.1% 32.2% 65.0% 
kNN (k = 9) 89.9% 32.2% 67.3% 

kNN (k = 11) 90.1% 30.4% 66.8% 
kNN (k = 13) 91.3% 28.2% 66.6% 
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 Продолжение таблицы 4.4. 
 Точность классификации 

на «обычных» (ненулевых) 
предложениях из тестовой 

выборки 

Точность классификации на 
эллиптических (нулевых) 
предложениях из тестовой 

выборки 

Точность классификации 
на всех предложениях из 

тестовой выборки 

kNN (k = 15) 90.8% 28.9% 66.6% 
rpart 74.1% 56.4% 67.2% 
SVM 83.3% 54.9% 72.2% 

 
Таблица 4.5 – Результаты классификации предложений для типов признаков 
                        1 (части речи) +2 (пары частей речи) +3 (типы связей) +5 (тройки частей речи) 

 Точность классификации 
на «обычных» (ненулевых) 
предложениях из тестовой 

выборки 

Точность классификации на 
эллиптических (нулевых) 
предложениях из тестовой 

выборки 

Точность классификации 
на всех предложениях из 

тестовой выборки 

boost 83.5% 43.5% 66.8% 
bagging 87.7% 43.5% 69.2% 

kNN (k = 1) 75.7% 41.5% 61.3% 
kNN (k = 3) 75.4% 40.1% 60.6% 
kNN (k = 5) 76.2% 41.8% 61.8% 
kNN (k = 7) 92.1% 24.8% 63.9% 
kNN (k = 9) 95.1% 22.4% 64.6% 

kNN (k = 11) 95.6% 20.4% 64.1% 
kNN (k = 13) 95.6% 20.4% 64.1% 
kNN (k = 15) 96.6% 17.7% 63.5% 

rpart 78.6% 50.0% 66.6% 
SVM 90.4% 44.2% 71.0% 

 
Таблица 4.6 – Результаты классификации предложений для типов признаков 
                        1 (части речи) +2 (пары частей речи) +3 (типы связей) +6 (пары типов связей) 

 Точность классификации 
на «обычных» (ненулевых) 
предложениях из тестовой 

выборки 

Точность классификации на 
эллиптических (нулевых) 
предложениях из тестовой 

выборки 

Точность классификации 
на всех предложениях из 

тестовой выборки 

boost 80.6% 54.3% 70.7% 
bagging 82.8% 50.6% 70.7% 

kNN (k = 1) 81.9% 41.7% 66.7% 
kNN (k = 3) 81.9% 41.7% 66.7% 
kNN (k = 5) 81.6% 41.3% 66.4% 
kNN (k = 7) 92.2% 27.9% 67.3% 
kNN (k = 9) 92.3% 28.3% 68.5% 

kNN (k = 11) 94.4% 26.7% 68.9% 
kNN (k = 13) 94.9% 25.1% 68.5% 
kNN (k = 15) 95.8% 25.1% 69.2% 

rpart 78.4% 47.8% 66.9% 
SVM 88.5% 45.7% 72.4% 

 
5 Материалы обеспечения экспериментов 
В экспериментах использовался корпус 

SynTagRus [14]. 
Все инструменты, использованные в статье 

доступны по ссылке: https://github.com/VovaMind/ 
SynTagRusEllipsisResearch. 

В состав репозитория включены: 

1) скрипты для настройки и использования 
системы MaltParser; 

2) R-скрипты для фильтрации признаков и 
для классификации предложений; 

3) Python-скрипты для подготовки данных. 
Формат данных в корпусе SynTagRus отличается 
от форматов, используемых в системе MaltParser. 
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И поэтому нужны скрипты для перевода из одно-
го формата в другой. Также в репозитории есть 
скрипты для отделения нулевых предложений, 
подсчета статистики, извлечения признаков для 
предложений и так далее. 

 
Заключение 
В статье исследовалась проблема классифи-

кации предложений на эллиптические (нулевые) 
и «обычные». Эта классификация должна стать 
отправной точкой для разработки эффективных 
алгоритмов синтаксического анализа эллиптиче-
ских предложений. Во время проведения иссле-
дования использовались различные наборы при-
знаков и различные алгоритмы классификации. 

В результате точность классификации ока-
залась выше 70%. Такой подход может быть ис-
пользован для первичной классификации. К дос-
тоинствам подхода можно отнести эффектив-
ность и базирование на классических подходах к 
синтаксическому анализу. 
  

ЛИТЕРАТУРА 
1. Грудева, Е.В. Избыточность текста, ре-

дукция и эллипсис (на материале русского язы-
ка): дис. ... д-ра филол. наук: 10.02.19 / Е.В. Гру-
дева. – СПб, 2009. – 448 с.: ил. 

2. Ларькина, А.А. Эллипсис и лингвистиче-
ская компрессия в современном французском 
языке в теории языковой экономии // Современ-
ная лингвистика и межкультурная коммуникация: 
в 2 кн. / под общ. ред. С. В. Куприенко; SWorld. – 
Одесса: Куприенко С.В., 2012 – К. 1: Моногра-
фия. – С. 21–33. 

3. Мальковский, М.Г. Восстановление эл-
липсиса как задача автоматической обработки 
текстов / М.Г. Мальковский, В.С. Миняйлов, 
А.С. Старостин // Программные продукты и сис-
темы. – № 3 (107). – 2014. – С. 32–36. 

4. Non-projective Dependency Parsing using 
Spanning Tree Algorithms / R. McDo-nald. F. Perei-
ra, K. Ribarov, Jan Hajič // Human Language Tech-
nology and Empirical Methods in Natural Language 
Processing (HLT/EMNLP), Vancouver, B.C., Can-
ada, 6–8 October 2005. – Mode of access: cite-
seer.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.84.20
66&rep=rep1&type=pdf. – Date of access: 16.02.2016. 

5. Eisner, J. Bilexical Grammars and a Cubic-
time Probabilistic Parser / J. Eisner // Proceedings of 
the 5th International Workshop on Parsing Tech-
nologies, Cambridge, MA, September, 1997. – 
Cambridge, 1997. – P. 54–65. – Mode of access:  

ftp://ftp.cis.upenn.edu/pub/jeisner/papers/eisner.iwpt
97.pdf. – Date of access: 16.02.2016. 

6. Nivre, J. An Efficient Algorithm for Projec-
tive Dependency Parsing / J. Nivre // Proceedings of 
the 8th International Workshop on Parsing Tech-
nologies (IWPT 03), Nancy, France, 23–25 April 
2003. – P. 149–160. 

7. Nivre, J. Non-Projective Dependency Pars-
ing in Expected Linear Time / J. Nivre // In Proceed-
ings of the Joint conference of the 47th Annual 
Meeting of the Association for Computational Lin-
guistics and the 4th International Joint Conference 
on Natural Language Processing of the Asian Fed-
eration of Natural Language Processing, Singapore 
on 2–7 August 2009. – P. 351–359. 

8. Старостин, А.С. Модель синтаксиса в 
системе морфосинтаксического анализа “Treeton” / 
А.С. Старостин, М.Г. Мальковский // Компью-
терная лингвистика и интеллектуальные техно-
логии: Труды междунар. конф. «Диалог–2006», 
Бекасово, 31 мая – 4 июня. 2006 г. – М.: Изд-во 
РГГУ, 2006. – С. 481–492. 

9. Nivre, J. Parsing Indian Languages with 
MaltParser / J. Nivre // In Proceedings of the ICON09 
NLP Tools Contest: Indian Language Dependency 
Parsing, Hyderabad, India, 14–17 December 2009. – 
P. 12–18. – Mode of access: stp.ling.uu.se/~nivre/ 
docs/malt_icon.pdf. – Date of access: 16.02.2016. 

10. Bohnet, B. A Transition-Based System for 
Joint Part-of-Speech Tagging and Labeled Non-
Projective Dependency Parsing / B. Bohnet, J. Nivre 
// In Proceedings of the 2012 Joint Conference on 
Empirical Methods in Natural Language Processing 
and Computational Natural Language Learning 
(EMNLP 2012), Jeju Island, Korea, 12–14 July 
2012. – Р. 1455–1465. 

11. Nivre, J. Parsing the SynTagRus treebank 
of Russian / J. Nivre, I.M. Boguslavsky, L.L. Iomdin 
// In Proceedings of the 22nd International Confer-
ence on Computational Linguistics (Coling 2008). – 
P. 641–648. 

12. Миняйлов, В.С. Особенности эллиптиче-
ских конструкций в русском языке / В.С. Миняй-
лов // Мир науки и инноваций. – Выпуск 1 (1). 
Т. 3. – Иваново: Научный мир, 2015. – С. 27–31. 

13. Система автоматического синтаксиче-
ского анализа MaltParser. – Режим доступа: http:// 
www.maltparser.org/ – Дата доступа: 16.02.2016. 

14. Национальный корпус русского языка. – 
Режим доступа: http://www.ruscorpora.ru/ – Дата 
доступа: 16.02.2016. 
 

Поступила в редакцию 03.06.16. 
 



Проблемы физики, математики и техники, № 3 (28), 2016 
 

© Осипенко А.Н., Осипенко Н.Б., Слепенок Ю.А., 2016             

88 

  

УДК 519.25 

АВТОМАТИЗАЦИЯ ДИАГНОСТИКИ ПОТЕНЦИАЛЬНЫХ 
КАЧЕСТВ ЧЕЛОВЕКА ПРИ ВЫБОРЕ ПРОФЕССИИ 

А.Н. Осипенко1, Н.Б. Осипенко2, Ю.А. Слепенок2 

1Гомельский государственный технический университет им. П.О. Сухого 
2Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 

AUTOMATION OF DIAGNOSTIC POTENTIAL 
OF HUMAN QUALITIES WHEN CHOOSING A PROFESSION 
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Описана версия пилотного проекта автоматизированной экспресс-диагностики подходящих человеку сфер деятельности и 
профессий. В основу проекта положена концепция информационной среды, позволяющей аккумулировать в универ-
сальной фрактальной матрице человека всевозможные его характеристики и результаты диагностического тестирова-
ния. Предложен алгоритм проецирования результатов теста в универсальную матрицу на примере описания потенци-
альных качеств человека с помощью квадрата Пифагора. Верификация компьютерной программы показала её работо-
способность и перспективность. 
 
Ключевые слова: сферы деятельности, профессии, алгоритм Пифагора. 
 
The version of the pilot project of the automated Express-diagnostics of suitable human spheres of activity and professions is 
described. The draft is based on the concept of the information environment that can accumulate all sorts of characteristics and 
results of diagnostic testing in a universal fractal matrix of the person. The algorithm of projection of the test results in a generic 
matrix on the example of the description of the potential qualities of a person by using a square of Pythagoras. Verification of 
the computer program has demonstrated its performance and viability. 
 
Keywords: sphere of activities, profession, algorithm of Pythagoras. 

 
 

Введение 
Несмотря на обилие антропометрических, 

социометрических, психологических и иных тес-
тов, проблема выбора профессии по-прежнему 
остается злободневной. Одна из причин состоит 
в отсутствии универсального инструмента авто-
матизации синтеза разнообразных описаний че-
ловека. Каждый тест отражает какую-то одну 
плоскость проявления личности. Поэтому прак-
тически все диагностические системы страдают 
либо однобокостью (один-два теста в основе), 
либо мозаичностью и противоречивостью (когда 
результаты теста либо не синтезируются вообще, 
либо как-то оцифровываются и проецируются на 
одну-две номинальные или количественные шка-
лы путем средневзвешенного суммирования). В 
последнем случае обычно происходит значи-
тельное искажение и потеря информации из-за 
нарушения основного методологического прин-
ципа: уровень сложности диагностирующей и уп-
равляющей систем не может быть ниже уровня 
сложности управляемой системы [1]. Поэтому в 
качестве универсальной математической струк-
туры для синтеза тестов должна использоваться 
не простая пара целевых шкал, а обобщенно-
смысловая конструкция, достаточно полно пред-
ставляющая все основные сферы деятельности 
человека и позволяющая учитывать многообра-
зие их взаимосвязей.  

В настоящей работе для целей профориен-
тации применяется базовая составляющая этой 
конструкции в виде матрицы с 36-ю темами дея-
тельности и набором логических схем их взаи-
мосвязей, в частности, в виде классификации 
исходных элементов или классов элементов, а 
также правил смены лидерства деятельностей 
класса в процессе жизни человека.  

Предполагается, что каждый человек имеет 
свое уникальное распределение значимостей 
элементов матрицы с преобладанием в основном 
шести из них. Таким образом, здесь мы имеем 
дело не с чисто математическим или логико-
синтаксическим построением, а в большей сте-
пени с логико-семантической конструкцией по 
глубине интуитивного обобщения и универсаль-
ности сродни математической теории [2]. Цен-
тральным звеном этого подхода является меха-
низм интерпретации теории на конкретном чело-
веке и получении соответствующей прогнозной 
модели его жизни, в частном случае, наиболее 
подходящих ему профессий. Под механизмом ин-
терпретации далее будем понимать всю совокуп-
ность диагностических процедур вместе с соот-
ветствующими алгоритмами проекции их резуль-
татов в универсальную матрицу деятельностей. 
Это первая фаза интерпретации – ориентацион-
но-распознающая. Вторая фаза интерпретации 
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(моделирование прогнозных состояний) в этой 
статье не рассматривается.  

В качестве примера диагностики человека 
на первых порах была выбрана наиболее доступ-
ная диагностика по дате рождения. Существует 
гипотеза, что дата рождения каким-то образом 
отражает генетический потенциал человека. 
Многие практикующие психологи с успехом ис-
пользуют алгоритм квадрата Пифагора [3] для 
диагностики характера человека и его склонно-
стей, а на их основе – подходящих профессий. 
Несмотря на имеющийся в научных кругах скеп-
сис по поводу связи паспортных данных, в част-
ности, даты рождения с некоторыми потенци-
альными предрасположенностями человека, бы-
ло решено проверить прогностические возмож-
ности этой гипотезы на конкретном статистиче-
ском материале. 

 
1 Описание реализации проекта 
С целью реализации пилотного проекта бы-

ла собрана информация о датах рождения из-
вестных людей, состоявшихся в своей профес-
сии. Применительно к задаче прогноза профес-
сий в роли априорных знаний в разработанном 
инструментарии используются две таблицы сис-
тематизации (универсальная таблица тем дея-
тельности человека и таблица сфер деятельно-
сти), а также таблица из более 350 профессий с 
указанием соответствующих наборов тем дея-
тельности по каждой профессии. Первые две 
таблицы являются авторским обобщением ряда 
систематизаций видов человеческой деятельно-
сти, в частности, работы М.С. Кагана [4], диффе-
ренциальной психологии и типологии характе-
ров К.Г. Юнга и Майерс-Бриггс в интерпретации 
П. Тайгер и Б. Тайгер [5], а также пирамиды по-
требностей человека А. Маслоу [6]. Результатом 
классификации видов деятельности явилась мат-
рица из 35 рабочих ячеек (таблица 1.1) и одной 
управляющей ячейки [7]. Пять столбцов этой 
таблицы определяются пятью ипостасями (ас-
пектами) человеческой деятельности: информа-
ционной (выбирающе-решающий аспект), креатив-
ной (структурирующе-функционирующий), энер-
гетической (переживающе-эмоционирующий), 
коммуникативной (образно-мыслящий), синтези-
рующей (отражающе-деятельностный). Семь строк 
этой таблицы определяются семью уровнями 
(сферами) человеческой деятельности: актуаль-
ной реализации (природно-экологической сре-
ды), потенциального подсознания (рода), потен-
циального сознания (ментальной области кол-
лективного сознания – ноосферы Земли), акту-
ального подсознания (коллективного взаимодей-
ствия), актуального сознания (личности), потен-
циальной реализации, или мотивации (культур-
но-территориальных образований), духовного 
сопровождения личностного развития (духовных 
институтов человечества). Отметим также,  что 

32-м (из 36) ячейкам из этой таблицы соответст-
вуют 32 типа характера человека, полученных с 
использованием шести дифференциаций: экстра-
версия – интраверсия, сенсорика – интуиция, ло-
гика – этика, рациональность – иррациональность, 
лидер – ведомый, фокусировка на своих намере-
ниях – фокусировка на намерениях других [7]. 
Имеется гипотеза, что этим 32 ячейкам соответст-
вуют 64 кодона генетического кода человека. 

В случае истинности гипотезы о связи даты 
рождения человека с его генетическим кодом и 
запрограммированных в нем схем сценариев 
жизни можно выдвинуть еще одну гипотезу о 
связи этих 36 ячеек с информацией, содержащей-
ся в квадрате Пифагора. Исходя из этой гипотезы 
была получена априорная функция ( . ),Q j i  

1,7, 1,5,j i   приведенная в таблице 1.1, за-

дающая каждой ячейке (теме деятельности) со-
ответствующий код в виде пары цифр квадрата 
Пифагора (они записаны над краткой расшиф-
ровкой смысла темы деятельности). Для управ-
ляющей 36-й темы (8.1) (1,8).Q   

Этап 1. Построение обобщенной психо-

матрицы ( ), 1, 23.КП i i   

1.1. Вначале в качестве нумерологической 
диагностики осуществляется построение психо-
матрицы человека по классическому алгоритму 
квадрата Пифагора [3] в виде функции 

( ), 1,9,КП i i   где ( )КП i  – значение счетчика 

встречаемости цифры i в дате рождения и еще в 
трех производных от нее числах.  

1.2. Затем строится расширенная психомат-
рица человека в виде 23-мерного вектора 

( ), 1, 23.КП i i   Пусть 1 9(1),..., (9).x КП x КП   

К полученным девяти элементам вектора добавим 
ещё четырнадцать в соответствии с формулами:  

10 1 2 3 ,x x x x    11 4 5 6 ,x x x x    

12 7 8 9 ,x x x x    13 1 4 7 ,x x x x    

14 4 5 8 ,x x x x    15 3 6 9 ,x x x x    

16 1 5 9 ,x x x x    17 3 5 7 ,x x x x    

18x  – количество нулей в рабочих числах алго-

ритма расчета квадрата, 

19 12 14 ,x x x   20 10 15 ,x x x   

21 11 13 ,x x x   22 10 13 ,x x x   23 16 17x x x  . 

Итак обозначим ( ) , 1,23.iКП i x i   

1.3. И, наконец, выполняется построение 

обобщенной психоматрицы ( ), 1, 23.КП i i   Пусть 

родственников первого уровня близости (кто 
внес особый вклад в воспитание до 7 лет) – 1,N  а 

второго  уровня  (значимый вклад) – 2 ,N  т. е.  у 

нас имеется 1 2 1N N   психоматриц ( ),jКП i  

1 11, 1j N N    для j-го человека по i-му эле-

менту   расширенной   психоматрицы.  Пусть 
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Таблица 1.1 – Смысл тем деятельности и соответствующие цифровые коды 
 1 2 3 4 5 

7 
1,3 

охранение 
1,2 

рождение  
и развитие 

1,6 
волеизъявление 

1,4 
обеспечение надеж-
ности в отношениях 

8,9 
постижение  

богатства красоты

6 

1,7 
мотивация 

5,8 
творение 

4,6 
преобразование в 

труде 

1,9 
настроенность на 
благодать мира и 

природы 

2,6 
интеграция  

деятельностей 

5 

3,9 
обдумывание 

2,8 
обучение 

4,8 
эмоциональное  

закрепление 
намерения 

3,4 
совет 

7,8 
осознание жизни 
силой интеллекта 

4 

6,9 
информирование 

по новой ситуации 

6,7 
освоение перспек-

тив внешней  
деятельности 

3,6 
поддержка себя и 

людей 

4,5 
выражение  

признательности 

4,9 
создание впечатле-

ния от общения 

3 
3,8 

самоосознание 
2,3 

порождение речи 
3.5 

заинтересованность 
жизнью 

2,7 
логичное мышление 

5,9 
отражение жизни в 

памяти 

2 

4,7 
формирование 

мировосприятия в 
системе родного 

языка 

6,8 
обеспечение  

настроения гармо-
ничного развития 

2,5 
интуитивное  

влечение друг к 
другу 

2,4 
принятие себя и 

близких 

7,9 
удовлетворение 

потребности  
непосредственного 

общения  
из глубины души 

1 

5,6 
излучение про-

светляющей кро-
тости при встрече 

1,5 
эволюционное 

 изменение жизне-
деятельности 

2,9 
проявление  

состояния бодрости

3,7 
циркуляция  

взаимодействий 

5,7 
синтез всех  

составляющих  
жизнедеятельности

 

1 1( , ( )), 1, 1jUD i КП i j N N    

– матрица уровней допустимости, где элементы 
матрицы j

iUD  принимают четыре значения: 0 

(если цифра имеет недопустимый уровень), 1 
(если цифра имеет допустимый уровень), 2 (если 
цифра имеет доминирующий уровень) и 3 (если 
цифра имеет сверхдоминирующий уровень) для 
j-го человека по i-му элементу, значения которой 
задаются из эмпирических соображений. Так, 
для j-го человека по 1-му элементу j

iUD  прини-

мает значения: 0 – для (1) 2,jКП   1– для 

(1) 3,jКП   2 – для (1) 4jКП   или 5, 3– для 

(1) 6.jКП   Функция родственности r(j) прини-

мает три значения: 0 (для самого человека), 1 
(для родственников первого уровня близости), 2 
(для родственников второго уровня близости).  

Зададим с помощью таблицы 1.2 
( ( ), ( , ( ))j j

i H r j UD i КП i   

– веса учета уровня родственности j-го человека 
для i-го элемента, используемые для построения 
обобщенной психоматрицы человека и построим 

итоговую обобщенную психоматрицу ( ),КП i  

1, 23i   на основании расширенных психомат-
риц всех родственников и самого человека 

1 1( ), 1, 1jKП i j N N    

по формуле (1.1) 
1 2

1 2

1

1

1

1

( )

( ) , 1, 23.

N N
j j
i

j

N N
j
i

j

KП i

KП i i

 


 



 
 






    (1.1) 

 

       Таблица 1.2 – Функция ( ( ), ( , ( ))jH r j UD i КП i  

( , ( ))jUD i КП i  r(j) 

0 1 2 3 
0 0,5 1 1 1 
1 0 0,25 0,25 0,5 

2 0 0,15 0,15 0,25 
 

Этап 2. Выделение значимых и незначимых 
для человека тем деятельности, сфер деятель-
ности и профессий. 

Исходной информацией для этого этапа яв-
ляется таблица 1.1. Рассмотрим два варианта 
прогноза. 

Вариант 2.А (опирается на использование 
( ), 1,23).КП i i   
2.1. Определение вектора условий допуска, 

доминирования и сверхдоминирования для цифр 
( )KП i  в соответствии с матрицей уровней до-

пустимости 1 2( , ( )), 1, 1jUD i КП i j N N   , опи-
санной в этапе 1. 
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2.2. Определение сверхдоминирующей и 
доминирующих цифр. 

2.2.1. Упорядочиваем вектор ( )KП i  по убы-

ванию: ˆ ˆ ( ).KП i  Пусть вектор ˆ( )I i  – соответст-

вующий вектор цифр для вектора ˆ ˆ ( ).KП i  

2.2.2 Берем цифру ˆ(1)I  с максимальным 

значением ˆ ˆ (1).KП  Если ˆ ˆ ˆ ˆ(1) 1,5 (2),KП KП   то 

тогда цифра ˆ(1)I  считается сверхдоминирующей 

и выполняется п.2.2.3, иначе 2.2.4. 

2.2.3. Берем цифру ˆ(2)I . Компонуем группу 

доминирующих цифр согласно критерию 
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) 0,75 (2), i 2,9.KП i KП    Пусть множества 

{ (2),..., ( )},ID I I k
 

 где k  – последняя цифра, 

удовлетворяющая этому критерию. Тогда иско-
мый набор ячеек будет формироваться парами 
цифр, образуемых из сверхдоминирующей циф-

ры ˆ(1)I и одной из цифр множества .ID  Всего 

получится k таких пар. Пусть  .K k  Переход на 2.4. 

2.2.4. Пусть множества { (1),..., ( )},ID I I k
 

 

где ˆ( )I k  – последняя цифра в векторе ˆ,I  удовле-

творяющая условию ˆ ˆ ˆ ˆ( ) 0,5 (1).KП i KП   Назовем 

эти цифры доминирующими и будем формиро-
вать искомый набор ячеек с помощью различных 
пар цифр множества ID. 

2.3. По парам цифр 1 2( , ),k k  полученным в 

2.2.3 или в 2.2.4, определяем одну из 36-и тем 
ячейки с координатами 

1
1 2( , ) ( , ), {1,...,8}, {1,...,5},j i Q k k j i    

где 1 2 1 2( , ), {1,...,8}, {2,...,9}k k k k   – номера строки 

 и столбца таблицы 1.3, в которой соответствие 
цифр квадрата Пифагора (КП) ячейкам деятель-
ности сформированы на основе таблицы 1.1, т. е. 
таблица 1.3 является обратной таблице 1.1. 

 

Таблица 1.3 – Значения-функции 1
1 2( , )Q k k   

Цифры 
КП 

2 3 4 5 6 7 8 9 

1 7.2 7.1 7.4 1.2 7.3 6.1 36 6.4
2  3.2 2.4 2.3 6.5 3.4 5.2 1.3
3   5.4 3.3 4.3 1.4 3.1 5.1
4    4.4 6.3 2.1 5.3 4.5
5     1.1 1.5 6.2 3.5
6      4.2 2.2 4.1
7       5.5 2.5
8        7.5

 

2.4. Формирование весов сфер деятельности.  
2.4.1 По темам (ячейкам), полученным в 2.3, 

определяем наименование соответствующей сфе-
ры деятельности с помощью таблицы 1.4. 

2.4.2. Организуем цикл по сферам деятель-

ности { , 1,18}.iS s i   Пусть 1
is  и 2

is  – пара яче-

ек по сфере деятельности is , где 1
1 1( . )i i

is n m  и 
2

2 2( . )i i
is n m – координаты ячеек 1

is  и 2
is  i-ой 

сферы деятельности таблицы 1.4.  
Рассмотрим функцию ( . )Q n m  из таблицы 

1.1, предназначенную для определения пары 
цифр, кодирующих тему (ячейку) с координата-
ми ( . ) :n m  1 2( , ) ( . )k k Q n m . 

2.4.3. Определяем четверку цифр, соответ-
ствующих сфере деятельности :is  

1 1 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2( , , , ) ( . ), ( . ).i i i ik k k k Q n m Q n m  

 

Таблица 1.4 – Сферы деятельности и соответствующие темы деятельности 
№ Наименование сферы деятельности Сокращенное наименование 

сферы деятельности 
Соответствующая пара тем 

деятельности (ячеек) 
1 Аграрно-экологическая  Агр_эк 1.1 4.4 
2 Проектирование полезных форм Пр_пол_ф 3.2 2.1 
3 Психолого-терапевтическая  Пс_тер 3.5 3.3 
4 Духовно-религиозная Д_р 7.2 7.4 
5 Информационная сфера услуг СМИ 6.4 2.5 
6 Естественнонаучная Ест_н 5.1 3.4 
7 Культуры и искусств К_ис 6.5 7.5 
8 Медико-оздоровительная М_озд 4.3 1.2 
9 Общественно-научная Общ_н 4.1 5.5 

10 Педагогическая Пед 3.1 5.2 
11 Игровая сфера услуг Игр_СУ 1.4 4.5 
12 Социально-бытовая сфера услуг С_быт_СУ 2.3 2.2 
13 Техническое творчество Тех_тв 4.2 5.3 
14 Экономическая Экон 7.1 1.5 
15 Государственно-правовая Г_пр 6.1 2.4 
16 Материальное производство Мат_пр 6.3 1.3 
17 Идеологическая Идеол 5.4 6.2 
18 Философская Фил 36 7.3 
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Заметим, что эти четыре цифры могут быть все 
разные, либо две из них могут совпадать. 

2.4.4. Высчитываем вес iB  сферы деятель-

ности is  по формуле: 
1 1 2 2
1 2 1 2КП( ) КП( ) КП( ) КП( ).iB k k k k     

2.4.5. Упорядочиваем веса сфер деятельно-
сти .is  

Таким образом, в варианте А выявляются 
наиболее значимые темы (ячейки) деятельности 
(п. 2.2.3) и сферы деятельности (п. 2.2.5). 

2.5. Формирование вектора управленческих 
ролей. Для определения готовности человека к 
роли организатора и/или руководителя высшего 
звена используется эмпирическая информация о 
типовых ролях и вариантах их минимальных 
уровней допустимости для ( , ( )),jUD i КП i  

19, 20,23,18i  . В случае выполнения этого ус-

ловия в вектор управленческих ролей (*)UPR  

заносится флажок 1 на место, отвечающее вы-
бранной роли: (3) 1UPR   для организатора 

высшего звена; (4) 1UPR   для руководителя 

высшего звена. Если (3) 1,UPR   то автоматически 

флажок организатора среднего звена (1) 1.UPR   

Подразумевается, что организатор высшего звена 
справится и с обязанностями организатора сред-
него звена. Аналогично и с ролью руководителя: 
если (4) 1,UPR   то (2) 1.UPR   Если после этого 

(1) 0UPR   или (2) 0,UPR   то проведем проверку 

человека на роль организатора и /или руководите-
лясреднего звена, здесь проверка условия предпо-
лагает строгое равенство для ( , ( )),jUD i КП i  

19, 20,23,18i   соответствующим пороговым зна-
чениям. Типовая роль исполнителя выбирается в 
остальных случаях. 

2.6. Выбор профессий. Для выбора подхо-
дящих человеку профессий понадобятся четыре 
блока данных.  

1. Набор полученных выше ячеек таблицы 
1.1. Назовем их базовыми. Всего таких ячеек 
( . )k kn m  будет K.  

2. Веса базовых ячеек , 1, .kP k K  

3. Вектор обобщенной расширенной психо-
матрицы.  

4. Таблица с характеристиками профессий – 
наборами определяющих их тем деятельности и 
значениями управленческих ролей (1 – человек 
предрасположен к роли, 0 – нет), фрагмент кото-
рой приведен в таблице 1.5. 

Выбор профессий осуществляется путем 
прохода по всем строкам таблицы с характери-
стиками профессий. Если условия выбора вы-
полняются, то текущая профессия вместе с её 
весом попадает в список профессий для итого-
вых рекомендаций. 

Опишем алгоритм проверки текущей про-

фессии. Пусть {( , ), 1, }q qr s q Q    – набор яче-

ек текущей профессии; {( . ), 1, }k kW n m k K  – 

набор базовых ячеек человека. Проведем отбра-
ковку профессии за три шага. 

Шаг 1. Отбраковка по пересечению ячеек 
профессии и базовых ячеек. Возможны следую-
щие случаи для принятия решения об отбраковке: 
1) 1Q   и количество общих ячеек 0;W   

2) 2Q   и количество общих ячеек 1;W   

3) 3Q   и количество общих ячеек 1;W   

4) 4Q   и количество общих ячеек 1;W   

5) 5Q   и количество общих ячеек 2;W   

6) 6Q   и количество общих ячеек 2.W   

Шаг 2. Отбраковка текущей профессии в 
случае, если хотя бы одна небазовая тема (ячейка) 
профессии, определенная в шаге 1, получена 

1 1 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2( , , , ) ( . ), ( . )i i i ik k k k Q n m Q n m  

на основе пары цифр 1 2( , )s s  (см. таблицу 1.1), 

где либо 1,s  либо 2s  не являются допустимыми: 

1 1( , ( )) 0UD s КП s   или 2 2( , ( )) 0.UD s КП s   

Шаг 3. Отбраковка по управляющим ролям. 
Текущая профессия бракуется, если в векторе 

управляющих ролей человека ( ), 1,4UPR i i   и 

соответствующий вектор из строки текущей 

профессии ( ), 1, 4UPR i i   в таблице 1.5 не удов-

летворяют условию ( ) ( ), 1,4.UPR i UPR i i   

После отбраковки, если текущая профессия 
«выдержала испытание», то следующим дейст-
вием будет формирование её веса по формуле 

 
 

Таблица 1.5 – Фрагмент соответствий профессий, тем деятельности и управленческих ролей 
Управленческие ( )UPR i   Сфера  

деятельности 
Профессия Темы деятельности 

i = 1 i = 2 i = 3 i = 4 
3 Психотерапевт 3.5 3.3 5.4 36 1 1 1 1 
4 Демограф 4.1 5.5 3.2 3.4 1 0 0 0 
7 Актёр театра и кино 6.5 3.5 3.3 7.2 0 0 0 0 

10 Преподаватель математики 3.1 5.2 3.2 6.5 1 1 0 0 
15 Прокурор 6.1 2.4 3.2 3.5 1 0 0 0 
18 Писатель, поэт 36 3.2 3.3 7.2 1 0 0 0 
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max{ } ,j
k kP P P r    

где индекс k пробегает базовые темы (ячейки) из 
множества ,W  а 2,r   если UPR (4) 1    

или  (UPR (3) 1 и UPR (2) 1), 1,5,r     если 

UPR (3) 1   или  (UPR (1) 1 и UPR (2) 1)    и 

1,r   иначе. 
В результате прохождения цикла по про-

фессиям таблицы 1.5 формируются рекомендуе-
мые для человека профессии вместе с соответст-
вующими весами.  

Опишем второй вариант второго этапа вы-
деления значимых и незначимых для человека 
типов деятельности, сфер деятельности и про-
фессий. 

Вариант 2.Б (предполагает оценку весов 

тем деятельности, как с учетом ( ), 1, 23,KП i i   

так и без, например, на основании результатов 
психологического тестирования). 

В этом варианте выделяются не только наи-
более значимые, но и наименее значимые темы и 
сферы деятельности. Знание последних при вы-
боре профессии помогает избежать тяжелых 
психологических последствий от занятий неин-
тересным делом. 

2.1. Обработка тем деятельности (ячеек). 
2.1.1. Формирование матрицы (.,.)SS  и век-

тора (.)S  нормированных весов тем деятельно-

сти. Пусть 

1 2( , ) КП( ) КП( ), 1,7, 1,5,KK j i k k j i     

где 1
1 2( , ) ( , );k k Q j i  (8,1) КП(1) КП(8);KK    

max max ( ), 1,9K KП i i   – максимальное значе-

ние встречаемости для цифр обобщенной психо-
матрицы. Матрица (.,.)SS  формируется из мат-

рицы (.,.)KK  путем нормировки: 

max

max

( , ) ( , )  2 / 2, 1,7, 1,5;

(8,1) (8,1)  2 / 2.

SS j i KK j i К j i

SS KK К

    

  
 

Сформируем из матрицы (.,.)SS  одномер-

ный вектор (.) :S  

(( 1) 5 ) ( , ), 1,7, 1,5;S j i SS j i j i       

(36) (8,1).S SS  

2.1.2. Сортировка весов тем деятельности. 
Пусть Sorder(36)  – отсортированный вектор 

(.)S  по убыванию, т. е. 

Sorder(1) max{S(.)}, Sorder(36) min{S(.)}  . 

Пусть Index(36)  – соответствующие номера ис-

ходного вектора (.)S  в отсортированном векторе 

Sorder(.) . 

2.1.3. Выбор позитивных ячеек. Пусть 

Status( ) 0, 1,36l l   – вектор статусов тем дея-

тельности. Для значимых ячеек статус равен +1, 
для незначимых – –1, для нейтральных – 0. Оп-
ределим  

Status(Index( )) Status(Index( )) 1, 1,6.k k k    

Если Sorder(6)<0,5  Sorder(5),  то 

Status(Index(6)) 0  

и переход на 2.1.4, иначе пока 9k   или 
(Sorder( +1)  0,99 Sorder( ))k k   и 

(Sorder( +1)  0,85 Sorder( )),k k   

выполним: 1k k   и 
Status(Index( )) Status(Index( )) 1.k k   

2.1.4. Выбор негативных ячеек. Пусть 
Status(Index(37 )) Status(Index(37 )) 1,

1,6.

k k

k

   


 

Если (Sorder(31)  0,5 Sorder(32)),   

то Status(Index(31)) 0  и переход на 2.1.5, иначе 

пока 9k   или 
(Sorder(37 1)  0,99 Sorder(37 ))k k      и 

(Sorder(37 1)  0,85 Sorder(37 )),k k      

выполним: 1k k   и 
Status(Index(37 )) Status(Index(37 )) 1.k k     

2.1.5. Печать полученных результатов (дву-
мерного адреса ячейки, наименования типа дея-
тельности, её статуса и веса для всех ячеек) про-
изводится по шаблону, приведенному в таблице 
1.6: =(l div 5)+1,j  где div  – целочисленное де-

ление, 5 ( 1).i l j     

При этом строки ячеек подсвечиваются в 
зависимости от ее статуса: +1 –светлозеленым, 0 – 
светложелтым, –1– розовым. 

2.2. Обработка сфер деятельности. 
2.2.1. Расчет нормированных весов сфер 

деятельности. Пусть ActCells( ,1)l  и ActCells( ,2)l  – 

номера строки и столбца первой ячейки l-й сфе-
ры деятельности; ActCells( ,3)l  и ActCells( ,4)l  – 

номера строки и столбца второй ячейки l-й сфе-
ры деятельности из таблицы 1.1. Пусть  

SD( ) SS(ActCells( ,1)ActCells( ,2))

SS(ActCells( ,3)ActCells( ,4)), 1,8

l l l

l l l

 

 
 

– вектор нормированных весов сфер деятельности. 
2.2.2. Сортировка весов сфер деятельности. 

Пусть SDorder(18)  – отсортированный вектор 

(.)SD  по убыванию, т. е. 

SDorder( ) max{SD(.)},l   

SDorder(18) min{SD(.)}.  

 
Таблица 1.6 – Вывод полученных тем деятельности 

№ Адрес ячейки Тип деятельности Статус ячейки Вес ячейки 

1,36k   ( , )j i  из таблицы деятельности 1.1 Status( ),l  Index( )l k  Sorder( )k  
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Таблица 1.7 – Вывод полученных сфер деятельности 
№ Адрес 

пер-
вой 

ячейки 

Статус первой ячейки Адрес 
второй
ячейки

Статус второй ячейки Наимено-
вание 
сферы 

деятель-
ности 

Статус сферы 
деятельности 

Вес сферы 
деятельно-

сти 

1,18k   1 1( , )j i  1 1StatusSD(( 1) 5 )j i   2 2( , )j i 2 2StatusSD(( 1) 5 )j i   из табли-
цы 1.4 

StatusSD( )l  

IndexSD( )l k  

SDorder( )k

 
Пусть Index(18)  – соответствующие номера ис-

ходного вектора (.)SD  в отсортированном век-

торе SDorder(.) . 

2.2.3. Выбор позитивных сфер деятельно-

сти. Пусть StatusSD( ) 0, 1,18l l   – вектор ста-

тусов сфер деятельности. Определим 
StatusSD(IndexSD( ))

StatusSD(IndexSD( )) 1, 1,3

k

k k



  
 

Если SDorder(3)<0,5  SDorder(2),  то 

StatusSD(IndexSD(3)) 0  

и переход на 2.2.4, иначе пока 4k   или 
(SDorder( +1)  0,99 SDorder( ))k k   и 

(SDorder( +1) 0,85 SDorder( ))k k   

выполним: 1k k   и 
StatusSD(IndexSD( )) StatusSD(IndexSD( )) 1.k k   

2.2.4. Выбор негативных сфер деятельности. 
Пусть  

StatusSD(IndexSD(19 ))

StatusSD(IndexSD(19 )) 1, 1,3.

k

k k

 

   
 

Если SDorder(16)>0,5  SDorder(17),  то 

StatusSD(IndexSD(16)) 0  

и переход на 2.2.5, иначе пока 4k   или  
(SDorder(19 1) 0,99 SDorder(19 ))k k      и 

(SDorder(19 1) 0,85 SDorder(19 )),k k      

выполним: 1k k   и 
StatusSD(IndexSD(19 ))

StatusSD(IndexSD(19 )) 1.

k

k

 
  

 

2.2.5. Печать полученных результатов (ад-
ресов двух ячеек, наименования, статуса и веса 
для всех сфер деятельности) производится по 
шаблону, приведенному в таблице 1.7: 

1 1ActCells( ,1); ActCells( ,2);j l i l   

2 2ActCells( ,3); ActCells( ,4);

IndexSD( ).

j l i l

l k

 


 

При этом строки сфер деятельности подсве-
чиваются в зависимости от ее статуса:+1 –
светлозеленым, 0 – светложелтым, –1– розовым. 

2.3. Обработка профессий. Для выбора про-

фессий понадобятся вектора S( ), =1,36l l  и 

Status( ), =1,36,l l  полученные в п.2.1, а также 

таблица профессий 1.5. Пусть VesPr(.)  – вектор 

формируемых весов профессий с максимальной 
длиной, равной количеству профессий в таблице 1.5. 

2.3.1. Счетчик формируемых профессий 
0.ip   Цикл по списку профессий таблицы 1.5. 

Пусть {( , ), 1, }q qr s q Q    – набор ячеек теку-

щей профессии Sum 0; Ves 0.Q Q   

2.3.1.1. Цикл по ячейкам текущей профессии 

1, ; ( 1) 5  .q qq Q t r s      Если Status( ) 0,t   то 

на продолжение цикла 2.3.1 по профессиям, иначе  
Sum Sum Status( );

Ves Ves S( ).

Q Q t

Q Q t

 
 

 

Продолжение цикла 2.3.1.1. 
Если Sum /  2 / ,Q Q Q  то на продолжение 

цикла 2.3.1 по профессиям, иначе 1.ip ip   

Ves Pr(.) Ves .Q  

Продолжение цикла 2.3.1. 
2.3.2. Пусть количество профессий для тес-

тируемого человека Kpr .ip  Сортировка про-

фессий по весу VesPr(.).  Пусть VesPrOrder(.)  – 

отсортированный вектор весов и IndexPr(.)  – 

соответствующий вектор индексов. 
2.3.3. Выбор сокращенного набора профес-

сий. Если Kpr 7,  то Kprk   и переход на пе-

чать отсортированных профессий, иначе 5.k   
Пока 10k   и ( 2) Kprk    и 

((VesPrOrder( 2)) 0.5 VesPrOrder( )k k    

или (VesPrOrder( 1)) 0.6 VesPrOrder( ))k k    

делаем 1,k k   иначе пока Kprk   и 

(VesPrOrder( 1)) 0.99 VesPrOrder( )k k    

делаем 1,k k   иначе 1.k k   
2.3.4. Печать полученных результатов 

(профессий и соответствующих весов) произво-
дится по шаблону, приведенному в таблице 1.8. 
 
       Таблица 1.8 – Вывод полученных профессий 

№ Наименование  
профессии 

Вес ячейки 

1,ik k l-е наименование из 
таблицы профессий 
1.5, IndexPr( )l ik  

VesPrOrder( )ik

 

2 Верификация прогноза 
С целью апробации и верификации правдо-

подобности прогноза, полученного с помощью 
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разработанного приложения, доступного в Ин-
тернете по ссылке http://psychoanalysis.esy.es/ 
web/site/kvadrat, была собрана информация о да-
тах рождения известных личностей. Результаты 
прогноза (сокращения названий сфер деятельно-
сти взяты из таблицы 1.4) для вариантов (вид А и Б) 
второго этапа без учета родственников в форму-
ле расчета обобщенного квадрата Пифагора при-
ведены в таблице 2.1., а с учетом таблицы 2.2. 

Из таблицы 2.1 можно сделать следующие 
выводы.  

Реальный род занятий практически по всем 
членам выборки хорошо вписывается в лиди-
рующие прогнозные сферы деятельности, как в 
варианте А, так и в варианте Б.  

В большинстве случаев в списках прогноз-
ных профессий обоих вариантов имеется про-
фессия, близкая к фактической. 

 

Таблица 2.1 – Прогноз сфер деятельности и профессий без учета родственников 
Прогноз (КП без учета родственников) ФИО 

(дата рождения) 
Профессия Вид 

сфер деятельности 
(относительный вес)

профессий (относительный вес) 

А Пс_тер (8.8); 
Ест_н (7.8); 

С_быт_СУ(6); 
Мат_пр (5.8); 
Пр_пол_ф (5) 

Писатель, поэт (39.2); директор по марке-
тингу (38.8); преподаватель политологии 
(33.2); прокурор (33.2); медиа-байер (33.2);
преподаватель математики (33.2) 

Пушкин А.С. 
(26.05.1799) 

Поэт, писатель 

Б Пс_тер (2.29); 
Ест_н (1.57); 
СМИ (1.43); 
К_ис (0.86) 

Директор по маркетингу (4.4); маркетолог 
ИТ (4.4); прокурор (3.9); web-дизайнер (3.6); 
учитель начальных классов (3.1); дизай-
нер по рекламе (3.1); сценарист (3.1) 

А Фил (12); Д_р (11); 
Г_пр (7); Экон (7) 

Психотерапевт (13) Достоевский Ф.М. 
(30.10.1821) 

Писатель 

Б Фил (0.8); Д_р (0.4) Этнограф (0.4) 
А Д_р (9); Г_пр (8); 

К_ис (5.8) 
Социальный работник (24); стилист (10) Чехов А.П. 

(17.01.1860) 
Писатель 

Б Д_р (2 ); Г_пр (1.3) 
Фил (0.7); 

Мат_пр (0.5); 
Пр_пол_ф (0.1) 

Социальный работник (2.67); регент (2); 
стилист (1.3); преподаватель по животно-
водству (1.3); преподаватель агроэконо-
мики (1.3) 

А С_быт_СУ (7); 
Ест_н (6.8);  

Пс_тер (6.8); 
Пр_пол_ф (6); 

М_озд (6); Пед (6) 
Общ_н (5.8);  

К_ис (5.8) 

Лингвист (17.8); провизор (17.8); культу-
ролог (16.6); девелопер (15.8); контент-
менеджер (15.8); правовед (15.6) 

Юнг К.Г. 
(26.07.1875) 

Психотерапевт 

Б С_быт_СУ (3); 
Ест_н (2.8); 

Пс_тер (2.8); 
М_озд (2); Пед (2); 

Пр_пол_ф (2); 
Экон (2); К_ис (1.8); 

Общ_н (1.8) 

Демограф (6); следователь (6); специалист 
декоративно-прикладного искусства (6); 
аниматор (6); палеонтолог (4); логопед (4);
дизайнер по рекламе (4); военнослужащий 
ВКС (4); имиджмейкер (4); редактор СМИ 
(4); журналист (4); гид (4); кинолог (4);
математик-теоретик (4) 

А Фил (9); М_озд (8) Эколог (1.3) Фрейд З. 
(6.05.1856) 

Психоаналитик 
Б Фил (2); М_озд (1.3);

Агр_эк (0.7); 
Д_р (0.67) 

Эколог (1.3); дирижер, концертмейстер 
(1.2); микробиолог (0.7); геофизик (0.7) 

А Д_р (6); Пс_тер (5.8);
СМИ (5.6);  
М_озд (5); 

 Пед (5); Экон (5); 
Идеол (5); Фил (5) 

Директор по маркетингу (15.4); социопси-
холог (14.8); писатель, поэт (14.6); плани-
ровщик социальной среды (13.8); актёр 
театра и кино (13.4) 

Фром Э. 
(23.03.1900) 

Психолог 

Б Д_р (2); Пс_тер (1.8);
СМИ (1.6); Фил (1); 
Пед (1); Идеол (1;) 
М_озд (1); Экон (1) 

Психотерапевт (3); писатель, поэт (3);
фармацевт (2.8); менеджер по рекламе (2.8);
дирижер, концертмейстер (2.8); медиа-
байер (2.8) 
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Таблица 2.2 – Прогноз сфер деятельности и профессий с учетом и без учета родственноков 
Прогноз  

(КП с учетом родственников) 
Прогноз  

(КП без учета родственников) 
ФИО  
(дата  

рождения) 

Профессия Вид 

сфер  
деятельности 
(относитель-

ный вес) 

профессий  
(относительный вес) 

сфер  
деятельно-

сти (относи-
тельный вес)

профессий  
(относительный вес) 

А Д_р (7.5); 
Экон (7.39); 
Пр_пол_ф 

(5.81) 

Демограф (34.1); инже-
нер-испытатель (25.0);
специалист МВД (10.3);
инспектор (10.28); де-
лопроизводитель (10.3);
врач окулист (10.3);
переводчик (10.0) 

М_озд (7); 
Пр_пол_ф 

(6) 

Логопед (23.6) Захарова 
Александра 
Марковна 

(17.06.1962) 
(13.10. 1933 – 

отец; 
10.05.1932 – 

мать) 

Артистка

Б М_озд (1.1); 
Д_р (0.8); 
Экон (0.7); 
Ест_н (0.5); 
Фил (0.4) 

Писатель, поэт (2.8); 
инженер-испытатель 
(2.3); логопед (2.1); 
фармацевт (2.1); воен-
нослужащий ВКС (1.8)

М_озд (0.7);
Ест_н (0.5); 
Пр_пол_ф 
(0); Пс_тер 

(–0.1) 

Логопед (2.7); редактор 
СМИ (2); преподаватель 
математики (2); воспи-
татель детского сада (2);
военнослужащий ВКС (2);
гид (2) 

 
По некоторым личностям (К. Юнгу, 

Э. Фрому, А.С. Пушкину) получился внушитель-
ный прогнозный список, демонстрирующий раз-
носторонний потенциал этих людей. Подобные 
результаты были также получены по реализо-
вавшимся детям знаменитых писателей и арти-
стов. В связи с этим можно предположить, что 
раскрытие разнопланового потенциала ребенка в 
немалой степени зависит от его близких. Про-
гнозные данные позволяют судить о широте или 
узости профессиональных интересов. Наиболее 
наглядно это видно при сравнении прогнозов для 
К. Юнга и З. Фрейда. 

Несмотря на то, что прогноз без учета род-
ственников вполне адекватен, в большинстве 
случаев учет родственников уточняет картину 
профессиональных предпочтений человека, в 
частности, это видно для А. Захаровой (таблица 2.2). 

Предполагая первоначально выбрать один 
из четырех вариантов прогноза, авторы остано-
вились на всей их совокупности, так как они до-
полняют друг друга и вместе более полно отра-
жают общую картину склонностей человека. 

Полезной для профориентации также может 
оказаться выдаваемая в таблицах 1.6 и 1.7 ин-
формация о потенциально незначимых сферах и 
темах деятельности. 

 
Заключение 
Предварительная апробация предложенного 

алгоритма и программы на конкретном материа-
ле показала его работоспособность и реалистич-
ность диагностики. В целом результаты верифи-
кации выбранного метода автоматизации диаг-
ностики потенциальных качеств человека позво-
ляют надеяться, что полученный прогноз не 

просто предоставит набор наиболее и наименее 
предпочтительных профессий и сфер деятельно-
сти, но и подведет человека к размышлениям о 
своей жизненной миссии, в частности, за счет ка-
ких талантов он сможет эту миссию реализовать. 
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the borrowed material. The author (coauthors) must 
obtain all the necessary permissions for the use of 
materials in the article, in the event that he is (they 
are) not their right holder (right holders). 

The paper should not contain the materials 
suppressed for publication in the press in accordance 
with the laws of the Republic of Belarus. 

Contents of a paper should be written in line 
with the scope of the journal. The paper should be 
written in Russian, Belarusian and English, edited 
thoroughly and submitted in two copies to the Edito-
rial Office. The manuscript should be printed on A4 
white paper with all pages numbered. In addition, 
the  authors  must  submit  the  electronic  version  
of their manuscript  either  on a CD or by e-mail  
(e-mail: pfmt@gsu.by). 

To prepare a paper it is possible to use MS 
Word for Windows (2000/2003), Times New Roman 
type, 14 pt. All margins are 2 cm. The author may 
also use 12 pt LaTeX in standard style article with-
out redefinition of the margins and introduction of 
the author’s commands. 

Index UDC is sited in the left corner of the first 
page. The title of the paper in capital letters is fol-
lowed by the name(s) of the author(s), authors' af-
filiations and full postal addresses next to which are 
an abstract of no more than ten lines and keywords. 
Relevant keywords should be placed just after the 
Abstract. 

A paper, as a rule, should include Introduction, 
Body Text, Conclusion and Literature. The title of 
the paper must be concise. It describes the main idea 
of your research. 

In the Introduction the author gives a brief re-
view of literature, his grounds and specific objec-
tives, he describes links with scientific and practical 
branches. All background information such as refer-
ence to the papers of others authors and some 
previous publications (including foreign ones) in the 
field of investigation is necessary. 

The main part should contain description of the 
techniques used and objects of investigation within a 
large scientific framework. This part may be divided 
into subsection (with explanatory headings). It provides 

the readers with the analysis of the publications on 
the problem described in these subsections. 

Formulas, figures and tables should be sequen-
tially numbered in the framework of the section, for 
example: (1.1), (2.3), figure 1.1, table 2.1. The author 
should number only the formulas with appropriate 
references. The formula number is placed on the right 
side of the page and the formula itself is centred. 

Figures and tables should be put into a contex-
tual framework. The size of figures and charts does 
not exceed 10х15 cm. Halftone photos should be 
glossy and contrast. Do not repeat extensively in the 
text the data you have presented in tables and figures. 

Each table should have the heading, in which 
units of measure describe the values under consid-
eration. All measurements and data should be given 
in SI units, or if SI units do not exist, in an interna-
tional accepted unit. The authors are advised to 
avoid abbreviations except for generally accepted 
ones (i. e., etc.). Define all abbreviations the first 
time they are used. 

In the Conclusion the received data are de-
scribed in concise form. The novelty of these results, 
advantages and possibility of practical use are pre-
sented. 

Publications cited in the text should be pre-
sented in a list of references following the text of the 
manuscript. References should be given in their 
original spelling, numbered in the order they appear 
in the text and contain full bibliography. Please, do 
not cite unpublished papers. The numbers of refer-
ences are sited in square brackets (e.g. [1], [2]). 

The paper should be signed by all authors. 
The following documents should be attached to 

the article: 
– covering letter of the organization in which 

the work was done with a request for publication; 
– information about the authors; 
– expert opinion on the possibility of publish-

ing an article in the press; 
– treaty on the transfer of the copyright (two 

copies). 
The authors should provide the following in-

formation on a separate sheet: surname, first name, 
patronymic, science degree, rank and correct postal 
address for correspondence, organization or com-
pany name and position, title, research field, home 
or office phone numbers, and e-mail address. 

Then the paper is sent to the Editorial Board to 
be reviewed. The Editorial Office informs the au-
thors of paper denial and the reviewer's conclusion 
without returning the manuscript. A request to revise 
the manuscript does not imply that the paper is ac-
cepted for publication since it will be re-reviewed 
and considered by the Editorial Board. The authors 
of the rejected paper have the right to apply for its 
reconsideration. 

The Editorial Board has the right to edit the 
manuscript and abridge it without misrepresenting 
the paper contents. 
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Papers not meeting the above requirements are 
denied and returned to the authors. The date of re-
ceipt of the final version by the Editorial Office is 
considered as the submission date. 

Authors are responsible for the submission of 
their publication because submission is a representa-
tion that the paper has not been previously published 
and is not currently under consideration for publica-
tion elsewhere. The Editorial Board charters top-
priority for postgraduate students (postgraduate 
course, persons working for doctor's degree, com-
petitors for scientific degree) during the current year 

of the completion of a course. Publication of the 
paper is free of charge. 

Samples of the preparation of an article, infor-
mation about the authors, expert opinion and the text 
of the treaty on the transfer of the copyright are 
placed on the site http://pfmt.gsu.by. 

The journal «Problems of Physics, Mathemat-
ics and Technics» is included in the mass media 
catalogue of the Republic of Belarus. Index: 01395 
(for personal subscribers), 013952 (for enterprises 
and organizations). 
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