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УДК 539.12 

РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА С ГИПЕРСИНГУЛЯРНЫМ 
ЯДРОМ В ИМПУЛЬСНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

В.В. Андреев 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

ON SOLVING THE SCHRODINGER EQUATION WITH HYPERSINGULAR 
KERNEL IN MOMENTUM SPACE 

V.V. Andreev 
F. Scorina Gomel State University 

 
Показано, что уравнение Шредингера в импульсном представлении для линейного запирающего потенциала для со-
стояний с нулевым орбитальным моментом может быть решено с высокой точностью (намного превосходящей другие 
методики) с помощью специальной квадратурной формулы для гиперсингулярного интеграла. 
 
Ключевые слова: уравнение Шредингера, импульсное пространство, гиперсингулярный интеграл. 
 
The paper is obtained that the Schrödinger equation in the momentum representation for a linear confining potential for states 
with zero orbital angular momentum can be solved with high accuracy (far superior to other methods) using the special quadra-
ture formulas for hypersingular integral. 
 
Keywords: Schrodinger equation, momentum space, hypersingular integral. 

 
 

Introduction 
Advantages of using the momentum represen-

tation for solutions of physical problems (equations 
for bound states, scattering problems et al.) has long 
attracted the attention of researchers. In momentum 
space, in contrast to coordinate, there is no need for 
additional constructions related to the definition of 
the relativistic kinetic energy operator 

2 2 2 2
1 2( ) .T k k m k m= + + +  

It is also relatively easy to obtain the relativistic 
interaction potential with the appropriate amplitude 
of elastic scattering of particles composing the 
system, because the calculation is carried out 
initially in the momentum representation, which here 
arises naturally. 

However, the problem is complicated by the 
use of the momentum space the fact that even the 
simplest form of interaction potentials in the 
momentum representation leads to the integrals with 
singularities. Therefore, the accuracy of solutions for 
a variety of tasks (Coulomb, Cornell potentials) to 
taking into account the current experimental data 

13 14(10 10− −÷  for hydrogen energy) was relatively 
low 4 5(10 10 )− −÷  [1], [2]. In this regard, the need to 
develop methods  that would be relatively simple to 
use and give the results for an experiment with the 
required accuracy. 

 
1 Methods of solution of integral equations 
After partial decomposition the Schrödinger 

equation in the momentum space for centrally sym-
metric potentials, takes the form:  

2
2

0

( ) ( ) ( ) ( )
2
k k V k k k k dk E k

∞

′ ′ ′ ′ϕ + , ϕ = ϕ ,
μ ∫A A A A  (1.1) 

where 1 2 1 2( )m m m mμ = / +  is the reduced mass; 

1 2m m,  are mass of the constituents of a bound sys-
tem; k  is the momentum of the relative motion 
( );k=k  ( )kϕA  is the radial part of the Fourier 
transform of the wave function in the coordinate 
representation; ( )V k k ′,A  is the operator A -th com-
ponent of the partial decomposition of the interac-
tion potential; E  is binding energy.  

However, the description of bound states in the 
momentum representation is complicated by the 
necessity of solving the integral equation (1.1), con-
taining singular terms. So for a linear confining po-
tential ( )V r r= σ  we have that  

 
2 2

2( ) ,
2( )

k kV k k Q
kkkk

′σ +′ ′, =
′′πA A  (1.2) 

where function ( )Q yA  is Legendre polynomial of 
the 2nd kind. Since the function Q′A  hypersingular if 

,k k ′=  then the potential ( )V k k ′,A  is also hypersin-
gular. Standard methods of numerical solution of the 
equation (1.1) with the potential (1.2) gives rela-
tively low accuracy of [1], [2]. The numerical solu-
tion of the integral equation (1.1) can be reduced to 
a problem on the eigenvalues, which arises when 
using quadrature formulas for the integrals in the 
equation.  

As a result, the integral equation of the form 
(1.1) can be reduced to the problem  

ФИЗИКА
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1 1
( ) ( ) ( )

N N

i j j ij j i
j j

H k k k H k E k⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =

ϕ = ϕ = ϕ ,,∑ ∑   (1.3) 

where to obtain the eigenvalues and vectors need to 
know the elements of .ijH  And if ,i j≠  the prob-
lem of calculating the elements ijH  for a linear con-
fining potential is not complex, then the i j=  

( )k k ′=  directly to do this is not possible, due to the 
presence of singularities.  

 
2 Quadrature formulas for singular integrals 
Let us to receive quadrature formula for the in-

tegral  

 ( ) ( )
1

1

( ) ( ) ,I z F t w t g t z dt
−

= ,∫        (2.1) 

where ( )g t z,  is function is singular at .t z=  The 
functions ( )F t  and ( )w t  is part of the kernel that 
does not contain the singularities for all 1 1.t z− < , <   

For this the function ( )F t  in (2.1) with the 
help of interpolation polynomial  

 ( )
( ) ( )

( )
N

i
i N N i N

P t
G t

t P

α,β

′ α,β⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟, ,⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=
− ξ ξ

        (2.2) 

replaced the expansion  

 ( )
1

( )
N

i i N
i

F t G t F ⎛ ⎞
⎜ ⎟,⎝ ⎠

,=

≈ ξ ,∑              (2.3) 

where i N,ξ  are the roots of the Jacobi polynomial  

 ( ) ( )0 1 2N i NP i … Nα,β ⎛ ⎞
⎜ ⎟,⎝ ⎠
ξ = = , , , .          (2.4) 

Substituting the expansion (2.3) in a ratio of 
( )I z  we find that the quadrature formula for the 

integral takes the form  

 ( ) ( )
1

N

i i N
i

I z z F ⎛ ⎞
⎜ ⎟,⎝ ⎠

=

≈ ω ξ ,∑             (2.5) 

where  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )1

1

1 N
i

i NN i N

P t
z g t z w t dt

tP

α,β

α,β ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ,−,⎝ ⎠

ω = , .
− ξ′ ξ ∫  (2.6) 

Thus, the calculation of (2.6) will help you find 
the weight coefficients for the quadrature formula 
(2.1), the singular values.  

 
3 The analytical form of weighting factors 
Let us consider the possibility of analytical cal-

culation of the weighting factors for different types 
of singularities that is, depending on the function 
( ).g t z,  

3.1 The singular Cauchy integral 
The most famous option of (2.1) in the litera-

ture is the Cauchy integral  

( ) 1 1 1g t z z
t z

, = , − < < .
−

 

For this case, there is a large number of works 
(see for examples [3]–[5]), which offered various 

options for quadrature formulas. In this case, you 
can get a formula for the weighting factors (2.6) 
direct calculation of the integral  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1

1

NC
i

i NN i N

w t P t
z dt

t t zP

α,β

α,β ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟− ,, ⎝ ⎠⎝ ⎠

ω = .
′ − ξ −ξ∫   (3.1) 

With the help of identity  

( )
1 1 1 1

i N i Ni N z t z tt t z⎛ ⎞
⎜ ⎟ , ,,⎝ ⎠

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

− ξ − − ξ− ξ − ⎢ ⎥⎣ ⎦
  (3.2) 

coefficients (3.1) reducible to the form  

( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

if ;

if ;

N N i N
i N

N i N i NC
i

N i N
i N

N i N

z
z

P z
z

z
P

⎧ α,β α,β ⎛ ⎞
⎪ ⎜ ⎟,⎝ ⎠⎪
⎪ ,α,β ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟, ,⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪
⎨

α,β⎪ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎪ ,⎝ ⎠⎪

,⎪ α,β ⎛ ⎞⎪ ⎜ ⎟,⎪ ⎝ ⎠⎩

Π −Π ξ
, ≠ ξ

′ ξ − ξ
ω =

′Π ξ
, = ξ

′ ξ

(3.3) 

where  

 ( ) ( )
( ) ( )
( )

1

1

( ) n
n

P t
z w t dt

t z

α,β
α,β

−

Π = .
−∫           (3.4) 

To calculate the coefficients of ( )C
i zω  with a 

high degree of accuracy to be calculated analytically 
integral (3.4) for a variety of functions ( )w t .  

The most famous variant is the version of the 
function ( )w t  is weight function of the Jacobi poly-
nomial ( )( )

nP tα,β  that is  
( ) ( ) ( ) ( )( ) 1 1w t w t t tα βα,β= ≡ .− +  

Then the integral (3.4) has the form  
( ) ( ) ( ) ( )n nz Q zα,β α,βΠ = ,  

where  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )

1

1

1 1 n
n

P t
Q z dtt t

t z

α,β
α βα,β

−

= .− +
−∫  (3.5) 

In the most general case for arbitrary α  and ,β  

the function ( ) ( )nQ zα,β  connected with the Jacobi 

polynomials of the second kind ( ) ( )nQ zα,β  ratio  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2( 1) 1n nQ z z Q zz βα,β α,βα= − − ,+   (3.6) 

where  
( ) ( )

1

2 1

( 1) ( 1)2
(2 2)

( 1) ( 1)
21 1 2 2

1

n
n

n

n nQ z
n

z z

F n n n
z

α,β α+β+

−β −α− −

Γ + α + Γ +β+
= ×

Γ +α +β+

× + − ×

⎛ ⎞× + , + α + ; + α +β+ ; .⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 
3.2 Hypersingular variant  
Consider hypersingular variant the integral 

(2.6), when the function is 2( ) 1 ( ) .g t z t z, = / −  The 
concept of the final calculation of the integrals of 
this type was first introduced by Hadamard (J. Ha-
damard, Lectures he Cauchy’s Problem in Linear 
Partial Differential Equations, Yale University Press 
(1923).) and developed in the papers [6]–[8].  



On solving the Schrodinger equation with hypersingular kernel in momentum space 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (26), 2016 9

The final part hypersingular integral can be 
written as  

( )

1 1

2
1 1

( ) ( ) 1 1f t d f tdt dt z
dz t zt z− −

⎡ ⎤
= = − , − < < .⎢ ⎥−− ⎣ ⎦
∫ ∫  (3.7) 

Therefore, the weighting coefficients of the 
quadrature formula  

( )
( )

1

2
11

( ) ( )
N

H
i i N

i

f t dt z f
t z

,
=−

= ω ξ
−

∑∫         (3.8) 

are related with coefficients ( ref fz3) ratio  

 ( ) ( )H C
i i

dz z
dz

⎡ ⎤ω = ω .⎣ ⎦                 (3.9) 

Then the weights for the integral (2.1) function 
2( ) 1 ( )g t z t z, = / −  can be calculated by formulas  

( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

2

1

, if ;

if .
2

N

i NN i N

N N i NH
i Ni

i N

N i N
i N

N i N

z
zP

z
zz

z

z
P

α,β

α,β ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ,, ⎝ ⎠⎝ ⎠

α,β α,β ⎛ ⎞
⎜ ⎟,⎝ ⎠

,
⎛ ⎞
⎜ ⎟,⎝ ⎠

α,β ⎛ ⎞
⎜ ⎟,⎝ ⎠

,α,β ⎛ ⎞
⎜ ⎟,⎝ ⎠

⎧ ⎧ ′Π⎪⎪ −⎨
′ −ξξ⎪ ⎪⎩⎪

⎫⎪ Π −Π ξ ⎪⎪− ≠ ξω = ⎬⎨
−ξ ⎪⎪ ⎭

⎪
′′Π ξ⎪

, = ξ⎪
′ ξ⎪⎩

(3.10) 

For the Cauchy integral ( ( ) 1 ( ))g t z t z, = / −  
with 1 2,α = −β = − /  we have  

( ) ( )
1

1 2 1 2

1

( )1 ( )
1 ( )

n
n n

V ttz dt W z
t t z

− / , /

−

+
Π = = π ,

− −∫  (3.11) 

where ( )nV z  and ( )nW z  are Chebyshev polynomials 
3 and 4 of kind, respectively (see [9]).  

Then the quadrature formula for the Cauchy in-
tegral is of the form:  

( )
1

11

1 ( )
1 ( )

N
C
i i N

i

t f t dt z f
t t z

⎛ ⎞
⎜ ⎟,⎝ ⎠

=−

+
≈ ω ξ ,

− − ∑∫    (3.12) 

where  

( )

( )( )
if ;

( )

if .

N N i N
i N

N i N i NC
i

N i N
i N

N i N

W z W
z

V z
z

W
z

V

⎧ ⎛ ⎞
⎪ ⎜ ⎟,⎝ ⎠⎪
⎪ ,⎛ ⎞⎪ ⎜ ⎟, ,⎪ ⎝ ⎠⎪
⎨
⎪ ⎛ ⎞
⎪ ⎜ ⎟,⎝ ⎠⎪
⎪ ,′ ⎛ ⎞⎪ ⎜ ⎟,⎪ ⎝ ⎠⎩

π − ξ
, ≠ ξ

′ ξ − ξ
ω =

′ ξ
π , = ξ

ξ

(3.13) 

Quadrature formula for hypersingular integral 
has the form:  

( )
1

2
11

1 ( )
1 ( )

N
H
i i N

i

t f t dt z f
t t z

⎛ ⎞
⎜ ⎟,⎝ ⎠

=−

+
≈ ω ξ ,

− − ∑∫   (3.14) 

where  

( )

( )

( )
2

( )

, if ;

( )
if

2 ( )

N

N i N i N

N N i NH
i i N

i N

N i N
i N

N i N

W z
V z

W z W
z z

z

W
z

V

⎛ ⎞
⎜ ⎟, ,⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟,⎝ ⎠

,
⎛ ⎞
⎜ ⎟,⎝ ⎠

,
,

,

⎧ ⎧ ′π ⎪⎪ −⎨′ ξ − ξ⎪ ⎪⎩⎪
⎫⎪ − ξ⎪ ⎪ω = − ≠ ξ⎨ ⎬

− ξ⎪ ⎪⎭⎪
′′ ξ⎪π

, = ξ .⎪ ′ ξ⎪⎩

(3.15) 

Formula (3.15) to calculate weight coefficients 
allows to them with high accuracy and hence can be 
used to solve the Schrödinger equation with a linear 
confining potential in momentum space. 

 
4 The calculation of the energy spectrum for 

a linear confining potential with 0=A  
The Schrödinger equation with a linear confin-

ing potential  

2

2

2
0

2

( ) ( ) ( ) ( )
2

2

k k Q y k dk E k
k

k ky
kk

∞σ ′ ′ ′ϕ + ϕ = ϕ ,
μ π

′+
= ,

′

∫A A A A

(4.1) 

is reducible to the form  
2

2
0

1( ) ( ) ( ) ( )k Q y k k dk kk
k

∞

′ ′ ′ ′ϕ + ϕ = εϕ
π ∫A A A A

� � � � ��
�

 (4.2) 

with the help of replacements  

( )
2

1 32
2

k k E /β
= β , = ε, β = .μσ

μ
�         (4.3) 

Using the mapping  

0 0
1 1
1 1

z tk k
z t

+ +′= β , = β ,
− −

� �           (4.4) 

we find that the equation (4.2) is transformed into  
1

2
0 1

2
0

( )1 1 ( ( ))
1 (1 ) 1

1 ( )
1

t dtz Q y t z
z t t

z z
z

−

ϕ−⎛ ⎞ ′ , =⎜ ⎟πβ +⎝ ⎠ − −

+⎛ ⎞= ε −β ϕ .⎜ ⎟−⎝ ⎠

∫ A
A

A

 (4.5) 

For the case of 0=A  the equation (4.5) after 
simplifications can be written as follows:  

( )
1

2
0 2

0 1

2
0 0

1 1( )1
1 ( )

1 ( )
1

t dttz
t t z

z z
z

=
−

=

+
− ϕ =−
πβ − −

+⎛ ⎞= ε −β ϕ .⎜ ⎟−⎝ ⎠

∫ A

A

    (4.6) 

Thus, for a linear confining potential we have 
hypersingular kernel 21 ( )t z/ −∼  and therefore for 
the numerical solution it is necessary to use weight-
ing factors (3.15). Function ( )w t  naturally chosen in 
the form  

1( )
1

tw t
t

+
= .

−
 

As a result, the matrix for eigenvalue problems 
takes the form:  

22
0

0

1
1

1

H
j i Nj N

ij ij i N
j N

H
⎡ ⎤⎛ ⎞

⎜ ⎟⎢ ⎥,, ⎝ ⎠ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ , ⎥⎝ ⎠
⎢ ⎥,⎣ ⎦

ω ξ⎛ ⎞+ ξ
= β δ − − ξ ,⎜ ⎟⎜ ⎟− ξ πβ⎝ ⎠

 (4.7) 

where i Nz ,→ ξ  and ,j Nt ,→ ξ  i N,ξ  are zeros of the 

polynomial ( )NV t  and matrix H
j i N

⎛ ⎞
⎜ ⎟,⎝ ⎠

ω ξ  is calculated 
using the (3.15).  

For a linear confining potential in the 0=A  it 
is known that  

 1 2 3nz n …ε = − , = , ,                  (4.8) 
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where nz  are the zeros of the Airy function ( ).Ai z  
Therefore, it is possible to compare the results of 
numerical calculations of the matrix (4.7) and accu-
rate values (see, table 4.1). 
 

Table 4.1 – Relative error of δ  of the solution 
of equation (4.7) 0( 0 9999)β = ,  

N  1n =  2n =  3n = 4n =  5n = 6n =

50 223 10−⋅  204 10−⋅ 173 10−⋅ 153 10−⋅  148 10−⋅ 122 10−⋅

80 335 10−⋅  292 10−⋅ 261 10−⋅  243 10−⋅  224 10−⋅ 203 10−⋅

100 392 10−⋅ 351 10−⋅  321 10−⋅  314 10−⋅ 285 10−⋅ 266 10−⋅

150 544 10−⋅ 508 10−⋅  475 10−⋅ 431 10−⋅  426 10−⋅ 396 10−⋅
 
Conclusion 
Thus, the choice of weighting coefficients in 

which the singularity treated analytically and func-
tions ( )w t  associated with interpolating polynomials 

( ) ( )NP tα,β  allows us to solve the equation (4.1) for 
0=A  in momentum space with high accuracy. The 

accuracy of calculations of many orders of magni-
tude higher than similar to calculations in momen-
tum space [1], [10]–[13].  
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ВЛИЯНИЕ СВЕТОИНДУЦИРОВАННЫХ РЕШЕТОК 
НА АКУСТООПТИЧЕСКОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ 

БЕССЕЛЕВЫХ СВЕТОВЫХ ПУЧКОВ В ГИРОТРОПНЫХ СРЕДАХ 

В.Н. Белый1, Г.В. Кулак2, Г.В. Крох2, П.И. Ропот1, О.В. Шакин3 

1Институт физики НАН Беларуси, Минск 
2Мозырский государственный педагогический университет 

3Государственный университет аэрокосмического приборостроения, Санкт-Петербург 
 

THE INFLUENCES OF LIGHT-INDUCED GRATINGS 
ON THE ACOUSTOOPTICAL INTERACTION 

OF BESSEL LIGHT BEAMS IN THE GYROTROPIC CUBIC CRYSTALS 

V.N. Belyi1, G.V. Kulak2, G.V. Krokh2, P.I. Ropot1, O.V. Shakin3 
1Institute of Physics of NAS Belarus, Minsk 

2I.P. Shamyakin Mozyr State Pedagogical University 
3State University of Aerospace Instrumentation, Saint Petersburg 

 
Исследовано влияние светоиндуцированных решеток, обусловленных кубической оптической нелинейностью, на брэг-
говскую дифракцию бесселевых световых пучков на ультразвуке в гиротропных средах. Показано, что при использо-
вании бесселевых световых пучков порог существенного проявления оптической нелинейности при брэгговской ди-
фракции значительно снижается. Установлено, что в стоксовом режиме дифракции эффективность акустооптического 
взаимодействия достигает максимального значения при увеличении интенсивности света и в антистоксовом режиме 
монотонно убывает. 
 
Ключевые слова: ультразвуковая волна, гиротропный кристалл, светоиндуцированная решетка, бесселев световой 
пучок, брэгговская дифракция, эффективность дифракции. 
 
The influences of light-induced gratings determined by means of cubic optical nonlinearity on the Bragg diffraction by the Bes-
sel light beams on ultrasound in the gyrotropic mediums are investigated. It is shown that under using Bessel light beams the 
plate of sufficiency display of optical nonlinearity under Bragg diffraction is substantially lowered. It was found that the 
diffraction efficiency of Stokes regime of the acousto-optical interaction reaches its maximum value under increasing the light 
intensity and anti-Stokes mode decreases monotonically. 
 
Keywords: ultrasonic wave, gyrotropic crystal, light-induced grating, Bessel light beam, Bragg diffraction, diffraction effi-
ciency. 

 
 

Введение 
Квазибездифракционные световые пучки 

представляют значительный практический инте-
рес для лазерных технологий вследствие их уни-
кального свойства, неизменной амплитуды све-
тового поля в процессе их распространения. 
Наиболее интересными являются бесселевы све-
товые пучки (БСП), энергия в поперечном сече-
нии которых распределена в виде яркого цен-
трального пятна, окруженного системой концен-
трических колец [1]–[4]. При этом интенсивность 
в центральном пятне значительна и быстро 
уменьшается в кольцевых зонах с увеличением 
радиальной координаты. Важным преимущест-
вом бесселевых световых пучков по сравнению с 
традиционными (например, гауссовыми) являет-
ся бездифракционность в локальной области 
пространства и способность самореконструкции 
волнового фронта за экраном [4]. 

БСП находят широкое применение в облас-
ти нелинейной кристаллооптики (см. например 
[5], [6]). При этом с использованием таких пучков 

реализованы эффективные нелинейно-оптичес-
кие взаимодействия (самовоздействие, генерация 
оптических гармоник, параметрическое преобра-
зование частоты и др.). 

Значительный интерес исследователей и 
разработчиков представляет исследование осо-
бенностей преобразования и управления поляри-
зационными и энергетическими параметрами 
БСП акустооптическими (АО) методами [7]–[9]. 
При этом следует учитывать, что широко ис-
пользуемые на практике АО кристаллы (пара-
теллурит, кварц, йодноватой кислоты, кубиче-
ские кристаллы структуры силленита и др.) яв-
ляются гиротропными [10]. Очевидно, что при 
АО взаимодействии мощных световых пучков с 
ультразвуком нелинейные свойства среды могут 
существенно повлиять на характеристики дифра-
гированных на ультразвуке волн [11]–[13]. Пока-
зано [11], [12], что дифракционная эффектив-
ность при брэгговской АО дифракции является 
нелинейной функцией интенсивности падающе-
го света. Для дифракции света на медленной 
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сдвиговой ультразвуковой волне в кристаллах 
парателлурита для излучения с длиной волны 

0 1,06 мкмλ =  экспериментально установлено, 
что при увеличении интенсивности гауссовых 
световых пучков от 10 МВт/см2  до 240 МВт/см2  
эффективность брэгговской дифракции увеличи-
вается в 1,7 раза [13]. 

В настоящей работе с использованием тео-
рии связанных волн рассмотрены особенности 
брэгговской АО дифракции в гиротропных куби-
ческих кристаллах с учетом кубической нели-
нейности, приводящей к возникновению свето-
индуцированных решеток наряду с ультразвуко-
вой [11], [12], [14]. Теоретическое описание АО 
взаимодействия БСП в нелинейных средах осно-
вано на аналитических и численных методах с 
учетом анализа интегралов перекрытия бесселе-
вых полей [5], [6]. 
 

1 Теоретические результаты 
Рассмотрим геометрию АО взаимодействия 

(рисунок 1.1), для которой продольная или сдви-
говая УЗ волна распространяется вдоль кристал-
лографической оси кристалла или направлений, 
являющихся продольными или поперечными 
нормалями [15]. 

Выберем систему координат XYZ так, что в 
направлении оси X распространяется УЗ волна, а 
под углом 1ϕ  к оси Z падает световая волна. Ес-
ли волна является линейно поляризованной, то в 
среде возможны четыре типа взаимодействий 
циркулярных мод, для каждого из которых суще-
ствует свой угол Брэгга. Для взаимодействия 
волн с одинаковыми поляризациями (изотропная 
дифракция) условия Брэгга выполняются одно-
временно при одном и том же угле падания 

0arcsin( / 2 ),Б nϕ = λ Λ  где 0λ  и Λ  – длина свето-
вой и звуковой волн соответственно; n  – показа-
тель преломления кристалла без учета гиротро-
пии. В случае взаимодействия волн с различны-
ми поляризациями (анизотропная дифракция) 
углы Брэгга отличаются от Бϕ  на величину 

2 / ( sin 2 ),БnΔϕ = ± γ ϕ  где γ  – параметр гиро-
тропии [16]. При соблюдении условия anγ >> Δ  
( anΔ  – глубина модуляции показателя преломле-
ния акустической волной), возможно независи-
мое рассмотрение всех четырех дифракционных 
процессов в гиротропных средах. Данное усло-
вие выполняется для большинства гиротропных 
сред используемых в акустооптике. 

Рассмотрим геометрию АО взаимодействия 
(рисунок 1.1), для которой УЗ волна распростра-
няется в гиротропном кубическом кристалле в 
направлении оси X и занимает пространство ме-
жду плоскостями z = 0 и z = l. В условиях изо-
тропной дифракции циркулярно поляризованных 
световых волн УЗ частоты различаются по вели-
чине. При анизотропной дифракции векторный 

синхронизм достигается различием углов между 
волновыми векторами УЗ волны. В таком случае 
в направлении дифракционного порядка при 
анизотропной дифракции дают вклады два вида 
векторных взаимодействий: 0 1,2 1 ,k K k± + = ∓

G GG
 где 

1 2,K K
G G

 – плосковолновые компоненты акустиче-
ского пучка. При наличии слабой девиации УЗ 
частоты от центральной, то есть f ÷ ,f f+ Δ  бу-
дет наблюдаться одновремено дифракция право- 
и левоциркулярно поляризованных составляю-
щих падающего слаборасходящегося линейно 
поляризованного светового пучка. Условия вектор-
ного синхронизма имеют вид: 0 1,2 1k K k± ±+ =

G GG
 [11].  

На входе в кристалл электрический вектор 
линейно поляризованной волны можно предста-
вить в виде: 

0 1 2( 0) ( )( cos sin ),iE z A e e= = ρ ψ + ψ
G G G  

где 0( )A ρ  – распределение амплитуды падающе-
го БСП, 1 2 3, ,e e eG G G  – орты системы координат XYZ, 
ψ  – азимут поляризации. 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Геометрия анизотропной  
(изотропной) акустооптической дифракции 

ограниченных световых пучков  
(ПП – пьезопреобразователь, ПГ – поглотитель) 

 
Для пространственной части электрическо-

го вектора 0( , )i iA rρ
G G  преломленного БСП в кри-

сталле имеем [5], [6]:  

0 0 0( , ) ( ) ( ) ,i iik r ik r
i iA r A e e A e e+ −

+ + − −ρ = ρ + ρ
G GG GG G G G  

где 0 0
0

1

[ sin( ) ]
( )

[ sin( ) ]B B

A J k
A

R J k R
± ±

±
± ±

γ ρ
ρ =

π γ

D

 – амплитуды 

бесселевых пучков; 0 ,k k n n± ±=
G G  где 0 02 / ,k = π λ  

n n± = + γ  – показатели преломления собствен-
ных БСП; nG  – волновая нормаль вдоль прелом-
ленных БСП, поскольку различие углов прелом-

ления собственных мод мало; ,2 2, ,
2

p pe ie
e±

+
=
G G

G  

2

2

[ ]
[ ]p
e n

e
e n

=
G GG
G G  – единичный вектор, лежащий в 
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плоскости дифракции XZ. Здесь 0,1( )J x  – функ-
ции Бесселя нулевого и первого порядка. 

Векторы смещения 1,2U
G

 для плоских УЗ 

волн с волновыми векторами 1,2K
G

 даются сле-
дующими выражениями [15]: 

1,2 0 1,2exp[ ( )]U U i K r t= −Ω
G G G G , 

где 2 fΩ = π  – центральная частота УЗ источника, 

0U
K

 – амплитуда УЗ волны; 1,2 1,2| | /K = Ω υ
G

 (υ  – 
фазовая скорость УЗ волны). УЗ волна создает 
периодическое в пространстве и времени изме-
нение тензора диэлектрической проницаемости 

, ,s
i jΔε  связанное с тензором упругих деформаций 

2
k i i k

ik
U U

U
∇ +∇

=  и тензором фотоупругих по-

стоянных ijklp  (i, j, k, l =1÷3). Наряду с добавкой 
sΔε�  в поле мощной световой волны возникает 

добавка lΔε�  из-за кубической оптической нели-
нейности, которая для изотропной среды в об-
щем случае имеет вид [17]: 

* *
1 24 ( / 2).l

ik i k i kE E E EΔε = π θ + θ�        (1.1) 
Соотношение между входящими в выраже-

ние (1.1) коэффициентами 1θ  и 2θ  определяется 
механизмом нелинейности [18] (для керровского 
ориентационного механизма, например, 1 26 ,θ = θ  
для стрикционного – 2 0θ = , для нелинейной 
электрической поляризации – 1 2θ = θ ). 

Из уравнений Максвелла и материальных 
уравнений следует волновое уравнение для на-
пряженности светового поля в области, занятой 
ультразвуком [11], [16]. Решение волнового 
уравнения будем искать в виде нескольких свя-
занных волн с медленно изменяющимися ампли-
тудами [5], [6]: 

( )
0 0 0

( )
0 1 1

1

( ) ( )

( ) ( ) ,

i i

d d d

i k r t
i i

M
i k r t

d dm m
m

E u A z j q e

u A z j q e

−ω

−ω

=

= ρ +

+ ρ∑

G G

G G

G G

G  (1.2) 

где 0,1 1,2cos ,ρ = ρ ϕ  0,1ρ ≈ ρ  для 1,2 1;ϕ <<  ρ  – 
цилиндрическая координата светового пучка, 
распространяющегося вдоль оси Z; l  – длина АО 
взаимодействия; ,i duG  – единичные векторы цирку-
лярной поляризации дифрагированных волн (на-
пример при преобразовании правополяризованой 
волны в левополяризованную следует i  заменить 
на “+” и d  на “–”); dω = ω±Ω , где ω  – частота 
падающей световой волны; 1( / ) sinix ik c n= ω ϕ  и 

1( / ) cosix ik c n= ω ϕ  – компоненты волновых век-
торов преломленной волны; 

2[{( ) / } sin ],dx dk c n= ω±Ω ϕ  

2[{( ) / } cos ]dz dk c n= ω±Ω ϕ  

– компоненты волнового вектора дифрагирован-
ной волны; с  – скорость света в вакууме. В (1.2) 
введены нормированные функции Бесселя 

0 0 0( )j q ρ  и 0 1 1( )mj q ρ  [6]: 

0 0 0
0 0 0

1 0

( )
( ) ,

( )B B

J q
j q

R J q R
ρ

ρ =
π

 

0 1 1
0 1 1

1 1

( )
( ) ,

( )
m

m
B m B

J q
j q

R J q R
ρ

ρ =
π

 

где 0 ,i iq k= γ  1 ,m dm dq k= γ  причем BR  – радиус 
падающего БСП, ,2 i dγ  – углы конуса БСП, M – 
число бесселевых мод в дифрагированном свето-
вом поле. При BRρ =  и 1 ( 0,25)m Bq R m= − π  
функции Бесселя обращаются в нуль, то есть 
формула (1.2) представляет собой разложение по 
модам цилиндрической области радиусом BR . 

Подставив выражение (1.2) в волновое 
уравнение для напряженности светового поля E

G
 

в области, занятой ультразвуком, введя вещест-
венные амплитуды и фазы [11]:  

( ) ( ) exp[ ( )],r
i i iA z A z i z= − φ  
( ) ( )exp[ ( )],r

dm dm dmA z A z i z= − φ  
получим систему уравнений связанных волн 

2

1

1

( )

( ) ( ) sin ,

r M
ri

im dm
m

M
r r
i dm nm m

m

dA
a g A z

dz

bA z A z g

=

=

= +

⎛ ⎞+ Δφ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑
 

2

1

( )

( ) ( ) sin ,

r
rdm

dm i

M
r r
i dm sm m

m

dA
qg A z

dz

dA z A z g
=

= +

⎛ ⎞+ Δφ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑

   (1.3) 

1

( )
( )

cos ,
( ) ( )

M
r

r dm dm
im i m

mr r
dm i

g A z
g A zd b

dz A z A z
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟Δφ ⎜ ⎟= − Δφ
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
 

где ,m dm iΔφ = φ − φ  ,im dmg , ,dm smg – интегралы пе-
рекрытия. Интегралы перекрытия задаются соот-
ношениями: 

0 0 0 0 1 1 0 0
0

2
0 0 0 0 0

0

( ) ( )
,

( )

B

B

R

m

im R

j q j q d
g

j q d

ρ ρ ρ ρ
=

ρ ρ ρ

∫

∫
 

0 1 1 0 0 0 1 1
0

2
0 1 0 1 1

0

( ) ( )
,

( )

B

B

R

m

dm R

m

j q j q d
g

j q d

ρ ρ ρ ρ
=

ρ ρ ρ

∫

∫
 

2 2
0 1 1 0 0 0 1 1

0

2
0 0 0 0 0

0

( ) ( )
,

( )

B

B

R

m

nm R

j q j q d
g

j q d

ρ ρ ρ ρ
=

ρ ρ ρ

∫

∫
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2 2
0 1 1 0 0 0 1 1

0

2
0 1 0 1 1

0

( ) ( )
.

( )

B

B

R

m

sm R

m

j q j q d
g

j q d

ρ ρ ρ ρ
=

ρ ρ ρ

∫

∫
 

Система уравнений (1.3) описывает все ти-
пы взаимодействия циркулярно поляризованных 
мод, причем коэффициенты ,q a= −μ  d b= −μ  
( / )dμ = ω ω  в каждом случае задаются отдельно. 
При дифракции на продольных ультразвуковых 
волнах, распространяющихся вдоль кристалло-
графических осей второго порядка 

3
2 2

11 1 12 1 12 1
0

[( cos sin ) ] ,
2

na p p p Uπ
= − ϕ − ϕ ±

λ
 

где знак плюс соответствует изотропной дифрак-
ции, а знак минус – анизотропной; 3

1 2 /a lU I= συ  
– компоненты тензора упругих деформаций (Ia – 
интенсивность УЗ волны, σ – плотность кристалла, 
υl – фазовая скорость продольной УЗ волны); не-
линейный коэффициент  

2
42

1 1
0

2 sin
2

b
n

θπ μ ⎛ ⎞= θ + ϕ⎜ ⎟λ ⎝ ⎠
 

(анизотропная дифракция), 
2

42
1 1

0

2 cos
2

b
n

θπ μ ⎛ ⎞= θ + ϕ⎜ ⎟λ ⎝ ⎠
 

(изотропная дифракция). 
В случае дифракции на сдвиговых волнах 

для обоих типов взаимодействия имеем: 
3

11 12 5 1
0

( ) sin 2 ,
4

nа p p Uπ
= − − ϕ

λ
 

а коэффициенты b  и d  совпадают с соответст-
вующими  коэффициентами для дифракции на 
продольных УЗ волнах; 3

5 2 /a sU I= συ  – ком-
понента тензора деформаций (υs – фазовая ско-
рость сдвиговой УЗ волны). 

Точное решение системы уравнений (1.3) при 
граничных условиях: ( 0) ,r

iA z A= =  ( 0) 0r
dA z = =  

возможно для одной дифрагированной моды при 
3 / 2Δφ = π  [12]. В общем случае система урав-

нений (1.3) сводится к системе уравнений отно-
сительно , ( 1, 2, ..., ).r r

i dmA A m M=  Ее решение 
возможно лишь численными методами. Интегра-
лы перекрытия ,im dmg  достигают максимального 
значения, равного единице, при условии 1 0 .mq q=  
Дифрагированное световое поле при достаточно 
больших ~ 1ммBR  является единичным БСП с 
углом конуса, равным углу конуса падающего 
БСП и следует рассчитывать интеграл перекры-
тия ,nm smg  численными методами. Тогда система 
уравнений (1.3) сводится к двум нелинейным 
уравнениям, решение которых можно найти в 
замкнутой форме [11]. Вид решения зависит от 

значения параметра 2 2
0 / 4,G aq b I−= μ +  где 0I  – 

интенсивность падающего света. Случай 0G <  
качественно совпадает с дифракцией света на 
ультразвуке в отсутствии нелинейности. Интен-
сивности дифрагированных волн находим из 
соотношений: 

( )
( ){ }

2

0 0

2
2

0

2 ctg
,

4 2 ctg
i

I G z G bI
I

a G z G bI

⎡ ⎤− − +⎣ ⎦=
⎡ ⎤+ − − +⎣ ⎦

 (1.4) 

( )
2

0
2

2
0

4
.

2 ctg 4
d

a I
I

G z G bI a
=
⎡ ⎤− − + +⎣ ⎦

 

При 0G >  в выражениях (1.4) следует вы-
полнить замену: ( ) ( )ctg cth ;z G i z G− →  в 

случае 0G =  в (1.4) следует выполнить предель-
ный переход при 0.G →  

 
2 Численные расчеты  
Численные расчеты проводились для изо-

тропной дифракции излучения He-Ne лазера с 
длиной волны 0,6328 мкмλ =  на продольной УЗ 
волне, распространяющейся вдоль кристалло-
графической оси [100] кристалла германата вис-
мута 12 20(Bi GeO )  [10]. Эффективность дифрак-
ции 0/dI Iη =  зависит от интенсивности падаю-
щего света 0 .I  Рассматривался керровский стрик-
ционный механизм оптической нелинейности. 
При этом коэффициент  

2

0

2 sin
,

cos Б

n
d

π φ
=
λ ϕ

 

где для кристалла 12 20Bi GeO  коэффициент нели-
нейности 14 2

2 1,2 10 см / Втn −= ⋅  [19]; / 2φ = π  
( / 2)φ = −π  для стоксовой (антистоксовой) ди-
фракции соответственно [12]. 

На рисунке 2.1 представлена зависимость 
эффективности дифракции η  от интенсивности 
ультразвука aI  при различных интенсивностях 
падающего светового пучка для стоксовой (а) и 
антистоксовой (б) дифракции. Из рисунка следу-
ет, что при малых 2

0 100 Вт/ смI ≤  изменение 
эффективности дифракции близко к описывае-
мому функцией 2sin ( ).alη =  При увеличении 
интенсивности света проявляется нелинейный 
характер зависимости с существенными откло-
нениями от синусоидального закона. При сто-
ксовой дифракции ( 0),b <  как следует из рисун-
ка 2.1 (а), наклон кривых изменяется (по сравне-
нию с антистоксовым режимом, см. рисунок 2.1 
(б)) и при значительных интенсивностях света 
I0 = 5 ⋅ 103 Вт/см2 наблюдаются резкие изменения 
дифракционной эффективности.  
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(а)             (б) 

 

Рисунок 2.1 – Зависимость эффективности АО взаимодействия η  от интенсивности УЗ волны Ia  
для стоксовой (а) и антистоксовой (б) дифракции при различных интенсивностях света I0:  

1 – 10, 2 – 100, 3 –1000, 4 – 5000 Вт/см2 (l = 1 см, gnm = gsm = 3,26.106 м-2, кристалл 12 20Bi GeO ) ) 
 

      
(а)             (б) 

 

Рисунок 2.2 – Зависимость эффективности дифракции η  от интенсивности света I0 при различных  
интенсивностях УЗ волны Ia: 1 – 1, 2 – 2, 3 – 3, 4 – 4 Вт/см2  

(l = 0,5 см, gnm = gsm = 3,26.106 м-2 , кристалл 12 20Bi GeO )  
 

Следует отметить, что эффективность сто-
ксовой дифракции с понижением частоты ульт-
развука ( 0)b <  значительно выше, чем при ан-
тистоксовой (b > 0), соответствующей повыше-
нию частоты. Данный эффект объясняется син-
фазным (противофазным) влиянием светоинду-
цированной фазовой решетки на эффективность 
брэгговской АО дифракции при стоксовой (анти-
стоксовой) дифракции соответственно [11], [12]. 
Однако, при антистоксовом режиме дифракции 
максимальное значение дифракционной эффек-
тивности достигается при меньших значениях 
интенсивности ультразвука (см. кривую 3 на ри-
сунке 2.1 (б)). 

На рисунке 2.2 представлена зависимость 
эффективности дифракции от интенсивности све-
та для стоксового режима (а) и антистоксового 
(б) режима дифракции. Из рисунка следует, что 
при стоксовой дифракции электрострикционная 
решетка способствует увеличению эффективности 

дифракции света на ультразвуке. В случае анти-
стоксовой дифракции электрострикционная ре-
шетка находится в противофазе по отношению к 
УЗ решетке и тормозит данный процесс. 

Нелинейные эффекты при дифракции бессе-
левых световых пучков проявляются значительно 
в большой мере, чем при дифракции световых 
пучков [11], [12], близких по форме к плоским вол-
нам. Это объясняется высокой концентрацией 
энергии в сечении БСП с одинаковыми углами ко-
нусности и большими значениями интегралов пе-
рекрытия 6 2

, ~ 10 м .nm smg −  При этом обратные 
интегралы перекрытия взаимодействующих БСП 
пропорциональны эффективным площадям 
взаимодействующих пучков в нелинейном кри-
сталле [5], [6]. 

Высокие значения интегралов перекрытия 
gnm ~ 103м-2 имеют место также при описании 
эффектов преобразования частоты бесселевыми 
световыми пучками в кристаллах [6]. При этом 
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достигается коэффициент преобразования второй 
оптической гармоники в кристалле КТР в три раза 
больший, чем при использовании гауссовых све-
товых пучков. В работе [20] исследована эволю-
ция состояния поляризации основной моды слабо 
двулучепреломляющего волоконного световода 
вследствие эффекта Керра при взаимодействии 
волн с ортогональной поляризацией. При этом 
интегралы перекрытия разно-поляризованных 
волн пропорциональны 1/ S ~ 103м-2, где S – пло-
щадь поперечного сечения сердцевины волокон-
ного световода. 
 
 Заключение 

Таким образом, интенсивные бесселевы 
световые пучки могут успешно применяться для 
эффективных акустооптических преобразований 
в гиротропных кубических кристаллах. При этом 
следует учитывать значительное влияние свето-
индуцированных решеток, возникающих в среде 
с кубической оптической нелинейностью в сто-
ксовом и антистоксовом режиме брэгговской 
дифракции. На этой основе возможно создание 
нового типа АО устройств для управления ин-
тенсивными квазибездифракционными пучками 
бесселева типа. Такие устройства (модуляторы, 
дефлекторы) перспективны для применений в 
лазерных технологиях (в частности для лазерной 
резки и сварки), для зондирования поглощающих 
и рассеивающих сред на большую глубину, ла-
зерной локации, микроскопии высокого разре-
шения и других областях, а также для решения 
проблем лазерной диагностики и контроля в 
промышленности, микро- и нанотехнологиях. 
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ПОЛЯРИЗАЦИОННЫЕ И ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ВЕКТОРНЫХ 
ГАУССОВОПОДОБНЫХ ПУЧКОВ. I. ОДНОРОДНАЯ ПОЛЯРИЗАЦИЯ 

С.С. Гиргель 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

POLARIZING AND POWER PROPERTIES OF VECTOR 
GAUSSIAN-LIKE BEAMS. I. THE HOMOGENEOUS POLARISATION 

S.S. Girgel 
F. Scorina Gomel State University 

 
Найдены общие выражения для плотности потока энергии электромагнитного поля S векторных гауссовоподобных 
пучков с однородной поляризацией. Эти результаты конкретизированы для стандартных пучков Эрмита – Гаусса. Ус-
тановлено, что потоки энергии световых пучков Эрмита – Гаусса разделяются на отдельные независимые области (до-
мены). Внутри каждой области потоки энергии автономны и не переходят в другие области. 
 
Ключевые слова: параксиальные пучки, векторные пучки, гауссовоподобные пучки, поляризационные свойства, энер-
гетические свойства, поляризация. 
 
The general expressions for the energy flux density of an electromagnetic field S vector Gaussian-like beams with homogene-
ous polarization are found. These results for the standard Hermite – Gauss beams are concretized. It is established that energy 
flows of light beams of Hermite – Gauss are divided into certain independent areas (domains). In each area energy flows are 
autonomous and into other areas do not pass. 
 
Keywords: paraxial beams, vector beams, gaussian-like beams, polarizing properties, power properties, polarization. 

 
 

Введение 
В параксиальных световых пучках продоль-

ная компонента поля значительно меньше попе-
речных компонент. Поэтому параксиальные пуч-
ки описываются обычно одной поперечной ком-
понентой поля. Такие пучки называются скаляр-
ными. Чаще всего параксиальные световые пуч-
ки описываются как скалярные, что в большин-
стве случаев вполне достаточно. Такой заведомо 
упрощенный подход часто используется при 
описании свойств световых пучков [1]–[7]. Од-
нако для пучков, у которых угол расходимости 
велик, скалярного приближения не достаточно. 
Более того, даже для параксиальных световых 
пучков, у которых поляризация неоднородна по 
сечению, необходимо использовать более стро-
гий векторный формализм. Ясно, что более точ-
ным является описание лазерных световых пуч-
ков как трехмерных векторных полей. Однако 
векторные пучки изучены гораздо слабее, см., 
например, [8]–[15].  

В работе предлагается формализм для опи-
сания поляризационных и энергетических харак-
теристик векторных гауссовоподобных световых 
пучков. Затем этот формализм конкретизируется 
для векторных стандартных пучков Эрмита –
 Гаусса (sH-G). Исследуются свойства плотности 
потока энергии электромагнитного поля для вы-
шеупомянутых пучков. 

 
 

1 Поляризационные и энергетические 
свойства векторных световых пучков с одно-
родной поляризацией 

В работе [10] нами был предложен форма-
лизм и найдены выражения для плотности пото-
ка энергии электромагнитного поля S векторных 
параксиальных пучков с однородной поляриза-
цией. В настоящей работе этот формализм будет 
распространен на векторные гауссовоподобные 
пучки с однородной поляризацией.  

Пусть световой пучок имеет однородную 
поляризацию по всему поперечному сечению 
пучка. Тогда из векторной амплитуды ⊥E  можно 
выделить постоянный векторный множитель ,⊥e  
отвечающий за поляризацию волны  

,F⊥ ⊥=E e                             (1.1) 
где функция F является некоторым решением 
параксиального параболического уравнения  

( )2 2 0zik F⊥∇ + ∂ =                     (1.2) 
а комплексный постоянный вектор поляризации 
⊥e  не зависит от координат (x, y). Такие пучки 

обладают поляризацией, однородной по сечению 
пучка, и чаще всего используются. Трехмерные 
векторы электрического E и магнитного H полей 
пучка с однородной поляризацией имеют вид [10]: 

,z
i F
k⊥ ⊥ ⊥

⎛ ⎞= + ∇ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

E e e e  

[ , ] [ , ] .z z z
i F

n k⊥ ⊥ ⊥

ε ⎛ ⎞= + ∇ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

H e e e e e      (1.3) 
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Здесь и далее ze  – единичный вектор в направ-
лении оси z пучка, n – показатель преломления 
среды, x yx y⊥∇ = ∂ + ∂e e  – поперечный Лапласи-

ан; 0 / ,k c= ω  2 ,n = εμ  0 .k k n=  
Для вычисления характеристик поляриза-

ции пучка можно разложить нормированный 
2(| | 1)⊥ =e  вектор поляризации ⊥e по декартово-

му базису ( , , ),x y ze e e  как 

x y

2 2
x y

.
| | | |

x y
⊥

η + η
=

η + η

e e
e  

Здесь xη  и yη – некоторые постоянные комплекс-
ные параметры, не зависящие от координат (x, y). 
Тогда азимут 'ψ  и эллиптичность th "γ = ψ  эл-
липтически поляризованных мод (1.3) в их попе-
речном сечении можно выразить через комплекс-
ный параметр y xη = η η/  по формулам [9], [16]: 

2

2Retg 2 ' ;
1

η
ψ =

− η
  2

2Imth 2 " .
1

η
ψ =

+ η
      (1.4) 

 Плотности потока энергии w, продольного 
|| z zS=S e  и поперечного ⊥S  потоков энергии 

электромагнитного поля однородно поляризо-
ванных пучков соответственно равны [10]: 

2

;
8
F

w
ε

=
π

 z ;cS w
n

=               (1.5) 

( ) [ ]( )2*Im th 2 " , / 2
8 z

c F F F
nk⊥ ⊥ ⊥

ε
= ∇ + ψ ⋅ ∇ ⋅

π
S e  

 
2 Поляризационные и энергетические 

свойства векторных гауссовоподобных свето-
вых пучков с однородной поляризацией 
 Будем называть гауссовоподобным пучок, у ко-
торого амплитуда аподизирована гауссианом [12] 

21 exp
2

ikG
q q

⎛ ⎞ρ
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
                    (2.1) 

для того, чтобы пучок переносил конечную 
мощность. Тогда комплексную амплитуду гаус-
совоподобного пучка можно представить в форме 

.F Gh=                              (2.2) 
 В итоге трехмерные векторы электрическо-
го E и магнитного H полей гауссовоподобного 
пучка с однородной поляризацией имеют вид 
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Энергетические характеристики гауссовоподоб-
ных пучков:  

2 ,
8

w Ghε
=

π
  2

zS .
8

c cw Gh
n

ε
= =

π
 

Общая плотность потока энергии S для вектор-
ных однородно поляризованных гауссовоподоб-
ных мод: 

[ ]
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2 2

||2 2
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ee
S e

r
S S S

(2.4) 

Здесь мы преобразовали ⊥S  и выделили яв-
но слагаемые, ответственные за плотность орби-
тального oS  и спинового sS  потоков энергии, 
следуя Бекшаеву [17], [18] и Берри [19]. 

 
3 Плотность потока энергии стандартных 

пучков Эрмита – Гаусса 
В качестве примера конкретизируем общие 

выражения (2.4) для векторных sH-G пучков. Це-
лесообразно перейти к безразмерным перемен-
ным [20] 

0 0 0

, , .x y zX Y Z
x y z

= = =              (3.1) 

Здесь 0x  и 2
0 0 / 2z k x=  – некоторые характерные 

вещественные размеры пучка в направлениях, 
параллельных осям 0Х и 0Y соответственно. В 
безразмерных величинах гауссиан 

21 exp ,iRG
Q Q

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

где 2 2 2 .R X Y= +  (X, Y, Z) – нормированные ко-
ординаты. Безразмерный параметр пучка 

0/ ;Q q z=  0 .x⊥ ⊥=r R  
 Расходимость пучка определяется, как из-
вестно, в значительной степени расходимостью 
гауссиана [1], [2]. Полуугол расходимости гаус-

сова пучка 
0

,p w
λ

θ =
π

 где минимальный радиус 

пучка в перетяжке 0 0 / .w q′′= λ π  Коэффициент 
параксиальности (отношение поперечного мас-

штаба 0x  к продольному 0 )z  0 0

0 0
p

x w
z z

θ = = θ  по 

порядку величины сравнимо с расходимостью 
гауссиана .θ  Поэтому коэффициент параксиаль-
ности θ  равен pθ  при 0 0 .x w=  Но, в общем слу-
чае, например, после прохождения пучка через 
линейную оптическую систему радиус пучка 0w  
изменяется, и тогда 0 0 .x w≠  

Комплексная скалярная амплитуда sH-G пучка  
( )0exp ( )m nF Gh GH H i m n= = − + Φ       (3.2) 

выражается через полиномы Эрмита 
( ) ( )* ; * ;m m n nH H b X H H b Y≡ ≡      (3.3) 

где 2

2 .
1

b
Z

=
+
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Подставляя (3.2) и (3.3) в (2.4) находим об-
щую плотность потока энергии для векторных 
sH-G пучков в безразмерной форме: 
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2 1 1

||

th2 "
1 1

( )

.

z z

n m
x y

n m

o s
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Z Z
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R 2 1 Z
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Здесь плотность продольного потока энергии 
2 ,

8z m n
cS GH H

n
ε

=
π

 а ( , )x ye e  и ( , )ρ ϕe e  – базис-

ные векторы декартовой и цилиндрической сис-
тем координат соответственно. 
 Характерные закономерности поперечных по-
токов энергии представлены на рисунках 3.1 и 3.2. 
 Проведенные аналитические выкладки и 
графическое моделирование приводят к следую-
щим выводам: 

1. Плотность поперечного потока энергии 
значительно меньше продольного (вдоль оси пуч-
ка) потока, поэтому их отношение 

0 0/ /zS w z⊥ ∝S  
равно по порядку величины расходимости пучка 

.pθ  
2. Плотность поперечного потока энергии 

электромагнитного поля пучка ⊥S  можно разде-
лить на спиновую ,sS  зависящую от поляриза-
ции часть и на орбитальную oS  часть, завися-
щую только от пространственной конфигурации 
пучка. Орбитальный поток oS  для sH-G пучков 
направлен строго радиально. Однако спиновый 
поток энергии, зависящий от коэффициента по-
ляризации th 2 ",t ≡ ψ  имеет как азимутальную, 
так и радиальную компоненты. 

3. При увеличении расстояния ρ  от оси 
пучка радиальные потоки энергии ρS  уменьша-
ются медленнее, чем азимутальные ϕS  и поэто-
му постепенно радиальные потоки становятся 
преобладающими по сравнению с азимутальны-
ми (см. рисунок 3.2 (а)). 
 

 

    
      (a)                                                      (b)                                                       (c) 

Рисунок 3.1 – (a) линии плотности ⊥S  потока энергии; (b) линии плотности ⊥S  потока энергии  вместе с 
его интенсивностью; (c) полная интенсивность пучка.  
Общие параметры sH-G пучка: 1; 2; 1; 0m n t Z= = = =  

 

    
                         (a)                                                    (b)                                                      (c) 

Рисунок 3.2 – (а) линии плотности ⊥S  потока энергии; (b) линии плотности ⊥S  потока энергии вместе с 
его интенсивностью; (c) полная интенсивность пучка.  
Общие параметры sH-G пучка: 1; 2; 1; 1m n t Z= = = =  
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4. При линейной поляризации пучка (тогда 
0)t =  азимутальный поток энергии строго равен 

нулю, а линии потока энергии представляют со-
бой вытянутые гиперболы вокруг оси пучка z. 

5. С увеличением степени поляризации t 
линии поперечных потоков энергии постепенно 
закручиваются. С возрастанием ρ  или z эти ли-
нии постепенно раскручиваются. 

6. С увеличением расстояния z от перетяжки 
пучка световое пятно увеличивается, как для 
кругового гауссова пучка. Световое пятно интен-
сивности в поперечном сечении пучка разделено 
на отдельные области (домены) темными линия-
ми, в которых интенсивность обращается в нуль. 
Число доменов равно ,N m n= ×  где m и n – ин-
дексы полиномов Эрмита. 

7. Темные линии описываются прямыми 
,mx c=  ,ny c=  

где mc  и nc  – корни полиномов Эрмита mH  и 

nH  соответственно. Число прямых равно произ-
ведению индексов .mn  В трехмерном простран-
стве этим линиям соответствуют цилиндриче-
ские поверхности с нулевой интенсивностью, 
вытянутые вдоль оси OX или OY. Эти поверхно-
сти разделяют пучок на области. Внутри каждой 
области потоки энергии автономны и не перехо-
дят в другие области. 

8. На рисунках 3.1 и 3.2 (а и б) изображены 
графики линий поперечного потока энергии и 
его интенсивности. По интенсивности поток де-
лится на несколько пятен, их число равно 

( 1) ( 1),N m n= + × +  
как и для пятен продольного потока. Однако 
расположение этих пятен и их форма только час-
тично соответствуют пятнам продольного пото-
ка, что наглядно видно на рисунках 3.1 и 3.2.  

9. В поперечной плоскости линии попереч-
ного потока энергии представляют вихревые 
кривые (энергетические вихри). В центрах этих 
энергетических вихрей 0⊥ =S  и остается только 
продольный поток энергии. Число вихрей равно 
числу пятен. Интересно, что при переходе через 
поверхности нулевой интенсивности направле-
ния вращения вихрей изменяются на противопо-
ложные.  

10. Картина поперечных потоков энергии 
обладает точечной группой симметрии 2 ,z x ym m′ ′  
т.е. осью симметрии 2 порядка и плоскостями 
симметрии xm′  и .ym′  Штрихи при плоскостях 
симметрии xm′  и ym′  означают, что при отраже-
ниях также изменяются направления движения 
потоков энергии на противоположные. 

11. Возвращаясь к общей картине, можно 
сказать, что линии полного потока энергии пред-
ставляют собой пространственные кривые, име-
ющие небольшое кручение. 

Заключение 
Найдены простые выражения для плотности 

потока энергии электромагнитного поля S  век-
торных гауссовоподобных пучков с однородной 
поляризацией. Найденные общие выражения 
могут непосредственно быть применены для 
других типов векторных гауссовоподобных пуч-
ков, например, для пучков Бесселя – Гаусса, Ла-
герра – Гаусса, Куммера – Гаусса. 

В разделе 3 общие результаты конкретизи-
рованы для sH-G пучков. Установлено, что пото-
ки энергии световых sH-G пучков разделяются 
на отдельные независимые области (домены). 
Существенно, что внутри каждой области потоки 
энергии автономны и не переходят в другие об-
ласти. 
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SIMULATION OF POLARIZATION-DEPOLARIZATION PROCESSES 
IN LIQUID-DISPERSE SYSTEMS 
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Предложена физическая модель поляризационных процессов в жидкодисперсных системах, построенная на примере 
спиртового раствора поливинилбутираля и дисперсного феррита бария. Приведены экспериментальные и расчетные 
кинетические кривые поляризации и изотермической деполяризации для разных режимов поляризации (длительная 
поляризация при малых поляризующих токах, многократная кратковременная циклическая поляризация, кратковре-
менная поляризация при больших токах). Модель деполяризации основана на релаксационных явлениях, обусловлен-
ных диффузионными процессами в поляризованных жидкодисперсных системах. 
 
Ключевые слова: дисперсионная среда, поливинилбутираль, феррит бария, плотность тока, приэлектродный слой. 
 
A physical model of polarization processes is proposed for liquid-disperse systems worked out on the example of solutions of 
butyral resin and dispersed barium ferrite. The experimental and theoretical curves of polarization and isothermal depolarization 
are given for different polarization parameters (long-term polarization under low polarization current, multiple short-term cyclic 
polarization, high-current short-term polarization). The depolarization model is based on the relaxation phenomena generated 
by diffusion processes in the polarized liquid-disperse systems. 
 
Keywords: dispersion medium, current density, polarization, depolarization, near-electrode layer, voltage. 

 
 

Введение 
Многокомпонентные жидкодисперсные сис-

темы (ЖДС), или коллоидные системы, широко 
распространены в природной среде и использу-
ются в медицине, промышленности и других 
областях человеческой жизнедеятельности [1]. 
Это полимерные гели, используемые для созда-
ния материалов с комплексом регулируемых 
свойств в медицинской технике, электронике и 
приборостроении; это природные воды, исполь-
зуемые в различных технологических процессах 
или подлежащие очистке и фильтрации; это бу-
ровые и тампонажные растворы, применяемые в 
бурении нефтяных и газовых скважин; наконец, 
это биологические жидкости организма человека 
– кровь и сыворотка крови, спинномозговая и 
синовиальная жидкости, моча и слюна, по изме-
нению структуры и свойств которых можно су-
дить о состоянии здоровья человека. Исследова-
ние ЖДС позволяет моделировать механизмы 
целевой доставки лекарств, лечебного действия 
лекарственных средств, а также дает новые дан-
ные для разработки матриц, на которых выращи-
вают биоткани. 

При исследовании многокомпонентных ЖДС 
широкое распространение получили методы 

контроля структуры и состава коллоидных сис-
тем по их электрофизическим характеристикам 
[2]–[6], что объясняется богатыми возможностя-
ми методологии автоматизированного сбора и 
компьютеризированного анализа информации. К 
основным факторам, определяющим поведение 
ЖДС при электрофизических измерениях, отно-
сятся: размер и концентрация частиц, концен-
трация электролитов, диэлектрическая прони-
цаемость, заряд и потенциал поверхности частиц, 
время релаксации заряда. 

Путем анализа кинетических зависимостей 
тока деполяризации были установлены законо-
мерности изменения структуры гелей поливини-
лового спирта, наполненных желатином, папаи-
ном и Na-КМЦ (натриевая соль карбоксиметил-
целлюлозы) [7]–[10], и растворов поливинилбу-
тираля (ПВБ) [11], что позволило оптимизиро-
вать составы ЖДС по критерию их структурной 
устойчивости. Установлено, что фактор устойчи-
вости связан с существованием двойного элек-
трического слоя на частицах [12]–[13] и опреде-
ляется добавочной электростатической состав-
ляющей расклинивающего давления и энтропий-
ной составляющей физико-химического взаимо-
действия компонентов систем. Таким образом, 
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о структурной устойчивости гелеобразных сис-
тем можно судить по анализу поляризационных 
процессов, протекающих в ЖДС при пропуска-
нии через них тока. 

При изучении ЖДС на основе поливинило-
вого спирта или спиртового раствора ПВБ, на-
полненных ферромагнетиками, установлено, что 
поляризационные свойства системы определяют-
ся состоянием магнетика (намагничен или не 
намагничен), характером формирования объем-
ного заряда вблизи электродов и величиной тока 
поляризации. С увеличением тока поляризации 
происходит резкое «истощение» раствора (умень-
шение концентрации частиц наполнителя в объ-
еме), и наблюдается веерообразное расхождение 
кривых деполяризации при повторных измере-
ниях [14]–[15]. Физическое моделирование поля-
ризационных процессов в ЖДС может расши-
рить представления о механизмах поляризации в 
таких системах. 

Целью работы является моделирование про-
цессов поляризации-деполяризации на примере 
жидкодисперсной малопроводящей системы 
«спиртовой раствор поливинилбутираля – фер-
рит бария» (ПВБ-ФБ). 

 
1 Материалы и методы исследования 
Предметом исследования служила модель-

ная система ПВБ-ФБ. Выбор ПВБ обусловлен 
его хорошей растворимостью в спиртах и чувст-
вительностью к электромагнитным полям. Ис-
пользовали ПВБ марки ПШ-1 с молекулярной 
массой (30–200) тыс. (ГОСТ 9439), спирт этило-
вый (ГОСТ 18300) и намагниченный порошок 
ФБ (ВaO·6Fe2O3) c гексагональной плотноупако-
ванной кристаллической решеткой и размером 
частиц 1–4 мкм (ТУ 6-09-591-81). Намагничен-
ный ФБ обычно диспергирован в растворе в виде 
агломератов из 5–6 частиц. Концентрация рас-
твора ПВБ в спирте была неизменной и состав-
ляла 7 мас. %. Концентрация феррита бария в 
ЖДС составляла 10 мас. %.  

 

 
 

Рисунок 1.1 – Схема измерения поляризацион-
ных процессов в жидкодисперсных системах: 
1 – источник тока; 2 – измерительная ячейка 

Эксперименты проводили с помощью про-
граммно-аппаратного комплекса – анализатора 
дисперсных систем [16]. Для исследования ис-
пользовали метод изотермической деполяриза-
ции (ИТД), основанный на релаксации заряда в 
поляризованном диэлектрике. ИТД является од-
ним из методов комплексных электрофизических 
исследований для контроля ЖДС [4]. 

Исследуемую систему помещали в измери-
тельную ячейку и пропускали ток поляризации Ip 
(диапазон токов от 100 до1000 мкА), который 
поддерживали неизменным в течение каждого 
эксперимента посредством обратной связи. Реги-
стрировали изменение во времени напряжения 
U (t) на ячейке (рисунок 1.1, левая часть), которое 
является величиной переменной и характеризует 
поляризацию системы. Изотермическую деполя-
ризацию проводили в той же ячейке, измеряя ток 
деполяризации I (t) (рисунок 1.1, правая часть) В 
ряде случаев осуществляли повторные (много-
кратные) измерения зависимостей U (t) через оп-
ределенные равные промежутки времени τ (цик-
лическая поляризация-деполяризация). 

 
2 Экспериментальные результаты 
В процессе поляризации ЖДС наблюдается 

рост напряжения на ячейке при постоянном токе 
поляризации для любых значений Ip (рисунок 2.1, а). 
Характер кинетических кривых поляризации 
ЖДС отличается от аналогичных поляризацион-
ных зависимостей для ненаполненных растворов 
ПВБ [6] участком интенсивного роста напряже-
ния, ограниченным во времени. Характерно, что 
площади под отрезками кривых, характеризую-
щих эти участки, примерно равны для разных 
токов поляризации. Это свидетельствует о том, 
что реально в переносе заряда участвует одина-
ковое количество носителей, а рост напряжения 
на ячейке обусловлен концентрационной поля-
ризацией, связанной с выходом частиц из объема 
ЖДС и локализацией объемного заряда в тонком 
приэлектродном слое. 

Завершение участка интенсивного роста на-
пряжения свидетельствует о полном «истоще-
нии» раствора и формировании приэлектродного 
зарядового слоя. Длительность этого процесса 
(в зависимости от величины тока поляризации) 
составляет от нескольких десятков до несколь-
ких сотен секунд (рисунок 2.1, а). 

Последующая деполяризация характеризу-
ется экстремальными зависимостями тока от 
времени (рисунок 2.1, б), причем с увеличением 
тока поляризации максимум на кривой деполя-
ризации смещается в область меньших времен. 

Состояние «истощения» раствора может 
быть достигнуто как в результате многократных 
кратковременных циклов «поляризация-деполя-
ризация» при малых токах поляризации (рисунок 
2.2, а, б),  так и почти сразу же при больших то-
ках поляризации Ip = 1000 мкА (рисунок 2.2, в).  
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Рисунок 2.1 – Кинетические кривые процессов поляризации (а) и деполяризации (б) в системе  
«раствор ПВБ – ФБ» при разных токах поляризации (мкА): 1 – 100; 2 – 120; 3 – 200; 4 – 300. 

Шаг измерения 200 мс 
 

 
 

Рисунок 2.2 – Кинетика кратковременной циклической поляризации (а) и деполяризации (б, в) 
системы «раствор ПВБ – ФБ» при токах поляризации (мкА): а и б – 120, в – 1000.  

Номера на кривых соответствуют номеру цикла 
 
Рисунок 2.2, (б) иллюстрирует процесс пре-

дельного «истощения» системы, достигнутого 
при многократных повторных измерениях через 
короткие (τ = 180 с) промежутки времени. Одна-
ко такое же состояние системы наблюдается и 
после длительного непрерывного воздействия 
тока поляризации, например, в течение 900 с. 
Сравнивая состояние системы после различных 
режимов поляризации, можно отметить следую-
щее: кривая 3 на рисунке 2.2, (в) (результат крат-
ковременной поляризации при больших Ip) соот-
ветствует конечному измерению при малых то-
ках поляризации (случай многократных кратковре-
менных циклов, кривая 8 на рисунке 2.2, б) и иден-
тична кривой 2 на рисунке 2.1, (б), отражающей 

поляризационный процесс в системе, подвергну-
той длительной поляризации при малом значе-
нии Ip. Таким образом, очевидно полное сходство 
кривых деполяризации, характеризующих конеч-
ное состояние системы, т. е. «истощение» раство-
ра. Незначительные отклонения в абсолютных 
значениях токов деполяризации возникают в ре-
зультате естественной разницы независимых проб, 
что влияет на погрешность эксперимента.  

 
3 Теоретическая модель 
3.1 Процесс поляризации ЖДС 
Поскольку ток в ячейке поддерживается 

постоянным, проводимость ЖДС снижается за 
счет носителей заряда, которые локализуются в 
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приэлектродных областях измерительной ячейки 
и перестают участвовать в переносе зарядов. 
Экспериментально установленное линейное из-
менение проводимости во времени [15] свиде-
тельствует о том, что изменение количества но-
сителей в объеме подчиняется выражению: 

 0( ) – ,N t N at=        (3.1) 
где N0 – начальное количество носителей заряда 
в ячейке, a – некоторый коэффициент. 

В силу линейности зависимости проводи-
мости от времени, количество носителей заряда в 
ячейке, выбывающих из процесса проводимости 
в единицу времени, есть величина постоянная: 

  / ,N I q constΔ = =    (3.2) 
где q – эффективный (средний) заряд частицы. 

Тогда количество частиц, участвующих в 
проводимости, в момент времени t равно: 

0 0( ) – / .N t N Nt N It q= Δ = −         (3.3) 
В работе [15] отмечалось, что «эффект вее-

ра» (рисунок 2.2, а) начинает проявляться при 
значениях поляризующего тока I > Iкр (где Iкр = 
= 100 ÷ 120 мкА), которому соответствует кри-
тическая напряженность Екр электрического поля 
в ячейке. Тогда действующее (эффективное) зна-
чение напряженности поля в ячейке можно пред-
ставить как 

 
,эфф крE E E= −        (3.4) 

где Е – напряженность внешнего электрического 
поля. 

Увеличение сопротивления образца при по-
стоянном токе означает уменьшение числа носи-
телей заряда, способных перемещаться в его 
объеме под влиянием внешнего электрического 
поля. Принимая форму коллоидной частицы ша-
рообразной, величину тока в ячейке в первом 
приближении можно определить по формуле [17]:  

2

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) / (6 )
( ) ( ) / (6 ),

I t qN t v t q N t E t r
q N t U t rd

= = πη =

= πη
  (3.5) 

где q и r – заряд и условный (эффективный) ра-
диус частицы, N (t) – число носителей заряда в 
пробе в момент времени t, η – вязкость среды, 
Е (t) – средняя напряженность электрического 
поля, d – расстояние между электродами, v (t) – 
скорость движения частиц, U = Е / d – напряже-
ние между электродами. 

Исходя из уравнений (3.3)–(3.5), получим 
для тока уравнение в неявном виде: 

2

2

0

( )
( )

6

( ) ( ),

кр

кр

Sq N E E
I t

r

q I t tN U U
d q

−
= =

πη

⎛ ⎞β
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

         (3.6) 

где S – площадь электрода, Uкр – напряжение, 
соответствующее критической напряженности 

поля, 
6

S
r

β =
πη

 – коэффициент, постоянный для 

данной ячейки и исследуемой пробы. 

При Е < Екр частица ФБ остается неподвиж-
ной, ток в системе обусловлен наличием всегда 
присутствующих ионов электролитов (диссо-
циированные молекулы полимера и различные 
примеси), и по мере накапливающегося «исто-
щения» раствора медленно повышается его со-
противление. При достижении напряженности 
поля значения Екр частицы наполнителя прихо-
дят в движение. При этом ток поляризации мож-
но представить как сумму двух составляющих: 
1) квазипостоянной примесной и 2) связанной с 
движением частиц наполнителя в растворе: 

 

0

0 1

, ;
( )

, ;
кр

кр

I при E E
I t

I I при E E

<⎧⎪= ⎨ + ≥⎪⎩
 (3.7) 

где I0 – «примесный» ток, I1 – ток, создаваемый 
дисперсной фазой. 

Эксперимент показал [15], что величина I0 в 
случае раствора ПВБ без наполнителя тоже ме-
няется во времени (хотя и слабо), то есть ее так-
же следует считать переменной величиной (но 
для нее отсутствует Екр). Выражение (3.6) с уче-
том (3.7) для случая Е ≥ Екр можно представить в 
следующем виде: 

2
1 1

01
1

2
2 2

02
2

( )( )

( ) ( ),кр

q I t tI t N U
d q

q I t tN U U
d q

⎛ ⎞β
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞β

+ − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

        
(3.8) 

где индексы «1» и «2» относятся к двум видам 
физических носителей зарядов: «1» – к раствору 
ПВБ, «2» – к частицам ФБ. 

Полученное выражение (3.8) моделирует 
процесс протекания тока в ячейке при поляриза-
ции ЖДС с учетом слабой проводимости раство-
ра ПВБ и при наличии макроскопических частиц 
наполнителя (ФБ), способных перемещаться в 
растворе и создавать экранирующий слой в при-
электродных областях. 

Для получения зависимости ( , ),U f I t=  ко-
торая является рабочим выражением, позволяю-
щим численно смоделировать кинетику поляри-
зации ЖДС, необходимо оценить значения ко-

эффициентов β и их произведений 
2

0 ,q N
d
β  q

d
β  и 

0 ,qN  входящих в формулу (3.8). При значениях 
U < Uкр второе слагаемое в выражении (3.8) в 
соответствии с (3.7) обращается в нуль. Тогда 

 

2
1 1

01
1

( )( ) .
( )

I tU t
q I t tN
d q

=
⎛ ⎞β ⋅

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

        (3.9) 

Для расчета коэффициентов использовали 
значения экспериментальных параметров про-
цесса поляризации, приведенные в таблице 3.1. 

Все коэффициенты с индексом «1» (для рас-
твора ПВБ без наполнителя) рассчитывали по 
формуле (3.9). После подстановки полученных 
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значений коэффициентов в формулу (3.8) и учи-
тывая экспериментальное значение критического 
напряжения Uкр = 1.4 В, получаем значения ко-
эффициентов с индексом «2» (для ферритона-
полненной ЖДС). В таблице 3.2 приведены зна-
чения указанных коэффициентов. 
 
Таблица 3.1 – Параметры режима поляризации 

Ток  
поляризации 

I, мкА 

Время  
поляризации 

t, с 

Напряжение  
на ячейке 

U, В 
Раствор ПВБ 

100 0 1.294 
100 90 1.361 

Раствор ПВБ + 10 % ФБ 
100 900 4.604 
200 400 6.420 

 
Таблица 3.2 – Рассчитанные значения 

         коэффициентов 
2

5
0 10 ,q N

d
β

⋅  А
В

 410 ,q
d
β

⋅  (В·с)-1 
0 ,qN  Кл

Раствор ПВБ 
7.72 4.22 0.183 

Раствор ПВБ + ФБ 
5.97 9.42 0.063 

 
Подставив рассчитанные значения коэффи-

циентов в формулу (3.8), после несложных пре-
образований получаем зависимость ( , )U f I t=  
для различных режимов поляризации: 

4

4

10 , ;
0.772 4.22( )
10 (0.84 13.19 ) , .

1.37 13.64

кр

кр

I приU U
ItU t

I It приU U
It

⎧
<⎪⎪ −= ⎨

+ −⎪ ≥⎪ −⎩

(3.10) 

Здесь ток I – в амперах, а время t – в секундах. 
На рисунке 3.1 представлены результаты 

расчета кинетических кривых поляризации по 
формуле (3.10). Видно, что расчетные кривые 
достаточно хорошо совпадают с эксперимен-
тальными (рисунок 2.1, а) за исключением на-
чального участка, характеризующего проводи-
мость дисперсионной среды (раствора ПВБ), ко-
торая не учитывалась в данной модели. Следова-
тельно, имея известные характеристики диспер-
сионной среды (вязкость раствора) и наполните-
ля (размер и концентрация частиц) можно зара-
нее, до приготовления ЖДС, оценить ход и ос-
новные параметры кинетических кривых процес-
са поляризации. 

Рассмотрим качественно эффект появления 
«веера» при последовательных циклах «поляри-
зация-деполяризация» через равные промежутки 
времени τ (интервал между измерениями). В 
процессе поляризации ячейки объемный заряд 
формируется в узких приэлектродных областях. 
В каждом цикле после отключения внешнего 

поляризующего напряжения образец представля-
ет собой неравновесную систему с избыточными 
концентрациями носителей зарядов в приэлек-
тродных областях. При изотермической выдерж-
ке происходит рассяние зарядов вследствие 
диффузионных процессов, и образец деполяри-
зуется. Оставляя вне рассмотрения диссипатив-
ные процессы, установим влияние изотермиче-
ской выдержки на характер процесса «поляриза-
ция-деполяризация». 

 

 
 

Рисунок 3.1 – Расчетные кинетические кривые 
процесса поляризации в системе  

«раствор ПВБ–ФБ»; токи поляризации Iр (мкА): 
1 – 100; 2 – 120; 3 – 200; 4 – 300 

 
По истечении времени t на электроде нако-

пится It / q частиц. Считаем, что за пределами 
слоя толщины δ заряды отсутствуют (δ ≈ 10-6 м) 
[18]. Концентрация частиц будет равна 

 ( ) ,Itс t
qS

=
δ

   (3.11) 

где S –площадь электрода. 
Учитывая, что количество вещества в слое, 

отнесенное к единице площади,  
с(t)·δS = It / q = const, 

то изменение концентрации частиц за время τ в 
процессе изотермической выдержки можно опи-
сать известной формулой [19, c. 431]: 

 
2

4( , ) ,
x
DIс x e

q D

−
ττ

τ = ⋅
π τ

    (3.12) 

где D = kT / (6πηr) – коэффициент диффузии частиц. 
В системе присутствуют частицы с двумя 

характерными размерами: ~10-8 м (молекулы ПВБ) 
и ~0,5·10-7 м (ФБ). В спиртовом растворе ПВБ 
(η ≈ 1 Па·с) для молекул ПВБ D ≈ 2·10-13 м2/с, 
для частиц ФБ D ≈ 4,3·10-16 м2/с. Для двух после-
довательных интервалов времени τ1 и τ2 соотно-
шение концентрации будет следующим: 

2

1 241 2

2 1

( ) .
( )

Dс e
с

δ Δτ
− ⋅

τ ττ τ
= ⋅

τ τ
             (3.13) 



Моделирование процессов поляризации-деполяризации жидкодисперсных систем 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (26), 2016 27

 Тогда, подставляя значения указанных ве-
личин в (3.13) и принимая τ1 = 1 с, τ2 = 180 с, по-
лучаем отношение α = с(τ1) / с(τ2), которое опре-
деляет, во столько раз снизится концентрация 
частиц в приэлектродном слое после изотерми-
ческой выдержки ячейки в течение 180 c. Кон-
центрация частиц в приэлектродном слое в раз-
ные моменты времени определяет количество 
частиц, участвующих в проводимости:  

1 2

2 1

( )
.

( )
с N
с N
τ

= = α
τ

     (3.14) 

Так, для частиц ПВБ в растворе α = 4,29, а для 
частиц ФБ α = 0,6. 
 Поскольку время поляризации в каждом 
цикле одно и то же, величина дискретного изме-
нения концентрации носителей в объеме ячейки 
неизменна, т. е. jt / q = const. Часть локализован-
ных у электрода частиц после первого цикла по-
ляризации возвращается в результате диффузии 
в раствор, и к концу изотермической выдержки в 
течение времени τ выражение для количества 
частиц в ячейке с учетом (3.13) и (3.14) будет 
иметь вид (второй цикл): 

02 01 01(1 ) .It It ItN N N
q q q

= − + −α = −α   (3.15) 

 Соответственно, третий цикл даст величину 

03 01 2 ,ItN N
q

= − α  а для k-го цикла получим ре-

зультирующее значение 0 01 ( 1) .k
ItN N k
q

= − − ⋅α  

 Учет этого явления позволяет уточнить рас-
четную формулу (3.10) для случая U ≥ Uкр: 

410 [0,84 (13,19 ( 1)) ]( ) .
1,37 [13,64 ( 1)]

I k ItU t
k It

⋅ + − + α − ⋅
=

− + α − ⋅
(3.16) 

 Расчет по формуле (3.16) дает совокупность 
веерообразных кривых (рисунок 3.2), соответст-
вующих наблюдаемым в эксперименте поляри-
зационным кривым, повторно измеренным через 
равные промежутки времени (рисунок 2.2, а). 
 

 
 

Рисунок 3.2 – Расчетные кинетические кривые 
процесса поляризации в системе «ПВБ-ФБ» для 
тока поляризации 110 мкА. Номера кривых соот-
ветствуют номеру цикла (измерения через 180 с) 

3.2 Процесс изотермической деполяриза-
ции ЖДС 

Теперь рассмотрим физическую модель 
процесса изотермической деполяризации ЖДС. 
Экспериментально обнаруженное явление экс-
тремального поведения тока деполяризации во 
времени свидетельствует о том, что в системе 
присутствуют носители заряда разного знака, 
создающие в процессе поляризации различные 
по размеру и заряду приэлектродные заряженные 
области. Плотность тока деполяризации в такой 
системе, в соответствии с [20, с. 26], можно опи-
сать выражением: 

0 0 0 0 ,
2 2

q n x q n xdx dxj j j
d dt d dt

+ + − −+ −
+ − + −= − = ⋅ − ⋅ (3.17) 

где надстрочные индексы (+) и (–) относятся к 
величинам, характеризующим, соответственно, 
положительно и отрицательно заряженные при-
электродные области; x0 – толщина приэлектрод-
ного слоя, в котором локализован поляризацион-
ный заряд; n0

(±) – его начальная концентрация; 
dx
dt

 – средняя скорость перемещения зарядов. 

Следует отметить, что формула (3.17) справед-

лива для случая, когда 0

2
x
d

<<1, т. е. приэлек-

тродные области зарядов не перекрываются, что 
соответствует случаю малопроводящих ЖДС. 

С физической точки зрения плотность тока j 
определяется суммой противоположно направ-
ленных токов. В результате процесса деполяри-
зации, когда скорости «рассасывания» зарядов 

близки между собой ,dx dx
dt dt

+ −⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 то с учетом 

величин коэффициентов диффузии носителей 
зарядов, зависимость тока деполяризации от 
времени приобретает экстремальный характер. 
Для рассматриваемого нами случая «рассасыва-
ния» заряда ограничимся механизмом диффузии, 
являющимся основным лимитирующим факто-
ром в малопроводящих системах. 

При деполяризации происходит перемеще-
ние границы приэлектродного слоя от электрода 
внутрь объема ячейки. В этом случае концентра-
цию частиц на расстоянии х от электрода в мо-
мент времени t можно определить по следующей 
формуле [19, с. 431]: 

 
( )

2

0 4, .
4

x
Dtn

n x t e
Dt

−± = ⋅
π

           (3.18) 

Каждое приэлектродное зарядовое облако 
действует на другое (до их соприкосновения) как 
единое целое с эффективным зарядом, помещен-
ным в центре масс облака. Таким образом, мож-
но заменить поляризованный объем вещества в 
ячейке электрическим квазидиполем с зарядами 
на концах, равными общему заряду каждой при-
электродной области, причем заряды не равны 
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по абсолютной величине, поскольку реакции на 
электродах несимметричны. 

Координаты центра масс определяем из вы-
ражения: 

 
( )

0 0

1 , ,
x

x x n x t dx
n

±′ = ⋅∫         (3.19) 

или с учетом (3.18) и последующих преобразований: 

 

2

44 1 .
x
DtDtx e

−⎛ ⎞
′ = −⎜ ⎟⎜ ⎟π ⎝ ⎠              

(3.20) 

Дифференцируя x′  по времени и произведя 
некоторые преобразования, получим скорость 
перемещения центра масс 

 

23
41 4 1 ,

2

x
Dtdx Dt e

dt t
−⎛ ⎞′

= −⎜ ⎟⎜ ⎟π ⎝ ⎠
   (3.21) 

которую можно приравнять к средним скоростям 

перемещения зарядов dx
dt

+

 и ,dx
dt

−

 входящих в 

(3.17). Тогда выражение (3.17) примет вид: 

2 2

1 2

3 3
4 41 24 4

1 1 ,
2 2

x x
D t D t

dx dxj a b
dt dt

D t D ta be e
t t

+ −

− −

= − =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(3.22) 

где 0 0 ,
2

q n x
a

d

+ +
+=  0 0 ;

2
q n x

b
d

− −
−=  D1 и D2 – коэффи-

циенты диффузии положительно и отрицательно 
заряженных частиц, соответственно. 

Оценку величины коэффициентов диффу-
зии можно осуществить по формуле Эйнштейна 
[19, с. 433]: 2 2 ,DΔ = τ  где Δ – среднее сме-
щение частицы за время τ. Принимая Δ равным 
расстоянию между электродами (d = 5 мм), а 
время перемещения частицы τ ≈ 30 с, получим 
значение коэффициента диффузии для ПВБ в 
растворе D1 ≈ 10-5 м2/с. Исходя из физических 
соображений, можно предположить, что для 
ферритовых частиц коэффициент диффузии 
меньше как минимум на 2–3 порядка, поэтому 
принимаем D2 ≈ 10-8 м2/с. 

Численные значения коэффициентов a и b в 
уравнении (3.22) получаем, подставляя значения 

0qN  из таблицы 3.2 и учитывая, что область ло-
кализации для ПВБ имеет толщину около 10-5 м. 
Получим значения коэффициентов а = 4·10-7 Кл /м3 

и b = 0.85·10-7 Кл /м3. Следует отметить, что ко-
эффициент b меняется дискретно при последова-
тельных циклических измерениях, достигая пре-
дельного значения, соответствующего парамет-
рам в таблице 3.2. 

Принимая x = 0,5 d (условие соприкоснове-
ния диффундирующих приэлектродных слоев) и 
подставляя значения всех рассчитанных коэффи-
циентов в формулу (3.22), можно построить ки-
нетические кривые деполяризации (рисунок 3.3). 

 
 

Рисунок 3.3 – Кинетические кривые процесса 
циклической деполяризации в системе «раствор 
ПВБ – ФБ», рассчитанные для тока поляризации 

Ip = 100 мкА. Номера кривых соответствуют 
номеру цикла 

 
Характер расчетных зависимостей процесса 

деполяризации соответствует виду эксперимен-
тальных кривых (рисунок 2.2, б). Начальные зна-
чения рассчитанных токов деполяризации имеют 
порядок 10-7 А, реально наблюдаемые в экспери-
менте величины составляют (0,3–1,5)·10–6 А. Учи-
тывая принятые допущения, согласие вполне 
удовлетворительное. 

 
Заключение 
Представленная модель имеет феноменоло-

гический характер и может служить для понима-
ния общих закономерностей процессов поляри-
зации–деполяризации жидкодисперсных систем 
и планирования экспериментов.  

Несмотря на ряд допущений, которые были 
сделаны при построении настоящей модели 
(пренебрежение градиентом проводимости в 
приэлектродных областях, электрохимическими 
процессами на поверхности электродов, ориен-
тационными эффектами), она позволяет оценить 
характер и предвидеть вид кинетических зависи-
мостей процесса поляризации-деполяризации 
ЖДС. Для упрощения расчетов мы предположи-
ли соответствие соотношений коэффициентов 
диффузии и размеров диффундирующих частиц.  

Для процесса поляризации проведено огра-
ниченное количество измерений и получено вы-
ражение, представляющее собой многофактор-
ную зависимость (уравнение (3.8)). Это уравне-
ние отражает собой феноменологическую модель, 
полученную из определенных теоретических 
представлений, а коэффициенты имеют обосно-
ванный физический смысл. Аналогичные рассу-
ждения можно привести по отношению к выра-
жению (3.16). Отметим, что расчётные значения 
на рисунке 3.1 соответствуют экспериментально 
полученным значениям (рисунок 2.1, а), а рису-
нок 3.2 отражает зависимости, сходные с приве-
денными на рисунке 2.1, (б). 

Предложенная феноменологическая модель 
процессов поляризации-деполяризации может 
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служить научным обоснованием расчетов крити-
ческой концентрации структурообразующих 
компонентов и методов повышения стабильно-
сти поляризуемых гелевых систем. Развитие мо-
дели с учетом размеров и электрических свойств 
предполагаемых компонентов коллоидной сис-
темы позволит, например, создать средства целе-
вой доставки лекарственных препаратов в задан-
ную область организма, высвобождая лекарство 
путем деполяризации коллоидной структуры; 
или рассчитать допустимые концентрации целе-
вых компонентов в буровых растворах, приме-
няемых в бурении нефтяных и газовых скважин. 
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ПОВЫШЕНИЕ ЭНЕРГОЭФФЕКТИВНОСТИ ТОНКОПЛЕНОЧНЫХ 
СОЛНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ НА ОСНОВЕ СОЕДИНЕНИЯ CuIn1-xGaxSe2 

А.К. Есман, В.А. Потачиц, Г.Л. Зыков 

Белорусский национальный технический университет, Минск 
 

ENERGY EFFICIENCY OF THIN-FILM SOLAR CELL 
ON THE BASIS OF THE CuIn1-xGaxSe2 

A.K. Esman, V.A. Potachits, G.L. Zykov 
Belarusian National State University, Minsk 

 
Рассмотрены вопросы влияния температуры тонкопленочных солнечных элементов на основе соединения CuIn1-xGaxSe2 на 
их характеристики при различных значениях толщины поглощающего слоя и концентрации галлия. Определены опти-
мальные значения толщины поглощающего слоя, проведено моделирование вольт-амперных характеристик для рас-
сматриваемой конструкции солнечного элемента. Показано, что при толщине поглощающего слоя, равной 3 мкм, КПД 
солнечного элемента может достигать 22,65 % с коэффициентом заполнения FF = 82,31 %, напряжением холостого хо-
да VOC = 0,81 В и током короткого замыкания JSC = 33,93 мА/см2. 
 
Ключевые слова: тонкопленочный солнечный элемент CuIn1-xGaxSe2, прозрачный проводящий слой, буферный слой, по-
глощающий слой, концентрация галлия, AMPS-1D, SCAPS-1D, Comsol Multiphysics. 
 
The problems of the temperature effects of thin-film solar cells on the basis of CuIn1-xGaxSe2 compound on their characteristics 
at the different values of the thickness of the absorbing layer and the gallium concentration are considered. The optimal values 
of the absorbing layer thickness are determined. The simulation of the current-voltage characteristics of the considered design 
of the solar cell are carried out. It is shown that the efficiency of the solar cell can reach 22.65 % with the fill factor 
FF = 82.31 %, open circuit voltage VOC = 0.81 %, short circuit current JSC = 33.93 mA/cm2 when the optimal thickness of the 
absorbing layer is equal to 3 μm. 
 
Keywords: CuIn1-xGaxSe2 thin-film solar cell, transparent conductive layer, buffer layer, absorption layer, gallium concentra-
tion, optimization, AMPS-1D, SCAPS-1D, Comsol Multiphysics. 

 
 

Введение  
В настоящее время проводятся исследова-

ния, направленные на оптимизацию технологи-
ческих процессов производства солнечных эле-
ментов и на повышение их энергоэффективности 
с целью снижения стоимости фотоэлектрических 
модулей. Применение компьютерного моделиро-
вания позволяет без существенных финансовых 
затрат провести оценку работоспособности сол-
нечных элементов, нагреваемых в процессе их 
эксплуатации. Как правило, для тонкопленочных 
солнечных элементов используются три мате-
риала – CIGS, CdTe и аморфный кремний (a-Si). 
Лидером по эффективности среди тонкопленоч-
ных солнечных элементов является технология 
CIGS (на основе соединения CuIn1-xGaxSe2). По 
сравнению с кремнием соединение CuIn1-xGaxSe2 
является полупроводником с прямой запрещен-
ной зоной, это означает, что для производства 
солнечного элемента требуется меньшее количе-
ство материала. 

В настоящее время экспериментально уста-
новленный коэффициент полезного действия тон-
копленочного солнечного элемента Cu(In,Ga)Se2 
составляет 21,7 % [1]. Для повышения эффек-
тивности многопереходных солнечных элемен-
тов нужно согласовать токи в отдельных слоях и 

общий ток. Варьируя соотношение Ga/(In+Ga) в 
поглощающем слое за счет изменения ширины 
запрещенной зоны CuIn1-xGaxSe2 можно согласо-
вать генерируемый в нем ток и оптимизировать 
зону проводимости. Как следует из [2], увеличе-
ние плотности дефектов в материалах происхо-
дит в результате увеличения концентрации гал-
лия. Если концентрация галлия x < 0,6, то эти 
дополнительные дефекты уже не оказывают зна-
чительного влияния на эффективность исследуе-
мой структуры. 

В данной работе рассмотрены структуры тон-
копленочных солнечных элементов CuIn1-xGaxSe2 с 
концентрациями галлия в пределах 0,183 ≤ x ≤ 0,529. 

Целью работы является определение опти-
мальных значений толщины поглощающего слоя 
и концентрации галлия тонкопленочных солнеч-
ных элементов CuIn1-xGaxSe2 в диапазоне рабо-
чих температур от 300 до 330 К. 

 
1 Структура тонкопленочного солнечно-

го элемента CuIn1-xGaxSe2 
Исследуемая структура солнечного элемен-

та Cu(In,Ga)Se2 представлена на рисунке 1.1. 
На подложку 6 из нержавеющей стали тол-

щиной 3 мм, нанесен тонкий слой молибдена 
(Mo), который образует металлический электрод 5. 

ФИЗИКА
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Рисунок 1.1 – Структура тонкопленочного 
солнечного элемента CuIn1-xGaxSe2, где:  

1 и 5 – металлические электроды, 
2 – прозрачный проводящий слой, 

3 – буферный слой, 4 – поглощающий слой, 
6 – подложка, 7 – внешняя нагрузка 

 
Он расположен под поглощающим слоем 4 

тонкопленочного солнечного элемента CuIn1-xGaxSe2, 
собирает от него носители и передает их внеш-
ней нагрузке 7. Оптические свойства материала 
электрода 5 не оказывают существенного влия-
ния на характеристики тонкопленочного солнеч-
ного элемента, поскольку при толщине более 1,5 
мкм (в расчетах мы использовали 2 мкм) падаю-
щие фотоны не достигают металлического элек-
трода 5. До настоящего времени наилучшие ре-
зультаты были получены при использовании ме-
таллического электрода 5 из молибдена, который 
использовался в расчетах. Указанный электрод 
формирует неблокирующий контакт с погло-
щающим слоем 4, что является преимуществом 
по сравнению с солнечными элементами на ос-
нове CdTe, в котором образуется барьер Шоттки 
и является основным препятствием для коммер-
циализации из-за проблем со стабильностью. На 
электрод 5 нанесен поглощающий слой 4 – пря-
мозонный полупроводник с коэффициентом по-
глощения ~ 105 см-1, поглощающий солнечное 
излучение и генерирующий фотоэдс. Толщину 
данного слоя варьировали в пределах 1–3 мкм. 
Буферный слой 3 из CdS толщиной 50 нм и про-
зрачный проводящий слой 2 из ZnO толщиной 50 нм 
нанесены на верхнюю часть поглощающего слоя 4. 
В [3] оптимальная толщина буферного слоя из 
CdS составляла 50–60 нм. Буферный слой 3 по-
вышает производительность солнечного элемен-
та, обеспечивает формирование хорошего пере-
хода, низкую рекомбинацию на границе раздела 
и уменьшает утечку. Солнечные элементы с бу-
ферным слоем из CdS, по сравнению с другими 
используемыми материалами, наиболее эффектив-
ны при длительной эксплуатации. Для увеличения 
числа фотонов, поглощаемых в слое CuIn1-xGaxSe2, 
в качестве материала прозрачного проводящего 
слоя 2 был выбран ZnO, имеющий большую ши-
рину запрещенной зоны (3,3 эВ) и являющийся 
прозрачным для спектра солнечного излучения. 
Данный слой толщиной 50 нм расположен на 
верхней поверхности исследуемого солнечного 

элемента для уменьшения потерь на отражение. 
Металлические электроды 1, располагающиеся 
на прозрачном проводящем слое 2, определены 
функцией работы и скоростью поверхностной 
рекомбинации носителей заряда. Внешняя нагруз-
ка 7 подключена между отрицательным 1 и поло-
жительным 5 электродами. Исследуемая конструк-
ция солнечного элемента освещается излучением 
со спектром стандарта AM1.5G, плотность сум-
марного потока энергии которого равна 1 кВт/м2. 

 
2 Численное моделирование основных 

характеристик 
Для моделирования основных характери-

стик тонкопленочного солнечного элемента 
CIGS при варьировании толщины поглощающего 
слоя и концентрации галлия и индия использова-
лись программы AMPS-1D и SCAPS-1D, которые 
позволяют численно решать уравнение Пуассона 
и уравнения непрерывности для электронов и 
дырок и могут применяться даже для расчета 
наноструктурированных тонкопленочных сол-
нечных элементов [4]. 

Одним из важных условий надежной рабо-
ты солнечных элементов является температур-
ный режим. С повышением температуры эффек-
тивность работы солнечных батарей, как и почти 
всех других полупроводниковых приборов, сни-
жается. При температурах выше 100...125 °С они 
вообще могут временно потерять работоспособ-
ность, а ещё больший нагрев грозит их необра-
тимым повреждением. 

Для анализа тепловых процессов и их влия-
ния на основные характеристики тонкопленоч-
ных солнечных элементов CIGS мы использова-
ли программную среду Comsol Multiphysics (мо-
дуль Heat Transfer), которая обеспечивает все 
этапы моделирования, начиная от определения 
геометрических параметров и заканчивая визуа-
лизацией полученных результатов. В данной 
программной среде процесс теплообмена пред-
ставлен в виде системы дифференциальных 
уравнений теплопроводности в частных произ-
водных. 

 
3 Анализ полученных результатов 
Согласно результатам моделирования, ис-

следуемый солнечный элемент CIGS может на-
греваться от 300 до 330 К в течение ~ 0,5 секун-
ды. При этом разность температур на границах 
раздела CdS/CIGS и CIGS/Mo составляет ~ 30 К 
и ~ 0,3 К соответственно. В начальный момент на-
грева тонкопленочного солнечного элемента CIGS 
скорость изменения температуры прозрачного про-
водящего слоя составляет 0,95 К/мс (рисунок 3.1). 
При продолжении нагрева тонкопленочного сол-
нечного элемента CIGS скорость изменения тем-
пературы прозрачного проводящего слоя сни-
жается, а поглощающего слоя – возрастает и в 
момент времени 2,5 мс (кривые 1 и 2, рисунок 3.1) 
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и 19 мс (кривые 1 и 3, рисунок 3.1) эти скорости 
становятся равными. Последующий нагрев при-
водит к дальнейшему увеличению скорости из-
менения температуры до величин 0,78 К/мс и 
0,13 К/мс на глубину соответственно 0,5 мкм и 
1,5 мкм от границы раздела CdS/CIGS. После 
достижения максимальных значений данные 
скорости (кривые 2 и 3, рисунок 3.1) снижаются, 
но при дальнейшем нагреве они превышают ско-
рость изменения температуры прозрачного про-
водящего слоя. Скорость изменения температу-
ры внутри поглощающего слоя на глубине 2,5 
мкм (кривая 4, рисунок 3.1) и более 2,5 мкм (на 
рисунке не показано) от границы раздела 
CdS/CIGS в течение всего времени воздействия 
солнечного излучения не превышает скорости 
изменения температуры прозрачного проводяще-
го слоя. 
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Рисунок 3.1 – Временная зависимость скорости 
изменения температуры прозрачного проводящего 
слоя (1) и внутри поглощающего слоя на глубине 

0,5 (2), 1,5 (3) и 2,5 (4) мкм от границы раздела 
CdS/CIGS при воздействии солнечного излучения. 
На вставке показан увеличенный фрагмент дан-
ной зависимости во временном интервале от 

0 (начало отсчета) до 0,03 с (штриховая линия) 
 
В прозрачном проводящем и буферном сло-

ях практически мгновенно устанавливается рав-
номерное распределение температуры по толщи-
не (рисунок 3.2). В поглощающем слое темпера-
турный профиль характеризуется определенным 
градиентом. Температура заднего контакта и 
подложки в процессе нагрева тонкопленочного 

солнечного элемента CIGS солнечным излучени-
ем не изменялась и была равна 300 К. 
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Рисунок 3.2 – Температурный профиль 

прозрачного проводящего (I), буферного (II) и 
поглощающего (III) слоя тонкопленочного 

солнечного элемента CIGS в моменты времени 
1 (1), 5 (2) и 15 (3) мс после начала воздействия 

солнечного излучения 
 
Проведенные расчеты (таблица 3.1) показы-

вают, что напряжение холостого хода VOC и ток 
короткого замыкания JSC возрастают с увеличе-
нием толщины поглощающего слоя CuIn1-xGaxSe2 
(рисунок 3.3). Максимальное расчетное значение 
КПД солнечных элементов CIGS с толщиной 3 
мкм составило 22,65 % (таблица 3.1), что согла-
суется с [1], где экспериментально полученное 
значение КПД составляло 21,7 %. В [5] КПД сол-
нечного элемента CuIn1-xGaxSe2 c концентрацией 
галлия x = 0,3 достигает 19,5 %. 

Ток короткого замыкания JSC определяется, 
во-первых, оптическими потерями, т. е. тем, что 
отдельные фотоны спектра солнечного излуче-
ния либо не поглощаются в солнечном элементе, 
либо поглощаются без генерации электронно-
дырочных пар. Во-вторых, не все фотогенериро-
ванные электронно-дырочные пары вносят вклад 
в JSC, т. к. некоторые из них успевают рекомби-
нировать до того, как они будут собраны. Один 
из путей минимизации рекомбинационных по-
терь заключается в увеличении ширины запре-
щенной зоны (до 1,3 эВ) и, следовательно, концен-
трации галлия (до x = 0,529) тонкопленочного сол-
нечного элемента CuIn1-xGaxSe2 за счет смещения 

 
Таблица 3.1 – Параметры тонкопленочного солнечного элемента CuIn1-xGaxSe2 с различными 
                        значениями концентрации галлия и толщины поглощающего слоя d при рабочей 
                        температуре 300 К 
 

Концентрация галлия x в поглощающем слое CuIn1-xGaxSe2 
x = 0,183 x = 0,357 x = 0,529 

 

d = 1 мкм d = 2 мкм d = 3 мкм d = 1 мкм d = 2 мкм d = 3 мкм d = 1 мкм d = 2 мкм d = 3 мкм
JSC, мА/см2 31,08 33,06 33,75 30,94 33,10 33,84 30,92 33,17 33,93 

VOC, В 0,59 0,61 0,61 0,69 0,71 0,71 0,78 0,80 0,81 
FF, % 78,54 79,59 79,77 79,84 81,08 81,27 80,67 82,12 82,31 
КПД, % 14,39 15,96 16,49 16,98 18,95 19,59 19,55 21,91 22,65 
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валентной зоны. Внутризонное смещение приво-
дит к увеличению напряжения холостого хода, 
что происходит только в случае рекомбинации 
на границе раздела. Оптимальная толщина по-
глощающего слоя CIGS составила 3 мкм. Как 
показали проведенные расчеты, увеличение тол-
щины этого слоя более 3 мкм лишь незначитель-
но повышает эффективность солнечного элемен-
та, что согласуется с результатами, полученными 
в работе [6]. 
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Рисунок 3.3 – Рассчитанная вольтамперная 
характеристика тонкопленочного CuIn1-xGaxSe2  

с толщиной поглощающего слоя  
1 мкм (штриховые линии – 1, 1′),  

2 мкм (штрихпунктирные линии – 2, 2′) и  
3 мкм (сплошные линии – 3, 3′) и концентрацией 

галлия x = 0,183 (1, 2, 3), 0,357 (1′, 2′, 3′) и  
0,529 (1″, 2″, 3″) при рабочей температуре 300 К 

 
Повышение температуры тонкопленочного 

солнечного элемента CIGS (согласно нашим рас-
четам от 300 до 330 К) приводит к понижению 
напряжения холостого хода VOC (рисунок 3.4), 
ширина запрещенной зоны незначительно сужа-
ется и это может ускорить рекомбинацию элек-
тронно-дырочных пар между валентной зоной и 
зоной проводимости. 
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Рисунок 3.4 – Рассчитанная вольтамперная 

характеристика тонкопленочного CuIn0,471Ga0,529Se2 
c толщиной поглощающего слоя 3 мкм при 

рабочей температуре 300 (1), 310 (2), 320 (3) и 
330 (4) К. На вставке приведена зависимость КПД 

CuIn0,471Ga0,529Se2 от его рабочей температуры 

Как видно из зависимостей на рисунке 3.4, 
при увеличении рабочей температуры тонкопле-
ночного солнечного элемента CuIn0,471Ga0,529Se2 
на величину, равную 1 К, ток короткого замыка-
ния JSC повышается на ~ 0,01 мА/см2, напряжение 
холостого хода VOC понижается на ~ 0,02 В. При 
нагреве поглощающего слоя CuIn0,471Ga0,529Se2 на 
30 К его КПД снижается на ~ 2 % (вставка на 
рисунке 3.4). 

 
Заключение 
В работе определены оптимальные значения 

толщины поглощающего слоя тонкопленочных 
солнечных элементов CuIn1-xGaxSe2 с концентраци-
ей галлия в диапазоне значений 0,183 ≤ x ≤ 0,529 в 
условиях изменения его рабочих температур от 
300 до 330 К. Показано, что при толщине погло-
щающего слоя, равной 3 мкм, концентрации гал-
лия x = 0,529 и рабочей температуре 300 К КПД 
CuIn1-xGaxSe2 может достигать 22,65 % с коэф-
фициентом заполнения FF = 82,31 %, напряже-
нием холостого хода VOC = 0,81 В и током корот-
кого замыкания JSC = 33,93 мА/см2. При повыше-
нии рабочей температуры поглощающего слоя 
CuIn1-xGaxSe2 до 330 К его КПД снижается на ~ 2 %. 
Гибкость и тонкослойность открывают для сол-
нечных батарей новые сферы применения. Тон-
копленочные элементы могут быть встроены в 
различные электронные приборы, строительные 
конструкции и даже ткани. 
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REFLECTION OF ELECTROMAGNETIC WAVES 
FROM THE METAL-DIELECTRIC STRUCTURES 

V.I. Kondratenko 
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В настоящее время активно развивается направление, связанное с моделированием оптических явлений в радиодиапа-
зоне. С одной стороны это обусловлено возможностью создания искусственных сред с интересными особенностями 
(так называемые метаструктуры), которые невозможно реализовать на уровне оптических явлений ввиду невозможно-
сти достижения требуемых масштабных соотношений между размерами элементов структуры и длиной волны излуче-
ния. С другой стороны, построение реальных физических моделей сред позволяет тоньше понять механизмы и особен-
ности взаимодействия электромагнитных волн с веществом. Кроме того, достижения нанотехнологий позволяют пред-
положить возможность переноса принципов построения дискретных радиотехнических систем на область оптического 
диапазона длин волн. 
 
Ключевые слова: электромагнитная волна, поглощающая среда, диэлектрическая структура. 
 
The actively developing direction associated with the fashion-lation of optical phenomena in the radio is considered. On the one 
hand it depends on the possibility of creating artificial environments with interesting features (so-called meta-), which can not 
be realized at the level of the optical phenomena due to the inability to achieve the required scaling relations between the sizes 
of the structural elements and the radiation wavelength. On the other hand, the construction of real physical models of media al-
lows finer understanding of the mechanisms and features of the interaction of electromagnetic waves with matter. In addition, 
advances of nanotechnology suggest the possibility of transferring the principles of constructing discrete area of radio systems 
for the optical wavelength range. 
 
Keywords: electromagnetic wave, absorbing medium, the dielectric structure. 

 
 

 Введение 
В работе проведено теоретическое рассмот-

рение процесса отражения плоской электромаг-
нитной волны от ограниченной плоской слоисто- 
неоднородной диэлектрической структуры, а так-
же от металло-диэлектрической структуры. Акту-
альность задачи обусловлена применением метал-
ло-диэлектрических структур при конструирова-
нии элементной базы СВЧ – техники, особенно в 
диапазоне СВЧ – в субмиллиметровом диапазоне 
длин волн. Кроме того, активное развитие получа-
ет создание многослойных металло-диэлектричес-
ких структур с заданными свойствами. 

 
1 Прохождения и отражения электромаг-

нитной волны на плоском диэлектрическом слое 
Особенностью распространения электро-

магнитной волны в волноводе являются ее коге-
рентность и наклонное падение на стенку волно-
вода. Поэтому интерес представляет рассмотре-
ние прохождения и отражения электромагнитной 
волны на плоском слое. Данная задача решалась 
неоднократно [1], [2], и ее решение известно для 
некогерентного случая, а также для тонкого слоя. 
Рассматривая прошедшую и отраженную волны 
как совокупность волн, переотраженных внутри 
слоя,  нетрудно показать, что эффективные 

коэффициенты отражения и прохождения могут 
быть представлены в виде геометрических по-
следовательностей, приводящих к выражениям 
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На рисунке 1.1 представлена расчетная за-
висимость коэффициентов отражения и прохож-
дения для волны с поляризацией, перпендику-
лярной плоскости падения от угла падения для 
различных соотношений между длиной волны и 
толщиной диэлектрического слоя. Особый ин-
терес представляет угловая зависимость для тол-
стого слоя, хотя она и не совсем соответствует 
цели рассматриваемой задачи (рисунок 1.2). 
Зависимость представляет собой бысторосцилли-
рующую кривую, огибающая которой полностью 
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Рисунок 1.1 – Зависимость коэффициентов прохождения и отражения от угла падения 
при перпендикулярной поляризации для различной толщины слоя (в длинах волн),  

1 – H = 0.01, 2 – H = 0.25, 3 – H = 0.5 
 

  
Рисунок 1.2 –  Зависимость коэффициента отражения от угла падения при поляризации,  

перпендикулярной (слева) и параллельной плоскости падения, 40H = λ  
  

соответствует аналогичному ходу зависимости 
коэффициента отражения от угла падения, полу-
ченному в работе [3] для некогерентного случая. 

Особенностью представленного в данной ра-
боте результата является то, что коэффициент от-
ражения практически равен нулю при определен-
ных углах, зависящих от толщины слоя. На графи-
ке (рисунок 1.2) можно заметить при наклонном 
падении волны наличие характерных «провалов», 
положение которых зависит от угла падения и 
толщины слоя. Глубина провалов на графиках 
зависит также от наличия потерь. Наблюдается 
провал до нуля, если имеют место слои без по-
терь, и он отличен от нуля для сред с потерями. 

Для поляризации в плоскости падения отра-
жение отсутствует в окрестности угла Брюстера, 
однако точное значение угла полной поляризации  
определяется толщиной слоя, равно как и значе-
ние коэффициента отражения в данной точке. Ин-
тересной особенностью тонкопленочных структур 
с толщиной слоя на порядки меньшей длины вол-
ны излучения является стремление к нулю коэф-
фициента отражения при любом угле падения. 
Практически в данном случае речь идет о слое 
нулевой толщины, для которого волны, отражен-
ные от передней и задней поверхностей слоя ока-
зываются в противофазе, аналогично полуволновой 

пластинке. В оптике практическая реализация та-
кого слоя не представляется возможной ввиду ма-
лости длины волны, однако в радиодиапазоне – это 
обычная ситуация. При скользящем падении 
(α ~ π / 2) в малой окрестности коэффициент отра-
жения стремится к нулю для обоих поляризаций.  
 

2 Отражение от металло-диэлектрического 
слоя 

Полученный результат можно применить 
для расчета коэффициента отражения от метал-
лической поверхности с нанесенным диэлектри-
ческим покрытием. Применение нанесения ди-
электрических слоев на металлические поверх-
ности широко распространено в СВЧ-технике, в 
частности – при разработке и создании металло-
диэлектрических волноводов. Поскольку, в соот-
ветствии с законом сохранения при отсутствии 
диссипации, коэффициент отражения автомати-
чески становится равным единице, то расчет 
проводился с учетом поглощения внутри слоя 
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После небольших преобразований выраже-

ния будут иметь вид: 12 21
21 2

21

,
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i

эф i

t t e
R

R e

Φ

Φ

γ
Γ = −

+ γ
 где 

γ  – коэффициент отражения от металлической 
поверхности. 

Здесь учитывалось также, что при отраже-
нии от металлической поверхности происходит 
потеря полуволны. Расчетные кривые для ТЕ- и 
ТМ-волн представлены на рисунках 2.1–2.2. 
Расчеты производились для различных толщин 
диэлектрического слоя и различных коэффици-
ентов отражения подстилающего металлического 
слоя. Сохраняется осциллирующий характер. 
Коэффициент отражения зависит естественным 
образом от коэффициента отражения металличе-
ской поверхности, однако в максимумах он су-
щественно превышает коэффициент отражения 
собственно металла. Общим для всех графиков 
является стремление к единице коэффициента 

отражения при скользящем падении в отличие от 
чисто диэлектрического слоя, где коэффициент 
отражения стремился к нулю. Для технически 
важных приложений интерес представляет слу-
чай тонкого диэлектрического слоя на металли-
ческой поверхности. Расчетные графики пред-
ставлены на рисунке 2.4. В этом случае характер 
зависимостей становится гладким, и при толщи-
не слоя уже в 0,01λ даже для поляризации в 
плоскости падения – монотонным. 

Из графиков видно, что коэффициент отраже-
ния от металло-диэлектрической структуры значи-
тельно превышает коэффициент отражения от сво-
бодной металлической поверхности в случае пер-
пендикулярной поляризации даже при нормальном 
падении (ТМ-мода). Для ТЕ-моды такое не наблю-
дается, однако при наклонном падении коэффици-
ент отражения возрастает для обеих мод и стре-
мится к единице при скользящем падении. 

 

 
Рисунок 2.1 – Угловая зависимость коэффициента отражения от металло-диэлектрической 

структуры ТЕ- и ТМ-волн при различном поглощении для толстого слоя, 
1 – 0.99,γ =  2 – 0.9,γ =  3 – 0.5,γ =  5H = λ  

 

  
Рисунок 2.2 – Угловая зависимость коэффициента отражения от металло-диэлектрической 

структуры ТЕ- и ТМ-волн при различном поглощении для тонкого слоя,  
1 – 0.99,γ =  2 – 0.9,γ =  3 – 0.5,γ =  1,λ =  0.01H = λ  
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INFLUENCE OF ION NITRIDING ON THE PHASE COMPOSITION, 

STRUCTURE AND PROPERTIES OF CARBON COATINGS 

A.S. Rudenkov1, A.V. Rogachev1, D.G. Piliptsov1, N.N. Fedosenko1, Xiaohong Jiang2 
1F. Scorina Gomel State University 

2Nanjing University of Science and Technology 
 

Определены основные закономерности изменения свойств, фазового состава и механических свойств однокомпонент-
ных и легированных металлом (Cr, Ti, Cu) углеродных покрытий, подвергнутых ионному азотированию. Показано, что 
ионное азотирование вызывает в поверхностных слоях повышение доли sp2-фазы при снижении размера кластеров. 
При ионном азотировании углеродсодержащих покрытий установлено образование соединений CNx с преобладающим 
содержанием связей типа N–Csp2. Однокомпонентные углеродные покрытия после их ионного азотирования характери-
зируются более дисперсной структурой, высоким содержанием связей N–Csp3 в сравнении со структурой и составом 
покрытий, сформированных в условиях ионного ассистирования или же в присутствии молекулярного азота. 
 
Ключевые слова: углеродные покрытия, легирование, азотирование, фазовый состав, морфология, твердость, трение. 
 
The basic patterns of change in the properties, phase composition and mechanical properties of single-component and doped 
metal (Cr, Ti, Cu) carbon coatings, subjected to ion nitriding are determined. It is shown that ion nitriding is in the surface lay-
ers of increasing the share of sp2-phase with a decrease in the size of the clusters. When the ion nitriding carbonaceous coatings 
established education CNx compounds with predominant content of N–Csp2 bonds. Single-carbon coating after ion nitriding are 
characterized by a more dispersed structure, high content N–Csp3 bonds, in comparison with the structure and composition of 
the coating formed under ion assisting or in the presence of molecular nitrogen. 
 
Keywords: carbon coatings, alloying, nitriding, phase composition, morphology, hardness, friction. 

 
 

Введение 
Широкий спектр свойств углеродных по-

крытий, их зависимость от условий и режимов 
синтеза обусловлены полиморфизмом структур-
ных состояний углерода, изменением их дис-
персностью [1]–[5]. В случае формирования уг-
леродных покрытий, легированных металлами 
и/или азотом, важными факторами является их 
природа и концентрация легирующих элементов, 
степень их химического взаимодействия с угле-
родом, характер распределения по толщине слоя 
и другие. Все эти факторы определяют фазовое, 
структурное состояние углеродной матрицы, 
химический состав межфазных слоев и, соответ-
ственно, свойства покрытий [1]–[3]. Такие слои 
характеризуются повышенной термо- и износо-
стойкостью, более низким в сравнении с одно-
компонентными покрытиями уровнем внутрен-
них механических напряжений при сохранении 
высоких значений микротвердости.  

Изменение физико-химических параметров 
углеродных покрытий при введении в их состав 
металлов объясняют протеканием процессов 
химического взаимодействия с образованием 
карбидов [1], каталитическим влиянием метал-
лов на процессы синтеза и дисперсность sp3- и 

sp2-кластеров [2], [4]. При легировании углерод-
ных покрытий азотом, проводимом на стадии 
осаждения путем обработки растущего слоя ио-
нами азота (режим ионного ассистирования) [5], 
[6], или же осаждением покрытия в среде с высо-
кой концентрацией молекулярного азота [7]–[9], 
установлено образование CNx соединений, а при 
легировании металлсодержащих углеродных 
покрытий – образование карбонитридов и нит-
ридов металлов [8]. При этом дисперсность и 
объем образующихся фаз, характер их распреде-
ления по толщине слоя в значительной степени 
определяются технологическими параметрами 
легирования, энергией ионов азота, степенью 
активации процессов химического взаимодейст-
вия [7], [9]. Отметим, что приведенные результа-
ты характеризуют покрытия, легирование кото-
рых осуществляется в результате одновременно-
го осаждения на поверхности углеродных ато-
мов, генерируемых в плазме, и испаренных ато-
мов металла. Данные же о влиянии на химический 
состав, структуру и свойства однокомпонентных и 
композиционных металлсодержащих углерод-
ных покрытий азотирования, осуществляемого 
путем обработки ионами азота уже предвари-
тельно осажденных слоев, отсутствуют. 
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В связи с этим основной целью настоящей 
работы является установление особенностей со-
става, структурного и фазового состояния, меха-
нических свойств (твердость, износостойкость) 
поверхностных слоев однокомпонентных и леги-
рованных металлами различной природы угле-
родных покрытий, подвергнутых ионному азоти-
рованию.  

 
1 Методика эксперимента 
Объектом изучения явились однокомпо-

нентные и композиционные углеродные покры-
тия, легированные металлами Cr, Ti, Cu, прояв-
ляющими различную химическую активность  по 
отношению к углероду и азоту. Осаждение угле-
родных покрытий производилось из импульсной 
катодной плазмы по методике, приведенной в 
[3]. Легирование их металлом осуществлялось 
путем совместного осаждения атомов углерода и 
генерируемых магнетронным распылением ато-
мов металла (мощность разряда при распылении 
Cr, Ti, составляло 400 Вт, при распылении Cu – 
200 Вт). При этом атомарное содержание метал-
ла в покрытии составляло примерно одинаковое 
значение 2,2…2,65%.  

Ионное азотирование осуществлялось при 
помощи ионного источника типа «Радикал» при 
следующих параметрах: давление газа P = 10-1 Па; 
ток – 0,2 А; ускоряющее напряжение – 2 кВ.  

Изучение морфологии легированных угле-
родных покрытий проводилось методом атомно-
силовой микроскопии (АСМ) в режимах измере-
ния топографии и фазового контраста с помо-
щью прибора Solver Pro производства NT-MDT 
(Москва, Россия).  

Определение фазового состава углеродных 
покрытий осуществлялось посредством анализа 
спектров комбинационного рассеяния, получен-
ного на спектрометре Senterra c длиной волны 
возбуждающего излучения 532 нм, мощностью 
10мВт. Разложение регистрируемых спектров на 
D- (~ 1400 см-1) и G-пики (~ 1550 см-1) осуществ-
лялось по методу Гаусса. Химический состав и 
структура углеродных связей определялись ме-
тодом рентгеновской фотоэлектронной спектро-
скопии (РФЭС). Измерения проводились с по-
мощью прибора PHI Quantera при возбуждении 
вещества Kα-излучением алюминия с энергией 
кванта 1486,6 эВ и суммарной мощностью 250 Вт.  

Для измерения микротвердости по Кнуппу 
применялся микротвердомер DM-8 (AFFRI, Ита-
лия). Нагрузка на алмазную пирамиду равнялась 
245 мН, продолжительность вдавливания пира-
миды – 10 с. 

Триботехнические испытания проводили по 
схеме «сфера − плоскость» (шарик радиусом 5 мм 
из закаленной стали ШХ15, покрытие наносили 
на плоскую кремниевую подложку). Нагрузка 
составляла 0,98 Н, средняя скорость перемеще-
ния – 0,0087 м/с. После проведения истирания 

определялся диаметр пятна контакта, объем из-
ношенного металла и выполнялся расчёт объём-
ного коэффициента изнашивания по формуле: 

 

j = V / F L [м3/(Н⋅м)],            (1.1) 
 

где F – нагрузка (Н); L – путь трения (м); V – объем 
шарового сегмента изношенного материала (м3). 

 
2 Результаты и их обсуждение 
Установлено, что при проведении ионного 

азотирования вследствие травления заметно из-
меняется морфология покрытий. Шероховатость, 
а также размер отдельных структурных образо-
ваний однокомпонентных и композиционных 
углеродных покрытий после ионного азотирова-
ния снижается (таблица 2.1).  

 
Таблица 2.1 – Параметры шероховатости 

углеродных покрытий до/после ионного азоти-
рования на основании данных АСМ 

 

Обра-
зец 

Средняя
высота, 
нм 

Rms, нм 
Плотность 
зерен, 

шт./мкм2 

Средний
диаметр
зерен, 
нм 

С 81/26 22,8/8,5 54/78 164/128
C+Cr 20/10 7,8/3,9 49/62 93/82 
C+Cu 18/21 5,0/4,2 98/76 87/89 
C+Ti 11/16 2,4/3,4 44/47 118/118

 
При этом наиболее значительное уменьше-

ние шероховатости наблюдается при обработке 
однокомпонентного углеродного покрытия. Та-
кие покрытия, как отмечается в [11], содержат 
микрокапли графита, и в процессе ионного азо-
тирования происходит их преимущественное 
травление, что и определяет снижение шерохо-
ватости покрытия. В металлсодержащих угле-
родных слоях при их азотировании могут обра-
зовываться новые твердые фазы внедрения, 
имеющие меньшую в сравнение с графитом ско-
рость травления и, как следствие этого, измене-
ния рельефа поверхности менее выражены.   

Ионное азотирование углеродных покрытий 
приводит и к изменению их фазового состояния. 
Из представленных в таблице 2.2 результатов КР 
спектроскопии следует, что после ионного азо-
тирования однокомпонентных и легированных 
металлом углеродных покрытий наблюдается 
увеличение ширины D-пика, снижение ширины 
G-пика, возрастание отношения ID / IG.  

Как отмечается в работе [3], сужение шири-
ны G-пика вызвано увеличением упорядоченно-
сти sp2-кластеров, увеличение же соотношения 
ID / IG может быть обусловлено уменьшением их 
размеров. Уширение D-пика и смещение его в 
область низких волновых чисел может свиде-
тельствовать о разупорядочивании и уменьше-
нии числа sp3-кластеров.  
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Таблица 2.2 – Результаты КР-спектроскопии легированных углеродных покрытий  
       до/после ионного азотирования 

D-пик G-пик 
Покрытие Положение, 

см-1 
Ширина, 
см-1 

Положение, 
см-1 

Ширина, 
см-1 

ID / IG 

С 1438,2/1434,4 275,3/282,1 1562,8/1563,8 197,2/189,2 0,50/0,58 
C+Cr 1395,5/1377,4 336,4/358,5 1549,1/1546,0 167,0/147,9 1,15/1,64 
C+Cu 1406,4/1401,4 307,2/319,1 1551,8/1555,6 165,9/156,8 1,04/1,21 
C+Ti 1404,4/1399,9 323,5/328,9 1554,8/1554,6 169,8/169,2 1,01/1,07 

 
Такие изменения могут быть вызваны раз-

рушением границ зерен и нагревом подложки 
под действием последующей ионной бомбарди-
ровки, что коррелирует с данными АСМ и ре-
зультатами экспериментов по формированию 
углеродных покрытий в условиях ионной бом-
бардировки, изложенными в работе [11]. 

Формирование углеродных покрытий в ус-
ловиях ионного ассистирования (независимо от 
энергии ассистирующих ионов) оказывает более 
существенное влияние на их фазовый состав 
[12]. При ассистировании сооотношение ID / IG 
увеличивается с 0,5 до 1,38, а ширина G-пика 
уменьшается до 166,6 см-1. После ионного азоти-
рования соотношение ID / IG равняется 0,58, а 
ширина G-пика равняется 189,2 см-1. Такие изме-
нения объясняются различными механизмами 
фазовых переходов sp3→sp2 углеродных покры-
тий. При ионном ассистировании основной при-
чиной изменения фазового состава являются не-
упругие соударения ионов азота и углерода в 
плазме, в то время как последующее ионное азо-
тирование носит поверхностный характер, пре-
обладают процессы травления, имплантации и 
локальный нагрев верхних слоев покрытия. 

Отметим, что введение металла в углерод-
ное покрытие несколько снижает степень графи-
тизации, а в случае легирования медью ионное 
азотирование даже снижает интегральную пло-
щадь поверхности подложки, занятой sp2-клас-
терами (рисунок 2.1).  

 

 
 

Рисунок 2.1 – Содержание sp2-фазы в покрытии 
до (1) и после (2) ионного азотирования 
 

Изменение химического состава покрытий, 
подвергнутых ионному азотированию, оценива-
лось по изменению положения и формы N1s пи-
ка РФЭС спектра (рисунок 2.2).  

Установлено, что как однокомпонентные, 
так и легированные металлами углеродные по-
крытия содержат в поверхностном слое химиче-
ски связанные атомы азота. Разложение пика N1s 
однокомпонентных углеродных покрытий по-
зволило выделить связи N–Csp3 с энергией 
~ 398,2 эВ, N–Csp2 (399,9 эВ) и N–O (401,7 эВ). 
В пике N1s покрытий, легированных титаном, 
присутствует компонента c энергией 397,3 эВ, 
соответствующая нитриду титана N–Ti [13]. Пик 
N1s легированных хромом углеродных покрытий 
раскладывается на следующие компоненты: 
N–Cr с энергией связи 396,7 эВ [14], N–Csp3 с 
энергией связи ~ 398,3 эВ, N–Csp2 (399,8 эВ) и 
N–O (401,7 эВ). Наличие нитрида меди трудно 
выявить методом XPS, поскольку энергия связи 
нитрида меди равняется ~ 932,7 эВ для Сu2p, что 
очень близко от компоненты Cu–O со спин-
орбитальной модификацией 2p 3/2 с априори 
большей интенсивностью [15]. Последующая 
ионная обработка однокомпонентных и легиро-
ванных карбидообразующими металлами угле-
родных покрытий приводит к росту содержания 
sp2-гибридизированных атомов углерода, что 
отчасти подтверждается данными КР-спектро-
скопии, свидетельствующими о незначительном 
росте соотношения ID / IG. Об изменении содер-
жания sp3-фазы трудно судить, поскольку при 
разложении под компонентой с энергией связи 
~ 285,4 эВ подразумеваются Csp3 и C–N, C=N 
связи. Однако, даже с учетом вклада в интенсив-
ность данной компоненты соединений типа С=N 
и С–N можно заключить, что доля интегральной 
площади незначительно снижается во всех случаях. 

Из анализа N1s видно, что при ионной об-
работке осажденного углеродного покрытия об-
разуются соединения типа CNx с преобладаю-
щим содержанием связей типа N–Csp2. Кроме 
этого, после ионного азотирования для покры-
тий, легированных карбидообразующими метал-
лами, фиксируется снижение содержания карби-
дов металла и образование нитридов. Наблюда-
ется также незначительное увеличение содержа-
ния sp2-гибридизированных атомов углерода. 



А.С. Руденков, А.В. Рогачев, Д.Г. Пилипцов, Н.Н. Федосенко, Сянь Хун Джанг 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (26), 2016 40 

 

  
С С+Ti2,64 ат. % 
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Рисунок 2.2 – N1s-пик РФЭС углеродных покрытий, подвергнутых ионному азотированию 
 

Указанные изменения свидетельствуют, что и 
при азотировании уже сформированных угле-
родных покрытий имеет место имплантация ио-
нов азота в приповерхностный слой с последую-
щим образованием химических соединений азота 
и углерода. 

В таблице 2.3 приведены результаты анали-
за спектров РФЭС однокомпонентных углеродных 
покрытий после ионного азотирования и покры-
тий, сформированных в условиях ионного асси-
стирования или же в среде молекулярного азота 
при его давлении в вакуумной камере 0,1 Па [12]. 

 
Таблица 2.3 –Результаты РФЭС углеродных 

покрытий, подвергнутых азотированию различ-
ными методами 

 

Способ легирования Доля 
Csp2, % 

N–Csp3/ 
N–Csp2 

Легирование отсутствует 33,98 – 
Ионное азотирование  50,51 0,68 
Осаждение в среде N2 56,00 0,18 
Ионное ассистирование 59,00 0,19 

 
Установлено, что при всех изученных спо-

собах азотирования углеродных покрытий азот 
образует химические связи преимущественно с 
углеродом Csp2 (отношение  числа связей N–Csp3 
и N–Csp2 меньше единицы), что может быть свя-
зано с более высокой адсорбционной активно-
стью и диффузионной проницаемостью графитовой 
фазы. При ионном азотировании покрытий от-
носительное содержание N–Csp3 связей выше в 

3,5–3,7 раза, чем у углеродных покрытий, сфор-
мированных в присутствии молекулярного азота 
или же в условиях обработки ионами азота рас-
тущего углеродного слоя. Данный результат мож-
но объяснить изменением условий активации при 
воздействии на поверхность ионов азота, мень-
шим содержанием sp2-кластеров в исходном по-
крытии. 

В таблице 2.4 представлены результаты из-
мерения микротвердости H, значения объемного 
коэффициента изнашивания контртела (стали 
ШХ15) j углеродсодержащих покрытий до и по-
сле их ионного азотирования.   

 
Таблица 2.4 – Влияние ионного азотирова-

ния на твердость H и коэффициента изнашива-
ния контртела j  

 

H, ГПа j, ×10-18 м3/(Н·м) Покры-
тие до после до после 
С 10,74±0,2211,21±0,15 419,3±4,6 345,6±2,9

C+Cr 12,45±0,2312,81±0,18 138,1±2,7 172,5±3,3
C+Cu 10,23±0,2610,79±0,21 120,1±4,2 165,2±3,8
C+Ti 11,91±0,2512,62±0,14 128,9±5,0 191,0±4,2

 
Видно, что последующее ионное азотирова-

ние приводит к увеличению микротвердости для 
всех углеродных покрытий. Данный эффект яв-
ляется следствием протекающих при азотирова-
нии изменений фазового и химического состава 
покрытий. При этом учитывая, что повышение твер-
дости наблюдается и при азотировании одноком-
понентных углеродных покрытий, по-видимому, 



Влияние ионного азотирования на фазовый состав, структуру и свойства углеродных покрытий 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (26), 2016 41

наибольший вклад в повышение твердости вно-
сят процессы образования соединений типа CNx.  

Снижение объемного коэффициента изна-
шивания контртела при азотировании нелегиро-
ванных углеродных покрытий (таблица 2.4) объ-
ясняется значительным увеличением содержания 
графитовой sp2-фазы (в 1,5 раза), которая, нахо-
дясь на поверхности, оказывает смазочное дей-
ствие при контактном взаимодействии. При тре-
нии подвергнутых азотированию легированных 
металлом углеродных покрытий значение объем-
ного коэффициента изнашивания контртела воз-
растает, что обусловлено формированием в по-
верхностном слое твердых термостойких соеди-
нений (нитридов, карбонитридов), способных к 
абразивному разрушению контактирующей по-
верхности. 

 
Заключение 
Определены основные закономерности из-

менения свойств и фазового состава однокомпо-
нентных и легированных Cr, Ti, Cu углеродных 
покрытий, подвергнутых ионному азотированию. 
Установлено увеличение содержания sp2-фазы, 
снижение в приповерхностных слоях концент-
рации соединений MeуСx, образование соедине-
ний типа MeуNx и CNx с преобладающим содер-
жанием N–Csp2 связей. После ионного азотирова-
ния однокомпонентных и композиционных по-
крытий наблюдается увеличение микротвердости 
на 0,5–0,7 ГПа и в 1,2–1,5 объемного коэффи-
циента изнашивания стального контртела при 
трении в паре с покрытием.  

Показано, что при ионном азотировании 
однокомпонентных углеродных покрытий отно-
сительное содержание N–Csp3 связей выше в 3,5–
3,7 раза в сравнении с углеродными покрытиями, 
сформированных в присутствии молекулярного 
азота или же в условиях одновременного осаж-
дения и обработки поверхности ионами азота. 
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ОБРАТНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА С ИНТЕГРАЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ ПЕРВОГО РОДА 

Я.Т. Мегралиев, Г.Н. Искендерова 

Бакинский государственный университет 
 

INVERSE BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR A SECOND-ORDER 
HYPERBOLIC EQUATION WITH INTEGRAL CONDITION OF THE FIRST KIND 

Y.T. Mehraliyev, Q.N. Isgenderova 
Baku State University 

 
Исследована одна обратная краевая задача для гиперболического уравнения второго порядка с интегральным условием 
первого рода. Для рассматриваемой обратной краевой задачи вводится определение классического решения. С помо-
щью метода Фурье задача сводится к решению системы интегральных уравнений. С помощью метода сжатых отобра-
жений доказывается существование и единственность решения системы интегральных уравнений. Далее доказывается 
существование и единственность классического решения исходной задачи. 
 
Ключевые слова: обратная краевая задача, гиперболическое уравнение, метод Фурье, классическое решение. 
 
An inverse boundary value problem for a second-order hyperbolic equation with integral condition of the first kind is investi-
gated. A definition of classical solution is introduced for this problem. The Fourier method is used to reduce the problem to a 
system of integral equations. The method of contraction mappings is applied to prove the existence and uniqueness of a solution 
of the system of integral equations. Then, the existence and uniqueness of a classical solution of the initial problem is proved. 
 
Keywords: inverse boundary problem, hyperbolic equation, Fourier method, classic solution. 

 
 

Введение  
Под обратной задачей для уравнений с ча-

стными производными в настоящей работе под-
разумевается такая задача, в которой вместе с 
решением требуется определить правую часть 
или (и) тот или иной коэффициент (коэффициен-
ты) самого уравнения. Обратные задачи возни-
кают в самых различных областях человеческой 
деятельности, таких как сейсмология, разведка 
полезных ископаемых, биология, медицина, кон-
троль качества промышленных изделий и т. д., 
что ставит их в ряд актуальных проблем совре-
менной математики. В случае, если в обратной 
задаче неизвестными являются решение и правая 
часть, то такая обратная задача будет линейной; 
если же неизвестными являются решение и хотя 
бы один из коэффициентов, то обратная задача 
будет нелинейной. Именно нелинейные обрат-
ные задачи для гиперболических уравнений и 
будут изучаться в настоящей работе.  

Нелинейные обратные краевые задачи для 
гиперболичесго уравнения второго порядка ис-
следовались в работах [1]–[5]  

В настоящее время теория нелокальных за-
дач интенсивно развивается и представляет со-
бой важный раздел теории дифференциальных 
уравнений с частными производными. Большой 
интерес в этой области представляют задачи с 
нелокальными интегральными условиями. Появ-
ление интегральных условий связано с тем, что 
при изучении некоторых физических процессов 

границы областей их протекания могут оказаться 
недоступными для непосредственных измерений, 
хотя известно среднее значение искомых вели-
чин. Условия такого вида могут появиться при 
математическом моделировании явлений, свя-
занных с физикой плазмы [6] , распространением 
тепла [7], [8], процессом влагопереноса в капил-
лярно-пористых средах [9], вопросами демогра-
фии и математической биологии.  

В [4], [5] нами рассмотрена обратная крае-
вая задача для гиперболического уравнения вто-
рого порядка при наличии интегрального усло-
вия, которая сводится к самосопряженной зада-
че. В отличие от работ [4], [5] в данной работе 
исследуется обратная краевая задача при нали-
чии интегрального условия, которая сводится к 
несамосопряженной задаче.  

 
1 Постановка задачи и ее сведение к эк-

вивалентной задаче  
Рассмотрим для уравнения  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tt xxu x t u x t a t u x t f x t, − , = , + ,  (1.1) 
в области {( ) 0 1 0 }TD x t x t T= , : ≤ ≤ , ≤ ≤  обрат-
ную краевую задачу с начальными условиями  

( 0) ( ) ( 0) ( ) (0 1)tu x x u x x x, = ϕ , , = ψ ≤ ≤ ,  (1.2) 
граничным условием Дирихле  

 (1 ) 0 (0 )u t t T, = ≤ ≤ ,                 (1.3) 
нелокальным интегральным условием  

 
1

0
( ) 0 (0 )u x t dx t T, = ≤ ≤∫             (1.4) 

МАТЕМАТИКА
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и дополнительным условием  
 (0 ) ( ) (0 )u t h t t T, = ≤ ≤ ,              (1.5) 

где ( ) ( ) ( ) ( )f x t x x h t, , ϕ , ψ ,  – заданные функции, 
а ( )u x t,  и ( )a t  – искомые функции.  

Определение 1.1. Классическим решением 
обратной краевой задачи (1.1)–(1.5) назовем па-
ру ( ) ( ){ }u x t a t, ,  функций ( )2( ) Tu x t C D, ∈  и 

[ ]( ) 0a t C T∈ , ,  удовлетворяющих уравнению (1.1) 

в ,TD  условиям (1.2) в [ ]0 1,  и условиям (1.3)–

(1.5) в [ ]0 T,  в обычном смысле.  
Аналогично [5] можно доказать следующую 

лемму.  
Лемма 1.1. Пусть функция ( ) ( ) [0 1]x x Cϕ ,ψ ∈ , ,  

2( ) [0 ]h t C T∈ , ,  ( ) 0 (0 )h t t T≠ ≤ ≤ ,  ( ) ( )Tf x t C D, ∈ ,  
1

0

( ) 0 (0 )f x t dx t T, = ≤ ≤∫  и выполняются условия 

согласования  
1 1

0 0

( ) 0 ( ) 0x dx x dxϕ = , ψ = ,∫ ∫  

(0) (0) (0) (0)h h′ϕ = , ψ = .  
Тогда задача нахождения классического решения 
задачи (1.1)–(1.5) эквивалентна задаче определе-
ния функций ( )2( ) ,Tu x t C D, ∈  [ ]( ) 0a t C T∈ ,  из 
(1.1)–(1.3) и  

 (0 ) (1 ) (0 )x xu t u t t T, = , ≤ ≤ ,            (1.6) 
( ) (0 ) ( ) ( ) (0 ) (0 )xxh t u t a t h t f t t T′′ − , = + , ≤ ≤ . (1.7) 

 
2 Доказательство существования и един-

ственности классического решения обратной 
краевой задачи  

Известно [10], что последовательности 
функций  

( ) ( )0 2 1

2

( ) 2 1 ( ) 4 1 cos
( ) 4sin

k k

k k

X x x X x x x
X x x

−= − ,..., = − λ ,

= λ ,...,
(2.1) 

0 2 1

2

( ) 1 ( ) cos
( ) sin

k k

k k

Y x Y x x
Y x x x

−= ,..., = λ ,
= λ ,...

          (2.2) 

образуют биортогональную систему и система 
(2.1) образует базис Рисса в 2 (0 1)L , ,  где 2k kλ = π  
( 1 2 ).k = , ,...  Тогда произвольная функция 

( ) ( )2 0 1g x L∈ ,  разлагается в биортогональный ряд:  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 2 1 2 1 2 2
1 1

k k k k
k k

g x g X x g X x g X x
∞ ∞

− −
= =

= + + ,∑ ∑
где коэффициенты 0g ,  2 1kg − ,  2kg  вычисляются 
по формулам  

( ) ( )

( ) ( )

1

0 0
0

1

2 1 2 1
0

k k

g g x Y x dx

g g x Y x dx− −

= ,

= ,

∫

∫
 

( ) ( )
1

2 2
0

k kg g x Y x dx= .∫  

Предположим, что  
( ) [ ] ( ) ( )22 1

20 1 (0 1)iig x C g x L−∈ , , ∈ , ,  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 2 11 0 0 1 1 0 1s s sg g g i s i+ += , = ≥ , = , − .  

Тогда имеют место следующие оценки [11]:  

 
2

2 2 (2 )
2 1 (0 1)

1

1( ) ( )
2

i i
k k L

k
g g x

∞

− ,
=

λ ≤ ,∑         (2.3) 

2

2 2 (2 ) (2 1)
2 (0 1)

1

1( ) ( ) 2 ( )
2

i i i
k k L

k
g g x x ig x

∞
−

,
=

λ ≤ + .∑  (2.4) 

Далее, пусть  
2 (2 1)

2( ) [0 1] ( ) (0 1)i ig x C g x L+∈ , , ∈ , ,  
(2 ) (2 1) (2 1)(1) 0 (0) (1) ( 1 0 )s s sg g g i s i− −= , = ≥ , = , .  

Тогда [11]:  

 
2

22 1 2 (2 1)
2 1 (0 1)

1

1( ) ( )
2

i i
k k L

k
g g x

∞
+ +

− ,
=

λ ≤ ,∑     (2.5) 

2

2 1 2
2

1

2(2 1) (2 )

(0 1)

( )

1 ( ) (2 1) ( ) ( 1)
2

i
k k

k

i i

L

g

g x x i g x i

∞
+

=

+

,

λ ≤

≤ + + ≥ .

∑
(2.6) 

Теперь рассмотрим следующие пространства.  
1. Обозначим через 3

2 TB ,  [11] совокупность 
всех функций ( )u x t,  вида  

0
( ) ( ) ( )k k

k
u x t u t X x

∞

=

, = ,∑  

рассматриваемых в TD ,  где каждая из функций 
( )ku t  непрерывна на [0 ]T,  и  

1
2

3 2
0 2 1[0 ] [0 ]

1
( ) ( ) ( ( ) )T k kC T C T

k
J u u t u t

∞⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟−, ,⎜ ⎟

=⎝ ⎠

≡ + λ +∑  

1
2

3 2
2 [0 ]

1
( ( ) )k k C T

k
u t

∞⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

,⎜ ⎟
=⎝ ⎠

+ λ < ∞.∑  

Норму на этом множестве определим так:  
3
2

( ) ( )
T

TB
u x t J u

,
, = .  

Функция ( )u x t, ,  как элемент пространства 3
2 TB , ,  

в частности, обладает следующими свойствами:  

( )2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) [0 ] (0 1)

x xx T

xxx

u x t u x t u x t C D
u x t C T L
, , , , , ∈ ,

, ∈ , ; , ;

(1 ) 0 (0 ) (1 )
(1 ) 0 (0 )

x x

xx

u t u t u t
u t t T

, = , , = , ,

, = ≤ ≤ .
 

2. Через 3
TE  обозначим пространство 

3
2 [0 ]TB C T, × ,  

вектор-функций { }( ) ( ) ( )z x t u x t a t, = . ,  с нормой 

3 3
2 [0 ]

( ) ( )
T TE B C T

z u x t a t
, ,

= , + .  

Очевидно, что 3
TE  является банаховым про-

странством.  
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Так как система (2.1) образует базис Рисса в 
2 (0 1)L , ,  то каждое решение задачи (1.1)–(1.3), 

(1.6), (1.7) будем искать в виде  

 
0

( ) ( ) ( )k k
k

u x t u t X x
∞

=

, = ,∑            (2.7) 

где  

 
1

0

( ) ( ) ( ) ( 0 1 )k ku t u x t Y x dx k= , = , ,... ,∫      (2.8) 

причем ( )kX x  и ( )kY x  определены соотноше-
ниями (2.1) и (2.2) соответственно.  

Применяя метод разделения переменных для 
определения искомых функций ( )ku t  ( 0 1 ),k = , ,...  
из (1.1) и (1.2) имеем:  

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )t a t u t f tu = + ,′′              (2.9) 
2

2 1 2 1 0 2 1

2 1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( 1 2 )

k k k k

k

t u t a t u tu
f t k

− − −

−

+ λ = +′′
+ = , ,... ,

   (2.10) 

2
2 2 0 2

2 2 1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) 2 ( ) ( 1 2 )

k k k k

k k k

t u t a t u tu
f t u t k−

+ λ = +′′
+ + λ = , ,... ,

     (2.11) 

(0) ( ) ( 0 1 )kk k ku T ku= ϕ , = ψ = , ,... ,′    (2.12) 
где  

1

0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

k k k

k k

F t u a f t a t u t

f t f x t Y x dx

; , = + ,

= , ,∫
 

1

0

1

0

( ) ( )

( ) ( ) ( 0 1 )

k k

k k

x Y x dx

x Y x dx k

ϕ = ϕ ,

ψ = ψ = , ,... .

∫

∫
 

Решая задачу (2.9)–(2.12) находим:  
0 0 0

0
0

( )

( ) ( ) (0 )
t

u t t

t F u a d t T

= ϕ + ψ +

+ − τ τ; , τ ≤ ≤ ,∫
 (2.13) 

2 1 2 1 2 1
1( ) cos sink k k k k

k

u t t t− − −= ϕ λ +ψ λ +
λ

 

2 1
0

1 ( )sin ( )

( 1 2 0 )

t

k k
k

F u a t d

k t T

−+ τ; , λ − τ τ
λ

= , ,...; ≤ ≤ ,

∫  (2.14) 

2 2 2

2
0

1( ) cos sin

1 ( )sin ( )

k k k k k
k

t

k k
k

u t t t

F u a t d

= ϕ λ +ψ λ +
λ

+ τ; , λ − τ τ −
λ ∫

2 1 2 1
1 1sin sin cosk k k k k

k k

t t t t t− −

⎛ ⎞
− ϕ λ − λ − λ ψ −⎜ ⎟λ λ⎝ ⎠

 

2 1
0 0

2 ( )sin ( )

sin ( ) ( 1 2 )

t

k k
k

k

F u a d

t d k

τ

−

⎛ ⎞
− ξ; , λ τ − ξ ξ ×⎜ ⎟
λ ⎝ ⎠

× λ − τ τ = , ,... ,

∫ ∫  (2.15) 

где  
( ) ( ) ( ) ( ) ( 0 1 0 )k k kF t u a f t a t u t k t T; , = + = , ,...; ≤ ≤ .  

После подстановки выражений ( )ku t  
( 0 1 )k = , ,...  в (2.7), для определения компоненты 

( )u x t,  классического решения { }( ) ( )u x t a t, ,  за-
дачи (1.1)–(1.3), (1.6), (1.7) получаем:  

0 0 0 0
0

2 1 2 1
1

( ) ( ) ( ) ( )

1cos sin

t

k k k k
k k

u x t t t F u a d X x

t t
∞

− −
=

⎛ ⎞
, = ϕ + ψ + − τ τ; , τ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛

+ ϕ λ +ψ λ +⎜ λ⎝

∫

∑

2 1 2 1
0

1 ( )sin ( ) ( )
t

k k k
k

F u a t d X x− −

⎞
+ τ; , λ − τ τ +⎟
λ ⎠
∫

2 2
1

2
0

1cos sin

1 ( )sin ( )

k k k k
k k

t

k k
k

t t

F u a t d

∞

=

⎛
+ ϕ λ +ψ λ +⎜ λ⎝

+ τ; , λ − τ τ +
λ

∑

∫
 

2 1 2 1
1 1sin sin cosk k k k k

k k

t t t t t− −

⎛ ⎞
− ϕ λ − λ − λ ψ −⎜ ⎟λ λ⎝ ⎠

 

)

2 1
0 0

2

2 ( )sin ( )

sin ( ) ( ) .

t

k k
k

k k

F u a d

t d X x

τ

−

⎛ ⎞
− ξ; , λ τ − ξ ξ ×⎜ ⎟
λ ⎝ ⎠

⎞
× λ − τ τ ⎟⎟

⎠

∫ ∫
 (2.16) 

Теперь из (1.7), с учетом (2.7), имеем:  
1 2

2 1
1

( ) ( ) ( ) (0 ) 4 ( )k k
k

a t h t h t f t u t
∞

−
−

=

⎧ ⎫′′= − , + λ .⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑ (2.17) 

Для того, чтобы получить уравнение для второй 
компоненты ( )a t  решения { }( ) ( )u x t a t, ,  задачи 
(1.1)–(1.3), (1.6), (1.7) подставим выражение 
(2.14) в (2.17):  

1

2
2 1 2 1

1

( ) ( ) ( ) (0 )

14 cos sink k k k k
k k

a t h t h t f t

t t

−

∞

− −
=

⎧ ′′= − , +⎨
⎩

⎡
+ λ ϕ λ + ψ λ +⎢ λ⎣
∑

 

2 1
0

1 ( )sin ( )
t

k k
k

F u a t d−

⎫⎤⎪+ τ; , λ − τ τ .⎬⎥λ ⎪⎦⎭
∫    (2.18) 

Таким образом, решение задачи (1.1)–(1.3), 
(1.6), (1.7) сведено к решению системы (2.16), 
(2.18) относительно неизвестных функций ( )u x t,  
и ( )a t .   

Для изучения вопроса единственности ре-
шения задачи (1.1)–(1.3), (1.6), (1.7) важную роль 
играет следующая лемма. 

Лемма 2.1. Если ( ) ( ){ }u x t a t, ,  – любое ре-
шение задачи (1.1)–(1.3), (1.6), (1.7), то функции 

( ) ( 0 1 ),ku t k = , ,...  определенные соотношением 
(2.8), удовлетворяют на [0 ]T,  счетной системе 
(2.13)–(2.15). 
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Замечание. Из леммы 2.1 следует, что для 
доказательства единственности решения задачи 
(1.1)–(1.3), (1.6), (1.7) достаточно доказать един-
ственность решения системы (2.16), (2.18).  

Рассмотрим в пространстве 3
TE  оператор  

{ }1 2( ) ( ) ( )u a u a u aΦ , = Φ , ,Φ , ,  

где          1
0

( ) ( ) ( ) ( )k k
k

u a u x t t X xu
∞

=

Φ , = , ≡ ,∑  

2 ( ) ( )u a a tΦ , = ,  
а 0 2 1 2( ) ( ) ( ) ( 1 2 )k kt t t ku u u−, , = , ,...  и 0( )ta  равны со-
ответственно правым частям (2.13)–(2.15) и (2.18). 

Теперь, с помощью нетрудных преобразо-
ваний, находим:  

0 0 0[0 ]
( )

C T
t Tu ,

≤ ϕ + ψ +          (2.19) 
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Предположим, что данные задачи (1.1)–
(1.3), (1.6), (1.7) удовлетворяют следующим ус-
ловиям:  

1. 2
2( ) [0 1] ( ) (0 1)x C x L′′′ϕ ∈ , , ϕ ∈ , ,   

             (1) (1) 0 (0) (1)′′ ′ ′ϕ = ϕ = , ϕ = ϕ .  
2. 1

2( ) [0 1] ( ) (0 1)x C x L′′ψ ∈ , , ψ ∈ , ,   
    (1) 0 (0) (1)′ ′ψ = , ψ = ψ .  
3. 2( ) ( ) (1 ) 0xx Tf x t L D f t, ∈ , , = ,  
   (0 ) (1 ) (0 )x xf t f t t T, = , ≤ ≤ .   
4. 2( ) [0 ] ( ) 0 (0 )h t C T h t t T∈ , , ≠ ≤ ≤ .   
Тогда, из (2.19)–(2.22), с учетом (2.3)–(2.6), 

получим:  
3
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Из неравенств (2.23)–(2.24) заключаем:  
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3
2
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где  
1 2

1 2

( ) ( ) ( )
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A T A T A T
B T B T B T

= + ,
= + .

 

Итак, можно доказать следующую теорему:  
Теорема 2.1. Пусть выполнены условия 1–4 и 

2( )( ( ) 2) 1B T A T + ≤ .          (2.26) 
Тогда задача (1.1)–(1.3), (1.6), (1.7) имеет в шаре 

( )3 ( ) 2
T

R E
K K z R A T= ≤ = +  из 3

TE  единствен-

ное классическое решение.  
Доказательство. В пространстве 3

TE  рас-
смотрим уравнение  

 z z= Φ ,                       (2.27) 
где { }z u a= , ,  а компоненты ( 1 2)i iΦ = ,  операто-
ра ( )u aΦ ,  определены правыми частями (2.16), 
(2.18) соответственно.  

Рассмотрим оператор ( )u aΦ ,  в шаре RK K=  
из 3

TE .  Аналогично (2.25) получаем, что для лю-
бых 1 2 Rz z z K, , ∈  справедливы оценки:  

3 3
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z A T B T a t u x t
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31 2
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z zΦ −Φ ≤                  (2.29) 

( )3
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TC T B
B T R a t a t u x t u x t

,,
≤ − + , − , .   

Из (2.28) и (2.29), с учетом (2.26), следует, что 
оператор Ф действует в шаре RK K=  и является 
сжимающим. Поэтому в шаре RK K=  оператор 
Ф имеет единственную неподвижную точку 
{ }u a, ,  которая является единственным в шаре 

RK K=  решением (2.27), т. е. является единствен-
ным в шаре RK K=  решением системы (2.16), (2.18). 

Функция ( )u x t, ,  как элемент пространства 
3
2 TB , ,  непрерывна и имеет непрерывные произ-

водные ( )xu x t,  и ( )xxu x t,  в TD .   
Теперь из (2.9)–(2.11), соответственно, имеем: 
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Отсюда следует, что ( )ttu x t,  непрерывна в TD .   
Легко проверить, что уравнение (1.1) и ус-

ловия (1.2), (1.3), (1.6) и (1.7) удовлетворяются в 
обычном смысле. Значит, { ( ) ( )}u x t a t, ,  является 
решением задачи (1.1)–(1.3), (1.6) и (1.7) и в силу 
леммы 2.1 это решение единственно. Теорема 
доказана.  

С помощью леммы 1.1, из последней теоре-
мы вытекает однозначная разрешимость исход-
ной задачи (1.1)–(1.5).  

Теорема 2.2. Пусть выполнены все условия 
теоремы 2.1 и  

1

0

1 1

0 0

( ) 0 (0 )

( ) 0 ( ) 0

f x t dx t T

x dx x dx

, = ≤ ≤ ,

ϕ = , ψ = ,

∫

∫ ∫
 

(0) (0) (0) (0).h h′ϕ = , ψ =  
Тогда задача (1.1)–(1.5) имеет в шаре 

( )3 ( ) 2
T

R E
K K z R A T= ≤ = +  

из 3
TE  единственное классическое решение.  

 
Заключение  
В работе доказано существование и единст-

венность решения одной обратной краевой зада-
чи для гиперболического уравнения второго по-
рядка с несамосопряженными краевыми усло-
виями. Пользуясь этими фактами доказано суще-
ствование и единственность классического ре-
шения одной обратной краевой задачи для ги-
перболического уравнения второго порядка с 
интегральным условием первого рода.  
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СВОЙСТВО ПЕНЛЕВЕ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА 

В.М. Пецевич, Д.Н. Шевченя 

Гродненский государственный университет им. Я. Купалы 
 

PAINLEVE'S PROPERTY FOR DIFFERENTIAL SYSTEM 
OF THE SECOND ORDER 

V.M. Petsevich, D.N. Shauchenia 
Y. Kupala Grodno State University 

 
Получены необходимые и достаточные условия принадлежности исследуемой системы к системам типа Пенлеве. 
 
Ключевые слова: система обыкновенных дифференциальных уравнений, свойство Пенлеве, метод малого параметра, 
метод резонансов, подвижная критическая особая точка. 
 
Necessary and sufficient conditions of the analysed system belonging to Peinleve type are obtained. 
 
Keywords: system of the ordinary differential equations, Painleve's property, method of small parameter, method of resonances, 
mobile critical special point. 

 
 

1 Предварительные результаты 
В работе, на предмет отсутствия подвижных 

многозначных особенностей, продолжаем рас-
сматривать систему двух дифференциальных урав-
нений [3] 

( ) ( )

2 2
2 1 0

2 2
12 02 11 01 10 00

,

,

x A y A y A

y b y b x b y b x b y b

′ = ⋅ + ⋅ +

′ = + + + + +
(1.1) 

где ,iA  0, 2,i =  − полиномы по x с аналитически-

ми по t коэффициентами, ,jkb  0,1,j =  0, 2k =  − 
аналитические по t функции, 

 2 12 020, 0,A b b≠ + ≠             (1.2) 
и правые части не являются одновременно пол-
ными квадратами. Запись 0,F ≠  здесь и далее 
означает, что коэффициенты полинома F  одно-
временно не обращаются в нуль в некоторой об-
ласти .D  

Согласно [2], для отсутствия многозначных 
особенностей у решений системы (1.1) при усло-
виях (1.2), необходимо требовать 

 2
1 2 04 0.A A A− =               (1.3) 

Согласно [3], для того, чтобы дифференци-
альная система (1.1) с аналитическими по t  ко-
эффициентами и условиями (1.2) не имела мно-
гозначных особенностей, необходимо чтобы она 
имела вид 

( )
( )

( ) ( )

2 2 2
22 21 20

4 3 2
14 13 12 11 10

4 ,3 2
04 03 02 01 00

2 2
12 02 11 01 10 00

,

,

x a x a x a y

a x a x a x a x a y

a x a x a x a x a

y b y b x b y b x b y b

′ = + + +

+ + + + + +

+ + + + +

′ = + + + + +

 

и выполнялись условия (1.3). Далее, в [3] были 
найдены необходимые и достаточные условия 
отсутствия подвижных многозначных особенно-
стей для случая 22 21 0,a a= =  20 0.a ≠  

Имеет место следующая лемма. 
Лемма. Для того, чтобы дифференциаль-

ная система 

 
2 4 3 2

4 3 2 1 0
2 2

2 1 0

,

,

x C x C x C x C x C

y D x D x D

′ = + + + +

′ = + +
    (1.4) 

где ( , ),i iC C y t=  ( , ),j jD D y t=  0,4,i =  0,2,j =  
полиномы по у с аналитическими по t коэффици-
ентами, 2 0,D ≠  не имела многозначных особен-
ностей, необходимо, чтобы: или 

 2
1 2 04 0;D D D− =               (1.5) 

или 
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 2 2 1

2
2 1 2 0

2
2 1 2 0

3 2 2
1 2 2 1 2 3 0 2
2 3

3 1 2 4 0 1 2 4 1
4 3 3

0 2 1 1 2 2 0 2
2 2 2 3

2 1 2 3 0 1 2 3 1 2
2 2 2 4

4 0 2 4 0 1 2 4 1

0,

4

2 4 0,

2 0,

2 2

3

2 4 0,

t t

t

t

D D D D

D D D D

D D D D

C D C D D C D D

C D D C D D D C D

C D C D D C D D

C D D C D D D C D D

C D D C D D D C D

− =

− −

− − =

− − +

+ + − =

− − +

+ + − +

+ − + =

   (1.6) 

при 2
1 2 04 0,D D D− ≠  где ( ) ,j

j t

D
D

t
∂

=
∂

 0,2.j =  

Доказательство. Поскольку 2 0,D ≠  то из 
второго уравнения системы (1.4) будем иметь 

МАТЕМАТИКА
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2 21
1 2 0 2

2 2

1 4 4 ,
2 2

D
x D D D D y

D D
λ ′= − ⋅ + ⋅ − + (1.7) 

и 

( ) ( )( )(
( ) ( )( ) )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

1 1 22
2

2 2 1

2 2 2 2
1 2 0 22

2

2 2
1 2 0 1 2 0

2 2
2 1 2 0 2

2
2 2 2

2 2
2 1 2 0 2

1
2

4 4
2

4 4

4 4 4

4 8
,

4 4 4

t y

t y

t y

t y

t y

x D D y D
D

D D y D

D D y
D D D D y

D

D D D D D D y

D D D D D y

D D y y D y y

D D D D D y

′ ′= − ⋅ + −

′− + −

′+
′−λ ⋅ − + +

′− + −
+λ ⋅ +

′⋅ − +

′ ′ ′ ′′+ +
+λ ⋅

′⋅ − +

 (1.8) 

где 2 1,λ =  ( ) ,j
j t

D
D

t
∂

=
∂

 ( ) ,j
j y

D
D

y
∂

=
∂

 0,2.j =  

Подставляя (1.7) и (1.8) соответственно в 
правую и левую части первого уравнения систе-
мы (1.4), и полагая 3 2

0 0, ,y y Y t t= + ε = + ε τ  при 
0ε =  получим упрощенное дифференциальное 

уравнение 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2
2 1 2 0 2 1 2 0

2
2

2
1 2 2 12

1 2 0 2
2

3/ 22
1 2 0

4
2

4 2 4

8

4
4

4

8

tt

t t

D D D D D D D D
Y Y

D

D D D D
D D D

D

D D D

D

⎛ − − −
⎜ + −
⎜
⎝

− ⎞
−λ ⋅ − ⋅ =⎟⎟

⎠

λ −
= ×

 

(
)

(

)

3 2 2
1 2 2 1 2 3 0 2

2 3
3 1 2 4 0 1 2 4 1

2
4 31 2 0

0 2 1 1 24
2

3 2 2 2
2 0 2 2 1 2 3 0 1 2

3 2 2 2 4
3 1 2 4 0 2 4 0 1 2 4 1

2

4
2

8

2 3

2 4 ,

C D C D D C D D

C D D C D D D C D

D D D
C D C D D

D

C D D C D D C D D D

C D D C D D C D D D C D

× − − +

+ + − +

−
+ − −

− + + −

− + − +

(1.9) 

где ,dYY
d

=
τ

 
2

2 .d YY
d

=
τ

 

Учитывая, что 2 0,D ≠  то для отсутствия 
многозначных особенностей у решений уравне-
ния (1.9), и, соответственно, у решений системы 
(1.4), согласно [4], необходимо чтобы выполня-
лось либо условие (1.5), либо (1.6) при 

2
1 2 04 0.D D D− ≠  

 
2 Необходимые и достаточные условия 

свойства Пенлеве для дифференциальной сис-
темы второго порядка 

Рассмотрим систему дифференциальных ура-
внений 

( )
( )

( ) ( )

2 2 2
22 21 20

4 3 2
14 13 12 11 10

4 ,3 2
04 03 02 01 00

2 2
12 02 11 01

10 00

,

,

x a x a x a y

a x a x a x a x a y

a x a x a x a x a

y b y b x b y b x
b y b

′ = + + +

+ + + + + +

+ + + + +

′ = + + + +

+ +

 

где 
22 12 020, 0.a b b≠ + ≠  

Поскольку 22 0,a ≠  то с помощью аналити-
ческой замены независимой переменной, сохра-
няя для коэффициентов прежние обозначения, 
систему запишем в виде 

( )
( )

( ) ( )

2 2 2
21 20

4 3 2
14 13 12 11 10

4 ,3 2
04 03 02 01 00

2 2
12 02 11 01

10 00

,

,

x x a x a y

a x a x a x a x a y

a x a x a x a x a

y b y b x b y b x
b y b

′ = + + +

+ + + + + +

+ + + + +

′ = + + + +

+ +

    (2.1) 

где 
 12 02 0.b b+ ≠                       (2.2) 

Из (1.3) следует 14 0.a =  Далее, учитывая 
(2.2), из (2.1), относительно компоненты y  по-
строим уравнение и введем малый параметр по 
формулам ,y Y=  0 .t t= + ετ  При 0ε =  получим 
упрощенное дифференциальное уравнение 

 
( )

2 4
2 0412

12 02 12 02

,
2

a Yb
Y Y

b Y b b Y b
⎛ ⎞ ′

′′ ′− =⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
 (2.3) 

где 12 12 0( ),b b t=  02 02 0( ),b b t=  04 04 0( ).a a t=  
Пусть 12 0.b ≠  Тогда в упрощенном уравне-

нии (2.3) выполним замену 
2

02

12

.
u b

Y
b
−

=  Будем 

иметь 

04 2

12

2
,

a
u u

b
λ

′′ ′=  

где 2 1,λ =  решения которого имеют многознач-
ные особенности [1], если 04 0.a ≠  Таким обра-
зом, 04 0.a =  При этом условии из (1.3) получим, 
что 13 0,a = 03 0.a =  С учетом найденных условий 
в уравнение относительно компоненты y  введем 
малый параметр по формулам 1 ,y Y−= ε  

2
0 .t t= + ε τ  При 0ε =  получим упрощенное 

дифференциальное уравнение 
2 22 2 0,YY Y Y Y′′ ′ ′− − λ =  

где 2 1.λ =  Используя метод резонансов, найдем, 

что { }31; .2r∈ −  Следовательно, в случае 12 0,b ≠  

дифференциальная система (2.1) при условиях 
(2.2) не обладает свойством Пенлеве. 
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Пусть 12 0b =  (следовательно из (2.2) 02 0).b ≠  
Тогда упрощенное уравнение (2.3) примет вид 

204

02

,
a

Y Y
b

′′ ′= λ  

где 2 1,λ =  решения которого имеют многознач-
ные особенности [1], если 04 0.a ≠  Таким обра-
зом, учитывая полученные выше условия и тре-
буя выполнения условия (1.3) получим, что для 
отсутствия многозначных особенностей у реше-
ний системы (2.1) при условиях (2.2) необходи-
мо, чтобы система, с точностью до переобозна-
чения коэффициентов, принимала один из видов 

 
( )

( )

22
12 21 11

2 2
02 11 01 10 00

,

;

x xy a x a y a

y b x b y b x b y b

′ = + + +

′ = + + + +
    (2.4) 

 
( )( )

( )

22 2
21 20 12

2 2
02 11 01 10 00

,

,

x x a x a y a

y b x b y b x b y b

′ = + + +

′ = + + + +
    (2.5) 

где 02 0.b ≠  
Рассмотрим систему (2.4). Потребовав вы-

полнения условий леммы с учетом, что правые 
части не должны быть одновременно полными 
квадратами, получим, что в данном случае нет 
дифференциальных систем без многозначных 
особенностей. 

Рассмотрим систему (2.5). Потребовав вы-
полнения условий леммы с учетом, что правые 
части не должны быть одновременно полными 
квадратами, получим, что рассмотрение системы 
распадается на два случая: 

 
( ) ( )

( )

22 2
21 20 12

22
02 01

,

,

x x a x a y a

y b x b

′ = + + +

′ = +
  (2.6) 

где 02 0;b ≠  

 
( )( )

( )

22 2
1 2 12

2 2
02 1 2

,

,

x x K x K y a

y b x K x K

′ = + + +

′ = + +
 (2.7) 

где 2
02 1 20, 4 0.b K K≠ − ≠  
Рассмотрим систему (2.6). Поскольку урав-

нение относительно компоненты y  имеет вид 
22

212 12
1 0

02 02 02

2
( ) ( ),

a y ayy y y y y
b b b

⎛ ⎞
′′ ′ ′= λ + + +β ⋅ +β⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

где 2 1,λ =  1 0,β β  – многочлены по y  однознач-
но определяющиеся через коэффициенты систе-
мы, а 02 0,b ≠  то решения системы (2.6) не обла-
дают свойством Пенлеве. 

Рассмотрим систему (2.7). Уравнение отно-
сительно компоненты y  имеет вид 

( )
( ) ( ) ( )( )

2
02 02

2 22 2
02 12 02 1 2

2

4 4 .

b y b y

b y a y b K K

′′ ′ ′− =

′= + + −
 

Согласно методу резонансов, решение уравнения 
можно представить формальным рядом 

2 30
1 2 3 4 ...,y t t t

t
α

= +α +α +α +α +  

где 2α  – должно быть произвольной постоян-
ной. Это требование приводит к необходимости 
выполнения резонансного условия 

 12 3 02, ,K ta K b H e= =            (2.8) 
где 3 , 0,K H K≠  – некоторые постоянные. 

Учитывая полученные условия, и 
2

1 24 0,K K− ≠  
заключаем, что с помощью линейного преобра-
зования относительно зависимых переменных и, 
сохраняя для коэффициентов прежние обозначе-
ния, система (2.7) примет вид 

 
( )
( )

2 2

2

1 ,

1 ,K t

x y x x

y H e x x

′ = −

′ = −
                 (2.9) 

где 0.H ≠  
Пусть 0.K ≠  Из (2.9) относительно компо-

ненты x  построим уравнение 

( ) ( )22 1 1 exp ,
2 1 2

x Ktx x H x x
x x

− ⎛ ⎞′′ ′= + λ − ⎜ ⎟− ⎝ ⎠
 

в котором, выполнив замену ,
1

wx
w

=
−

 получим 

21 1 exp ,
1 2 2

Ktw w H w
w w

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′ ′= + − λ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (2.10) 

где 2 1.λ =  C помощью аналитической замены 

независимой переменной exp ,
2
Kt z⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 уравне-

ние (2.10) приводится к виду 

2
2

1 1 4 ,
1 2

w H ww w
w w z zK

λ⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟−⎝ ⎠
   (2.11) 

частного случая пятого уравнения Пенлеве. Со-
гласно [1], решения уравнения (2.11), а, следова-
тельно и компонента x системы уравнений (2.9), 
не имеют многозначных особенностей. 

Далее, из (2.9) относительно компоненты y 
построим уравнение 

( ) ( )2 2 22 4 ,Kty Ky y y He′′ ′ ′− = +  
которое, с помощью аналитической замены неза-

висимой переменной exp ,
2

H Ktz
K
− ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 при-

мет вид 

 ( )2 2 2
2 2

4 1 .y y y
K z

= −           (2.12) 

Согласно [4], уравнение (2.12) сводится к част-
ному случаю третьего уравнения Пенлеве. Сле-
довательно, решения уравнения (2.12), а также и 
компонента y системы уравнений (2.9), не имеют 
многозначных особенностей. 

Пусть K = 0. Тогда из системы (2.9) можем 

записать 
2 2dx y

dy H
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Откуда получим, что 
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2

,
2

yx C
H

λ
= +                     (2.13) 

где C – постоянная интегрирования, 2 1.λ =  Под-
ставив (2.13) во второе уравнение системы (2.9), 
будем иметь 

2 2
2 1 ,

2 2
y yy H C C
H H

⎛ ⎞⎛ ⎞λ λ′ = + + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

  (2.14) 

которое является уравнением Брио и Буке [1]. 
Последнее означает, что решения уравнения 
(2.14) не имеют многозначных особенностей. 
Учитывая (2.13), получаем, что и компонента y 
обладает свойством Пенлеве. 

Таким образом, можно сформулировать 
следующую теорему. 

Теорема. Для того чтобы дифференциаль-
ная система (2.1) при условии (2.2) обладала 
свойством Пенлеве, необходимо и достаточно, 
чтобы она дробно-линейным преобразованием x, 
y и аналитической заменой независимой пере-
менной t приводилась к виду (2.9). Решения дан-
ной системы в некоторых случаях выражаются 
через решения третьего и пятого уравнений 
Пенлеве. 
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ON σ-PROPERTIES OF FINITE GROUPS III 
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Пусть G  – конечная группа и { }i i Iσ = σ | ∈  – разбиение множества всех простых чисел ,P  т. е. i I i∈= ∪ σP  и 

i jσ ∩ σ = ∅  для всех i j≠ .  Пусть Π ⊆ σ.  Мы говорим, что подгруппа A  из G  является Π -субнормальной в G,  ес-

ли существует такая цепь подгрупп 0 1 tA A A A G= ≤ ≤ ≤ = ,  что для всякого 1i … t= , ,  либо 1iA −  нормальна в iA ,  либо 

1( )
ii i AA A−/  – jσ -группа для некоторого jσ ∈Π.  В данной работе нами описываются свойства Π -субнормальных под-

групп и некоторые другие σ -свойства конечных групп. Работа продолжает исследования работ [1]–[5]. 
 
Ключевые слова: конечная группа, Π -субнормальная подгруппа, решетка Π -субнормальных подгрупп, σ -сверхразре-
шимая группа, CLTσ -группа. 
 
Let G  be a finite group and { }i i Iσ = σ | ∈  be a partition of the set of all primes ,P  that is, i I i∈= ∪ σP  and i jσ ∩ σ = ∅  for 

all i j≠ .  Let Π ⊆ σ.  We say that a subgroup A  of G  is Π -subnormal in G  if there is a subgroup chain 

0 1 tA A A A G= ≤ ≤ ≤ =  such that either 1iA −  is normal in iA  or 1( )
ii i AA A−/  is a jσ -group for some jσ ∈Π  for all 

1i … t= , , .  In this paper, we discuss properties of Π -subnormal subgroups and some other σ -properties of finite groups. The 
work continues the research in the papers [1]–[5]. 
 
Keywords: finite group, Π -subnormal subgroup, the lattice of the Π -subnormal subgroups, σ -supersoluble group, CLTσ -group. 

 
 

1 General properties of ΠF -subnormal sub-
groups  

Throughout this paper, all groups are finite and 
G always denotes a finite group.  

In what follows,  
{ {0} }i i Iσ = σ | ∈ ⊂ ∪N  

is some partition of the set of all primes ,P  that is, 

i I i∈= ∪ σP  and i jσ ∩ σ = ∅  for all i j≠ ;  Π  is 
always supposed to be a subset of the set σ  and 

\′Π = σ Π.  We also suppose that 0 I∈  and 02 ∈ σ .   
We fix some class F  of 0σ -groups which is 

closed under extensions, epimorphic images and sub-
groups and which also contains all soluble 0σ -groups; 
and we say G  is ΠF -primary if G  is an F -group 
(that is, G ∈F)  or G  is a iσ -group for some 0i ≠ .   

A subgroup A of G is called F -subnormal in G 
in the sense of Kegel [6] or K - F -subnormal in G 
[7, 6.1.4] if there is a subgroup chain  

0 1 tA A A A G= ≤ ≤ ≤ =  
such that either 1iA −  is normal in iA  or 1( )

ii i AA A −/  

belongs to F  for all 1i … t= , , .   
In this paper we deal with the following gener-

alization of this concept.  

Definition 1.1. We say that a subgroup A of G 
is: (i) ΠF -subnormal in G if there is a subgroup chain  

0 1 tA A A A G= ≤ ≤ ≤ =  
such that, for each 1i … t= , , ,  either 1iA −  is normal in 

iA  or 1( )
ii i AA A −/  is a ΠF -primary; (ii) Π -subnor-

mal if A  is ΠF -subnormal in G,  where F  is the 
class of all 0σ -groups.  

Example 1.2. Let 29 7C C�  be a non-abelian group 
of order 203 and P be a simple 11 29 7( )C C�F -mo-
dule which is faithful for 29 7C C .�  Let  

29 7 5( ( ))G P C C A= × ,� �  
where 5A  is the alternating group of degree 5. Let 

0 1 2{ }σ = σ ,σ ,σ ,  where 0 {2 3 5}σ = , , ,  and 1 {7 29}′σ = ,  
and 2 {2 3 5 7 29}′σ = , , , , .  Let 1 2{ }Π = σ ,σ .  Then a 
subgroup H  of G  of order 4 is σ -subnormal in G  
but it is neither Π -subnormal in G  nor 

0
σS -

subnormal in G,  where 0S  is the class of all solu-
ble 0σ -groups. The subgroup 7C  is 

0
ΠS -subnormal 

in G but it is clearly not subnormal in G. 
Let n be an integer. Following [3], we write  

( ) { ( ) } ( ) ( )i in n G Gσ = σ | σ ∩ π ≠ ∅ ;σ = σ | | .  

МАТЕМАТИКА
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We say that: n  is a Π -number if ( )nσ ⊆ Π;  G  is a 
Π -group if G| |  is a Π -number.  

Recall that ( )O GΠ  denotes the subgroup of G  
generated by all its ′Π -subgroups [4].  

We say that G  is ΠF -perfect if G G= F  and 

( )iO G Gσ =  for all iσ ∈ Π  such that 0i ≠ .   
The results of this section collect the most im-

portant properties of ΠF -subnormal subgroups.  
Proposition 1.3 (Skiba [8]). Let A,  K  and N 

be subgroups of G. Suppose that A is ΠF -subnor-
mal in G  and N  is normal in G.    

(1) A K∩  is ΠF -subnormal in K .  
(2) If K  is a ΠF -subnormal subgroup of A,  

then K  is ΠF -subnormal in G .  
(3) If N K≤  and K N/  is ΠF -subnormal in 

G N/ ,  then K  is ΠF -subnormal in G .  
(4) AN N/  is ΠF -subnormal in G N/ .    
(5) If K A≤  and A  is ΠF -primary, then K  

is Π -subnormal in G.   
(6) If A is ΠF -perfect, then A is subnormal in G. 
A subgroup H  of G  is called [4], [5]: a Hall 

Π -subgroup of G  if H| |  is a Π -number and 
G H| : |  is a ′Π -number; a σ -Hall  subgroup of G  

if H  is a Hall Π -subgroup of G  for some Π ⊆ σ.   
Proposition 1.4 (Skiba [8]). Let 1Π ⊆ Π  and 

A  be a Π -subnormal subgroup of G .  
(1) If 1H ≠  is a Hall 1Π -subgroup of G and A 

is not a 1Π -group, then 1A H∩ ≠  is a Hall 1Π -sub-
group of A.  

(2) If A  is a 1Π -Hall subgroup of G,  then A  
is normal in G.   

(3) If G A| : |  is a 1Π -number, then  
1 1( ) ( )O A O GΠ Π= .  

(4) If N  is a 1Π -subgroup of G,  then  
1( ( ))GN N O AΠ≤ .  

(5) If G A| : |  is a ′Π -number, then A  is sub-
normal in G.   

We will say that G  is σF -soluble if every 
chief factor of G  is σF -primary.  

Proposition 1.5 (Skiba [8]). Let A be a ΠF -sub-
normal subgroup of G  and let 0F  be the class of all 
σF -soluble Π -groups.   

(1) Let R  be the product of some minimal 
normal subgroups of G  and R  is not ΠF -primary. 
Suppose also that either G A| : |  is a ′Π -number or 
G AR= ,  R  is non-abelian and all composition 
factors of R  are isomorphic. Then ( )GR N A≤ .    

(2) If R is a minimal normal subgroup of G,  
then  

0( )GN N A≤ .F  
(3) If a minimal normal subgroup R  of G  be-

longs to ,F  then  
( )GR N A≤ .F  

Proposition 1.6 (Skiba [8]). Let A be a ΠF -sub-
normal subgroup of G. Suppose that A is ΠF -prima-
ry. Then:   

(1) If A∈ ,F  then  
0
( ) FA O G Gσ≤ ∩ .  

(2) If A  is a iσ -group, then ( )
i

A O Gσ≤ .  
Note that various special cases of Propositions 

1.1, 1.2, 1.3  and 1.4 have already been used to solve 
many questions [1]–[5]. As a first application of the 
theory ΠF -subnormal subgroups in the given paper, 
we obtained the following result which, in particular, 
gives a positive answer to Question 4.10 in [4]. 

Theorem 1.7 (Skiba [8]). A subgroup H of G is 
ΠF -subnormal in G if and only if H is ΠF -subnor-

mal in ,H x  for all .x G∈  
From Theorem 1.7 the following classical re-

sult can be obtained. 
Corollary 1.8 (Wielandt). A subgroup H of G is 

subnormal in G if and only if H is subnormal in 
,H x  for all .x G∈  

In concluding this section note that the various 
special cases of Propositions 1.3–1.6 have been ap-
plied in the proofs of many results (See, for exam-
ple, [4], [8]).  
 

2 The lattice of Π -subnormal subgroups  
Kegel proved [6] that the set of all F -subnor-

mal subgroups of G  forms a sublattice of the lattice 
( )L G  of all subgroups of G.   

In general, the following fact is true.  
Theorem 2.1 (Skiba [8]). Suppose that a group 

G  of order p  belongs to F  for all ip ∈ σ ∈ Π.  
Then the set of all ΠF -subnormal subgroups of G  
forms a sublattice of the lattice ( )L G  of all sub-
groups of G.    

In the case when {{2} {3} }…Π = σ = , , ,  we get 
from Theorem 2.1 the following classical result.  

Corollary 2.2 (Wielandt). The set of all sub-
normal subgroups of G forms a sublattice of the 
lattice of all subgroups of G.  

The following special case of Theorem 2.1 was 
proved in [4].  

Corollary 2.2 (Skiba [4]). The set of all σ -sub-
normal subgroups of G forms a sublattice of the 
lattice of all subgroups of G.  

We use ( )L GΠ ,
F

 ( )L GΠ  and ( )snL G  to de-

note the lattices of all ΠF -subnormal subgroups, 
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Π -subnormal subgroups and of all subnormal sub-
groups of G, respectively.  

A group G  is called σ -nilpotent [2] if G  is a 
direct product of some σ -primary groups. We use 
G σN  to denote the σ -nilpotent residual of G,  that 
is, the intersection of all normal subgroups N  of G  
with σ -nilpotent quotient G N/ .   

On the basis of Theorem 1.3 we prove also the 
following results.  

Theorem 2.3 (Skiba [8]). The following state-
ments are equivalent:  

(I) The lattice ( )L GΠ  is modular.  
(II) The following conditions hold:   
(a) If T S≤  are Π -subnormal subgroups of 

G,  where T  is normal in S  and either S T/  is 
Π -primary or S T/  is a p -group (p a prime), then 

( )L S T/  is modular.  

(b) A B A Bσ, ≤ ∩N  for each ( )A B L Gσ, ∈  
such that A  and B  cover A B∩  and A B∩  is not 
normal both in A and B.  

(III) The following conditions hold:   
(c) If T S≤  are Π -subnormal subgroups of 

G,  where T is normal in S  and either S T/  is 
Π -primary or 3S T p| / |=  (p a prime), then ( )L S T/  
is modular.  

(d) A B A Bσ, ≤ ∩N  for each ( )A B L Gσ, ∈  
such that A and B  cover A B∩ ,  A B∩  is not nor-
mal both in A  and B  and the indices A A B| : ∩ ∩ |  
and B A B| : ∩ |  are σ -coprime.   

In the case when Π = ∅,  we get from Theo-
rem 2.3 the following  

Corollary 2.4 (See Zappa [9] or Theorem 9.2.3 
in [10]). The following statements are equivalent:   

(I) ( )snL G  is modular.  
(ii) If T S≤  are subnormal subgroups of G,  

where T  is normal in S  and S T/  is a p-group, p  
a prime, then ( )L S T/  is modular.  

(III) If T S≤  are subnormal subgroups of G,  
where T  is normal in S  and 3S T p| / |=  (p a 
prime), then ( )L S T/  is modular.  

Recall that G  is called σ -soluble [4], [5] if 
every chief factor H K/  of G  is σ -primary. A set 
1∈H  of subgroups of G  is said to be a complete 
Hall Π -set of G  if every member 1≠  of H  is a 
Hall iσ -subgroup of G  for some iσ ∈ Π  and H  
contains exact one Hall iσ -subgroup of G  for every  

( )i Gσ ∈ Π ∩ σ .  
In view of Theorem B in [5], every σ -soluble group 
possesses a complete Hall σ -set.  

Theorem 2.5 (Skiba [8]). Suppose that G is 
σ -soluble. Then ( )L Gσ  is distributive if and only if all 
members of complete Hall σ -sets of G are cyclic.   

Corollary 2.6 (See Zappa [9] or Corollary 9.2.5 
in [10]). Let G be soluble. Then ( )snL G  is distributive 
if and only if every Sylow subgroup of G is cyclic. 

Modifying the concept of σ -solubility in [4], 
we say that G  is σF -soluble if every chief factor of 
G  is σF -primary.  

Theorem 2.7 (Skiba [8]). ( )L GΠF
 is comple-

mented if and only if the following conditions hold:   
(i) ( )G A B C D= × × ,�  where  Soc( )ABC G≤ ,  

every minimal normal subgroup of G contained in 
A  is not ΠF -primary, every minimal normal sub-

group of G  contained in B  is abelian ΠF -primary 
and every minimal normal subgroup of G contained 
in D  is non-abelian ΠF -primary.  

(ii) D is a σF -soluble Π -group such that C D�  
is a ΠF -subnormal subgroup of G  and ( )L C DΠ �  
is complemented.   

Corollary 2.8 (See Curzio [12] or Theorem 9.2.7 
in [10]). The following statements are equivalent: 

(i) ( )snL G  is complemented.  
(ii) G is a direct product of simple groups.  
(iii) Every minimal normal subgroup of G is a 

direct factor of G.  
In concluding this section we state the follow-

ing two open questions.  
Question 2.9. Suppose that the lattice ( )L S T/  

is modular for all Π -subnormal subgroups T S≤  
of G  such that T  is normal in S  and either S T/  
is Π -primary or S T/  is a p-group (p a prime). 
Does it true then that ( )L GΠ  is modular?  

Question 2.10. Suppose that the following two 
conditions hold:  

(a) If T S≤  are ΠF -subnormal subgroups of 
G,  where T  is normal in S  and either S T/  is 
ΠF -primary or S T/  is a p-group (p a prime), then 

( )L S T/  is modular.  

(b) A B A Bσ, ≤ ∩N  for each ( )A B L Gσ, ∈
F

 
such that A  and B  cover A B∩  and A B∩  is not 
normal both in A and B.  

Does it true then that ( )L GΠF
 is modular?  

 
3 On σ -supersoluble groups and one gener-

alization of CLT-groups   
The examples, some properties and applica-

tions of σ -soluble and σ -nilpotent groups were 
given in [1]–[5]. In this section we discuss the fol-
lowing σ -generalization of supersolubility.  

Definition 3.1. We say that G is σ -superso-
luble if every chief factor of G below G σN  is cyclic, 
and we use σU  to denote the class of all σ -super-
soluble groups.  
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It is clear that every σ -supersoluble group is 
σ -soluble, and G is supersoluble iff G is σ -super-
soluble, where {{2} {3} }…σ = , ,  is the smallest parti-
tion of .P   

Example 3.2. Let 5G A B= × ,  where 5A  is the 
alternating group of degree 5 and 29 7B C C= �  a 
non-abelian group of order 203, and let  

{{7} {29} {2 3 5} {2 3 5 7 29} }′σ = , , , , , , , , , .  

Then 29G Cσ = ,N  so G  is a σ -supersoluble group 
but it is neither soluble nor σ -nilpotent.  

A class 1∈ F  of groups is called: a formation if 
for every group G, every homomorphic image of 
G G/ F  belongs to ;F  a Fitting class if for every 
group G,  every normal subgroup of GF  belongs to 

.F  A formation F  is said to be: saturated if G ∈ F  
whenever ( )G G/ Φ ∈ ;F  hereditary if H ∈ F  whe-
never H G≤ ∈ .F   

The classes σS  and σN  of all σ -soluble 
groups and of all σ -nilpotent groups respectively 
are hereditary saturated Fitting formations [1]. With 
respect to the class σU  we have  

Theorem 3.3 (Guo, Skiba [22]). The class σU  
is a hereditary formation and this formation is nei-
ther saturated nor a Fitting class.   

The applications of σ -supersoluble groups are 
based on Theorem 3.3 and the following properties 
of σ -supersoluble groups.  

Theorem 3.4 (Guo, Skiba [22]). G is σ -super-
soluble if and only if the following assertions hold:  

(1) G σN  is nilpotent.   
(2) G′  is σ -nilpotent.   
(3) ( ) ( )G D G Z G∩ ≤ Φ ∩ .U

U    
In this theorem U  is the class of all supersolu-

ble groups and GU  denotes the supersoluble residual 
of G.  ( )Z GU  denotes the supersoluble hypercentre 
of G, that is, the product of all normal subgroups N 
of G such that every chief factor of G below N is 
cyclic.  

Recall that G is called a CLT-group iff it satis-
fies the following converse to Lagrange’s theorem: 
for every divisor d  of G| |,  G  has a subgroup of 
order d. The CLT -group and some interesting sub-
classes of the class of all CLT -groups have been 
studied by many authors (see Chapters 1, 3, 4 and 5 
in [13] and the recent paper [14]–[18]).  

Definition 3.5. (i) We say that G is a CLTσ -group 
if G  has a complete Hall σ -set 1{1 }tH … H, , ,  such 
that for all subgroups i iA H≤ ,  G  has a subgroup of 
order 1 tA A| | | | .   

(ii) We say that G is a generalized CLTσ -group 
if for all ( )i ip G∈ σ ∈ σ ,  G  has a subgroup of order 

1
1

tnn
tp p  for each 1( )tn … n, ,  such that 1

1
tnn

tp p  
divides G| | .   

Remark 3.6. (i) G is a CLTσ -group if and only 
if G has a complete Hall σ -set 1{1 }tH … H, , ,  such 
that for every i and for every subgroup iA  of iH ,  G 
has a subgroup iE  of order 

iiA G σ| || | .  Indeed, the 

intersection 1 tE E … E= ∩ ∩  has order 1 tE A A| |=| | | |  
since ( ) 1i jG E G E| : |,| : | =  for all i j≠ .   

(ii) G is a generalized CLTσ -group if and only 
if for all ( )ip G∈ σ ∈ σ ,  G  has a subgroup of order 

i

np G ′σ| |  for each n such that np  divides G| |  (see (i)).  

Note that G is a CLT-group iff G is a CLTσ -group, 
where {{2} {3} }…σ = , , .  The group G  in Example 
1.2 is a CLTσ -group but it is not a CLT -group.  

Example 3.7. (i) Every σ -nilpotent group is a 
CLTσ -group, and the σ -nilpotent groups can be 
characterized as the groups having a complete Hall 
σ -set 1{1 }tH … H, , ,  such that G  has a normal sub-
group of order 1 tA A| | | |  for each set 1{ }tA … A, ,  
such that iA  is a normal subgroup of iH .   

(ii) Now let G be a σ -soluble group and A be a 
cyclic group of order G| | .  We shaw that B G A= ×  
is a generalized CLTσ -group. Let ( )ip B∈ σ ∈ σ  
and np  divides 2B G| |=| | .  Let P be a Sylow p-sub-
group of G  and mP p| |= .  Since G  is σ -soluble, it 
has a iσ -complement E  such that EP PE=  by 
Proposition 5.3 below. Let 1E  be the iσ -comple-
ment of BA.  First assume that n m≤ ,  and let 1P  be 
the subgroup of A  of order np .  Then 1 1E E P×  is a 
subgroup of G of order 

i

np G ′σ| | .  Finally, if n m>  

and 2P  is the subgroup of A  of order n mp − ,  then 

1 2PE E P×  is a subgroup of G  of order 
i

np G ′σ| | .   

Theorem 3.8 (Guo, Skiba [22]). Every CLTσ -group 
is σ -soluble.   

Note that the group 4G A P= × ,  where 4A  is 
the alternating group of degree 4 and P  a group of 
order 5, is soluble but it is not a CLTσ -group, where 

{{3 5} {3 5} }′σ = , , , .   
The symmetric group 4S  of degree 4 is not su-

persoluble but it clearly is a CLT -group. Neverthe-
less, if G  is of odd order and every homomorphic 
image of G  is a CLT -group, then G  is supersolu-
ble (Humphreys [19]). On the other hand, the Ore-
Zappa theorem states (see [20], [21] or Theorem 4.1 
in [13, Ch. 1] that G  is supersoluble also in the case 
when every subgroup of G  is a CLT -group. With 
respect to CLTσ -groups we get the following fact.  
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Theorem 3.9 (Guo, Skiba [22]). Let D G σ= .N  
Suppose that G  has a complete Hall σ -set 

1{1, }tH … H, ,  such that iH  is supersoluble when-
ever 1iH D∩ ≠ .  Then G  is σ -supersoluble if and 
only if every section of G  is a CLTσ -group.   

Now we consider some special classes of σ -su-
persoluble CLTσ -groups.  

We will say that a subgroup A of G is Hσ -sub-
normally (respectively Hσ -permutably, Hσ -nor-
mally) embedded in G  if A  is a σ -Hall subgroup 
of some σ -subnormal (respectively σ -permutable 
(see Definition 4.2 below), normal) subgroup of G.   

In the special case, when {{2} {3} }…σ = , , ,  the 
definition of Hσ -normally embedded subgroups is 
equivalent to the concept of Hall normally embedded 
subgroups in [15], the definition of Hσ -permutably 
embedded subgroups is equivalent to the concept of 
Hall S -quasinormally embedded subgroups in [18] 
and the definition of Hσ -subnormally embedded 
subgroups is equivalent to the concept of Hall sub-
normally embedded subgroups in [16].  

Example 3.5 (i) is one of the motivations for 
the following our observation.  

Theorem 3.10 (Guo, Skiba [22]). Let  
1{1, }tH … H= , ,H  

be a complete Hall σ -set of G,  D G σ= N  and 
( )Dπ = π .  Any two of the following conditions are 

equivalent:  
(i) For all ( )ip G∈ σ ∈ σ ,  where p ∈ π,  and each 

natural number n such that np  divides G| |,  G has 
a Hσ -subnormally embedded subgroup of order 

.
i

np G ′σ| |   

(ii) For each set 1{ }tA … A, , ,  where iA  is a nor-
mal subgroup of iH  for all 1i … t= , , ,  G has a Hσ -nor-
mally embedded subgroup of order 1 tA A| | | | .   

(iii) D is cyclic of square-free order and for 
each ( )i Dσ ∈ σ ,  ( ) 1i G| σ ∩ π |= .   

In the case, when {{2} {3} }…σ = , , ,  Theorem 
3.10 covers Theorem 11 in [15], Theorem 2.7 in [16] 
and Theorems 3.1 and 3.2 in [18].  

Theorem 3.11 (Guo, Skiba [23]). Let 
1{1 }tH … H= , , ,H  

be a complete Hall σ -set of G  and D G σ= .N  Then 
any two of the following conditions are equivalent:  

(i) G has an Hσ -permutably embedded sub-
group of order A| |  for each subgroup A of G.    

(ii) D is cyclic of square-free order and 
( ) 1i G| σ ∩ π |=  for each ( )i Dσ ∈ σ .   

(iii) For each set 1{ }tA … A, , ,  where iA  is a 
subgroup (respectively normal subgroup) of iH  for 

all 1i … t= , , ,  G  has an Hσ -permutably embedded 
(respectively Hσ -normally embedded) subgroup of 
order 1 tA A| | | | .   

Let F  be a class of groups. A subgroup H  of 
G  is said to be an F -covering subgroup of G  [25, 
VI, Definition 7.8] if H ∈ F  and for every subgroup 
E  of G  such that H E≤  and E N/ ∈ F  it follows 
that E NH= .  We say that a subgroup H  of G  is a 
σ -Carter subgroup of G  if H  is an σN -covering 
subgroup of G, where σN  is the class of all σ -nil-
potent groups.  

A group G is said to have a Sylow tower if G 
has a normal series 0 1 11 t tG G G G G−= < < < < =  
such that for each {1 }i … t∈ , , ,  1i iG G −| / |  is the order 
of some Sylow subgroup of G. 

Let H K/  be a chief factor of G.  Then we say 
that H K/  is σ -central [4] (in G) if the semidirect 
product ( ) ( ( ))GH K G C H K/ / /�  is σ -primary. 
Otherwise, we say that H K/  is σ -eccentric (in G).  

We say that G  is an H Eσ -group if G  is a 
group of the form G D M= ,�  where D G σ= N  is a 
σ -Hall subgroup of G  with ( ) ( )D D| σ |=| π |  such 
that D has a Sylow tower and every chief factor of G 
below D is σ -eccentric, M is a σ -Carter subgroup 
of G and M acts irreducibly on every M-invariant 
Sylow subgroup of D.  

We do not still know the structure of the 
groups G  with an Hσ -subnormally embedded sub-
group of order A| |  for each subgroup A  of G.  
Nevertheless, the following fact is true.  

Theorem 3.12 (Guo, Skiba [23]). Any two of 
the following conditions are equivalent:  

(i) Every subgroup of G  is Hσ -subnormally 
embedded in G.   

(ii) Every σ -subnormal subgroup H  of G  is 
a H Eσ -group.   

(iii) Every σ -subnormal subgroup H of G is a 
group of the form H D M= ,�  where D is a σ -Hall 
subgroup of H  with ( ) ( )D D| σ |=| π |  and D  has a 
Sylow tower, M is σ -nilpotent and M acts irreduci-
bly on every M-invariant Sylow subgroup of D.  

Now, consider some corollaries of Theorems 
3.11 and 3.13.  

From Theorem 3.11 we get the following result.  
Corollary 3.13 (Guo, Skiba [23]). Suppose that G 

possesses a complete Hall σ -set 1{1 }tH … H= , , ,H  
such that iH  is nilpotent for all 1i … t= , , .  Then G  
has an Hσ -normally embedded subgroup of order 

H| |  for each subgroup H  of G  if and only if the 
nilpotent residual D G= N  of G  is cyclic of square-
free order and ( ) ( )D D| σ |=| π | .   
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In the case when {{2} {3} }…σ = , ,  we get from 
Corollary 3.13 the following known result.  

Corollary 3.14 (Ballester-Bolinches, Qiao [24]). 
G  has a Hall normally embedded subgroup of order 
H| |  for each subgroup H of G if and only if the nilpo-

tent residual GN  of G is cyclic of square-free order.  
On the basis of Theorems 3.11 and 3.12 the 

following theorem are proved.  
Theorem 3.15 (Guo, Skiba [23]). Any two of 

the following conditions are equivalent:  
(i) Every subgroup of G  is Hσ -permutably 

embedded in G.   
(ii) G G Mσ= N �  is an H Eσ -group, where 

G σN  is a cyclic group of square-free order.   
(iii) G D M= ,�  where D is a σ -Hall cyclic sub-

group of G of square-free order with ( ) ( )D D| σ |=| π |  
and M  is σ -nilpotent  

Theorem 3.16. (Guo, Skiba [23]). Any two of 
the following conditions are equivalent:  

(i) Every subgroup of G  is Hσ -normally em-
bedded in G.   

(ii) G G Mσ= N �  is an H Eσ -group, where 
G σN  is a cyclic group of square-free order and M  
is a Dedekind group.   

(iii) G D M= ,�  where D  is a σ -Hall cyclic 
subgroup of G  of square-free order with 

( ) ( )D D| σ |=| π |  and M  is a Dedekind group.  
Corollary 3.17 (Li, Liu [16]). Every subgroup 

of G is a Hall normally embedded subgroup of G if 
and only if G D M= ,�  where D G= N  is a cyclic 
Hall subgroup of G of square-free order and M is a 
Degekind group.  

Corollary 3.18. Every subgroup of G is a Hall 
S -quasinormally embedded subgroup G  if and 
only if G D M= ,�  where D G= N  is a cyclic Hall 
subgroup of G of square-free order and M is a 
Carter subgroup of G.   

In conclusion of this section, consider the fol-
lowing example.  

Example 3.19. Let 1 25 np p p< < < <  be a 
set of primes and p  a prime such that either np p>  
or p  divides 1ip −  for all 1i … n= , , .  Let A  be a 
group of order p  and iP  a simple 

ip AF -module 

which is faithful for A.  Let i iA P A= �  and  

1( ((B A= 2 )A 3 )A ) 5A  
(see [25, p. 50]). We can assume without loss of 
generality that iA B≤  for all 1i … n= , , .  Let 

5G A B= × ,  where 5A  is the alternating group of 
degree 5 and σ  is a partition of P  such that for some 
different indices 1 ni j i i I, , , , ∈  we have ip ∈ σ ,  
{2 3 5} j, , ⊆ σ  and 

kk ip ∈ σ  for all 1k … n= , , .  It is 
clear that  

1 2 nD P P P G σ= = N  
is a σ -Hall subgroup of G  and 5( )G D A A= × .�   

We show that every subnormal subgroup H of G 
satisfies the condition in Theorem 3.12. If 1H σ = ,N  
it is evident. Hence we can assume that 1H σ ≠ ,N  so 
A H≤  since every p′ -subgroup of G is σ -nilpo-

tent. But then 5( ) ( ( ))H H D A H A= ∩ × ∩ ,�  where 
H D∩  is a normal σ -Hall subgroup of H  and 

5( )M A H A= × ∩  is a σ -nilpotent subgroup of H  
which induces on every non-identity Sylow sub-
group of H D∩  a non-trivial irreducible group of 
automorphisms. Therefore H H Dσ = ∩N  and 

( ) ( )H Hσ σ| σ |=| π | .N N  It is also clear that M  is a 
σ -Carter subgroup of H  and every chief factor of 
H  below H σN  is σ -eccentric in H .  Thus G  sat-
isfies Condition (ii) in Theorem 3.12. Hence every 
subgroup H  of G  is Hσ -subnormally embedded in 
G.  On the other hand, the subgroup 2DAC ,  where 

2C  is a subgroup of order 2 of G,  is not subnor-
mally embedded in G  since 2C  is not a Sylow sub-
group of any subnormal subgroup of G. 

Finally, if p  divides 1ip −  for all 1i … n= , , ,  
then i iP p| |=  for all 1i … n= , , ,  so G  satisfies Con-
dition (ii) in Theorem 3.15 and hence satisfies the 
condition in Theorem 3.11.  
 

4 Finite groups whose n-maximal subgroups 
are σ -subnormal  

By the σ -nilpotent length (denoted by ( ))l Gσ  
of a σ -soluble group G  we mean the length of the 
shortest normal chain of G with σ -nilpotent factors. 
If ( ) ( )G G| σ |=| π |,  then we say that G  is σ -fiber.  

Definition 4.1. If 
1 1 0n nM M M M G−< < < < = ,  

where iM  is a maximal subgroup of 1iM − ,  
1 2i … n= , , , ,  then the chain 1 1n nM M M−< < <  is 

said to be a maximal chain of G  of length n  and 
nM  is an n-maximal subgroup of G.  

We say that G  is a group of σ -Spencer height 
( )h G nσ =  if every maximal chain of G  of length n  

contains a proper σ -subnormal entry and there ex-
ists at least one maximal chain of G  of length 1n −  
which contains no any proper σ -subnormal entry. 
Note that ( ) 1h Gσ =  if and only if G  is σ -nilpotent; 

( ) 2h Gσ =  if and only if G  is a σ -fiber Schmidt 
group with abelian Sylow subgroups (see Theorem 
4.7 below).  

The relationship between n-maximal subgroups 
(where 1)n >  of a group G and the structure of G 
was studied by many authors. One of the first re-
sults in this direction were obtained by Huppert [26]. 
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He proved that: if all 2-maximal subgroups of a 
group G are normal, then G is supersoluble; if all 3-ma-
ximal subgroups of G are normal, then G is soluble 
of rank ( ) 2r G ≤ .  Mann described the structure of 
the group G in which each n-maximal subgroup is 
subnormal in the case when 1k n≤ − ,  where k  is 
the number of distinct prime divisors of the order of 
G [27]. He also proved that G is nilpotent if G is 
soluble and k n> .  Deskins [28] and Spencer [29] 
analyzed the group G in which every n-maximal 
chain contains at least one proper subnormal sub-
group. Some resent researches in this line may see, 
for example, [30]–[45]. In particular, Lutsenko and 
Skiba [40] obtained a full description of groups with 
subnormal second and third maximal subgroups; 
further, in the paper [43], Guo, Andreeva and Skiba 
described groups of Spencer height ( ) 3h G ≤ .   

In this section we discuss the groups with σ -sub-
normal and σ -permutable n-maximal subgroups, in 
the sense of the following definition.  

Definition 4.2. A subgroup H of G is said to be 
σ -quasinormal or σ -permutable in G  [4] if G  
possesses a complete Hall σ -set H  such that 

x xHA A H=  for all members A∈H  and all x G∈ .   
Note, in passing, that the σ -permutable sub-

groups forms a subclass of the class of all σ -sub-
normal subgroups of the group (see Theorem B in [4]).  

Example 4.3. (i) Let p q r> >  be primes, 
where q  divides 1p −  and r  divides 1q − .  Let 

1 2{ }σ = σ ,σ ,  where 1 { }p qσ = ,  and 2 { }p q ′σ = , .  
Let H Q R= �  be a non-abelian group of order qr,  
P  a simple p HF -module which is faithful for H ,  
and G P H= .�  Then the subgroup Q  is not sub-
normal in G  but it is σ -subnormal in G.   

(ii) In the above group G,  let 1 2{ }σ = σ ,σ ,  
where 1 { }p rσ = ,  and 2 { }p r ′σ = , .  Then P p| |> .  
Since q  divides 1p − ,  PQ  is supersoluble. Hence 
for some normal subgroup L  of PQ,  we have 
1 L P< < .  Then for every Hall 1σ -subgroup V  of 
G  we have L P V≤ ≤ ,  so QV V VQ= = .  On the 
other hand, for every Hall 2σ -subgroup xQ  of G we 
have xQ PQ≤ ,  so x xLQ Q L= .  Hence L is σ -per-
mutable in G.  It is also clear that L is not normal in 
G, so LR RL≠ ,  which implies that L is not S-per-
mutable in G. 

Our first observation is the following result.  
Theorem 4.4 (Guo, Skiba [46]). (i) If 

( ) 3h Gσ ≤ ,  then G  is σ -soluble.   
(ii) If each 3-maximal subgroup of G is σ -sub-

normal in G  and G  is not σ -nilpotent, then G  is 
soluble.  

Corollary 4.5 (Huppert [26]). If each 3-maxi-
mal subgroup of G is normal in G, then G is soluble.  

Corollary 4.6 (Spencer [29]). If ( ) 3h G ≤ ,  then 
G is soluble.   

On the basis of Theorem 4.4, the following fact 
is proved.  

Theorem 4.7 (Guo, Skiba [46]). Suppose that 
G  is not σ -nilpotent. Then the following statements 
are equivalent:  

(i) ( ) 2h Gσ = .   
(ii) G  is a σ -fiber Schmidt group with abelian 

Sylow subgroups.  
(iii) Every 2-maximal subgroup of G is sub-

normal in G.  
For the general case we prove the following  
Theorem 4.8 (Guo, Skiba [46]). Suppose that 

G  is σ -soluble. Let 0σ  be a partition of P  such 
that 0σ ≤ σ.  Then:   

(i) ( ) ( )l G h Gσ σ≤ .   
(ii) If either ( ) ( )h G Gσ <| σ |  or G is 0σ -soluble 

and every n-maximal subgroup of G, where 
0 ( )n G<| σ |,  is σ -subnormal in G, then G is σ -nil-

potent.  
(iii) If ( ) ( )n h G Gσ= ≤| σ |,  then every n-maxi-

mal subgroup of G  is σ -subnormal in G.   
In this theorem 0σ ≤ σ  means that for each 

j J∈  there is i I∈  such that 0
j iσ ⊆ σ .   

Corollary 4.9 (Mann [27]). Suppose that G is a 
soluble group and each n-maximal subgroup of G  
is subnormal. If ( )n G<| π |,  then G  is σ -nilpotent.  

Corollary 4.10 (Spencer [29]). Suppose that G  
is a soluble group. Then:  

(i) ( ) ( )l G h G≤ .   
(ii) If ( ) ( )h G G<| π |,  then G  is σ -nilpotent.  
Theorem 4.11 (Guo, Skiba [46]). Suppose that 

G  is a soluble but not a σ -nilpotent group. Let 
1{1 }tH … H, , ,  be a complete Hall σ -set of G  and 

1{ }nP … P, ,  a Sylow basis of G.  Then the following 
are equivalent:  

(i) Each n-maximal subgroup of G,  where 
( )n G≤| π |,  is σ -subnormal in G.   

(ii) G D M= ,�  where D G σ= N  is a nilpotent 
Hall subgroup of G,  and the following hold:  

(a) M  is not σ -subnormal in G,  so some Sy-
low subgroup 1P  of M  is not σ -subnormal in G.  
The subgroup 1P  is cyclic and it forms an irreduci-
ble pair with iP  for all 1i > ,  so iP  is elementary 
abelian. Moreover, if 1 1P H≤  and 1P  is not of prime 
order, then 2{ }tH … H, ,  are normal in G.   

(b) If G  possesses at least two non- σ -sub-
normal non-isomorphic Sylow subgroups, then all 
non- σ -subnormal Sylow subgroups are of prime 
order.   

(c) If 1P  is a iσ -group and 1V  is the maximal 
subgroup of 1P ,  then 1( )GG N V| : |  is a iσ -number.   

Corollary 4.12 (Mann [27]). Suppose that G  is 
a soluble group and each n -maximal subgroup of 
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G  is subnormal. If ( )n G≤| π |,  then G  is one of the 
following type:  

(a) G  is nilpotent.  
(b) G HN= ,  where  
(i) N  is a normal abelian Hall subgroup, and 

all Sylow subgroups of N  are elementary abelian.   
(ii) H  is a cyclic Hall subgroup, and H| |  is 

either a prime power or square-free number.  
(iii) ( ) 1N H| |,| | = .   
(iv) If pH  is a Sylow subgroup of H  and qN  

is a Sylow subgroup of N,  then pH  induces in qN  
an irreducible automorphism group of order p or 1. 
In the latter case, qN| |  =q.  

Conversely, a group of type (a) or (b) has each 
n-maximal subgroup subnormal.  

From Theorem 4.8 (iii) and Theorem 4.7 we 
also get the following known result.  

Corollary 4.13 (Spencer [29]). Suppose that G 
is a soluble group. If G is not nilpotent and 

( ) ( )h G G≤| π |,  then every Sylow subgroup of G  is 
either cyclic or elementary abelian. Furthermore if 
there exist at least two non-normal non-isomorphic 
Sylow subgroups of G, then all non-normal Sylow 
subgroups of G are of prime order.  

Recall that the rank ( )r G  of a soluble group G 
is the maximal integer k such that G has a chief fac-
tor of order kp ,  for some prime p (see [25, p. 685]).  

Our next observation is the following fact.  
Theorem 4.14 (Guo, Skiba [46]). Suppose that 

G is soluble and each n-maximal subgroup of G is 
σ -permutable in G.  Suppose that G  has a com-
plete Hall σ -set H  such that for every member H  
of H  we have ( ) 1r H n≤ − .  Then ( ) 1r G n≤ − .   

A subgroup H of G is called qusinormal or 
permutable (S-quasinormal [47] or S-permutable, 
respectively) if HA AH=  for every subgroup (every 
Sylow subgroup, respectively) A of G.  

Corollary 4.15. Suppose that G is a soluble 
group and each n-maximal subgroup of G is S-per-
mutable in G.  Then ( ) 1r G n≤ − .   

Corollary 4.16 (Mann [27]). Suppose that G is 
a soluble group and each n-maximal subgroup of G 
is quasinormal. Then ( ) 1r G n≤ − .   

If G  is not σ -nilpotent and each 3-maximal or 
each 2-maximal subgroup of G is σ -subnormal in G, 
then G is soluble by Theorems 4.4 and 4.14. Hence 
we get also from Theorem 4.14 the following facts.  

Corollary 4.17. Suppose that each 3-maximal 
subgroup of G  is σ -permutable in G.  If G  has a 
complete Hall σ -set H  such that for every member 
H  of H  we have ( ) 2r H ≤ ,  then G  is soluble and 
( ) 2r G ≤ .   

Corollary 4.18 (Agrawal [48]). If every 2-maxi-
mal subgroup of G is S-permutable in G, then G is 
supersoluble.  

Corollary 4.19 (Huppert [26]). If every 3-ma-
ximal subgroup of G is normal in G, then G is solu-
ble of rank r(G) at most two.   
 

5 ΠF -soluble and ΠF -nilpotent groups  
We say that a chief factor H K/  of G is 

ΠF -central (in G) if the semidirect product 
( ) ( ( ))GH K G C H K/ / /�  

is ΠF -primary.  
Definition 5.1. We say that G is: (i) ΠF -soluble 

if every chief factor of G  is either a ′Π -group or 
ΠF -primary; (ii) ΠF -nilpotent if every chief factor 
of G  is either a ′Π -group or ΠF -central (in G).  

We use the symbols ΠSF  and ΠNF  to denote 
the classes of all ΠF -soluble groups and of all ΠF -so-
luble groups, respectively.  

The direct calculations show that the following 
proposition is true.  

Proposition 5.2. The class ΠSF  is closed under 
taking direct products, homomorphic images and sub-
groups. Moreover, any extension of the ΠSF -group 
by a ΠSF -group is a ΠSF -group.  

A set 1∈H  of subgroups of G  is said to be a  
complete Hall ΠF -set of G  if every member 1≠  of 
H  is a Hall iσ -subgroup of G for some iσ ∈ Π,  H  
contains exact one Hall iσ -subgroup of G  for every 

( )i Gσ ∈ Π ∩ σ  and 0H ∈F  provided 0H ∈H  and 

0H  is a 0σ -group.  
Proposition 5.3. Let G  be ΠF -soluble and 

{ }∗Π = Π ∪ π ,  where 
i i′σ ∈Ππ = ∪ σ .  Then:  

(i) G M| : |  is either a ′Π -number or ΠF -pri-
mary for every maximal subgroup M  of G.   

(ii) For every ( )i Gσ ∈ σ ∩ Π,  G has a maximal 
subgroup M  such that G M| : |  is a iσ -number.  

(iii) G has a complete Hall ΠF -set 1{1 }tH … H, , ,  
such that 1{ }tH … H, ,  is a Π -basis of G and for 
each i j≠  every Sylow subgroup of iH  G-permutes 
with every Sylow subgroup of jH .    

(iv) For any 1Π ⊆ Π,  G has a Hall 1Π -sub-
group and every Hall 1Π -subgroup of G G-permu-
tes with every Sylow subgroup of G.  

(v) For any 1Π ⊆ Π  the following hold: G has 
a Hall 1Π -subgroup E,  every 1Π -subgroup of G  
is contained in some conjugate of E and E G-per-
mutes with every Sylow subgroup of G.    

Proof. (i) Suppose that G M| : |  is not a 
′Π -number and let GH M/  be a chief factor of G.  

Then G M| : |  divides GH M| / |,  so GH M/  is not 
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a ′Π -group. Hence GH M/  is ΠF -primary, so we 
have (i).  

(ii) Let R  be a minimal normal subgroup of 
G.  Then R  is either a ′Π -group or ΠF -primary. 
By induction, for every  

( )i G Rσ ∈ σ / ∩ Π,  
G R/  has a maximal subgroup M R/  such that 
( ) ( )G R M R G M| / : / |=| : |  is a iσ -number. Hence 

we need only to consider the case when R  is a Hall 
iσ -subgroup of G,  where ( )i Gσ ∈ σ ∩ Π.  By the 

Schur-Zassenhaus theorem, R has a complement U  
in G. But then G has a maximal subgroup M such that 

G M| : |  divides R| |,  so G M| : |  is a iσ -number.  
(iii), (iv), (v) It is not difficult to show that 

every ΠF -soluble group is ∗Π -soluble, so in view 
of Theorems A and B in [5], it is snough to show 
that if 1{ }tH H … H∈ , ,  and H  is a 0σ -group, then 
H ∈ .F  Let  

0 1 11 n nG G G G G−= < < < < =  
be a chief series of G. Since G  is ΠF -soluble, every 
factor 1i iG G −/  is either a F -group or a 0σ -group. 
In the former case H  avoids 1i iG G −/  and so  

1 1i i i iG H G H G G− −∩ / ∩ / .  
In the second case H  covers 1i iG G −/ ,  since H  is a 
Hall 0σ -group of G,  and so 1i iG H G H−∩ = ∩ .  
Therefore we have H ∈ F  since the class F  is 
closed under extentions.  

The proposition is proved.  
The following two lemmas are well-known (see, 

for example, Lemmas 3.27, 3.28 and 3.29 in [49]).  
Lemma 5.4. Let R  be an abelian minimal 

normal subgroup of G  such that G RM=  for a 
maximal subgroup M  of G.  Then  

( ( ))G GG M R G C R/ / .�  
Lemma 5.5. If the chief factors H K/  and 

S T/  of G  are G-isomorphic, then  
( ) ( ( )) ( ) ( ( ))G GH K G C H K S T G C S T/ / / / / / .� �  

Lemma 5.6. Let H  be a normal subgroup of 
G.  If ( )H H G/ ∩ Φ  is a Π -group, then H  has a 
Hall Π -subgroup, say E,  and E  is normal in G .  

Proof. Let ( )D O HΠ= .  Then, since ( )H G∩ Φ  
is nilpotent, D  is a Hall ′Π -subgroup of H .  Hence 
by the Schur-Zassenhaus theorem, H  has a Hall 
Π -subgroup, say E. It is clear that H is ′Π -soluble, 
so any two Hall Π -subgroups of H  are conjugate. 
Therefore by the Frattini argument we have  

( ) ( ( ( ))) ( ) ( )G G GG HN E E H G N E N E= = ∩ Φ = .  
Thus E  is normal in G.  The lemma is proved.  

Proposition 5.7. Any two of the following con-
ditions are equivalent:   

(i) G  is ΠF -nilpotent.  

(ii) G is ΠF -soluble and for every maximal 
subgroup M of G we have either G M| : |  is a ′Π -num-
ber or M  is ΠF -subnormal in G.    

(iii) G  has a normal Hall ′Π -subgroup E  
and G E/  is σF -nilpotent.  

(iv) G  is ΠF -soluble and G  has a normal 
Hall iσ -subgroup for all ( )i G′σ ∈ σ ∩ Π.   

Proof. (i) ⇒  (ii) Let M  be a maximal sub-
group of G  such that G M| : |  is not a ′Π -number. 
Assume that 1GM ≠ .  It is clear that the hypothesis 
holds for GG M/ ,  so GM M/  is σ -subnormal in 

GG M/  by induction. Hence M  is σ -subnormal in 
G  by Proposition 1.3(3). Now assume that 1GM = .  
By [50, A, 15.2], either G  has a unique minimal 
normal subgroup R  or G  has exactly two minimal 
normal subgroups R  and N  and the following 
hold: R  and N  are isomorphic non-abelian groups, 

1R M N M∩ = = ∩  and ( )GC R N= .  Since G M| : |  
is not a ′Π -number and clearly G M| : |  divides 

R| |,  R  and N  are ΠF -central in G.   
Let ( )GC C R= .  Suppose that R  is abelian. 

Then C R=  by [50] and so in this case we have  
( ( ))G GG G M R G C R σ/ / ∈N� F  

by Lemma 5.4, which implies that GG M/  is ΠF -pri-
mary. But then M is ΠF -subnormal in G by Proposi-
tion 1.3 (3). Similarly we can get that M is ΠF -sub-
normal in G in the case when 1C = .  Finally, assume 
that C N= .  Then  

( ) ( )R G C R G N/ = /� �  
is ΠF -primary, so M G N/  is ΠF -primary. But 
then G N M G R/ /  is ΠF -primary. It follows 
that G  is ΠF -primary. Thus M  is ΠF -subnormal 
in G.   

Hence (i) ⇒  (ii).  
(i) ⇒  (iii) Suppose this is false and let G  be a 

counterexample of minimal order. It is clear that G  
is ∗Π -soluble, so G  has a Hall ′Π -subgroup H  by 
Proposition 5.3. Let R  be a minimal normal sub-
group of G.  It is clear that the hypothesis holds for 
G R/ ,  so HR  is normal in G  by the choice of G.  
Hence we can assume that R H ,;  so 1R H∩ =  
since G  is σ -soluble, that is, R  is ΠF -primary. If 
G  has a minimal normal subgroup N R≠ ,  then as 
above we get that N  is ΠF -primary and HN  is 
normal in G and so 

( ) ( )H RH NH H R NH H R N H= ∩ = ∩ = ∩ =  
is normal in G.  Therefore R  is the unique minimal 
normal subgroup of G.  Assume that ( )R GΦ .;  
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Then from Lemma 5.6 and the isomorphism 
HR R H/  we get that H  is normal in HR  and so 
H  is a characteristic subgroup of normal subgroup 
HR  of G,  which implies that H  is normal in G.  
Therefore we may assume that ( )R GΦ .;  Let M  
be a maximal subgroup of G  such that G RM= .  
Then G M| : |  divides R| |,  so G M| : |  is not a 

′Π -number. Therefore, since (i) ⇒  (ii), M is ΠF -sub-
normal in G.  But 1GM =  and so G  is ΠF -primary, 
which implies that 1H = .   

Finally, we show that G H/  is σF -nilpotent. 
We may assume without loss of generality that 

1H = .  Then every chief factor of G if σ -central in 
G and so 1 tG H H= × × ,  where 1{1 }tH … H= , , ,H  
is a complete Hall σ -set of G  by [3]. But then G  is 
ΠF -nilpotent by Proposition 5.3. Hence (i) ⇒  (iii).  

(iii) ⇒  (iv) This is evident.  
(iv) ⇒  (i) Let H K/  be a chief factor of G.  

Assume that H K/  is not a ′Π -group. Then H K/  
is ΠF -primary since G is ΠF -soluble by hypothesis, 
so H K/  is a iσ -group for some ( )i Gσ ∈ σ ∩ Π.  
By hypothesis, G has a normal Hall iσ -subgroup E. 
Moreover, Proposition 5.3 implies that G E/ ∈F  
provided 0i = .  Therefore every chief factor of G  
between E  and G  is ΠF -central in G.  Therefore 
from the G-isomorphisms G E HE KE H K/ / /  
we get that H K/  is ΠF -central in G  by Lemma 
5.5. Therefore G  is ΠF -nilpotent.  

The proposition is proved.  
In the case when F  is the class of all 0σ -groups, 

we get from Proposition 5.7 the following  
Corollary 5.8. Any two of the following condi-

tions are equivalent: 
(i) G  is Π -nilpotent.  
(ii) G  is Π -soluble and for every maximal 

subgroup M  of G  we have either G M| : |  is a 
′Π -number or M  is Π -subnormal in G.    

(iii) G  has a normal Hall ′Π -subgroup E  
and G E/  is σ -nilpotent.  

(iv) G  has a normal Hall i′σ -subgroup for all 
( )i Gσ ∈ σ ∩ Π.   
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О КОНЕЧНЫХ π-РАЗРЕШИМЫХ ГРУППАХ БЕЗ ШИРОКИХ ПОДГРУПП 

И.Л. Сохор 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

ON FINITE π-SOLUBLE GROUPS WITH NO WIDE SUBGROUPS 

I.L. Sokhor 
F. Sсorina Gomel State University 

 
Подгруппу будем называть широкой, если ее порядок делится на каждый простой делитель порядка всей группы. По-
лучено строение конечных π-разрешимых групп, не содержащих широких максимальных подгрупп, индекс которых 
есть π-число. Исследуются группы с нильпотентными широкими подгруппами. 
 
Ключевые слова: конечные группы, π-разрешимые группы, нильпотентные группы. 
 
A subgroup H of a finite group G is said to be wide if each prime divisor of the order G divides the order H. We obtain the de-
scription of finite π-soluble groups with no wide maximal subgroups with π-number indices. We also investigate groups 
with π-special subgroups. 
 
Keywords: finite groups, π-soluble groups, nilpotent groups. 

 
 

Introduction 
All groups in this paper are finite. Let G  be a 

group. We use ( )Gπ  to denote the set of all prime 
devisors of G| | .  By ( )G| π |  we denote a number of 
different prime devisors of G| | .  We also use 
M G< ⋅  to denote that M is a maximal subgroup of G.  

A subgroup H  of a group G  is said to be 
wide if ( ) ( )H Gπ = π .  In soluble groups maximal 
subgroups have primary indices. Therefore in solu-
ble groups a non-wide maximal subgroup is a Hall 
subgroup. And conversely, every Hall maximal sub-
group of a soluble group is not wide. V.S. Monak-
hov [3], N.V. Maslova and D.O. Revin [4]–[5] in-
vestigated groups all whose maximal subgroups are 
Hall subgroups. Simple groups with wide subgroups 
were enumerated in [6]. Thus, the questions of 
V.S. Monakhov in the Kourovka notebook [7] were 
solved in full.  

If a group G has no wide subgroups and 
max ( )M Gk M<⋅= | π |,  then G  is called quasi- k -pri-

mary. A quasi-1-primary is also called quasiprimary, 
and a quasi-2-primary group is also called quasibi-
primary group. The order of a nilpotent quasipri-
mary group is equal to pq,  where p  and q  are 
different primes. The order of a nonnilpotent qua-
siprimary group is equal to ap q,  its Sylow p-sub-
group is a minimal normal subgroup, and a  is the 
minimal positive integer such that q  divides 1ap − .  
It is followed from Shmidt theorem [8] of groups 
with nilpotent proper subgroups.  

S.S. Levischenko [9] investigated quasibipri-
mary groups. He proved that a soluble quasibipri-
mary group G  can be represented as the semidirect 

product [ ]P M  of an elementary abelian Sylow 
p-subgroup P  and a quasibiprimary maximal sub-
group M  of G  [9, Theorem 3.1]. In a nonsoluble 
quasibiprimary group G  the Frattini subgroup 

( )GΦ  is primary [9, Theorem 3.2], the factor group 
( )G G/ Φ  is simple, and all such groups are enumer-

ated [9, Theorem 2.1].  
Let π  be a fixed set of primes. We consider the 

class ( )πX  of all π -soluble groups G  which have 
no wide maximal subgroups with π -number indices:  

{
}

( ) ( ) ( )

( )

G M G

M G G M

π = ∈π :| π |<| π |,

∀ <⋅ ,π : ⊆ π .

X S
 

Here πS  is the class of all π -soluble groups.  
In this paper we obtain the properties of the 

class ( )πX  and describe the structure of groups 
from this class. Furthermore, we prove that the fac-
tor group of a π -soluble group by its hypercenter 
belongs to ( )πX  under certain conditions.  
 

1 Preliminaries 
If ( )mπ ⊆ π,  then a positive integer m  is 

called π -number. A group G  is called π -group if 
( )Gπ ⊆ π,  and ′π -group if ( )G ′π ⊆ π .  A group is 

called π -soluble if it has a subnormal series whose 
factors are either soluble π -groups or ′π -groups.  

All unexplained notations and terminology are 
standard. The reader is referred to [1], [2] if necessary.  

The following properties of π -soluble groups 
are well known [10].  

Lemma 1.1. Let G  be a π -soluble group. The 
following assertions hold.  
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(1)  G  is 1π -soluble for every 1π ⊆ π.   
(2)  In G  there exist π -Hall and ′π -Hall sub-

groups.  
(3)  In G  there exist { }rπ∪ -Hall subgroups 

for every r ′∈π .   
(4)  In G  there exist q′ -Hall subgroups for 

every q∈π.   
Recall that ( )O Gπ  and ( )O G′π

 are the unique 
largest normal π -subgroup and the unique largest 
normal ′π -subgroup of a group G,  respectively.  

Lemma 1.2. Let G  be a π -soluble group. The 
following assertions hold.  

(1) If N is a minimal normal subgroup of G, 
then N is either an elementary abelian p-subgroup 
for some p∈π  or a ′π -subgroup, [3, Lemma 1].  

(2) If M is a maximal subgroup of G, then ei-
ther mG M p| : |=  for some p∈π  and positive inte-
ger m  or ( )G M ′π : ⊆ π ,  [3, Lemma 1].  

(3)  If ( )Gπ∩π ≠ ∅,  then ( ( )) 1O G O G′π π
/ ≠ ;  

if ( )G′π ∩π ≠ ∅,  then ( ( )) 1O G O G′ ππ
/ ≠ ,  [10].  

Lemma 1.3. Let G be a π -soluble group. Then 
for every ( )q G∈π∩π  in G  there exists a maximal 
subgroup M  such that mG M q| : |=  for some posi-
tive integer m.  

Proof. By Lemma 1.1 (1), a group G is q-so-
luble, and so by Lemma 1.1 (2) in G there exists a 
q′ -Hall subgroup H .  If M  is a maximal subgroup 
of G  containing H ,  then mG M q| : |=  for some 
positive integer m. Lemma is proved.  

We define the core of a subgroup H of a group 
G  by 1

G x GH x Hx−
∈= .∩  Clearly, GH  is the largest 

normal subgroup of G contained in H. A group is 
called primitive if it has a maximal subgroup with 
the trivial core.  

Lemma 1.4 [1, Theorem 4.40].  
(1) The Fitting subgroup of a primitive group is 

either trivial or a minimal normal subgroup.  
(2) A nontrivial nilpotent normal subgroup of a 

primitive group coincides with the Fitting subgroup 
and it is a minimal normal subgroup.  

(3) The Frattini subgroup of a soluble primitive 
nontrivial group is trivial and the Fitting subgroup 
is a minimal normal subgroup.  

A formation is a class of groups F  with the 
following two properties:  

(i) if G∈ F  and N G,�  then G N/ ∈ ;F   
(ii) if 1N  and 2N  are normal subgroups of G  

and 1 2G N G N/ , / ∈ ,F  then 1 2G N N/ ∩ ∈ .F   
It is easy to prove the following result.  

Lemma 1.5. Let F  be a saturated formation 
and G  a group. If G∉F  but G N/ ∈ F  for every 
N G,�  1N ≠ ,  then G  is primitive.  

By Gπ  and G ′π  we denote the π -Hall and 
′π -Hall subgroups of G,  respectively. In particular, 

pG  denotes a Sylow p-subgroup of G.   
Lemma 1.6. Let G  be a π -soluble group. If 

every maximal subgroup with π -number index is 
normal in G,  then [ ]G G G ′π π=  and Gπ  is nilpotent. 
Conversely, if [ ]G G G ′π π=  and Gπ  is nilpotent, then 
every maximal subgroup with π -number index is 
normal in G.   

Proof. By Theorem VI.9.3 [2], G is π -super-
soluble. By πN  we denote the formation of all nil-
potent π -group, ′πE  denotes the formation of all 
′π -group, and ′π π=E NF  is their formation product. 

Then F  is a saturated formation and G∈ F  if and 
only if [ ]G G G ′π π= .   

Assume that every maximal subgroup with 
π -number index is normal in G.  If M G<⋅  and 

( )G Mπ : ⊆ π,  then M  is normal in G.  Therefore 
G M p| : |= ∈π.   

Now we prove G∈ .F  Suppose that it is not 
true. If 1X ≠  is normal in G,  then G X/ ∈F  by 
induction. In view of Lemma 1.5, G  is primitive 
and ( ) ( ) 1G O G′πΦ = = .  Let N  be a minimal nor-
mal subgroup of G.  Then N q| |= ∈π  and 

[ ]G N H= ,  where H is a maximal subgroup with the 
trivial core. By hypotheses, H  is normal in G,  a 
contradiction.  

Suppose that [ ]G G G ′π π=  and Gπ  is nilpotent. 
If M  is a maximal subgroup of G  with π -number 
index, then G M′π ⊆  and M G ′π/  is a maximal sub-
group of G G G′π π/ .�  Hence M G ′π/  is normal in 
G G ′π/  since Gπ  is nilpotent, and so M  is normal 
in G. Lemma is proved.  

 
2 Properties of the class ( )πX  
Lemma 2.1. (1) ( )πX  is a saturated homomorph.  
(2)  If 1π ⊆ π,  then 1( ) ( )π ⊆ π .X X   
(3) If ( ( ))G G∈ πX  and ( )Gπ ⊆π,  then ( )G∈ π .X   
(4) Let N be a normal ′π -subgroup of π -so-

luble group G. Then ( )G∈ πX  if and only if 
( )G N/ ∈ π .X   

Proof. (1)  Suppose that ( )G∈ πX  and N G.�  
Let M N/  be a maximal subgroup with π -number 
index in G N/ .  Then M is a maximal subgroup with 
π -number index in G,  and so ( ) ( )M G| π |<| π | .  If 

( ) \ ( )r G M∈π π ,  then  
( ) ( ) \ ( )r N r G N M N∉π , ∈π / π / .  

Hence ( ) ( )M N G N| π / |<| π / |  and ( )G N/ ∈ π .X  
Thus, ( )πX  is a homomorph.  
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Now we show that ( )πX  is a a saturated class. 
Assume that ( ) ( )G G/ Φ ∈ πX  and let M be a maxi-
mal subgroup with π -number index in G.  Then 

( )M G/ Φ  is a maximal subgroup with π -number 
index in ( )G G/ Φ .  By hypothesis, ( ( ))M G| π / Φ |<  

( ( ))G G<| π / Φ | .  In view of [1, Theorem 4.33], 
( ( )) ( )G G Gπ / Φ = π .  Therefore  

( ) ( ( ))
( ( )) ( ) ( )

M M G
G G G G
| π |=| π / Φ |<

<| π / Φ |=| π |, ∈ π .X
 

(2) Suppose that ( )G∈ π .X  Then G is π -solu-
ble, and in view of 1.1 (1) G is 1π -soluble. If M is a 
maximal subgroup of G such that 1( )G Mπ : ⊆ π ⊆ π,  
then ( ) ( )M G| π |<| π |  since ( )G∈ π .X  Conse-
quently, 1( )G∈ πX  and 1( ) ( )π ⊆ π .X X   

(3)  Assume that ( ( ))G G∈ π .X  Then G  is 
soluble and has no wide subgroups, that is, for every 
maximal subgroup M  of G  we have 

( ) ( ) ( ) ( )G M G M Gπ : ⊆ π ⊆ π, | π |<| π | .  
Hence ( )G∈ π .X   

(4) If ( )G∈ π ,X  then by assertion (1) ( )G N/ ∈ πX  
for any normal subgroup N of G.  

Conversely, let N  be a normal ′π -subgroup of 
a π -soluble group G.  Suppose that ( )G∉ π .X  Then 

( ) ( )A Gπ = π  for some maximal subgroup A of G 
such that ( )G Aπ : ⊆ π.  Since N is a ′π -group, we 
have N A⊆ .  Now, A N/  is a maximal subgroup of 
G N/  and  

( )G A G N A N G N A N| : |=| / : / |, π / : / ⊆ π.  
By inductive hypothesis, ( )G N/ ∈ π ,X  consequen-
tly, ( ) ( )A N G N| π / |≠| π / | .  Assume that 

( ) \ ( )r G N A N∈π / π / .  
Then ( ) ( )r G A∈π = π .  Since ( )r A∈π  and 

( )r A N∉π / ,  it follows that some Sylow r-subgroup 

rA  of A  is contained in N .  As N is a ′π -subgroup, 
therefore r ′∈π .  Since ( )G Aπ : ⊆ π,  we see that rA  
is a Sylow r-subgroup of G  and ( )r G N∉π / ,  a 
contradiction. Thus we conclude that ( )G X∈ π .   

Lemma is proved.  
Example 2.2. Let p and q de different primes, n 

be the least positive integer such that q devides 
1np − .  There exists [ ]np

S E Q= ,  where np
E  is an 

elementary abelian subgroup of order np ,  Q q| |= .  
In S  all proper subgroups are primary. Therefore 

({ })S p q∈ , .X  It is clear that a cyclic group pZ  of or-
der p belongs to ({ })p q, .X  A group qG S Z= ×  con-
tains a wide subgroup n qp

E Z× .  Hence ({ })G p q∈ , ./ X  

Since a formation is closed under direct products, we 
obtain that ({ })p q,X  is not a formation.  

Further note that if a maximal subgroup M of G 
contains a Sylow p-subgroup, then M is normal in G. 
Hence the order of the factor group GG M/  is equal 
to q and ({ })GG M p q/ ∈ , .X  If a maximal subgroup 
H of G contains a Sylow q-subgroup, then H is not 
normal in G and coincides with a Sylow q-subgroup. 
Therefore g

qH Q Z= × ,  g S∈ ,  and G qH Z= .  Hen-
ce GG H S/ �  and ({ })GG H p q/ ∈ , .X  It follows 
that all primitive factor groups of G  belong to 

({ })p q, ,X  but ({ })G p q∉ , .X  Thus ({ })p q,X  is 
not a Schunck class.  

Lemma 2.3.  
(1)  If ( )G∈ π ,X  then ( )GΦ  is a ′π -group.  
(2)  ( )G∈ πX  if and only if ( ) ( )G G X/ Φ ∈ π .   
(3)  If ( )G X∈ π  and ( ) 1O G′π = ,  then ( )F G  

is a Hall subgroup and every Sylow subgroup of 
( )F G  is a minimal normal subgroup in G.  

Proof. (1)  Suppose that ( ( ))p G∈π Φ ∩π.  By 
Lemma 1.3, in G there exists a maximal subgroup 
M  such that aG M p| : |= .  Note that M  is a Hall 
subgroup in G  since ( )G∈ π ,X  and so ( )p M∉π .  
But ( ( )) ( )p G M∈π Φ ⊆ π .  This contradiction shows 
that ( )GΦ  is a ′π -group.  

(2)  Assume that ( )G∈ π .X  Then by assertion 
(1), ( )GΦ  is a ′π -group. Consequently, by Lemma 
2.1 (4), ( ) ( )G G/ Φ ∈ π .X   

Conversely, let ( ) ( )G G/ Φ ∈ π .X  Hence, in 
view of Lemma 2.1 (1), ( )G∈ π .X   

(3)  By assertion (1), ( ) 1GΦ = .  Let N  be a 
minimal normal subgroup of G. Then N is a p-sub-
group for some ( )p G∈π∩π .  By [1, Theorem 3.20], 
there exists a subgroup M such that [ ]G N M= .  Note 
that M is a maximal subgroup and ( ) { }G M pπ : = .  
By hypothesis, ( ) ( )M Gπ ≠ π ,  therefore M is a p′ -Hall 
subgroup and N is a Sylow p-subgroup of G.  

Lemma is proved.  
Lemma 2.4.  A soluble group G is quasi-k-pri-

mary if and only if ( ( ))G G∈ πX  and ( ) 1G k| π |= + .   
Proof. Suppose that a soluble group G is quasi-

k-primary. Then G has no wide maximal subgroups 
and ( ( ))G G∈ π .X  We show that ( ) 1G k| π |= + .  
Since G is quasi-k-primary, it follows that for every 
maximal subgroup H of G we have ( )H k| π |≤ <  

( )G<| π |,  and there exists a maximal subgroup M  
such that ( )M k| π |= .  In view of [1, Theorem 4.14], 
maximal subgroups of a soluble group have primary 
indices, and so G M pα| : |= ,  ( )p G∈π ,  α∈ .N  
Since G M G M| |=| | ⋅ | : |,  we have ( ) 1G k| π |≤ + .  
Thus, ( ) 1G k| π |= + .   
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Conversely, assume that ( ( ))G G∈ πX  and 
( ) 1G k| π |= + .  Then G  is ( )Gπ -soluble, and so G  

is soluble. Also, G  has no wide maximal subgroups, 
i. e., for every maximal subgroup M  of G  we have 

( ) ( ) 1M G k| π |<| π |= + .  Hence ( )M k| π |=  and G  is 
quasi-k-primary. Lemma is proved.  

 
3 The structure of groups from the class ( )πX  
In π -soluble groups indices of maximal sub-

groups are primes from π  or ′π -numbers. It follows 
that if a group belongs to the class ( )X π ,  then its 
every maximal subgroup with π -number index is a 
Hall subgroup. Such groups are described by 
V.S. Monakhov [3].  

Lemma 3.1. [3]. Let G  be a π -soluble group. 
The following assertions are equivalent.  

(1)  Chief π -factors of G  are isomorphic to 
Sylow subgroups.  

(2)  Every maximal subgroup with π -number 
index is a Hall subgroup.  

(3) The set of all maximal subgroups with π -num-
ber indices of G coincides with the set of all p-sup-
plements for all p∈π.   

(4) A Hall π -subgroup of every normal dπ -sub-
group of G  is a π -Hall subgroup of G.   

Theorem 3.2. Let G  be a π -soluble group, 
( )Gπ∩π ≠ ∅  and ( ) 1O Gπ ≠ .  Then ( )G∈ πX  if 

and only if [ ]pG G M= ,  where pG  is a minimal nor-
mal Sylow p-subgroup of G for some ( ( ))p O Gπ∈π ,  
M  is a maximal subgroup of G  and ( )M ∈ π .X   

Proof. Assume that ( )G∈ π .X  If H G<⋅  such 
that ( )G Hπ : ⊆ π,  then by Lemma 1.2 (2), 
G H rα| : |=  for some r∈π  and positive integer α.  

Since ( ) ( )G Hπ ≠ π ,  it follows that ( )r H∉π  and 
H  is a r′ -Hall subgroup. Therefore G  satisfies 
assertion (2) of Lemma 3.1. By Lemma 1.2 (1), there 
exists a minimal normal p -subgroup N  for some 

( ( ))p O Gπ∈π  since ( ) 1O Gπ ≠ .  In view of Lemma 
3.1 (4), N is a Sylow p-subgroup of G, i. e., pN G= .  
By Lemma 1.3, there exists a maximal subgroup M 
of G  such that aG M p| : |= ,  a∈ .N  Hence 

[ ]pG G M= ,  and so by Lemma 2.1 (1), ( )M ∈ π .X   
Conversely, suppose that [ ]pG G M= ,  where 

pG  is a minimal normal Sylow p-subgroup of G  for 
some ( ( ))p O Gπ∈π ,  M  is a maximal subgroup of 
G  and ( )M ∈ π .X  Let K  be a maximal subgroup 
of G  with π -number index. Then by Lemma 1.2 
(2), G K rα| : |=  for some r∈π  and positive integer 
α.  If r p= ,  then pG G K= .  Hence 1pG K∩ =  and 
M K ,�  and so ( ) ( ) ( )K M G| π |=| π |<| π | .  If r p≠ ,  

then pG K< .  Therefore [ ]pK G M K= ∩ =  
[ ]( )pG M K= ∩ ,  and so ( ) ( )K G| π |<| π | .  Otherwise  

( ) ( ) \{ } ( ) \{ } ( )M G p K p M Kπ = π = π = π ∩ ,  
and this is a contradiction since ( )M ∈ π .X  Thus, 

( )G∈ π .X  Theorem is proved.  
Corollary 3.2.1. Let G  be a π -soluble group 

and ( )Gπ∩π ≠ ∅.  Then ( )G∈ πX  if and only if  
( ) [ ( ) ( )] ( )pG O G G O G O G M O G′ ′ ′ ′π π π π/ = / / ,  

where ( ) ( )pG O G O G′ ′π π/  is a minimal normal Sylow 
p-subgroup of ( )G O G′π/ ,  ( ( ( )))p O G O G′π π∈π / ,  
M  is a maximal subgroup of G  and ( )M ∈ π .X   

Proof. If ( ) 1O G′π = ,  then in view of Theorem 
3.2 corollary is true.  

Let ( ) 1O G′π ≠ .  Then by Lemma 1.2 (3), 
( ( )) 1O G O G′π π/ ≠ .  

Suppose that ( )G∈ π .X  In view of Lemma 2.1 
(4), ( ) ( )G O G′π/ ∈ π .X  By Theorem 3.2,  
 ( ) [ ( ) ( )] ( )pG O G G O G O G M O G′ ′ ′ ′π π π π/ = / / ,  
where ( ) ( )pG O G O G′ ′π π/  is a minimal normal Sylow 
p-subgroup of ( )G O G′π/ ,  ( ( ( )))p O G O G′π π∈π / ,  
and ( )M O G′π/  is a maximal subgroup of 

( )G O G′π/ ,  ( ) ( )M O G′π/ ∈ π .X  Hence M  is a 
maximal subgroup of G  and ( )M ∈ πX  in view of 
Lemma 2.1 (4).  

Conversely, assume that G can be represented as  
( ) [ ( ) ( )] ( )pG O G G O G O G M O G′ ′ ′ ′π π π π/ = / / ,  

where ( ) ( )pG O G O G′ ′π π/  is a minimal normal Sylow 
p-subgroup of ( )G O G′π/ ,  ( ( ( )))p O G O G′π π∈π / ,  
M  is a maximal subgroup of G  and ( )M ∈ π .X  
Then ( )M O G′π/  is a maximal subgroup of 

( )G O G′π/  and ( ) ( )M O G′π/ ∈ πX  in view of 
Lemma 2.1 (4). Consequently, by Theorem 3.2, 

( ) ( )G O G′π/ ∈ π .X  Hence ( )G∈ πX  by Lemma 2.1 
(4). Corollary is proved.  

Corollary 3.2.2. A soluble group G is quasi-k-
primary if and only if [ ]pG G M= ,  where pG  is a 
minimal normal Sylow p-subgroup of G  for some 

( )p G∈π ,  M  is a maximal quasi- ( 1)k − -primary 
subgroup of G.  

Proof. Suppose that a soluble group G is quasi-
k-primary. Then in view of Lemma 2.4, 

( ( ))G G∈ πX  and ( ) 1G k| π |= + .  By Theorem 3.2, 
[ ]G N M= ,  where N  is a minimal normal Sylow 

p-subgroup of G  for some ( )p G∈π ,  M  is a maxi-
mal subgroup of G  and ( ( ))M G∈ π .X  Hence by 
Lemma 2.1 (2), ( ( ))M M∈ π .X  Besides, ( )M| π |=  

( ) ( )G N k=| π | − | π |= .  Consequently, M  is quasi-
( 1)k − -primary by Lemma 2.4.  
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Conversely, assume that a soluble group G can 
be represented as [ ]G N M= ,  where N  is a mini-
mal normal Sylow p-subgroup of G for some 

( )p G∈π ,  M is a maximal quasi- ( 1)k − -primary 
subgroup of G. Then by Lemma 2.4, ( ( ))M M∈ πX  
and ( )M k| π |= .  In view of Lemma 2.1 (3), 

( ( ))M G∈ π .X  Since ( ) ( ) ( )G M N| π |=| π | + | π |=  
1k= + ,  it follows that G  is quasi-k-primary by 

Lemma 2.4. Corollary is proved.  
If we substitute 2k =  in Corollary 3.2.2, then 

we obtain the result of S. S. Levischenko.  
Corollary 3.2.3 [9, Theorem 3.1]. A soluble 

quasibiprimary group G is equal to the semidirect 
product [ ]P M  of its elementary abelian Sylow p-sub-
group P and quasiprimary subgroup M, which is 
also a maximal subgroup of G.  

A group G  is said to be π -special, if 
G G G ′π π
= ×  and Gπ  is nilpotent.  

Let G be a nontrivial group,  
0 ( ) 1Z G = ,  1( ) ( )Z G Z G= ,  

2 1 1( ) ( ) ( ( ))Z G Z G Z G Z G/ = / ,  …, 

1 1( ) ( ) ( ( ))i i iZ G Z G Z G Z G− −/ = / ,  …. 

Then the subgroup 
0

( ) ( )ii
Z G Z G∞

∞ =
=∪  is called 

the hypercenter of G.  
Obviously, ( ( )) 1Z G Z G∞/ = .   
Theorem 3.3. If every wide maximal subgroup 

of a π -soluble group G  with π -primary index is 
π -special, then ( ) ( )G Z G∞/ ∈ π .X   

Proof. Let ( ) ( )G Z G∞/ ∉ π ,X  and write 

( )G G Z G∞= / .  Then in G  there exists a maximal 

subgroup ( )M M Z G∞= /  such that G M| : |⊆ π  and 

( ) ( )M Gπ = π .  At the same time M is maximal in G 
and ( ) ( )M Gπ = π .  By hypothesis, M is π -special. 

And so M  is also π -special, that is, M M M ′π π= ×  
and M π  is nilpotent. By Lemma 1.2 (2), 

aG M p| : |=  for some p∈π  and positive integer 

a.  It follows that pM M�  and pM  is a proper 
subgroup of .pG  Therefore pM  is normal in G.  
Thus there exists a nontrivial element 

( )p px M Z G∈ ∩  such that it belongs to the center 

of G,  a contradiction since ( ( )) 1Z G Z G∞/ = .  Theo-
rem is proved.  

Corollary 3.3.1. If every wide maximal subgroup 
of a soluble group G is nilpotent, then ( )G Z G∞/  is 
quasi-k-primary, where ( ( )) 1k G Z G∞=| π / | − .   

Proof. Suppose that every wide maximal sub-
group of a soluble group G  is nilpotent. Then, sub-
stituting ( )Gπ = π  in Theorem 3.3, we obtain 

( ) ( ( ))G Z G G∞/ ∈ π .X  Hence by Lemma 2.4, 
( )G Z G∞/  is quasi-k-primary, where 

( ( )) 1k G Z G∞=| π / | − .  
Corollary is proved.  

A group G is π -decomposable if G G G ′π π
= × .   

Corollary 3.3.2. If every maximal subgroup of 
a π -soluble group G is normal and π -decompo-
sable, then Gπ  is nilpotent and ( ) ( )G Z G∞/ ∈ π .X   

Proof. Since every maximal subgroup of a 
π -soluble group G is normal, it follows that 

[ ]G G G ′π π=  and Gπ  is nilpotent by Lemma 1.6. 
Hence since every maximal subgroup of G is π -de-
composable, it is π -special, and ( ) ( )G Z G∞/ ∈ πX  
by Theorem 3.3. Corollary is proved.  
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Установлено строение конечной группы G, у которой единичная подгруппа не является P -субнормальной в G, но P -суб-
нормальна во всякой собственной подгруппе группы G. 
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The structure of finite group G, in which single subgroup is not P -subnormal in G, but P -subnormal in any proper subgroup 
of G, was established. 
 
Keywords: finite group, composition factors, simple non-abelian group, P -subnormal subgroup. 

 
 

Введение 
В работе [1] Л.С. Казарин определил компо-

зиционные факторы конечной группы, которая 
имеет цепь подгрупп с простыми индексами, 
начинающуюся с единичной подгруппы. Данная 
работа послужила источником появления целой 
серии публикаций по данной тематике, в кото-
рых исследовалось строение конечной группы с 
заданными системами подгрупп, обладающих 
цепями с простыми индексами. Для исследова-
ния данной ситуации в работе [2] было введено 
следующее важное определение, которое в даль-
нейшем неоднократно обобщалось в различных 
направлениях. 

Определение. Подгруппа H группы G назы-
вается P -субнормальной в G (обозначается че-
рез H P -sn G), если либо H = G, либо существу-
ет цепь подгрупп H = H0⊂ H1⊂ …⊂ Hn-1⊂ Hn = G 
такая, что |Hi :Hi-1| – простое число для любого 
i = 1,…,n. 

В [2] показано, что группа G, у которой вся-
кая силовская подгруппа P -субнормальна в G, 
дисперсивна по Оре. Строение конечных групп, 
у которых любая примарная циклическая под-
группа P -субнормальна, получено в [3]. 

В настоящей работе установлено строение 
конечной группы G, у которой единичная под-
группа не является P -субнормальной в G, но P -суб-
нормальна во всякой собственной подгруппе 
группы G. 
 

1 Обозначения и предварительные ре-
зультаты 

Определения и обозначения стандартны, их 
можно найти в [4]. Приведем некоторые из них 
для удобства чтения. 

π(G) – множество всех простых делителей 
порядка группы G; 

Sylp(G) – множество всех силовских p-под-
групп группы G; 

H P -sn G – подгруппа H P -субнормальна в G; 
Rn – прямое произведение n экземпляров 

групп, изоморфных R. 
В работе Л.С. Казарина [1] установлено, что 

если в конечной группе G 1 P -sn G, тогда G 
имеет простые неабелевы композиционные фак-
торы из следующего списка: PSL3(3), PSL3(5), 
PSL2(q), q > 3. В следующей лемме приводится 
уточнение результата Л.С. Казарина. 

Лемма 1.1 [5]. Пусть G – простая неабеле-
ва группа и 1 P -sn G, тогда G∈{SL3(3); SL3(5); 
PSL2(7); PSL2(11); SL2(2n), где 2n + 1 – простое 
число Ферма}. 

Из леммы 3.1 [5] и леммы 1 следует, что ес-
ли 1 P -sn G, то композиционные факторы груп-
пы G либо принадлежат списку групп леммы 1.1, 
либо изоморфны Zr, где r – простое число. Класс 
групп с единичной P -субнормальной подгруп-
пой будем обозначать .R  Обозначим T  – мно-
жество всех конечных групп G, у которых еди-
ничная подгруппа не P -субнормальна в G, но 
P -субнормальна в любой собственной подгруп-
пе группы G. 

 
2 Доказательство основного результата 
Лемма 2.1. Пусть G – простая  неабелева 

группа и G∈T.  Тогда G ∈  {A6; J1; Sz(2r), где r – 
нечетное простое число; PSL2(r), где 3 < r – про-
стое число; PSL2(11r), PSL2(7r), PSL2(5r), PSL2(2r), 
PSL2(3r), где r – простое число; PSL2(232); 
PSU3(3); PSU3(7); PSU3(q), где q +1 – простое 
число Ферма; PSL3(5); PSL3(7); PSL3(11)}. 

МАТЕМАТИКА
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Доказательство. Рассмотрим все возможные 
случаи. 

1. G ≅ An, n ≥  5. Группа A5 ≅ PSL2(22)∈R  и, 
следовательно, A5 .∉T  Подгруппы в A6 либо раз-
решимы, либо изоморфны A5 .∈R Так как 
A6 ,∉R  то A6∈T.  При n ≥  7 группа G содержит 
простую знакопеременную подгруппу An-1 .∈R  
Следовательно, G .∉T  

2. G – спорадическая группа или группа 
Титса 2F4(2)'. Информация о данных группах 
приведена в [6]. У группы J1 все собственные 
подгруппы либо разрешимы, либо изоморфны 
PSL2(11) ,∈R  поэтому J1 ∈T.  Для оставшихся 
групп укажем подгруппы, которые не содержат-
ся в ,R  а значит сами группы не содержатся в 
T :  {M11; A6

·2}, {M11; M12}, {M22; A7}, {M23; M22}, 
{M24; M23}, {J2; PSU3(3)}, {HS; M22}, {J3; PSL2(19)}, 
{ ;cM L  M22}, {He; 3·S7}, {Ru; A8}, {Suz; A7}, {O' N; J1}, 
{Co3; HS}, {Co2; },cM L  {Fi22; M12}, {HN; A12}, 
{Ly; 2·A11}, {Th; PSL2(19):2}, {Fi23; PSL2(17):2}, 
{Co1; Co2}, {J4; 211:M24}, 24{ ;Fi′  Fi23}, {B; 2F4(2)}, 
{M;2·B}, {2F4(2)' ; PSL2(25)}. 

3. G – группа лиевского типа. Максималь-
ные параболические подгруппы группы G полу-
чаются вычеркиванием вершины в диаграмме 
Дынкина. Поэтому если лиевский ранг группы G 
равен l, то имеется максимальная параболиче-
ская подгруппа группы G c композиционным 
фактором, имеющим лиевский ранг l-1. Так как 
лиевский ранг у групп из R  не выше 2, то лиев-
ский ранг у групп из T  не выше 3.  

Пусть сначала лиевский ранг группы G ра-
вен 1. Рассмотрим все возможные случаи. 

(1) G ≅ Sz(q), где q = 22n+1 > 2. Из [7] следует, 
что все подгруппы группы G либо разрешимы, 
либо изоморфны Sz(s), где q есть степень числа s. 
Так как группы Судзуки не содержатся в ,R  то 
2n+1 является простым числом. Таким образом, 
Sz(q) ,∈T  если q = 2p, где p – нечетное простое 
число. 

(2) G ≅ 2G2(q), где q = 32n+1 > 3. Из [8] следу-
ет, что централизатор инволюции группы Ри изо-
морфен Z2 × PSL2(q). Так как q = 32n+1 > 3, то 
PSL2(q) ,∉R  a значит G .∉T  

(3) G ≅ PSL2(q), где q = pf. Из теоремы II.8.27 
[9] следует, что в G существует собственная под-
группа изоморфная PSL2(pm) для всех 1 ≤  m ≤  f 
и m делящего f. Если G ,∈T  то PSL2(pm) .∈R  
Если f = 1, то G ≅  PSL2(p) ∈T.  Если f – простое 
число, то подгруппа PSL2(p) .∈R  Таким образом, 
в этом случае G∈{PSL2(11f), PSL2(7f), PSL2(5f), 
PSL2(2f), PSL2(3f), где f – простое число} .⊂ T  

Пусть f = lt, где l≥ 2, t≥ 2. В этом случае 
подгруппы PSL2(pl) и PSL2(p 

t) содержатся в .R  
Это возможно когда p = 2 и 2l+1, 2t+1 – простые 
числа Ферма. Следовательно, l = 2a ≥ 2, t = 2b ≥ 2 

и f = lt = 2a+b. Если f < 25, то f∈{4, 8, 16}. Так как 
24 + 1, 28 + 1, 216 + 1 – простые числа, то G ,∈R  
что невозможно. Поэтому f ≥ 32. Если f = 32, то 
2f + 1 делится на 641. Поэтому G ≅ PSL2(232) ,∉R  
а все ее подгруппы содержатся в .R  Следова-
тельно, PSL2(232)∈T.  Пусть f > 32. Тогда f = 32k, 
где 2≤ k – степень числа 2 и G содержит под-
группу изоморфную PSL2(232) ,∉R  что невоз-
можно. 

(4) G ≅ PSU3(q). Пусть сначала q – нечетное 
число. Из [10] следует, что G содержит подгруп-
пу H ≅ PSL2(q). Если G ,∈T  то H .∈R  Это воз-
можно, когда H∈{PSL2(3), PSL2(5), PSL2(7), 
PSL2(11)}. Из [6] следует, что все подгруппы в 
PSU3(3) и PSU3(7) лежат в .R  Значит, PSU3(3), 
PSU3(7)∈T.  Группы PSU3(5) и PSU3(11) содер-
жат подгруппы A7∉R  и A6∉R  соответственно 
[6]. Поэтому PSU3(5), PSU3(11) .∉T  

Пусть q – четное число. Из [11] следует, что 
G содержит подгруппу изоморфную PSL2(q). Ес-
ли G ,∈T  то PSL2(q) .∈R  Это возможно когда 
q + 1 = r – простое число Ферма. Пусть 
q + 1 = 2ak, где k – нечетное число. В нашем слу-
чае k = r – простое число. Группа G содержит 
подгруппу PSU3(2m), если k / m > 3 – нечетное 
простое число [11]. Так как k простое число, то 
m = 1 и разрешимая группа PSU3(2) .∈R  Так как 
k≠ 3m, то G не содержит подгрупп PSU3(2m).3 
[11]. Как следует из [11], остальные подгруппы 
группы G разрешимы. Таким образом, 
PSU3(q) ,∈T  если q + 1 – простое число Ферма.  

Пусть G – группа лиевского ранга 2. Рас-
смотрим все возможные случаи. 

(1) G ≅ 3D4(q). Из [12] следует, что G содер-
жит подгруппу G2(q) .∉R  Таким образом, G .∉T  

(2) G ≅ 2F4(q), где q = 2n > 2. Из [12] следует, 
что G содержит подгруппу Sz(q) ,∉R  поэтому 
G .∉T  

(3) G ≅ G2(q). Группа G содержит подгруппу 
A2(q). Если q ≠ 2, то A2(q)∉R  и G .∉T  При q = 2 
G ≅ G2(q) не является простой неабелевой груп-
пой (G2(2)' ≅ PSU3(3)). 

(4) G ≅ Ω5(q)≅ PSp4(q), где q = pn. Группа 
содержит максимальную параболическую под-
группу с композиционными факторами PSL2(q). 
Если ,G∈R  то PSL2(q) .∈R  Тогда PSL2(q)∈{PSL2(3) 
– разрешимая группа; PSL2(5), PSL2(7), PSL2(11), 
PSL2(2n), где 2n + 1 – простое число}.  

Установим когда G .∈T  Группа PSp4(3) ≅  
≅ PSU4(2) содержит подгруппу S6 ,∉R  поэтому 
PSp4(3) .∉T  Группа PSp4(5) содержит подгруппу 
A6 ,∉R  поэтому PSp4(5) .∉T  Пусть G ≅ PSp4(7). 
Так как q = 7, то из [10] следует, что G содержит 
подгруппу A7∉R  и PSp4(7) .∉T  Если 
G ≅ PSp4(11), то 11 ≡  –1(mod 12) и G содержит 
подгруппу A6

· 2 .∉R  Значит PSp4(11) .∉T  Пусть 
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G ≅ PSp4(2n), где 2n + 1 – простое число и 
n = 2k > 1. В этом случае, очевидно, группа G 
содержит подгруппу H ≅ PSp4(2) и H' ≅ A6 .∉R  
Поэтому G .∉T  

(5) G ≅ PSL3(q), где q = pn. Группа G содер-
жит максимальную параболическую подгруппу с 
композиционными факторами PSL2(q). Если 
G ,∈T  то PSL2(q) .∈R  Таким образом, G∈{PSL3(3), 
PSL3(5), PSL3(7), PSL3(11), PSL3(2n), где 2n + 1 – 
простое число Ферма}. Группа PSL3(3) ,∈R  а 
значит PSL3(3) .∉T  Из [6] следует, что все под-
группы групп PSL3(5), PSL3(7), PSL3(11) содер-
жатся в .R  Поэтому эти группы принадлежат .T  
Пусть G ≅ PSL3(2n), где 2n + 1 ≥ 5 является про-
стым числом. В этом случае n = 2m ≥ 2, так как 
PSL3(2) .∈R  Если m = 1, то G ≅ PSL3(4). Из [6] 
следует, что G содержит подгруппу изоморфную 
A6 .∉R  Поэтому PSL3(4) .∉T  Следовательно, 
m ≥ 2 и n ≥ 4. Тогда n = 2t, где t ≥ 2 и группа G 
содержит подгруппу PSL3(2t) [11]. Значит, G .∉T  

(6) G ≅ PSU4(q). Из [12] следует, что G со-
держит подгруппу PSp4(q) G .∉T  

(7) G ≅ PSU5(q). Группа G содержит макси-
мальную параболическую подгруппу с компози-
ционными факторами PSU3(q). Если PSU3(q) ,∈R  
то G ≅ PSL5(2). Из [6] следует, что G содержит 
подгруппу PSU4(2) ,∉R  поэтому G .∉T  

Пусть лиевский ранг группы G равен 3. В 
этом случае G∈{PSp6(q), PΩ7(q), PSU6(q), PSL7(q), 
PSL4(q), F4(q), PΩ −

8 (q)}. Группы PSp6(q) и PΩ7(q) 
содержат максимальную параболическую под-
группу с композиционным факторам PSp4(q) ,∉R  
и, следовательно, не содержится в .T  Аналогич-
но, группа PSU7(q) исключается наличием ком-
позиционного фактора PSU5(q) .∉R  В группе 
G ≅  PSL4(q) имеется параболическая подгруппа с 
композиционным фактором PSL3(q), поэтому 
G ≅  PSL4(2) ≅  A8 и содержит подгруппу A7 .∉R  
Значит, PSL4(2) .∉T  Группа PΩ −

8 (q) содержит 
параболическую подгруппу с композиционным 
фактором PSU4(q)∉R  и PΩ −

8 (q) .∉T  Лемма до-
казана. 

Обозначим Ω – множество простых групп 
из леммы 2.1. 

Теорема 2.2. Пусть конечная группа G .∈T  
Тогда G / Φ(G) .∈Ω   

Доказательство. Если G – простая неабеле-
ва группа, то теорема верна. Пусть N – нормаль-
ная подгруппа в G, а M – максимальная подгруп-
па группы G. Предположим, что .N M{  Тогда 

G = NM, где N ∈R  и .M ∈R  Отсюда следует, 
что 1 P -sn G. Последнее невозможно. Следова-
тельно, .N M⊆  Так как M – произвольная мак-
симальная подгруппа группы G, то ( ).N G⊆ Φ  
Отсюда легко заключить, что G / Φ(G) .∈Ω  Тео-
рема доказана.  
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УДК 519.2 

МНОГОРЕЖИМНАЯ СЕТЬ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 
СО СЛУЧАЙНЫМ ВРЕМЕНЕМ ПРЕБЫВАНИЯ СИГНАЛОВ 

О.В. Якубович, Ю.Е. Дудовская 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

MULTIMODE QUEUEING NETWORK 
WITH RANDOM STAYING TIME OF SIGNALS 

O.V. Yakubovich, Y.E. Dudovskaya 
F. Scorina Gomel State University 

 
Исследуется модель открытой сети с различными типами заявок и многорежимными стратегиями обслуживания. Каж-
дый узел сети может работать в нескольких режимах, отвечающих разной степени его работоспособности. Кроме зая-
вок в сети циркулируют сигналы, изменяющие режим работы узла. Время пребывания в каждом узле сигналов ограни-
чено случайной величиной, имеющей показательное распределение. Устанавливаются условия мультипликативности и 
аналитический вид стационарного распределения вероятностей состояний исследуемой сети. 
 
Ключевые слова: сеть массового обслуживания, различные типы заявок, многорежимное обслуживание, сигналы, 
стационарное распределение. 
 
An open queueing network with different types of customers and multimode service strategies is considered. Every node can 
operate in several modes corresponding to different degrees of its working capacity. There are signals in the network, which 
change the number of operating mode. Staying time of signals in each node is the random value having exponential distribution. 
The conditions of multiplicativity and an analytical view of stationary distribution of the network states probabilities are found. 
 
Keywords: queueing network, different types of customers, multimode service, signals, stationary distribution. 

 
 

Введение  
Сети массового обслуживания являются 

адекватными математическими моделями разно-
образных случайных процессов в информацион-
но-вычислительных сетях, сетях передачи дан-
ных, связи и многих других объектах, имеющих 
сетевую структуру. Нахождение стационарного 
распределения является важным этапом в анали-
тических исследованиях сетей массового обслу-
живания.  

Сети с многорежимными стратегиями об-
служивания [1] позволяют моделировать ситуа-
ции, когда узлы сети могут работать в несколь-
ких режимах, отвечающих разной степени их 
работоспособности. Режимы, в которых могут 
работать узлы сети, пронумерованы, каждый 
режим отличается своим набором показателей. 
Например, при переходе узла в режим с большим 
номером производительность узла уменьшается, 
ухудшается процесс обслуживания, при переходе 
узла в режим с меньшим номером происходит 
восстановление показателей процесса обслужи-
вания, улучшается качество обслуживания.  

В работе [2] исследована модель сети, в ко-
торой ограничение на время пребывания имеют 
отрицательные заявки различных типов. 

В настоящей работе рассматривается мо-
дель открытой сети, в которую поступают пуас-
соновские потоки различных типов заявок и пу-
ассоновский поток информационных сигналов. 
Сигналы формируют отдельную очередь и имеют 

ограничение на время пребывания в узле. После 
окончания времени пребывания сигнал с опреде-
ленной вероятностью либо уменьшает, либо уве-
личивает номер режима работы узла.  

 
1 Изолированный узел 
Рассмотрим систему массового обслужива-

ния, в которую поступает 1M +  независимых 
пуассоновских потоков: M  потоков заявок с 
параметрами 1 2, , , ,Mλ λ λ…  при этом uλ  есть 
интенсивность поступления заявок типа ,u  и 
поток сигналов с параметром .ω   

Заявка, поступившая в систему, увеличива-
ет длину очереди заявок соответствующего типа 
в системе на единицу и требует обслуживания. В 
системе находится M  экспоненциальных при-
боров, u-ый прибор обслуживает заявки типа .u  
Времена обслуживания заявок в системе незави-
симы, не зависят от процессов поступления и для 
заявок типа u  имеют показательное распределе-
ние с параметром uμ  ( )1, .u M=  Заявки обслу-

живаются в порядке поступления.  
Предполагается, что система может нахо-

диться в одном из l  режимов работы ( )0, .l r=   

Сигналы, поступающие в систему, образуют 
отдельную очередь и не требуют обслуживания. 
Каждый сигнал, находящийся в системе, остается в 
очереди случайное время, имеющее показательное 
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распределение с параметром ( )m
m
τ

τ =  для 

1,m ≥  где m  – число сигналов в системе, τ  – 
некоторая положительная постоянная. После 
окончания времени пребывания в системе сигнал 
с вероятностью p−  уменьшает номер режима 
работы системы и не производит никаких воз-
действий, если система функционирует в режиме 

0;l =  или с вероятностью p+  увеличивает номер 
режима работы системы и не производит ника-
ких воздействий, если система функционирует в 
режиме .l r=  Процессы поступления, обслужи-
вания и пребывания в системе независимы. 

Состояние рассматриваемой системы мас-
сового обслуживания в момент времени t  харак-
теризуется случайным вектором  

1( ) ( ( ), ( ), ( )) ( ( ), , ( ), ( ), ( )),Mx t n t m t l t n t n t m t l t= = …  
где ( )un t  – количество заявок типа u  в системе в 
момент времени ,t  ( )m t  – количество сигналов в 
системе в момент времени ,t  ( )l t  – режим, в 
котором работает система в момент времени .t  
Тогда ( )x t  – однородный марковский процесс с 
непрерывным временем и фазовым пространст-
вом состояний  

{
}

1( , , ) ( , , , , ),

, 0, 1, , 0, .

M

u

X x n m l n n m l

n m u M l r

= = =

≥ = =

…
 

Состояние системы ( )0,0,0x =  обозначим 
через 0.  

Назовем нулевой режим основным режимом 
работы. Время работы системы, находящейся в 
состоянии ( ), , ,x n m l=  в режиме l  ( )0,l r=  

имеет показательное распределение, при этом с 
интенсивностью ( ),n lν  ( )( ), 0n lν >  система пе-

реходит в ( )1l + -ый режим ( )0, 1 ,l r= −  а с ин-

тенсивностью ( ),n lϕ  ( )( ), 0n lϕ >  – в ( )1l − -ый 

режим ( )1, .l r=  Переключение прибора с одного 

режима в другой сохраняет общее число заявок в 
системе. 

Предположим, что { }( ),p x x X∈  – стацио-
нарное распределение вероятностей состояний 
процесса ( ).x t  Уравнения равновесия для ста-
ционарных вероятностей имеют следующий вид: 

{ } { }00
1

{ } { 0}

( ) ( )

( , ) ( , )

u

M

u u mn
u

l r l

p x I I

n l I n l I

≠≠
=

≠ ≠

⎡
λ +μ +ω+ τ +⎢

⎣
⎤

+ ν + ϕ =⎥
⎦

∑

{ }( )0
1

( , , ) ( , , )
u

M

u u u un
u

p n e m l I p n e m l≠
=

= λ − +μ + +∑  

{ } { }

{ }

0

0

( , 1, ) ( , 1, 1)

( , 1, 1)
m l r

l

p n m l I p p n m l I

p p n m l I

−
≠ ≠

+
≠

+ ω − + τ + + +

+τ + − +
 

{ } { }0( , 1, ) ( , 1, )l l rp p n m l I p p n m l I− +
= =+ τ + + τ + +  

{ 0}

{ }

( , 1) ( , , 1)

( , 1) ( , , 1) ,
l

l r

n l p n m l I

n l p n m l I
≠

≠

+ν − − +

+ϕ + +
 

( , , ) .x n m l X= ∈  
 Здесь ue  – единичный вектор размерности 
M  с единицей в u-ой позиции, { }xI  – характери-
стическая функция, принимающая значение 1, 
если x  истинно, 0 – в противном случае.  
 Лемма 1.1. Для обратимости системы необ-
ходимо и достаточно выполнения условий 

1

1

( ,..., , 1)

( ,..., 1,..., , )

M

u M

n n l p

n n n l p

+

−

⎡ ⎤ν − +ω ×⎣ ⎦
⎡ ⎤× ϕ − +ω =⎣ ⎦

 

1

1

( ,..., 1,..., , 1)

( ,..., , ) ,

u M

M

n n n l p

n n l p

+

−

⎡ ⎤= ν − − +ω ×⎣ ⎦
⎡ ⎤× ϕ +ω⎣ ⎦

    (1.1) 

                       0, 1, , 1, .un u M l r≠ = =  

Теорема 1.1. Пусть для любого 1,u M=  
выполняются условия обратимости (1.1) и нера-
венства 

( )
( )

,
1, 1, , ( , ) ,supu

n l Xu

n l n l c
∈

λ ω
< < ν + ϕ = < ∞⎡ ⎤⎣ ⎦μ τ

 

тогда марковский процесс ( )x t  эргодичен, а фи-
нальное стационарное распределение вероятно-
стей состояний системы имеет следующий вид: 

( )
( )

1

1 1

( , , , , )

0, 1
(0),

0,

u

M
mnM l

u

u ku

p n n m l

k p
p

k p

+

−
= =

=

ν − +ω⎛ ⎞λ ω⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ τ ϕ +ω⎝ ⎠⎝ ⎠
∏ ∏

…

 

где  

( )
( )

1

1

0 1

(0) 1 1

0, 1
.

0,

M
u

u u

lr

l k

p

k p

k p

=

−+

−
= =

⎛ ⎞λ ω⎛ ⎞= − − ×⎜ ⎟⎜ ⎟μ τ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ν − +ω
⎜ ⎟×
⎜ ⎟ϕ +ω⎝ ⎠

∏

∑∏
 

Здесь произведение, в котором верхний ин-
декс меньше нижнего полагаем равным единице. 

Доказательство проводится стандартным 
образом: подстановкой стационарных вероятно-
стей в уравнения равновесия. Условие эргодич-
ности находится из теоремы Фостера. 

 
2 Открытая сеть 
Рассмотрим открытую сеть, состоящую из N 

узлов со структурой, описанной выше. В сеть 
поступают два независимых простейших потока: 
поток заявок интенсивности λ  и поток сигналов 
интенсивности ω . Заявки могут быть M  типов.  

Каждая заявка независимо от других заявок 
направляется в i-ый узел и становится заявкой 
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типа u  с вероятностью 0( , )i up  ( )1, , 1, .i N u M= =  

Очевидно, что 0( , )
1 1

1.
N M

i u
i u

p
= =

=∑∑   

Предполагается, что i-ый узел может нахо-
диться в одном из il  режимов работы ( 0, ,i il r=  

)1, .i N=  

Каждый сигнал независимо от других сиг-
налов направляется в i-ый узел с вероятностью 

0iq  ( )1, .i N=  Очевидно, что 0
1

1.
N

i
i

q
=

=∑  Сигнал, 

поступивший в узел, увеличивает длину очереди 
сигналов в узле на единицу и не требует обслу-
живания. Каждый сигнал, находящийся в i-ом 
узле, остается в очереди случайное время, 
имеющее показательное распределение с пара-

метром ( ) i
i i

i

m
m
τ

τ =  для 1im ≥ , где im  – количе-

ство сигналов в i-ом узле, iτ  – некоторая поло-
жительная постоянная. После окончания време-
ни пребывания в узле сигнал с вероятностью ip−  
уменьшает номер режима работы i-го узла и не 
производит никаких воздействий, если узел 
функционирует в режиме 0;il =  или с вероятно-
стью ip+  увеличивает номер режима работы i-го 
узла и не производит никаких воздействий, если 
узел функционирует в режиме .i il r=  

В каждом узле находится M экспоненциаль-
ных приборов, u-ый прибор обслуживает заявки 
типа u. Заявки обслуживаются в порядке поступ-
ления. Времена обслуживания различных заявок 
независимы, не зависят от процесса поступления 
и для заявок типа u в i-ом узле имеют показа-
тельное распределение с параметром ( , )i uμ  

( 1, , 1, ).i N u M= =   
Состояние сети в момент времени t харак-

теризуется вектором  
( )1 2( ) ( ), ( ), , ( ) ,Nx t x t x t x t= …  

где ( )( ,1) ( , )( ) ( ), , ( ), ( ), ( )i i i M i ix t n t n t m t l t= …  описы-
вает состояние i-го узла в момент времени t. 
Здесь ( , ) ( )i un t  – число заявок типа ,u  ( )im t  – 
число сигналов, ( )il t  – режим, в котором работа-
ет i-ый узел в момент времени .t  Процесс ( )ix t  
имеет пространство состояний 

( ,1) ( , )

( , )

{ ( , , , , ),

, 0,1, 2,...; 1, , 0, }.
i i i i M i i

i u i i i

X x n n m l

n m u M l r

= =

= = =

…
 

 Назовем нулевой режим основным режимом 
работы. Время работы узла, находящегося в со-
стоянии ( ), , ,i i i ix n m l=  в режиме il  ( 0, ,i il r=  

)1,i N=  имеет показательное распределение, при 

этом с интенсивностью ( ),i i in lν  ( )( ), 0i i in lν >  

i-ый узел переходит в ( )1il + -ый режим 

( )0, 1 ,i il r= −  а с интенсивностью ( ),i i in lϕ  

( )( ), 0i i in lϕ >  – в ( )1il − -ый режим ( )1, .i il r=  

Переключение прибора с одного режима в дру-
гой сохраняет общее число заявок в узле. 

Каждая заявка типа u после завершения об-
служивания в i-ом узле независимо от других зая-
вок мгновенно направляется в j-ый узел и стано-
вится заявкой типа v с вероятностью ( , ) ( , )i u j vp  или 
сигналом с вероятностью ( , ) ,i u jq  а с вероятно-

стью ( , ) 0i up  покидает сеть. 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0
1 1

( ) 1
N M

i u j v i u j i u
j v

p q p
= =

+ + =∑∑  

( )1, , 1, .i N u M= =   

Будем предполагать, что матрица маршрутиза-
ции неприводима. Процессы поступления и об-
служивания в сети независимы. 

Уравнения трафика для 1, , 1,i N u M= =  име-
ют вид 

( , ) 0( , ) ( , ) ( , ) ( , )
1 1

,
N M

i u i u j v j v i u
j v

p p
= =

α = λ + α∑∑  

0 ( , ) ( , )
1 1

.
N M

i i j v j v i
j v

q q
= =

β = ω + α∑∑  

Система уравнений трафика имеет единст-
венное положительное решение ( ( , ) , , 1, ,i u i i Nα β =  

)1, ,u M=  что можно доказать, перенумеровав 

соответствующим образом элементы матрицы 
вероятностей переходов. В результате получаем 
систему уравнений трафика сети Джексона, для 
которой доказано существование единственного 
положительного решения [3].  

Процесс ( )x t  – однородный марковский 
процесс с непрерывным временем и пространст-
вом состояний 1 2 ... ,NX X X X= × × ×  где iX  – 
пространство состояний i-го узла. 

Лемма 2.1. Для обратимости изолированно-
го узла необходимо и достаточно выполнения 
условий 

( ,1) ( , )

( ,1) ( , ) ( , )

( ,..., , 1)

( ,..., 1,..., , )

i i i M i i i

i i i u i M i i i

n n l p

n n n l p

+

−

⎡ ⎤ν − +β ×⎣ ⎦
⎡ ⎤× ϕ − +β =⎣ ⎦

 

( ,1) ( , ) ( , )

( ,1) ( , )

( ,..., 1,..., , 1)

( ,..., , ) ,

i i i u i M i i i

i i i M i i i

n n n l p

n n l p

+

−

⎡ ⎤= ν − − +β ×⎣ ⎦
⎡ ⎤× ϕ +β⎣ ⎦

(2.1) 

( , ) 0, 1, , 1, , 1, .i u i in u M l r i N≠ = = =  
Пусть { ( ), }p x x X∈  – стационарное распре-

деление вероятностей состояний процесса ( ).x t  
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Уравнения равновесия для стационарных 
вероятностей имеют вид 

( , )( , ) { 0} { 0}
1 1 1

( )
i u i

N M N

i u n i m
i u i

p x I I≠ ≠
= = =

⎡λ +ω+ μ + τ +⎢
⎣

∑∑ ∑
 

(

)

( ,1) ( , ) { }
1

( ,1) ( , ) { 0}

( , , , )

( , , , )

i i

i

N

i i i M i l r
i

i i i M i l

n n l I

n n l I

≠
=

≠

+ ν +

⎤+ϕ =⎥⎦

∑ …

…
 

( , )( , ) 0( , ) { 0}
1 1

( , 1) 0 { 0} ( , ) ( , ) ( , )0

( )

( ) ( )

i u

i

N M

i u i u n
i u

i M i m i u i u i u

p x e p I

p x e q I p x e p

≠
= =

+ ≠

⎡= − λ +⎣

+ − ω + + μ +

∑∑  

{ }

{ }

( , 1) ( , 2)

( , 1) ( , 2) 0

( )

( )
i i

i

i M i M i i l r

i M i M i i l

p x e e p I

p x e e p I

−
+ + ≠

+
+ + ≠

+ + + τ +

+ + − τ +

{ } { }( , 1) ( , 1)0( ) ( )
i i ii M i i i M i il l rp x e p I p x e p I− +

+ += =+ + τ + + τ +  

( , )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) { 0}
1 1

( , 1) ( , ) ( , ) ( , ) { 0}

( )

( )

i u

i

N M

i u j v j v j v i u n
j v

i M j v j v j v i m

p x e e p I

p x e e q I

≠
= =

+ ≠

⎡+ − + μ +⎣

⎤⎤+ − + μ +⎦⎦

∑∑

( , 2) ( ,1) ( , ) { 0}
1

( , 2) ( ,1) ( , ) { }

( ) ( , , , 1)

( ) ( , , , 1) ,

i

i i

N

i M i i i M i l
i

i M i i i M i l r

p x e n n l I

p x e n n l I

+ ≠
=

+ ≠

⎡+ − ν − +⎣

⎤+ + ϕ + ⎦

∑ …

…
.x X∈  

Здесь ( , )i ke  – единичный вектор размерности 
([ 2] )M N+ ⋅  с единицей в (( 2)( 1) )M i k+ − + -ой 
позиции. 

Теорема 2.1. Пусть для любых 1, ,i N=  
1,u M=  выполняются условия обратимости (2.1) 

и неравенства  
( , )

( , )

1, 1,i u i

i u i

α β
< <

μ τ
 

( ,1) ( , )

( ,1) ( , )
( , , , )

( ,1) ( , )

sup [ ( , , , )

( , , , )] ,
i i M i i

i i i M i
n n l X

i i i M i i

n n l

n n l c
∈

ν +

+ϕ = < ∞
…

…

…
 

тогда марковский процесс ( )x t  эргодичен, а фи-
нальное стационарное распределение вероятно-
стей состояний сети имеет следующий вид: 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ), ,N Np x p x p x p x x X= ∈…  
где 

( )
( )

( , )

( , )

1 ( , )

1

( )

0, 1
(0),

0,

i u i

i

n mM
i u i

i i
u i u i

l
i i i

i
k i i i

p x

k p
p

k p

=

+

−
=

⎛ ⎞α ⎛ ⎞β
= ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟μ τ⎝ ⎠⎝ ⎠

ν − +β
×

ϕ +β

∏

∏
 

( )
( )

( , )

1 ( , )

1

0 1

(0) 1 1

0, 1
,

0,

ii

i

M
i u i

i
u i u i

lr
i i i

l k i i i

p

k p

k p

=

−+

−
= =

⎛ ⎞α ⎛ ⎞β
= − − ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟μ τ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ν − +β
⎜ ⎟×
⎜ ⎟ϕ +β⎝ ⎠

∏

∑∏
 

( , )( , , 1, , 1, )i u i i N u Mα β = =  – решение уравнений 
трафика. 

Доказательство теоремы проводится стан-
дартным образом, подстановкой стационарного 
распределения в уравнения равновесия.  
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ОПТИМИЗАЦИЯ УПРАВЛЕНИЯ ТРАНСПОРТНОЙ СИСТЕМОЙ РЕГИОНА 

А.Т. Лановой 

Национальный транспортный университет, Киев 
 

OPTIMIZATION OF THE REGION'S TRANSPORT SYSTEM MANAGEMENT 

A.T. Lanovyy 
National Transport University, Kyiv 

 
Исследуется функционирование сети автомобильных дорог общего пользования как элемента транспортной системы 
Украины, причем как элемент сложной системы сеть автомобильных дорог может рассматриваться как транспортная 
система во время ее функционирования, имеет целью обеспечение условий непрерывного, безопасного и удобного 
движения транспортных потоков автомобильными дорогами общего пользования Украины. Для достижения этой цели 
необходима оптимизация управления транспортной системой региона с определением необходимых критериев управ-
ления. Доказано, что наиболее полно отвечает целям функционирования сети автомобильных дорог показатель «Про-
изводительность работы автомобильной дороги», который является показателем эффективности ее функционирования 
в том, что наилучшим образом описывает движение больших по объемам транспортных потоков с достаточно боль-
шими скоростями движения при условии обеспечения необходимого уровня безопасности дорожного движения. Глав-
ным преимуществом этого показателя является учет скорости движения транспортного потока наряду с учетом его ин-
тенсивности. Доказано, что транспортная система региона является управляемой, так как процессы, которые в ней 
происходят, могут быть оптимизированы. 
 
Ключевые слова: сеть автомобильных дорог, функционирование, развитие в условиях непрерывного, безопасного и 
удобного движения транспортных потоков, транспортная система региона, управление функционирования сети ав-
томобильных дорог общего пользования. 
 
The network of public roads as a part of the transport system of Ukraine is studied. As a part of a complex system of network of 
roads it can be considered the transport system in operation, which aims at to ensure the conditions of continuous, safe and 
convenient movement of traffic public roadways for the use in Ukraine. To achieve this goal it is necessary to get optimization 
of the transport control system in the region with the necessary determination management of criteria. It is proved that the 
indicator “Performance of the highway” fully meets the purpose of the highways network, which is a measure of the efficiency 
of its operation that best describes the movement of large volumes of traffic with high enough speeds, provided that the required 
level of road movement. The main advantage of this indicator is a consideration the speed of the traffic flow along the light 
intensity. It is proved that the transport system of the region is controlled so that the processes that occur in it can be optimized. 
 
Keywords: road network, operation, development and conditions continuous, safe and comfortable traffic flows regional 
transport system, management functioning network of public roads. 

 
 

Введение 
Ограниченность природных, производствен-

ных и трудовых ресурсов не позволяет достичь 
идеального состояния жизнедеятельности обще-
ства. Совокупность всех материальных по-
требностей человечества превышает производи-
тельные возможности всех имеющихся ресурсов. 
Поэтому абсолютный материальный достаток 
является недостижимым. Итак, существует про-
блема эффективного использования ограничен-
ных ресурсов или управления ими с целью мак-
симального удовлетворения материальных по-
требностей общества. При этом анализ функ-
ционирования сети автомобильных дорог в 
транспортной системе Украины может обна-
ружить их эффективность не только со стороны 
улучшения показателей материального произ-
водства, но и решение многих социальных во-
просов, возникающих в обществе. Корни ука-
занного кроются в проблеме эффективного ис-
пользования ограниченных ресурсов [1]. 

В статье исследуется само функционирова-
ние сети автомобильных дорог общего пользования 

как элемента транспортной системы Украины, 
причем как элемент сложной системы сеть авто-
мобильных дорог может рассматриваться как 
транспортная система во время ее функциониро-
вания, имеет целью обеспечение условий непре-
рывности, безопасности и удобства движения 
транспортных потоков автомобильными дорога-
ми общего пользования Украины. 
 

1 Принципы эффективного функциониро-
вания и развития траспортной системы региона 

Анализ макроуровня функционирования се-
ти автомобильных дорог общего пользования [2] 
следует ограничивать границами отдельных ре-
гионов Украины из-за разнообразия администра-
тивных, экономических и социальных факторов, 
присущих отдельным областям нашей страны, а 
также из-за факторов природно-климатического 
и дорожно-транспортного характера. Далее рас-
смотрены вопросы, касающиеся возможности 
управления транспортной системой «Автомо-
бильные дороги государственного и местного 
значения – Национальные и международные 
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транспортные потоки» (АДГМ – НМТП) именно 
для региона (области или района). 

При оптимизации управления транспортной 
системой региона АДГМ – НМТП (микроуровень 
анализа функционирования сети автомобильных 
дорог общего пользования) можно стремиться к 
достижению различных целей (критериев опти-
мальности) и, в зависимости от этих целей, рассмат-
ривать различные задачи рационального управления 
функционированием этой транспортной системы. 
На автомобильном транспорте, включая в это поня-
тие сеть его путей сообщения (автомобильные 
дороги), важнейшими считались такие задачи [3]: 

– обеспечение наименьшего времени сооб-
щения при ограниченных и заранее заданных до-
рожных расходах; 

– обеспечение заданного (расчетного) време-
ни сообщения при возможно наименьших дорож-
ных расходах; 

– обеспечение наименьших транспортных 
расходов при ограниченном (заданном) уровне 
дорожных расходов; 

– обеспечение наименьших дорожных расхо-
дов при ограниченном (заданном) уровне транс-
портных расходов; 

– обеспечение максимально возможного уров-
ня безопасности движения при ограниченном (за-
данном) уровне дорожно-эксплуатационных затрат; 

– обеспечение заданного (необходимого) 
уровня безопасности движения при наименьших 
возможных дорожно-эксплуатационных затратах; 

– достижение минимума дорожно-эксплуа-
тационных затрат при обеспечении заданного 
объема перевозок (движения), заданной скорости 
и необходимой безопасности движения; 

– обеспечение максимальной пропускной 
способности дороги при ограниченном (заданном) 
уровне дорожно-эксплуатационных затрат. 

По своим параметрам транспортная система 
АДГМ – НМТП относится к сложным системам, 
основными характеристиками функционирова-
ния которых являются: показатель эффективно-
сти; устойчивость; помехозащищенность; на-
дежность. Далее под надежностью функциони-
рования системы следует понимать обеспечение 
необходимого уровня безопасности дорожного 
движения, под помехозащищенностью – обеспе-
чение условий непрерывного движения, а под 
устойчивостью – достижение необходимой ско-
рости движения. 

Итак, для управления транспортной систе-
мой АДГМ – НМТП нужными является исследо-
вание и разработка следующих задач: 

– оценка и прогнозирование интенсивности 
движения и состава транспортных потоков; 

– оценка и прогнозирование скоростей дви-
жения транспортных потоков; 

– оценка дорожных условий; 
– оценка и прогнозирование условий непре-

рывного движения; 

– оценка и прогнозирование уровней безо-
пасности движения; 

– оценка и прогнозирование условий удоб-
ного движения; 

– оценка и прогнозирование дорожных рас-
ходов на улучшение условий движения; 

– оценка и прогнозирование производитель-
ности работы автомобильных дорог; 

– разработка системы сбора и переработки 
информации с целью оценки и прогнозирования 
работы транспортной системы АДГМ – НМТП 
(этот вопрос включает также разработку техниче-
ских средств для сбора и переработки информа-
ции); 

– организация системы управления с оценкой 
и прогнозированием показателей функционирова-
ния транспортной системы АДГМ – НМТП. 

В качестве показателя эффективности транс-
портной системы АДГМ – НМТП должен быть 
избран максимум объема и скорости движения, с 
которыми справляется система при условии, что 
уровни безопасности и удобства движения не ни-
же, а дорожные расходы обеспечивают достиже-
ния показателем эффективности соответствующей 
величины. 

Имея значение показателя эффективности и 
допустимые пределы снижения уровня эффектив-
ности при неудовлетворительных условиях функ-
ционирования системы (отказ, препятствия и 
т. п.), можно предложить обоснованные требова-
ния к надежности, устойчивости, помехозащи-
щенности, качества управления, других свойств 
системы, а также возможного ресурсного обеспе-
чения ее функционирования. 

Для расчетов, связанных с определением 
требований к сложным системам, и, непосредст-
венно, к системе АДГМ – НМТП, необходимо 
использовать методы математического моделиро-
вания. При расчете отдельные элементы сложных 
систем заменяются упрощенными эквивалентны-
ми схемами (алгоритмами). Построенная таким 
образом статистическая модель используется для 
определения эффективности различных вариантов 
структуры и набора параметров, а также выбора 
оптимального варианта. 

Для обеспечения эффективного функциониро-
вания транспортной системы региона АДГМ –
НМТП нужной является организация специально-
го органа управления – службы по оценке и про-
гнозированию показателей функционирования 
этой системы. 

Автомобильные дороги являются первичным 
элементом благоустройства, активно возникают на 
территориях, которые вводятся в планирование лю-
бого региона, независимо от степени их общей ар-
хитектурно-планировочной подготовки. 

Существуют территории, на которых строят-
ся автомобильные дороги, которые уже имеют 
какую-то сеть дорог. Такая существующая сеть 
дорог ограничивает проектную деятельность. При 
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этом приходится ограничивать область возмож-
ных вариантов инженерно-планировочных реше-
ний, приспосабливая их к существующей сети 
автомобильных дорог, или же полностью или час-
тично изменять очерк сети, прокладывая новые 
дороги и истребляя старые или переводя их в ка-
тегорию автомобильных дорог местного значения. 

Следует подчеркнуть, что повышение объе-
мов движения приводит к необходимости увели-
чения ширины проезжих частей и плотности сети 
автомобильных дорог. 

На конфигурацию сети автомобильных дорог 
региона также влияют: 

– функциональное зонирование территории 
региона; 

– размещения грузообразующих и грузопо-
глощающих пунктов в регионе; 

– направление и мощность внешних и внут-
ренних транспортных связей; 

– характер и размещения туристических 
маршрутов и зон отдыха в регионе; 

– природно-климатические, гидрологические 
и гидрогеологические условия региона; 

− роль и зона влияния городов-центров (про-
мышленных, административных, культурных), 
обслуживающих жителей отдельных областей в 
регионах, которые рассматриваются. 

Формализованная схема анализа функциони-
рования транспортной системы региона АДГМ – 
НМТП складывается из пяти уровней-принципов 
анализа. 

Первый уровень-принцип «Обстановка, сло-
жившаяся исторически» – рассмотрение соци-
ально-экономических условий регионов, которые 
исторически сложились: 

– население региона, тыс. чел.; 
– площадь региона, кв. км; 
– средний радиус удаленности границ регио-

на от автомобильных дорог государственного 
значения, км; 

– плотность сети дорог (отдельно – государст-
венного и местного значения) в регионе, км / кв. км. 

Второй уровень-принцип «Экономико-геог-
рафический»: 

– расположение автомобильных магистра-
лей относительно основных грузо- и пассажиро-
образующих, грузо- и пасажиропоглощающих 
точек региона с учетом их влияния на экономику 
региона и страны; 

– размещение городов региона и обеспечен-
ность их автомобильным сообщением; 

– макроэкономические показатели регио-
нов, которые соединяют автомобильные магист-
рали между собой и с другими странами. 

Третий уровень-принцип «Дорожно-транс-
портный»: 

– количество автомобильных дорог местного 
значения, пересекающих автомобильные дороги 
государственного значения и их удаленность 
друг от друга; 

– направление и мощность внешних и внут-
ренних транспортных связей; 

– наличие параллельных автомобильных до-
рог государственного значения. 

Четвертый уровень-принцип «Критериаль-
ный» (факторы управляемые): 

– определение средней величины зоны влия-
ния различных маршрутов движения к сети авто-
мобильных дорог государственного значения; 

– обеспеченность различных частей региона 
по времени сообщения; 

– обеспеченность необходимого уровня безо-
пасности дорожного движения; 

– обеспеченность необходимого уровня удоб-
ства дорожного движения; 

– определение эффективности функциониро-
вания транспортной системы региона АДГМ –
НМТП. 

Пятый уровень-принцип «Управляющие воз-
действия»: 

– совершенствование инженерно-планиро-
вочных решений автомобильных дорог, в том 
числе: совершенствование параметров геометри-
ческих элементов автомобильных дорог, вклю-
чающих увеличение радиусов кривых в плане, 
уширения проезжей части на одну полосу движе-
ния, приведение в соответствие габаритов мостов 
к ширине проезжей части автомобильных дорог 
на подходах к мостам и т. д.; 

– повышение транспортно-эксплуатацион-
ного состояния автомобильных дорог, в том чис-
ле: совершенствование транспортно-эксплуата-
ционных характеристик покрытий проезжей части 
и обочин автомобильных дорог, включая обору-
дование покрытий проезжей части шероховатой 
поверхностной обработкой, обеспечение необхо-
димого равенства покрытий, укрепления обочин и 
кромки проезжей части и т. д.; 

– внедрение рациональных схем организации 
дорожного движения, в том числе: совершенство-
вание обустройства автомобильных дорог путем 
устройства дорожной разметки, установка дорож-
ных знаков и транспортных и пешеходных ограж-
дений, оборудование переходно-скоростных по-
лос, площадок для стоянки автомобилей у придо-
рожных сооружений дорожного сервиса, площа-
док отдыха, автобусных остановок и автопавиль-
онов, освещение дорог, строительства пешеход-
ных дорожек и т. д.; 

– внедрение интеллектуальных транспортных 
систем на автомобильных магистралях, а также 
строительство новых автомобильных дорог. 

Первые три уровня-принципы являются ис-
ходными для четвертого и, особенно, пятого 
уровня-принципа анализа системы, как опреде-
ляющих по эффективному функционированию и 
развитию транспортной системы региона 
АДГМ – НМТП. 

Необходимо остановиться на двух послед-
них уровнях-принципах формализованной схемы 
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анализа функционирования транспортной систе-
мы региона АДДМ-НМТП. Для фактического 
обоснования совершенствования инженерно-пла-
нировочных решений автомобильных дорог и 
рациональных схем организации дорожного дви-
жения ими, национальных и международных 
транспортных потоков, необходимо пользоваться 
принципом обеспеченности разных регионов по 
времени сообщения: 

,АДГЗ АДМЗT T≤  
где AДГЗT  – время движения с использованием 
автомобильной дороги государственного значения. 

При этом движение с использованием авто-
мобильной дороги государственного значения 
предполагает движение непосредственно по ней и 
отдельным подъездам к ней: 

,AДГЗ n AMT T T= +  
где nT  – время движения по направлению подъез-
да к автомобильной дороге государственного зна-
чения; AMT  – время движения непосредственно по 
автомобильной дороге государственного значения. 

Опуская промежуточные расчеты, мини-
мально необходимая скорость движения по авто-
мобильной дороге государственного значения (по 
автомагистрали), исходя из указанных выше со-
отношений, должна быть 

( )
,АДМЗ n АМ

AM
АДМЗ

V L L
V

L
+

≥  

но не менее заранее заданной скорости движения 
в соответствии с показателем эффективности 
транспортной системы региона АДГМ – НМТП. 

Для существующих автомобильных магист-
ралей обратным действием можно найти зоны 
района (региона), транспортное использование 
которых тяготеет к использованию автомобиль-
ной дороги государственного значения: 

.АДМЗ АМ
n n

АДМЗ АМ

L L
L V

V V
⎛ ⎞
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Пользуясь знанием зоны тяготения к авто-
мобильной магистрали, можно определить ниж-
ний предел средней скорости соединения с ис-
пользованием сети автомобильных дорог госу-
дарственного значения. 

Вышеупомянутым критериям (через при-
знание зоны тяготения к автомобильной магист-
рали и время движения по маршруту с ее исполь-
зованием) проверяется увязка функционирования 
сети дорог государственного значения с плани-
ровочной структурой региона и влияние на его 
транспортную обеспеченность. 

Таким образом, условно можно при райони-
ровании периферийной сети автомобильных до-
рог выделить три зоны: 

1) где движение происходит непосредст-
венно по подъездной дороге местного значения с 
выходом на автомобильную дорогу государст-
венного значения; 

2) где необходимо часть пути преодолеть по 
сети автомобильных дорог местного значения к 
выходу на автомобильную дорогу государствен-
ного значения; 

3) где движение является рациональным 
только по сети дорог местного значения. 

Последнее может быть определено после 
расчета всех вариантов для возможных направле-
ний движения с учетом территорий региона, кото-
рые сложились. 

Обычно (по работам проф. Сильянова В.В.) 
считают, что лучшим образом автомобильная до-
рога функционирует, когда скорость и плотность 
движения являются оптимальными из условий 
максимального объема движения или, другими 
словами, пропускной способности дороги. При 
этом рассчитывают уровни удобства, значению 
каждого из которых соответствуют определен-
ные диапазоны трех коэффициентов: загрузка 
движением, скорости движения и насыщения 
движением. В работе [4] эта методика проанали-
зирована и, таким образом, установлено, что 
оценка условий движения существующими ко-
эффициентами не позволяет определить возмож-
ности автомобильной дороги по обслуживанию 
транспортных потоков, а также выявить наличие 
резерва. Этот метод не может быть использован 
для управления движением и получения оценки 
условий движения в конкретный момент време-
ни. Кроме того, непонятно, как совершенствова-
ние условий движения можно связать с необхо-
димым ресурсным обеспечением выполнения 
дорожных работ. 

Также следует подчеркнуть, что при дости-
жении максимального значения интенсивности 
движение по любой дороге становится колон-
ным. Вероятность смены полосы при колонном 
движении очень мала. Остановка какого-то из 
транспортных средств (пытается перестроиться) 
приведет к кратковременному затору. 

Для анализа эффективности функциониро-
вания сети автомобильных дорог общего пользо-
вания на микроуровне анализа функционирования 
транспортной системы региона АДГМ – НМТП 
является необходимой разработка нового сис-
темного подхода с определением производитель-
ности работы каждой автомобильной дороги как 
предприятия по предоставлению общественных 
услуг по обеспечению непрерывного, безопасно-
го и удобного дорожного движения. 
 

2 Экономико-математическая модель оп-
тимального управления транспортной систе-
мой АДГМ –НМТП 

Проведенные исследования показали [5], что 
транспортная система АДГМ – НМТП является 
управляемой, так как процессы, которые в ней 
происходят, могут быть оптимизированы. Эконо-
мико-математическая модель задачи оптимально-
го управления транспортной системой АДГМ –
 НМТП имеет вид: 
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( ) max,abП l →                (2.1) 
,зV V≥  ( ),optN N q≤  

,SL SL≥  ( ) ( ),P MR AC MC≥  
где ( )abП l  – производительность работы участка 
автомобильной дороги длиной ;abl  V  – средняя 
скорость движения транспортного потока на уча-
стке дороги длиной ;abl  зV  – заданный уровень 
скорости движения транспортного потока; N – 
интенсивность движения транспортного потока 
на участке дороги длиной ;abl  ( )optN q  – интен-
сивность движения, соответствующая оптималь-
ной плотности транспортного потока, исходя из 
условий достижения общественно-экономичес-
кой эффективности работы дороги; SL – уровень 
безопасности движения на участке дороги; SL  – 
минимально необходимый уровень безопасности 
движения на участке дороги; P(MR) – транспорт-
ная ценность движения, соответствует предель-
ным общественным выгодам через совершенст-
вование условий движения транспортных пото-
ков по автомобильной дороге; AC – средние об-
щие общественные расходы на совершенствова-
ние условий движения транспортных потоков по 
автомобильной дороге; MC – предельные обще-
ственные затраты на совершенствование условий 
движения транспортных потоков по автомобиль-
ной дороге. 

Представленная система управления доста-
точно отражает задачу оптимизации системы для 
отдельной дороги. В случае оптимизации систе-
мы для всей сети автомобильных дорог общего 
пользования математическая модель будет вы-
глядеть сложнее: 

max,
i j

П →∑∑ ( ) max,abП l →        (2.2) 

,ab зV V≥  ( ),ab optN N q≤  

,abSL SL≥  ( ) ( ),ab ab abP MR AC MC≥  
где abl  – длина участка автомобильной дороги. 

Основным параметрам, входящим в показа-
тель производительности работы автомобильной 
дороги, является средняя скорость движения и объ-
ем транспортного потока (интенсивность дорожно-
го движения). Последние, в свою очередь, являют-
ся функциями плотности движения. Таким обра-
зом, плотность движения является интегральным 
параметром функционирования автомобильной 
дороги, а ее величина существенно зависит от 
дорожных условий и состава транспортного пото-
ка. Следовательно, показатель производительности 
дороги имеет измеритель: автомобиле-километров 
в сутки (авт.-км / сут). Преимуществом такого 
измерителя является то, что если рассматривать 
производительность дороги с позиции пользова-
теля дороги, то можно учитывать его как ско-
рость движения автомобиля пользователя на рас-
сматриваемом отрезке дороги. 

Если же рассматривать этот измеритель с 
позиции дорожной организации, которая содер-
жит дорогу, то он (измеритель) демонстрирует 
необходимость обеспечения соответствующей 
интенсивности непрерывного движения на уча-
стке дороги длиной в один километр. Из этого 
следует, что данный измеритель имеет универ-
сальный характер, что позволяет применять его 
как главный универсальный измеритель эффек-
тивности работы автомобильной дороги. 
 

Заключение 
В последующих исследованиях следует рас-

смотреть ограничения моделей (2.1) и (2.2) и их 
влияние на целевую функцию, где P(MR) – 
транспортная ценность движения; MR – предель-
ные общественные выгоды от совершенствова-
ния условий движения; AC – средние общие до-
рожные расходы на совершенствование условий 
движения; MC – предельные дорожные расходы 
на совершенствование условий движения, а так-
же методологические основы определения уров-
ней безопасности движения SL и уровней удоб-
ства движения с учетом заданных значений ско-
рости движения транспортного потока. 
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РЕСТРУКТУРИЗАЦИЯ ИМИТАЦИОННЫХ МОДЕЛЕЙ УПРАВЛЯЕМЫХ 
СИСТЕМ ПРИ АВТОМАТИЗАЦИИ ПРОЕКТНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 
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RESTRUCTURING OF SIMULATION MODELS OF CONTROLLED 
SYSTEMS IN AUTOMATION OF PROJECT SIMULATION 

V.S. Smorodin, A.V. Klimenko, E.I. Sukach, O.A. Shimchik 
F. Scorina Gomel State University 

 
Предложен способ реструктуризации имитационных моделей вероятностных технологических процессов, имеющих 
управляющую систему, для решения многокритериальных задач оптимизации структуры управления при автоматиза-
ции проектного моделирования новых технологических объектов. Приведено теоретическое обоснование способа ре-
структуризации и технология его применения на основе адаптации структуры имитационной модели системы управле-
ния к условиям функционирования технологического цикла. Обоснована возможность использования предложенного 
подхода для оценки качества проектного моделирования при построении оптимальной структуры системы управления 
технологическим циклом производства. 
 
Ключевые слова: автоматизация проектного моделирования, реструктуризация имитационных моделей, управляе-
мые системы, многокритериальная задача оптимизации. 
 
The process of restructuring of simulation models of probabilistic technological processes with a control system for solving 
multi-criteria optimization problems in the management structure of the automation of project modeling of new technological 
facilities is offered. The theoretical substantiation of a way of restructuring and technology of its application on the basis of the 
adaptation of the structure of the control system of a simulation model to the conditions of functioning of the technological 
cycle are shown. The ability to use the proposed approach for assessing the quality of project simulation in constructing optimal 
structure of the control system of the technological cycle of production is justified. 
 
Keywords: automation of project simulation, restructuring simulation model, controlled systems, multi-criteria optimization 
problem. 

 
 

Введение 
При исследовании сложных технологических 

объектов часто приходится сталкиваться с недо-
статочной результативностью известных мето-
дов, в особенности, если дело касается проекти-
рования, проектного моделирования или анализа 
функционирования, когда структура таких объ-
ектов изменяется в процессе их эволюции. Это 
связано, в первую очередь, с их многообразием и 
сложностью практических задач, которые возни-
кают уже на стадии проектного моделирования, а 
также при оценке уровня надежности и безопас-
ности потенциально опасных сложных техниче-
ских систем [1]. 

В этой связи является актуальной разработка 
подхода к исследованию сложных систем на ста-
дии автоматизации их проектного моделирования, 
который позволял бы учитывать изменение струк-
турных связей управляющей системы при изме-
нении структуры технологического цикла вероят-
ностного технологического процесса производства. 

В основу такого подхода может быть поло-
жена процедура проектного моделирования объ-
екта исследования, опирающаяся на адаптируемую 
структуру имитационной модели системы управ-
ления, которая изменяется в процессе функциони-
рования технологического цикла производства при 

решении многокритериальных задач оптимиза-
ции управления. 

Как известно, основной задачей эффектив-
ного управления технологическим циклом про-
изводства является реализация конкретной по-
следовательности универсальных управляющих 
воздействий, позволяющих оптимизировать вы-
ходные параметры технологической системы при 
возможных изменениях структуры технологиче-
ского цикла, которые могут возникнуть, напри-
мер, в условиях наличия элементов потенциаль-
но опасного производства [2], в рамках решае-
мой многокритериальной задачи управления. 

Проводимые в последнее время в этой об-
ласти исследования показывают, что качественный 
анализ функционирования систем управления пред-
полагает учет влияния огромного числа факторов, 
которые претерпевают изменения в процессе реали-
зации функционирования объекта исследования, 
что, как известно, достигается средствами построе-
ния имитационных моделей исследуемых систем. 

 
1 Автоматизация проектного моделирова-

ния управляемых систем и решение многокри-
териальной задачи оптимизации управления 

Автоматизация проектного моделирования 
управляемых систем реализуется рядом этапов 

ИНФОРМАТИКА



Реструктуризация имитационных моделей управляемых систем при автоматизации проектного моделирования 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (26), 2016 81

создания, испытания и реализации имитацион-
ной модели системы управления (СУ) техноло-
гическим процессом производства (ТПП).  

На этапе 1 задается текущая структура СУ 
ТПП. Вначале формируется таблица параметров 

. ijPR SOST  и создается таблица коммутации про-
цессов, в которой все элементы упорядочены по 
возрастанию номеров. Для отображения надеж-
ностных характеристик оборудования задаются 
следующие матрицы: времени lr ijQ  наработки 

оборудования; функций 1 ( )ijF τ  условного рас-
пределения времени пребывания технологиче-
ского процесса в текущих состояниях; функций 

2 ( )ijF C  условного распределения стоимости вы-
полнения технологических операций; вероятно-
стей av kjP  возникновения аварий на оборудова-

нии номера k в j-м состоянии; времени 3 ( )ij BOF τ  
безотказной работы k-го устройства оборудова-
ния; длины интервала 4 ( )ij VOF τ  восстановления 
работоспособности оборудования с номером k; 
интервалов времени 5 ( )ij AVF τ  ликвидации ава-
рийной ситуации на устройстве в j-м состоянии 
технологического цикла производства.  

На этапе 2 организуется натурный экспе-
римент для получения исходной информации и 
последующей проверки адекватности имитаци-
онной модели текущей структуры управления 
реальному технологическому процессу произ-
водства. Для тех параметров, которые сложно 
получить в натурном эксперименте, используют-
ся экспертные оценки их значений. Основную 
трудность в подготовке исходной информации 
представляет определение вероятностных харак-
теристик . .ijPR SOST  В случаях, когда не удается 
найти аналитический вид для аппроксимирую-
щих функций распределения, используется таб-
личная форма их представления, которая стан-
дартизована для всех типов параметров.  

На этапе 3 осуществляется запись парамет-
ров . ijPR SOST  в базу данных BDM  имитацион-
ной модели системы управления. При каждой 
записи значений параметров происходит их пре-
образование во внутреннее представление, кон-
троль корректности вводимых значений и вывод 
результатов контроля для устранения ошибок в 
описании структуры ТПП. Взаимодействие с 
пользователем осуществляется путём реализации 
диалога в режиме «вопрос-ответ».  

На этапе 4 таблицы коммутации . ijPR SOST  
с . jPRUZEL  проверяются на соответствие входов 
и выходов математических моделей компонентов 
структуры управления. Любое дублирование ин-
формации фиксируется с выдачей соответствую-
щего сообщения на экран монитора. По окончании 

этапа 4 выдаётся структура таблиц коммутации, 
в которой отсутствуют синтаксические ошибки 
описания модели.  

На этапе 5 происходит инициализация и 
верификация базового варианта имитационной 
модели (ИМ) системы управления. Задаётся на-
чальный состав ресурсов, материалов, исполни-
телей и оборудования ТПП, указываются усло-
вия окончания имитации, число реализаций про-
цедуры Монте-Карло, проводится начальный 
запуск имитации базового варианта имитацион-
ной модели.  

На этапе 6 осуществляется испытание и ис-
следование имитационной модели. Шаги данно-
го этапа стандартизированы на основе известных 
методик испытания ИМ сложных систем: внача-
ле оценивается ошибка имитации ( %),ε  пред-
ставляющая собой максимальный процент оши-
бок откликов модели; определяется длина пере-
ходного периода имитации ( ),SТ  означающая 
максимальное время стабилизации того отклика 
модели, который позже всех остальных перехо-
дит в установившееся состояние. Следующим 
шагом испытаний является проверка «чувстви-
тельности» откликов к изменениям параметров 
моделирования. Каждая составляющая вектора 
параметров модели ( )kX  изменяется в диапазоне 
от минимального ( )kX −  до максимального ( )kX +  
значений, а остальные компоненты вектора па-
раметров rX  устанавливаются в середине интер-
вала 0( ).rX  Определяется приращение компонен-
тов вектора откликов %hYΔ  и проверяется их 
чувствительность к вариациям вектора парамет-
ров. Если приращение откликов меньше %,ε  то 
считают что имитационная модель не «чувстви-
тельна» к вариациям вектора параметров. Те па-
раметры ,rX  которые оказались не «чувстви-
тельными», можно в дальнейшем исследовании 
исключить. Последним шагом этапа испытания 
является проверка адекватности модели: сравни-
ваются средние значения откликов модели с па-
раметрами реальной системы управления. При 
этом используется методика проверки адекват-
ности, основанная на гипотезе о близости сред-
них значений h-го отклика имитационной моде-
ли и реального технологического процесса про-
изводства, которая проверяется с помощью кри-
терия Стьюдента.  

На этапе 7 организуется серия многопро-
гонных имитационных экспериментов согласно 
процедуре Монте-Карло, в которой каждый ими-
тационный эксперимент (ИЭ) представляет l-ю 
реализацию имитационной модели. При завер-
шении N прогонов имитационной модели в базе 
данных будут сформированы выборки статистик 
l-х реализаций. После проведения N опытов на 
имитационной модели из статистик имитации 
вычисляются отклики модели.  
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На этапе 8 с помощью подсистемы 
.PS OBRABOT  из выборок, хранящихся в базе 

данных, формируются графики и диаграммы, 
определяются математические ожидания и дис-
персии откликов имитации. Откликами имита-
ционной модели являются усредненные по всем 
реализациям время и стоимость нахождения сис-
темы управления технологическим процессом в 
j-х состояниях 

0

1

1 ;
N

j lj
l

T T
N =

= ∑   0

1

1 N

j lj
l

C C
N =

= ∑  

а также общие значения времени восстановления 
и ликвидации аварий в процессе его реализации  
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N
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l

T T
N =

= ∑  

Цель имитации состоит в минимизации зна-
чений компонентов вектора ( ,T ,C ,VOT ),AVT  при 
которой лучшим признается вариант организа-
ции структуры управления технологическим 
циклом, доставляющий минимум 0Ψ  значению 
целевого функционала ( , , , ) :VO AVT C T TΨ  

0 min ( , , , ).VO AVT C T TΨ = Ψ  
После усреднения результатов имитации в 

соответствии с процедурой метода Монте-Карло 
в виде графиков и диаграмм формируются инте-
гральные статистики имитации. 

С помощью подсистемы .PS VIZUAL  графи-
ки и диаграммы выдаются на печать.  

На этапе 9 диаграммы использования ре-
сурсов сопоставляются в едином масштабе изме-
нения модельного времени. По этим графикам и 
временным диаграммам определяются диапазо-
ны расхода ресурсов ТПП при реализации теку-
щей структуры системы управления. Результа-
том сопоставления является отбраковка тех ре-
жимов управления, которые требуют много ре-
сурсов для своей реализации.  

Наконец, на этапе 10, с помощью подсис-
темы .PS RESHEN  анализируются варианты ор-
ганизации структуры управления технологиче-
ским циклом для принятия обоснованного реше-
ния при реализации соответствующих задач про-
ектного моделирования. 

 
2 Реструктуризация имитационных моде-

лей управляемых систем 
В основу описания математического аппа-

рата, используемого при реструктуризации ими-
тационных моделей управляемой системы, по-
ложена возможность возникновения отказов обо-
рудования при выполнении агрегатов-имитато-
ров технологических операций, что ставит экс-
перта-технолога перед необходимостью на стадии 
проектирования предусмотреть выход из состоя-
ний, возникших после реализации аварии. На 
этот случай в имитационной модели предусмат-
риваются «резервные» цепочки технологических 

операций ,ijAMTXO  которые активизируются 
только при появлении аварий. Переключение на 
«резервную» ветвь реализуется за счёт использо-
вания булевой матрицы коммутации ,nsγ  фор-
мируемой экспертом-технологом до начала ими-
тации. Строками этой матрицы (n) являются но-
мера агрегатов ijAMTXO  на входе агрегата-
события ,iASOB  а столбцами (S) являются номе-
ра резервных ijAMTXO  на выходе ,jASOB  кото-
рые необходимо инициировать в поставарийной 
ситуации. Подобное «технологическое резерви-
рование» является динамическим регулятором 
поставарийной ситуации, возникшей при реали-
зации текущей структуры системы управления 
моделируемым объектом. 

Другим способом недопущения аварий обо-
рудования является автоматический переход на 
резервные устройства, когда хотя бы для одного 
из устройств оборудования фактическая «нара-
ботка» превышает пороговые значения из мно-
жества { }.rind  Элементы этого множества 

{ }rind  поступают в подсистему . ,PS OPEREX  
которая проверяет близость к пороговому значе-
нию наработки всех устройств оборудования. 
При достижении близости к пороговым значени-
ям у нескольких устройств формируются авто-
матические воздействия на систему управления 
ИМ: групповой переход на резервирование тех 
устройств, у которых наработка близка к крити-
ческой ( )1 ;α  переход на общую профилактику 
оборудования из-за неэффективности группового 
резервирования или нехватки резервных уст-
ройств ( )2 ;α  допускается возможность аварии в 
тех случаях, когда процесс производства оста-
навливать нельзя, и состояния индикаторов иг-
норируются ( )3 .α  

Подсистема .PS ANALEX  использует стати-
стику имитаций { }kST  и множество откликов 

модели { }0 .jY  Откликами 0 jY  являются усред-
нённые по числу реализаций N их интегральные 
значения для h-го варианта управляемой произ-
водственной системы: критическое время вы-
полнения ( )KPhT  технологического цикла произ-

водства, стоимость его реализации ( )0 ,hC  инте-
гральный расход материалов и комплектующих 
изделий ( ) ,ohmt  количество использованных 

ресурсов r-го номера ( ) ,rhv∑  суммарная стои-

мость ликвидации аварий ( ) ,ABhC  общие потери 

времени на профилактику ( ).OPhT  Интегральные 
отклики модели составляют многомерный вектор 
откликов OHV  варианта структуры системы 
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управления, у которого все компоненты подле-
жат минимизации, но имеют различную размер-
ность и диапазоны изменения. Для сравнения ва-
риантов структуры осуществляется «свёртка» это-
го вектора к скалярному показателю hW  способом 

весовых коэффициентов важности ( 1;j j∑ δ =  

)0 1j≤ δ ≤  откликов с номером j. Вариантам ор-
ганизации структуры управляемой производст-
венной системы соответствуют значения вектора 
параметров { }0 jhX  и постоянных параметров 

имитации множества { }.hG  Общее количество 

вариантов hN  ( )01,h K=  определяется стратеги-

ей изменения каждого уровня параметров. 
Выбор оптимальной стратегии осуществля-

ется на основе классических методов планирова-
ния экспериментов. Решением задачи построения 
оптимального варианта организации структуры 
системы управления технологическим циклом 
производства является минимальное значение 

hW  по всему множеству вариантов с номером h. 
 
3 Динамическая имитация при автомати-

зации проектного моделирования систем 
управления 

Динамическая имитация при автоматизации 
проектного моделирования систем управления 
осуществляется на основе построения компонен-
тов динамической имитационной модели, при 
котором исходная структура управления техноло-
гическим объектом представляется конечным на-
бором взаимосвязанных математических моделей. 

Связь между компонентами математических 
моделей системы управления осуществляется по-
средством синхронизации взаимодействия агре-
гатов-имитаторов, входящих в состав компонен-
тов-моделей. Для построения компонентов дина-
мической имитационной модели системы управ-
ления используется агрегатная система автомати-
зации моделирования, реализующая агрегатный 
способ имитации сложных систем, в связи с чем 
используется шесть типов агрегатов-имитаторов:  

ijATOP  – агрегаты-имитаторы выполнения 
технологических операций;  

iASOB  – агрегаты-имитаторы свершения i-го 
события в процессе имитации функционирова-
ния системы управления; 

rAOBIN  – агрегаты-имитаторы функциони-
рования оборудования; 

rAKAN  и rAOBOP  – агрегаты-имитаторы 
совместного использования оборудования обще-
го пользования с помощью выделенных каналов; 

kAPROC  – процедуры-имитаторы с номе-
ром k ликвидации аварийной ситуации при вы-
полнении имитационной модели. 

Агрегаты-имитаторы ijAMTXO  представ-
ляют собой четырехполюсные агрегаты, которые 
имитируют выполнение технологической опера-
ции .ijMTXO  В режиме прямой имитации сигнал 
приходит от агрегата ,iASOB  который по соот-
ветствующим функциям распределения форми-
рует значения параметров агрегата ( ;ijlτ  ;ijlc  
{ };rijV  { };ijlmt  { })ijlko  в l-ой реализации имита-
ционной модели системы управления. Затем каж-
дый агрегат ijATOP  определяет индивидуальные 
запросы на ресурсы и оборудование в виде спи-
сков запросов ( ;ijlSPINRS  ;ijlSPOBR  ).ijlSPISP  
Далее происходит обращение к системе распре-
деления ресурсов, которая выделяет требуемые 
ресурсы на время имитации .ijMTXO   

Агрегаты iASOB  являются многополюсны-
ми с различным числом входов и выходов. Вы-
ходы у iASOB  могут быть одиночными и «кус-
товыми». Из «кустовых» выходов агрегата фор-
мируются сигналы двух типов: действительный 

,dSg  разыгрываемый по вектору вероятностей 
{ }ijklP  и ( 1)k −  фиктивных сигналов .fSg  Выхо-
ды iASOB  нумеруются, поэтому при адресации 
сигнала указывается номер события i и номер 
входа r  в агрегат .jASOB  Только действитель-
ные сигналы ,dSg  поступающие в режиме прямой 
имитации на вход ,ijATOP  инициируют его работу 
по изложенному алгоритму. Фиктивные сигналы 

fSg  обходят алгоритм выполнения .ijATOP  При 
этом у агрегатов jASOB  используется еще один 
тип выходных «кустовых» сигналов, называемых 
резервными выходами .jASOB  С их помощью 
реализуется так называемое «технологическое 
резервирование».  

Таким образом, на стадии автоматизации 
проектного моделирования систем управления 
эксперт-технолог имеет возможность динамиче-
ского регулирования выполнения множества 
{ }ijATOP  в зависимости от текущей структуры 
системы управления с помощью комбинаций 
различных типов кустовых выходов и задания 
соответствующего количества их разветвлений. 
Окончательный вариант оптимизации структуры 
системы управления принимается на основе ана-
лиза статистической информации, собранной в 
процессе функционирования динамической ими-
тационной модели. 

 
Заключение 
Многочисленные попытки унификации сис-

темного подхода при решении конкретных задач 
привели к необходимости использования про-
цедуры реструктуризации моделей в области 
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имитации для анализа функционирования слож-
ных технических систем, представленных в ка-
честве многопараметрических объектов конеч-
ным множеством математических моделей, каж-
дая из которых отражает конкретную группу 
свойств исходной системы [3]. При этом сохра-
няется возможность выделить классы сложных 
технических систем со специфическими свойст-
вами, на основании которых разрабатываются 
методологические принципы построения имита-
ционных моделей, которые характеризуются 
единой математической терминологией и могут 
быть доступны специалистам различных пред-
метных областей.  

В качестве инструмента для реализации по-
добного подхода используются метод пошаговой 
реструктуризации имитационных моделей и ди-
намическая имитация функционирования слож-
ных технических объектов [4], на основе кото-
рых осуществляется синтез оптимальной струк-
туры управления сложной технической системы 
в соответствии с решаемой многокритериальной 
задачей оптимизации ее функционирования. 

В работе предложен новый подход к иссле-
дованию управляемых систем при автоматизации 
их проектного моделирования, основанный на 
адаптации структуры имитационной модели сис-
темы управления к условиям функционирования 
технологического цикла производства, который 
используется для решения многокритериальных 
задач оптимизации структуры управления.  

Обоснована возможность использования 
данного метода для оценки качества проектного 
моделирования при построении оптимальной 
структуры системы управления технологическим 
циклом производства на основе реструктуриза-
ции имитационных моделей вероятностных тех-
нологических систем. 

Новизна данного подхода состоит в адапта-
ции текущей структуры имитационной модели 
системы управления к условиям функционирова-
ния вероятностного технологического процесса 
производства при решении многокритериальных 
задач оптимизации структуры управления. Пред-
ложенный метод позволяет выделить классы 

управляемых систем со специфическими свойст-
вами, которые характеризуются единой матема-
тической терминологий и могут иметь единые 
критерии оценки качества проектного моделиро-
вания для специалистов различных предметных 
областей. 

Выделение классов управляемых систем со 
специфическими свойствами дает возможность 
разработки методологических принципов по-
строения систем управления на стадии их про-
ектного моделирования, а также основания рас-
считывать на создание необходимой базы зна-
ний, позволяющей работать с управляемыми сис-
темами любой степени сложности вне зависимо-
сти от их физической сущности и рамок форма-
лизации. 
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PSEUDO-RANDOM KEY SEQUENCE GENERATOR 
BASED ON TRIPLE SETS OF BENT-FUNCTIONS 
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Предлагается схема генератора псевдослучайных ключевых последовательностей на основе математического аппарата 
многозначной логики и тройственных наборов бент-функций. Разработанный генератор обладает высоким уровнем 
криптографического и стохастического качества и может быть использован в современных телекоммуникационных 
системах. Построен и классифицирован полный класс 3-бент-последовательностей. Введено понятие троичной алгеб-
раической нормальной формы, разработан быстрый метод её нахождения. 
 
Ключевые слова: генератор ключевых последовательностей, многозначная логика, бент-функция, алгоритм поточно-
го шифрования. 
 
The scheme of multi-valued pseudorandom key sequence generator based on the triple sets of bent-functions is proposed. Designed 
generator has a high level of cryptographic and stochastic quality and can be used in modern telecommunication systems. The 
full class of 3-bent-sequences is constructed and classified. The concept of the ternary algebraic normal form is introduced and 
the fast method for its finding is developed. 
 
Keywords: key sequences generator, multi-valued logic, bent-function, stream encryption algorithm. 

 
 

Введение 
Базовым компонентом современных алго-

ритмов поточного шифрования (АПШ) являются 
генераторы псевдослучайных ключевых после-
довательностей (ГПКП), которые во многом оп-
ределяют их быстродействие и криптографиче-
скую устойчивость. Разработке ГПКП посвящено 
большое количество работ. На наш взгляд, од-
ним из наиболее перспективных направлений 
является построение ГПКП на основе совершен-
ных алгебраических конструкций [1]. Использо-
вание совершенных алгебраических конструкций 
позволяет добиться не только оптимальных сто-
хастических свойств ГПКП, но и получить хо-
рошие криптографические свойства генераторов. 

Наиболее удобными совершенными алгеб-
раическими конструкциями для построения 
ГПКП являются бент-функции (их таблицы ис-
тинности – бент-последовательности), что обу-
славливается их максимальным, среди булевых 
функций, удалением от множества аффинных 
функций, равномерным спектром амплитуд пре-
образования Уолша – Адамара. Схема ГПКП на 
основе множества бент-функций предложена в 
работе [1], тем не менее, исследования, прове-
денные в [2], показали её несовершенство в 
смысле стохастических свойств, в результате 
чего была предложена схема ГПКП на основе 

дуальных пар бент-функций, которая удовлетво-
ряет всем базовым стохастическим тестам [3]. 
Указанная схема ГПКП получила свое дальней-
шее развитие в работе [4], благодаря которой 
удалось существенно повысить быстродействие 
данной схемы  при сохранении стохастических и 
криптографических свойств генерируемых ею 
последовательностей. 

Хорошо известны эффективные приложе-
ния функций многозначной логики  для разра-
ботки и практической реализации схем защиты 
информации. 

Целью настоящей работы является постро-
ение ГПКП на основе троичных бент-последо-
вательностей (3-бент-последовательностей). 

Алгоритм поточного шифрования представ-
ляет собой набор из шести объектов, а именно [5]:  

{ } { } { }[ , , , , , ],i i iX x K k Y y E D A= = =  
где X  – вектор координат ix  открытого текста; 
K  – вектор координат  ключа ;ik  Y  – вектор 
координат iy  шифротекста; E  – множество пра-
вил зашифрования; D – множество правил рас-
шифрования; A  – алфавит, над которым проис-
ходит преобразование. 

Базовый принцип работы современных АПШ 
может быть сведен к следующим уравнениям 
зашифрования и расшифрования  
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;
1, ,

( );

i i iq

i i iq

y x z
i L

x y z

= ⊕⎧⎪ =⎨ = ⊕ −⎪⎩
 

где iz  – ключевая последовательность, генери-
руемая ГПКП на основе ключа ;K  q  – мощ-
ность применяемого алфавита ;A  L  – длина 
исходного сообщения; 

q
⊕  – операция сложения 

по модулю q. 
Наиболее употребительным является алфа-

вит { }0,1 ,A =  т. е. полагают 2,q =  тем не менее, 
развитие систем обработки и передачи информа-
ции, в частности, систем радиосвязи [6], опреде-
ляет актуальность и других значений q для по-
строения АПШ и ГПКП. В настоящей работе мы 
полагаем 3.q =  

Для случая 2q =  общепринятой схемой 
ГПКП является схема, основанная на Регистрах 
Сдвига с Линейной Обратной Связью (РСЛОС) и 
последующего нелинейного преобразования, по-
зволяющего достичь высокого уровня крипто-
графической стойкости, показанная на рисунке 0.1. 

 

 
 

Рисунок 0.1 – Схема ГПКП на основе РСЛОС 
 

В схеме, предложенной в [2], при работе 
над двоичным алфавитом { }0,1  в качестве нели-
нейного преобразования применяются такие со-
вершенные алгебраические конструкции, как ду-
альные пары бент-последовательностей. 

Определение 0.1 [7]. Бинарная последова-
тельность  

0 1 1[ , , , , , ],i NB b b b b −= " "  
длины 22 ,mN =  ,m∈`  где коэффициенты 

{ 1},ib ∈ ±  называется бент-последовательностью, 
если она имеет равномерный по модулю спектр 
Уолша – Адамара, который представим в мат-
ричной форме 

 ( ) ,B NW B A constω = ⋅ =             (0.1) 

0, 1,Nω = −  
где NA  – матрица Уолша – Адамара порядка N. 

Регулярный метод синтеза бент-последова-
тельностей длины 16N =  разработан в [8], в то 
время как метод синтеза бент-последователь-
ностей длины 64N =  разработан в [9]. Бент-по-
следовательности бо́льших длин могут быть по-
лучены с помощью таких рекуррентных конст-
рукций, как конструкция Майорана – МакФар-
ланда [7]. 

Определение 0.2. Дуальной парой бент-после-
довательностей называется такой набор из двух 
бент-последовательностей 1,B  2 ,B  конкатенация 
таблиц истинности которых [ ]1 2,B B  является 
сбалансированной, т. е.  

1 1 .K K N− += =  
Как показывают исследования, проведен-

ные в работе [2], именно применение дуальных 
пар бент-последовательностей позволяет добить-
ся наилучших стохастических и криптографиче-
ских свойств ГПКП. 

Разработка ГПКП для случая 3q =  требует 
введения новых видов бент-последовательностей. 

Отметим, что свойства бент-последователь-
ности зависят от выбранного ортогонального 
базиса. В определении 0.1 используется ортого-
нальное преобразование Уолша – Адамара. В свою 
очередь, каждая строка матрицы Адамара являет-
ся кодовым словом линейного кода, а, следова-
тельно, постоянные значения трансформант Уол-
ша – Адамара подразумевают, что булева функ-
ция включает в себя равные кванты каждой из 
линейных функций. Это свойство определяет 
наилучшую криптографическую стойкость бент-
последовательностей среди всего множества бу-
левых функций. 

Для распространения описанных конструк-
ций на случай 3q =  нам понадобятся следующие 
понятия. 

Определение 0.3 [10]. Функцией q-значной 
логики (далее q-функция) k переменных называ-
ется отображение 

{ } { }0,1,2,..., 1 0,1, 2,..., 1 .kq q− → −  
При 2q =  получаем булевы функции. 

В частности, функция трехзначной логики 
(3-функция) – это отображение 

{ } { }0,1,2 0,1,2 ,k
kV = →  

т. е. правило, однозначно сопоставляющее век-
тору из k координат, принимающих значения 
0, 1, 2 значение 0, 1 или 2.  

Так же, как и булевы функции, 3-функции 
можно задать аналитически, в виде вектора, в 
виде таблицы. Важнейшей задачей является оп-
ределение алгебраической нормальной формы 
(АНФ) 3-функций. 

Пусть 3-функция двух переменных задана 
таблицей. Для нахождения АНФ данной функ-
ции запишем полином:  

2
1 2 00 01 2 02 2

2
10 1 11 1 2 12 1 2

2 2 2 2
20 1 21 1 2 22 1 2

( )

,

, x x

x x x

f x x a

x x

x x x x x

a a

a a a

a a a

+

+

= + +

+ +

+ +

+

+

 (0.2) 

где { }0,1,2ija ∈  – искомые коэффициенты, ija  
имеют двойную индексацию: показатель степени 
первой переменной, показатель степени второй 
переменной. Например, 12a  – это коэффициент 
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при произведении первой степени 1x  и второй 
степени 2 .x  

Для поиска коэффициентов ija  составим со-
ответствующую систему уравнений. Для этого 
подставляем в (0.2) значения переменных и при-
равниваем заданным значениям многочлена. Реше-
ние системы можно записать в виде таблицы 0.1. 

 
Таблица 0.1 – Решение системы 
 

00 01 02 10 11 12 20 21 22

00

01

02

10

11

12

20

21

22

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 1 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

f f f f f f f f f
a
a
a
a
a
a
a
a
a

−
− − −

−
− −

− − −
− − −

− − −

   

 
Пример. Пусть 1 2 22, ( , ) ,k x x x V= = ∈  3-функ-

ция задана таблицей истинности 
 

1 2 ( )
0 0 0
0 1 1
0 2 1
1 0 1
1 1 2
1 2 0
2 0 2
2 1 1
2 2 1

x x f x

 

 

Векторное задание этой функции с помо-
щью таблицы истинности: { }( ) 011120211 .f x =  
По таблице 0.1 сразу определяем коэффициенты 
АНФ для нашего примера: 

 

00 01 02 10 11 12 20 21 22 .
0 0 1 1 2 2 0 2 0

T

ij

a a a a a a a a a
a

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 Таким образом, с учетом найденных коэф-
фициентов можем записать АНФ исследуемой 
3-функции: 
 

2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) 2 2 2 .x x x x x x x x x xΦ = + + + +  

 

Проведем проверку:  
(0,0) 0; (0,1) 1;
(0, 2) 1; (1,0) 1;
(1,1) 2; (1,2) 0;

Φ = Φ =
Φ = Φ =
Φ = Φ =

 

(2,0) 2; (2,1) 1;
(2,2) 1,

Φ = Φ =
Φ =

 

что подтверждает правильность вычисленной 
АНФ. 

Отметим, что исследование особенностей 
структуры найденной матрицы преобразования, 
а также возможностей её обобщения для другого 
количества переменных 3-функций является 
важной задачей, которая все еще ожидает своего 
решения. 

 
1 Троичные бент-последовательности 
Основываясь на понятии алгебраической 

нормальной формы 3-функции, можем теперь 
определить 3-аффинный код по аналогии с дво-
ичным аффинным кодом. 

Определение 1.1. Аффинной называется 
q-функция аналитического вида 

( )0 1

0 0 1 1 1 1

1

0

φ , ,
(mod )

(mod ),

k

k k

k

i i
i

x x
a x a x a x b q

a x b q

−

− −

−

=

… =

= + +…+ + =

= +∑

 

где { }0 1 1, ,..., , 0,1,..., 1 ;ka a a b q− ∈ −  ix  может при-
нимать значение 0, 1,…, 1.q −  

Единственным отличием общего аналити-
ческого вида аффинных функций от линейных 
является наличие свободного члена b, при этом 
если 0,b =  то функция является линейной. Мно-
жество всех аффинных функций от k перемен-
ных обозначим .kA  

Например, для случая 2k =  могут быть вы-
писаны все аффинные функции 

 

3

000000000 111111111 222222222
012012012 120120120 201201201
021021021 102102102 210210210
000111222 111222000 22200011
012120201 120201012
021102210 102210021
000222111 111000222
012201120 120012201
021210102 102021210

A =
1

201012120 .
210021102
222111000
201120012
210102021

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

 

По аналогии с двоичным случаем, на основе 
линейной части аффинного кода 3A  и отображения  

o

o

o o

0

120

240 120

0 ,

1 ,

2 ,

j

j

j j

e

e

e e−

→

→

→ =

 

где 1,j = −  построим ортогональную матрицу, 
каждая строка которой представляет собой функ-
цию Виленкина – Крестенсона, обобщение мат-
рицы Адамара на трехзначный случай: 
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Определение 1.2 [11]. Троичная последователь-

ность 0 1 1[ , , , , , ]i NH h h h h −= " "  длины 23 ,mN =  

,m∈`  где коэффициенты { }o o o0 120 240, , ,j j j
ih e e e∈  

называется 3-бент-последовательностью, если она 
имеет равномерный по модулю спектр Виленки-
на – Крестенсона, который представим в мат-
ричной форме 

 ( ) ,B NH V constΩ ω = ⋅ =  0, 1,Nω = −    (1.1) 
где NV  – матрица Виленкина – Крестенсона по-
рядка .N  

Результаты вычислительных экспериментов 
таковы: существует 486 оптимальных последова-
тельностей длины 23 9,N = =  удовлетворяющих 
свойству (1.1), являющихся  3-бент-последова-
тельностями относительно преобразования Ви-
ленкина – Крестенсона [12]. 

Подробный анализ полного класса данных 
оптимальных последовательностей позволил 
провести их классификацию: они могут быть 
разделены на шесть подмножеств 

 

0 1 2 ( )
1 4 4 (54);
2 2 5 (108);
2 5 2 (108);
4 1 4 (54);
4 4 1 (54);
5 2 2 (108),

iK K K J

           (1.2) 

где 0 1 2, ,K K K  – количество 0, 1, 2 в троичной 
последовательности соответственно, с учетом 
однозначного отображения  

o o o o0 120 240 1200 , 1 , 2 ;j j j je e e e−→ → → =  

iJ  – количество последовательностей с заданной 
структурой. 

Определение 1.3. Набор из трех 3-бент-по-
следовательностей называется тройственным 
набором, если конкатенация его таблиц истинно-
сти является сбалансированной, т. е.  

0 1 2 .K K K= =  

Анализ (1.2) приводит к выводу, что трой-
ственный набор 3-бент-последовательностей мо-
жет быть составлен двумя различными способа-
ми, на основе множества структур 

{ } { } { }{ }1, 4, 4 , 4,1, 4 , 4,4,1  

и { } { } { }{ }5, 2, 2 , 2,5, 2 , 2, 2,5 . 
 

2 ГПКП на основе тройственных наборов 
бент-последовательностей 

Предлагается схема ГПКП, основанная на 
свойствах полного класса 3-бент-последователь-
ностей, разделенного на 2 типа тройственных 
наборов (рисунок 2.1). 

Схема ГПКП на основе тройственных набо-
ров 3-бент-последовательностей, представленная 
на рисунке 2.1, состоит из двух троичных 
3РСЛОС, которые генерируют входные значения 
для 3-бент-последовательности, а также одного 
3РСЛОС, который производит выбор 3-бент-
последовательности внутри тройственного набо-
ра. Схема содержит один двоичный РСЛОС, ко-
торый на каждом такте производит выбор одного 
из двух возможных тройственных наборов (1.2). 

Структуры соответствующих РСЛОС пол-
ностью определяются неприводимыми первооб-
разными полиномами. Для двоичного случая 
неприводимые первообразные полиномы можно 
найти в [13], тогда как полные множества непри-
водимых W  и первообразных неприводимых V  
полиномов степеней deg( ( )) 2,3,...,7p x =  приве-
дены в таблице 2.1, жирным шрифтом выделены 
первообразные полиномы. 

Рассмотрим более подробно принципы ра-
боты разработанного ГПКП поясняя их конкрет-
ным примером. Пусть заданы 2 тройственных 
набора 3-бент-последовательностей 

[ ]
[ ]
[ ]

[ ]
[ ]
[ ]

1 4

2 5

3 6

БФ 011122122 ; БФ 002122212 ;

БФ 001022202 ; БФ 001112112 ;

БФ 001001112 ; БФ 000012021 ,

⎡ ⎡= =
⎢ ⎢

= =⎢ ⎢
⎢ ⎢= =⎣ ⎣
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Рисунок 2.1 – ГПКП на основе тройственных наборов 3-бент-последовательностей 

 

Таблица 2.1 – Неприводимые и первообразные полиномы в полях Галуа (3 )kGF  
Поле W  V  ,W V  

(9)GF  3 2 10, 14, 17 
(27)GF  8 4 34, 35, 38, 41, 43, 46, 49, 53 
(81)GF  18 8 86, 89, 92, 94, 97, 101, 110, 115, 118, 121, 125, 134, 137, 139, 145, 149, 151, 158 

(243)GF  48 22 250, 251, 257, 265, 274, 275, 281, 287, 289, 295, 307, 311, 314, 317, 319, 322, 326, 329, 
331, 334, 337, 341, 355, 367, 373, 374, 379, 386, 389, 391, 397, 398, 406, 409, 413, 425, 

428, 430, 437, 445,  446, 458, 461, 466, 469, 470, 478, 482 
(729)GF  116 48 734, 737, 742, 745, 748, 761, 763, 766, 773, 781, 787, 791, 793, 797, 805, 829, 833, 836, 

838, 841, 845, 854, 865, 869, 871, 878, 892, 901, 905, 908, 925, 929, 932, 934, 949, 956, 
958, 962, 974, 977, 985, 1001, 1003, 1009, 1013, 1022, 1027, 1039, 1042, 1045, 1046, 
1054, 1057, 1070, 1073, 1078, 1085, 1087, 1093, 1094, 1106, 1111, 1126, 1133, 1145, 
1150, 1160, 1166, 1172, 1178, 1184, 1186, 1189, 1190, 1205, 1208, 1213, 1217, 1223, 
1231, 1243, 1255, 1258, 1261, 1262, 1271, 1276, 1279, 1286, 1295, 1297, 1303, 1310, 
1316, 1318, 1330, 1342, 1346, 1354, 1358, 1366, 1367, 1373, 1388, 1390, 1400, 1405, 

1406, 1418, 1424, 1426, 1439, 1442, 1445, 1453, 1457 
(2187)GF  312 156 2198, 2203, 2206, 2213, 2218, 2219, 2225, 2227, 2233, 2237, 2255, 2258, 2263, 2266, 2285, 

2294, 2297, 2305, 2317, 2323, 2330, 2335, 2342, 2365, 2374, 2377, 2390, 2396, 2405, 2410, 
2413, 2426, 2434, 2435, 2441, 2447, 2449, 2455, 2467, 2471, 2477, 2479, 2495, 2503, 2519, 
2521, 2533, 2539, 2549, 2554, 2557, 2567, 2570, 2572, 2578, 2582, 2599, 2606, 2612, 2621, 
2630, 2638, 2645, 2647, 2650, 2654, 2669, 2671, 2674, 2675, 2683, 2687, 2693, 2695, 2707, 
2708, 2716, 2726, 2731, 2732, 2755, 2770, 2774, 2791, 2794, 2798, 2806, 2812, 2816, 2818, 
2822, 2831, 2837, 2845, 2861, 2879, 2882, 2885, 2887, 2894, 2896, 2902, 2909, 2911, 2926, 
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Рисунок 2.2 – 3РСЛОС на основе первообразного полинома 7 2

1( ) 2 1f ρ = ρ + ρ + ρ+  
 
а также выбраны первообразные полиномы (таб-
лица 2.1), определяющие структуры соответст-
вующих РСЛОС ( )binf  и 3РСЛОС ( )if  
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и их исходные состояния 
{ } { }

{ } { }
1 2

3 4

β 1111111 , β 111111 ,

β 11111 , β 11111111111111 .

= =

= =
  (2.1) 

На основе каждого полинома может быть 
построена схема РСЛОС, как это показано в [6]. 
Начальные условия РСЛОС представляют собой 
элемент ключевой информации. Например, схе-
ма 3РСЛОС, основанная на полиноме 

7 2
1( ) 2 1,f ρ = ρ +ρ + ρ+  

приведена на рисунке 2.2. 
Учитывая исходные состояние РСЛОС (2.1), 

генерируемые последовательности будут иметь 
следующий вид 
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Рассмотрим процесс генерации первого 
трита ключевой последовательности. Основыва-
ясь на рисунке 2.1 бит последовательности 4ξ  
определяет нам выбор тройственного набора, и 
поскольку он равен 1, то используется тройст-
венный набор 1. Трит последовательности 3ξ  
определяет выбор 3-бент-последовательности 
внутри тройственного набора, и поскольку, в 
нашем случае, он также равен 1, выбирается 
3-бент-последовательность 5БФ .  Триты последо-
вательностей 1ξ  и 2ξ  являются аргументами 
3-бент-функции или, соответственно, определя-
ют конкретную координату таблицы истинности 
3-бент-последовательности, которая подается на 
выход схемы. В нашем случае это 311 4=  коор-
дината (нумерация начинается с 0) 3-бент-
последовательности и поэтому γ 1 .= …  Повторяя 

подобные расчеты, вычисляем последующие 
элементы результирующей ключевой последова-
тельности { }γ 11111102022212112100 .= …  

Результаты проведенного анализа стохасти-
ческих характеристик [3] предложенного ГПКП 
для длины гаммы 123  бит представлены в табли-
це 2.2, где знак «+» означает, что данный крите-
рий выполняется, а знак «–» – не выполняется. 
 

Таблица 2.2 – Стохастические характеристи-
ки предложенного ГПКП 
№ 
п/п Критерии качества Предложенный

ГПКП 

1 Сбалансированность 177402/177114/
176925 

2 Случайный внешний вид 
сигнала + 

3 Равномерное распределе-
ние гистограммы + 

4 Случайное распределение 
на плоскости + 

5 2-х граммное распределение + 
6 3-х граммное распределение + 
7 4-х граммное распределение + 
8 Монотонность + 
9 Линейная сложность + 

10 Максимальный боковой 
лепесток битовой АКФ 0,0092 

11 Спектральный тест + 
12 Стопка книг [14] + 

 
Анализ данных таблицы 2.2 показывает, что 

разработанный ГПКП соответствует базовым 
стохастическим тестам, предложенным в [3], а 
также тесту «Стопка книг» [14]. 

Определим число уровней защиты [15] раз-
работанного ГПКП для нашего примера. Началь-
ное значение 13РСЛОС  может быть выбрано 

73 1 2186− =  способами, 23РСЛОС  – 63 1 728− =  
способами, 33РСЛОС  – 53 1 242− =  способами, 
тогда как двоичного 4РСЛОС  – 142 1 16383− =  
способами. Шесть 3-бент-последовательностей 
из полного множества могут быть выбраны 

3 3 13108 54 1.07 10⋅ ≈ ⋅  способами. Таким образом, 
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число уровней защиты рассматриваемого в каче-
стве примера ГПКП определяется как  

13 251.07 10 2186 728 242 16383 6.75 10 ,Ψ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ≈ ⋅  
тогда как длина ключа равна 2log 86K = Ψ =⎡ ⎤⎢ ⎥  

бит или 3log 55K = Ψ =⎡ ⎤⎢ ⎥  трит. 
Число уровней защиты является легко мас-

штабируемым за счет применения бо́льших сте-
пеней полиномов для РСЛОС или бо́льших длин 
3-бент-последовательностей. Последнее, несомнен-
но, требует детального изучения классов 3-бент-
последовательностей бо́льших длин, что может 
стать предметом дальнейших исследований. 

 
Заключение 
Отметим основные результаты проведенных 

исследований: 
1. Разработан троичный ГПКП на основе 

тройственных наборов 3-бент-последовательно-
стей, обладающий высоким уровнем стохастиче-
ского и криптографического качества, который 
может быть использован как в современных q-ич-
ных телекоммуникационных системах, так и в 
криптографических приложениях. В частности, 
перспективным и более практичным, в сравне-
нии с двоичным, является применение троичного 
варианта рассмотренных конструкций в JPEG и 
MPEG. 

2. Найден полный класс 3-бент-последова-
тельностей и проведена его классификация на 
тройственные наборы по критерию различных 
весовых структур. 

3. Дальнейшее развитие получил метод нахо-
ждения АНФ логических функций, в рамках чего 
разработан алгоритм нахождения АНФ 3-функций, 
который может быть использован при решении 
многих прикладных задач. 
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ми) на адрес редакции.  

Образец оформления статьи, сведений об ав-
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In order for papers submitted to be published in 
the journal “Problems of Physics, Mathematics and 
Technics” the following rules should be taken into 
account: 
 – the paper should be in agreement with the 
type of the journal; 

– the paper should be an original work, it 
should not have been submitted for consideration or 
previously published in the bulk over 25% in an-
other scientific edition and (or) electronic publica-
tions with the exception of preprint publication 
(manuscript) of the paper of the authors (coauthors) 
on their own website; 
 – the paper should contain all statutory refer-
ences to the cited authors and published sources of 
the borrowed material. The author (coauthors) must 
obtain all the necessary permissions for the use of 
materials in the article, in the event that he is (they 
are) not their right holder (right holders). 

The paper should not contain the materials 
suppressed for publication in the press in accordance 
with the laws of the Republic of Belarus. 

Contents of a paper should be written in line 
with the scope of the journal. The paper should be 
written in Russian, Belarusian and English, edited 
thoroughly and submitted in two copies to the Edito-
rial Office. The manuscript should be printed on A4 
white paper with all pages numbered. In addition, 
the  authors  must  submit  the  electronic  version  
of their manuscript  either  on a CD or by e-mail  
(e-mail: pfmt@gsu.by). 

To prepare a paper it is possible to use MS 
Word for Windows (2000/2003), Times New Roman 
type, 14 pt. All margins are 2 cm. The author may 
also use 12 pt LaTeX in standard style article with-
out redefinition of the margins and introduction of 
the author’s commands. 

Index UDC is sited in the left corner of the first 
page. The title of the paper in capital letters is fol-
lowed by the name(s) of the author(s), authors' af-
filiations and full postal addresses next to which are 
an abstract of no more than ten lines and keywords. 
Relevant keywords should be placed just after the 
Abstract. 

A paper, as a rule, should include Introduction, 
Body Text, Conclusion and Literature. The title of 
the paper must be concise. It describes the main idea 
of your research. 

In the Introduction the author gives a brief re-
view of literature, his grounds and specific objec-
tives, he describes links with scientific and practical 
branches. All background information such as refer-
ence to the papers of others authors and some 
previous publications (including foreign ones) in the 
field of investigation is necessary. 

The main part should contain description of the 
techniques used and objects of investigation within a 
large scientific framework. This part may be divided 
into subsection (with explanatory headings). It provides 

the readers with the analysis of the publications on 
the problem described in these subsections. 

Formulas, figures and tables should be sequen-
tially numbered in the framework of the section, for 
example: (1.1), (2.3), figure 1.1, table 2.1. The author 
should number only the formulas with appropriate 
references. The formula number is placed on the right 
side of the page and the formula itself is centred. 

Figures and tables should be put into a contex-
tual framework. The size of figures and charts does 
not exceed 10х15 cm. Halftone photos should be 
glossy and contrast. Do not repeat extensively in the 
text the data you have presented in tables and figures. 

Each table should have the heading, in which 
units of measure describe the values under consid-
eration. All measurements and data should be given 
in SI units, or if SI units do not exist, in an interna-
tional accepted unit. The authors are advised to 
avoid abbreviations except for generally accepted 
ones (i. e., etc.). Define all abbreviations the first 
time they are used. 

In the Conclusion the received data are de-
scribed in concise form. The novelty of these results, 
advantages and possibility of practical use are pre-
sented. 

Publications cited in the text should be pre-
sented in a list of references following the text of the 
manuscript. References should be given in their 
original spelling, numbered in the order they appear 
in the text and contain full bibliography. Please, do 
not cite unpublished papers. The numbers of refer-
ences are sited in square brackets (e.g. [1], [2]). 

The paper should be signed by all authors. 
The following documents should be attached to 

the article: 
– covering letter of the organization in which 

the work was done with a request for publication; 
– information about the authors; 
– expert opinion on the possibility of publish-

ing an article in the press; 
– treaty on the transfer of the copyright (two 

copies). 
The authors should provide the following in-

formation on a separate sheet: surname, first name, 
patronymic, science degree, rank and correct postal 
address for correspondence, organization or com-
pany name and position, title, research field, home 
or office phone numbers, and e-mail address. 

Then the paper is sent to the Editorial Board to 
be reviewed. The Editorial Office informs the au-
thors of paper denial and the reviewer's conclusion 
without returning the manuscript. A request to revise 
the manuscript does not imply that the paper is ac-
cepted for publication since it will be re-reviewed 
and considered by the Editorial Board. The authors 
of the rejected paper have the right to apply for its 
reconsideration. 

The Editorial Board has the right to edit the 
manuscript and abridge it without misrepresenting 
the paper contents. 
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Papers not meeting the above requirements are 
denied and returned to the authors. The date of re-
ceipt of the final version by the Editorial Office is 
considered as the submission date. 

Authors are responsible for the submission of 
their publication because submission is a representa-
tion that the paper has not been previously published 
and is not currently under consideration for publica-
tion elsewhere. The Editorial Board charters top-
priority for postgraduate students (postgraduate 
course, persons working for doctor's degree, com-
petitors for scientific degree) during the current year 

of the completion of a course. Publication of the 
paper is free of charge. 

Samples of the preparation of an article, infor-
mation about the authors, expert opinion and the text 
of the treaty on the transfer of the copyright are 
placed on the site http://pfmt.gsu.by. 

The journal «Problems of Physics, Mathemat-
ics and Technics» is included in the mass media 
catalogue of the Republic of Belarus. Index: 01395 
(for personal subscribers), 013952 (for enterprises 
and organizations). 
 


	Обложка ПФМТ_1_26_2016.jpg
	Титул содержание выходные данные 2016-1.pdf
	Андреев ВВ 2016-1.pdf
	Белый ВН Кулак ГВ Крох ГВ Ропот ПИ Шакин ОВ 2016-1.pdf
	Гиргель СС 2016-1.pdf
	Гольдаде ВА Цветкова ЕА Шаламов ИВ 2016-1.pdf
	Есман АК Потачиц ВА Зыков ГЛ 2016-1.pdf
	Кондратенко ВИ 2016-1.pdf
	Руденков АС Рогачев АВ Пилипцов ДГ Федосенко НН Сянь Хун Джанг 2016-1.pdf
	Мегралиев ЯТ Искендерова ГН 2016-1.pdf
	Пецевич ВМ Шевченя ДН 2016-1.pdf
	Скиба АН 2016-1.pdf
	Сохор ИЛ 2016-1.pdf
	Тютянов ВН Тихоненко ТВ 2016-1.pdf
	Якубович ОВ Дудовская ЮЕ 2016-1.pdf
	Лановой АТ 2016-1.pdf
	Смородин ВС Клименко АВ Сукач ЕИ Шимчик ОА 2016-1.pdf
	Соколов АВ Жданов ОН Барабанов НА 2016-1.pdf
	Правила для авторов 2016-1.pdf

