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УДК 661.882 

НАНОСТРУКТУРИРОВАННЫЕ ФОТОКАТАЛИТИЧЕСКИЕ  
ЗОЛЬ-ГЕЛЬ ПОКРЫТИЯ НА ОСНОВЕ ТИТАНА 

В.В. Васькевич, Д.Л. Коваленко, А.В. Семченко, В.В. Сидский, М.А. Ковалевич 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

NANOSTRUCTURED PHOTOCATALYTIC SOL-GEL COATING  
BASED ON TITANIUM 

V.V. Vaskevich, D.L. Kovalenko, A.V. Semchenko, V.V. Sidsky, M.A. Kovalevich 
F. Scorina Gomel State University 

 
Представлен золь-гель метод получения покрытий на основе этоксида титана. Определены оптимальные условия син-
теза и описаны параметры, влияющие на свойства получаемых материалов. Проведены исследования структурных и 
фотокаталитических свойств покрытий на основе диоксида титана. Исследовано влияние концентрации ионов церия на 
морфологию поверхности сформированных титановых покрытий. 
 
Ключевые слова: золь-гель технология, покрытие, структурные свойства, фотокаталитические свойства. 
 
The sol-gel method for the production of coatings based on titanium ethoxide is described. The optimal synthesis conditions and 
the parameters affect on the properties of the resulting materials are described. Investigations of structural and photocatalytic 
properties have been made. The effect of the concentration of cerium ions on the surface morphology of formed titanium coat-
ings has been discussed. 
 
Keywords: sol-gel process, film, structural properties, photo catalytic properties. 

 
 

Введение  
В настоящее время наряду с увеличением 

темпов роста промышленного производства и 
хозяйственной деятельности обостряется про-
блема очистки воды. Существующие на сего-
дняшний день сорбционные, деструктивные и 
разделительные технологии лишь частично ре-
шают проблему загрязнения воды, так как преду-
сматривают дополнительное обезвреживание и 
захоронение отходов, скапливающихся на по-
верхности сорбентов или фильтров в процессе 
очистки. Фотокаталитический метод выгодно 
выделяется на фоне указанных технологий и об-
ладает комплексом положительных свойств [1]. 
Так, применение данного метода снижает объё-
мы выброса в атмосферу окислителей типа хлора 
и озона, устраняет необходимость обезврежива-
ния отходов, так как его реализация не связана с 
накоплением загрязнителей, требующих после-
дующей утилизации [2]. 

Использование наноструктурированных ма-
териалов создает благоприятные предпосылки 
для эффективного решения задач по очистке во-
ды от органических загрязнений и инфекцион-
ных агентов [3]. Установлено, что окислительно-
восстановительные реакции на поверхности плё-
нок на основе диоксида титана разлагают загряз-
нения до экологически безопасных составляю-
щих. Стимулирующим фактором в данных про-
цессах выступает фотоэлектрический катализ, 
протекающий под воздействием излучения ви-
димого и ультрафиолетового диапазона.  

Среди наиболее перспективных технологи-
ческих подходов к созданию наноструктуриро-
ванных фотокаталитических покрытий на основе 
оксидов титана выделяется золь-гель метод, ос-
нованный на осаждении гидролизованных ме-
таллоорганических соединений титана с после-
дующей кристаллизацией при термической об-
работке. Данный метод позволяет в широких 
пределах варьировать физико-химические свой-
ства получаемых покрытий и достигать значи-
тельного взаимодействия компонент плёнкооб-
разующего раствора.  

В этой связи актуальной представляется за-
дача разработки методики синтеза и исследова-
ние наноструктурированных фотокаталитиче-
ских золь-гель покрытий на основе металлоорга-
нических соединений титана, для применения их 
в системах очистки воды и комбинированной 
очистки водно-воздушных смесей. 

 
1 Экспериментальная часть 
Синтез получаемых в работе покрытий 

можно разделить на следующие стадии: 
1. Приготовление пленкообразующего рас-

твора (смешивание исходных компонентов). 
2. Созревание пленкообразующего раствора 

(прохождение реакций гидролиза и поликонден-
сации). 

3. Нанесение пленки на поверхность под-
ложки. 

4. Окончательное формирование пленки (суш-
ка и термообработка). 
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При проведении гидролиза различных со-
единений титана (алкоксидов и неорганических 
солей титана, главным образом этоксидов) в 
водных и безводных растворах, первичными 
продуктами, при низких значениях рН, являются 
основные соли переменного состава. При более 
высоких значениях рН образуются гидратиро-
ванные формы диоксида титана, которым припи-
сывают формулу Тi(ОН)2 или ТiO2⋅nH2O, где n 
зависит от условий старения и сушки. Свеже-
осажденный гидратированный диоксид титана 
обладает большой адсорбционной способностью 
по отношению, как к катионам, так и к анионам. 
Содержание и природа примесей в ТiO2 зависят 
от рН среды при осаждении, природы осадителя 
и исходного соединения титана. В данной работе 
для получения пленкообразующих растворов в 
качестве исходного алкосоединения был выбран 
этоксид титана, так как проведение гидролиза 
этоксида титана в безводном изопропиловом 
спирте с добавлением строго определенного ко-
личества ультрачистой воды в мягких условиях 
приводит к формированию стабильного раствора. 

Пленкообразующие растворы были приго-
товлены следующим образом. Требуемое коли-
чество этоксида титана смешивали с безводным 
изопропиловым спиртом, добавляли в получен-
ную смесь водный раствор соляной кислоты и 
перемешивали. Так как прохождение реакции 
гидролиза в системах на основе алкоксидов ти-
тана требует много времени, приготовленный 
раствор выдерживали при комнатной температу-
ре в течении 5–7 суток. Для дополнительного 
исследования После созревания в полученный 
раствор вводили соли хлорида цинка от 1 масс. % 
до 5 масс. % и выдерживали раствор еще сутки 
для стабилизации кислотно-щелочного баланса. 
Готовые пленкообразующие растворы наносили 
на заранее подготовленные подложки из крем-
ния, кварцевого стекла и металла методами цен-
трифугирования и окунания. После нанесения 
полученные образцы помещали в муфельную 
печь для пошаговой термообработки на воздухе 
от 100°С до 800°С.  

  
2 Результаты и их обсуждение 
По описанной выше методике были получе-

ны прозрачные однородные покрытия на по-
верхности кремния при температурах обработки 
400, 600, 700 и 800°С. Результаты рентгенофазо-
вого анализа показали, что низкотемпературный 
отжиг (Т≤400oС) не приводит к образованию ак-
тивных TiO2 частиц в полученных пленках. На 
дифрактограммах плёнок, сформированных на 
основе этоксида титана (рисунок 2.1) видно, что 
кристаллы TiO2, кристаллизующиеся в фазу бру-
кита и выступающие в последствии в качестве 
активных центров в фотокаталитических реакци-
ях, образуются при температуре Т ≥ 600oС.  

 

 
Рисунок 2.1 – Дифрактограммы золь-гель 
покрытий, сформированных на основе 

этоксида титана 
 

При дальнейшем росте температуры термо-
обработки до 800oС происходит увеличение ин-
тенсивности линий, обусловленных присутствием 
брукита в исследованных покрытиях (2θ = 25.24о). 
Данная модификация диоксида титана по фото-
каталитической активности превосходит анатаз и 
рутил [4]. Интенсивность пиков Ti2O3 (2θ = 61.55о) 
снижается с увеличением температуры отжига от 
600oС до 800oС. Таким образом, присутствие 
брукита в исследованных тонкоплёночных сис-
темах обуславливает возможность их использо-
вания в качестве покрытий с самоочищающейся 
поверхностью, а также создание систем очистки 
воды на базе фильтров, выполненных из набора 
металлических сеток с активным фотокаталити-
ческим покрытием. 

На рисунке 2.2 представлены результаты 
микроскопических исследований покрытий, сфор-
мированных на основе этоксида титана, легиро-
ванного ионами Ce (1 масс.%). Для данного по-
крытия характерна пористая структура с цепоч-
ками длиной 1÷2,5 мкм, составленными из пор 
со средним поперечным размером d≈ 95 нм.  

 

 
Рисунок 2.2 – Топография поверхности 

образца TiO2:Ce 1 масс. %. 
Стрелки указывают на цепочки,  

образованные порами 
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В образце с концентрацией Ce 2 масс. % об-
разуются кольцеобразные частицы (рисунок 2.3), 
внешний и внутренний радиус которых состав-
ляет 460 и 250 нм соответственно. Дальнейшее 
увеличение концентрации церия в плёнкообра-
зующем золе приводит к увеличению размеров 
кольцеобразных частиц, образующих менее струк-
турированную поверхность, образуются незамк-
нутые кольцеобразные частицы.  

 

 
Рисунок 2.3 – Топография поверхности образца 

Ti :Ce – 2 масс. % (поле 1,26 ×1,05 мкм2).  
Внешний (D) и внутренний (d) радиусы  

кольцеобразных участков 
 

Анализ статистических данных (таблица 2.1), 
полученных по результатам исследования мор-
фологии поверхности плёнок методом атомно-
силовой микроскопии показал, что наименьшей 
субшероховатостью характеризуется образец тита-
нового покрытия, содержащий Ce – 1 масс. %.  

 
Таблица 2.1 – Результаты измерения 
толщины и шероховатости  покрытий, 
сформированных на основе TiO2 
 

№ образца До-
пант 

Содер-
жание 
допанта
масс.% 

Толщи-
на, 
нм 

Субшерохо-
ватость 
Ra, нм 

3.2.1.Ti(C2H5O)4 Ce 5 141 5,69 
3.2.2.Ti(C2H5O)4 Ce 2 126 4,32 
3.2.3.Ti(C2H5O)4 Ce 1 119 3,28 

 
С увеличением пористости структуры по-

крытия площадь смачиваемой поверхности уве-
личивается, что приводит к росту адсорбции, и в 
процессе фотокатализа увеличивается количест-
во разрушаемых органических загрязнителей. 

Фотокаталитическая активность получен-
ных материалов была исследована на модельных 
реакциях фотокаталитического окисления мети-
ленового синего при облучении фотонами ульт-
рафиолетового света.  

Для этих целей была изготовлена экспери-
ментальная установка, представляющая собой 

рабочую камеру с излучателем ультрафиолето-
вого света и фильтра на основе латунных сеток с 
фотокаталитическим покрытием (рисунок 2.4).  

 

 
Рисунок 1.4 – Схема установки для исследования 

фотокаталитических свойств 
полученных покрытий 

1 – источник питания;  
2 –колба;  
3 – рабочая камера;  
4 – резиновые шланги;  
5 – насос;  
6 – УФ лампа;  
7 – фильтр из ряда латунных сеток 
      с фотокаталитическим покрытием 
 
Объём рабочей камеры был смоделирован с 

учётом размеров источника ультрафиолетового 
излучения и максимальной проектируемой про-
изводительности установки, то есть с учётом 
необходимости обеспечения облучённости ульт-
рафиолетовым излучением, находящимся в ра-
бочей камере фильтра. Сборка частей камеры 
осуществлялась с использованием винтовых со-
единений. В качестве источника излучения ис-
пользовалась малогабаритная люминесцентная 
U-образная лампа, излучающая в диапазоне ульт-
рафиолетовой и видимой области спектра излу-
чения от 300–450 нм. Подача раствора в рабочую 
камеру установки осуществлялась с помощью 
внутреннего компрессора SOBO WP – 330F. 

Результаты исследования показали умень-
шение концентрации метиленового синего в рас-
творе до 1–2% от его первоначальной концен-
трации за 7 часов работы установки, что является 
хорошим результатом для установок с маленькой 
площадью рабочей поверхности фотокаталити-
ческого материала.  

 
Заключение 
Исследования структурных свойств мето-

дом рентгенофазового анализа TiO2 пленок, 
сформированных при температурах более 600oС, 
показали образование кристаллов TiO2 в форме 
брукита, выступающих в качестве активных цен-
тров в фотокаталитических реакциях. Методом 
АСМ исследовано влияние концентрации ионов 
церия на морфологию поверхности сформиро-
ванных покрытий. Установлено, что титановые 
плёнки, легированные церием, характеризуются 
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присутствием пор, размеры и количество кото-
рых зависит от концентрации соли церия в ис-
ходном пленкообразующем золе. Результаты 
исследования фотокаталитических свойств TiO2 
пленок, легированных церием, на примере реак-
ции фотокаталитического окисления метилено-
вого синего показывают снижение концентрации 
метиленового синего в растворе до 1–2% от его 
первоначальной концентрации, что является хо-
рошим результатом для установок с маленькой 
площадью рабочей поверхности фотокаталити-
ческого материала. Разработанные покрытия мо-
гут найти свое применение в небольших цикли-
ческих системах очистки воды в качестве окис-
лительных фотокаталитических материалов. 
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ОБОБЩЕННЫЕ ПУЧКИ БЕССЕЛЯ – ГАУССА НЕПРЕРЫВНОГО ПОРЯДКА 

С.С. Гиргель 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

GENERALIZED BESSEL – GAUSSIAN BEAMS OF CONTINUOUS ORDER 

S.S. Girgel 
F. Scorina Gomel State University 

 
Предложены новые решения параболического уравнения, описывающие обобщенные пучки Бесселя – Гаусса непре-
рывного порядка. Они характеризуются тремя свободными непрерывными параметрами и обладают спиральным вол-
новым фронтом. Установлены ограничения на эти параметры, при которых исследуемые фракционные пучки перено-
сят конечную мощность. Проведено графическое моделирование таких пучков. 
 
Ключевые слова: фракционные пучки, пучки Бесселя – Гаусса, квадратичная интегрируемость. 
 
The new solutions of the parabolic equation featuring the generalized Bessel – Gaussian beams of the continuous order are of-
fered. They are characterized by three free continuous parameters and possess a spiral wave front. Restrictions on these parame-
ters at which the explored fractional beams transfer terminating power are discovered. Graphic simulation of such beams is 
held. 
 
Keywords: fractional beams, beams of Bessel – Gaussian, square integrability. 

 
 

Введение 
В последнее время наблюдается бум в поис-

ке и исследовании новых типов световых пучков 
[1]–[5]. Большой интерес привлекают пучки Бес-
селя и пучки Бесселя – Гаусса (ПБГ) [6]–[10]. 
Как хорошо известно [6], пучки Бесселя облада-
ют уникальным свойством бездифракционности. 
Вместе с тем, они переносят бесконечную мощ-
ность и не могут быть реализованы практически. 
Использование гауссовой аподизации функций 
Бесселя позволяет перейти к скалярным ПБГ [7], 
которые переносят конечную мощность и могут 
быть реализованы практически, хотя свойство 
бездифракционности, строго говоря, при этом 
нарушается. Свойства векторных ПБГ исследо-
вались нами в [11], [12]. В данной работе вводит-
ся новый тип пучков (фракционные обобщенные 
ПБГ), найдены условия их физической реализуе-
мости и обсуждаются их физические свойства. 
 
 1 Новый тип ПБГ 
 Будем исходить из 3D параболического ура-
внения [1] 

2 2 2 ( , , ) 0,ik f x y z
zx y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ + =⎜ ⎟∂∂ ∂⎝ ⎠

     (1.1) 

описывающего скалярные параксиальные моно-
хроматические световые пучки, распространяю-
щиеся в направлении оси z. Перейдя к цилинд-
рической системе координат путем стандартной 
подстановки { }cos , sinx y= ρ ϕ = ρ ϕ  получаем 

2

2 2 2

1 1 2 0.ik f
z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =⎜ ⎟ρ ∂ρ ∂∂ρ ρ ∂ρ⎝ ⎠

   (1.2) 

Разделяя переменные, находим частное ре-
шение  

2

( , , ) ( ) exp( ) exp ,
2B v
iK qf z J K iv

k
⎛ ⎞−

ρ ϕ = ρ ϕ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (1.3) 

где параметры ν и K – постоянные разделения 
переменных, а vJ  – функции Бесселя I рода [13]. 
Поэтому выражение (1.3) описывает параксиаль-
ные пучки Бесселя. В случае классических пуч-
ков Бесселя ,K k⊥=  где k⊥  – вещественная по-
перечная составляющая волнового вектора 

||⊥= +k k k  и, кроме того, порядок (индекс) v 
является целочисленным [1]. С физической точ-
ки зрения пучок Бесселя представляет суперпо-
зицию плоских монохроматических волн, волно-
вые векторы каждой из которых расположены по 
круговому конусу вокруг оси z.  

Пучки Бесселя обладают бесконечной энер-
гией. Чтобы найти соответствующие решения 
для ПБГ с конечной энергией, надо выполнить 
гауссову аподизацию выражения (1.3). С этой 
целью проще всего к параксиальному уравнению 
(1.3) применить преобразование Аппеля [14], 
которое мы представим в форме 

2

1( , ) , .rf z G f
q q

⎛ ⎞
→ ⋅ −⎜ ⎟β β⎝ ⎠

r             (1.4) 

Здесь гауссиан 
21 exp ,

2
iG

q q
⎛ ⎞ρ

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 комплексный 

параметр пучка 0.q z q= −  Размерный коэффи-
циент β  можно взять в виде 0/ .i zβ =  Величины 

0w  и 2
0 0 / 2z kw=  – характерные размеры пучка 
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вдоль осей ОХ и ОZ соответственно. Теперь по-
лучаем  

2
2 0

0

1
2

.

BG

v

Kzkf i v
q q k

iK z
J

q

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟= ρ − + ϕ ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
− ρ⎛ ⎞

× ⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (1.5) 

Последнее выражение позволяет также интер-
претировать исследуемые ПБГ, как децентриро-
ванные пучки. 
 Фракционные ПБГ зависят от трех перемен-
ных ( , , )zρ ϕ  и пяти параметров 0 0( , , , , ).k K z q v  
Число независимых свободных параметров можно 
уменьшить, если перейти к безразмерным величи-
нам соотношениями: 0/ ,R w= ρ  0/ ,Z z z=  .K⊥  
Введем также безразмерный параметр пучка 

0 0/ .Q q z Z Q= ≡ −  Теперь число независимых 
параметров уменьшилось до трех: 

2
21 exp .

4BG v
K iK Rif R iv J

Q Q Q
⊥ ⊥

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞−
= − + ϕ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
(1.6) 

 
2 Условия физической реализуемости но-

вых фракционных ПБГ  
Пучок будем считать физически реализуе-

мым, если его комплексная амплитуда является 
конечной во всем пространстве, а переносимая 
им мощность через любое сечение, перпендику-
лярное оси пучка, также является конечной. Эти 
требования сводятся к непрерывности и квадра-
тичной интегрируемости комплексной амплиту-
ды пучка. Так как при ρ→∞   

2lim ( ) cos
2 4v
vJ π π⎛ ⎞ρ = ρ− −⎜ ⎟πρ ⎝ ⎠

 

[13], то отсюда можно получить, что необходи-
мые условия квадратичной интегрируемости спи-
ральных ПБГ – 0 0.Q′′ >  Кроме того, функция Бес-
селя имеет особенность при 0.R →  Отсюда сле-
дует, что индекс ν должен быть неотрицательным. 

Поскольку индекс v может принимать не-
прерывные значения, то фаза при полном оборо-
те вокруг оси пучка также является непрерывной 
и не обязана быть равной 2 .π  Пучки, обладаю-
щие таким свойством, называются фракционны-
ми [2]–[5], [15]. Поэтому обсуждаемые нами ПБГ 
являются также фракционными и имеют спи-
ральный волновой фронт. Следуя терминологии, 
применяющейся Абрамочкиным и Волоснико-
вым [16], пучки со спиральным волновым фрон-
том можно называть также спиральными.  

Итак, общие условия физической реализуе-
мости фракционных ПБГ (6):  

0 0Q′′ >  и 0.v ≥                        (2.1) 
При этом на параметр K⊥  не накладывают-

ся никакие ограничения и он может быть произ-
вольным комплексным числом. 

3 Обсуждение результатов 
В классических пучках ПБГ [7], [1], как и в 

пучках Бесселя, свободный параметр K⊥  являет-
ся вещественным. При комплексном параметре 
K⊥  и целочисленных значениях v получаем 
обобщенные ПБГ, введенные в работах [8]–[10]. 
Обобщенные ПБГ можно интерпретировать [10] 
как суперпозицию пучков Гаусса, центральные 
волновые векторы которых расположены по кру-
говому конусу вокруг оси ОZ с углом раствора 

,θ  а оси перетяжек парциальных волн размеще-
ны в плоскости 0z =  по окружности.  

Основными результатами настоящей рабо-
ты являются выражения (1.6) и (2.1). Непрерыв-
ный порядок ν дает основание полученные пучки 
(1.6) трактовать как фракционные обобщенные 
ПБГ, которые обладают спиральным волновым 
фронтом. В частных случаях, когда неотрица-
тельный индекс (порядок) ν фракционных обоб-
щенных ПБГ (1.6) становится целым числом, 
наши выражения (1.6) эквивалентны выражени-
ям для обобщенных ПБГ, введенных в работах 
[8], [9]. Однако наши более общие формулы (1.5) 
и (1.6) имеют в то же время более простую фор-
му, чем соответствующие формулы в [8]–[10].  
 Попутно отметим, что после получения 
важных результатов в физике, как правило, все-
гда находятся забытые предшественники. Так, 
пучки Бесселя привлекли всеобщий интерес как 
бездифракционные, после работ Дурнина [6] в 
1987 году. Однако решения уравнения Гельм-
гольца в виде волновых полей Бесселя были по-
лучены математиками гораздо раньше, см., напр., 
[17]. Аналогично, ПБГ нулевого порядка факти-
чески были получены [18] Шеппардом  еще в 
1978 году, до работы [7]. 

В давней работе Валдрона [19] использова-
лась неортогональная спиральная (цилиндриче-
ская вращающаяся) система координат. Для 
уравнения Гельмгольца получено решение в виде 
спиральных волновых полей Бесселя. В отличие 
от обычных световых полей Бесселя индекс (по-
рядок) ν  таких полей не обязан быть целым чис-
лом, а может пробегать непрерывный спектр 
значений: 0.v ≥  Согласно интерпретации Овер-
фельт [20] в таких случаях непрерывный индекс 
ν связан не только с угловой фазой, но также 
является функцией шага спирали волнового 
фронта и продольной фазовой скорости волны 
Бесселя. 
 В работах [2], [3] вводятся новые пучковые 
решения фракционного порядка для пучков Эр-
мита – Гаусса и Лагерра – Гаусса. Фракционные 
ПБГ рассматривались недавно также в [4], одна-
ко обсуждаемые нами ПБГ непрерывного поряд-
ка v принадлежат другому типу и отличаются от 
пучков в [4]. 
 Произведем численные оценки. Возьмем 
радиус гауссова пучка в перетяжке 3

0 10w −  м, 
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длину волны 76,33 10−λ ⋅  м, угол раствора ко-
нуса 310 ,−θ  0 1.Q′′ =  Тогда конфокальный па-
раметр 2

0 0 / 2 5z w= π  м; расходимость парци-
альных гауссовых пучков, образующих ПБГ, 

( ) 2
0/ 1.1 10 .G w −θ = λ π ⋅  

 Согласно Гори и др. [7], поведение стандарт-
ного ПБГ определено двумя конкурирующими 
влияниями: угловой апертурой конуса и угловым 
расширением отдельных гауссовых пучков. Кар-
тина интенсивности в поперечном сечении пучка 
зависит от отношения / / 2.G K⊥θ θ =  

1. При 2K⊥ <  картина БГП практически не 
отличается от картины гауссового пучка.  

2. При 2K⊥ >  и при малых расстояниях 
0.2Z <  ПБГ ведет себя подобно пучку Бесселя. 

При 0.2Z  вклад функции Бесселя превалиру-
ет над вкладом функции Гаусса и картина интен-
сивности превращается в светлое кольцо. 

При комплексных K⊥  и нецелых ν картины 
интенсивности существенно усложняются. Про-
ведем численное моделирование интенсивности 
обобщенных ПБГ в зависимости от значений его 
продольной координаты Z при различных значе-
ниях нецелого порядка v и комплексного пара-
метра .K⊥  Будем полагать во всех случаях 

0 1,Q′′ =  что соответствует обычной нормировке 

0 0 .q z′′ =  На рисунках 3.1–3.3 полагаем 15,K⊥′ =  
что соответствует преобладанию вклада функции 
Бесселя над вкладом функции Гаусса. При 0v ≠  
имеем полый пучок.  

На рисунке 3.1 видно, что ПБГ с нецелым 
порядком ведет себя качественно, как стандарт-
ный ПГ. С увеличением расстояния Z централь-
ные кольца постепенно уменьшаются и при 

0.2Z >  исчезают. Взамен на периферии появля-
ется светлое кольцо. Из-за расплывания пучка 
его интенсивность постепенно уменьшается. 

На рисунке 3.2 показано влияние мнимой 
части параметра .K⊥  Значение параметра 0K⊥′′ <  
приводит к возникновению значительного пери-
ферийного светлого кольца. Оно присутствует 
всегда, с увеличением Z постепенно расширяется 
и доминирует. 

Наиболее интересные случаи иллюстриро-
ваны на рисунках 3.3 и 3.4, когда 0.K⊥′′ >  Карти-
на интенсивности качественно видоизменяется. 
С увеличением расстояния Z центральные кольца 
сначала растут, и только потом постепенно 
уменьшаются. Это новое явление можно интер-
претировать, как самофокусировку пучка. При 

0Z <  – картина аналогичная. Таким образом, 
если 0,K⊥′′ >  то пучок самофокусируется при 
двух значениях Z. Это новое любопытное свой-
ство самофокусировки пучков в линейной среде, 
насколько нам известно, не было описано ранее в 
литературе. 
 Итак, анализ и графическое моделирование 
показывают, что картины интенсивности в попе-
речных сечениях фракционных обобщенных со 
спиральным волновым фронтом ПБГ (1.6) пред-
ставляют собой множества колец разной интен-
сивности и ширины. Всегда, за счет гауссиана, с 
увеличением Z ПБГ, в конечном счете, расплы-
вается.  

 

     
Рисунок 1 – Распределение интенсивности вдоль диаметра поперечного сечения пучка с 

15,K⊥ =  0.9v =  при различных значениях Z 
 

 
Рисунок 2 – Распределение интенсивности вдоль диаметра поперечного сечения пучка 

с 15 2.5 ,K i⊥ = −  0.9v =  при различных значениях Z 
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Рисунок 3 – Распределение интенсивности вдоль диаметра поперечного сечения пучка 

с 15 2.5 ,K i⊥ = +  0.9v =  при различных значениях Z 
 

 
Рисунок 4 – Распределение интенсивности вдоль диаметра поперечного сечения пучка 

с 5 ,K i⊥ =  0.3v =  при различных значениях Z 
 
 При этом, в отличие от стандартных ПБГ и 
обычных пучков Лагерра – Гаусса, при увеличе-
нии расстояния R от оси пучка интенсивности и 
радиусы колец могут изменяться нерегулярным 
образом. 

 
Заключение 
Выведены выражения, описывающие новый 

тип пучков – фракционные обобщенные ПБГ 
непрерывного порядка, обладающие спиральным 
волновым фронтом. Они характеризуются тремя 
свободными параметрами: двумя вещественны-
ми непрерывными ν, 0Q′′  и комплексным пара-
метром .K⊥  Частными случаями введенных 
здесь пучков являются известные обобщенные 
ПБГ с дискретными целочисленными  индексами 
ν, а также фракционные пучки Бесселя со спи-
ральным волновым фронтом. 

Найдены условия физической реализуемо-
сти новых типов пучков во всем пространстве: 

0 0Q′′ >  и 0.v ≥  Одновременный переход от дис-
кретных значений v к непрерывному спектру, а 
также от вещественных к комплексным значени-
ям K⊥  сильно расширяет класс известных в на-
стоящее время ПБГ. Варьирование новых сво-
бодных параметров таких пучков, несомненно, 
расширяет и предоставляет новые дополнитель-
ные возможности создания и исследования пуч-
ков с заданными свойствами для последующих 
практических применений.  

Проведено графическое моделирование та-
ких пучков Установлено, что если 0,K⊥′′ >  то, с 
увеличением расстояния Z центральные кольца 
сначала растут, и только потом постепенно 

уменьшаются. Это новое явление можно интер-
претировать, как самофокусировку пучка. Пучок 
самофокусируется при двух значениях расстоя-
ния Z: 0Z >  и 0.Z <  

Для экспериментального получения спи-
ральных обобщенных ПБГ могут, в принципе, 
быть использованы после модернизации некото-
рые методики получения стандартных ПБГ и 
фракционных пучков. Так, в работах Тао и др. 
рассматривались возможности эксперименталь-
ного получения и изучения фракционных пучков 
Бесселя (см., например, [5]). 

В настоящем сообщении обсуждались ска-
лярные фракционные обобщенные ПБГ. Не-
сложно перейти к соответствующим векторным 
пучкам с произвольной поляризацией, используя, 
например, формализм, предложенный нами в 
[21], [22]. 
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Водные суспензии на основе наноразмерного диоксида кремния получают методом диспергирования аэросила в жид-
кой среде. Исследуется влияние времени ультразвуковой обработки на размеры частиц диоксида кремния. Показано, 
что ультразвуковая обработка с одновременным механическим перемешиванием, а также введение поверхностно-
активных веществ приводит к формированию большего числа частиц с меньшим размером. 
 
Ключевые слова: ультразвуковая обработка, пирогенный диоксид кремния, наноразмерные частицы, кавитация, гид-
родинамический диаметр. 
 
Water suspensions of nanosized silica dioxide are obtained by dispersing in a liquid medium. The influence of sonication time 
on the size of the silica particles is investigated. It was shown that ultrasonic treatment with simultaneous mechanical mixing 
and the introduction of surfactants lead to the formation of larger number of particles with smaller size. 
 
Keywords: ultrasonic dispergation, pyrogenic silica dioxide, nanosized particles, cavitation, hydrodynamic diameter. 

 
 

Введение  
Высокодисперсные пирогенные кремнеземы 

(аэросилы) широко используются в промышлен-
ности благодаря хорошим адсорбционным свой-
ствам, высокой химической стойкости к дейст-
вию большинства химических реагентов, загу-
щающей способности. Аэросил представляет со-
бой порошок диоксида кремния, состоящий из 
плотных непористых сферических частиц с раз-
мерами от 7 до 40 нм и удельной поверхностью 
от 50 до 400 м2/г. Разброс частиц по размерам 
обычно достигает 50%. Насыпная плотность аэ-
росила до 50 г/л. При решении некоторых техно-
логических задач (например, в процессе химико-
механической полировки) все большее внимание 
привлекают готовые суспензии на основе нано-
размерных частиц аэросила. В жидкой среде час-
тицы пирогенного диоксида кремния обладают 
способностью образовывать агрегаты и агломе-
раты агрегатов. С уменьшением среднего разме-
ра частиц эффект образования агрегатов и агло-
мератов увеличивается. При этом, чем более 
тонкодисперсным является порошок, тем труд-
нее агломераты диспергировать в жидкости до 
отдельных агрегатов [1].  

Получение материалов сверхтонкой диспер-
сности имеет значение, так как от степени измель-
чения зависят многие характеристики материалов. 

Существует множество способов измельчения 
твердых веществ (измельчение сухих порошков, 
измельчение в жидкой среде с помощью шаро-
вых, струйных и вибрационных мельниц). Одна-
ко все они измельчают твердые вещества до раз-
меров не менее 100 мкм и только ультразвуковое 
диспергирование обеспечивает получение мате-
риалов сверхтонкой дисперсности (1 мкм и ме-
нее) [2]. 

Диспергирующее действие ультразвука свя-
зано с кавитацией – образованием и захлопыва-
нием полостей в жидкости. Захлопывание полос-
тей сопровождается появлением кавитационных 
ударных волн, которые и разрушают материал. 
Суспензии, полученные ультразвуковым мето-
дом, отличаются однородностью размеров час-
тиц дисперсной фазы. Экспериментально уста-
новлено, что дисперсность находится в прямой 
зависимости от частоты ультразвуковых колеба-
ний [3]. Вместе с тем мало исследований, посвя-
щенных зависимости размера частиц от времени 
действия ультразвука. Для каждого вещества 
существует оптимальное время ультразвукового 
диспергирования, обеспечивающее получение 
частиц минимального размера. Цель данной ра-
боты состоит в исследовании влияния времени 
ультразвуковой обработки на размер частиц в 
суспензиях на основе наноразмерного порошка 
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диоксида кремния, используемых в процессе 
химико-механической полировки (ХМП) пла-
стин монокристаллического кремния.  

 
1 Экспериментальная часть 
Для исследований были приготовлены вы-

сококонцентрированные суспензии на основе 
пирогенного кремнезёма OX-50 (Degussa AG, 
Германия), имеющего минимальную удельную 
поверхность 50 м2/г и слабую агрегированность 
первичных частиц (d ≈ 40 нм). Изолированные 
первичные частицы пирогенных кремнеземов не 
наблюдаются как индивидуальные без специаль-
ной обработки, за исключением аэросила ОХ-50 
[4] (рисунок 1.1). Чем меньше частицы, тем бо-
лее сильная связь в агрегатах и агломератах. Ин-
дивидуальные частицы аэросила ОХ-50 оказы-
ваются настолько слабо связанными между со-
бой, что их можно диспергировать до агрегатов 
коллоидных размеров. Распределение частиц по 
размерам по данным метода лазерной дифракции 
для суспензии аэросила ОХ-50 представлено на 
рисунке 1.2. Для стабилизации суспензий ис-
пользовали этилендиамин или гидроокись на-
трия, а также поверхностно-активное вещество 
(этиленгликоль). После смешения исходных 
компонент проводилось ультразвуковое диспер-
гирование суспензии на ультразвуковой установ-
ке марки УЗО-44-М1 с частотой 40 кГц. Пере-
мешивание вели с помощью фторопластовой 
лопастной мешалки, скорость перемешивания – 
250 об/мин. Диспергирование кремнезёма в золь, 
состоящего из дискретных первичных частиц, 
представляет определенные трудности, поскольку 
слипание частиц меняется в значительной степени. 

 
Рисунок 1.1 – СЭМ изображение частиц 

аэросила ОХ-50 
 

Средний радиус частиц суспензий различ-
ного состава определялся по методу Геллера. Под 
термином «частица» подразумевается частица с 
гидродинамической точки зрения. Общепринятой 

терминологией для методов, основанных на 
светорассеянии, является описание гидроди-
намического радиуса или диаметра частиц, 
которые могут представлять собой как первич-
ные частицы, так и их агрегаты и агломераты [5]. 
Разбавленные суспензии при концентрации SiO2 
0,18–0,25 масс. % использовали для уменьшения 
влияния эффектов агрегации [6]. Оптическую 
плотность суспензий измеряли на спектрофлуо-
риметре СМ 2203 в диапазоне длин волн от 
300 нм до 800 нм. 
 

 
Рисунок 1.2 – Распределение частиц по размерам 

по данным метода лазерной дифракции 
для суспензии аэросила ОХ-50 

 
2 Результаты и их обсуждение 
Водные суспензии на основе пирогенного 

диоксида кремния используются в процессе 
ХМП пластин монокристаллического кремния. 
Размер частиц дисперсной фазы в полирующих 
композициях влияет не только на качество поли-
руемой поверхности, но и является одним из  
важнейших критериев, определяющих поведение 
дисперсных систем.  

В [7] экспериментально установлены преде-
лы среднего размера частиц пирогенного диок-
сида кремния, используемого в полирующих 
композициях. При среднем размере частиц более 
1000 нм при реализации ХМП приповерхност-
ный слой обрабатываемого материала может 
быть нарушен, что может привести к ухудшению 
качества полированной поверхности. При сред-
нем размере частиц менее 10 нм повышается ве-
роятность коагуляции частиц в крупные конгло-
мераты, что также может привести к ухудшению 
качества полированной поверхности при ХМП.  

Частицы пирогенного аморфного диоксида 
кремния имеют правильную сферическую фор-
му. В водной среде эти первичные частицы фор-
мируют относительно устойчивые агрегаты или 
вторичные частицы размером 100–500 нм по-
средством водородных и электростатических 
связей [4] и/или через мостики Si–O–Si, образо-
ванные благодаря слипанию первичных частиц и 
плавлению при относительно высоких темпера-
турах в процессе  синтеза [6].  При  более  низких 
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температурах и после отмеченной гидратации 
поверхности оксидов, агрегаты формируют рых-
лые агломераты (более 1 мкм, фрактальная раз-
мерность ≈2.1–2.2, кажущаяся плотность ≈1–3 % 
истинной) через водородные связи, электроста-
тические и полярные взаимодействия [4]. 

Внешнее механическое воздействие изме-
няет структуру вторичных частиц. На рисунке 3 
представлены графики зависимости эффективно-
го радиуса частиц в водных суспензиях различ-
ного состава от времени ультразвуковой обра-
ботки. В результате ультразвуковой обработки 
водных суспензий кремнезёма эффективный 
диаметр Def (средний гидродинамический диа-
метр) зависит от времени обработки tus: 

2SiO ( ) exp( ),ef usD F C t= −α  
где F – функция, зависящая от концентрации 

2SiOC  и диаметра первичных частиц d, α – посто-
янная для данного образца, tus  – время ультра-
звуковой обработки. 

Например, для нестабилизированной сус-
пензии аэросила ОХ-50 при СSiO2=0,18 масс. %:  

( )
 0, 238 0,638exp

0,386
us

ef

t h
D

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (мкм). (2.1) 

Численные коэффициенты в выражении 
(2.1) зависят от состава суспензии, типа стабили-
затора и концентрации ПАВ. 

Исходя из наших исследований, можно сде-
лать вывод, что вклад силоксановых связей меж-
ду первичными частицами кремнезёма в стаби-
лизацию агрегатов невелик, что подтверждается 
литературными данными [4]. Так, даже кратко-
временная (20–30 минут) ультразвуковая обра-
ботка водных суспензий аэросила ОХ-50 (диа-
метр большинства первичных частиц 40 нм) раз-
рушает значительную часть агрегатов, и эф-
фективный диаметр Def, который может быть 

на 10–15% больше геометрического [6], около 
90% частиц составляет 200–250 нм, хотя остают-
ся или образуются вновь большие агрегаты (бо-
лее 500 нм). Таким образом, в обработанной 
концентрированной суспензии аэросила наблю-
даются в основном малые агрегаты, состоящие 
из нескольких первичных частиц, и отдельные 
первичные частицы, следовательно, связи пер-
вичных частиц в агрегатах относительно легко 
разрушаются, что может быть обусловлено не-
химической их природой: Н-связи+электростати-
ческие взаимодействия. При разбавлении таких 
суспензий их стабильность не снижается. 

На размер частиц в суспензии влияет до-
полнительная обработка. Как видно из рисунка 
2.1, радиус частиц уменьшается, если суспензия 
одновременно подвергается механическому пе-
ремешиванию и ультразвуковой обработке. Так-
же размер частиц уменьшается, если в суспензию 
добавляют гидрооксид натрия (4 масс. %), этилен-
диамин (7,1 масс. %) и этиленгликоль (1,6 масс. %). 
Добавление стабилизирующих веществ и ПАВ, 
модифицирующих поверхность диоксида крем-
ния, позволяет изменять её лиотропные свойства 
и, тем самым, препятствовать агрегированию 
(коагуляции) частиц, которое может привести 
либо к седиментации крупных агрегатов, либо к 
образованию пространственных структур, кото-
рое завершается формированием геля. Введение 
в суспензию этилендиамина и NaOH, создающих 
щелочную среду и соответственно увеличиваю-
щих отрицательный заряд частиц диоксида 
кремния, приводит к повышению устойчивости и 
более равномерному распределению частиц дис-
персной фазы по объему. Этиленгликоль адсор-
бируется на поверхности частиц аэросила, обес-
печивает ее гидрофилизацию и, таким образом, 
стабилизирует суспензию. 

 

 
Рисунок 2.1. – Зависимость эффективного радиуса частиц в водных суспензиях 

пирогенного нанокремнезёма различного состава от времени ультразвуковой обработки 
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Ультразвуковое диспергирование суспензий 
происходит за счет кавитации и взаимного тре-
ния движущихся и соударяющихся частиц в две 
фазы. В первой фазе (протекающей в течение 
нескольких десятков секунд) измельчение про-
исходит благодаря наличию в исходных агрега-
тах частицах большого количества микротрещин 
и поэтому трение частиц о жидкость и их взаим-
ные соударения играют определяющую роль. Во 
второй фазе измельчение происходит за счет ка-
витационных ударных волн, формирующих в 
агрегатах частиц новые микротрещины [3].  

Для суспензий пирогенного кремнезёма су-
ществует оптимальное время ультразвукового 
диспергирования, обеспечивающее получение 
частиц минимального размера. Для нестабилизи-
рованных суспензий достаточно 2,5–3 ч ультра-
звуковой обработки с одновременным механиче-
ским перемешиванием для равномерного рас-
пределения частиц минимально возможного раз-
мера по всему объёму системы, что обеспечивает 
седиментационную устойчивость суспензий. 
Длительная обработка может приводить к слипа-
нию частиц и образованию грубодисперсных 
суспензий. Так, ультразвуковая обработка сус-
пензии, стабилизированной этилендиамином, бо-
лее 2 часов приводит к гелеобразованию.  

 
Заключение 
В результате проведенных исследований 

установлено влияние времени ультразвуковой 
обработки на размер частиц в суспензиях на 
основе пирогенного диоксида кремния.  Опти-
мальными условиями для получения стабильных 
водных кремнеземсодержащих суспензий явля-
ется совмещение механического перемешивания 
и ультразвукового диспергирования. Размеры 
агрегатов частиц при ультразвуковом дисперги-
ровании могут быть уменьшены с 0,3–0,4 мкм до 
210–240 нм. Показана эффективность введения 
ряда стабилизаторов (NaOH, этилендиамин) и 

поверхностно-активных веществ (этиленгликоль) 
для стабилизации исследуемых наночастиц аэро-
сила в суспензиях при оптимальной концентрации. 

Эффекты структурной реорганизации сус-
пензий пирогенного нанокремнезёма при разбав-
лении, старении, механических и химических 
воздействиях имеют важное значение при ис-
пользовании их в качестве полирующих.  
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Исследовано явление возникновения фотодефлекционного сигнала в слое углеродных нанотрубок типов zigzag и arm-
chair под действием облучения бесселевыми световыми пучками (БСП). Установлено, что скорость диссипации энер-
гии ТЕ-моды БСП существенно зависит от радиальной координаты ρ, нормированной координаты xw =x / w0, угла ко-
нусности БСП α, а также частоты амплитудной модуляции Ω БСП. 
 
Ключевые слова: фотодефлекционный сигнал, углеродная нанотрубка, бесселевы световые пучки, скорость диссипа-
ции энергии, амплитуда фотодефлекционного сигнала, функция Бесселя, уравнение теплопроводности. 
 
The phenomenon of occurrence of photodeflection signal in layer of carbon nanotubes of types zigzag and armchair by irradia-
tion of Bessel light beams (BLB) was investigated. It was found that the rate of energy dissipation TE-mode BLB essentially 
depends on the radial coordinate ρ, normalized coordinate xw = x / w0. BLB taper angle α, as well as the frequency of the ampli-
tude modulation Ω BLB. 
 
Keywords: photodeflection affect, carbon nanotube, Bessel light beam, energy dissipation rate, amplitude of the photodeflection 
signal, Bessel function, heat equation. 

 
 

Введение 
Интенсивное развитие конструкционных ос-

нов элементной базы наноэлектроники требует 
особого внимания к изучению электродинамиче-
ского моделирования наноструктур и нанообъек-
тов. Происходящие на наноразмерном уровне 
физические явления и процессы существенно 
отличаются от широко известных в макроскопи-
ческой электродинамике. Поэтому классические 
результаты, относящиеся к трехмерным макро-
объектам, не могут быть перенесены на нано-
трубки и здесь требуются новые фундаменталь-
ные исследования, которые решали бы отличные 
от известных в макроскопической электродина-
мике задачи [1]–[4]. Развитие современных теоре-
тических разделов электродинамики всегда тесно 
увязывалось с практическими потребностями 
квантовой электроники, а в последнее время и с 
созданием элементов наноэлектроники [5]–[7].  

В рамках модели эффективной среды нано-
структуру можно рассматривать как среду с некой 
эффективной диэлектрической проницаемостью. 
Суть данной модели заключается в том, что ис-
пользуется электростатическое приближение, ус-
ловием которого является малость как размера на-
ночастиц, так и расстоянием между ними по срав-
нению с длиной оптического излучения в среде. 
Таким образом, при анализе распространения 

электромагнитного излучения в наноструктурах 
нет необходимости решения уравнения Мак-
свелла в каждой точке пространства. Используя 
подход, описанный выше, в настоящей работе 
исследовано явление возникновения фотоде-
флекционного сигнала в слое углеродных нанот-
рубок типов zigzag и armchair под действием об-
лучения бесселевыми световыми пучками. 

 
1 Теория метода 
Используя модель эффективной среды, 

можно определить эффективные параметры всей 
среды как целого, зная оптические параметры 
каждого из компонентов композитной среды, а 
также их концентрацию и геометрическую фор-
му [8]. Для этого надо связать электрическую 
индукцию ,D  усредненную по объему V, раз-
меры которого намного превышают размеры не-
однородностей диэлектрической проницаемости, 
и величину напряженности внешнего электриче-
ского поля Е0 

( ) ( ) ( )1 1
V V

D D r dr r E r dr
V V

= = ε∫ ∫    (1.1) 

В выражении (1.1) D(r), Е(r) и ε(r) – локальные (в 
точке с радиусом-вектором r) значения электри-
ческой индукции, напряженности электрического 
поля и диэлектрической проницаемости. Данная 
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связь определяет эффективную диэлектрическую 
проницаемость εeff композитной среды: 

0 .effD E= ε  
Локальное поле Е(r) зависит от формы час-

тицы. В самом общем случае интегрирование в 
формуле (1.1) встречает значительные трудности. 
Точное определение εeff возможно в нескольких 
исключительных случаях, например в случае ла-
минарной структуры, состоящей из чередующих-
ся параллельных слоев диэлектриков с проницае-
мостями ε1, ε2. Для остальных задач приходится 
рассматривать различные приближения, принимая 
во внимание локальные поля, которые определя-
ются из решения задач электростатистики. К од-
ним из наиболее широко применяемых моделей 
эффективной среды относятся модели Максвел-
ла – Гарнета и Бруггемана, что обусловлено пре-
жде всего их физической наглядностью. 

В данной работе электронные свойства гра-
фена будем описывать законом дисперсии [9] 

( )pε =                             (1.2) 

( ) 2
0 1 4cos cos 4cos ,

3 3x y y
a aap p p⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ±γ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

учитывающим взаимодействие только трех со-
седних атомов гексагональной структуры. В вы-
ражении (1.2) γ ≈ 2,7 эВ – интеграл перекрытия, 
a = 3b / 2ħ, рх, рy – проекции квазиимпульса ,p  
знак «+» соответствует зоне проводимости, а 
знак «–» – валентной зоне. Законы дисперсии 
для углеродных нанотрубок типов zigzag и arm-
chair можно легко получить, выполнив подста-
новки в соотношении (1.2) { },x z yp p p pϕ→ →  

и { },x y zp p p pϕ→ →  соответственно: 

( )

( ) 2
0 1 4cos cos 4cos ,

3 3z

p

a aap p pϕ ϕ

ε =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ±γ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

( )

( ) 2
0 1 4cos cos 4cos .

3 3z z

p

a aap p pϕ

ε =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ±γ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Нанотрубки типа armchair обладают метал-
лической проводимостью при всех значениях m, 
тогда как нанотрубки типа zigzag являются ме-
таллами только при m = 3q, где q – целое число. 

Как отмечается в [9], одной из важных осо-
бенностей углеродных нанотрубок является то, 
что при помещении УНТ в продольное магнито-
статическое поле меняется характер проводимо-
сти, и, следовательно, изменяя величину намаг-
ниченности можно управлять проводимостью 
нанотрубок. 

Далее рассмотрим уравнение Больцмана, 
описывающее движение π-электронов по цилин-
дрической поверхности однослойной нанотрубки 
в полуклассическом приближении [9]: 

( ) ( )( ); , , ,z z
z

f f feE J F p f p z t
t p z

∂ ∂ ∂
+ + ν =

∂ ∂ ∂
 (1.3) 

где e – заряд электрона, ( ) /z zp pν = ∂ε ∂  – ско-

рость электрона, ( ),J F f  – интеграл столкнове-

ний, ( ) ( ) }{ 1
1 exp / BF p p k T

−
⎡ ⎤= + ε⎣ ⎦ – равновесная 

функция распределения Ферми, Т – температура, 
kB – постоянная Больцмана. Для вычисления ин-
теграла столкновений воспользуемся приближе-
нием времени релаксации, согласно которому  

( ) ( )( ) ( ) ( ); , , , , ,J F p f p z t F p f p z t≅ ν −⎡ ⎤⎣ ⎦  

1 /ν = τ  – частота релаксации, τ – среднее время 
свободного пробега электрона.  

Ограничение, которое накладывается на по-
луклассическую модель описания движения элек-
трона по поверхности УНТ со стороны высоких 
частот, можно записать следующим образом: 

,lω < ω  
где значение 2 /l F HRω = ν  соответствует метал-
лическим, а 2 / 3l F HRω = ν  – полупроводниковым 
нанотрубкам. Здесь vF = aγ0 – скорость π-электро-
нов на уровне Ферми, HR – радиус нанотрубки. 

Далее полуклассическая модель применяет-
ся для вычисления аксиального тока в прямоли-
нейной бесконечно длинной нанотрубке. Этот 
ток возникает под действием электрического 
поля бегущей волны 

( )}{0Re exp ,z zE E i hz t⎡ ⎤= −ω⎣ ⎦  

где h – константа  распространения. 
Найдем малое возмущение δf  из уравнения 

(1.3) путем линейного по полю приближения с 
учетом того, что ( )}{Re exp :zE F f i hz t⎡ ⎤= + δ −ω⎣ ⎦  

0

.z

z z

eEFf i
p h i
∂

δ = −
∂ ω− ν + ν

 

Тогда плотность поверхностного аксиаль-
ного тока ( )}{0Re expz zj j i hz t⎡ ⎤= −ω⎣ ⎦  может 

быть определена следующим равенством 

( )
2

2

2 .
2

z z
ej fd p= ν
π ∫∫      (1.4) 

Выражение (1.4) можно представить в более ком-
пактном виде 

( )0 0, ,z zz zj h E= σ ω  
где zzσ  – аксиальная проводимость нанотрубки, ко-
торая может быть определена следующим образом: 

( )
( )

2

2

2, .
2

z
zz

z z

d pe Fh
p h i

ν∂
σ ω =

∂ ω− ν + νπ ∫∫  (1.5) 

Интегрирование в равенстве (1.5) выполня-
ется по первой зоне Бриллюэна.  

При скоростях электронов ve << с (с – ско-
рость света) проводимость определяется соот-
ношением: 
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( ) ( ) ( )

( )
0

0

2

2

1

2 1
3

, ,

n
zz

Pm

z z z
S P

iw e
mb i

FP S dP
E= −

σ ω = − ×
π ω+ ν

∂
× υ

∂∑ ∫
 

где Pz – проекция импульса электрона проводи-
мости на ось нанотрубки, ( )0 2 3 ,nP w b= π  

wn= 1(armchair), wn= 3 (zigzag), ν = 1/τ – часто-
та релаксации неравновесных электронов. 

Радиус нанотрубки выражается хорошо из-
вестным соотношением: 

( )

2 23 ,
2

3tg ,
2

n

n

R b m m n n

n
m n

= + ⋅ +
π

θ =
+

    (1.6) 

θn – геометрический угол хиральности, b – рас-
стояние между атомами в элементарной ячейке 
материала (для углеродных нанотрубок b = 0,142 
нм), для нанотрубок типов zigzag и armchair со-
ответственно n = 0 и n = m. 

Радиус нанотрубки, параметр (mb) и угол 
хиральности согласно формуле (1.6) для нанот-
рубок типов zigzag и armchair выражаются cоот-
ношениями: 

1) 
( ) ( )

3
, 2 / 3; 0;

2n n

mb
R mb R= = π θ =

π
 

2) 
( ) ( )

3
, 2 / 3;

2n

mb
R mb R= = π

π
  

    tg 1/ 3; 30 .n nθ = θ =  
Выражения для проводимости имеют вид: 
1) для zigzag 

( ) ( )

( )
0

0

2

2

1

1
3

, ,

cn
zz

Pm

z z z
S P

iw e
iR

FP S dP
E= −

σ ω = − ×
ω+ νπ

∂
× υ

∂∑ ∫
        (1.7) 

2) для armchair 

( ) ( )

( )
0

0

2

2

1

1

, .

cn
zz

Pm

z z z
S P

iw e
R i

FP S dP
E= −

σ ω = − ×
π ω+ ν

∂
× υ

∂∑ ∫
         (1.8) 

Очевидно, что радиус R определяет размер 
«интегральной» нанотрубки (R ~ mb, m ~ 100). 
Выражения (1.7) и (1.8) построены с учетом ци-
линдрического характера структуры, состоящей 
из сотен вложенных цилиндров. 

Предполагается, что для обоих нанотрубок 
известен закон дисперсии электронов ( )pε  – 
энергия. Используется приближение π-электро-
нов (без спина) и сильной связи электронов в 
атомах. Заметим, что структура является гекса-
гональной: 

( )

( ) 2
0

,

1 4cos cos 4cos ;

z

z

p s

S SaP
m m

ε =

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ±γ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(1.9) 

( )

( ) 2
0

,

1 4cos cos 4cos .
3 3

z

z z

p s

P P
aPϕ

ε =

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ±γ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(1.10) 

Выражения (1.9), (1.10) есть законы диспер-
сии для нанотрубок типов zigzag и armchair соот-
ветственно. Здесь P S Rϕ = π – проекция на ось 
ОФ в цилиндрической системе координат, для 
углеродных нанотрубок (графен) знаки «+» и «–» 
определяются аналогично выражению (1.2). Бу-
дем считать, что носителями тока являются элек-
троны, а не дырки, так как их подвижность вол-
ны μn << μp. Тогда берем «+». Так как нанотруб-
ки типов armchair и zigzag не обладают хираль-
ностью, то при расчетах диссипации световой 
энергии следует ограничиваться линейно поля-
ризованным излучением.  

В формулах (1.7) и (1.8) имеем: 
( )

( ) 2

exp /
,

1 exp /
Б

Б Б

k TF

k T k T

ε∂
= −

∂ε + ε⎡ ⎤⎣ ⎦
       (1.11) 

где ( ) ( ) }{ 1
1 exp / BF p p k T

−
⎡ ⎤= + ε⎣ ⎦  – равновесная 

функция распределения Ферми, Т – температура, 
kB – постоянная Больцмана. 

Подставляя (1.11) в (1.7) получим для на-
нотрубок типа zigzag:  

( )
( )

( )
( )

2
0

2 2 2

0
2

1 0

2

3

exp /
,

1 exp /

cn
zz

Б

m
Б

S Б

w e P

R k T

k T

k T=

σ ω = ×
π ω + ν

ε
×

+ ε⎡ ⎤⎣ ⎦
∑

    (1.12) 

где 
( )

( )

0 0

2
01 4cos cos 4cos .

P

S SaP
m m

ε = ε =

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= γ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Выполнив аналогичную подстановку (1.11) 
в (1.8) можно рассчитать модуль проводимости 
для углеродных нанотрубок типа armchair вдоль 
оси z:  

( )
( )

( )
( )

2
0

2 2 2

0
2

1 0

2

exp /
,

1 exp /

cn
zz

Б

m
Б

S Б

w e P

R k T

k T

k T=

σ ω = ×
π ω + ν

ε
×

+ ε⎡ ⎤⎣ ⎦
∑

     (1.13) 

где 
( )0 0

20 0

0

1 4cos cos 4cos .
3 3

P

aP aPa S
R

ε = ε =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= γ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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Ряды, входящие в (1.12), (1.13) можно про-
суммировать численно для m = 1,2,3,...,100 (150). 
При вычислении интегралов, входящих в (1.7), 
(1.8) использовалась теорема о среднем: 

( ) ( ) ( )( ) ( )
0

0

0

0 0 0 0 0

2 ,
3

2 .

n

P

P

P
W b

f x dx f P P P P f P
−

π
=

≈ − − =∫
 

Таким образом, полученные для Нσ  выра-
жения дают возможность рассчитать проводи-
мость углеродных поглощающих нанотрубок. 
Объемная плотность тепловых источников, со-
держащая Нσ , позволит выполнить решение те-
пловой задачи и в последующем определить ам-
плитудно-фазовые характеристики фотоакусти-
ческого сигнала, возникающего в массиве угле-
родных проводящих нанотрубок [10], [11]. 

Рассчитаем эффективный коэффициент 
температуропроводности cnβ , связанный с коэф-
фициентом теплопроводности cnk  соотношением 

0/ ,cn cnk Cβ = ρ  ρ0 – плотность, C  – удельная теп-
лоемкость. 

Ковалентная энергия и энергия металлизации 
соответственно определяются выражениями [12] 

( )1 2 2 2
2

3 3 ,
10 atomV V E n V

n
⎡ ⎤= −⎣ ⎦  

2

2 2 2
0

,V
m l

= η  

где 13.5 эВatomE =  – энергия связи на один атом 
[13], η2 = –3.26 для sp2-орбитали и η2 = –3.22 для 
sp3-орбитали, m0 – масса свободного электрона. 

Вычислив ковалентную энергию и энергию 
металлизации, можно найти константы цен-
трального α и нецентрального взаимодействия β,  

2

1
22

2

2 101 ,
3

V
V

Vl

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥α = − ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

,
3
λ

β = α  

где lсв – длина связи, коэффициент λ выражается 
через матричные элементы оператора ковалент-
ной энергии между соответствующими атомны-
ми волновыми функциями s- и p-состояний (ис-
пользовано значение λ = 0.69 из [14]).  

Согласно [15] выражения для независимых 
модулей упругости имеют вид 
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Применение аналитических методов расчета 
направлений распространения чистых мод упру-
гих волн для кристаллов класса 6mm приводит к 

следующим выражениям для скоростей распро-
странения чисто продольной и чисто поперечной 
волн  
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нанотрубок. 
Теплоемкость углеродных нанотрубок оп-

ределяется выражением 
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где R – универсальная газовая постоянная, 
D m BkΘ = ω  – температура Дебая. Параметр 

ωm – максимальная частота фононов записывает-
ся следующим образом [16]: 
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где Nm  – число атомов в ячейке, 2
||υ  и 2

⊥υ  – со-
ответственно скорости распространения продоль-
ных и поперечных упругих волн.  

В формуле 2n N S=  – поверхностная плот-
ность атомов, которая определяется выражением 

2
2

2

,A AN N
n

s
ρ

= =
μ μ

 

ρ2 – двумерная плотность материала НТ, 1
2 2s −= ρ  

– удельная поверхность. Таким образом, для угле-
родных нанотрубок, согласно [15] 2750К.DΘ =  

Согласно [17], двумерный коэффициент 
квантовой теплопроводности для области темпе-
ратур ниже температуры Дебая определяется 
следующим образом 

0
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=  – универсальный квант тепла, 

( )2 24
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R

N n nm m
N N

d
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фононных каналов в УНТ, N – число шести-
угольников в элементарной ячейке нанотрубки, 
dR – наибольший общий делитель для чисел 
( )2n m+  и ( )2 ,m n+  L – длина нанотрубки, 

0 2L R= π  – длина поперечной границы нанот-
рубки, перпендикулярной тепловому потоку. 

Запишем уравнение теплопроводности 
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где cnk  – коэффициент теплопроводности. Объем-

ная плотность тепловых источников 2 .НQ E= σ  
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Отсюда имеем для скорость диссипации энергии: 
2 2

0 0
0

2
2 .z zНQ I e I e

c
− α − ασ

= α =
′ε ε

       (1.15) 

В формуле (1.15) оператор 2∇ = Δ  следует 
записать в цилиндрической системе координат, 
что определяется геометрией исследуемых нано-
объектов. Коэффициент поглощения, входящий в 
уравнение теплопроводности, определяется сле-
дующим образом: 

.
с с n

′′ ′′ω ε ω ε
α = =

′ε
 

Например, при n = 4 можно получить сле-
дующее значение 7 115,96 10 .м−α = ⋅  В свою оче-
редь, проводимость связана с мнимой частью 
диэлектрической проницаемости формулой 

0,i′ ′′ ′′ε = ε − ε ε = σ ωε  (ε0 = 8,85·10–12 ф/м).  
В цилиндрических координатах скорость 

диссипации энергии бесселевых световых пучков 
( БСП ) для поглощающих углеродных нанотру-
бок можно представить следующим образом 
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Выполнив решение уравнения теплопро-
водности (1.14) методом функции Грина [17], с 
учетом (1.16), и основываясь на выражении для 
угла дефлекции пробного лазерного пучка для 
случая трансверсальной геометрии взаимодейст-
вия (рисунок 1.1) 
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n dT dx
Φ = ∫  

найдем величину фотодефлекционного сигнала 
для плотных слоев поглощающих углеродных 
нанотрубок 
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Рисунок 1.1 – Схема регистрации 
фотодефлекционного сигнала: 

1 – слой углеродных нанотрубок;  
2 – «термическая» линза; 3 – аксикон; 
4 – модулятор; 5 – ТЕ-мода БСП; 
6 – позиционно-чувствительный фотодетектор; 
7 – зондирующий луч; 8 – подложка 

 

Выражения для фотодефлекционного от-
клика для двух видов углеродных нанотрубок 
типа zigzag и типа armchair легко получить из 
(1.17), подставив в него соотношения (1.12) и 
(1.13) соответственно. 

Таким образом, амплитуда фотодефлекцион-
ного сигнала, определяемая выражением (1.17), 
сложным образом зависит от диссипативных, 
геометрических и теплофизических параметров 
нанотрубок, а также энергетически-временных и 
поляризационных свойств БСП.  

 

2 Графический анализ 
Анализ амплитуды фотодефлекционного 

сигнала показывает, что величина сигнала ос-
циллирует, спадая по экспоненте с возрастанием 
радиальной координаты ρ, причем осцилляции 
для нулевой и более высоких мод происходят в 
противофазе (рисунок 2.1).  
 

 
Рисунок 2.1 – Зависимость фотодефлекционного 
отклика от радиальной координаты ρ для разных 

мод БСП (1 – m = 0; 2 – m = 1) 



Фотодефлекционный сигнал, генерируемый бесселевым световым пучком в плотном слое углеродных нанотрубок 
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На формирование фотодефлекционного от-
клика от слоя углеродных нанотрубок сказывается 
соотношение толщин компонетов образца. Как 
видно из рисунка 2.2, амплитуда фотодефлекци-
онного сигнала симметрична относительно изме-
нения нормированной координаты (xw = x/w0) и 
экспоненциально спадает аналогично зависимо-
сти, представленной в [17].  
 

 
Рисунок 2.2 – Зависимость фотодефлекционного 
отклика от нормированной координаты xw = x/w0 

для разных значений времени  
1 – t = 1 мс, 2 – t= 1.25 мс, 3 – t =1.5 мс 

 

 
Рисунок 2.3 – Зависимость амплитуды фотоде-
флекционного сигнала от угла конусности БСП 

для разных мод (1 – m = 0; 2 – m = 1) 
 

 
Рисунок 2.4 – Зависимость амплитуды 

фотодефлекционного сигнала от радиальной 
координаты и частоты модуляции (m = 0) 

 
Ответственный за формирование пространст-

венной структуры бесселевого светового пучка угол 
конусности аксикона α также весьма существенно 

влияет на амплитуду фотодефлекционного сиг-
нала (рисунок 2.3). В зависимости от порядка 
моды БСП (m = 0, m = 1) при определенном зна-
чении параметра конусности может наблюдаться 
максимум или минимум амплитудного значения 
фотодефлекционного отклика. Таким образом, 
существует возможность управления величиной 
фотодефлекционного сигнала путем изменения 
угла конусности аксикона. Как видно из рисунка 
2.4, влияние частоты модуляции БСП на фотоде-
флекционный отклик не значительно. 

 
Заключение 
На основе проведенного анализа выявлена 

возможность управления амплитудой фотоде-
флекционного отклика, возбуждаемого БСП. За 
счет реализации оптических схем с перестраи-
ваемой конусностью бесселевых  пучков можно 
управлять амплитудой фотоакустического сиг-
нала и распределением интенсивности термоуп-
ругих полей в слоях углеродных нанотрубок, что 
достигается путем формирования требуемых 
поляризационных мод квазибездефракционного 
светового излучения. Полученные рузультаты 
позволяют также предложить метод определения 
геометрических, диссипативных и теплофизиче-
ских параметров углеродных нанотрубок типа 
zigzag и  armchair по экспериментально измерен-
ным значениям амплитуды фотодефлекционного 
отклика,  выполненных для разных углов конус-
ности БСП и на различных частотах амплитуд-
ной модуляции, поглощаемого исследуемым на-
нообразцом лазерного излучения. 
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МНОГОСЛОЙНЫЕ ПЛЁНОЧНЫЕ ПОЛЯРИЗАТОРЫ НА ОСНОВЕ 
ТУГОПЛАВКИХ ОКСИДОВ 

А.В. Рогачёв, Н.Н. Федосенко, Д.Л. Горбачёв 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

MULTIFILM POLARIZERS BASED ON REFRACTORY OXIDES 

A.V. Rogachev, N.N. Fedosenko, D.L. Gorbachev 
F. Scorina Gomel State University 

 
В работе показана эффективность использования вакуумного электронно-лучевого испарения совместно с методом оп-
тического контроля толщины для формирования многослойных поляризационных покрытий на основе 12-слойной сис-
темы SiO2+ZrO2 с высокими значениями степени поляризации. Разработанная конструкция поляризационного покры-
тия на основе тугоплавких оксидов для длины волны λ = 660 нм может быть использована для формирования поляри-
заторов, работающих как на отражение, так и на пропускание при создании оптических элементов лазерных систем. 
 
Ключевые слова: поляризатор, электронно-лучевое испарение, тугоплавкие оксиды, многослойные оптические по-
крытия. 
 
The effectiveness of using an electron beam vacuum evaporation method is shown together with the optical thickness monitor-
ing for formation of multilayer coatings based on twelve layers of SiO2+ZrO2 with high degree of polarization. The developed 
design of the polarization coating is based on refractory oxides for the wavelength λ = 660 nm. It can be used to form polarizers 
operating as reflective and transmissive optical elements as parts of laser systems. 
 
Keywords: polarizer, electron beam evaporation, refractory oxides, multilayer optical coatings. 

 
 

Введение  
В настоящее время совершенствование кон-

струкции и миниатюризация лазерных систем 
продолжают являться актуальной задачей совре-
менной науки и техники, благодаря всё расши-
ряющимся областям применения лазеров [1], [2]. 
Такие уникальные свойства лазерного излуче-
ния, как монохромотичность, когерентность и 
малая расходимость луча наряду с возможно-
стью создания большой плотности мощности 
определяют широкие возможности для примене-
ния лазеров в контрольно-измерительном обору-
довании, различных датчиках, технологиях бес-
контактной резки материалов, передачи данных, 
формирования проекций изображений и многих 
других областях деятельности человека. 

Ещё одним уникальным свойством лазерно-
го излучения является его линейная поляризация. 
Благодаря такому свойству лазерный луч по-
разному воздействует на поверхность материа-
лов с разной отражательной способностью. Из-
вестно, что материал хорошо поглощает линейно 
поляризованный свет, вектор напряжённости 
поля E которого параллелен плоскости поверх-
ности при лазерной резке материалов, что увели-
чивает эффективность данного процесса и улуч-
шает геометрию профиля реза. Кроме этого эф-
фект поляризованности лазерного излучения 
применяется в интерферометрах, оптических 
усилителях и модуляторах, а также при создании 
сложных комбинированных пучков для реализации 

точечной обработки материалов и формирования 
фотонных структур. 

Однако некоторые типы лазеров изначально 
не имеют линейно поляризованного выходного 
излучения (например, волоконные). К тому же 
оптические параметры поляризации луча могут 
быть неустойчивыми благодаря температурному 
дрейфу и других технологических факторов ра-
боты квантового генератора. Для преобразования 
частично поляризованного в линейно-поляризо-
ванное излучение в оптических схемах исполь-
зуют специальные элементы – поляризаторы. 
Различают призменные и пластинчатые поляри-
заторы, причём призменные из-за сложности из-
готовления и дороговизны всё больше уступают 
миниатюрным плёночным интерференционным 
поляризаторам. 

Целью данной работы являлась разработка 
и оптимизация конструкции плёночного интер-
ференционного поляризатора для длины волны 
660 нм на основе слоёв тугоплавких окислов, а 
также последующее изготовление образцов по-
ляризационного покрытия методом электронно-
лучевого вакуумно-плазменного синтеза и изу-
чение его оптических характеристик.  

 
1 Методика и объекты исследования 
Нанесение покрытий производилось на ус-

тановке вакуумного напыления ВУ-1А (рисунок 
1.1), оснащенной источником электронно-луче-
вого испарения УЭЛИ-I и встраиваемой системой  
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Рисунок 1.1 – Структура вакуумной установки электронно-лучевого нанесения покрытий:  
1 – вакуумная камера; 2 – подложки; 3 – вращающаяся оснастка; 4 – образец-свидетель;  

5 – компьютер с программой «IrisSoft»; 6 – модулятор; 7 – источник излучения галогенный;  
8 – блок управления и регистрации; 9 – монохроматор М250; 10 – световод; 11 – плоские зеркала;  

12 – анод источника ЭЛИ с испаряемым веществом; 12 – катод источника ЭЛИ;  
14 – электронный луч; 15 – поток распылённого вещества 

 
контроля оптических характеристик, модель Iris-
0211 (СОК Iris). Источник электронно-лучевого 
испарения УЭЛИ-I специально предназначен для 
испарения в вакууме тугоплавких окислов, полу-
проводниковых материалов и металлов с макси-
мальным ускоряющим напряжением 12 кВ и 
максимальным током нагрузки 500 мА. 

При исследовании оптических свойств по-
крытий использовали спектрофотометр Photon RT 
(Essent Optics, Беларусь), предназначенный для 
измерения спектральных характеристик отраже-
ния, пропускания и оптической плотности в по-
ляризованном свете в диапазоне длин волн от 
200 до 4000 нм. Так же в программе для работы 
со спектрофотометром реализован математиче-
ский алгоритм расчёта показателя преломления 
по отношению интенсивности поляризационных 
компонент в спектре отражения. Исследование 
морфологии покрытий осуществляли методом 
атомно-силовой микроскопии (АСМ) с исполь-
зованием сканирующего зондового микроскопа 
Solver P47 PRO (NT-MDT, Россия). В качестве 
зондов применялись кремниевые кантилеверы 
серии NSG11S с типичной силовой константой 
5,5 Н/м. В качестве подложек для формируемых 
экспериментальных покрытий использовались 
полированные пластины кремния и оптического 
стекла K8. 
 

2 Результаты и их обсуждение 
В качестве материалов для многослойного 

покрытия выбраны чередующиеся слои ZrO2 и 
SiO2. Для точного определения значения оптиче-
ской толщины отдельных слоёв, необходимого 
для проектирования многослойного покрытия, 
по спектрам отражения однослойных покрытий 
рассчитаны показатели преломления. Для ZrO2 
показатель преломления составляет n = 1,924 (при 

табличном значении 2,039) и для SiO2 n = 1,475 
(при табличном значении 1,456). Различие таб-
личных показателей преломления с полученны-
ми на практике связано с условиями вакуумного-
электронно-лучевого формирования покрытий, 
влияющих на их структуру. 

На основании полученных данных проведе-
но проектирование конструкции покрытия для 
рабочей длины волны красного лазерного излу-
чения 660 нм с помощью  специализированной 
программы Multispectrum, входящей в комплект 
системы оптического контроля толщины Iris 
(Essent Optics, Беларусь). Покрытие состоит из 
чередующихся слоёв с малым и большим показа-
телем преломления с оптической толщиной 165,7 
нм, причём оптимальным количеством слоёв 
является 12, т. к. при этом наблюдаются макси-
мальные значения отражённой s-поляризованной 
и прошедшей p-поляризованной компонент из-
лучения на длине волны 660 нм при угле падения 
75° (рисунок 2.1).  

 
Рисунок 2.1 – Зависимость параметров 
поляризованных компонент излучения 

от количества слоев 
интерференционного покрытия 
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Рисунок 2.2 – Изменение коэффициента отражения при послойном формировании покрытия 

 

Рисунок 2.3 – Зависимости изменения степени поляризации Δ,  
а также интенсивностей p- и s- компонент от угла падения для:  

а) отражённого излучения от покрытия на непрозрачной подложке; 
б) прошедшего излучения через покрытие на прозрачной подложке 

 
На рисунке 2.2 приведены расчётные значе-

ния коэффициента отражения на разных стадиях 
формирования покрытия, полученные в ходе 
оптического контроля толщины отдельных сло-
ёв. Как видно из рисунка, с увеличением числа 
слоёв происходит усиление коэффициента отра-
жения излучения в рабочем диапазоне длин волн 
с максимумом при λ = 660 нм. 

С помощью спектрофотометра Photon RT 
измерена степень поляризации отражённого из-
лучения ΔR для покрытия на непрозрачной крем-
ниевой подложке и степень поляризации ΔT из-
лучения, прошедшего через покрытие на про-
зрачной подложке из оптического стекла К8 при 
различных от 0 до 75° углах падения на длине вол-
ны 660 нм (рисунок 2.3). 

Как видно из графиков, максимальная степень 
поляризации для покрытия, работающего в качест-
ве зеркала (рисунок 2.3, а) составляет 97% при угле 
падения 75° за счёт полного отсутствия при дан-
ном угле отражения p-компоненты излучения. 

При этом значение s-компоненты на 9% ниже 
расчётной и составляет RS = 89%.   

Покрытие, сформированное на прозрачной 
подложке из оптического стекла К8, показало 
несколько большее расхождение расчётных и 
экспериментально полученных оптических па-
раметров (рисунок 2.3, б). Максимум степени 
поляризации излучения, прошедшего через обра-
зец с покрытием, наблюдается в диапазоне углов 
падения 68–70°, причём после 70° происходит 
резкий спад интенсивности как s-, так и p- ком-
поненты. Значение максимальной поляризации 
составляет 79%, а максимум интенсивности p-ком-
поненты – TP = 84%.  

Для определения чистоты поверхности 
сформированных покрытий изучена морфология 
поверхности как сформированных однослойных 
ZrO2 и SiO2, так и 12-слойного  поляризационно-
го покрытия ZrO2+SiO2. Результаты исследова-
ний, полученные методом АСМ, приведены в 
таблице 2.1 и на рисунке 2.4. 

 
а) 

 
б) 
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Таблица 2.1 – Среднестатистические параметры морфологии покрытий 
 

Тип  
покрытия 

Субшероховатость 
Ra, нм 

Диаметр зёрен  
у основания D, нм 

Соотношение высоты  
зерна к его диаметру, h / D 

SiO2 0,97 50 0,040 
ZrO2 0,86 30 0,083 

(ZrO2+SiO2)·6 1,8 115 0,060 
 

 
а) б) в) 
Рисунок 2.4 – Морфология поверхности покрытий полученная методом АСМ 

по полю сканирования 4x4 мкм: а) ZrO2; б) SiO2; в) (ZrO2+SiO2)·6 
 

Из рисунка 2.4, в) видно, что поверхность 
многослойного поляризационного покрытия, 
имеющего последний закрывающий слой SiO2, 
имеет равномерную структуру, состоящую из 
зёрен со средним размером у основания около 
115 нм, а субшероховатость поверхности сфор-
мированных покрытий не превышает 2 нм, что 
позволяет применять данные покрытия для соз-
дания оптических элементов видимого и инфра-
красного спектрального диапазона. 
 

Заключение 
 Таким образом, экспериментально получен-
ные поляризационные покрытия имеют хорошо 
согласующиеся с теоретическими расчётами оп-
тические характеристики, что определяет воз-
можность их применения в конструкции опти-
ческих элементов реальных лазерных систем с 

рабочей длиной волны 660 нм. Высокая лучевая 
стойкость, прозрачность, миниатюрность конст-
рукции, простота и дешевизна изготовления оп-
ределяют широкую область применения таких 
тонкоплёночных систем в различных техниче-
ских решениях. 

 
ЛИТЕРАТУРА 

1. Mourou, G. Development and applications 
of compact highintensity lasers / G. Mourou, D. Um-
stadter // Physics of Fluids B: Plasma Physics. – 
1992. – Vol. 4, № 7. – P. 2315–2325. 

2. Крылова, Т.Н. Интерференционные по-
крытия / Т.Н. Крылова. – Л.: Машиностроение. – 
1973. – 224 с. 
 

Поступила в редакцию 22.11.15. 
 



Проблемы физики, математики и техники, № 4 (25), 2015 
 

© Стаськов Н.И., 2015                    31 

  
УДК 535.32+535.34 

АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ 
СПЕКТРОФОТОМЕТРИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ПРОЗРАЧНОГО СЛОЯ 

НА ПОГЛОЩАЮЩЕЙ ПОДЛОЖКЕ 

Н.И. Стаськов 

Могилевский государственный университет им. А.А. Кулешова 
 

THE ANALYTICAL SOLUTION OF THE INVERSE PROBLEM 
FOR THE SPECTROPHOTOMETRIC TRANSPARENT LAYER 

ON AN ABSORBING SUBSTRATE 

N.I. Stas’kov 
A.A. Kuleshov Mogilev State University 

 
Впервые получено аналитическое и численное решения обратной спектрофотометрической задачи для слоя диоксида 
кремния на кремниевой подложке. Аналитически определенные параметры слоя и подложки можно использовать в ка-
честве первых приближений при численных расчетах параметров трехслойной модели. Структуру неоднородных по-
верхностного и переходного слоев интерпретировали моделью Максвелла-Гарнетта и Бруггемана. 
 
Ключевые слова: интерференционная спектрофотометрия, переходный слой, оптические постоянные, толщина слоя. 
 
For the first time, an analytical and numerical solution of the inverse problem for the spectrophotometric silicon dioxide layer 
on a silicon substrate is obtained. Analytical determination of the parameters of the layer and the substrate can be used as the 
first approximation in numerical calculations of the parameters of the three-layer model. Inhomogeneous structure of the sur-
face and transition layers is interpreted by Maxwell-Garnett & Bruggeman model. 
 
Keywords: interference spectrophotometry, transition layer, optical constants, thickness of the layer. 

 
 

Введение 
Известно [1], что при оптической толщине 

слоя, соизмеримой с длиной волны света ,λ  в 
спектрах отражательных ( )R λ  и пропускатель-
ных ( )T λ  способностей наблюдаются максиму-
мы и минимумы. В работе [2] для модельного 
однородного поглощающего слоя на однородной 
диэлектрической пластине конечной толщины с 
постоянными оптическими характеристиками 
продемонстрирована возможность численного 
определения всех параметров слоя – толщины d, 
показателей преломления 1( )n λ  и поглощения 

1( ).k λ  Методика [3], [4] аналитического опреде-
ления трех параметров слоя основана на по-
строении огибающих экстремумов в эксперимен-
тальных спектрах и получении аналитических 
выражений этих огибающих. Такая процедура 
практически не возможна уже для спектров двух-
слойной структуры [5]. Применение аналитиче-
ской методики и точность определения парамет-
ров полимерных пленок, нанесенных на крем-
ниевые подложки, обсуждалось в работе [4]. В 
работе [6] теоретически получены аналитические 
выражения огибающих максимумов и миниму-
мов коэффициентов отражения s  и p  поляризо-
ванного света модельной многослойной структу-
ры для constλ =  и угла падения от 0 до 90°. В 
литературе отсутствуют данные аналитического 

определения оптических характеристик подложки, 
на которой находится интерференционный слой.  

Все рассмотренные работы основываются 
на известной классической модели среда – слой – 
подложка с идеальными границами раздела. Об-
ратим внимание на то, что интерференция на 
слое обуславливается когерентностью волн от-
раженных от поверхности слоя и подложки. Не 
вызывает сомнения, что в рассматриваемом слу-
чае наличие переходного слоя должно прояв-
ляться на измеренных спектрах и на рассчитан-
ных параметрах структуры. В работе [7] натураль-
ными и численными экспериментами (ЛЭФ-3М, 

0.6328 )mλ = μ  исследовано влияние переход-
ных слоев между наноразмерной пленкой диок-
сида кремния и кремниевой подложкой КЭФ5 на 
эллипсометрические углы. Показана целесооб-
разность замены структуры подложка – переход-
ный слой подложкой с эффективными оптиче-
скими характеристиками при определении тол-
щины и показателя преломления пленки. В рабо-
те [8] переходный слой между диоксидом и 
кремниевой подложкой не учитывается при ис-
следовании методом спектральной эллипсомет-
рии двухслойной кремниевой структуры.  

В данной работе сделана попытка обнаруже-
ния переходных слоев в пленочных структурах 
методами интерференционной спектрофотомет-
рии. Получены аналитические решения обратной 
четырехпараметрической спектрофотометрической 
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задачи для толстого ( ~ )d λ  прозрачного 

( )1( ) 0k λ =  слоя на поглощающей подложке с 
оптическими характеристиками 2 ( )n λ  и 2 ( )k λ . 
Предложены две методики аналитического опре-
деления оптических характеристик подложки, 
основанные на использовании спектров 

( ), ( )s pR Rλ λ  для одного угла падения и спектров 
( )sR λ  для двух углов падения. Практически ал-

горитмы аналитических решений реализованы на 
методе огибающих интерференционных экстре-
мумов в спектрах ( )R λ  слоя диоксида кремния 
(SiO2) на кремниевой подложке (cSi, КДБ12). Эта 
структура достаточно исследована и может ис-
пользоваться для тестирования различных опти-
ческих задач.  

 
1 Теория метода 
Для слоя на подложке (рисунок 1.1) коэф-

фициент отражения s и p поляризованного света 
( )

( )

1201

01 12

2( ) 2 ( )( )
01 12

( ) ( ) 2 ( )
01 12

( ) ( )
( ) ,

1 ( ) ( )

ii

i

r e r e
R

r r e

α λ − δ λα λ

α λ +α λ − δ λ

λ + λ
λ =

+ λ λ
 (1.1) 

при 1( ) 0k λ =  не выходит за пределы максималь-
ных ( )12, ( ) 2 ( ) 2a m+ λ − δ λ = π  и минимальных 

( 12, ( ) 2 ( ) 2( 1) ,a m− λ − δ λ = + π  { })0m N∈ ∪  зна-
чений, которые являются соответствующими 
огибающими экстремумов 
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Рисунок 1.1 – Оптическая модель слоя 

 
В выражении (1.1) ( )ijr λ  и ( )ijα λ  – хорошо 

известные амплитудные коэффициенты отраже-
ния и фазы отраженных лучей на границах раз-
дела ( 0,1, 1,2), ( )i j= = δ λ  – фазовая толщина 
слоя [1]. На основании выражения (1.2) можно 
показать, что для диэлектрических пленок с ма-
лым показателем преломления ( )1( ) 2n λ <  в об-
ласти слабого поглощения спектры ( )R− λ  близ-
ки к нулю, в особенности, для p поляризованного 

света. Определение таких спектров на практике 
неизбежно приведет к большим ошибкам при рас-
чете толщины и оптических характеристик слоя. 

В нашем случае свет падает на слой из воз-
духа ( )0 0( ) 1, ( ) 0n kλ = λ =  под углом 01.ϕ  При 
этом не учитывается отражение излучения от 
нижней грани достаточно толстой поглощающей 
подложки. Учет нижней грани прозрачной 
( )0 ( ) 0k λ =  подложки сделан в работе [2]. В ра-
боте [3] представлена методика определения по 
спектрам ( )R+ λ  и ( )R− λ  спектров коэффициен-
тов отражения s и p поляризованного света для 
границ раздела воздух – слой  

01( )R λ =                             (1.3) 

( )( )
2

1 ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )

( ) ( )

R R R R

R R
+ − − +

+ −

⎛ ⎞− λ λ − − λ − λ
⎜ ⎟=
⎜ ⎟λ − λ⎝ ⎠

  

и слой – подложка 2
12 12( ) ( ) .R rλ = λ  

Как видим, для определения оптических ха-
рактеристик подложки необходимо определить 

1( ),n λ  угол падения света из слоя на подложку 

12ϕ  и по огибающим спектров определить 12 ( )R λ  
[3]. Это приведет к увеличению погрешностей 
определения значений 2 ( )n λ  и 2 ( )k λ . В отличии 
от подхода, предложенного в работе [3], вос-
пользуемся, во-первых, тем, что для прозрачного 
слоя 01( )R λ  зависит только от параметра 1( )n λ , 
значение которого можно найти при одном угле 
падения. При использовании s поляризованного 
света выражение для определения спектра 1( )n λ  
имеет вид 

1( )n λ =                            (1.4) 
2

01 01 012
01

01

cos 1 ( ) 2 ( )
sin .

1 ( )
s s

s

R R

R

⎛ ⎞⎡ ⎤ϕ + λ + λ⎣ ⎦⎜ ⎟= ϕ +
⎜ ⎟− λ
⎝ ⎠

 

Во-вторых, не трудно показать, что для про-
зрачного слоя спектры ( )R+ λ  в (1.2) являются 
спектрами чистой подложки 

( )( )
( )( )

20.52 2
01 2 2 01

0.52 2
01 2 2 01

cos ( ) ( ) sin
,

cos ( ) ( ) sin
s

n ik
R

n ik
+

ϕ − λ − λ − ϕ
=

ϕ + λ − λ − ϕ
 

( )

( )( )
( )

( )( )

22
2 2 01

0.52 2
2 2 01

2
2 2 01

0.52 2
2 2 01

( ) ( ) cos

( ) ( ) sin
,

( ) ( ) cos

( ) ( ) sin

p

n ik

n ik
R

n ik

n ik

+

λ − λ ϕ −

− λ − λ − ϕ
=

λ − λ ϕ +

+ λ − λ − ϕ

 

которые определяются углом падения и неиз-
вестными параметрами 2 2( ), ( )n kλ λ . Рассмотрим 
два подхода к определению оптических парамет-
ров подложки. Во-первых, параметры 2 ( )n λ  и 
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2 ( )k λ  аналитически можно найти по отношению 

спектров 
( )
( )

p

s

R
R
+

+

λ

λ
 и спектру ( )sR+ λ , измеренным 

при одном угле падения 

( )2 2
2 2 1 1 01( ) ( ) ( ) ( ) sin ,n ik iλ − λ = η λ − η λ + ϕ  

где 
( )

( ) ,
( )

p

s

R
С

R
+

+

λ
λ =

λ
                    (1.5) 

( )( )( )
( )( )
( )( )

2 2
01 01

1 2
01

01 2
01

cos sin 1 ( ) 1 ( )
( ) ,

cos 1 ( ) 1 ( )
2cos

sin 1 ( ) 1 ( )

s

s

s

C R

C R

C R

+

+

+

ϕ − ϕ − λ − λ
η λ =

⎡ ⎤ϕ − λ + λ −
ϕ ⎢ ⎥

− ϕ + λ − λ⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( )
( )

2
01 1

2
01 1

2

cos ( )

( ) cos ( )
( ) .

( ) 1
s

s

R
R

+

+

ϕ −η λ −

− λ ϕ + η λ
η λ =

λ −
 

 Во-вторых, характеристики подложки 
2 ( )n λ  и 2 ( )k λ  аналитически можно найти и по 

спектрам ( )sR+ λ , рассчитанным для двух углов 
падения излучения на слой подобно тому, как 
это было сделано в работе [9] при определении 
оптических параметров однородной среды по 
спектрам НПВО. В таком случае необходимо при 
двух углах падения 01

∗ϕ  и 01
∗∗ϕ  измерить два ин-

терференционных спектра ( )sR∗ λ  и ( )sR∗∗ λ , и по 
ним  определить спектры огибающих максиму-
мов ( )sR∗

+ λ  и ( )sR∗∗
+ λ . Ниже приведен алгоритм 

аналитического расчета оптических функций 
подложки для этого подхода: 

 
( ) ( )
( )

4 1

1

2 4
1 01

( ) 1 ( ) ( ) ,

( ) 1 ( ) cos ,

s s

s

a R R

b R

−∗ ∗
+ +

∗ ∗
+

λ = − λ λ

λ = + λ ϕ
 (1.6) 

( )2 2
1 01

4
1 01

( ) 1 ( ) cos ,

( ) ( ) cos ,
s

s

c R

d R

∗ ∗
+

∗ ∗
+

λ = − λ ϕ

λ = λ ϕ
 

( ) ( )
( )

4 1

2

2 4
2 01

( ) 1 ( ) ( ) ,

( ) 1 ( ) cos ,

s s

s

a R R

b R

−∗∗ ∗∗
+ +

∗∗ ∗∗
+

λ = − λ λ

λ = + λ ϕ
 

( )2 2
2 01

4
2 01

( ) 1 ( ) cos ,

( ) ( ) cos ,
s

s

c R

d R

∗∗ ∗∗
+

∗∗ ∗∗
+

λ = − λ ϕ

λ = λ ϕ
 

1 2 2 1

1 2 2 1

1 2 2 1

1 2 2 1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ,

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ,
( ) ( ) ( ) ( )

a d a d
p

c d c d
b d b d

q
c d c d

λ λ − λ λ
λ =

λ λ − λ λ
λ λ − λ λ

λ =
λ λ − λ λ

 

( )2
1 1 1( ) 0.25 ( ) ( ) ( ) 0.25 ( ) ( ) ,x a c p d pλ = λ − λ λ + λ λ  

( )1 1 1( ) 4 ( ) ( ) ( ) 0.5 ( ) ( ) ( ) ,y c q b d p qλ = λ λ − λ − λ λ λ  

( ) ( )( )
2

1

0.5 12

( ) 16 ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) 4 ( ) ( ) 2 ( ) ,

z d q

m y y x z x −

λ = λ λ

λ = − λ − λ − λ λ λ
 

( )

1

0.52

( ) ( ) 16 ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ,

u q p m

w m u

−λ = λ − λ λ

λ = λ − λ
 

( ) ( )( ) ( )
0.52 12

2 ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ,v u u w w −⎛ ⎞λ = λ − + λ − + λ λ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )0.51
2 2

2 2 2

( ) 0.5 ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ).

n w v

k n v

−λ = λ λ

λ = λ λ
 

Алгоритмы (1.5) и (1.6) можно использовать для 
определения оптической функции слоя 1( )n λ  по 
спектрам коэффициентов отражения 01 ( ),sR∗ λ  

01 ( )pR∗ λ  и 01 ( ),sR∗∗ λ  которые рассчитываются по 
выражению (1.3) для соответствующих поляри-
заций и углов падения 01

∗ϕ  и 01.
∗∗ϕ  При правиль-

ном построении огибающих спектров, прозрач-
ном и не шероховатом слое мнимая часть пока-
зателя преломления слоя должна быть близка к 
нулю. Это известный критерий [10], который 
применяется, например, при численном опреде-
лении физических не комплексных величин. 

Для определения толщины слоя лучше вы-
брать в спектре два любых интерференционных 
максимума, положения которых достаточно точно 
задаются vλ  и v j+λ   ( ), , 1; 2; 3 ,v j v j v j+ +λ λ > λ =  и 
определить две оптические характеристики слоя 

1( )vn λ  и 1( ).v jn +λ  Для прозрачного слоя в облас-
ти контрастного интерференционного спектра 
( )2 ( ) 0,1k λ <  выражение для определения тол-
щины имеет вид [11] 

2 2
1 01

2 2
1 01

.
( ) sin

2
( ) sin

v v j

v j v

v v j

j
d

n

n

+

+

+

λ λ
=

⎛ ⎞λ λ − ϕ −
⎜ ⎟
⎜ ⎟−λ λ − ϕ⎝ ⎠

       (1.7) 

 
2 Моделирование структуры слой SiO2 – 

подложка cSi 
Табличные значения оптических характери-

стик слоя SiO2, подложки cSi и аморфного крем-
ния ( )( ), ( ) ,a an kλ λ  приведенные в программном 
обеспечении спектрального эллипсометра ES2, в 
области от 0.4 µm до 1 µm можно задать функ-
циями  

( ) 3 2
1

3 2 4 4

1.4470 1.3147 10

4.6542 10 2.4312 10 ,

n −

− − − −

λ = + × λ +

+ × λ − × λ
    (2.1) 

( ) 2 2
2

4 6

3.3828 0.017 0.2313

0.0293 0.0072 ,

n −

− −

λ = − λ + λ −

− λ + λ
  (2.2) 

( ) 2 2
2

4 6

0.0394 0.0117 0.039

0.0136 0.0027 ,

k −

− −

λ = − + λ + λ −

− λ + λ
 

( ) 2 2

4 6

2.0664 0.7761 1.2311

0.1702 0.008 ,
an −

− −

λ = − λ + λ −

− λ + λ
  (2.3) 
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( ) 2 2

4 6

0.7403 0.6601 0.1043

0.0821 0.0044 .
ak −

− −

λ = − + λ + λ −

− λ − λ
 

Это позволило, во-первых, по формулам (1.1) для 
s  и p  поляризованного света рассчитать точные 
значения коэффициентов отражения , ( )s pR λ  слоя 
( 0.95 )d m= μ  на подложке. Углы падения света 
на слой выбирались так, чтобы чувствительность 

( ) ( )
( )

1 2 2 1 2 2

1 2 2

, , , , , ,
, , ,

R n n k d R n n k d
R n n k d

− Δ Δ Δ Δ
ε =  

этих коэффициентов к малым изменениям парамет-
ров модельной структуры 1 2 2( ), ( ), ( )n n kΔ λ Δ λ Δ λ  
и dΔ  была максимальной.  

Во-вторых, на рассчитанных спектрах 
, ( )s pR λ  построить огибающие экстремумов и 

сравнить значения ( )R± λ  со значениями, полу-
ченными по выражению (1.2). После этого по 
выражению (1.3), удалось рассчитать 01( ).R λ  

Решение обратных задач спектрофотомет-
рии (расчет спектров оптических характеристик) 
показывает, что при точном задании значений 
коэффициентов отражения , ( ),s pR λ  по выраже-
нию (1.4) и алгоритмам (1.5), (1.6) однозначно 
восстанавливаются оптические функции (2.1) и 
(2.2), а по выражению (1.7) находится толщина 
модельного слоя. Эту задачу удалось решить 
благодаря тому, что на аналитически рассчитан-
ных спектрах , ( )s pR λ  можно точно определить 
координаты экстремумов и построить их оги-
бающие.  

 

 
Рисунок 2.1 – Влияние  погрешностей 

определения коэффициентов отражения на 
спектр показателя преломления модельного слоя 

 
Исследуем влияние возможных погрешно-

стей определения коэффициентов отражения 
( ( ) 0.0005)RΔ λ = ±  и угла падения 01( 0.1 )Δϕ = ± °  
на аналитически определяемые параметры слоя и 

подложки. На рисунке 2.1 приведены рассчитан-
ные (кривая 1, 01 30 )ϕ = D  по выражению (1.4) и 
заданные на основании (2.1) (кривая 2) спектры 

1( )n λ  модельного диэлектрика. Увеличение точ-
ности расчетов 1( )n λ  наблюдается в коротковол-
новой области спектра и при увеличении угла 
падения. Это объясняется соответствующим уве-
личением значений 01 ( ).sR λ  При точном опреде-
лении огибающих экстремумов спектров и ука-
занных погрешностях определения коэффициен-
тов отражения, угла падения, погрешность рас-
чета показателя преломления слоя 0.0003.±  
 На рисунке 2.2 приведены аналитически рас-
считанные по двухугловому 

01
( 30 ,∗ϕ = D  

01
60 )∗∗ϕ = D  

алгоритму спектры 2 ( )n λ  (кривая 1) модельного 
полупроводника. Показатели преломления 2 ( )n λ  
менее чем на 0.5% отличаются от заданных (кри-
вая 2) по выражению (2.2). Соответствующие 
показатели поглощения в области 0.6 mλ < μ  
отличаются от заданных менее чем на 5%. При 

0.6 mλ > μ  отличие сравниваемых показателей 
поглощения в отдельных точках спектра увеличи-
вается и для определения 2 ( )k λ  приходится ис-
пользовать функции полиноминальной регрессии. 
 

 
Рисунок 2.2 – Влияние погрешностей 
определения коэффициентов отражения 

на спектр показателя преломления 
модельной подложки 

 
Таким образом, при отсутствии переходных 

и поверхностных слоев в модельной структуре 
SiO2 – cSi и высокой точности определения ко-
эффициентов отражения (не более 0.1%) анали-
тически можно рассчитать спектры оптических 
характеристик слоя и подложки. На результаты 
аналитических решений существенное влияние 
оказывают углы падения. Если спектр 2 ( )n λ  
подложки можно определить как по двухугловой 
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так и по одноугловой методикам, то для опреде-
ления 2 ( )k λ  на участке спектра слабого погло-
щения из-за недостаточной точности определе-
ния коэффициентов отражения ( )sR+ λ  и ( )pR+ λ  
необходимо использовать функции полиноми-
нальной регрессии.  

 
3 Эксперимент и результаты 
Перед нанесением слоя SiO2 промышлен-

ную подложку КДБ12 очищали от естественного 
поверхностного слоя с использованием извест-
ной методики [12]. Слой диоксида кремния по-
лучали путем окисления подложки в атмосфере 
сухого кислорода. Такая технология использует-
ся при изготовлении многих кремниевых струк-

тур. Спектры ( ),sR λ  ( )pR λ  и 
( )
( )

p

s

R
R

λ

λ
 образцов 

измеряли на спектрофотометре Photon RT произ-
водства ООО «ЭссентОптикс» при углах падения 

01ϕ  от 10°  до 60°  в спектральной области от 
0,220 µm до 1 µm. Шаг измерений по λ  состав-
лял 30.5 10 ,m−⋅ μ  по углу 01 10 .ϕ − °  Точность из-
мерения коэффициентов отражения – не хуже 
0,1%.  

На рисунке 3.1 для угла падения 30°  приве-
дены измеренные спектры ( )sR λ  и ( )pR λ  слоя 
SiO2 на пластине КДБ12 (кривые 1), пластины 
КДБ12 до очистки от естественного слоя (кривые 2) 
и огибающие экстремумов (кривые 3, 4). Спек-
тры отражения для границы раздела воздух – 
чистый кристаллический кремний, рассчитанные 
на основании (2.2), проходят между кривыми (2) 
и (3). Несовпадение спектров (2), (3) и чистого 
кремния можно объяснить тем, что по оптиче-
ским и геометрическим параметрам переходный 
слой отличается от естественного слоя на пла-
стине КДБ12. Другими словами, при термиче-
ском отжиге пластин между слоем SiO2 и очи-
щенной кремниевой подложкой образуется тон-
кий переходный слой.  

Спектр показателя преломления слоя (рису-
нок 3.2, кривая 1) на пластине КДБ12 был рас-
считан по двухугловому алгоритму (1.6). Для 
этого ( )sR∗

+ λ  и ( )sR∗∗
+ λ  заменяли на 01( )R∗ λ  и 

01 ( ),R∗∗ λ  соответствующие углам падения 30°  и 
60 .°  Для s  поляризованного света в средней 
части спектра коэффициент отражения 01( )R λ  
имеет значение около 5%, а для р поляризован-
ного света – около 2%. При определении такой 
отражательной способности материала слоя велика 
роль погрешностей измерения спектров , ( ).s pR λ  
Обработанный функцией полиноминальной рег-
рессии (кривая 2) спектр 1( )n λ  располагается 
под спектром, рассчитанным по функции (2.1) 
(кривая 3). Эффективные значения показателя 
преломления диоксида кремния и малая мнимая 

часть 8
1( ( ) 10 ),k −λ ≈  по-видимому, обусловлены 

наличием поверхностного слоя. 
 

 

 
Рисунок 3.1 – Измеренные спектры слоя 

на подложке (1), подложки (2), огибающих (3), 
(4) и рассчитанный спектр слоя на подложке (5) 

 
Рисунок 3.2 – Спектры показателя преломления 

слоя диоксида кремния 
 
На рисунке 3.3 (кривые 1) представлены 

спектры оптических характеристик подложки 
КДБ12, которые были определены по огибаю-
щим максимумов (кривые 3, рисунок 3.1). Для 
этого использовался алгоритм (1.5). Допустим, 
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что дисперсия оптических характеристик крем-
ниевой подложки (рисунок 3.3, кривые 2) задает-
ся выражением (2.2). Тогда приведенные данные 
указывают на отличие структуры переходной и 
объемной областей подложки. Эффективные 
значения 2 ( )n λ  и 2 ( )k λ  подтверждают наличие 
переходного слоя между слоем диоксида крем-
ния и подложкой КДБ12. Такой слой необходимо 
учитывать при выборе более сложной электро-
динамической модели структуры слой SiO2 – 
подложка cSi.  
 

 

 
Рисунок 3.3 – Спектры оптических 
характеристик подложки КДБ12 

 
Для определения толщины слоя (таблица 

3.1) диоксида кремния в выражение (1.7) под-
ставляли длины волн максимумов ( )vλ  из изме-
ренных спектров (рисунок 3.1, кривые 1). Тол-
щина слоя SiO2, нанесенного на пластину КДБ12, 
оказалась равной (0.948 0.008) .m± μ  

Мы пытались численно решить обратную 
задачу спектрофотометрии по измеренным спек-
трам , ( ).s pR λ  Для этого использовалась трехслой-
ная электродинамическая модель: поверхностный 
слой – смесь воздушных пор 1( )f  и диоксида 
кремния 1(1 )f−  (модель Максвелла-Гарнетта); 
однородный слой SiO2; переходный слой – 
матрица из аморфного кремния 2 3(1 )f f− −  со 

сферическими частицами из диоксида кремния 
2( )f  и кристаллического кремния 3( )f  (модель 

Максвелла-Гарнетта и Бруггемана. Дисперсия 
оптических характеристик материалов задава-
лась функциями (2.1)–(2.3). Методом наимень-
ших квадратов определялись шесть параметров – 
толщины слоев 1 2 3, ,d d d  и доли материалов 
поверхностного и переходного слоев 1 2 3, , ,f f f  
при которых рассчитанные спектры были наибо-
лее близки к измеренным спектрам (рисунок 3.1, 
кривые 1 и 5). Решения этой задачи приведены в 
таблице 3.2.  

 

Таблица 3.1 – Толщина слоя SiO2 
v  ,v mλ μ  ,v j v+  1 ,d mμ  cp ,d mμ  
1 0.43504 2, 1  0.939  
2 0.52047 3, 2 0.950  
3 0.64775 4, 3 0.953 0.948 
4 0.85952 4, 1 0.947  
  4, 2 0.952  
  3, 1 0.945  

 

Таблица 3.2 – Параметры трехслойной 
модели для 0.6328 mλ = μ  

Слои ,jd mμ jn  jk  1f  2f  3f  
Поверх-
ностный

32.9 10−⋅ 1.422  0.074 0.926  

SiO2 0.9466 1.457     
Пере-
ходный

33.6 10−⋅ 2.685 0.036 0.108 0.491 0.401

 

Толщина слоя SiO2 в этом случае оказалась 
0.9466 .mμ  Как видим, для слоя диоксида крем-
ния наблюдается удовлетворительная корреля-
ция величин толщин, которые определялись ана-
литически и численно. Переходный слой имеет 
толщину 3,6 нм, содержит 11% аморфного крем-
ния, 40% кристаллического кремния и 49% диок-
сида кремния. Показатели преломления переход-
ного слоя (таблица 3.2) меньшие, чем у кристал-
лического кремния, а соответствующие показа-
тели поглощения большие, чем у кристалличе-
ского кремния. Такое соотношение показателей 
преломления свойственно и поверхностному 
слою. Оно объясняет поведение кривых на ри-
сунках 3.2 и 3.3. Поверхностный слой состоит из 
диоксида кремня (93%) и воздушных пор (7%). 

 
Заключение 
Численное моделирование и эксперимен-

тальное исследование структуры диэлектриче-
ский слой SiO2 – полупроводниковая подложка 
КДБ12 показывает:  

1. Определение оптических спектров под-
ложки и толщины прозрачного слоя можно вы-
полнить аналитически, используя упрощенный 
метод огибающих максимумов, при точности из-
мерений коэффициентов отражения не хуже 0,1%.  
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2. На результаты аналитических решений 
существенное влияние оказывает не только точ-
ность измерения коэффициентов отражения, но и 
выбор углов падения. Если спектр 2 ( )n λ  под-
ложки можно определить достаточно точно как 
по двухугловой, так и по одноугловой методи-
кам, то для определения 2 ( )k λ  на отдельных 
участках спектра слабого поглощения полупро-
водника приходится пользоваться функциями 
полиноминальной регрессии. При этом точность 
определения показателей преломления около 
0.5%, а для 2 ( )k λ  относительная погрешность 
около 15%. Определяющим фактором при этом 
является отыскание оптимальных углов падения, 
которые обеспечивают достаточную чувстви-
тельность соответствующих коэффициентов от-
ражения. 

3. Эффективные значения 1 2( ), ( )n nλ λ  и 

2 ( ),k λ  рассчитанные аналитически, обусловлены 
наличием поверхностного слоя на слое SiO2 и 
переходного слоя между слоем диоксида и под-
ложкой КДБ12. Такие слои необходимо учиты-
вать при выборе электродинамической модели 
структуры слой SiO2 – подложка cSi. 

4. Аналитические решения спектрофото-
метрической задачи прозрачный слой на погло-
щающей подложке можно использовать в каче-
стве первых приближений при численном опре-
делении параметров более сложной трехслойной 
модели. Это существенно уменьшает время рас-
четов и обеспечивает минимальную невязку зна-
чений измеренных и рассчитанных коэффициен-
тов отражения.  
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О МЕТОДЕ РАСЧЕТА СТАТИСТИЧЕСКОГО ВЕСА НЕИДЕАЛЬНОГО ГАЗА 
НА ОСНОВЕ ЭНТРОПИИ КРИТИЧЕСКОГО СОСТОЯНИЯ 

Г.Ю. Тюменков 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

ON THE METHOD OF CALCULATING THE STATISTICAL WEIGHT 
OF A NON-IDEAL GAS BASED ON ENTROPY OF THE CRITICAL STATE 

G.Yu. Tyumenkov 
F. Scorina Gomel State University 

 
Статистический вес неидеального газа является важнейшей его характеристикой, лежащей в основе статистической 
теории данной макросистемы. В работе предложен метод расчета статистического веса, основанный на использовании 
энтропии критического состояния неидеального газа, описываемого рядом общепризнанных полуэмпирических двухпа-
раметрических уравнений состояния. 
 
Ключевые слова: полуэмпирическое двухпараметрическое уравнение состояния, неидеальный газ, критическое состоя-
ние, энтропия, статистический вес. 
 
The statistical weight of non-ideal gas is its most important characteristic of the underlying statistical theory of the 
macrosystem. In this paper the method of calculating the statistical weight of a non-ideal gas based on entropy of the critical 
state is proposed. Some non-ideal gases corresponding several well-known semi-empirical two-parameter equation of state are 
considered. 
 
Keywords: semi-empirical two-parameter equation of state, non-ideal gas, critical state, entropy, statistical weight. 

 
 

Введение 
В настоящее время проблема изучения в 

рамках статистического метода неидеальных 
газов, феноменология которых исходит из полу-
эмпирических уравнений состояния, по-прежне-
му актуальна [1]. Сложность заключается в том, 
что для таких газов крайне затруднительно точно 
сформулировать модельные представления о 
характере столкновения молекул, их форме и т.д. 
Часто такие уравнения состояния не связаны с 
вириальным разложением, а носят научно-
интуитивный характер, что явно заметно по их 
виду, например, по виду второго уравнения Ди-
теричи. Поэтому возникает задача максимально 
точного расчета статистического веса Г таких 
газов с использованием характеристик, следую-
щих из самих уравнений состояния. В статье 
предлагается применить для указанной цели ха-
рактеристики критического состояния газа, в том 
числе, и критическую энтропию Sk. Критическая 
энтропия аддитивно может быть точно выражена 
через статистически определенную энтропию 
идеального газа и добавку, содержащую крити-
ческие параметры, строго соответствующие кон-
кретному виду полуэмпирического уравнения 
состояния. И это является наиболее прямым и 
наиболее корректным способом, позволяющим 
связать феноменологический параметр неиде-
ального газа с основополагающей его характери-
стикой в рамках статистического подхода.  

 

1 Связь статистического веса с парамет-
рами критического состояния 

Следуя [2], можно достаточно несложно 
прийти к выводу, что знание критической энтро-
пии Sk молярного состояния позволяет найти со-
ответствующее значение статистической энтро-
пии S для системы, содержащей произвольное 
количество вещества. Воспользовавшись выраже-
ниями для изменения энтропии [2] и положив в 
них S0 ≡ Sk,  получим энтропию S в виде 

 ln ln ,k v
k k

T V bS S c R
k T V b
⎛ ⎞ν −

= + +⎜ ⎟−⎝ ⎠
       (1.1) 

где R – универсальная газовая постоянная, k – 
постоянная Больцмана, ν – число молей вещества 
макросистемы. Заметим, что здесь и в дальней-
шем в работе используются стандартные обозна-
чения физических величин и констант. Тогда 
искомый статистический вес на основе (1.1) бу-
дет найден, как  

 
,SГ e=                             (1.2) 

Вид безразмерной статистической энтропии S, 
задаваемый формулой (1.1), следует из точного 
представления ее полного дифференциала 

( )
,vc RdS dT dV

k T V b
⎛ ⎞ν

= +⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
         (1.3) 

являющегося универсальным для всех подлежа-
щих рассмотрению в работе полуэмпирических 
двухпараметрических уравнений состояния, а это: 
уравнение Ван-дер-Ваальса, второе уравнение 

ФИЗИКА
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Дитеричи, модифицированное уравнение Соаве –
Редлиха – Квонга с α ≠ α(Т) и модифицированное 
уравнение Пенга – Робинсона также с α ≠ α(Т). 
Следовательно, указанная общность переносится 
и на саму энтропию (1.1).  
 

2 Энтропия критического состояния 
Обратимся непосредственно к поиску не-

достающей в (1.1) критической энтропии. Пред-
варительно заметив, что в термодинамике [2] в 
рамках феноменологического метода для харак-
теристики критического состояния традиционно 
используют такие параметры, как критическое 
давление Pk, критический объeм Vk и крити-
ческую температуру Tk. Их значения определены 
и хорошо известны. Хотя совершенно очевидно, 
что и другие функции состояния в этом случае 
преобретают критические значения. Одной из 
таких функций состояния и является критиче-
ская энтропия Sk. В силу специфики метода ис-
следования энтропия в термодинамике опреде-
ляется неоднозначно [2], но это затруднение при 
расчете Sk можно преодолеть, используя стати-
стический результат для энтропии идеального 
газа [1].  

Начнем поиск с рассмотрения выражения 
для свободной энергии F неидеального газа, по-
лученного в рамках статистического метода [1] 

2 2 2
,ид ид

N BT N T NF F F
V V V

β α
= + = + −     (2.1) 

где B = (β – α/T) – вириальный коэффициент, N – 
число частиц системы, V – объем системы, T – 
энергетическая температура системы. Параметр 
β является частью вириального коэффициента 
характеризующей силы межмолекулярного от-
талкивания и выражается как  

04 ,
A

bV
N

β = =

 где V0 – объем молекулы газа. Параметр же a 
связан с силами межмолекулярного притяжения 
и определяется, как правило, эмпирически. Тогда 
безразмерная статистическая энтропия будет 
определяться из (2.1) как 

2
,ид

F NS S
T V
∂ β

= − = +
∂

               (2.2) 

где слагаемое Sид, соответствующее идеальному 
газу, оказывается равным [1] 

2
3 3 5ln ln ln ,
2 2 22ид

V mS N N T N N
N

= + + +
π

 (2.3) 

в нем m – масса молекулы газа. Из (2.2) и (2.3) 
находим искомую энтропию 

 2

2

3( , , ; ) ln ln
2

3 5ln .
2 22

VS S V T N N N T
N

m NN N
V

= β = + +

β
+ + +

π

   (2.4) 

Переход от статистического вида (2.4) к виду 
термодинамическому делается путем замен 

, .SS T kT
k

→ →  

В силу того, что все полуэмпирические уравне-
ния состояния формулируются в молярной фор-
ме, сразу делаем в (2.4) одновременный переход 
и к критичности, и к молярности. Следовательно, 
для термодинамической молярной критической 
энтропии Sk получим  

( , , ; )k k k AS S V T N= β =                (2.5) 

( ) 2
3 3 5ln ln ln .
2 2 22

k A
k

A k

V NmR kT
N V

⎛ ⎞β
= + + + +⎜ ⎟

π⎝ ⎠

 Упростим формулу (2.5), воспользовавшись 
достоверными численными значениями фунда-
ментальных констант [3], фигурирующих в круг-
лых скобках: 

( )3 2 3 2 100,7379ln .k k k
k

bS R V T m e
V

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
    (2.6) 

Полученный результат (2.6) носит общий харак-
тер и позволяет перейти теперь непосредственно 
к частным случаям конкретных уравнений со-
стояния.  
 

3 Частные значения энтропия критиче-
ского состояния 

Рассмотрим, как было сказано выше, часто 
используемые для описания реальных газов 
двухпараметрические уравнения состояния, при-
водящие к полному дифференциалу энтропии 
вида (1.3), и определим для них критическую 
энтропию Sk: 

уравнение Ван-дер-Ваальса 
        ( )2 ,aP V b RT

V
⎛ ⎞+ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠  

83 , ,
27k k

aV b T
Rb

= =

 3/2 3/2
97,1682

1/2ln ;k
a mS R e

b

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
          (3.1) 

второе уравнение Дитеричи 

( )5 3 ,aP V b RT
V

⎛ ⎞+ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
16 3 2 3
154 , ,

2k k
aV b T

Rb
= =  

( )3/2 3/2 97,7141ln ;kS R a m e=            (3.2) 

модификация уравнения Соаве – Редлиха –
Квонга с α ≠ α(Т)  

( ) ,
( )

aP V b RT
V V b

⎛ ⎞
+ − =⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

3,8473 , 0, 2027 ,k k
aV b T

Rb
= =  

3/2 3/2
96,7740

1/2ln ;k
a mS R e

b

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠           

(3.3) 
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модификация уравнения Пенга – Робинсона с 
α ≠ α(Т)   

( ) ,
( ) ( )

aP V b RT
V V b b V b

⎛ ⎞
+ − =⎜ ⎟+ + −⎝ ⎠

 

3,9514 , 0,1701 ,k k
aV b T

Rb
= =  

3/2 3/2
96,5313

1/2ln .k
a mS R e

b

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠         

(3.4) 

Полученные выражения (3.1)–(3.4) говорят 
о том, что искомые значения критической энтро-
пии Sk неидеального газа зависят также от массы 
молекулы газа m и от параметров соответствую-
щих уравнений состояния a и b. Поэтому кон-
кретный расчет статистического веса Г неиде-
ального газа может быть осуществлен на основе 
использования значений критической энтропии 
(3.1)–(3.4) в выражениях (1.1) и (1.2).  

 
Заключение 
Таким образом, в работе сформулирован 

метод расчета статистического веса Г неидеаль-
ного газа, описываемого некоторыми полуэмпи-
рическими двухпараметрическими уравнениями 
состояния, основанный на использовании пара-
метров критического состояния, в частности, 
критической энтропии Sk. Полученные результа-
ты могут быть полезны при теоретических ис-

следованиях неидеальных газов в рамках стати-
стического метода и в учебном процессе в клас-
сических и технических университетах в рамках 
курсов «Термодинамика и статистическая физи-
ка» и «Физическая химия».  
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SOLAR CELLS WITH CuxInxZn2-2xSe2 ABSORBER LAYER 
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Сформированы тонкопленочные солнечные элементы c поглощающим слоем CuxInxZn2-2xSe2 (CIZS) на стеклянных 
подложках. Данный полупроводниковый материал удовлетворяет как физическим требованиям к материалам фото-
электрических преобразователей, так и требованиям снижения стоимости производства солнечных элементов. Предва-
рительные результаты исследований показали, что стекло/Mo/CuxInxZn2-2xSe2/CdS/ZnO/Al-Ni тонкопленочные солнеч-
ные элементы могут обладать эффективностью более 10%. 
 
Ключевые слова: CuxInxZn2-2xSe2, тонкие пленки, солнечные элементы, физические характеристики, эффективность. 
 
Thin-film solar cells with the CuxInxZn2-2xSe2 (CIZS) absorber layer of on glass substrates are created. The given semiconductor 
material satisfies physical requirements for materials for photo-electric converters, and requirements for depreciation of solar 
cells production. Preliminary results of researches showed that glass/Mo/CuxInxZn2-2xSe2/CdS/ZnO/Al-Ni thin film solar cells can 
possess efficiency more than 10%. 
 
Keywords: CuxInxZn2-2xSe2, thin films, solar cells, physical characteristics, efficiency. 

 
 

Введение  
 Тонкопленочные солнечные элементы (ТСЭ) 
на основе тройных АIBIIICVI

2 и более сложных 
фаз с халькопиритной структурой являются фо-
топреобразователями нового поколения. Так, 
например, на основе Cu(In,Ga)Se2 (CIGS) полу-
чены лабораторные солнечные элементы с ре-
кордной эффективностью до 21% и промышлен-
ные фотопреобразователи с КПД 12–14 %  [1], 
[2]. Дальнейшее улучшение характеристик таких 
фотопреобразователей лежит на пути исследова-
ний взаимосвязи технологических процессов со 
свойствами конкретных типов структур, а также 
освоения новых систем на основе АIBIIICVI

2 по-
лупроводников. В рамках этих исследований 
твердые растворы на основе тройных и АIIBVI 
(ZnSe, ZnS, ZnTe) соединений в последнее время 
привлекают внимание разработчиков приборов 
на их основе [2]–[4]. Полупроводники этой 
группы являются прямозонными материалами, 
имеют коэффициент оптического поглощения (до 
105 см-1) и обнаруживают повышенную радиаци-
онную стойкость. Кроме того, использование 
цинка позволяет заменить дорогостоящие мате-
риалы как индий и галлий. Показано, что в сис-
теме Cu1-XIn1-XZn2XSe2 (CIZS) существует непре-
рывный ряд твердых растворов, и ширина за-
прещенной зоны изменяется от 2.67 эВ (ZnSe) до 
1.04 эВ (CuInSe2) [3]–[5], что соответствует теорети-
ческому оптимуму для создания высокоэффективных 

фотопреобразователей. В данной статье приве-
дены сведения о ТСЭ с CuxInxZn2-2xSe2 погло-
щающим слоем, сформированных на стеклянных 
подложках. 

 
1 Эксперимент  

 Тестовые образцы солнечных элементов 
изготавливались на стеклянных подложках (ISO 
Norm 8037/1) размером 76×26 мм2. Подложки 
предварительно очищались кипячением в пере-
кисно-аммиачной среде и промывались деиони-
зованной водой. Далее наносился слой молибде-
на, который является нижним контактом струк-
туры [2]. Для получения базовых слоев Cu–In 
использовался метод термического испарения на 
вакуумной установке УВН–71П–3. Давление 
остаточных газов в процессе осаждения металлов 
составляло 8,7×10-4 Па. Температура подложек 
поддерживалась на уровне 100–120оС. Навески 
металлов чистоты В4 распылялись из молибде-
новой лодочки одновременно со средней скоро-
стью 0,5 мкм. Получение базового слоя, содер-
жащего цинк, осуществлялось методом испаре-
ния селенида цинка ZnSe, который испаряется 
возгонкой с сохранением стехиометрии. Навеска 
селенида цинка рассчитывалась исходя из зада-
ваемого состава получаемой пленки. Селенид 
цинка испарялся из отдельного танталового ис-
парителя. Далее плёнки прекурсоров подверга-
лись процессу селенизации в реакторной системе 
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диффузионной печи СДО 125/3–15 для формиро-
вания слоев CuxInxZn2-2xSe2. Первая стадия селе-
низации осуществлялась при температуре 240–
270оC в течение 10–30 минут, вторая стадия – 
при температуре 460–500°С в течение 10–50 ми-
нут [3], [4]. На основании ранее проведенных 
расчетов были определены расчетные значения 
элементов в поглощающем слое [3]. Температура 
второй стадии селенизации была снижена по 
сравнению с более ранними исследованиями [5], 
что в прочем не оказало влияния на морфологию 
поверхности (рисунок 1.1). 
 

(а) 

(б) 
Рисунок 1.1 – Морфология поверхности (а) и 
поперечного сечения пленки CIZS-слоя (б) 

 

 После селенизации образцы поступали на 
операцию нанесения CdS методом CBD. Для по-
лучения CdS толщиной 50 нм использовалась 
смесь трех компонент: ammonia–NH3 (1M), cad-
miumsalt–CdI2  или CdSO4 (1.4×10-3M) и thiourea 

NH2CSNH2 (0.14 M). Этот процесс проводился в 
течение 4 мин при температуре 60°С. Затем маг-
нетронным напылением из цинковой мишени в 
смеси аргона с кислородом (90% Ar + 10% O2) 
при давлении 5×10–3 мм.рт.ст. осаждались высо-
коомные плёнки i-ZnO толщиной 80÷100 нм с 
ρ = 10 6 Ом·см и  низкоомные  слои  n–ZnO с  
R = 20 – 80 Ом/□ при толщине 300 нм. Цинковая 
мишень представляла собой диск диаметром 
114 мм и толщиной 4 мм. Расстояние между под-
ложкой и мишенью составляло 5 см. Осаждение 
пленок проводилось в смеси аргона с кислородом 
(90% Ar + 10% O2) при давлении 5×10–3 мм.рт.ст. 
Скорость осаждения пленок варьировалась вели-
чиной напряжения смещения на мишени, кото-
рое изменялось в пределах 300–420 В. Напыле-
ние Ni–Al контактной сетки проводилось на 
стандартной промышленной установке методом 
термического напыления в едином процессе че-
рез биметаллические маски. Толщина слоев Ni и 
Al составляла 0.1 мкм и 0.8 – 1.0 мкм, соотвест-
венно. Далее полученные структуры скрайбиро-
вались до слоя Mo и поступали на измерения 
фотоэлектрических параметров солнечных эле-
ментов, размеры которых составляли 5 × 10 мм. 
 

2 Результаты измерений и их обсуждение 
Измерения характеристик СЭ выполнялись 

с использованием автоматизированного ком-
плекса измерения вольтамперных характеристик 
солнечных элементов. Освещение, исследуемых 
СЭ, осуществлялось с помощью имитатора сол-
нечного спектра близкого по составу к стандарту 
АМ1,5 (1000 Вт/м2). Неоднородность освещён-
ности по площади составляла менее 5 %. Спек-
тральные зависимости фоточувствительности СЭ 
регистрировались на призменном спектрометре. 
Спектральное распределение относительных 
значений внутренней квантовой эффективности 
рассчитывалось с учетом спектрального распре-
деления энергии источника излучения. На ри-
сунке 2.1 представлена спектральная чувстви-
тельность ТСЭ.  
 

 
Рисунок 2.1 – Спектральная зависимость 

относительной квантовой эффективности при 
комнатной температуре для созданного СЭ 
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 Из графика видно, что максимум фоточувст-
вительности приходится на диапазон 1 – 1,1 мкм, 
что означает основной вклад в поглощение 
пленки CIZS. Максимальная вольтовая фото-
чувствительность для наилучших СЭ составляет 
SU

m ≈400 В/Вт. Некоторые электрические пара-
метры приведены в таблице 2.1 Исследования 
стационарных вольтамперных характеристик по-
казали, что полученные тонкопленочные струк-
туры обнаруживают четкое выпрямление, при-
чем пропускное направление всегда реализуется 
при отрицательной полярности внешнего смеще-
ния на контактах к пленке n–ZnO. Было проведе-
но исследование вольтамперных характеристик 
(ВАХ) созданных ТСЭ, сформированных на стек-
лянных подложках в температурном интервале 
∆Т = 80–420°К. На рисунке 2.2 приведены ти-
пичные ВАХ в условиях отсутствия освещения. 
 

 
Рисунок 2.2 – Темновые ВАХ исследованных 

структур при температурах (0C):  
17, 50, 75, 110, 145 

 

 Начальный участок прямых ветвей вольтам-
перных характеристик в интервале напряжений 
0–0,6 В можно описать известной зависимостью: 

exp 1 ,s
qUI I
mkT

⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

где m – коэффициент неидеальности, Is – ток на-
сыщения. Значения коэффициента неидеально-
сти изменяются, при T = 300°K составляет ≈3, а 
ток насыщения 0.5·106 А. При повышении тем-
пературы ток насыщения увеличивается до 
0.6·106 A, а m уменьшается до 2. Такие значения 
диодного коэффициента позволяют предполо-
жить туннельно-рекомбинационную природу про-
хождения тока.  
 При освещении фоточувствительной струк-
туры светом постоянной интенсивности величи-
на установившейся фотоЭДС описывается урав-
нением вольтамперной характеристики, полу-
ченным из выражения с учетом генерации носи-
телей заряда при освещении: 

00 exp 1 .oc oc
sc

p

qU U
J J

mkT R
⎛ ⎞⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 При освещении образцов ВАХ смещается в 
сторону отрицательных токов пропорционально 

интенсивности освещения. На рисунке 2.3 пока-
заны ВАХ образцов в темноте (штриховая ли-
ния) и при освещении светом (сплошная линия) 
стандарта AM 1,5 при температуре 300°К. 
 

 Рисунок 2.3 – Темновая и световая ВАХ ТСЭ 
 
 Видно, что при освещении, наряду со сдви-
гом по оси токов вниз, наблюдается пересечение 
темновой и световой ВАХ при прямом смеще-
нии. Одной из возможных причин, вызывающих 
это явление, может быть различное значение 
фотопроводимости материалов, образующих фо-
топреобразователь. Из полученной световой ВАХ 
были рассчитаны основные электрические пара-
метры ТСЭ, которые приведены в таблице 2.1. 
 

Таблица 2.1 – Параметры ТСЭ при 
                        температуре 300°К 

Параметр Значение 
Площадь СЭ 0,5 см2 
Напряжение холостого хода (Uoc) 0,548 В 
Плотность тока короткого 
замыкания (Jкз) 

31,12 
мА/см2 

Плотность фототока (Jph) 20 мА/см2 
Напряжение в точке максимальной 
мощности (Um) 

0.348 В 

Плотность тока в точке максималь-
ной мощности (Jm) 

23,7 мА/см2

Последовательное сопротивление 
(Rs) 

5 Ом 

Параллельное сопротивление (Rsh) 50 Ом 
Коэффициент заполнения ВАХ(FF) 53.6% 
Коэффициент полезного действия 
(КПД) 

9,106% 

 
Заключение 

 Показано, что система твердых растворов 
может быть использована в качестве поглощаю-
щего слоя в ТСЭ. КПД полученных структур 
составил 9,1%. Следует отметить, что получен-
ное значение КПД может быть значительно уве-
личено за счет увеличения коэффициента запол-
нения ВАХ, в первую очередь за счет снижения 
последовательного и увеличения параллельного 
сопротивлений. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ЛАЗЕРНОЙ ПОЛИРОВКИ КВАРЦЕВОГО СТЕКЛА 

Е.Б. Шершнев, Ю.В. Никитюк, С.И. Соколов, А.Е. Шершнев 
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STUDY OF LASER BEAM POLISHING OF QUARTZ GLASS 

E.B. Shershnev, Y.V. Nikitjuk, S.I. Sokolov, A.E. Shershnev 
F. Scorina Gomel State University 

 
Представлены результаты исследования процесса лазерной полировки кварцевого стекла, полученные с использовани-
ем конечно-элементного моделирования. Также представлены результаты экспериментов по лазерной полировке квар-
цевого стекла с использованием CO2-лазера. 
 
Ключевые слова: лазер, кварцевое стекло, полировка, моделирование. 
 
This paper presents the results of a study of the laser polishing quartz glass obtained by using finite element modeling. In addi-
tion, the results of experiments on the laser polishing quartz glass by using CO2-laser. 
 
Keywords: laser, quartz glass, polishing, simulation. 

 
 

Введение  
Кварцевое стекло обладает высокой термо-

стойкостью и высокой механической прочно-
стью, устойчиво к действию кислот и воды. Бла-
годаря этим свойствам кварцевое стекло приме-
няется в качестве материала для изготовления 
окон фотоприемников и колб газоразрядных 
ламп, из него производятся линзы для передачи 
ультрафиолетового излучения и призмы для мо-
нохроматоров и спектрофотометров [1].  

Применение излучения СО2-лазера в каче-
стве технологического инструмента для обработ-
ки кварцевого стекла эффективно при лазерной 
резке и сварке, лазерной очистке кварцевого сы-
рья и вытяжке волоконных световодов [2]–[11].  

Так же известны примеры реализации ла-
зерной полировки кварцевых стекол с использо-
ванием излучения СО2-лазера [11]–[14]. В рабо-
тах [13], [14] отмечена высокая скорость лазер-
ной полировки, а так же возможность обработки 
поверхностей различной формы. В работе [11] 
обращается внимание на возможность автомати-
зации процесса полировки лазерным излучением 
изделий из кварцевого стекла и отсутствие за-
грязнений нагреваемого объекта источниками 
нагрева.  

Однако, лазерной полировке присущ ряд 
недостатков, затрудняющих ее дальнейшее ши-
рокое промышленное распространение [13], [14] 
и обуславливающих необходимость проведения 
исследований лазерной полировки кварцевого 
стекла с использованием излучения СО2-лазера. 

 
1 Моделирование 
Моделирование процесса лазерного нагрева 

кварцевого стела было выполнено методом ко-
нечных элементов [15] в соответствии со схемой, 

представленной на рисунке 1.1. Цифрой 1 отме-
чен лазерный пучок, цифрой 2 – кварцевое стек-
ло. На рисунке прямыми линиями со стрелками 
указаны направления перемещения лазерного 
пучка относительно обрабатываемого изделия.  

 
Рисунок 1.1 – Схема перемещения лазерного 

пучка в зоне обработки:  
1 – пятно лазерного пучка;  

2 – кварцевая пластина 
 
Моделирование выполнялось с учетом зави-

симости теплофизических свойств кварцевого 
стекла от температуры (рисунок 1.2) [13]. 

Расчеты были выполнены для образца, 
имеющего форму прямоугольного параллелепи-
педа с геометрическими размерами 20×10×3 мм, 
с использованием следующих значений техноло-
гических параметров обработки: плотность мощ-
ности лазерного излучения Р0 = 22·106 Вт/м2, 
радиус поперечного сечения лазерного пучка 
R = 1,5 мм. Модуль скорости относительного пере-
мещения лазерного пучка и образца V = 2,5 мм/с. 

На рисунке 1.3 представлено разбиение 
кварцевой пластины на конечные элементы. 

ФИЗИКА
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Символами Т1–Т9 отмечено расположение кон-
трольных точек. 

 

 
Рисунок 1.2 – Зависимость теплофизических 
свойств кварцевого стекла от температуры: 

1 – теплоемкость С, Дж/(кг·К);  
2 – плотность ρ, кг/м3;  

3 – теплопроводность λ, Вт/(м·К)  
(графики 1 и 2 относятся к левой шкале ординат, 

график 3 к правой оси ординат) 
 

 
Рисунок 1.3 – Конечно-элементное разбиение 

расчетной области 
 
Результаты проведенных расчетов приведе-

ны на рисунках 1.4, 1.5. На рисунке 1.4 пред-
ставлены расчетные зависимости температуры в 
контрольных точках от времени.  

Анализируя данные, приведенные на рисун-
ке 1.4 а), видим, что температура в контрольных 
точках Т3–Т5 в результате многократного лазер-
ного нагрева кварцевой пластинки по схеме, 
приведенной на рисунке 1.1, периодически резко 
повышается. При этом вначале в контрольных 
точках наблюдается плавное увеличение макси-
мальных значений температуры, которое после 
прохождения центром лазерного пучка этих то-
чек сменяется их снижением. Значения темпера-
туры в контрольных точках Т1–Т2, Т9, располо-
женных вне контура обработки так же периоди-
чески изменяются и сопровождаются ростом мак-
симальных значений, обусловленных прогревом 

лазерным излучением обрабатываемой пластины 
(рисунок 1.4, б). Нужно отметить, что, при вы-
бранной схеме и параметрах лазерной полиров-
ки, участки обрабатываемой поверхности неод-
нократно достигают температуры размягчения 
кварцевого стекла, которая находится в диапазо-
не 1773–1943 К [5]. 

 

 
а) 
 

 
б) 

Рисунок 1.4 – Расчетные значения температуры  
а) в контрольных точках Т3 (линия 1), 

Т4 (линия 2), Т5 (линия 3);  
б) в контрольных точках Т1 (линия 1), 

Т2 (линия 2), Т9 (линия 3) 
 
На рисунке 1.5 показаны расчетные распре-

деления температурных полей на поверхности 
кварцевой пластины в моменты времени, соот-
ветствующие прохождению центра лазерного 
пучка через контрольные точки Т3–Т8.  

Как видно из данных, представленных на 
рисунке 1.5, локализация изотерм, соответст-
вующих температуре размягчения, имеет круг-
лую форму и практически не изменяется с тече-
нием времени. 
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а) б) 

  
в) г) 

  
д) е) 

Рисунок 1.5 – Расчетное распределение температуры на поверхности кварцевого стекла: 
а) t = 36 с; б) t = 39 с; в) t = 42 с; г) t = 42,1 с; д) t = 45 с; е) t = 48 с 

 
При этом изотермы, соответствующие более 

низким температурам в ходе обработки, посто-
янно изменяются. Стабильность формы зоны 
размягчения при выбранной схеме и технологи-
ческих параметрах на практике обеспечивает 
однородность качества обработанной поверхно-
сти при реализации процесса лазерной полиров-
ки кварцевого стекла. 

 
2 Эксперимент 
Экспериментальные исследования процесса 

лазерной полировки кварцевых стекол были вы-
полнены на установке для лазерной обработки 
материалов. На рисунке 2.1 представлена схема 
установки.  

В качестве образцов использовались квар-
цевые пластины различного типоразмера. Поли-
ровка осуществлялась лазерным пучком, кото-
рый сканировал поверхность пластины по схеме, 
представленной на рисунке 1.1. Скорость обра-
ботки варьировалась от 1,25 мм/с до 5 мм/с. Шаг 
смещения лазерного пучка после одного прохода 
в направлении оси Y составлял 0,25 мм.  

Качество обработки поверхности кварцевого 
стекла оценивалось по параметрам шероховатости 

Ra и Rz. Полученные экспериментальные резуль-
таты представлены на рисунках 2.2–2.3 и в таб-
лице 2.1. 

 

 
Рисунок 2.1 – Схема лазерной установки:  

1 – СО2-лазер, 2 – компьютер, 
3 – блок управления, 4 – координатный стол,  

5 – кварцевая пластина 
 

Как видно из данных, приведенных в таб-
лице 2.1 и на рисунке 2.2, в результате лазерной 
полировки поверхности кварцевого стекла пара-
метр Ra уменьшался в 5–8 раз, а параметр Rz – в 
8–12 раз.  
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а) 

 
б) 

Рисунок 2.2 – Профилограмма пластинки из 
кварцевого стекла  

а) до лазерной полировки;  
б) после лазерной полировки 

 

Таблица 2.1 – Результаты эксперимента 
         по полировке кварцевого стекла 
V, мм/с До полировки После полировки 

 Rz, мкм Ra, мкм Rz, мкм Ra, мкм 
1,25 4,58 0,333 0,49 0,0645 
2,5 2,71 0,278 0,220 0,0374 
5 4,07 0,547 0,460 0,0812 

 

 
 
 
 
 

   а) 
 
 
 
 
 
 
 

  

 
 
 
 
 

   б) 

Рисунок 2.3 – Дефекты, возникающие 
при полировке кварцевого стекла:  

а) появление борозд; б) появление трещин 

В ходе проведения экспериментальных ис-
следований было установлено, что при парамет-
рах обработки, приводящих к перегреву кварце-
вой пластины, наблюдается формирование бо-
розд на обрабатываемой поверхности (рисунок 
2.3, а). Кроме этого, в ряде случаев происходит  
растрескивание образцов (рисунок 2.3, б), обу-
словленное наличием остаточных напряжений. 

 
Выводы 
В работе определены особенности про-

странственной локализации температурных по-
лей при полировке кварцевого стекла излучени-
ем СО2-лазера. Установлена необходимость про-
ведения дополнительного моделирования про-
цесса лазерной полировки кварцевого стекла с 
анализом полей термоупругих напряжений.  
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УДК 512.542 

О ПЕРЕСЕЧЕНИЯХ МАКСИМАЛЬНЫХ πθ -ПОДГРУПП КОНЕЧНЫХ ГРУПП 
И F -АБНОРМАЛЬНО 'π -ПОЛНЫЙ ПОДГРУППОВОЙ m-ФУНКТОР 

Л.М. Белоконь 

Могилёвский государственный университет продовольствия 
 

ON THE INTERSECTIONS OF THE MAXIMAL πθ -SUBGROUPS OF FINITE 
GROUPS AND A SUBGROUP F -ABNORMALLY 'π -FULL m-FUNCTOR 

L.M. Belokon 
Mogilev State University of Food Technologies 

 
Исследуются условия, при которых для конечной группы ,G  непустой радикальной (радикальной локальной) форма-
ции F  и подгруппового m -функтора θ  θθ ,Ф ( ) Ф ( ) ,G G G G

ππ
= ≠

F
 π  − некоторое множество простых чисел. Получен-

ные результаты включают в качестве следствий утверждения относительно пересечений соответствующих максималь-
ных θ- подгрупп без ограничений на индексы в группе .G  
 
Ключевые слова: радикальные формации конечных групп, F -радикалы, пересечения максимальных θπ -подгрупп, F -аб-
нормально 'π -полный подгрупповой m-функтор. 
 
Conditions under which for a finite group ,G  a non-empty radical (radical local) formation F  and a subgroup m-functor θ  

θθ ,Ф ( ) Ф ( ) ,G G G G
ππ

= ≠
F

 π  − a set of primes, are  investigated. The results include, as a consequence, statements on the 

intersections of the corresponding maximal θ- subgroups without restrictions on their indexes.  
 
Keywords: radical formations of finite groups, F -radicals, intersections of maximal θπ -subgroups, subgroup F -abnormally 

'π -full m-functor. 
 

 

Введение 
Рассматриваются только конечные группы и 

формации конечных групп. Используются опре-
деления и обозначения, принятые в монографии 
[1]. Пусть F  − непустая радикальная (радикаль-
ная локальная) формация, π  − некоторое множе-
ство простых чисел. В работе [2] исследовались 
условия, при которых в группе G  существуют 
максимальные (максимальные F -абнормальные) 
подгруппы взаимно простых с числами из π  ин-
дексов, не содержащие её F -радикал ,GF  при-
чём соответствующие пересечения ,Ф ( )G G

π F
 и 

, ( )G G
π

Δ
F

F  всех таких подгрупп совпадают с пере-

сечениями всех максимальных  (всех максималь-
ных F -абнормальных) подгрупп группы G  вза-
имно простых с числами из π  индексов Ф ( )Gπ  и 

( )GπΔ
F  соответственно. Из полученных резуль-

татов в качестве следствий вытекают утвержде-
ния относительно пересечений как всех макси-
мальных, так и всех максимальных F -абнор-
мальных подгрупп без ограничений на их индек-
сы в необязательно разрешимой группе .G  На-
стоящей работой предлагается функторное 
обобщение этих результатов с использованием 

понятия F -абнормально 'π -полного подгруппо-
вого m-функтора θ.  Приводятся утверждения, 
распространяющие полученные обобщения на 
случай, когда вместо формационного радикала 
группы G рассматривается подгруппа 

θФ
F ( ).G

π
  

 
1 Предварительные сведения и результаты 
Под подгрупповым m-функтором будем по-

нимать всякое отображение θ,  которое ставит в 
соответствие каждой группе G множество θ( ),G  
состоящее из группы G и некоторых её максималь-
ных подгрупп. Подгруппы множества θ( )G  назы-
вают θ -подгруппами группы G. Через θФ ( )G  обо-
значают пересечение всех θ -подгрупп группы G.  

Подгрупповой m-функтор θ  назовём под-
групповым sm -функтором при выполнении усло-
вия: если θ( ),H G∈  то θ( )xH G∈  для всех .x G∈   

Определение подгруппового m-функтора θ,  
включающее условие { }θ( ) | θ( )G H H Gϕ ϕ= ∈  для 
любого изоморфизма ϕ  группы G, вводилось в [3, 
с. 13−14]. Понятие подгруппового m-функтора θ  
в смысле подгруппового sm -функтора использо-
валось в работе [4].  

МАТЕМАТИКА
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Обозначаем через π  некоторое множество 
простых чисел, ' P\ ,π = π  где P  – множество всех 
простых чисел, считаем также, что P.π ≠  Пусть 
F  − непустая формация, θ  − подгрупповой m-функ-
тор. Следуя [4], пересечение всех F -абнормаль-
ных максимальных θ -подгрупп группы G  обо-
значаем через θФ ( );GF  пересечение всех F -аб-
нормальных максимальных θ -подгрупп группы 
G, индекс каждой из которых не делится на числа 
из ,π  − через θФ ( ).G

π

F  Если в группе G функтор 
θ  выделяет саму группу G и все максимальные 
(все максимальные F -абнормальные) подгруппы 
в G, то θФ ( ) Ф ( ),G G

π π=  θ(Ф ( ) ( ),G G
π π= ΔF  соот-

ветственно). Для формации всех нильпотентных 
групп N  используются обозначения: θФ ( )G

π
=N  

θ ( ),G
π

= Δ  ( ) ( ),G Gπ πΔ = ΔN  а также θ θФ ( ) ( ).G G= ΔN  

Через M( )G  будем обозначать множество 
всех максимальных подгрупп группы ;G  M ( )Gπ  
− множество всех максимальных, 'π -индексов 
подгрупп группы ;G  M ( )GF  − множество всех 
F -абнормальных максимальных подгрупп груп-
пы G; M ( )Gπ

F  − множество всех F -абнормаль-
ных максимальных, 'π -индексов подгрупп груп-
пы G; θM ( )G

π

F  − множество всех F -абнормальных 
максимальных, 'π -индексов θ -подгрупп группы G.  

Определение 1.1. Пусть F  − непустая фор-
мация. Подгрупповой m-функтор θ  назовём F -аб-
нормально 'π -полным подгрупповым m-функто-
ром, если θ( ) M ( )G Gπ⊇ F  для любой группы .G  
В случае ,=F N  т. е. если θ( ) M ( )G Gπ⊇ N  для 
любой группы ,G  θ  будем называть абнормаль-
но 'π -полным подгрупповым m -функтором. 

Определение 1.1 можно рассматривать 
включающим понятие F -абнормально полного 
подгруппового m-функтора, вводимого в [5] 
(случай ).π = ∅  Заметим, что  

{ } M ( ) θ ( ) M ( )G G G Gπ π π∪ ⊇ ⊇ F  
для всякой группы G и F -абнормально 'π -пол-
ного подгруппового m-функтора θ,  а значит, 

θФ ( ) Ф ( ) ( ).G G G
ππ π⊆ ⊆ ΔF  

Пусть N − нормальная подгруппа группы 
.G  Через θ ,Ф ( )N G

π
 θ ,(Ф ( ))N G

π
 обозначаем пере-

сечение всех максимальных θ -подгрупп группы 
,G  имеющих взаимно простые с числами из π  

индексы и не содержащих (содержащих, соот-
ветственно) ,N  θ  − подгрупповой m-функтор. 
Пересечение всех максимальных (всех максималь-
ных F -абнормальных) подгрупп группы ,G  каж-
дая из которых имеет взаимно простой с числами 

из π  индекс и не содержит ,N  обозначаем через 

,Ф ( )N Gπ  ,( ( )N G
π

ΔF  соответственно).  

Если в группе G не существует максималь-
ных подгрупп, отвечающих указанным требова-
ниям, соответствующие пересечения считаем 
совпадающими с G. 

Подгруппа F ( )N G  группы ,G  N  − нор-
мальная подгруппа в G, определяется следую-
щим образом: F ( ) ,N G N⊇  ( ) F ( )NSoc G N G N=  
[2]. Пусть θ  − подгрупповой sm -функтор. Тогда 
подгруппы θФ ( ),G

π
 θ ( )G

π
Δ  нормальны в группе 

G. Через θФ
F ( )G  обозначаем в дальнейшем NF ( ),G  

если θФ ( ).N G=  В случаях, когда {Ф ( ),N Gπ∈  

}θ θФ ( ), ( ), ( ), ( ), ( ) ,G G G G G
π ππ πΔ Δ Δ ΔF  используем 

обозначения ФF ( ),G
π

 
θФF ( ),G
π

 F ( ),G
πΔ
F  F ( ),G

πΔ
 

θ
F ( )G

π
Δ  и F ( )GΔ  соответственно.  

Лемма 1.1 [5, лемма 1.1] Пусть 1F  и 2F  − не-
пустые формации, 1 2π( ) π( ) ,∩ =∅F F  0 1 2 .=F F F  
Для всякой формации 3 ,F  удовлетворяющей ус-
ловию 2 3 0 ,⊆ ⊆F F F  и максимальной, 2π( )F -ин-
декса подгруппы H в группе G равносильны усло-
вия: подгруппа H iF -абнормальна в G, { }0,2,3 .i∈  
В частности, если максимальная в группе G под-
группа H имеет индекс, взаимно простой с чис-
лами из множества простых чисел ,π  то усло-
вие абнормальности H в G равносильно условию 

'πN -абнормальности и условию 'π πG N -абнор-
мальности H в G.  

Лемма 1.2. Пусть G − группа. Имеют ме-
сто следующие утверждения. 

(1) Если θ  − абнормально полный подгруп-
повой m-функтор, то θ  − 'π πG N -абнормально 
полный подгрупповой m-функтор. Если θ  − 

'π πG N -абнормально полный подгрупповой m-функ-
тор, то θ  − абнормально 'π -полный подгруппо-
вой m-функтор. Если θ  − абнормально 'π -пол-
ный подгрупповой m-функтор, то θ ( ) ( ).G G

π πΔ = Δ  
(2) Пусть θ  − абнормально 'π -полный под-

групповой m-функтор. Тогда для всякой форма-
ции ,F  содержащей формацию всех нильпо-
тентных 'π -групп ' ,πN  θ  является F -абнор-
мально 'π -полным подгрупповым m-функтором; 

θ θ( ) ( ) Ф ( ) ( ).G G G G
π ππ πΔ = Δ ⊆ = ΔF F   

Доказательство. (1) Так как, очевидно, 
'M ( ) M ( )G Gπ π ⊆G N N  для всякой группы G, то аб-

нормально полный подгрупповой m-функтор явля-
ется 'π πG N -абнормально полным подгрупповым 
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m-функтором. Пусть θ  − 'π πG N -абнормально 
полный подгрупповой m-функтор, G − произ-
вольная группа. Тогда 'θ( ) M ( ).G Gπ π⊇ G N  Учиты-
вая лемму 1.1,  

'θ( ) θ ( ) M ( ) M ( ),G G G Gπ π
π π π⊇ ⊇ =G N N  

значит, θ  − абнормально 'π -полный подгруппо-
вой m-функтор. Так как все абнормальные мак-
симальные, 'π -индексов подгруппы группы G яв-
ляются θ -подгруппами в G, то θ ( ) ( ).G G

π πΔ = Δ  

(2) Пусть F  − формация, содержащая форма-
цию всех нильпотентных 'π -групп ' .πN  Тогда, оче-

видно, 'M ( ) M ( ),G Gπ ⊇ FN  откуда 'M ( ) M ( ).G Gπ
π π⊇ FN  

По лемме 1.1 'M ( ) M ( ),G Gπ
π π= NN  значит, 

M ( ) M ( ).G Gπ π⊇ FN  Следовательно, 
θ( ) M ( ) M ( ).G G Gπ π⊇ ⊇ FN  

Таким образом, 
θ θ( ) ( ) ( ) Ф ( ).G G G G
π ππ πΔ = Δ ⊆ Δ =F F  

Лемма доказана.  
Следствие 1.2.1. Пусть θ  − абнормально пол-

ный подгрупповой m-функтор, G − группа. Тогда:  
(1) θ ( ) ( );G GΔ = Δ   
(2) если F  − формация, содержащая фор-

мацию всех нильпотентных групп ,N  то θ  явля-
ется F -абнормально полным подгрупповым m-функ-
тором; θ θ( ) ( ) Ф ( ) ( ).G G G GΔ = Δ ⊆ = ΔF F   

Лемма 1.3 [2]. Пусть A и B − нормальные под-
группы группы G, .B A⊂  Тогда F ( ) F ( ).B AG G⊆  

Теорема 1.1 [5]. Если подгруппа Ф ( )Gπ  груп-

пы G обладает свойством C ,π  то ФF ( ) F ( ).G G
π πΔ

=   
Следующая лемма 1.4 повторяет утвержде-

ние следствия 1.2.2 (1) леммы 1.2 из [5] при ос-
лабленном, ввиду леммы 1.2 (1), требовании, 
предъявляемом к подгрупповому sm -функтору θ.  

Лемма 1.4. Пусть θ  − абнормально 'π -пол-
ный подгрупповой sm -функтор. Если подгруппа 
Ф ( )Gπ  группы G  обладает свойством С ,π  то  

θ θФ ФF ( ) F ( ) F ( ) F ( ).G G G G
π ππ π

Δ Δ= = =  

Доказательство. Понятно, что 
θ θФ ( ) Ф ( ) ( ) ( )G G G G
π ππ π⊆ ⊆ Δ = Δ  

ввиду леммы 1.2 (1). Следовательно, по лемме 
1.3 

θ θФ ФF ( ) F ( ) F ( ) F ( ).G G G G
π ππ π

Δ Δ⊆ ⊆ =  По тео-

реме 1.1 ФF ( ) F ( ).G G
π πΔ

=  Лемма доказана. 
Следствие 1.4.1 [5]. Пусть θ  − абнормаль-

но полный подгрупповой sm -функтор. Тогда 

θФF( ) F ( ) F ( )G G GΔ= =  для любой группы .G  

Лемма 1.5 [2]. Если подгруппа ФF ( )G
π

 груп-

пы G  'π -разрешима, то Ф 'F ( ) F ( ).G G
π π=  

Лемма 1.6 [2, следствие 3.1.1 леммы 3.1]. Пусть 
π=GF F  − радикальная локальная формация, 

содержащая формацию всех нильпотентных 
'π -групп .′πN  И пусть подгруппа Ф ( )Gπ  группы 

G обладает свойством C ;π  K − нормальная, а L  
− субнормальная подгруппы группы G такие, что 
Ф ( ) ( ) .G K G Lπ π⊆ ⊆ Δ ∩F  Тогда ( ) .L K L K=F F  

Лемма 1.7 [6]. Пусть π=F FG  − локальная 

nS -замкнутая формация, содержащая форма-
цию всех нильпотентных 'π -групп .′πN  И пусть 
подгруппа Ф ( )Gπ  группы G  обладает свойст-
вом C .π  Тогда ( ) .GπΔ ∈F F  

 
2 Абнормально 'π -полный подгрупповой 

sm -функтор θ  и радикальная формация 

' .π π⊇F G N  Условия выполнимости утвержде-
ния θθ ,Ф ( ) Ф ( )G G G G

ππ
= ≠

F
 

Теорема 2.1. Пусть F  − радикальная фор-
мация, содержащая формацию всех 'π -нильпо-
тентных групп ' ,π πG N  θ  − абнормально 'π -пол-
ный подгрупповой sm -функтор. И пусть под-
группа Ф ( )Gπ  группы G обладает свойством 
C .π  Тогда 

'

'θ , θ ,

' θθ ,F ( )

(Ф ( )) F (Ф ( ))

F (Ф ( )) Ф ( ).
G G

G

G G

G G
π π

ππ π

π

π

= =

= =
F F

F
 

Доказательство. Так как по условию под-
групповой sm -функтор θ  является абнормально 

'π -полным, то '
θФ ( ) ( ) ( )G G Gπ π

π π π⊆ Δ = ΔG N  вви-

ду леммы 1.1. По лемме 1.7 '
'( ) .Gπ π

π π πΔ ∈G N G N  
Следовательно, θФ ( )G

π
 − нормальная 'π πG N -под-

группа, а значит, и F -подгруппа в .G  Так как 

θ ,(Ф ( ))G G
π F

F  – характеристическая в θ ,Ф ( )G G
π F

 

подгруппа, подгруппа θ ,Ф ( )G G
π F

 нормальна в ,G  

то θ ,(Ф ( )) .G G G
π

⊆
F

F F  Поэтому θ ,(Ф ( ))G G
π

=
F

F  

θ ,Ф ( ) .G G G
π

= ∩
F

F  Предположим, 

θ θ ,Ф ( ) Ф ( ) .GG G G N
π π

⊂ ∩ =
F

F  

Так как F -подгруппа N  нормальна в ,G  то 

θ θ , θθ ,Ф ( ) Ф ( ) Ф ( ) Ф ( )GGG N G G G
π π ππ

⊂ ⊆ ∩ =
FF

 − 

противоречие. Следовательно, θ ,Ф ( )G G G
π

∩ =
F

F  

θФ ( ),G
π

=  т. е. θθ ,(Ф ( )) Ф ( ).G G G
ππ

=
F

F  А так как 

θ ' θ , θ ,Ф ( ) F (Ф ( )) (Ф ( )) ,G GG G G
π π π

π⊆ ⊆
F F

F  то 

' θθ ,F (Ф ( )) Ф ( ).G G G
ππ

π =
F

 

Полагая, в частном случае, ' ,π π=F G N  получа-
ем: 

'θ ' θ ,F ( )Ф ( ) F (Ф ( )).GG G
π π π

π=  Теорема доказана. 
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В случае, когда абнормально 'π -полный 
подгрупповой sm -функтор θ  в любой группе G  
выделяет саму группу G и все её максимальные 
подгруппы, т. е. { }θ( ) M( ) M ( ),G G G Gπ= ∪ ⊇  

{ }θ ( ) M ( ),G G Gπ π= ∪  θФ ( ) Ф ( ),G G
π π=  из тео-

ремы 2.1 вытекает  
Следствие 2.1.1 [2, теорема 2.1]. Пусть F  

− радикальная формация, содержащая форма-
цию всех 'π -нильпотентных групп ' .π πG N  И 
пусть подгруппа Ф ( )Gπ  группы G  обладает 
свойством C .π  Тогда  

'

', ,

' ,F ( )

(Ф ( )) F (Ф ( ))

F (Ф ( )) Ф ( ).
G G

G

G G

G G
π

ππ π

π ππ

= =

= =
F F

F
 

В случае, когда абнормально 'π -полный 
sm -функтор θ  выделяет в каждой группе G саму 

группу G и все её максимальные абнормальные 
подгруппы взаимно простых с числами из π  ин-
дексов, т. е. { }θ( ) M ( ),G G Gπ= ∪ N  θ( ) θ ( ),G Gπ=  

θФ ( ) ( ),G G
π π= Δ   из теоремы 2.1 вытекает 

Следствие 2.1.2. Пусть F  − радикальная 
формация, содержащая формацию всех 'π -ниль-
потентных групп ' .π πG N  И пусть подгруппа 
Ф ( )Gπ  группы G обладает свойством C .π  Тогда  

'

', ,

' ,F ( )

( ( )) F ( ( ))

F ( ( )) ( ).
G G

G

G G

G G
π

ππ π

π ππ

Δ = Δ =

= Δ = Δ
F F

F
 

Полагая π = ∅  в условии теоремы 2.1, по-
лучаем следующий результат. 

Теорема 2.2. Пусть F  − радикальная фор-
мация, содержащая формацию всех нильпо-
тентных групп ,N  θ  − абнормально полный 
подгрупповой sm -функтор. Тогда 

θθ, θ, θ,F( )(Ф ( )) F(Ф ( )) F(Ф ( )) Ф ( ).G G GG G G G= = =
F F

F  

В случае, когда абнормально полный под-
групповой sm -функтор θ  в любой группе G  
выделяет саму группу G и все её максимальные 
подгруппы, из теоремы 2.2 вытекает 

Следствие 2.2.1 [2]. Пусть F  − радикаль-
ная формация, содержащая формацию всех  
нильпотентных групп .N  Тогда 

F( )(Ф ( )) F(Ф ( )) F(Ф ( )) Ф( ).G G GG G G G= = =
F F

F  

Если абнормально полный подгрупповой 
sm -функтор θ  в любой группе G  выделяет саму 

группу G и все её максимальные абнормальные 
подгруппы, из теоремы 2.2 получается 

Следствие 2.2.2. Для любой группы G и ра-
дикальной формации ,F  содержащей формацию 
всех нильпотентных групп ,N   

F( )( ( )) F( ( )) F( ( )) ( ).G G GG G G GΔ = Δ = Δ = Δ
F F

F  

Лемма 2.1. Пусть F  − радикальная форма-
ция, содержащая формацию всех 'π -нильпотент-
ных групп ' ,π πG N  θ  − абнормально 'π -полный 
подгрупповой sm -функтор. И пусть подгруппа 

Фθ ,Ф ( ) F ( )G G G
ππ

∩
F

 группы G 'π -разрешима. Тогда: 

(1) в том и только в том случае 

θ ,Ф ( ) ,G G G
π

≠
F

 когда Фθ ,Ф ( ) F ( ) ;G G G G
ππ

∩ ≠
F

  

(2) если θ ,Ф ( ) ,G G G
π

=
F

 то 'F ( );G Gπ=  

(3) в том и только в том случае 

θ ,Ф ( ) ,G G G
π

=
F

 когда { }θ ( ) ;G Gπ =  

(4) θθ ,Ф ( ) Ф ( ).G G G
ππ

=
F

 

Доказательство. Пусть G − группа, удов-
летворяющая условию теоремы, θ  − абнормаль-
но 'π -полный подгрупповой sm -функтор. Так как 

Фθ ,Ф ( ) Ф ( ) F ( ),GG G G
ππ

π ⊆ ∩
F

 то Ф ( )Gπ  обладает 

свойством C ;π  по лемме 1.4 
θФ ФF ( ) F ( ).G G

π π
=  

(1) Если θ ,Ф ( ) ,G G G
π

≠
F

 то 

Фθ ,Ф ( ) F ( ) .G G G G
ππ

∩ ≠
F

 

Пусть Фθ ,Ф ( ) F ( ) ,G G G G
ππ

∩ ≠
F

 и предположим, 

что θ ,Ф ( ) .G G G
π

=
F

 Тогда ФF ( ) ,G G
π

≠  ФF ( )G
π

 − 

'π -разрешимая группа, совпадающая по лемме 
1.5 с 'F ( ).Gπ  Так как 

θФ ФF ( ) F ( ) ,G G G
π π

= ≠  то 

θФ ( ) ,G G
π

≠  θФ ( )G G
π

⊆F  ввиду предположения 

θ ,Ф ( ) .G G G
π

=
F

 Но тогда, ввиду ' ,π π ⊆ FG N  'F ( )Gπ =  

θФ θF ( ) Ф ( ),G G
ππ

= ⊆  что противоречит θФ ( ) .G G
π

≠  

Значит, θ ,Ф ( ) .G G G
π

≠
F

 Утверждение (1) доказано.  

(2) Пусть θ ,Ф ( ) ,G G G
π

=
F

 тогда по доказан-

ному утверждению (1) группа ФF ( )G G
π

=  'π -раз-

решима. По лемме 1.5 Ф 'F ( ) F ( ).G G
π π=  Утвер-

ждение (2) доказано.  
(3) Если { }θ ( ) ,G Gπ =  то θФ ( ) ,G G

π
=  сле-

довательно, по определению, θ ,Ф ( ) .G G G
π

=
F

 

Пусть θ ,Ф ( ) .G G G
π

=
F

 Из доказанного утвержде-

ния (2) следует 'F ( ).G Gπ=  Если θФ ( ) ,G G
π

≠  то 

θθ ФФ ( ) F ( ).G G
π π

⊂  С другой стороны, так как 

θ ,Ф ( ) ,G G G
π

=
F

 то ' θF ( ) Ф ( ),G G G G
ππ= = ⊆F  что 

противоречит θФ ( ) .G G
π

≠  Значит, θФ ( ) ,G G
π

=  

откуда { }θ ( ) .G Gπ =  Утверждение (3) доказано.  
(4) Если θ ,Ф ( ) ,G G G

π
=

F
 то по доказанному 

пункту (3)  { }θ ( ) ,G Gπ =   а  значит, θФ ( ) .G G
π

=  
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Пусть θ ,Ф ( ) .G G G
π

≠
F

 Обозначим  

Фθ ,Ф ( ) F ( ).GK G G
ππ

= ∩
F

 

Для нормальной подгруппы θФ ( )K G
π

 группы 

θФ ( )G G
π

 из θSoc ( Ф ( ))G G
π

 имеем: 

'

θ ' θ

' θθ ,

' θθ ,F (G)

Ф ( ) F ( Ф ( ))

F (Ф ( ) Ф ( ))

F (Ф ( ) Ф ( )),
G

K G K G

G G

G G

π π

ππ

ππ π

π

π

π

= ⊆

⊆ ⊆

⊆
F

 

ибо 
'θ , θ ,F (G)Ф ( ) Ф ( ),G G G

π π π
⊆

F
 так как 'F ( ) .G Gπ ⊆ F  

Так как 'θ ( ) M ( ) M ( )G G Gπ π
π π π⊇ = G NN  ввиду леммы 

1.1, то '
θФ ( ) Ф ( ) ( ).G G Gπ π

ππ π⊆ ⊆ ΔG N  По лемме 1.6 

'

'

' θθ ,F (G)

' θθ ,F (G)

F (Ф ( ) Ф ( ))

F (Ф ( )) Ф ( ).

G G

G G
ππ π

ππ π

π

π

=

=
 

По теореме 2.1 
'' θθ ,F (G)F (Ф ( )) Ф ( ).G G

ππ π
π =  Значит, 

θФ ( ) 1.K G
π

=  Следовательно, θθ ,Ф ( ) Ф ( ).G G G
ππ

=
F

 
Лемма доказана.  

Пусть F  − радикальная формация, содер-
жащая ' .π πG N  Если абнормально 'π -полный 
подгрупповой sm -функтор θ  выделяет в любой 
группе G саму группу G и все её максимальные 
подгруппы, то θФ ( ) Ф ( ).G G

π π=  В этом случае 

для группы G  с 'π -разрешимой подгруппой 

Ф,Ф ( ) F ( ) Ф ( )G G G G
π ππ

∩ ⊇
F

 условие { }θ ( ) ,G Gπ =  

а значит, условие θ,Ф ( ) Ф ( ) Ф ( )G G G G
πππ

= = =
F

  

,G=  равносильно условию .G π∈G  Поэтому из 
леммы 2.1 вытекает лемма 2.5[2].  

Пусть { }θ( ) M ( )G G Gπ= ∪ N  для абнормаль-
но 'π -полного подгруппового sm -функтора θ  и 
любой группы .G  Тогда θФ ( ) ( )G G

π π= Δ =  
'

'( ) .Gπ π
π π π= Δ ∈G N G N  В этом случае для группы G 

с 'π -разрешимой подгруппой Ф, ( ) F ( )G G G
ππ

Δ ∩  

условие { }θ ( )G Gπ = , а значит, , ( ) ( )G G Gππ
Δ = Δ =

F
 

,G=  равносильно условию 'F ( ).G Gπ=  Таким 
образом, имеет место следующее утверждение.  

Следствие 2.1.1. Пусть F  − радикальная 
формация, содержащая формацию всех 'π -ниль-
потентных групп ' .π πG N  И пусть G − группа, под-

группа Ф, ( ) F ( )G G G
ππ

Δ ∩  'π -разрешима. Тогда: 

(1) в том и только в том случае 

, ( ) ,G G G
π

Δ ≠
F

 когда Ф, ( ) F ( ) ;G G G G
ππ

Δ ∩ ≠
F

  

(2) в том и только в том случае 
, ( ) ,G G G

π
Δ =

F
 когда 'F ( );G Gπ=  

(3) , ( ) ( ).G G Gππ
Δ = Δ

F
  

Следующее следствие 2.1.2 леммы 2.1 рас-
пространяет следствие 2.5.1 леммы 2.5 из [2] на 
пересечения максимальных θ -подгрупп группы G. 

Следствие 2.1.2. Пусть F  − радикальная 
формация, содержащая формацию всех нильпо-
тентных групп ,N  θ  − абнормально полный 
подгрупповой sm -функтор. И пусть подгруппа 

θ,Ф ( ) F( )G G G∩
F

 группы G  разрешима. Тогда: 

(1) в том и только в том случае 

θ,Ф ( ) ,G G G≠
F

 когда θ,Ф ( ) F( ) ;G G G G∩ ≠
F

  

(2) если θ,Ф ( ) ,G G G=
F

 то F( );G G=  

(3) в том и только в том случае 

θ,Ф ( ) ,G G G=
F

 когда { }θ( ) ;G G=  

(4) θθ,Ф ( ) Ф ( ).G G G=
F

 

Следствие 2.1.3. Пусть F  − радикальная 
формация, содержащая формацию всех нильпо-
тентных групп .N  И пусть G  − группа, под-
группа ( ) F( )G G GΔ ∩

F
 разрешима. Тогда:  

(1) в том и только в том случае 
( ) ,G G GΔ ≠

F
 когда ( ) F( ) ;G G G GΔ ∩ ≠

F
  

(2) в том и только в том случае 
( ) ,G G GΔ =

F
 когда F( );G G=  

(3) ( ) ( ).G G GΔ = Δ
F

 

Теорема 2.3. Пусть F  − радикальная фор-
мация, содержащая формацию всех 'π -нильпо-
тентных групп ' ,π πG N  θ  − абнормально 'π -пол-
ный подгрупповой sm -функтор. Имеют место 
следующие утверждения. 

(1) Если подгруппа Фθ ,Ф ( ) F ( )G G G
ππ

∩
F

 груп-

пы G  'π -разрешима и не совпадает с группой 
,G  в частности, если группа θ ,Ф ( )G G

π F
 'π -раз-

решима и не совпадает с группой G (в частно-
сти, если в группе G существует 'π -разрешимая, 
взаимно простого с числами из π  индекса макси-
мальная θ -подгруппа, не содержащая ),GF  то  

θθ ,Ф ( ) Ф ( ) .G G G G
ππ

= ⊂
F

F  

(2) Если { }θ ( ) ,G Gπ ≠  группа ФF ( )G
π

 'π -раз-
решима, то  

' θ 'θ ,F ( ) θ ,Ф ( ) Ф ( ) Ф ( ) F ( ).G GG G G G
ππ π π

π= = ⊂
F

 

Доказательство. (1) Утверждение θ ,Ф ( )G G
π

=
F

 

θФ ( )G G
π

= ⊂ F  вытекает из леммы 2.1 с учётом 

того, что θ 'Ф ( ) F ( )G G G
π π⊆ ⊆ F  ввиду теоремы 

2.1, группа θ ,Ф ( ),G G
π

 не совпадающая с ,G  не 

содержит .GF   

(2) Так как группа ФF ( )G
π

 'π -разрешима, то 

по лемме 2.1 условие { }θ ( )G Gπ ≠  равносильно 
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'θ ,F ( )Ф ( ) ;G G G
π π

≠  по утверждению (1) 
'θ ,F ( )Ф ( )G G

π π
=  

θ 'Ф ( ) F ( ).G G
π π= ⊂  Так как 

'θ θ , θ ,F ( )Ф ( ) Ф ( ) Ф ( ),G GG G G
π π π π

⊆ ⊆
F

 

то 
'θ , θ ,F ( )Ф ( ) Ф ( ).G GG G

π π π
=

F
 Теорема доказана. 

Полагая { }θ( ) M( )G G G= ∪  для любой 
группы ,G  θ  − абнормально 'π -полный под-
групповой sm -функтор, из теоремы 2.3 получаем 
следующий результат. 

Теорема 2.4 [2, теорема 2.2]. Пусть F  − 
радикальная формация, содержащая формацию 
всех 'π -нильпотентных групп ' .π πG N  Имеют 
место следующие утверждения. 

(1) Если подгруппа Ф,Ф ( ) F ( )G G G
ππ

∩
F

 груп-

пы G  'π -разрешима и не совпадает с группой 
,G  в частности, если группа ,Ф ( )G G

π F
 'π -раз-

решима и не совпадает с группой G (в частно-
сти, если в группе G существует 'π -разреши-
мая, взаимно простого с числами из π  индекса 
максимальная подгруппа, не содержащая ),GF  
то ,Ф ( ) Ф ( ) .G G G Gππ

= ⊂
F

F   

(2) Если G  − 'dπ -группа, группа ФF ( )G
π

 

'π -разрешима, то 

' ',F ( ) ,Ф ( ) Ф ( ) Ф ( ) F ( ).G GG G G G
π

π ππ π
= = ⊂

F
 

Следствие 2.4.1. Пусть подгруппа 

' Ф,F ( )Ф ( ) F ( )G G G
πππ

∩  группы G  'π -разрешима и 

не совпадает с группой G (в частности, группа 

',F ( )Ф ( )G G
ππ

 'π -разрешима и не совпадает с 

группой G). Тогда  

', ,F ( )Ф ( ) Ф ( )G GG G
ππ π

= =
F

'Ф ( ) F ( )G Gπ π⊂  

для всякой радикальной формации ,F  содержа-
щей формацию всех 'π -нильпотентных групп 

' .π πG N  
Следующая теорема 2.5 вытекает из теоре-

мы 2.3, если положить { }θ( ) M ( )G G Gπ= ∪ N  для 
каждой группы G  и абнормально 'π -полного 
подгруппового sm -функтора θ.   

Теорема 2.5. Пусть F  − радикальная фор-
мация, содержащая формацию всех 'π -нильпо-
тентных групп ' .π πG N  Имеют место следую-
щие утверждения. 

(1) Если подгруппа Ф, ( ) F ( )G G G
ππ

Δ ∩
F

 груп-

пы G  'π -разрешима и не совпадает с группой 
G, в частности, если группа , ( )G G

π
Δ

F
 'π -разре-

шима и не совпадает с группой G (в частности, 
если в группе G  существует 'π -разрешимая 
абнормальная максимальная, взаимно простого с 

числами из π  индекса подгруппа, не содержащая 
),GF  то , ( ) ( ) .G G G Gππ

Δ = Δ ⊂
F

F  

(2) Если группа ФF ( )G
π

 'π -разрешима и не 
совпадает с ,G  то 

' ', ,F ( )( ) ( ) ( ) F ( ) .G GG G G G G
π

π ππ π
Δ = Δ = Δ ⊂ ⊂

F
 

Следствие 2.5.1. Если подгруппа 

' Ф,F ( ) ( ) F ( )G G G
πππ

Δ ∩  

группы G  'π -разрешима и не совпадает с груп-
пой G  (в частности, если группа 

',F ( ) ( )G G
ππ

Δ  

'π -разрешима и не совпадает с G), то 
 

' ', ,F ( )( ) ( ) ( ) F ( )G GG G G G G
π

π ππ π
Δ = Δ = Δ ⊂ ⊂

F
 

 

для всякой радикальной формации ,F  содержа-
щей формацию всех 'π -нильпотентных групп 

' .π πG N  
Следующий результат есть прямое следст-

вие теоремы 2.3, случай .π = ∅  
Теорема 2.6. Пусть F  − радикальная фор-

мация, содержащая формацию всех нильпо-
тентных групп ,N  θ  − абнормально полный 
подгрупповой sm -функтор. Имеют место сле-
дующие утверждения. 

(1) Если подгруппа θ,Ф ( ) F( )G G G∩
F

 группы 

G разрешима и не совпадает с группой G, в ча-
стности, если  группа θ,Ф ( )G G

F
 разрешима и не 

совпадает с G (в частности, если в группе G 
существует разрешимая максимальная θ -под-
группа, не содержащая ),GF  то 

θθ,Ф ( ) Ф ( ) .G G G G= ⊂
F

F  

(2) Если { }θ( ) ,G G≠  группа F( )G  разреши-
ма, то  

 

θθ, θ,F( )Ф ( ) Ф ( ) Ф ( ) F( ).G GG G G G= = ⊂
F

 
 

Теорема 2.6  является функторным обобще-
нием следствия 2.2.1 теоремы 2.2 [2], вытекаю-
щего из теоремы 2.6, если положить 

{ }θ( ) M( )G G G= ∪  для любой группы G и абнор-
мально полного подгруппового sm -функтора θ.   

Отметим ещё одно следствие теоремы 2.6, 
случай { }θ( ) M ( )G G G= ∪ N  для любой группы G 
и абнормально полного подгруппового sm -функ-
тора θ.  

Следствие 2.6.1. Если подгруппа 

F( ) ( ) F( )G G GΔ ∩  
группы G разрешима и не совпадает с группой G, 
в частности, если выполняется одно из следую-
щих двух условий: 

(1) группа F( ) ( )G GΔ  разрешима и не совпа-
дает с группой ;G   
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(2) группа F( )G  разрешима и не совпада-
ет с группой ,G  то 

F( )( ) ( ) ( ) F( )G GG G G G GΔ = Δ = Δ ⊂ ⊂
F

 

для всякой радикальной формации ,F  содержа-
щей формацию всех нильпотентных групп .N  

 
3 Радикальная локальная формация 

′π π= ⊇F FG N  и F -абнормально 'π -полный 
подгрупповой sm -функтор θ.  Условия выпол-
нимости утверждения θθ ,Ф ( ) Ф ( )G G G G

ππ
= ≠

F
 

Лемма 3.1. Пусть π=F FG  – радикальная 
локальная формация, содержащая формацию 
всех нильпотентных 'π -групп ,′πN  θ  − F -аб-
нормально 'π -полный подгрупповой sm -функ-

тор. И пусть подгруппа 
θФθ ,Ф ( ) F ( )G G G

π π
∩

F
 груп-

пы G  'π -разрешима. Тогда:  
(1) в том и только в том случае 

θ ,Ф ( ) ,G G G
π

≠
F

 когда 
θФθ ,Ф ( ) F ( ) ;G G G G

π π
∩ ≠

F
  

(2) θθ ,Ф ( ) Ф ( );G G G
ππ

=
F

 

(3) в том и только в том случае 

θ ,Ф ( ) ,G G G
π

=
F

 когда { }θ ( ) ;G Gπ =  

(4) если θ ,Ф ( ) ,G G G
π

=
F

 то .G∈ F  

Доказательство. (1) Понятно, что  

θФθ ,Ф ( ) F ( ) ,G G G G
π π

∩ ≠
F

 

если θ ,Ф ( ) .G G G
π

≠
F

 Пусть 
θФθ ,Ф ( ) F ( ) ,G G G G

π π
∩ ≠

F
 

и предположим, что θ ,Ф ( ) .G G G
π

=
F

 Тогда 

θФ
F ( ) ,G G

π
≠  а значит, 

θθ ФФ ( ) F ( ),G G
π π

⊂  причём 

подгруппа 
θФ

F ( )G
π

 'π -разрешима, θФ ( ).G G
π

⊆F  

Ввиду условия леммы 

θ θФ θ ' Ф θF ( ) Ф ( ) F (F ( ) Ф ( )) .G G G G
π ππ π

π= ∈ F  

Так как подгрупповой sm -функтор θ  является 
F -абнормально 'π -полным, то 

θФ ( ) Ф ( ) ( );G G G
ππ π⊆ ⊆ ΔF  

по лемме 1.6 
θФ

F ( ) .G G
π

⊆ F  Таким образом, 

θФ θF ( ) Ф ( ),G G G
ππ

⊆ ⊆F  

что противоречит 
θθ ФФ ( ) F ( ).G G

π π
⊂  Значит, 

предположение о том, что θ ,Ф ( ) ,G G G
π

=
F

 невер-

но, θ ,Ф ( ) .G G G
π

≠
F

 Утверждение (1) доказано.  

(2) Так как 

θФ θ 'θ ,Ф ( ) F ( ) Ф ( ) ,G G G G
ππ π

π π∩ ∈ ⊆
F

FG N  

то  

θФθ ,Ф ( ) F ( )G G G G
π π

∩ ⊆
F

F  

по лемме 1.6. Поэтому  

θФ θ ,θ ,Ф ( ) F ( ) Ф ( );GG G G G
ππ π

∩ ⊆
FF

 

θФθ ,

θ , θθ ,

Ф ( ) F ( )

Ф ( ) Ф ( ) Ф ( ).
G

GG

G G

G G G
π π

π ππ

∩ ⊆

⊆ ∩ =
F

FF

 

Значит, 
θФ θθ ,Ф ( ) F ( ) Ф ( ),G G G G

ππ π
∩ =

F
 т. е. в 

θθ ,Ф ( ) Ф ( )G G G
ππ F

 нет неединичных нормальных 

в θФ ( )G G
π

 подгрупп, θθ ,Ф ( ) Ф ( ).G G G
ππ

=
F

 Ут-

верждение (2) доказано. 
Утверждение (3) вытекает из утверждения (2).  
(4) Пусть θ ,Ф ( ) .G G G

π
=

F
 По утверждению 

(2) θФ ( ) ,G G
π

=  а так как θФ ( ) ( ),G G
π π⊆ ΔF  по 

лемме 1.7 ( ) ,GπΔ ∈F F  то .G∈ F  Лемма доказана.  
Лемма 3.1 является функторным обобщени-

ем леммы 3.4 из [2], вытекающей из леммы 3.1 в 
случае { }θ( ) G M ( )G Gπ= ∪ F  для любой группы 
G. Отметим ещё одно следствие леммы 3.1.  

Следствие 3.1.1. Пусть F  – радикальная 
локальная формация, содержащая формацию всех 
нильпотентных групп ,N  θ  − F -абнормально 
полный подгрупповой sm -функтор. И пусть под-

группа 
θФθ,Ф ( ) F ( )G G G∩

F
 группы G  разрешима. 

Тогда:  
(1) в том и только в том случае 

θ,Ф ( ) ,G G G≠
F

 когда 
θФθ,Ф ( ) F ( ) ;G G G G∩ ≠

F
  

(2) θθ,Ф ( ) Ф ( );G G G=
F

 

(3) в том и только в том случае 

θ,Ф ( ) ,G G G=
F

 когда { }θ( ) ;G G=  

(4) если θ,Ф ( ) ,G G G=
F

 то .G∈ F  

Теорема 3.1. Пусть π=F FG  – радикальная 
локальная формация, содержащая формацию 
всех нильпотентных 'π -групп ,′πN  θ  − F -аб-
нормально 'π -полный подгрупповой sm -функ-
тор. Имеют место следующие утверждения.  

(1) Если группа 
θФθ ,Ф ( ) F ( )G G G

π π
∩

F
 'π -раз-

решима и не совпадает с группой G, в частно-
сти, если группа θ ,Ф ( )G G

π F
 'π -разрешима и не 

совпадает с группой G (в частности, если в G 
существует 'π -разрешимая максимальная θπ -под-
группа, не содержащая ),GF  то 

θθ ,Ф ( ) Ф ( ) ;G G G G
ππ

= ⊂
F

F  

(2) Если θФ ( ) ,G G
π

≠  причём подгруппа 

θФF ( )G
π

 'π -разрешима, то  

θθ Фθ ,Ф ( ) Ф ( ) F ( ) .G G G G G
ππ π

= ⊂ ⊆
F

F  

Доказательство. (1) По лемме 3.1 
θ θ ,Ф ( ) Ф ( ) .GG G G
π π

= ≠
F
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Так как θ  − F -абнормально 'π -полный под-
групповой sm -функтор, то θФ ( ) ( ).G G

π π⊆ ΔF  По 

лемме 1.7 ( ) .G GπΔ ⊆F
F  Значит, θ ,Ф ( ) .G G G

π
⊂

F
F  

(2) Так как 
θФ θ 'F ( ) Ф ( ) ,G G

ππ
π π∈ ⊆ FG N  то 

θФ
F ( )G G

π
⊆ F  по лемме 1.6. Теорема доказана.  

Если для подгруппового F -абнормально 
'π -полного подгруппового sm -функтора θ  и 

любой группы G положить { }θ( ) G M ( ),G Gπ= ∪ F  
то из теоремы 3.1 вытекает 

Следствие 3.1.1 [2, теорема 3.3]. Пусть 
π=GF F  – радикальная локальная формация, 

содержащая формацию всех нильпотентных 
'π -групп .′πN  Имеют место следующие утвер-

ждения.  
(1) Если группа , ( ) F ( )G G G

π
π Δ

Δ ∩ F
F

F  'π -разре-

шима и не совпадает с G, в частности, если 
группа , ( )G GπΔ

F

F  'π -разрешима и не совпадает с 

группой G (в частности, если в G существует 
'π -разрешимая максимальная F -абнормальная 

подгруппа взаимно простого с числами из π  ин-
декса, не содержащая ),GF  то 

, ( ) ( ) .G G G G Gπ πΔ = Δ ⊂ ⊂
F

F F
F  

(2) Если ( ) ,G GπΔ ≠F  причём подгруппа 

F ( )G
πΔ
F  'π -разрешима, то  

,( ) ( ) F ( ) .GG G G G G
π

π π Δ
Δ = Δ ⊂ ⊆ ⊂F

F

F F
F  

Следующий результат, относящийся к пере-
сечениям максимальных θ -подгрупп произволь-
ных индексов в группе, вытекает из теоремы 3.1 
в случае .π = ∅  

Теорема 3.2. Пусть F  – радикальная ло-
кальная формация, содержащая формацию всех 
нильпотентных групп ,N  θ  − F -абнормально 
полный подгрупповой sm -функтор. Имеют ме-
сто следующие утверждения.  

(1) Если группа 
θФθ,Ф ( ) F ( )G G G∩

F
 разреши-

ма и не совпадает с группой G, в частности, 
если группа θ,Ф ( )G G

F
 разрешима и не совпадает 

с группой G (в частности, если в G существует 
разрешимая максимальная θ -подгруппа, не со-
держащая ),GF  то θθ,Ф ( ) Ф ( ) .G G G G= ⊂

F
F  

(2) Если θФ ( ) ,G G≠  причём подгруппа 

θФF ( )G  разрешима, то  

θθ Фθ,Ф ( ) Ф ( ) F ( ) .G G G G G= ⊂ ⊆
F

F  

Следствие 3.2.1. [2]. Пусть F  – радикаль-
ная локальная формация, содержащая форма-
цию всех нильпотентных групп .N  Имеют ме-
сто следующие утверждения.  

(1) Если группа ( ) F ( )G G G
Δ

Δ ∩ F
F

F  разрешима 

и не совпадает с группой G, в частности, если 
группа ( )G GΔ

F

F  разрешима и не совпадает с груп-

пой G (в частности, если в G существует разре-
шимая максимальная F -абнормальная подгруппа,  
не содержащая ),GF  то 

( ) ( ) .G G G G GΔ = Δ ⊂ ⊂
F

F F
F  

(2) Если ,G∉ F  причём подгруппа F ( )G
ΔF

 
разрешима, то 

( ) ( ) F ( ) .G G G G G G
Δ

Δ = Δ ⊂ ⊆ ⊂F
F

F F
F  

 
4 Пересечения максимальных θπ -подгрупп 

группы ,G  не содержащих 
θФ

F ( )G
π

  

Теорема 4.1. Пусть θ  − подгрупповой 
sm -функтор, G  − группа. Имеют место сле-

дующие утверждения. 
I. 

Фθ
θ θ ,F ( )

Ф ( ) Ф ( ) ,
G

G G A
π π π

= =  причём тогда 

и только тогда ,A G≠  когда { }θ ( ) G .Gπ ≠   
II. Пусть π=F FG  – локальная nS -замкну-

тая формация, содержащая формацию всех 
нильпотентных 'π -групп .′πN  И пусть подгруп-
па Ф ( )Gπ  группы G  обладает свойством C ,π  

.G∉ F  Если подгрупповой sm -функтор θ  явля-
ется F -абнормально 'π -полным, то 

Фθ
θ θ ,F ( )

Ф ( ) Ф ( ) .
G

G G G
π π π

= ≠  

III. Пусть подгруппа Ф ( )Gπ  группы G  об-
ладает свойством C ,π  'F ( ).G Gπ≠  Если под-
групповой sm -функтор θ  является абнормально 

'π -полным, то 
Ф

θ θ ,F ( )
Ф ( ) Ф ( ) .

G
G G G

π π π

= ≠  

Доказательство. I. Справедливость равен-
ства 

Фθ
θ θ ,F ( )

Ф ( ) Ф ( )
G

G G
π π π

=  для всякой группы 

G  и подгруппового sm -функтора θ  есть утвер-
ждение (1) теоремы 2.1[5]. Кроме того, очевидно, 
что { }θ ( ) GGπ ≠  тогда и только тогда, когда 

θФ ( ) .G G
π

≠   

II. Так как π=F FG  − локальная Sn -замк-
нутая формация, содержащая все нильпотентные 

'π -группы ' ,πN  а подгруппа Ф ( )Gπ  группы G  
обладает свойством C ,π  то по лемме 1.7 

( ) .GπΔ ∈F F  Так как θФ ( ) ( )G G
π π⊆ ΔF  и по усло-

вию ,G∉F  то θФ ( ) .G G
π

≠  Теперь применим 
утверждение I. Утверждение II доказано. 

III. По лемме 1.4 
θФ ФF ( ) F ( ),G G

π π
=  по лем-

ме 1.2 (2) θ  − 'π πG N -абнормально 'π -полный 
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подгрупповой sm -функтор. Поэтому утверждение 
III вытекает из утверждения II. Теорема доказана. 

Следствие 4.1.1. I [2]. Если G является 
'dπ -группой, подгруппа Ф ( )Gπ  обладает свой-

ством C ,π  то 
Ф,F ( )

Ф ( ) Ф ( ) .
G

G G G
π

π π
= ≠  

II [2]. Пусть π=F FG  – локальная nS -замк-
нутая формация, содержащая формацию всех 
нильпотентных 'π -групп .′πN  И пусть подгруп-
па Ф ( )Gπ  группы G  обладает свойством C ,π  

.G∉ F  Тогда 
,F ( )

( ) ( ) .
G

G G G
Δπ

π π
Δ = Δ ≠

F

F F  

III [5], [7]. Пусть подгруппа Ф ( )Gπ  группы 
G  обладает свойством C ,π  'F ( ).G Gπ≠  Тогда 

Ф,F ( )
( ) ( ) .

G
G G G

π
π π

Δ = Δ ≠  

Доказательство. I. Пусть подгрупповой 
sm -функтор θ  выделяет в каждой группе G  

саму группу G  и все её максимальные подгруп-
пы взаимно простых с числами из π  индексов, 
т. е. { }θ( ) M ( )G G Gπ= ∪ для любой группы .G  

Тогда θ( ) θ ( ),G Gπ=  θФ ( ) Ф ( ),G G
π π=  

θФ
F ( )G

π
=  

ФF ( ).G
π

=  Так как по условию подгруппа Ф ( )Gπ  

'dπ -группы G  обладает свойством C ,π  то 

{ }θ ( ) ,G Gπ ≠  и утверждение I является следстви-
ем утверждения I теоремы 4.1.  

II. Для подгруппового F -абнормально 'π -пол-
ного sm -функтора θ  и любой группы G  поло-
жим { }θ( ) G M ( ).G Gπ= ∪ F  Тогда  

θ θФ ( ) Ф ( ) ( ),G G G
π π= = ΔF  

и утверждение II следует из утверждения II тео-
ремы 4.1. 

III. Для абнормально 'π -полного подгруп-
пового sm -функтора θ  и любой группы G  по-
ложим { }θ(G)\ G M ( ).Gπ= N  Теперь применим ут-
верждение III теоремы 4.1. Следствие доказано. 

Ослабление требований, предъявляемых к 
функтору θ  в условиях теорем 2.1 и 2.2 из [5], а 
также теорем 1 и 2 из [7], позволяет усилить со-
ответствующие результаты утверждениями II, III 
теоремы 4.1. 

В случае π = ∅  из теоремы 4.1 как следст-
вия вытекают результаты о пересечениях макси-
мальных θ -подгрупп без ограничений на их ин-
дексы, составляющие содержание следующей 
теоремы. 

Теорема 4.2. Пусть θ  − подгрупповой 
sm -функтор, G − группа. Имеют место следую-

щие утверждения. 

I. 
Фθ

θ θ,F ( )
Ф ( ) Ф ( ) ,

G
G G A= =  причём тогда и 

только тогда ,A G≠  когда { }θ( ) G .G ≠   
II. Пусть F  – локальная nS -замкнутая фор-

мация, содержащая формацию всех нильпо-
тентных групп .N  И пусть группа .G∉ F  Если 
подгрупповой sm -функтор θ  является F -аб-
нормально полным, то 

Фθ
θ θ,F ( )

Ф ( ) Ф ( ) .
G

G G G= ≠  

III [5]. Пусть группа F( ).G G≠  Если под-
групповой sm -функтор θ  является абнормально 
полным, то θ θ,F( )

Ф ( ) Ф ( ) .
G

G G G= ≠  

Результат III теоремы 4.2 при дополнитель-
ных условиях для подгруппового m-функтора θ  
получен также в работе [8]. 
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УДК 512.542 

О ВЛИЯНИИ ПОДГРУППЫ ФИТТИНГА НА ПРОИЗВЕДЕНИЯ 
КОНЕЧНЫХ РАЗРЕШИМЫХ ГРУПП 

А.Ф. Васильев, В.И. Мурашко 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

ON THE INFLUENCE OF THE FITTING SUBGROUP ON THE PRODUCTS 
OF FINITE SOLUBLE GROUPS 

A.F. Vasil’ev, V.I. Murashka  
F. Scorina Gomel State University 

 
Подгруппа H группы G называется F(G)-субнормальной, если она субнормальна в HF(G), где F(G) – подгруппа Фит-
тинга группы G. В работе описаны все замкнутые относительно взятия подгрупп Шмидта насыщенные формации F  
конечных разрешимых групп, которые содержат всякую разрешимую группу G, представимую в произведение F(G)-суб-
нормальных F -подгрупп. Установлена сверхразрешимость группы G,  содержащей три сверхразрешимые F(G)-суб-
нормальные подгруппы c попарно взаимно простыми индексами в G . 
 
Ключевые слова: подгруппа Фиттинга, F(G)-субнормальная подгруппа, сверхразрешимая группа, насыщенная форма-
ция, F(G)-радикальная формация. 
 
A subgroup H of a group G is called F(G)-subnormal if it is subnormal in HF(G). In the paper all closed under taking Schmidt 
subgroups saturated formations F  of finite soluble groups such that F  contains every soluble group G  which is the product 
of its F(G)-subnormal F -subgroups were described. It was shown that a group G which contains three supersoluble F(G)-sub-
normal subgroups of pairwise coprime indexes in G  is supersoluble. 
 
Keywords: the Fitting subgroup, F(G)-subnormal subgroup, supersoluble group, saturated formation, F(G)-radical formation. 

 
 

Introduction 
Only finite groups are considered. One of the 

important problems of group theory is the structural 
study of a finite group which can be factorized as a 
product of two or more pairwise permutable sub-
groups. The origin of this problem may be traced 
back to the well known theorem of Burnside about 
the solvability of biprimary groups.  

Formations closed under taking products of 
certain types (arbitrary [1], normal and subnormal 
[2], abnormal and contrnormal [3] and etc.) of sub-
groups were studied in many papers. An important 
generalization of the subnormality is the F -subnor-
mality [4], [5]. Formations closed under taking 
products of F -subnormal subgroups were studied in 
[6]–[8] etc. Formations with the Shemetkov property 
play significant role in this research. Recall that a 
formation F  is called a formation with the Shemet-
kov property if every s-critical group for F  is either 
a Schmidt group or a group of prime order.  

In 1938 Fitting [9] showed that a product of 
two normal nilpotent subgroups is again nilpotent. It 
means that there exists the unique maximal normal 
nilpotent subgroup F(G) in every group G. This sub-
group is called the Fitting subgroup. The Fitting 
subgroup has a great influence on the structure of a 
soluble group. That is why in the paper [10] authors 
introduced the following definition.  

Definition 0.1. A subgroup H of a group G is 
called F(G) -subnormal if H is subnormal in HF(G).  

A subnormal subgroup of a group G is obvi-
ously F(G)-subnormal. The following example 
shows that in the general case a F(G)-subnormal 
subgroup is not subnormal.  

Example 0.2. Let 4G S�  be the symmetric 
group of degree 4. Let H be a Sylow 2-subgroup of 
G. Then H is a maximal subgroup of G which is not 
normal in G.  Note that F( )G H⊆ .  Hence H  is 
F(G)-subnormal in G. But H is not subnormal in G.  

Definition 0.3. Let F  and X  be classes of 
soluble groups. We say that F  is F(G)-radical in X  
if F  is Sn-closed and contains every X -group 
G AB=  where A and B are F(G)-subnormal F -sub-
groups of G.   

The following problem seems natural. 
Problem A. Describe all classes (formations, 

Schunk classes, Fitting classes) of soluble groups 
which are F(G)-radical in the class S  of all soluble 
groups.  

Definition 0.4. We shall call a class of groups 
X  Sch-closed if X  contains with every group G  all 
its Schmidt subgroups.  

Recall that πS  is the class of all soluble π -groups. 
Formations closed under products of F(G)-subnormal 
subgroups are described in the following theorem.  

МАТЕМАТИКА
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Theorem A. Let F  be a Sch-closed saturated 
formation of soluble groups and ( )π = π .F  The fol-
lowing statements are equivalent:  

(1) F  is F(G)-radical in S.  
(2) F  contains every soluble group G AB=  

where A  and B  are F(G)-subnormal F -subgroups 
of G.  

(3) F  is a hereditary formation and there ex-
ists a partition { }i i Iσ = π | ∈  of π  into mutually 
disjoint subsets such that .

ii I π∈
= ×F S  

Corollary A.1 [10]. Let G AB=  be a product 
of nilpotent F(G)-subnormal subgroups. Then G is 
nilpotent.  

Corollary A.2. Let π  be a set of primes and a 
soluble group G AB=  be a product of π -decompo-
sable F(G)-subnormal subgroups. Then G is π -de-
composable.  

Let us note that the class  

1
( ( ) ( ))

i i ini I
G G O G … O Gπ π π∈

× = | = × ×S  

is a lattice formation. Recall that a formation F  is 
called lattice if the intersection and the join of two 
F -subnormal subgroups is again a F -subnormal 
subgroup. This formations were studied by many 
researchers [5, chapter 6].  

There are examples [11, p. 8] of non-
supersoluble groups which are products of super-
soluble normal (subnormal) subgroups. So the for-
mation U  of all supersoluble groups is not F(G)-
radical in S . R. Baer [12] showed that if a group G 
is the product of two normal supersoluble supgroups 
and G′  is nilpotent then G is supersoluble. In [13] 
A.F. Vasil’ev and D.N. Simonenko generalized 
Baer’s theorem on arbitrary hereditary saturated 
formations.  

These results are the motivations for the follow-
ing  

Problem B. Let X  be a hereditary saturated 
formation of soluble groups. Describe all hereditary 
saturated F(G)-radical in X  subformations F  of .X   

Theorem B. Let X  be a hereditary saturated 
formation of soluble groups. The following state-
ments are equivalent:  

(1) Every hereditary saturated subformation F  
of X  is F(G)-radical in .X   

(2) Every group in X  has nilpotent derived 
subgroup.  

K. Doerk [14] showed that a group is super-
soluble if it contains four supersoluble subgroups of 
pairwise coprime indexes. This result was general-
ized by O.U. Kramer [15] on arbitrary saturated for-
mations of metanilpotent groups.  

Problem C. Let n  be a natural number, 3n ≥  
and F  be a saturated formation of soluble groups such 
that F  contains every group G which has n F -sub-
groups of pairwise coprime indexes in G. Assume 

that a group G contains 1n −  F(G)-subnormal 
F -subgroups of pairwise coprime indexes in G.  
Does ?G∈ F  

Partially answer on this problem is given in the 
following theorem.  

Theorem C. Let F  be a hereditary saturated 
formation of metanilpotent groups with Sylow tower. 
If a group G contains three F(G)-subnormal F -sub-
groups of pairwise coprime indexes in G then 
G∈ .F   

Corollary C.1. If a group G contains three 
F(G)-subnormal supersoluble subgroups of pairwise 
coprime indexes in G  then G is supersoluble.  

Corollary C.2. Let F  be the formation of 
groups with nilpotent derived subgroup and Sylow 
tower. If a group G  contains three F(G)-subnormal 
F -subgroups of pairwise coprime indexes in G then 
G∈ .F   

D.K. Friesen [16] noted that if a group G con-
tains two normal (subnormal) supersoluble sub-
groups of coprime indexes in G then G is supersolu-
ble. The following example shows that we can not 
replace the subnormality by the F(G)-subnormality 
in Friesen’s theorem.  

Example 0.5. Let a group G be isomorphic to 
the symmetric group of degree 3. Then there is a 
faithful irreducible G -module V  of dimension 2 
over 7F .  Let T  be the semidirect product of V  and 
G.  Consider 3A VG=  and 2B VG=  where pG  is a 
Sylow p-subgroup of G and {2 3}p∈ , .  From 
7 1(mod≡ )p  and {2 3}p∈ ,  it follows that A  and 
B  are supersoluble. Since V is a faithful irreducible 
G -module, F(T) = V. Now A  and B  are F(T)-sub-
normal supersoluble subgroups of T .  Note that 
T AB=  is not supersoluble.  

 
1 Preliminary results 
We use standard notation and terminology that 

if necessary can be found in [17]. Recall some of 
them that are important in this paper. By P  is de-
noted the set of all primes; ( )Gπ  is the set of all 
prime divisors of the order of G;  ( ) ( )

G
G

∈
π = π ;∪

F
F  a 

group G  is called π -group if ( )Gπ ⊆ π;  pZ  is the 
cyclic group of order p; ( )O Gπ  is the greatest normal 
π -subgroup of G;  G′  is the derived subgroup of 
G;  GF  is the F -residual for a formation ;F  

( )p pO G′,  is the p-nilpotent radical of G  for p∈P  
it also can be defined by ( ) ( )p p pO G O G′ ′, / =  

( ( ))p pO G O G′= / ;  ( )GΦ  is the Frattini subgroup of 
G;  wrA B  is the regular wreath product of groups 
A  and B;  G N M= ~  is the semidirect product of 

groups M  and N  (N G�  and 1);N M∩ =  πG  
( )πN  is the class of all (nilpotent) π -groups, where 
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π ⊆ .P  Let { }i i Iσ = π | ∈  be a partition of π  into 
mutually disjoint subsets then the class of all groups 
which are direct products of their (soluble) iπ -sub-
groups is denoted by 

ii I π∈
× G  ( ).

ii I π∈
× S   

Let F  and K  be formations then 
( )G G= | ∈ .F FKK  

A class of groups F  is called a formation if 
from G∈F  and N G�  it follows that G N/ ∈F  
and from H A/ ∈F  and H B/ ∈F  it follows that 
H A B/ ∩ ∈ .F   

A class of groups X  is called hereditary ( nS -closed) 
if from G∈X  and H G≤  ( )H G�  it follows that 
H ∈ .X   

A class of groups X  is called weakly heredi-
tary if from ( )p∈π X  it follows that pZ ∈ .X   

A class of groups X  is called saturated if from 
( )G G/ Φ ∈X  it follows that G∈ .X   
A function { }f formations: →P  is called a 

formation function. 
By well known Gashütz – Lubeseder – Schmid 

theorem saturated formations are exactly local for-
mations, i. e. formations ( )LF f=F  defined by a 
formation function f :  ( ) (LF f G= ∈ |G  if H K/  
is a chief factor of G  and ( )p H K∈π /  then 

( ) ( ))GG C H K f p/ / ∈ .   
Among all local definitions of a local formation 

F  there is exactly one, denoted by F, such that F is 
integrated ( ( )F p ⊆ F  for all )p∈P  and full 
( ( ) ( )p F p F p=N  for all ).p∈P  The function F  is 
called the canonical local definition of .F   

Lemma 1.1 [17, p. 357]. Let f be a local defini-
tion of a formation .F  A group G  belongs F  if and 
only if ( ) ( )p pG O G f p′,/ ∈  for all ( )p G∈π .   

Recall some properties of Schmidt groups.  
Lemma 1.2 [4, p. 243]. Let G be a Schmidt 

group. Then   
(1) G P Q= ~  where P is the normal p-sub-

group of G and Q is a cyclic Sylow q-subgroup of G 
that is not normal in G.  

(2) ( )G G/ Φ  is a Schmidt group.  
(3) ( ) ( )P G GΦ / Φ  is an elementary abelian 

p-subgroup and  
( ) ( )Q G G q| Φ / Φ |= . 

Recall that SF  is the greatest hereditary sub-
class of a class of groups .F  Let X  be a class of 
groups. Recall that a group G is called s-critical for 
X  if G∈/ X  but every proper subgroup of G  be-
longs in .X  The class of all s-critical for X  groups 
is denoted by ( ).M X  Note that ( ) ( )S= .M MX X   

2 Sch-closed formations 
In the sequel a Schmidt (p, q)-group is a 

Schmidt { }p q, -group with a normal Sylow p-sub-
group. 

Lemma 2.1. Let F  be a saturated formation 
and S be a Schmidt (p, q)-group. If S ∈F  then every 
Schmidt (p, q)-group belongs .F   

Proof. Let f be a local definition of F . From 
lemmas 1.1 and 1.2 it follows that 

( ) 1 ( )p pS O S f p′,/ ∈�  and ( ) ( )q q qS O S Z f q′,/ ∈ .�  
Now if K is a Schmidt (p, q)-group then 

( ) 1p pK O K′,/ �  and ( )q q qK O K Z′,/ �  by lemma 1.2. So 
K ∈ F  by lemma 1.1. □  

Theorem 2.2. Let ( )LF F=F  be a local for-
mation of soluble groups and F  be the canonical 
local definition of .F  Then F  is Sch-closed if and 
only if ( )F p  is a weakly hereditary formation for 
every ( )p∈π .F    

Proof. Let ( )LF F=F  be a Sch-closed forma-
tion, F  be the canonical local definition of F  and 

( )p∈π .F  Then ( )F p ≠ ∅.   
Consider ( ( ))q F p∈π .  If q p=  then 

( )p pZ F p∈ ⊆ .N   
Assume that q p≠ .  Let G  be a group of 

minimal order such that ( )G F p∈  and ( )q G∈π .  
Note that ( ) 1pO G = .  Let wrpR Z G L G= = ~  
where p pL Z … Z= × ×  is the base of R.   

From ( )G F p∈ , lemma 1.1 and the properties 
of the regular wreath product it follows that R∈ .F  
Let qR  be a Sylow q-subgroup of R.  Consider 

qT LR= .  By the properties of the regular wreath 
product ( )TC L L= .  That is why T  is nonnilpotent. 
Then T  has a Schmidt (p, q)-subgroup S. So S ∈ .F  
Since ( )p p qS O S Z′,/ ,�  ( )qZ F p∈ .  Q.E.D.  

Let ( )F p  be a weakly hereditary formation for 
all ( )p∈π .F  Assume that the theorem is false and 
let G  be a minimal order counterexample. It means 
that G∈F  and G  has a Schmidt (p, q)-subgroup 
S ∈/ F . Since G  is soluble, we see that the order of 
every minimal normal subgroup of G  is the power 
of a prime.  

Let N  be a minimal normal r-subgroup of G.  
Assume that q r≠  and p r≠ .  Then 1N S∩ = .  It 
means that S SN N G N/ ⊆ / .�  By our assumption 
S ∈ ,F  a contradiction.  

Assume that q r= .  From lemma 1.2 it follows 
that ( )N S S∩ ≤ Φ .  It means that SN N/ ∈ .F  So 
SN N/  is a Schmidt group by lemma 1.2. By 
lemma 2.1 S ∈ ,F  a contradiction.  
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Thus ( ) 1pO G′ = .  Now 
( ( )) ( ( ))p pq G O G F p′,∈π / ⊆ π .  

From ( ) 1q qS O S′,/ = , ( ) ( )p p qS O S Z F p′,/ ∈�  and 
lemma 1.1 it follows that S ∈ ,F  the final contradic-
tion. □ 

Lemma 2.3. Every Sn-closed formation of solu-
ble groups is weakly hereditary.  

Proof. Let F  be a Sn-closed formation of solu-
ble groups, G∈F  and ( )p G∈π .  Since G  is solu-
ble, there is a chief factor H K/  of G  such that 

( ) { }H K pπ / = .  Since F  is a Sn-closed formation, 
H K/ ∈ .F  From p pH K Z … Z/ × ×�  it follows 
that pZ ∈ .F  □  

Corollary 2.4. Let F  be a saturated Sn-closed 
formation of soluble groups. Then F  is Sch-closed.   

Proof. According to [17, p. 365] F  has the ca-
nonical local definition F such that ( )F p  is a  
Sn-closed formation for every prime p.  By lemma 
2.3 ( )F p  is a weakly hereditary formation for every 
prime p.  By theorem 2.2 formation F  is Sch-closed. 
□  

The converse to corollary 2.4 is false. Let F  be 
the formation generated by the symmetric group 4S  
of degree 4 and cyclic groups of orders 2 and 3. Ac-
cording to [18, p. 44] the alternating group 4A  of 
degree 4 does not belong .F  It is well known that 
FN  is a local formation with the canonical local 

definition F  where ( ) pF p = FN  for all p∈ .P  
Since F  is a weakly hereditary formation, it is clear 
that pFN  is also weakly hereditary for all p∈ .P  
By theorem 2.2 formation FN  is chS -closed. By 
theorem 10.3B [17] there is a faithful irreducible 

4S -module V  over 7F .  Let 4G V S= .~  Then 
( )GC V V=  and F( )V G= .  It means that G∈ .FN  

Note that 4H VA G= .�  Since ( )GC V V= ,  

7',7 ( )O H V= .  From 7',7 4 7( )H O H A/ ∈/� FN  it fol-
lows that H ∈ ./ FN  Thus FN  is a Sch-closed but not 
Sn-closed formation.  

Theorem 2.5. Let F  be a saturated Sch-closed 
formation with the Shemetkov property. Then F  is a 
hereditary formation.   

Proof. Since F  is saturated, F  is weakly he-
reditary. Let us show that S= .F F  Assume that the 
set S ≠ ∅F \ F  and let G  be a group of minimal 
order from it. Since SG∈ ,/ F  there is a s-critical for 

SF  subgroup H  of G.  Since ( ) ( )S= ,F FM M  H  
is a s-critical for F  Schmidt group. From G∈F  it 
follows that H ∈ ,F  the contradiction. □ 

3 Final remarks and problems 
Note that the F( )G -subnormality is not a he-

reditary property, i. e. if H  is a F( )G -subnormal 
subgroup of a group G  and H K G≤ ≤  then H  is 
not F( )K -subnormal in general. Also note that from 
the F( )G -subnormality of H  does not follow the 
F( )G N/ -subnormality of HN N/  in G N/ .   

The main idea of the proof of theorem A (from 
(3) follows (1)) is to show that F( ) ( )G Z G≤ .F  It was 
achieved by the result of [19] where the author 
showed that ( )Z GF  coincides with the intersection 
of all normalizers of all iπ -maximal subgroups of 
G  for all i I∈  for any group G  where 

ii I π∈
= × .F G  

This result generalizes the well known theorem of R. 
Baer [20] that claims that the hypercenter of a group 
is the intersection of all normalizers of Sylow sub-
groups.  

Problem 3.1. Describe all soluble F( )G -radi-
cal in S  formations. Is there soluble non-saturated 
F( )G -radical in S  formation?  

Problem 3.2. Describe all soluble (local) 
F( )G -radical in S  Fitting classes. 

Problem 3.3. Is every soluble F( )G -radical in 
S  Fitting class a formation?  

Recall [17, p. 453] that a Schunck class X  is 
called a D-class in a universe J  if every group G  in 
J  has a unique class of maximal X -subgroups. We 
note that every Schunck D-class X  of soluble 
groups contains every soluble group G AB=  where 
A  and B  are F(G)-subnormal X -subgroups of G.  

In connection with this observation, the follow-
ing problem seems to be interesting.  

Problem 3.4. Describe all soluble F( )G -ra-
dical in S  Schunck classes.  

Theorem B shows that the class of all groups 
with nilpotent derived subgroup is the greatest for-
mation of soluble groups such that every its heredi-
tary saturated subformation is F( )G -radical in it.  

Problem 3.5. Describe all saturated F( )G -
radical in nN  formations.  

The two main ideas of the proof of theorem C 
is the induction on a Sylow tower and the following 
lemma:  

Lemma [19]. Let F  be the formation of all p-de-
composable groups. Then [ ]G a b a b G= , | , ∈ ,F  

where a is a p-element, b is a q-element and .q p≠   
Problem 3.6. Let a group G contain three 

F( )G -subnormal metanilpotent subgroups with 
pairwise coprime indexes in G. Is G metanilpotent?  

In the universe of all groups there are a lot of 
groups G with F( ) 1G = .  In this universe the quasinil-
potent radical F ( )G∗  and the Shemetkov – Schmid 
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subgroup F( )G�  are the generalizations of the Fitting 
subgroup [21].  

Definition 3.7. A subgroup H of a group G is 
called F ( )G∗ -subnormal (F( )G� -subnormal) if H  

is subnormal in F ( )H G∗  ( F( )).H G�   
Definition 3.8. Let F  be a class of groups. We say 

that F  is F ( )G∗ -radical (F( )G� -radical) if F  is  
Sn-closed and contains every group G AB=  where 
A  and B  are F ( )G∗ -subnormal ( ( )F G� -sub-

normal) F -subgroups of G.   
It is natural to consider the following problems.  
Problem 3.9. Describe all hereditary F ( )G∗ -ra-

dical ( ( )F G� -radical) formations.  
Problem 3.10. Is every hereditary F ( )G∗ -radi-

cal ( ( )F G� -radical) formation composition (satu-
rated)?  
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ОБ ИНВАРИАНТНОСТИ СТАЦИОНАРНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ВЕРОЯТНОСТЕЙ СОСТОЯНИЙ КУСОЧНО-НЕПРЕРЫВНОЙ СЕТИ 

С МНОГОРЕЖИМНЫМ ОБСЛУЖИВАНИЕМ 

А.Р. Ерёмина 

Гродненский государственный университет им. Я. Купалы 
 

ON INSENSIBILITY OF STATIONARY DISTRIBUTION 
OF STATE PROBABILITIES OF PIECEWISE CONTINUOUS 
QUEUEING NETWORK WITH MULTIMODE SERVICING 

A.R. Eryomina 
Y. Kupala Grodno State University 

 
Рассматривается открытая кусочно-непрерывная сеть массового обслуживания с многорежимными стратегиями и раз-
нотипными заявками. Количество работы, необходимое для переключения прибора с одного режима на другой, являет-
ся случайной величиной с произвольной функцией распределения. Дисциплина обслуживания заявок прибором – 
«дискриминаторное разделение процессора» (DPS). Устанавливается, что стационарное распределение вероятностей 
состояний сети инвариантно относительно функциональной формы распределений величин работ, требующихся на пе-
реключение режимов приборов в узлах, если фиксированы первые моменты этих распределений. 
 
Ключевые слова: инвариантность, многорежимное обслуживание, DPS, кусочно-непрерывная сеть массового обслу-
живания. 
 
The open piecewise continuous queueing network with multimode service and polytypic demands is considered. The quantity 
of work, which is necessary for switching from one strategy to another, is random variable with arbitrary distribution function. 
The dispatching rule is DPS. It was proved that stationary distribution is invariant in relation to functional form of distribution 
of work’s quantities, which are necessary for switching of strategies of devices in units, on condition that first moments of these 
distributions are fixed. 
 
Keywords: invariance, multimode service, DPS, piecewise continuous queueing network. 

 
 

Введение 
Cети массового обслуживания являются 

адекватными моделями, описывающими функ-
ционирование многих реальных объектов в эко-
номике, производственном секторе, логистике, 
технике, здравоохранении, проектировании ин-
формационных и компьютерных сетей и т. д. 

Особый практический интерес представляет 
изучение сетей с многорежимными стратегиями 
обслуживания, в которых обслуживающие прибо-
ры в узлах могут работать с различной произво-
дительностью, требовать ремонта или замены. 
Подобные сети могут быть использованы при 
проектировании производственных линий, ре-
монтных мастерских, планировании графика ра-
боты общественного транспорта и т. д. Они ис-
следовались Ю.В. Малинковским в работах [1]–
[3]. Однако в этих работах полагалось, что дли-
тельности пребывания приборов в режимах име-
ют экспоненциальное распределение. На практике 
это чаще всего не так. Поэтому при исследовании 
сетей массового обслуживания важную роль игра-
ет проблема инвариантности стационарного рас-
пределения вероятностей состояний сетей по от-
ношению к функциональному виду распределе-
ний величин работ, требующихся на переключе-
ние режимов приборов в узлах.  

Для сетей с многорежимными стратегиями, 
немедленными дисциплинами обслуживания и 
заявками одного типа эта проблема была решена 
А.Н. Старовойтовым в [4], [5]. Однако на прак-
тике, как правило, встречаются сети, в которые 
поступают заявки различных типов, что хорошо 
проиллюстрировано в классических работах [6]–
[8], посвященных BCMP-сетям и сетям Келли. В 
этих и других работах не рассматривались случаи, 
связанные с многорежимным обслуживанием.  

Для информационных и вычислительных 
сетей также представляют интерес модели, опи-
сывающие эффект разделения средств сети меж-
ду несколькими требованиями, работами и т. д. 
При так называемых дисциплинах «разделения 
процессора» все или некоторые группы заявок 
обслуживаются одновременно единственным 
прибором с переменной скоростью обслужива-
ния, принимающей дробные значения и изме-
няющейся во времени в зависимости от состоя-
ния сети. К группе данных дисциплин относятся 
«обобщенное разделение процессора» (GPS – 
Generalized Processor-Sharing), «справедливое 
разделение процессора» (EPS – Egalitarian Proc-
essor-Sharing), «дискриминаторное разделение 
процессора» (DPS – Discriminatory Processor-
Sharing) и другие. Подробно они рассмотрены в 

МАТЕМАТИКА
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[9]. Свойства инвариантности сетей с разделени-
ем процессора исследовались в работах [7], [8] и 
других.  

В настоящей работе впервые исследуется 
открытая сеть с многорежимными стратегиями и 
дисциплиной обслуживания DPS, для которой 
величина работы по переключению режимов 
приборов в узлах имеет произвольный закон 
распределения, а сами заявки являются разно-
типными. 

 
1 Постановка задачи  
Рассматривается открытая сеть с многоре-

жимными стратегиями обслуживания, состоящая 
из N узлов, в которых циркулируют заявки M 
типов.  

Поступающий поток заявок – простейший с 
интенсивностью ,λ  а каждая заявка входного по-
тока, независимо от других заявок, направляется в 
l-й узел и становится заявкой типа u с вероятно-

стью 0( , ) ,l up  1, ,l N=  1,u M=  ( )0( , )
1 1

1 .
N M

l u
l u

p
= =

=∑ ∑   

Обслуживание заявок в узлах осуществля-
ется в соответствии с дисциплиной DPS. Данную 
дисциплину можно описать следующим образом. 
Поступившая в узел заявка сразу начинает об-
служиваться (очередь в её традиционном пони-
мании отсутствует). В моменты поступления 
новых или ухода обслуженных заявок происхо-
дят скачки скорости обслуживания. При такой 
дисциплине обслуживания каждая заявка имеет 
свою скорость выполнения работы по обслужи-
ванию, которая пропорциональна числу заявок 
данного типа и обратно пропорциональна обще-
му числу заявок в узле.  

После обслуживания в l-м узле заявка типа 
u мгновенно и независимо от других заявок на-
правляется в k-й узел и становится заявкой типа v 
с вероятностью ( , )( , ) ,l u k vp  а с вероятностью ( , )0l up  
покидает сеть:  

( , )( , ) ( , )0
1 1

1; , 1, ; , 1, .
N M

l u k v l u
k v

p p l k N u v M
= =

+ = = =∑ ∑  

В l-м узле находится единственный обслу-
живающий прибор, который может работать в 

1lr +  режимах: 0,1,..., ,lr  1, .l N=  В качестве ос-
новного режима работы прибора полагается ре-
жим 0. Переключение происходит только на со-
седние режимы. Во время переключения прибора 
с одного режима на другой число заявок в узле 
не меняется.  

Длительность обслуживания заявки прибо-
ром l-го узла имеет показательное распределение 
с параметром .lμ  

Состояние сети в момент времени t будем 
характеризовать вектором 

( )1 2( ) ( ), ( ),..., ( ) ,Nx t x t x t x t=  
где 

( ) ( )1 2( ) ( ), ( ) ( ), ( ),..., ( ), ( )l l l l l lM lx t x t j t x t x t x t j t= =  
описывает состояние l-го узла в момент времени 
.t  Здесь ( )lux t  – число заявок типа u в l-ом узле в 
момент времени t, ( )lj t – режим, в котором рабо-
тает l-й узел в момент времени t. Процесс ( )x t  
обладает не более чем счётным фазовым про-
странством состояний 1 2 ... ,NX X X X= × × ×  где 

( ){
}

1 2( , ) , ,..., , ,

0,1,2,...; 1, , 1, , 0, ,

l l l l l lM l

lu l l

X x j x x x j

x l N u M j r

= =

= = = =
 

lux  – число заявок типа u в l-ом узле, 
1

M

l lu
u

x x
=

= ∑  

– общее число заявок в l-ом узле. 
Обозначим через (0,0)  такое состояние l-го 

узла, когда в нем отсутствуют заявки и он функ-
ционирует в режиме 0. 

Пусть в момент времени t состояние l-го уз-
ла есть вектор ( , ).l lx j  Тогда работа по обслужи-
ванию заявки типа u выполняется со скоростью 

( , , ) ( , ) ,lu
lu lu l l lu lu l

l

x
x x j x j

x
α = α  если в узле нахо-

дится всего lx  заявок, lux  заявок типа u и он 

работает в режиме lj  ( 1, , 1, , 0, ).l ll N u M j r= = =  
При этом полагается, что ( , , ) 0,lu lu l lx x jα >  если 

0;lux ≠  ( , , ) 0,lu lu l lx x jα =  если 0lux =  или 

0.lx =  
Количество работы, необходимое для пере-

ключения прибора l-го узла из основного режима 
работы в режим 1, является случайной величи-
ной (0)lη  с произвольной функцией распределе-
ния (0, ),l uΦ  (0,0) 0,lΦ =  плотностью распреде-
ления (0, )lf u  и математическим ожиданием 

(0) .lτ < +∞  При этом скорость указанного пере-
ключения не является постоянной. Так, если в 
момент времени t состояние узла есть ( ),lx t  а 

,0 ( )l tξ  – остаточное количество работы, которое 
надо выполнить с момента t  до перехода в ре-
жим 1, то скорость переключения прибора будет 
равняться ,0( ,0) (0, ( )),l l l lv x tβ ξ  где ( ,0)l lv x  – за-
данная скорость перехода из режима 0 в режим 
1, ,0(0, ( ))l l tβ ξ  – непрерывная функция, выра-
жающая зависимость скорости выполнения ра-
боты по переключению режима с 0 на 1 от коли-
чества оставшейся работы ,0 ( ).l tξ  

Для состояний ,lx  у которых 1 1,l lj r≤ ≤ −  
количество работы, необходимое для изменения 
режима (на 1lj −  или 1),lj +  также является 
случайной величиной ( )l ljη  с произвольной 
функцией распределения ( , ),l lj uΦ  ( ,0) 0,l ljΦ =  
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плотностью распределения ( , )l lf j u  и математи-
ческим ожиданием ( ) .l ljτ < +∞  

Если в момент времени t состояние узла 
есть ( , ),l lx j  а , ( )

ll j tξ  – остаточное количество 
работы, которое необходимо выполнить с мо-
мента t до перехода в соседний режим, то ско-
рость указанного переключения будет равняться 
( ) ,( , ) ( , ) ( , ( )),

ll l l l l l l l l jv x j x j j t+ ϕ β ξ  где ( , )l l lv x j  и 

( , )l l lx jϕ  – заданные скорости перехода в режи-
мы 1lj +  и 1lj −  соответственно, ,( , ( ))

ll l l jj tβ ξ  – 
непрерывная функция, выражающая зависимость 
скорости выполнения работы по переключению 
режима lj  от количества оставшейся работы. 
Таким образом, скорость переключения зависит 
от остаточного количества работы.  

При этом прибор l-го узла с вероятностью 
( , )

( , ) ( , )
l l l

l l l l l l

v x j
v x j x j+ϕ

 переходит в режим 1,lj +  а с 

вероятностью 
( , )

( , ) ( , )
l l l

l l l l l l

x j
v x j x j

ϕ
+ϕ

 – в режим 1.lj −  

Аналогично, количество работы, необходи-
мое для перехода прибора l-го узла из режима 
работы lr  в 1lr − , имеет произвольную функцию 
распределения ( , ),l lr uΦ  ( ,0) 0,l lrΦ =  плотность 
распределения ( , )l lf r u  и математическое ожи-
дание ( ) .l lrτ < +∞  При этом скорость указанного 
переключения не является постоянной. Так, если 
в момент времени t состояние узла есть ( , ),l lx j  а 

, ( )
ll r tξ  – количество работы, которое осталось 

выполнить с момента t до перехода в соседний 
режим 1,lr −  то скорость переключения прибора 
будет равняться ,( , ) ( , ( )),

ll l l l l l rx r r tϕ β ξ  где 

( , )l l lx rϕ  – заданная скорость перехода из режи-
ма lr  в режим 1,lr −  ,( , ( ))

ll l l rr tβ ξ  – непрерывная 
функция, выражающая зависимость скорости вы-
полнения работы по переключению режима с lr  
на 1lr −  от количества оставшейся работы , ( ).

ll r tξ  
Таким образом,  

,
( )

( 0) ,

( )
(( ( , )

( , ) ) ( , ( )).

l

l l

l l

l j
l l l j r

l l l j l l l j

d t
x j I

dt
x j I j t

≠

≠

ξ
= − ν +

+ϕ β ξ
 

Далее будем полагать, что ( , ) 0,l l lx jν >  
( , ) 0,l l lx jϕ >  функции ( , ) 0l lj uβ >  являются 

непрерывными для любого lj  и выполняется 
условие 

0

( , )
( ) , 1, .

( , )
l l

l l
l l

uf j u
q j du l N

j u

+∞

= < +∞ =∫
β

 

Полагаем, что матрица маршрутизации 

( , )( , )( ),l u k vp  , 1, ,u v M=  , 0, ,l k N=  (0, )(0, ) 0,u vp =  

неприводима. Тогда система уравнений трафика 
принимает вид: 

0( , ) ( , )( , )
1 1

,

1, ; 1, ,

N M

lu l u kv k v l u
k v

p p

l N u M
= =

ε = λ + ε∑ ∑

= =
  (1.1) 

где luε  – средняя интенсивность поступления в l-ый 
узел заявок типа u. 

Данная система уравнений трафика имеет 
единственное положительное решение ( ;luε  

1, ; 1, ),l N u M= =  что можно доказать, перену-
меровав соответствующим образом элементы 
матрицы вероятностей переходов. В результате 
получим систему уравнений трафика сети Джек-
сона, для которой доказано существование един-
ственного положительного решения [10]. 

В общем случае процесс ( )x t  не является 
марковским, поэтому рассматривается процесс 

( ) ( ( ), ( )),t x t tζ = ξ  полученный путем добавления 
к ( )x t  непрерывной компоненты 

1 21, ( ) 2, ( ) , ( )( ) ( ( ), ( ),..., ( )).
Nj t j t N j tt t t tξ = ξ ξ ξ  

В рамках постановки задачи процесс ( )tζ  
является кусочно-непрерывным марковским про-
цессом [11], т. е. скорость выполнения работы по 
переключению режима не является постоянной, а 
зависит от количества оставшейся работы. Эта 
зависимость в l-ом узле выражается непрерыв-
ной функцией ( , ).l lj uβ  

Под { }( )P P x=  будем понимать стационар-
ное распределение вероятностей состояний про-
цесса ( ).x t  Введем обозначения:  

( ) ( 0)( , ) ( , ) ( , ) ,
l l ll l l l l l j r l l l jx j v x j I x j I≠ ≠ϑ = + ϕ  

{
}1 11, ( ) 1, , ( ) ,

( , ) lim ( ) ;

( ) ,..., ( ) ,
N N

t

j t j N j t N j

F x z P x t x

t z t z
→∞

= =

ξ < ξ <
 

11, ,

( , )( , ) .
...

N

N

j N j

F x zF x z
z z
∂

=
∂

 

 
2 Основной результат  
Теорема. Пусть процесс ( )tζ  эргодичен. 

Если выполняются соотношения  
1 2

1

( , ,..., , 1) ( , )
( ,..., 1,..., , )

l l l lM l lu lu l

l l lu lM l

x x x j x j
x x x j

ν − α ×

×ϕ − =
 

1

1 2

( ,..., 1,..., , 1)
( , 1) ( , ,..., , ),
l l lu lM l

lu lu l l l l lM l

x x x j
x j x x x j

= ν − − ×

×α − ϕ
      (2.1) 

0, 1, , 1, , 1, ,lu l lx u M l N j r≠ = = =  

0

( , ) 1 , 1, , 0, ,
( , ) ( ,0)

l l
l l

l l l l

f j u
du l N j r

j u j

+∞

= = =∫
β β

 (2.2) 

то стационарные плотности ( , )F x z  и стацио-
нарные функции распределения ( , )F x z  опреде-
ляются по формулам 
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,

1

1

( , )
( , ) (0) ( ) ( ) ,

( , )l jl

N
l l

l l l l
l z l l

f j u
F x z P p x q j du

j u

+∞
−

=
= ∏ ∫

β
 (2.3) 

,

,

1

1

,
0

( , ) (0) ( ) ( )

( , ) ( , )
,

( , ) ( , )

l jl

l
l jl

N

l l l l
l

z
l l l l

l j
z l l l l

F x z P p x q j

f j u uf j u
z du du

j u j u

−

=

+∞

= ×∏

⎛ ⎞
× +⎜ ⎟∫ ∫

β β⎝ ⎠

   (2.4) 

( )

( )
( )

1

1 1 1

( )
, !

(0)

0, 1
( , ) ,

! 0,

lu lu l

l l
l l l l

l

x x jM llu
lu l

u w klu l

q j
p x j x

q

k
w j

x k
−

= = =

= ×

ν −ε
× α∏ ∏ ∏

ϕ

    (2.5) 

где luε  находятся из (1.1), а (0)P  – из условия 
нормировки. 

Доказательство. Для упрощения процеду-
ры доказательства введём в рассмотрение неко-
торые вспомогательные обозначения: 

( )( )1 1,..., ,..., 1,..., , ,..., ;lu l lu lM l Nx e x x x x j x± = ±  

( )(
( ) )

1 1

1

,..., ,..., 1,..., , ,...

... ,..., 1,..., , ,..., ;
lu kv l lu lM l

k kv kM k N

x e e x x x x j

x x x j x

+ − = +

−
 

( )( )1 1,..., ,..., , 1 ,..., .l l lM l Nx e x x x j x′± = ±  

Сначала докажем теорему для ( , )F x z . Для 
( , )F x z  справедлива следующая система диффе-

ренциально-разностных уравнений 

 
1 1

,
1 ,

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )
l

l

N M
lu

lu lu l
l u l

N

l l l l l l j
l l j

x
x j F x z

x

F x z x j j z
z

= =

=

⎛ ⎞
λ + α =∑ ∑⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∂
ϑ β +∑

∂

     (2.6) 

0( , )
1 1

( , )0
1 1

( , )

1
( 1, ) ( , )

1

N M

l u lu
l u

N M
lu

lu lu l l u lu
l u l

p F x e z

x
x j p F x e z

x

= =

= =

+λ − +∑ ∑

+
+ α + + +∑ ∑

+

 

1 1, 1 1

( , )( , )

( 1, )

1
( , )

1

N N M M

su su l
l s s l u v

su
s u l v su lv

s

x j

x
p F x e e z

x

= = ≠ = =
+ α + ×∑ ∑ ∑ ∑

+
× + − +

+

 

1 1 1

( , )( , )

( 1, )

1
( , )

N M M

lu lu l
l u v

lu
l u l v lu lv

l

x j

x
p F x e e z

x

= = =
+ α + ×∑ ∑ ∑

+
× + − +

 

, 1

,
1

0

( , ) ( , 1)

( 1,0) ( , )

l

l jl

N

l l l j l l l
l

l l l z

f j z v x j

j F x e z
−

=

=

+ − ×∑

′×β − − +
 

, 1

,
1

0

( , ) ( , 1)

( 1,0) ( , ) , .

l

l jl

N

l l l j l l l
l

l l l z

f j z x j

j F x e z x X
+

=

=

+ ϕ + ×∑

′×β + + ∈
 

Разобьем эту систему на уравнения локаль-
ного баланса следующим образом:  

1 1

( , )0

( , ) ( 1, )

1
( , ),

1

N M

lu lu l
l u

lu
l u lu

l

F x z x j

x
p F x e z

x

= =
λ = α + ×∑ ∑

+
× +

+

  (2.7) 

0( , )( , ) ( , ) ( , )lu
lu lu l l u lu

l

x
x j F x z p F x e z

x
α = λ − + (2.8) 

1, 1

( , )( , )

( 1, )

1
( , )

1

N M

su su l
s s l u

su
s u l v su lv

s

x j

x
p F x e e z

x

= ≠ =
+ α + ×∑ ∑

+
× + − +

+

 

( , )( , )
1

1
( 1, ) ( , ),

M
lu

lu lu l l u l v lu lv
u l

x
x j p F x e e z

x=

+
+ α + + −∑  

,
,

( , ) ( , ) ( , )
l

l

l l l l l l j
l j

F x z x j j z
z

∂
ϑ β +

∂
         (2.9) 

, 1
, 0

( , ) ( , 1) ( 1,0) ( , )
l l jl

l l l j l l l l l l z
f j z v x j j F x e z

− =
′+ − β − − +  

, 1

,

0

( , ) ( , 1)

( 1,0) ( , ) 0, .
l

l jl

l l l j l l l

l l l z

f j z x j

j F x e z x X
+ =

+ ϕ + ×

′×β + + = ∈
 

Стационарные плотности распределения 
( , )F x z , определенные формулами (2.3), (2.5), 

являются решением уравнений (2.7)–(2.9) и, зна-
чит, уравнений (2.6). Это несложно доказать, 
поочередно подставляя указанные стационарные 
плотности ( , )F x z  в уравнения (2.7)–(2.9). Вы-
полняя преобразования, получим соответствен-
но: следствие уравнения трафика 

( , )0
1 1

1 ,
N M

lu l u
l u

p
= =

= ε∑ ∑  уравнение трафика (1.1) и, если 

выполнены соотношения (2.1)–(2.2), тождество. 
Для ( , )F x z  теорема доказана. 

Теперь по ( , )F x z  найдем стационарные 
функции распределения ( , ).F x z  Для этого ис-
пользуем следующую известную зависимость 
между ними: 

1

,1, 1

1, ,

1 1

( , ) ( , ,..., )

... ( , ,..., ) ... .

N

N jj N

j N j

zz

N N

F x z F x z z

F x y y dy dy
−∞ −∞

= =

= ∫ ∫
 

Подставляя (2.3) в последнее выражение и 
учитывая неотрицательность непрерывных ком-
понент процесса ( ),tζ  имеем  

,1, 1 1

10 0

1

( , ) ... (0) ( ) ( )

( , )
...

( , )

N jj N

l

zz N

l l l l
l

l l
N

y l l

F x z P p x q j

f j u
du dy dy

j u

−

=

+∞

⎧
= ×∏∫ ∫ ⎨

⎩
⎫

× =∫ ⎬
β ⎭

 

,
1

1 0

( , )
(0) ( ) ( ) .

( , )

l jl

l

zN
l l

l l l l l
l y l l

f j u
P p x q j du dy

j u

+∞
−

=

⎧ ⎫
= ∏ ∫ ∫⎨ ⎬

β⎩ ⎭
 

Для последнего интеграла применим фор-
мулу интегрирования по частям: 
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,
,

,

0
0
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l l
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l l l

l l
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⎛ ⎞
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,

,

,
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( , ) ( , )
.

( , ) ( , )

l jl

l
l jl

z
l l l l

l j
z l l l l

f j u uf j u
z du du

j u j u

+∞

= +∫ ∫
β β

 

Таким образом, получили (2.4) и теорема 
доказана полностью. 

Из теоремы при фиксированных 

0

( , )
, 1, ,

( , )
l l

l l

uf j u
du l N

j u

+∞

=∫
β

 

с учетом равенства ( ) ( , )P x F x= +∞  вытекает 
следующее утверждение. 

Следствие. В условиях теоремы стацио-
нарное распределение вероятностей состояний 
процесса ( )x t  не зависит от вида функций рас-
пределения ( , )l lj uΦ  и имеет вид  

1 0

( , )
( ) (0) ( ) ,

( , )
N

l l
l l

l l l

uf j u
P x P p x du

j u

+∞

=
= ∏ ∫

β
 

где ( )l lp x  определяются по формулам (2.5), а 
(0)P  находится из условия нормировки.  

 
Заключение 
В статье установлены условия нечувстви-

тельности стационарного распределения вероят-
ностей состояний открытой кусочно-непрерыв-
ной сети массового обслуживания с многоре-
жимными стратегиями и заявками различных 
типов к виду законов распределения величин 
работ, требующихся на переключение режимов 
функционирования приборов в узлах, если фик-
сированы первые моменты этих законов, а дли-
тельности обслуживания заявок приборами име-
ют экспоненциальное распределение. Дисципли-
на обслуживания заявок прибором – «дискрими-
наторное разделение процессора» (DPS). Также 
определено, что стационарное распределение 
сети имеет форму произведения, где каждый 
множитель есть стационарное распределение 
изолированного узла, помещенного в фиктивную 
окружающую среду с пуассоновским входящим 
потоком.  

Полученные результаты могут быть приме-
нены к широкому кругу задач при проектирова-
нии, моделировании и эксплуатации многих ре-
альных объектов. 
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ДОСТАТОЧНЫЙ ПРИЗНАК РАЗРЕШИМОЙ 
НАСЫЩЕННОСТИ ФОРМАЦИИ 

С.Ф. Каморников 

Международный университет «МИТСО», Гомельский филиал 
 

A SUFFICIENT CONDITION FOR A FORMATION  
TO BE SOLUBLY SATURATED 

S.F. Kamornikov 
Gomel Branch of International University «МIТSО» 

 
Для формации F  и множества простых чисел π исследуется разрешимая насыщенность формации Sπ

F  всех конечных 
групп, у которых каждая π-подгруппа принадлежит F.  
 
Ключевые слова: конечная группа, π-подгруппа, формация, разрешимо насыщенная формация, s-критическая группа. 
 
For a formation F  and for a set π  of primes, the solubly saturation of the formation Sπ

F  of all finite groups whose all π-sub-
groups belong to F  is investigated. 
 
Keywords: finite group, π-subgroup, formation, solubly saturated formation, s-critical group. 

 
 

Введение 
Главная цель работы – доказательство сле-

дующего достаточного признака разрешимой 
насыщенности формации. 

Теорема. Пусть F  – формация и π – мно-
жество простых чисел. Предположим, что вы-
полняются следующие условия: 

(1) группа  /G GF   разрешима  для  любой  
π-группы ( );sG Crit∈ F  

(2) формация π∩F S  является наследст-
венной и насыщенной. 

Тогда Sπ
F  – наследственная разрешимо на-

сыщенная формация. 
Отметим, что формации Sπ

F  активно ис-
пользуются в приложениях. Например, в [1] при 
изучении групп с заданными нормализаторами 
силовских подгрупп рассматривался класс Sπ

N  
всех конечных групп, у которых каждая π-под-
группа нильпотентна (π – множество простых 
чисел). При этом показано, что класс Sπ

N  являет-
ся наследственной формацией, которая в общем 
случае не является насыщенной. В [2] в универ-
суме S  всех конечных разрешимых групп при 
изучении свойств холловых подгрупп во фратти-
ниевых расширениях групп рассматривался 
класс ,EπF  совпадающий в S  с классом Sπ

F  в 
случае наследственной формации .F  

 
1 Предварительные результаты 

 В работе рассматриваются только конечные 
группы. Используются определения и обозначе-
ния, принятые в [3]–[4]. 

 Напомним, что формация – это класс групп, 
замкнутый относительно взятия гомоморфных 
образов и конечных подпрямых произведений. 
Если F  – непустая формация, то через GF  обо-
значается пересечение всех тех нормальных под-
групп N  группы ,G  для которых /G N ∈ F  

(подгруппа GF  называется F -корадикалом 
группы G). 
 Зафиксируем следующие обозначения: E  – 
класс всех групп; S  – класс всех разрешимых 
групп; U  – класс всех сверхразрешимых групп; 
N  – класс всех нильпотентных групп; если F  – 
непустой класс и π – множество простых чисел, 
то πF  – класс всех π-групп из F . Через GS  обо-
значается S -радикал группы G, т. е. наибольшая 
нормальная разрешимая подгруппа группы G. 
 Наследственная формация F  – это форма-
ция, замкнутая относительно взятия подгрупп. 
 Формация F  называется насыщенной, если 
из / ( )G GΦ ∈F  всегда следует G∈F . На осно-
вании теоремы Гашюца – Любезедер – Шмида 
[3, теорема IV.4.6] формация F  является насы-
щенной тогда и только тогда, когда она локаль-
на. Развивая концепцию локальной формации, 
Л.А. Шеметков и Р. Бэр (параллельно и незави-
симо) ввели понятие композиционной формации. 
Суть идеи состоит в рассмотрении класса F  
групп с f-центральными рядами, где f – функция, 
ставящая в соответствие каждой простой (абеле-
вой или неабелевой) группе некоторую форма-
цию. В [3, стр. 370] такие функции называются 
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формационными функциями Бэра (Л.А. Шемет-
ков в [4] называет их композиционными экранами). 
 Для характеризации композиционных фор-
маций Бэр ввел следующее понятие. Формация 
F  называется разрешимо насыщенной, если для 
любой разрешимой нормальной подгруппы N  
группы G  из / ( )G NΦ ∈ F  всегда следует 

.G∈ F  Вопрос о соотношении композиционных 
и разрешимо насыщенных формаций решен сле-
дующей теоремой Бэра [3, теорема IV.4.17]: 
формация является композиционной тогда и 
только тогда, когда она разрешимо насыщенна.  
 Очевидно, каждая насыщенная формация 
является разрешимо насыщенной. Обратное не-
верно, на что указывает пример формации, по-
рожденной простой неабелевой группой. В то же 
время в универсуме всех разрешимых групп по-
нятия насыщенной и разрешимо насыщенной 
формаций эквивалентны. 
 Следуя [3], через ( )sCrit F  будем обозначать 
класс всех s-критических групп. Напомним, что 
s-критической группой формации F  (или F -кри-
тической группой) называется группа, не при-
надлежащая ,F  все собственные подгруппы ко-
торой принадлежат .F  Критическая группа фор-
мации всех нильпотентных групп – это группа 
Шмидта. 
 Центральным объектом работы является 
класс .Sπ

F  Для формации F  и множества π про-
стых чисел он определяется как класс групп, у 
которых каждая π-подгруппа принадлежит .F  
 В виде лемм приведем ряд утверждений, 
необходимых для доказательства основного ре-
зультата работы. Эти леммы содержат информа-
цию об общих свойствах класса .Sπ

F  
 Лемма 1.1. Пусть F  – формация и π – 
множество простых чисел. Тогда Sπ

F  – наслед-
ственная формация. 
 Доказательство. Наследственность класса 
Sπ
F  следует из его определения. 

 Пусть N  – нормальная подгруппа группы 
G, принадлежащей классу Sπ

F , и /H N  – неко-
торая π-подгруппа из / .G N  Пусть L  – мини-
мальное добавление к N  в H . Так как 

( ),N L L∩ ⊆ Φ  то L  является π-подгруппой и 
.H LN=  Теперь из G Sπ∈ F  следует, что .L∈F  

Но тогда 
/ / /H N LN N L L N= ∩ ∈F  

и / .G N Sπ∈ F  Таким образом, класс Sπ
F  замкнут 

относительно взятия факторгрупп. 
 Покажем, что класс Sπ

F  замкнут относи-
тельно взятия прямых произведений. Пусть A  и 
B  – группы из класса Sπ

F  и .G A B= ×  Если H  

– некоторая π-подгруппа из A B× , то из A Sπ∈ F  
и B Sπ∈ F  следует, что /HA A∈ F  и / .HB B∈F  
Отсюда /H H A∩ ∈ F  и / .H H B∩ ∈ F  Так как 
F  – формация, то 

/ ( ) ( ) .H H H A H B∩ ∩ ∩ ∈ F  
Таким образом, .G A B Sπ= × ∈ F  
 Из наследственности класса Sπ

F  и замкнуто-
сти его относительно прямых произведений сле-
дует, что класс Sπ

F  замкнут относительно под-
прямых произведений. Лемма доказана. 
 Лемма 1.2. Для любой формации F  и любо-
го множества π  простых чисел справедливо 
равенство ( ) ( ) .s sCrit S Critπ π= ∩F F E  
 Доказательство. Пусть G – некоторая Sπ

F -кри-
тическая группа. Тогда она обладает π-группой 
H, которая не принадлежит формации .F  Так как 
G – Sπ

F -критическая группа, то .H G=  Следова-
тельно, G является π-группой. Но тогда из опреде-
ления класса Sπ

F  следует, что ( ) .sG Crit π∈ ∩F E  
Итак, ( ) ( ) .s sCrit S Critπ π⊆ ∩F F E   
 Пусть теперь R  – F -критическая π-группа. 
Тогда из определения класса Sπ

F  и того, что R  – 
π-группа, имеем ( ).sR Crit Sπ∈ F  Следовательно, 

( ) ( ) .s sCrit Crit Sπ π∩ ⊆ FF E  Лемма доказана. 
 Если F  – класс групп, то через EπF  обо-
значается класс всех групп, обладающих холло-
выми π-подгруппами, принадлежащими .F  
 Лемма 1.3 [2]. Для любой насыщенной фор-
мации F  и любого множества π простых чисел 
класс всех разрешимых EπF -групп является на-
сыщенной формацией. 
 Лемма 1.4. Пусть F  – наследственная 
формация и π – множество простых чисел. То-
гда справедливы следующие утверждения: 
 (1) ;S Eπ π∩ = ∩F S F S  
 (2) если формация π∩F S  является насыщен-
ной, то насыщенной будет и формация .Sπ ∩

F S  
 Доказательство. По теореме Холла любая 
разрешимая группа G для любого множества π 
обладает холловой π-подгруппой. Поэтому из 
G Sπ∈ ∩F S  всегда следует, что .G Eπ∈ ∩F S  
 Пусть G Eπ∈ ∩F S  и H – произвольная π-под-
группа из G. По теореме Холла H содержится в 
некоторой холловой π-подгруппе Gπ  группы G. 
Кроме того, все холловы π-подгруппы группы G 
сопряжены. Следовательно, ввиду G Eπ∈ F  под-
группа Gπ  принадлежит .F  Так как формация F  
является наследственной, то H ∈F  и 

.G Sπ∈ ∩F S  Утверждение (1) доказано.  
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 Утверждение (2) следует из утверждения (1) 
и леммы 1.3. Лемма доказана. 
 
 2 Доказательство теоремы 
 Пусть .Sπ

FH=  Ввиду леммы 1.1 класс H  – 
наследственная формация. 
 Предположим, что теорема неверна. Тогда 
существует группа G  минимального порядка 
такая, что / ( ) ,G GΦ ∈S H  но .G∉H  Пусть L  – 
минимальная нормальная подгруппа группы G, 
содержащаяся в ( ).GΦ S  Так как 
 

( ) / ( / ) (( / ) ),G L G L G LΦ = Φ = ΦS S S  
 

то группа ( / ) (( / ) )G L G LΦ S  принадлежит фор-
мации H  как гомоморфный образ группы 

/ ( ).G GΦ S  Отсюда ввиду выбора группы G  
имеем, что / .G L∈H  Так как L  – минимальная 
нормальная подгруппа группы G  и ,G∉H  то L  
– H -корадикал группы G. 
 Так как группа G  не принадлежит ,H  то G  
содержит некоторую подгруппу D, которая явля-
ется H -критической группой. Так как формация 
H  является наследственной, то подгруппа 

/DL L  группы /G L  принадлежит формации .H  
Поэтому из изоморфизма / /DL L D D L∩  
следует, что H -корадикал DH  группы D  со-
держится в подгруппе L, которая абелева. Следо-
вательно, H -корадикал группы D  разрешим. С 
другой стороны, ввиду леммы 1.2 имеем 

( ) .sD Crit π∈ ∩F E  Поэтому из условия теоремы 

факторгруппа / /D D D D=H F  является разре-
шимой. Отсюда и из разрешимости DH  следует, 
что подгруппа D  является разрешимой. 
 Рассмотрим подгруппу .X DG= S  Так как 
подгруппа D  разрешима, то разрешимой будет и 
подгруппа X. При этом из наследственности 
формации H  следует, что факторгруппа 

/ ( )X GΦ S  принадлежит .H  Так как подгруппа 
GS  нормальна в ,DG X=S  то по свойству под-
группы Фраттини справедливо включение 

( ) ( ).G XΦ ⊆ ΦS  Поэтому группа / ( )X XΦ  при-
надлежит H  как гомоморфный образ группы 

/ ( ).X GΦ S  Так как подгруппа X  разрешима, то 
/ ( ) .X X SπΦ ∈ ∩F S  Отсюда ввиду утверждения 

(2) леммы 1.4 имеем, что .X ∈H  Теперь из на-
следственности формации H  следует, что 
D∈H . Пришли к противоречию с тем, что D  – 
H -критическая группа. Следовательно, форма-
ция Sπ

F  является разрешимо насыщенной. Тео-
рема доказана. 
 

 3 Некоторые приложения и примеры 
 Отметим наиболее важные частные случаи 
теоремы. Из приведенной выше теоремы Бэра 
имеем 
 Следствие 3.1. Пусть F  – формация и π  – 
множество простых чисел. Предположим, что 
выполняются следующие условия: 
 (1) группа /G GF  разрешима для любой 
π-группы ( )sG Crit∈ F ; 
 (2) формация π∩F S  является наследст-
венной и насыщенной. 

Тогда Sπ
F  – наследственная композиционная 

формация. 
 Если π – множество всех простых чисел, то из 
теоремы прямо получаем следующий результат. 
 Следствие 3.2 [5]. Пусть F  – наследствен-
ная формация, для которой выполняются сле-
дующие условия: 
 (1) группа /G GF  разрешима для любой 
группы ( );sG Crit∈ F  
 (2) формация ∩F S  является насыщенной. 

Тогда формация F  является разрешимо на-
сыщенной. 
 Из основного результата работы следует, 
что тестирование наследственной формации F  
на разрешимую насыщенность в ряде случаев по-
лезно проводить по следующей схеме: 1) иссле-
довать структуру F -критических групп; 2) про-
верить формацию ∩F S  на насыщенность. 
 Проиллюстрируем эффективность рассмот-
ренной схемы на конкретных примерах. Напом-
ним, что формация F  называется формацией 
Шеметкова, если все ее s-критические группы 
являются либо группами простого порядка, либо 
группами Шмидта. Из работы [6] следует, что 
любая разрешимая формация Шеметкова являет-
ся насыщенной. 
 Следствие 3.3 [7]–[8]. Любая наследствен-
ная формация Шеметкова является разрешимо 
насыщенной. 
 Формация Фиттинга – это формация ,F  
замкнутая относительно взятия нормальных под-
групп и обладающая тем свойством, что из 

,G AB=  где ,A G  ,B G  ,A∈ F  ,B∈ F  все-
гда следует .G∈F  Из теоремы Брайса и Косси 
[9] следует, что каждая разрешимая формация 
Фиттинга является насыщенной. 
 Следствие 3.4. Пусть F  – наследственная 
формация Фиттинга. Если для любой группы 

( )sG Crit∈ F  группа /G GF  разрешима, то фор-
мация F  является разрешимо насыщенной. 
 Следствие 3.5. Пусть F  – наследственная 
формация Фиттинга. Если каждая группа 

( )sG Crit∈ F  разрешима, то формация F  явля-
ется разрешимо насыщенной. 
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 В [10] построен пример наследственной 
формации Фиттинга, которая не является разре-
шимо насыщенной. Этот пример показывает, что 
ограничение на F -критические группы в следст-
вии 3.4 существенно. 
 Если F  – разрешимая формация (т. е. 
⊆F S)  и ( ),sG Crit∈ F  то либо группа G  разре-

шима, либо группа / ( )G GΦ  изоморфна группе 
из следующего списка: 2 (2 ),pPSL  p  – простое 
число; 2 (3 ),pPSL  p  – нечетное простое число; 

2 ( ),PSL p  p  – простое число, большее 3, для 
которого 2p +1 0 (mod 5);≡  (2 ),pSz  p  – нечет-
ное простое число; 3 (3).PSL  Таким образом, для 
любой группы ( )sG Crit∈ F  группа /G GF  раз-
решима. Поэтому имеет место 
 Следствие 3.6. Пусть F  – разрешимая на-
следственная насыщенная формация. Тогда для 
любого множества π  простых чисел Sπ

F  – на-
следственная разрешимо насыщенная формация. 
 Так как формации N  и U  являются наслед-
ственными и насыщенными, то справедливы сле-
дующие утверждения. 
 Следствие 3.7. Для любого множества π 
простых чисел формация Sπ

N  является разреши-
мо насыщенной. 
 Следствие 3.8. Для любого множества π 
простых чисел формация Sπ

U  является разреши-
мо насыщенной. 
 Отметим, что ввиду теоремы Хупперта из [11] 
любая s-критическая группа формации U  всех 
сверхразрешимых групп является разрешимой. 

Открытый вопрос. Пусть F  – разреши-
мая наследственная формация, у которой все ее 
s-критические группы являются либо группами 
простого порядка, либо U -критическими груп-
пами. Является ли F  насыщенной формацией? 
 Подгруппа H группы G называется F -суб-
нормальной, если либо ,H G=  либо существует 
максимальная цепь подгрупп  

0 1 ... nG H H H H= ⊃ ⊃ ⊃ =  
такая, что 1( )i iH H− ⊆F  для всех i = 1, 2, … , n. 

Понятие F -субнормальной подгруппы явля-
ется естественным обобщением понятия субнор-
мальности. Для произвольных конечных групп 
оно впервые рассмотрено Л. А. Шеметковым.  

Формация F  называется сверхрадикальной, 
если она удовлетворяет следующим требованиям: 

1) F  – нормально наследственная формация; 
2) любая группа ,G AB=  где A и B – F -суб-

нормальные F -подгруппы из G, принадлежит .F  
В 1999 году в Коуровской тетради [12] под 

номером 14.99а) Л.А. Шеметковым был сформу-
лирован следующий вопрос: доказать, что всякая 

наследственная сверхрадикальная формация яв-
ляется разрешимо насыщенной формацией. 
 В важном частном случае положительный 
ответ на этот вопрос дает 
 Следствие 3.9 [5]. Пусть F  – наследствен-
ная сверхрадикальная формация. Если для любой 
группы ( )sG Crit∈ F  группа /G GF  разрешима, то 
формация F  является разрешимо насыщенной. 
 Отметим, что существуют сверхрадикаль-
ные формации, которые не являются наследст-
венными [13]. 

Говорят, что формация F  индуцирует 
функтор Виландта на F -субнормальных под-
группах, если , ,A B A B< > =< >F F F  для любых 
двух F -субнормальных подгрупп A  и B  каж-
дой группы G. В книге [14] такая формация на-
зывается формацией, обладающей обобщенным 
свойством Виландта для корадикалов, или GWP-
формацией. 
 Следствие 3.10. Любая GWP-формация 
является разрешимо насыщенной. 
 Как отмечено в [15], любая GWP-формация 
всегда является насыщенной. В то же время приме-
ры, построенные в [1], показывают, что формация 
Sπ
F  не является насыщенной даже в случае .F=N  
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ON FINITE DIMENSIONAL AND NUCLEAR OPERATORS 
IN HARDY SPACES 2H  ON COMPACT ABELIAN GROUPS 

A.R. Mirotin, R.V. Dyba 
F. Scorina Gomel State University 

 
Рассматривается связная компактная абелева группа G с линейно упорядоченной группой характеров. Показано, что на 
группе G существует ненулевой ганкелев оператор конечного ранга тогда и только тогда, когда ее группа характеров 
содержит наименьший положительный элемент. При этом условии классические теоремы Кронекера, Хартмана и Пел-
лера переносятся на случай ганкелевых операторов над G. 
 
Ключевые слова: компактная абелева группа, оператор Ганкеля, оператор конечного ранга, ядерный оператор. 
 
Compact and connected Abelian group G with totally ordered dual is considered. It is shown that nontrivial finite rank Hankel 
operator exists on G if and only if the dual group contains the first positive element. In this case the classical theorems by Kron-
eker, Hartman, and Peller are generalized to the case of Hankel operators on G. 
 
Keywords: compact Abelian group, Hankel operator, finite rank operator, nuclear operator. 

 
 

Введение  
Операторы Ганкеля в пространствах Харди 

2H  на группе вращений окружности, их различ-
ные реализации и аналоги активно изучались в 
течение нескольких последних десятилетий и 
нашли важные приложения, в том числе к теории 
функций, теории операторов, теории случайных 
процессов, теории рациональных приближений и 
теории управления (см., например, [1]–[4]). Изу-
чались также некоторые обобщения этих опера-
торов (см. [3]–[13] и обзор в [3, c. 195–204]), а 
также обобщения тесно связанных с ними опера-
торов Тёплица и операторов Винера – Хопфа 
(см. [5]–[7] и библиографию там).  

В данной работе рассматриваются обоб-
щенные операторы Ганкеля, определенные в 
пространствах 2 ( )H G ,  где G есть нетривиальная 
связная компактная абелева группа с нормиро-
ванной мерой Хаара dx  и линейно упорядочен-
ной группой характеров X, X +  — положитель-
ный конус в X .  То же можно выразить, сказав, 
что в группе X выделена подполугруппа X + ,  
содержащая единичный характер 1  и такая, что 

1 {1}X X −
+ +∩ =  и 1X X X −

+ += ∪ .  При этом полу-
группа X +  индуцирует в X линейный порядок, 
согласованный со структурой группы, по правилу 

1 X−
+ξ ≤ χ := χξ ∈ .  Ясно, что { 1}X X+ = χ∈ : χ ≥ .  

Далее мы положим 1 \{1}( \ )X X X X−
− + +:= = .  Хо-

рошо известно, что (дискретная) абелева группа 
X  может быть линейно упорядочена тогда и 

только тогда, когда она не имеет кручения (см., 
например, [11]), что, в свою очередь, равносиль-
но тому, что её группа характеров G компактна и 
связна [12] (при этом линейный порядок в X, во-
обще говоря, не единственен). В приложениях в 
роли X часто выступают подгруппы аддитивной 
группы n ,R  наделенные дискретной топологией, 
так что G  является боровской компактификаци-
ей группы X  (см, например, [7] и цитированную 
там литературу).  

Статья продолжает цикл работ авторов [8]–
[10]. Основной ее целью является получение для 
операторов Ганкеля в пространствах 2H  на ком-
пактных абелевых группах аналогов классиче-
ских теорем Кронекера и Пеллера, дающих, со-
ответственно, критерии конечномерности и 
ядерности операторов Ганкеля в пространствах 

2H  на окружности.  
 

1 Конечномерность операторов Ганкеля  
Если в группе X  имеется наименьший по-

ложительный элемент 1χ ,  то через iX  будем 
обозначать (бесконечную циклическую) под-
группу группы X ,  порожденную этим элемен-
том (см. [5, теорема 2]). Нам понадобятся сле-
дующие простые свойства множества \ iX X+  
(это множество не пусто тогда и только тогда, 
когда группа G не изоморфна одномерному тору 
T  [5, следствие 1], что мы далее и будем пред-
полагать).  

МАТЕМАТИКА
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Лемма 1.1. Пусть в группе X имеется наи-
меньший положительный элемент 1χ .   

1) Множество \ iX X+  есть идеал полу-
группы X + ;   

2) для любого k ∈Z  справедливо равенство  

1 ( \ ) \k i iX X X X+ +χ = .  
Доказательство. 1) Включение \ iX X+χ∈  

равносильно тому, что 1
nχ > χ  при всех n∈ .N  В 

самом деле, достаточность очевидна. Если же в 
доказательстве необходимости предположить, 
что 1

nχ ≤ χ  для некоторого \ iX X+χ∈  и нату-
рального n,  то получим iXχ∈  в силу выпукло-
сти iX  [5, теорема 2]. Следовательно, если 

\ iX X+χ∈ ,  то 1 1
n nξχ > ξχ ≥ χ  при всех n∈N  для 

любых X +ξ∈ ,  а потому \ iX X+ξχ∈ .   
2) Достаточно рассмотреть случай k ∈ .N  В 

силу 1) тогда имеем 1 ( \ ) \k i iX X X X+ +χ ⊆ .  Да-
лее, если \ iX X+χ∈ ,  то для любого n∈N  спра-
ведливо неравенство 1

n k+χ > χ ,  а потому 1 1
k n−χ χ > χ ,  

т. е. 1 \k iX X−
+χ χ∈ .  Значит, 

1 ( \ ) \k i iX X X X−
+ +χ ⊆ ,  

что и завершает доказательство второго утвер-
ждения.  

Определение 1.1. Пространство Харди 
( )(1 )pH G p≤ ≤ ∞  

над G  определяется следующим образом (см., 
например, [11]):  

( ) { ( ) ( ) 0 }p pH G f L G f X −= ∈ : χ = ∀χ∈ ,  

где f  обозначает преобразование Фурье функ-
ции 1( )f L G∈ .   

Обозначим через 2 ( )H G−  ортогональное до-
полнение подпространства 2 ( )H G  пространства 

2 ( )L G .  Тогда  
2 2( ) { ( ) ( ) 0 }H G f L G f X− += ∈ : χ = ∀χ∈ .  

Ясно, что X +  является ортонормированным 
базисом пространства 2 ( )H G ,  а X −  – ортонор-
мированным базисом пространства 2 ( )H G− .  Че-
рез P+  и P−  мы будем обозначать ортопроекторы 
из 2 ( )L G  на 2 ( )H G  и 2 ( )H G−  соответственно.  

Определение 1.2. Пусть ( )L G∞ϕ∈ .  Опера-
тором Ганкеля (ганкелевым оператором) над G 
с символом ϕ  назовем оператор  

2 2( ) ( )H H G H Gϕ −: → ,  
определяемый равенством  

H P Mϕ − ϕ= ,  
где M f fϕ : ϕ  – оператор умножения на ϕ.   

Очевидно, что оператор Hϕ  ограничен, 

причем Hϕ ∞
≤ ϕ .  Кроме того, H Hϕ+ψ ϕ= ,  

если и только если ( )H G∞ψ∈ .   
Напомним, что функция 2 ( )H Gθ∈  называ-

ется внутренней, если 1| θ |= .   
Определение 1.3. Внутреннюю функцию θ  

назовем конечным произведением Бляшке на 
группе G, если пространство  

2 2 2( ) ( )( ( ( )) )K H G H G H G ⊥
θ := θ = θ  

конечномерно. При этом мы положим 
deg dimKθθ := .   

Всюду ниже 2 2( ) ( )S H G H G f fχ : → , χ  – 
оператор умножения на характер X +χ∈ .   

Теорема 1.1.  
1. Нетривиальный ганкелев оператор ко-

нечного ранга над G существует тогда и только 
тогда, когда группа X содержит наименьший 
положительный элемент.  

2. Пусть ядро оператора Hϕ  ( ( ))L G∞ϕ∈  
содержит такую функцию g, для которой 

(1) 0g ≠ .  Оператор Hϕ  будет иметь конечный 

ранг тогда и только тогда, когда ( )H G∞θϕ∈  
для некоторого конечного произведения Бляшке 
θ,  и при этом deg rank .Hϕθ =  

Доказательство. 1. Пусть ненулевой опера-
тор Hϕ  имеет конечный ранг. Обозначим через 

( )xτ  оператор сдвига на элемент x G∈  в про-
странстве 2 ( )L G  (и 2 ( )),H G  т. е. ( ) ( )x f yτ =  

( )f xy= .  Так как ( ) ( ) ( )x x Xτ χ = χ χ χ∈ ,  то ( )xτ  
коммутирует с P± ;  в частности, 

1
1

( )
( ) ( )

x
x H x H −

−
ϕ τ ϕ

τ τ = ,  

а потому последний оператор компактен вместе 
с Hϕ .  Далее, так как ( )H G∞ϕ∉ ,  то ( ) 0ϕ χ ≠  для 
некоторого характера X −χ∈ .  В силу непрерыв-
ной (и линейной) зависимости оператора Hϕ  от 

( )L G∞ϕ∈ ,  для любого такого характера ком-
пактный оператор  

1( )
( )

x
G

x H dx−τ ϕ
χ∫  

(интеграл Бохнера) равен ( )H Hχ∗ϕ χ= ϕ χ ,  откуда 
следует компактность оператора Hχ  (здесь мы 
воспользовались одной идеей из [13]). Далее, 
вычисляя ( )S H Xχ +χ

ξ ξ∈ ,  получаем, что ком-

пактный оператор S Hχχ
 в 2 ( )H G  является про-

ектором на подпространство, порожденное мно-
жеством характеров [1 ),χ  (черта обозначает 
комплексное сопряжение). Значит, это множество 
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конечно, а потому содержит наименьший поло-
жительный элемент.  

Обратно, если в группе X имеется наимень-
ший положительный элемент 1χ ,  то образом опе-

ратора 
1

nH
χ

 является пространство 11span{ }n …, ,χχ  

(линейная оболочка множества 11{ }),n …, ,χχ  име-
ющее размерность n.  В самом деле, легко про-
верить, что 

1
0( )nH X +χ

ξ = ξ∈ ,  если и только если 

1
nξ ≥ χ .  Поэтому  

1 1

12
1 1

11

( ( )) (span{1 })

span{ }

n n

n

n

H H G H …

…

−

χ χ
= ,χ , , =χ

= , ,χ .χ
 

2. Пусть rankHϕ < ∞  и 0 KerH Hϕ:=  содер-

жит такую функцию g,  для которой (1) 0g ≠ .  
Так как 2

0( ( )) ( )H H G H H ⊥
ϕ ϕ= ,  причем оператор 

0H H ⊥
ϕ |  инъективен, то 0rank dimH H ⊥

ϕ = .  По-
скольку подпространство 0H  пространства 

2 ( )H G  инвариантно относительно сдвигов 
( )S Xχ +χ∈ ,  по обобщенной теореме Берлинга 

(см., например, [11, глава 8]) найдется такая 
внутренняя функция θ  на G,  что 2

0 ( )H H G= θ .  
Следовательно, 0dimK H ⊥

θ = < ∞,  т. е. θ  есть 
конечное произведение Бляшке, причем 
deg rankHϕθ = .  Наконец, 2 ( )H Gθ∈θ ,  а потому 

0 ( )H Pϕ −= θ = θϕ .  Значит, ( )H G∞θϕ∈ .   

Обратно, если ( )H G∞θϕ∈  для некоторого 
конечного произведения Бляшке θ,  то 0Hθϕ = ,  

т. е. ( ) 0H fϕ θ =  при всех 2 ( )f H G∈ .  Значит, 
2

0( )H G Hθ ⊆ ,  а стало быть, 0H K⊥
θ⊆ .  Таким 

образом, 0dimH ⊥ < ∞,  а выше было показано, что 

0rank dimH H ⊥
ϕ = .   

Замечание 1.1. Условие, что ядро оператора 
Hϕ  содержит такую функцию g,  для которой 

(1) 0g ≠ ,  в части 2 предыдущей теоремы использо-
валось лишь при доказательстве необходимости.  

Следствие 1.1. Если θ  — конечное произ-
ведение Бляшке, и ( )h H G∞∈ ,  то rank hH

θ
< ∞.   

Ввиду утверждения 1 теоремы 1.1 далее мы 
будем предполагать, что в группе X имеется 
наименьший положительный элемент 1χ .   

Для доказательства критерия конечномер-
ности нам понадобится еще следующее обобще-
ние классической леммы Бёрлинга, описываю-
щей корневые подпространства сопряженного 
оператора 

1
S ∗
χ  (ниже через D  обозначен откры-

тый единичный круг комплексной плоскости; 
spanM – линейная оболочка множества M).  

Лемма 1.2 [2, c. 52]. 1. Любое число λ∈D  
является собственным значением оператора 

( 1)S X∗
χ +χ∈ ,χ ≠ ,  и отвечающие ему собствен-

ные функции имеют в точности вид (1 )g / − λχ ,  

где 2 ( ) 0g H G g∈ , ≠ ,  причем g  сосредоточено 
на [1 ),χ .   

2. Пусть в группе X  имеется наименьший 
положительный элемент 1χ .  Тогда точечный 
спектр оператора 

1
S ∗
χ  равен ,D  и при всех 

λ∈D  и натуральных n   

1

1
1

1

Ker( ) span 1
(1 )

k
n

kS I k n
−

∗
χ

⎧ ⎫χ
− λ = : ≤ ≤ .⎨ ⎬

− λχ⎩ ⎭
 

Доказательство. 1. Заметим, что ( )S ∗
χσ ⊆ ,D  

так как 1S ∗
χ = .  Если число λ∈D  есть собст-

венное значение оператора ( 1)S X∗
χ +χ∈ ,χ ≠ ,  то, 

учитывая, что iS P S∗
+ χ

= ,  и приравнивая коэффи-

циенты Фурье функций S f∗
χ  и  

2( ( ) 0)f f H G fλ ∈ , ≠ ,  

получаем, что ( ) ( )( )f f X +ηχ = λ η η∈ ,  что рав-
носильно тому, что преобразование Фурье функ-
ции 1(1 )f −− λχ χ  сосредоточено на X − .  Если мы 

положим (1 )g f:= − λχ ,  то это значит, что g  
сосредоточено на [1 ),χ .  При λ∈D  получаем 
требуемый вид собственных функций, отвечаю-
щих λ.   

2. При 1χ = χ  из только что доказанного ут-

верждения 1 леммы следует, что функция g  со-
средоточена на {1},  т. е. g  есть константа, от-
личная от 0.  Если мы предположим, что λ∈T  
есть собственное значение оператора 

1
S ∗
χ ,  то по 

доказанному выше 1( )(1 ( ))g f x x= − λχ  при всех 
x G∈ ,  что невозможно, так как 1χ  принимает 
значение 1 / λ  1( ( )Gχ  есть нетривиальная связ-
ная подгруппа группы ).T   

Докажем последнее утверждение леммы 
индукцией по n.  При 1n =  оно уже доказано. 
Предположим, что оно верно при некотором n,  и 
рассмотрим функцию 

1

1Ker( )nf S I∗ +
χ∈ − λ .  Так 

как 
1 1

( ) Ker( )nS I f S I∗ ∗
χ χ− λ ∈ −λ ,  то по предполо-

жению  

1

1
1

1 1

( )
(1 )

kn

k k
k

S I f c
−

∗
χ

=

χ
− λ = .

− λχ∑  

Но легко проверить, что  

1

1
1 1

1
1 1

( )
(1 ) (1 )

k k

k kS I
−

∗
χ +

χ χ
= − λ .

− λχ −λχ
 

Поэтому  
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1

1
1

1 1

( ) 0
(1 )

kn

k k
k

S I f c∗
χ +

=

⎛ ⎞χ
− λ − = ,⎜ ⎟− λχ⎝ ⎠

∑  

откуда по доказанному выше найдется такая 
константа 0c ,  что  

01
1

1 11 1(1 )

kn

k k
k

c
f c +

=

χ
− = ,

− λχ− λχ∑  

что и требовалось доказать.  
Следствие 1.2 (ср. [3, c. 216, лемма 2.4.4]). 

Пусть в группе X  имеется наименьший поло-
жительный элемент 1χ .  Если θ  — конечное 
произведение Бляшке, то для некоторого конеч-
ного множества E ⊂D  и подходящих нату-
ральных ( )k Eλ , λ∈  имеем  

1
1

1

span 1 ( )
(1 )

k

kK k k Eθ +

⎧ ⎫χ
= : ≤ ≤ λ , λ∈ .⎨ ⎬

− λχ⎩ ⎭
 

Доказательство. Это следует из найденно-
го выше вида корневых подпространств операто-
ра 

1
S ∗
χ  и того факта, что конечномерное про-

странство есть прямая сумма корневых подпро-
странств действующего в нем оператора (в дан-
ном случае речь идет о пространстве Kθ  и опе-
раторе 

1
).S K∗

χ θ|  
Теперь мы можем перенести на наш случай 

теорему Кронекера. В связи с этим напомним, 
что если рациональная функция R  представлена 
в виде несократимой дроби p q/ ,  то степенью 
функции R  называется число  

deg max{deg deg }R p q= , .  
Через 

1

2Hχ  мы будем обозначать гильберто-

во подпространство пространства 2 ( )H G  с (ор-
тонормированным) базисом 1{ }n n +χ : ∈ .Z  Ясно, 
что отображение 1i f f: χ  есть изоморфизм 
гильбертовых пространств 2 ( )H T  и 

1

2Hχ .  Обо-

значим также через 1P  оператор ортогонального 
проектирования пространства 2 ( )H G  на 

1

2Hχ .   
Теорема 1.2. Пусть в группе X имеется наи-

меньший положительный элемент 1χ .  Пусть 
ядро оператора ( ( ))H L G∞

ϕ φ∈  содержит та-

кую функцию g,  для которой (1) 0g ≠ .  Опера-
тор Hϕ  будет иметь конечный ранг тогда и 
только тогда, когда 1P R−ϕ = χ ,  где R  есть 
рациональная функция, все полюсы которой при-
надлежат .D  При этом rank degH Rϕ = .   

Доказательство. Необходимость. Как и в 
доказательстве теоремы 1.1, найдется такая внут-
ренняя функция θ,  что 2Ker ( )H H Gϕ = θ .  Если 
оператор Hϕ  имеет конечный ранг, то простран-

ство 2(Ker ) ( ( ))K H H H G⊥ ∗
θ ϕ ϕ −= =  конечномерно, 

т. е. θ  – конечное произведение Бляшке. В силу 
следствия 1.2 Kθ  состоит из композиций рацио-
нальных функций с полюсами вне D  и характера 

1χ .  Поэтому найдется такая рациональная функ-
ция r,  все полюсы которой расположены вне ,D  
что 1 1 1( )r H P∗

ϕ +χ = χ = ϕχ .  Но для любой функ-

ции 2 ( )f L G∈  справедливо равенство  

(1)P f P f f+ −= + .  
Следовательно, для некоторой константы c име-
ем 1 1( )r P c−χ = ϕχ + ,  откуда 

1 1 1 1( ) (1 )P r c r− ϕχ = / χ − = χ ,  
где 1r  есть рациональная функция, все полюсы 
которой лежат в .D  С другой стороны, 

1 1 1( ) ( )P P c− −ϕχ = ϕ χ −  1
1 1( ( )).c −= ϕ χ  Из двух по-

следних равенств вытекает, что 1P R−ϕ = χ ,  где 

1 1( ) ( ( ) )R z r z c z= + / .   
Достаточность. Пусть 1P R−ϕ = χ ,  где R  

– рациональная функция, все полюсы которой 
принадлежат .D  Как известно, существует ко-
нечное произведение Бляшке B  на группе ,T  
такое, что deg degB R=  и 

( ) ( ) ( ) ( )F z B z R z H ∞:= ∈ T  
(в качестве нулей произведения Бляшке нужно 
взять полюсы функции R с учетом их кратностей).  

Покажем, что функция 1Bθ := χ  есть ко-
нечное произведение Бляшке на группе G,  при-
чем deg degBθ = .  В самом деле, поскольку функ-
ции из 

1

2( )H ⊥
χ  – это в точности те функции из 

2 ( )H G ,  которые разлагаются в ряд Фурье по 
характерам из \ iX X+ ,  из утверждения 2 леммы 
1.1 следует, что 

1 1

2 2
1( )( ) ( )B H H⊥ ⊥

χ χχ = .  Поэтому  

1 1

2 2 2 2
1 1( ) ( ) ( ) (( ) ) ( )H G B H G B H H ⊥

χ χθ = χ = χ ⊕ .  
Стало быть,  

1 1 1 1

2 2

2 2 2 2
1

( ) ( )

( ( ) ) (( ) ( ) )

K H G H G

H H B H H
θ

⊥ ⊥
χ χ χ χ

= θ =

= ⊕ χ ⊕ =
 

1 1

2 2 2 2
1( ) ( ) ( )H B H H T BH Tχ χ= χ ≅ ,  

(≅  обозначает изоморфизм гильбертовых про-
странств), а потому θ  – конечное произведение 
Бляшке и deg degBθ = .   

В силу теоремы 1.1 и доказанного выше  
rank deg deg degH B Rϕ = θ = = ,  

что и требовалось доказать.  
Замечание 1.2. Как и в теореме 1.1, условие, 

что ядро оператора Hϕ  содержит такую функ-

цию g,  для которой (1) 0g ≠ ,  в теореме 1.2 ис-
пользовалось лишь при доказательстве необхо-
димости.  
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2 Компактность и ядерность операторов 
Ганкеля  

Равносильность условий 1 и 3 в следующем 
обобщении теоремы Хартмана может быть полу-
чена с помощью теоремы 1.2 работы [13]. Ниже 
предложено другое доказательство, основанное 
на редукции к классическому случаю.  

Теорема 2.1. Обозначим через 1( )K G  замк-
нутую подалгебру алгебры ( )L G∞ ,  порожденную 

элементом 1χ .  Пусть ( )L G∞ϕ∈ .  Следующие 
утверждения равносильны:  

1) оператор Hϕ  компактен;  
2) 1( )P K G−ϕ∈ ;   
3) 1( ) ( )K G H G∞ϕ∈ + .   
Доказательство. Пусть оператор Hϕ  ком-

пактен и отличен от нуля. Как показано в начале 
доказательства теоремы 1.1, в этом случае из 
неравенства ( ) 0ϕ χ ≠  для характера X −χ∈  сле-
дует, что множество 1[1 )−,χ  конечно, а потому X 
содержит наименьший положительный элемент 

1χ .  Кроме того, из конечности этого промежутка 

вытекает, что iXχ∈  и 1

n nχ = , ∈χ N  (см. [5]). 
Следовательно, имеет место разложение в ряд 
Фурье 11

n
nn

P c∞

− =
ϕ = .χ∑  Если мы положим 

1 1
( ) n

nn
z c z Tz

∞

=
ϕ := , ∈ ,∑  

то 2
1 ( )H−ϕ ∈ T  и 1 1P−ϕ = ϕ χ .  Легко проверить, 

что изоморфизм i  гильбертовых пространств 
2 ( )H T  и 

1

2Hχ  переводит оператор 
1

Hϕ  в компакт-

ный оператор 
1

2
PH H
−ϕ χ| .  Следовательно, по клас-

сической теореме Хартмана 1 g hϕ = + ,  где функ-
ция g  непрерывна на ,T  а ( )h H ∞∈ .T  Выберем 
последовательность полиномов ( )np z ,  равномерно 

на T  сходящуюся к функции ( )g z .  Тогда  

1 1 1 1 1 1( ) ( )P g h K G H G∞
−ϕ χ = ϕ χ = χ + χ ∈ + ,  

поскольку последовательность 1np χ  равно-
мерно на G  сходится к 1g χ .  Осталось заме-
тить, что 2

1( ) ( )K G H G−⊂ ,  и потому 1( )P K G−ϕ∈ .   
Предположим теперь, что 1( )P K G−ϕ∈ .  Так 

как 1( ) ( ) ( )K G C G L G∞⊂ ⊂ ,  то 
( )P P L G∞

+ −ϕ = ϕ− ϕ∈ .  
Таким образом, ( )P H G∞

+ϕ∈ ,  и, стало быть, 

1( ) ( )K G H G∞ϕ∈ + .   
Наконец, пусть 

1( ) ( )g h g K G h H G∞ϕ = + , ∈ , ∈ ,  
и последовательность полиномов np  такова, что 

последовательность 1np χ  равномерно сходится 
к g. Тогда  

1 1

1 1 0 ( )

n n

n

gp p

ng p

H H H H

H g p n

ϕ χ χ

− χ ∞

− = − =

= ≤ − χ → →∞ ,
 

причем операторы 
1npH
χ

 имеют конечный ранг в 

силу теоремы 1.2. Следовательно, оператор Hϕ  
компактен.  

Идущее ниже следствие другим методом 
было установлено в [13].  

Следствие 2.1. Множество 1( ) ( )K G H G∞+  
есть замкнутая подалгебра алгебры ( )L G∞ .   

В самом деле, замкнутость этого простран-
ства сразу следует из теоремы 2.1, а его устойчи-
вость относительно умножения – из тождества, 
аналогичного тождеству (1.3) в [13].  

Для формулировки еще одного следствия 
теоремы 2.1 дадим, имитируя [1],  

Определение 2.1. Введем пространство 
функций Бесова аналитического типа на группе 
G следующим образом:  

1
1 11

( ) 1
1 1

n n
n

n nn n

c c
B G

∞ ∞

= =

⎧ ⎫| |
= :| λ |< , < ∞ .⎨ ⎬

− λ χ − | λ |⎩ ⎭
∑ ∑  

Напомним, что оператор в банаховом про-
странстве является ядерным, если он может быть 
разложен в сходящийся по норме ряд операторов 
ранга один.  

Теперь, применяя, как и в доказательстве 
теоремы 2.1, редукцию к классическому случаю, 
мы можем перенести на G известный результат 
В.В. Пеллера (см. [1]) о ядерности ганкелевых 
операторов на группе .T   

Теорема 2.2. Пусть ( )L G∞ϕ∈ .  Оператор 
Hϕ  является ядерным, если и только если 

1( )P B G−ϕ∈ .  
Доказательство. Пусть  

1 11
n

n n

c
P

∞

−
=

ϕ = ,
− λ χ∑  

и выполняются условия 

1

1
1

n
n

n n

c∞

=

| |
| λ |< , < ∞.

− | λ |∑  

В силу непрерывности отображения 
2 2( ) ( ( ) ( ))L G LB H G H G H∞

− ϕ→ , , ϕ ,  
оператор ( )PH H

−ϕ ϕ=  имеет представление  

1
n

n
H H

∞

ϕ ψ
=

= ,∑  

где  

11
n

n
n

c
ψ = ,

− λ χ
 

причем  

1 1 1n

n

n n n

c
H

∞ ∞

ψ
= =

| |
≤ ,

− | λ |∑ ∑  

а в силу теоремы 2.1 rank 1
n

Hψ = .   
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Обратно, если оператор PH H
−ϕ ϕ=  является 

ядерным, то, если мы положим, как в доказатель-
стве теоремы 2.1, 1 1

( ) ( )n
nn

z c zz
∞

=
ϕ := ∈ ,∑ T  то 

2
1 ( )H−ϕ ∈ T  и 1 1P−ϕ = ϕ χ .  При этом, так как 

изоморфизм 1i−  гильбертовых пространств 
1

2Hχ  

и 2 ( )H T  (см. доказательство теоремы 2.1) пере-
водит оператор 

1

2
PH H
−ϕ χ|  в 

1
Hϕ ,  оператор 

1
Hϕ  

тоже ядерный, а потому [1] 1 1( )Bϕ ∈ .T  С учетом 
равенства 1 1P−ϕ = ϕ χ  отсюда сразу следует, что 

1( )P B G−ϕ∈ .   
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О КОММУТАТИВНЫХ ПОЛУГРУППАХ  
РАЗРЕШИМЫХ ТОТАЛЬНО ω-НАСЫЩЕННЫХ ФОРМАЦИЙ 

В.Г. Сафонов, И.Н. Сафонова 
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ON COMMUTATIVE SEMIGROUPS OF  
SOLUBLE TOTALLY ω-SATURATED FORMATIONS 

V.G. Safonov, I.N. Safonova 
Belarusian State University, Minsk 

 
Пусть M  – некоторая тотально (n-кратно) ω-насыщенная формация конечных групп ( 0),n ≥  F  и H  – тотально (n-кратно) 

ω-насыщенные подформации из M.  Тогда через ( )Aω
∞ M  ( ( ))nAω M  обозначают полугруппу всех тотально (n-кратно) 

ω-насыщенных подформаций из M  с умножением заданным формулой = ,⋅ ∩
M

F H HF M  где ( | ).G G ∈HFH= F  Дока-

зано, что разрешимая тотально (n-кратно) ω-насыщенная формация порождает коммутативную полугруппу тотально 
(n-кратно) ω-насыщенных подформаций тогда и только тогда, когда она нильпотентна. В частности, в классе разреши-
мых групп получено решение проблемы 6.26 из [1]. 
 
Ключевые слова: формация конечных групп, тотально ω-насыщенная формация, n-кратно ω-насыщенная формация, 
полугруппа формаций, коммутативная полугруппа формаций. 
 
Let M  be some totally (n-multiply) ω-saturated formation of finite groups ( 0),n ≥  F  and H  be totally (n-multiply) ω-satu-

rated subformations of .M  Then ( )Aω
∞ M  ( ( ))nAω M  denotes the semigroup of all totally (n-multiply) ω-saturated subforma-

tions of M  with multiplication = ,⋅ ∩
M

F H HF M  where ( | ).G G ∈HFH= F  It is proved that a soluble totally (n-multiply) 

ω-saturated formation generates a commutative semigroup of totally (n-multiply) ω-saturated subformations if and only if, 
when it is nilpotent. In particular, the problem 6.26 from [1] is solved for the class of soluble groups. 
 
Keywords: formation of finite groups, totally ω-saturated formation, n-multiply ω-saturated formation, semigroup of forma-
tions, commutative semigroup of formation. 

 
 

Введение  
Все рассматриваемые группы предполага-

ются конечными. Используются определения и 
обозначения, принятые в [1]–[3].  

А.И. Мальцевым в работе [4] было введено 
понятие произведения классов F  и H  алгебраи-
ческих систем в некотором классе M  (мальцев-
ское произведение классов) и обсуждалась зада-
ча о нахождении таких классов алгебраических 
систем ,M  для которых соответствующий час-
тичный группоид является ассоциативным и 
коммутативным.  

Задачи нахождения формаций (тотально на-
сыщенных формаций) с коммутативными полу-
группами подформаций (тотально насыщенных 
подформаций) были включены Л.А. Шеметковым 
и А.Н. Скибой в монографию [1] (проблемы 6.26 
и 10.7). В случае формаций конечных групп маль-
цевское произведение классов задается формулой 

= ,⋅ ∩
M

F H HF M  где ( | )G G ∈HFH = F .  

Решение проблемы 10.7 было получено в 
работе [5], где, в частности, доказана следующая 
теорема  

Теорема. Пусть M  – тотально насыщен-
ная формация. Тогда следующие условия равно-
сильны: 

1) полугруппа ( )A∞ M  коммутативна; 
2) всякий элемент полугруппы ( )A∞ M  явля-

ется идемпотентом; 
3) формация M  нильпотентена.  
В приведенной теореме ( )A∞ M  обозначает 

полугруппу всех тотально насыщенных подфор-
маций из M  с мальцевским умножением.  

В данной статье, развивая результаты рабо-
ты [5], получено описание разрешимых тотально 
ω-насыщенных (ω-композиционных) формаций с 
коммутативной полугруппой тотально ω-насы-
щенных (ω-композиционных) подформаций, а так-
же разрешимых n-кратно ω-насыщенных (ω-ком-
позиционных) формаций с коммутативной по-
лугруппой n-кратно ω-насыщенных (ω-компо-
зиционных) подформаций ( 0).n ≥  В частности, в 
классе разрешимых групп получено решение 
проблемы 6.26 из [1].  

 

МАТЕМАТИКА
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1 Определения и обозначения  
Пусть ω – непустое подмножество множества 

всех простых чисел. Символом dGω  обозначается 
наибольшая нормальная в G  подгруппа, у кото-
рой каждый композиционный фактор является 

dω -группой (если таких подгрупп в G  нет, то 
полагают 1dGω = ). Всякую функцию вида  

{ }f ′: ω∪ ω → {формации} 
называют ω-локальным спутником. Через ( )LF fω  
обозначают класс всех таких групп G, что 

( )dG G fω ′/ ∈ ω  и ( ) ( )pG F G f p/ ∈  для любого 
( ).p G∈ω∩π  Если формация F  такова, что 

( ),LF fω=F  то говорят, что F  является ω-ло-
кальной формацией, а f – ω-локальным спутни-
ком формации F.  Формация F  называется ω-на-
сыщенной, если ей принадлежит всякая группа 
G  с ,G L/ ∈F  где ( ) ( ).L O G Gω⊆ ∩Φ  Как из-
вестно [3], формация F  является ω-насыщенной 
тогда и только тогда, когда она ω-локальна.  

Всякую формацию считают 0-кратно ω-на-
сыщенной. При 1n ≥  формацию F  называют 
n-кратно ω-насыщенной, если ( ),LF fωF =  где 
все значения ω-локального спутника f  являют-
ся ( 1)n − -кратно ω-насыщенными формациями. 
Формацию n-кратно ω-насыщенную для любого 
целого неотрицательного n  называют тотально 
ω-насыщенной.  

Пусть X  – некоторый класс групп. Тогда 
через formlω∞ X  обозначают тотально ω-насыщен-
ную формацию, порожденную классом групп ,X  
т. е. пересечение всех тотально ω-насыщенных 
формаций, содержащих X . При этом, если 

{ },G=X  то формацию forml Gω
∞  называют одно-

порожденной тотально ω-насыщенной формаци-
ей. Множество lω∞  всех тотально ω-насыщенных 
формаций относительно включения ⊆  образует 
полную модулярную решетку [6]. Формации из 
lω∞  называют lω∞ -формациями.  

Пусть F  – некоторая lω∞ -формация, H  – 
произвольный класс групп. Формацию F  назы-
вают минимальной тотально ω-насыщенной не 
H -формацией ( ω

∞H -критической формацией), ес-
ли ,⊆/F H  но все ее собственные lω∞ -подформа-
ции из F  содержатся в классе групп .H  

Если F  – непустая формация, то символом 
GF  обозначается наименьшая нормальная под-
группа группы G  с факторгруппой в .F  Произ-
ведением двух непустых формаций F  и H  обо-
значают класс групп ( | ).G G ∈HFH = F  

Пусть X  – произвольная совокупность 
групп, p – простое число. Тогда полагают 

( ) form( / ( ) | ),p pF G F G G= ∈X X  если ( )p∈π X  и 
( ) ,pF = ∅X  если ( ).p∉π X  

Пусть M  – тотально ω-насыщенная фор-
мация. Тогда через ( )Aω

∞ M  обозначают полу-
группу тотально ω-насыщенных подформаций из 

.M  В частности, если form ,l Gω
∞=M  то 

( form ) = ( ).A l G A Gω ω ω
∞ ∞ ∞  

 
2 Вспомогательные результаты  
Лемма 2.1 [7]. Пусть F  – ненильпотентная 

тотально ω-насыщенная формация. Тогда и 
только тогда F  является ω

∞N -критической 
формацией, когда form ,l Gω

∞=F  где G  – такая 
монолитическая группа с монолитом ,P G= N  
что либо ( ) ,Pπ = π ∩ω = ∅  либо π ≠ ∅  и выпол-
няется одно из следующих условий: 

1) [ ]G P Q=  – группа Шмидта с Ф( ) 1,G =  
где ( )GP C P=  – абелева p-группа, p∈ω  и | |Q q=  
– простое число; 

2) P  – неабелева pd -группа, / ,pG P∈N  
где ,p∈ω  причем ( ) { }.G pπ ∩ω =  

Лемма 2.2 [3]. Если = formlω∞F X  и f – ми-
нимальный ω-локальный lω∞ -значный спутник 
формации ,F  то справедливы следующие ут-
верждения: 

1) ( ) = form( / | );df l G G Gω
∞ ω′ω ∈X  

2) ( ) = form( ( ))pf p l Fω
∞ X  для всех ;p∈ω  

3) если = ( ),LF hωF  спутник h  lω∞ -значен и 
p  – некоторое фиксированное число из ω, то 

1= ( ),LF fωF  где 1( ) = ( )f a h a  при любом 
( \{ }) { }a p ′∈ ω ∪ ω  и 

1( ) = form( | ( ) , ( ) = 1),pf p l G G h p O Gω
∞ ∈ ∩F  

кроме того, 1( ) = ( );f p f p  
4) = ( ),LF hωF  где ( ) =h ′ω F  и ( ) = ( )h p f p  

при всех .p∈ω  
Лемма 2.3 [2, c. 171]. Если в группе G  име-

ется лишь одна минимальная нормальная под-
группа и ( ) = {1}pO G  ( p  – некоторое простое 
число), то существует точный неприводимый 
FpG -модуль, где Fp  – поле из p  элементов.  

Лемма 2.4 [1]. Если = ( )LF fωF  и 
/ ( ) ( ),pG O G f p∈ ∩F  

для некоторого ,p∈ω  то .G∈F  
Лемма 2.5. Пусть M  – ненильпотентная 

тотально ω-насыщенная формация. Тогда в M  
содержится по меньшей мере одна минимальная 



В.Г. Сафонов, И.Н. Сафонова 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 4 (25), 2015 82 

тотально ω-насыщенная ненильпотентная фор-
мация. 

Доказательство. Пусть M  – ненильпо-
тентная тотально ω-насыщенная формация. Вы-
берем в M\N  группу G минимального порядка. 
Тогда G – монолитическая группа с цоколем 

.P G= N  Пусть = form .l Gω
∞F  Если 
( ) ,Pπ = π ∩ω = ∅  

то в силу леммы 2.1 F  – искомая минимальная 
тотально ω-насыщенная ненильпотентная фор-
мация. 

Пусть π ≠ ∅  и .p∈π  Допустим, что P  – 
абелева p-группа. Поскольку N  – насыщенная 
формация, то ( )P G⊄ Φ  и ( ) ( ).G pP C P F G= =  
Ввиду леммы 2.2 формация F  имеет такой ми-
нимальный ω-локальный lω∞ -значный спутник f, 
что ( ) form( / ( )) form( / ).pf p l G F G l G Pω ω

∞ ∞= =  За-
метим, что / 1,G P ≠  поскольку в противном 
случае G  является p-группой и принадлежит ,N  
что невозможно. Поэтому найдется по меньшей 
мере одно ( / ) \{ }.q G P p∈π  Пусть Q  – группа 
порядка q. Так как form( / )l G Pω

∞ ⊆ N  и N  – на-
следственная формация, то силовская q-под-
группа группы /G P  принадлежит form( / ).l G Pω

∞  
Значит, формации form( / ) ( )l G P f pω

∞ =  принад-
лежит и группа Q. Поскольку Q монолитическая 
группа и ( ) 1,pO Q =  то по лемме 2.3 существует 
точный неприводимый FpQ -модуль ,V  где Fp  – 
поле из p элементов. Положим [ ] .A V Q=  Тогда 
группа A является группой Шмидта с ( ) 1.AΦ =  
Понятно, что ( ) ( ) .p pF A O A V= =  Поскольку 

/ ( ) ( ),pA F A V f p≅ ∈  то применяя лемму 2.4 по-

лучим .A∈F  Тогда, ввиду леммы 2.1, = forml Aω
∞L  

– искомая минимальная тотально ω-насыщенная 
ненильпотентная формация. 

Пусть теперь P  – неабелева pd -группа, 
где .p∈ω  Допустим, что | | 1.π >  Тогда в π  су-
ществуют по крайней мере еще одно отличное от 
p простое число q. Понятно, что  

( ) ( ) 1.p qF G F G= =  
В силу леммы 2.2 для минимального ω-локаль-
ного lω∞ -значного спутника f формации F  имеем:  

( ) form( / ( )) form ,pf p l G F G l Gω ω
∞ ∞= =  

( ) form( / ( )) form .qf q l G F G l Gω ω
∞ ∞= =  

Пусть pZ  – группа простого порядка .p  
Поскольку ( ) 1,q pO Z =  то ввиду леммы 2.3 суще-
ствует точный неприводимый Fq pZ -модуль W,  
где Fq  – поле из q  элементов. Пусть [ ] .pB W Z=  

Ясно, что ( ) ( ) .q qF B O B W= =  Тогда, так как 
/ ( ) ( ),qB F B W f q≅ ∈  то по лемме 2.4 группа 

.B∈F  Но тогда в силу леммы 2.1 forml Bω
∞  – ис-

комая минимальная тотально ω-насыщенная не-
нильпотентная формация.  

Пусть теперь | | 1.π =  Если теперь / ,pG P∈N  
то ввиду леммы 2.1 F  – искомая минимальная 
тотально ω-насыщенная ненильпотентная фор-
мация. Пусть ( / ) { }G P pπ ⊄  и ( / ) \{ }.q G P p∈π  
Обозначим через Q  группу простого порядка .q  
Поскольку формация form( / )l G Pω

∞  нильпотент-
на, то она наследственна. Поэтому силовская 
q-подгруппа группы / ,G P  а следовательно и 
группа ,Q  принадлежат формации 

form( / ) ( ).l G P f pω
∞ =  

По лемме 2.3 существует точный неприводимый 
FpQ -модуль K, где Fp  – поле из p  элементов. 
Положим [ ] .M K Q=  Тогда ( ) ( ) .p pF M O M K= =  
Поскольку / ( ) ( ),pM F M K f p≅ ∈  то по лемме 
2.4 группа M  принадлежит F . Но тогда по 
лемме 2.1 = forml Mω

∞L  – минимальная тоталь-
но ω-насыщенная ненильпотентная формация. 
Лемма доказана. 

Лемма 2.6 [2, с. 94]. ПустьF  – разрешимая 
формация. Тогда в том и только в том случае F  
– минимальная тотально локальная ненильпо-
тентная формация, когда p q=F N N  для неко-
торых различных простых чисел , .p q   

Лемма 2.7 [3]. Пусть F  – формация. Тогда 
следующие условия равносильны: 

1) формация F  ω-насыщена; 
2) ( )p pF ⊆N F F  для всех ;p∈ω  
3) ( ),LF fω=F  где ( ')f ω = F  и 

( ) ( )p pf p F= N F  
для всех ;p∈ω  

4) формация F  ω-локальна. 
Лемма 2.8. Пусть формация = ,F MH  где 

= ( ),LF hωH  = ( )LF mωM  и спутники h  и m  яв-
ляются внутренними. Тогда формация F  ω-ло-
кальна и = ( ),LF fωF  где ( ) = ,f ′ω F   

( ) = ( )f p m p H  при ( )p∈π ∩ωM  
и ( ) = ( )f p h p  при \ ( ).p∈ω π M  

Лемма 2.9. Пусть [ ]G P Q=  – группа Шмид-
та с ( ) 1,GΦ =  где ( )GP C P=  – абелева p-груп-
па, p∈ω  и | |Q q=  – простое число, .q∉ω  То-
гда имеет место равенство 

form form .pl G Qω
∞ = N  
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Доказательство. Пусть form ,l Gω
∞=F  где G  

группа из условия леммы. Обозначим через f – 
минимальный ω-локальный lω∞ -значный спутник 
формации F.  В силу леммы 2.2 имеет место 

( ) = form( / ( )).pf p l G F Gω
∞  Поскольку по условию 

леммы ( )GP C P=  – абелева p-группа, то ( ) .pF G P=  

Значит, ( ) = form( / ) form .f p l G P l Qω ω
∞ ∞=  Так как 

при этом | |Q q=  – простое число, ,q∉ω  то 
form form .l Q Qω

∞ =  Тогда по лемме 2.7 имеем 
( ) formp pf p Q= ⊆N N F.  

Заметим также, что в силу леммы 2.8 формация 
formp QN  является тотально насыщенной фор-

мацией как произведения двух lω∞ -формаций pN  
и form .Q  Так как при этом, очевидно, 

form ,pG Q∈N  то form .p Q=F N  Лемма доказана. 
Лемма 2.10 [8]. Если /H K  – главный фак-

тор группы G  и ( / ),p H K∈π  то / ( / )GG C H K  
не содержит неединичных нормальных p -под-
групп, причем ( ) ( / ).p GF G C H K⊆   

Лемма 2.11 [7]. Пусть G  – такая моноли-
тическая группа с цоколем ,P G= N  что 

( ) .Pπ = π ∩ω = ∅  Тогда формация = forml Gω
∞L  

имеет единственную максимальную lω∞ -подфор-
мацию form( / ) =l G Pω

∞ ∩F N.  
Лемма 2.12. Пусть = form ,l Gω

∞L  
form( / ),l G Pω

∞=H  
где G  – такая монолитическая группа с цоколем 

,P G= N  что ( )Pπ ∩ω = ∅  и / 1.G P ≠  Тогда 
.⊄L LH  

Доказательство. Пусть L  и H  формации 
из условия леммы. В силу леммы 2.11 формация 

form( / )l G Pω
∞=H  является единственной макси-

мальной lω∞ -подформацией формации = form .l Gω
∞L   

Предположим, что .⊆L LH  Тогда G∈LH  
и .G ∈H L  Так как при этом /G P∈H  и ,⊄L H  
то .P G= H  Значит, .P∈L   

Допустим, что forml Pω
∞ = L.  Тогда посколь-

ку P  – 'ω -группа, то группа G  также является 
'ω -группой. Поэтому  

form form ,l P Pω
∞ =  

form forml G Gω
∞ =  

и form formG P= .  Так как P  – элементарная 
группа, а по условию леммы / 1,G P ≠  то 

formG P∉ .  Противоречие. Следовательно, 
form forml P l Gω ω

∞ ∞⊆ .  Поэтому forml Pω
∞ ⊆ H.  Так 

как при этом ,⊆H N  то P  – абелева p -группа 

для некоторого простого числа p . Ввиду леммы 
2.10 имеем ( / ) 1.pO G P =  Значит, ' .pP∈ ⊆H N  
Снова получили противоречие. Следовательно, 
наше предположение неверно и .⊄L LH  Лемма 
доказана. 

Лемма 2.13 [8, с. 18]. Любая подформация 
формации N  замкнута относительно подгрупп. 

Лемма 2.14 [1, с. 175]. Тогда и только то-
гда F  – минимальная неабелева формация, когда 

= form ,GF  где G  – одна из следующих групп: 
1) ненильпотентная монолитическая груп-

па с таким монолитом G, что Ф( )P G⊄  и 
факторгруппа /G P  абелева; 

2) группа кватернионов порядка 8; 
3) неабелева группа порядка 3p  простой 

нечетной экспоненты .p  
Лемма 2.15 [1, с. 167]. Пусть A  монолити-

ческая группа с монолитом .P  Тогда если 
Ф( ),P G⊄  то form( / )A P  единственная макси-

мальная подформация формации form .A  
 
3 Основной результат  
Теорема 3.1. Пусть M  – разрешимая то-

тально ω-насыщенная формация. Тогда и только 
тогда полугруппа ( )Aω

∞ M  коммутативна, когда 
⊆M N.  
Доказательство. Необходимость. Пусть 

полугруппа ( )Aω
∞ M  коммутативна. Покажем, 

что ⊆M N.   
Допустим, что ,⊆M N  тогда по лемме 2.5 

в формацию M  входит по меньшей мере одна 
минимальная тотально ω-насыщенная ненильпо-
тентная подформация .L  В силу леммы 2.1 име-
ем = form ,l Gω

∞L  где G  – такая монолитическая 
группа с монолитом ,P G= N  что либо 

( ) ,Pπ = π ∩ω = ∅  либо π ≠ ∅  и выполняется 
одно из следующих условий: 

1) [ ]G P Q=  – группа Шмидта с ( ) 1,GΦ =  
где ( )GP C P=  – абелева p-группа, p∈ω  и 
| |Q q=  – простое число; 

2) P  – неабелева pd -группа, / ,pG P∈N  
где ,p∈ω  причем ( ) { }G pπ ∩ω = . 

Пусть ( )Pπ ∩ω ≠ ∅ . Поскольку по условию 
теоремы формация M  разрешима, то [ ]G P Q=  
– группа Шмидта с ( ) 1,GΦ =  где ( )GP C P=  – 
абелева p-группа, p∈ω  и | |Q q=  – простое число. 

Пусть .q∈ω  Тогда поскольку ( ) ,Gπ ⊆ ω  то 
form form ,l G l Gω

∞ ∞=  т. е. L  – тотально насыщен-
ная формация. Ввиду леммы 2.6 имеем 

form .p ql G∞= =L N N  Поскольку pN  и qN  – 
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тотально ω-насыщенные формации из ,⊆L M  
то pN  и qN  элементы полугруппы ( ).Aω

∞ M  
Следовательно, по условию теоремы имеет место 
равенство = .p q q p⋅ ⋅

M M
N N N N  Так как 

=p q p q⋅ ∩
M

N N N N M  и ,p q ⊆N N M  

то = .p q p q⋅
M

N N N N  

Если теперь ,q p ⊆N N M� то ,q p ∩ ⊆N N M N  
так как q p ⊄N N N.  Следовательно, 

= .p q p q q p⋅ ≠ ⋅ ⊆
M M

N N N N N N N  

Противоречие. Поэтому q p ⊆N N M.  Но тогда 
=q p q p⋅

M
N N N N  и = .p q q pN N N N  Снова полу-

чаем противоречие.  
Следовательно, q∉ω . Тогда  

form forml Q Qω
∞ =  

и в силу леммы 2.4 имеет место равенство  
= form form .pl G Qω

∞ =L N  
Поскольку formQ  и pN  – тотально ω-насы-

щенные подформации из ,M  то по условию тео-
ремы form = form .p pQ Q⋅ ⋅

M M
N N  Так как  

form = form ,p pG Q Q∈ ∩ ⋅
M

N M N  

то form form .p pG Q Q∈ ⋅ = ∩
M

N N M  Поэтому 

form .pG Q∈N  Поскольку при этом ,pG∉N  то 

1.pG ≠N  Значит, form .pP G Q⊆ ∈N  Противоре-
чие. Следовательно,  

form form .p pQ Q⋅ ≠ ⋅
M M

N N  

Полученное противоречие показывает, что 
данный случай невозможен.  

Пусть теперь ( ) .Pπ ∩ω = ∅  Тогда G  – мо-
нолитическая группа с монолитом .P G= N  По-
скольку формация M  разрешима и ( ) 1GΦ = , то 

( )GP C P=  – абелева p-группа, p∉ω  и [ ] ,G P H=  
где H  – некоторая максимальная подгруппа 
группы G. Ввиду леммы 2.10 имеем O ( ) 1.p H =  

По лемме 2.11 формация = forml Gω
∞L  име-

ет единственную максимальную тотально ω-на-
сыщенную подформацию = form .l Hω

∞H  Тогда L  
и H  элементы полугруппы ( ).Aω

∞ M  Значит, 
= .⋅ ⋅

M M
L H H L   

Поскольку ,⊆L M  то .⊆ ∩ = ⋅
M

L HL M H L  

С другой стороны, по лемме 2.12 имеем .⊄L LH  
Поэтому .⊄ ∩ = ⋅

M
L LH M L H  Таким образом, 

.⋅ ≠ ⋅
M M

L H H L  Противоречие. Следовательно, 

⊆M N.  

Достаточность. Пусть теперь ⊆M N.  
Покажем, что тогда полугруппа ( )Aω

∞ M  комму-
тативна.  

Допустим противное. Тогда найдутся такие 
тотально ω-насыщенные подформации F  и H  из 

,M  что .⋅ ≠ ⋅
M M

F H H F  Пусть для определенно-

сти .⋅ ⊄ ⋅
M M

F H H F  Выберем в ⋅ ⋅
M M

F H\ H F  группу 

G наименьшего порядка. Тогда G монолитическая 
группа с минимальной нормальной подгруппой 

Soc( ).P G=  Так как в силу леммы 2.13 всякая 
подформация нильпотентных групп наследст-
венна, то формации H  и F  содержатся в произ-
ведении HF  и в произведении H.F  Поэтому 

1P G⊆ ≠F  и 1.P G⊆ ≠H  Кроме того, так как 
,G∈FH  то G ∈H F  и имеет место .G G≠H   

Применяя лемму 2.8 нетрудно убедиться, 
что имеет место равенство  

( ) ( ) .π ∩ ∩ω = π ∩ ∩ωHF M FH M  
Поскольку группа ,G∈ ⋅ = ∩

M
F H FH M  то G  

является p-группой для некоторого простого 
числа .p∉ω   

Допустим, что группа G абелева. Тогда G – 
циклическая группа. Пусть | | nG p=  для некото-
рого натурального .n  Поскольку ,G∈FH  то 
G ∈H F.  Пусть | | .kG p=H  Тогда поскольку 

1,G ≠H  то 0 ,k n< <   
| / | ,n kG G p −=H  0 .n k n< − <  

Так как группа / ,G G ∈H H  то формация H  со-
держит циклическую группу порядка .n kp −  
Пусть H  подгруппа группы G  порядка .n kp −  
Тогда H – нормальная циклическая подгруппа, 
H ∈H  и | / | .kG H p=  Поскольку /G H  – цик-
лическая группа, то / .G H GH  Так как при 
этом ,G ∈H F  то /G H ∈F.  Значит, .G H⊆F  Но 
H ∈H  и формация H  наследственна. Поэтому 
G ∈F H.  Но тогда G∈HF.  Следовательно, 
G∈ ∩ = ⋅

M
HF M H F.  Получили противоречие.  

Поэтому G – неабелева группа. Так как при 
этом формация ⋅ = ∩

M
F H FH M  наследственна, 

то G – минимальная неабелева группа и 
= form forml G Gω

∞ =L  
– минимальная неабелева формация. В силу 
леммы 2.14 группа G является либо группой ква-
тернионов порядка 8, либо неабелевой группой 
порядка 3p  простой нечетной экспоненты .p  

Пусть 2∉ω  и G  – группа кватернионов 
порядка 8. Тогда ,G AB=  где A  и B  – нор-
мальные циклические подгруппы порядка 4, 

( )A B Z G∩ =  – группа порядка 2.  
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Поскольку ,G∈FH  то G ∈H F.  Покажем, что 
| | 2G =H  и ( ).G Z G=H  Допустим, что | | 4.G =H  
Тогда | / | 2.G G =H  Поскольку | / | 2G A =  и 
| / | 2,G B =  то /G A∈H  и /G B∈H.  Значит, 

/ / ( )G A B G Z G∩ = ∈H.  Поэтому ( ).G Z G⊆H  
Так как при этом группа ,G∉H  то ( )G Z G=H  и 
| | 2.G =H  Противоречие. Поэтому ( )G Z G=H  и 
| | 2.G =H  

Допустим теперь, что | | 4.G =F  Рассуждая 
аналогично, получим, что | | 2G =F  и ( ).G Z G=F  
Но тогда поскольку / / ( )G G G Z G=H   – элемен-
тарная 2-группа, то ( ) .G Z G= ∈F H  Последнее 
означает, что G∈HF.  Следовательно, 

G∈ ∩ = ⋅
M

HF M H F.  

Получили противоречие.  
Пусть теперь G  – неабелева группа порядка 

3p  простой нечетной экспоненты .p∉ω  Тогда 
группа G  представима в виде полупрямого про-
изведения [ ]p p pZ Z Z×  элементарной абелевой 

группы [ ]p pZ Z×  порядка 2p  и циклической 
группы pZ  порядка .p  Понятно, что  

form form .p pG Z Z∈  

Поскольку ,G∈FH  то G ∈H F.  Так как при этом 
P G G⊆ ≠H  и / ,G G ∈H H   то form pZ ⊆ ∩F H.  
Поэтому form formp pZ Z ⊆ FH.  Но тогда 

form formp pG Z Z∈ ⊆ HF.  
Следовательно, G∈ ∩ = ⋅

M
HF M H F.  Получили 

противоречие. Таким образом, .⋅ = ⋅
M M

F H H F  

Теорема доказана.  
Приведем некоторые следствия доказанной 

теоремы. В случае, когда { }pω =  из теоремы 3.1 
получаем.  

Следствие 3.1. Пусть M  – разрешимая 
тотально p-насыщенная формация. Тогда и 
только тогда полугруппа ( )pA∞ M  коммутатив-
на, когда ⊆M N.  

Если ω – множество всех простых чисел из 
теоремы 3.1 вытекает  

Следствие 3.2. Пусть M  – разрешимая 
тотально насыщенная формация. Тогда и толь-
ко тогда полугруппа ( )A∞ M  коммутативна, 
когда ⊆M N.  

Следствие 3.3. Тогда и только тогда раз-
решимая группа G нильпотентна, когда полу-
группа ( )A Gω

∞  коммутативна. 
Пусть M  – n-кратно ω-насыщенная форма-

ция, 0.n ≥  Тогда через ( )nAω M  обозначают по-
лугруппу n-кратно ω-насыщенных подформаций 

из .M  В частности, если form ,nl Gω=M  то 
( form ) = ( ).n n nA l G A Gω ω ω   
Аналогично теореме 3.1 доказывается  
Теорема 3.2. Пусть M  – разрешимая n-крат-

но ω-насыщенная формация, 0.n ≥  Тогда и 
только тогда полугруппа ( )nAω M  n-кратно ω-на-
сыщенных подформаций из M  коммутативна, 
когда ⊆M N.  

Следствие 3.4. Тогда и только тогда раз-
решимая группа G нильпотентна, когда полу-
группа ( )nA Gω  коммутативна, 0.n ≥  

Частным случаем теоремы 3.2 является сле-
дующая теорема, дающая ответ на вопрос 6.26 
[1, с. 67] в классе разрешимых групп. 

Теорема 3.3. Пусть M  – разрешимая фор-
мация. Тогда и только тогда полугруппа 0 ( )A M  
подформаций из M  коммутативна, когда 

⊆M N.  
Доказательство. Необходимость. Пусть 

M  – разрешимая формация и полугруппа 

0 ( )A M  коммутативна. Покажем, что ⊆M N.   
Допустим, что ⊆M N  и выберем в M\N  

группу G  минимального порядка. Тогда G  – 
монолитическая группа с монолитом .P G= N  
Поскольку формация M  разрешима, то P G= N  
– абелева p-группа для некоторого простого чис-
ла p. Ввиду насыщенности формации  всех ниль-
потентных групп N  имеем ( ) 1.GΦ =  Поэтому 

[ ] ,G P Q=  где ( )GP C P=  – абелева p-группа, 
.Q∈N  В силу леммы 2.10 имеет место 

O ( ) 1.p Q =  Применяя лемму 2.15 получим, что 
формация = formGL  имеет единственную мак-
симальную подформацию  

= form( / ) form .G P Q=H  
Таким образом, L  и H  элементы полугруппы 

0 ( ).A M  Следовательно, имеет место равенство 
= .⋅ ⋅

M M
L H H L   

Поскольку ,⊆L M  то, очевидно, 
.⊆ ∩ = ⋅

M
L HL M H L  

Допустим, что .⊆L LH  Тогда G∈LH  и 
.G ∈H L  Так как /G P∈H  и ,⊄L H  то .P G= H  

Следовательно, .P∈L  Поскольку 1Q ≠  и 
O ( ) 1,p Q =  то form formG P≠ .  Поэтому  

form formP G⊂ .  
Но H  единственная максимальная подформация 
формации .L  Следовательно, form .P ⊆ H  Зна-
чит, ' .pP∈ ⊆H N  Полученное противоречие по-
казывает, что .⊄L LH  Поэтому  

.⊄ ∩ = ⋅
M

L LH M L H  
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Таким образом, .⋅ ≠ ⋅
M M

L H H L  Противоречие. 

Значит, ⊆M N.  
Достаточность. Доказательство достаточ-

ности осуществляется аналогично доказательст-
ву достаточности теоремы 3.1. 

Замечание 3.1. Отметим, что условие раз-
решимости формации M  в теоремах 3.1–3.3 
существенно.  

Пусть = form ,l Gω
∞M  = form ,nl GωF  где G – 

простая неабелева группа, причем при 1n ≥  имеет 
место | ( ) | 1.Gπ ∩ω ≤  Тогда , ⊄M F N.  Однако, 
нетрудно показать, что полугруппы ( )Aω

∞ M  и 
( )nAω F  коммутативны, поскольку 2 | ( ) | 3Aω

∞≤ ≤M  
и 2 | ( ) | 3.nAω≤ ≤F  

Замечание 3.2. Как известно, в классе всех 
разрешимых групп понятия ω-насыщенной и 
ω-композиционной формации совпадают (поня-
тие ω-композиционной формации введено в ра-
боте [9]). Поэтому из теорем 3.1 и 3.2, соответст-
венно, вытекают  

Следствие 3.5. Пусть M  – разрешимая 
тотально ω-композиционная формация. Тогда и 
только тогда полугруппа ( )Aω

∞ M  тотально ω-ком-
позиционных подформаций из M  коммутатив-
на, когда ⊆M N.  

Следствие 3.6. Пусть M  – разрешимая n-крат-
но ω-композиционная формация, 0.n ≥  Тогда и 
только тогда полугруппа ( )nAω M  n-кратно ω-ком-
позиционных подформаций из M  коммутатив-
на, когда ⊆M N.  

 
Заключение  
Полученное в данной работе описание раз-

решимых тотально (n-кратно) ω-насыщенных или 
ω-композиционных формаций с коммутативной 
полугруппой тотально (n-кратно) ω-насыщен-
ных, соответственно, ω-композиционных подфор-
маций позволяет классифицировать  формации 

такого вида по свойствам полугруппы подфор-
маций. Доказанные утверждения расширяют ос-
новные результаты работы [5] и дают новые 
примеры коммутативных полугрупп тотально 
(n-кратно) ω-насыщенных и ω-композиционных 
формаций. В частности, в классе всех разреши-
мых групп получено решения задачи об описа-
нии формаций с коммутативной полугруппой 
подформаций (проблема 6.26 [1]). 
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О СЛЕДАХ В НЕКОТОРЫХ НОВЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ 
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ON SHARP TRACES OF SOME NEW ANALYTIC HERZ-TYPE SPACES 
IN SIEGEL DOMAINS IN nC  
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Получена полная характеризация следов в некоторых новых аналитических пространствах типа Герца в поликруге, 
единичном шаре, в трубчатых областях над симметрическими конусами и в ограниченных псевдовыпуклых областях с 
гладкой границей при естественном дополнительном условии на ядро. Наши результаты расширяют известные ранее 
утверждения. 
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We provide complete characterizations of traces of some new analytic spaces of Herz-type in polydisk, unit ball and tubular 
domains over symmetric cones and bounded pseudoconvex domains with smooth boundary under additional natural condition 
on kernel. Our results extend previously known assertions. 
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Introduction 
This paper is a continuation of a long series of 

papers of the first author on traces in analytic func-
tion spaces on product domains (see [19]–[24], [12] 
and various references there). The intention of this 
note to provide new sharp results on traces in some 
new analytic Herz-type spaces in some general do-
mains (typical Siegel domains of the second type) in 

n .C  These spaces serve as very natural generaliza-
tions of classical Bergman spaces. Note that some 
new Herz-type spaces of another type where studied 
recently in papers of the first author [22]–[24]. 
Hence this note can be considered as continuation of 
our research on analytic Herz-type spaces. In this 
paper we at the same time generalize our previous 
results (see [22]–[24]) obtained for classical Berg-
man spaces in typical Siegel domains (tubular do-
mains over symmetric cones and bounded pseu-
doconvex domains with smooth boundary). To be 
more precise some of our results can be seen in our 
previous papers in particular case of parameters 
(putting in all our theorems p q=  we get classical 
Bergman spaces case). We refer the reader to our 
papers [22]–[24] for new sharp trace theorems in 
Bergman classes.  

In this paper we first consider the case of the 
unit polydisk (a model case of analytic polyhedron), 
then the unit ball (a model case of bounded strongly 
pseudoconvex domains in ),nC  and then the 

bounded strongly pseudoconvex domains with 
smooth boundary and finally add some vital com-
ments on various other domains in nC  (bounded 
symmetric domains and more general minimal 
bounded homogeneous domains in higher dimension).  

We also turn to unbounded Siegel domains, 
namely general tubular domains TΩ  over symmetric 
cones in nC  (a model case is a so-called Lorentz cone).  
All our proofs of our sharp theorems on traces are 
mainly based on properties of recently invented so-
called r-lattices of tubular domains over symmetric 
cones and r-lattices of bounded strongly pseudocon-
vex domains with smooth boundary in nC  (see [1], 
[2], [7], [17]).  
 

1 Preliminary results 
We start this paper with the simple case of the 

unit disk and the polydomain to show the core of our 
constructions first in this case in details. Then the 
same proof will be repeated for other domains. We 
need some definitions.  

Let D  be bounded domains in n .C  Let ( )H D  
be the space of all analytic functions in D.  Let 

mD D … D= × ×  be polydisk. Let ( )mH D  be the 
space of all analytic functions in mD ,  m∈ .N   

Let  

( ) ( ) pp
p

A D f H D fα ,α

⎧= ∈ : =⎨
⎩
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i
2( ) ( ) ( )p

D

f z dist z D d m zα ⎫⎪= | | ⋅ ,∂ < ∞⎬
⎪⎭

∫  

1α > − ,  0 p< < ∞  be as usual the Bergman class 
i

2d m  as usual is the Lebesque measure in D.  In a 
standard manner increasing the number of variables 
we define the spaces of analytic functions of Berg-
man type in the unit polydomain. Those spaces are 
Banach spaces for 1 p≤ < ∞  and complete metric 
spaces for other values of p. Denote by ( )dV z  or 

( )d zν  the Lebeques measure on tube and pseu-
doconvex domains. We can denote similarly Berg-
man class in tube and pseudoconvex domains (see 
[1], [2], [23], [24]). Then we define new natural ex-
tentions of Bergman type spaces in the polydisk, 
namely new analytic Herz type spaces in the unit 
polydisk. Their complete analogues in other domains 
will be defined in the next part of this paper. The 
existence of r-lattices in each domain is crucial for 
definitions of our new Herz-type spaces. Let  

1

11 1

2 1 2 1

0 0 2 2

( ) ( )
kk m

k kmm m

p q m m

k k j j

H D f H D … …
∞ ∞ − −

,
α

= = =− =−

⎧
⎪= ∈ : ×⎨
⎪⎩

∑ ∑ ∑ ∑JG � �  

1 1

1

2
1

( )

(1 ) ( ) ,

m m

j

p
m

k j k j

q
m p

j j
j

… f z z

z dm z

,Δ Δ ,

α

=

⎛
⎜× | ... | ×
⎜
⎝

⎫
⎞ ⎪× − | | < ∞⎟ ⎬
⎠ ⎪⎭

∫ ∫

∏
 

where 1jα > − ,  1j … m= , , ,  0 p q< , < ∞,  and  
i{ ( 1

1 1
2 2

1 1k kk j z D z r r +,
⎤Δ = ∈ : = ζ : ∈ − , − ,⎦  

( ( 1)
2 2k k

j j−π π + ⎤ζ∈ , ⎦  0 1 2k …= , , , ,  }2 2 1 .k kj …= − , , −  

Note if p q=  we have classical Bergman space (the 
same happens in tube and pseudoconvex domains). 
These are analytic Herz-type spaces in the polydisk 
constructed based on well-known r-lattices in the 
unit disc iD  (see for these lattices [9] and various 
referenes there).  

The intention of this paper (for the polydisk case) to 
show that if i( )

mp qf H D,
α

∈ JG  then i( ) ( )sf z … z A Dβ, , ∈  

for some s,  β  and if i( )sg A Dβ∈ ,  then there is a 

function f ,  i( )
mp qf H D,

α
∈ ,JG  so that we have 

( ) ( )f z z g z,..., = ,  iz D∈ .  (We will put some restric-
tions on p  and q ).  

This scheme (formulation of problem and even 
the proof of theorem 2.1 in the polydisk) then will be 
spread to more complicated domains such us tubular 
domains over symmetric cones and bounded 
strongly pseudoconvex domains with smooth 
boundary.  

We alert the reader in advance that since all 
proofs of all cases are very similar to each other we 
provide only formulations of the last theorems leav-
ing details of proofs to interested readers, but the 
proof of the simplest case will be given in this paper 
with all the details. Moreover we add all comments 
which are needed to apply the simple case to more 
complicated cases, all our proofs are based only on 
several tools and such an approach from our point of 
view is fully justified. For formulation of our theo-
rems and proofs we will need basic facts on bounded 
strongly pseudoconvex domains with smooth 
boundary and on tubular domains over symmetric 
cones from [7], [17] and papers [24], [23], [15], 
[26]. For definition of determinant αΔ  and αΔ  func-
tion and 0g  and *

0g  type symbols we refer the reader 
to [7], [17] and to papers [24], [23], [15], [26].  

Lemma 1.1 [15].  
1) The integral  

( )
n

x iyJ y dx
i

−α
α

+⎛ ⎞= Δ ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫

R

 

converges if and only if 2 1n
rα > − .  In that case  

j( ) ( )n rJ y C y−α+ /
α α= Δ ,  Rα∈ , y∈Ω.  

2) Let rα∈C  and y∈Ω.  For any multi-
indices s  and β  and t∈Ω  the function  

( ) ( )sy y t yβΔ + Δ6  

belongs to 1
( )

( )n r
dy

y
L /Δ

Ω,  if and only if 0sℜ > g  and 

0( )s ∗ℜ +β < − .g  In that case we have  

i( ) ( ) ( )
( )s ssn r

dyy t y tCyβ +ββ,/
Ω

Δ + Δ = Δ .
Δ∫  

The following lemma is a complete analogue of 
Forelly – Rudin type estimates in the tubular do-
mains (see [15]), for classical Bα  Bergman kernels 
(see [23], [24]).  

Lemma 1.2 [15].  
( ) ( ) ( ) ( )n

r
T

y B z w dV z C v
Ω

β −α
α+β+Δ | , | ≤ Δ ,∫  

1β > − ,  1n
rα > − ,  z x iy= + ,  w u iv= + .   

In next lemmas we provide some basic facts 
from tubular domains function theory (see, for ex-
ample, [7], [17] and papers [24], [23], [15], [26]).  

The complete analogues of both lemmas 1.3 
and 1.4 as well as lemmas 1.5 and 1.6 below are also 
valid in the polydisck, unit disk, and ball and pseu-
doconvex domains. Let TΩ  be tube domain. 

Lemma 1.3 [15]. Given (0 1)δ∈ ;  there exists a 
sequence of points { }jz  in TΩ  called δ -lattice such 
that calling { }jB  and { }jB  the Bergman balls with 
center jz  and radius δ  and 2δ /  respectively then  

A) the balls { }jB  are pairwise disjoint;  
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B) the balls { }jB  cover TΩ  with finite overlap-
ping;  

C) 
( )

( ) ( )
j j

s

B z

y dV z
,δ

Δ∫  

     j 2

( )

( ) ( ) ( )
j j

n ss r
j

B z

y dV z C Imz
+

δ
,δ

Δ = Δ ;∫  

2

2

1 ( ) ( ) 1

( ) ( )

n
n r

j jr

n
r

j

s J B z Imz j m

J Imw w B z

δ

δ

> − , =| | Δ , = ,..., ,

Δ , ∈ .
 

Definition 1.1. Let μ  be a positive Borel meas-
ure in unbounded D domain, 0 p< ,  q < ∞,  1s > − .  
Fix (0 )r∈ ;∞  and an r -lattice 1{ }k ka ∞

= .  The ana-
lytic space ( )A p q d, , μ  is the space of all holomor-
phic functions f such that  

( )
1 ( )

( ) ( )
k

q
p

q p
A p q d

k B a r

f f z d z
∞

, , μ
= ,

⎛ ⎞
= | | μ < ∞.⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∫  

If ( ) ( ) ( )sd z Imz dV zμ = Δ  then we will denote by 
( )A p q s, ,  the ( )A p q d, , μ .  This is Banach space for 

min( ) 1p q, ≥ .  It is clear that if p q=  then we have 
standart classical Bergman class ( ) p

sA p p s A, , = .   
Lemma 1.4 [15]. For any 2 ( )f A Tν Ω∈  we have 

for any 2 1n
rμ > −   

2
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n
r

T

f z B z w f w Imw dV w
Ω

μ−

μ= , Δ .∫  

Lemma 1.5 [15]. Let 1n
rν > − ,  1n

rα > − ,  then 

for all functions from A∞
α  the integral representa-

tions of Bergman with Bergman kernel ( )B z wα+ν ,  
(with α + ν  index) is valid.  

Lemma 1.6 [15]. For all 1 p< < ∞   and for all 

1
n
r p≤ ,  where 

1

1 1 1p p+ =  and 1n
r − < ν  and for all 

functions f from pAν  and for all 1n
r − < α  the Berg-

man representation formula with α  index or with 
the Bergman kernel ( )B z wα ,  is valid.  

Now we provide the basic facts on strongly 
pseudoconvex domains taken from [1] and [2]. We 
denote by ν  the normalized Lebegues measure on 
such domain, ( )DB z r,  is Kobayashi ball in pseu-
doconvex domain with smooth boundary. For defini-
tion of classical Bergman spaces in these type do-
mains we refer the reader tothe same papers.  

Lemma 1.7 [2]. Let nD ⊂⊂ C  be a strongly 
pseudoconvex bounded domain. Then there exist 

1 0c >  and, for each (0 1)r∈ ; ,  a 1 0rC , >  depending 
on r  such that  

2 1 1
1 0 0 1 0( ) ( ( )) ( )n n n

D rc r d z D B z r C d z D+ +
,,∂ ≤ ν , ≤ ,∂  

for every 0z D∈  and (0 1)r∈ , .   

Lemma 1.8 [2]. Let nD ⊂⊂ C  be a bounded 
strongly pseudoconvex domain, and (0 1)r∈ , .  Then  

1( ( )) n
DB r +ν ⋅, ≈ δ ,  

where the constant depends on r.   
Lemma 1.9 [2]. Let nD ⊂⊂ C  be a bounded 

strongly pseudoconvex domain. Then there is 0C >  
such that  

0 0
1( ) ( ) ( )

1
C rz z z

r C
−

δ ≥ δ ≥ δ
−

 

for all 0(0 1)r z D∈ , , ∈  and 0( )Dz B z r∈ , .   
Definition 1.2. Let nD ⊂⊂ C  be a bounded 

domain, and 0r > .  An r-lattice in D is a sequence 
{ }ka D⊂  such that ( )D k

k
D B a r= ,∪  and there exists 

0m >  such that any point in D belongs to at most m 
balls of the form ( )D kB a R, ,  where 1

2 (1 )R r= + .   
The existence of r-lattices in bounded strongly 

pseudoconvex domains with smooth boundary is 
ensured by the following.  

Lemma 1.10 [2]. Let nD ⊂⊂ C  be a bounded 
strongly pseudoconvex domain. Then for every 

(0 1)r∈ ,  there exists an r-lattice in D,  that is there 
exist m N∈  and a sequence { }ka D⊂  of points 

such that 
0

( )D k
k

D B a r
∞

=
= ,∪  and no point of D  be-

longs to more than m  of the balls ( )D kB a R, ,  where 
1
2 (1 )R r= + .  Note by lemma 1.8 and 1.9 we have 

( ( )) ( ( )) ( ( ))D k k D kB a R a B a Rα
αν , = δ ν , ,  1α > − .   

Sometimes we will call by r-lattice the family 
of Kobayashi balls ( )D kB a r, .  Dealing with K  un-
weighted Bergman kernel in bounded pseudoconvex 
domains with smooth boundary we know 

( ) ( )k k kK z a K a a| , | | , |  for any ( )D kz B a r∈ , ,  
(0 1)r∈ ;  (see, for example, [1], [2] and various ref-

erences there). This properity plays a vital role in 
various proofs, though it is well known in the unit 
ball case (see [29]). It is also valid for weighted mK  
Bergman kernels, where ( 1)m n l= + ,  l N∈ ,  this 
follows directly from definition of weighted Berg-
man kernels via Henkin – Ramirez function (see 
[24], [6], [5], and various references there for this 
well-known definition). To prove our theorem in 
context of pseudoconvex domains we will need a 
stronger condition on weighted Bergman kernel (it is 
valid in the unit ball [29]). Namely we assume that 
for t type kernels ( ) ( )t t kK z K a| ,ω | | ,ω |  for any 

( ) (0 1)D kz B a r r∈ , , ∈ ;  for any ω  from our domains 
(condition K). This type condition on Bergman ker-
nels in pseudoconvex domains can be seen in many 
papers (see, for example, [14]). It is known this con-
dition is valid in the ball.  

From now we assume this condition is satisfied. 
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We shall use also a submean estimate for non-
negative plurisubharmonic functions on Kobayashi 
balls.  

Lemma 1.11 [2]. Let nD ⊂⊂ C  be a bounded 
strongly pseudoconvex domain. Given (0 1)r∈ , ,  set 

1
2 (1 ) (0 1)R r= + ∈ , .  Then there exists a 0rC >  de-

pending on r such that 0 0( )Dz D z B z r∀ ∈ ,∀ ∈ ,  

00 ( )

( )
( ( ))

D

r

D B z R

C
z dV

B z r ,

χ ≤ χ
ν , ∫  

for every nonnegative plurisubharmonic function 
D +χ : → .R   

This estimate is valid also in tube (see [23]).  
Lemma 1.12 [2]. Let nD ⊂⊂ C  be a bounded 

strongly pseudoconvex domain. Then  
1

2

00 0 0 02 2
( ) ( ) ( ) 1

n

zK z K z z z and K
+−⋅, = , ≈ δ ≡  

for all 0z D∈ .   
Let D  be bounded domain, we define Herz-

type spaces for any such domains with r-lattices 
based on balls ( )kB a r, .  Such a type of analytic 
spaces are the main objects of this paper. This defi-
nition in a standard manner can be applied in prod-
uct domain case.  

Definition 1.3. Let μ  be a positive Borel meas-
ure in bounded D  domain, 0 p< ,  q < ∞,  1s > − .  
Fix (0 )r∈ ;∞  and an r -lattice 1{ }k ka ∞

= .  The ana-
lytic space ( )A p q d, , μ  is the space of all holomor-
phic f  functions such that  

( )
1 ( )

( ) ( )

q
p

k

q p
A p q d

k B a r

f f z d z
∞

, , μ
= ,

⎛ ⎞
= | | μ < ∞.⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∫  

If ( ) ( ) ( )sd z z d zμ = δ ν  then we will denote by 
( )A p q s, ,  the ( )A p q d, , μ  spase. This is Banach 

space for min( ) 1p q, ≥ .  It is clear that if p q=  then 
we have standart classical Bergman class 

( ) p
sA p p s A, , = .  These are main objects (spaces) of 

study of this paper. 
 

2 Main theorems  
This section is devoted to formulations and 

proofs of our main results. We define Herz-type 
spaces in tubular domains over symmetric cones and 
bounded strongly pseudoconvex domains with 
smooth boundary, based on the same idea provided 
in the unit disk in previous section, then we formu-
late our new sharp theorems first in the polydisk, 
then in tubular domains over symmetric cones, then 
in bounded strongly pseudoconvex domains with 
smooth boundary in n .C  Proofs of all three asser-
tions are completely parallell. We provide the com-
plete proof of the polydisk case in this paper and add 
remarks on how to modify the proof for tube and 
pseudoconvex domains. Then finally some other 

cases of domains will be shorty discussed by us at 
the end of the paper.  

We define Herz-type spaces in products of tu-
bular domains TΩ  and products of pseudoconvex 
domains Ω  as follows. Note here dealing with 
weights and measures it is clear from the context we 
consider products of weights and products of meas-
ures, and integration on product domains, though it 
is not indicated below (see in previous section the 
definition of parallel analytic Herz type spaces in the 
polydisk and also for example, see [19]–[21]). Let  

1 ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ;
T k

p q m m

q
p

p

k B z r

H T f H T

f Im dV

,
α Ω Ω

∞
α

= ,

⎧
⎪= ∈ :⎨
⎪
⎩

⎫
⎛ ⎞ ⎪| ω | ω ω < ∞⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠

⎭

∑ ∫

 

j1 ( )

( ) ( )

( ) ( ( )) ( ) ,
k

p q m m

q
p

p

k B z r

H f H

f dV
Ω

,
α

∞
α

= ,

⎧
⎪Ω = ∈ Ω :⎨
⎪
⎩

⎫
⎛ ⎞ ⎪⎜ ⎟| ω | δ ω ω < ∞⎬⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠

⎭

∑ ∫

 

where ( ) ( )z dist zδ = ,∂Ω  and where 0 p< ,  q < ∞,  
1α > −  with usual modification when α  is vector. 

Note for p q=  we have classical Bergman space 
and these are Banach spaces when min( ) 1q p, >  and 
complete metric spaces for other values of parame-
ters and here { }kz TΩ⊂  and 

k
{ }kz ⊂ Ω  are certain 

fixed r-lattices in tubular domains over symmetric 
cones TΩ  and in bounded pseudoconvex domains 
with smooth boundary Ω  which were discussed 
above. Note obviously these analytic spaces in 
higher dimension depend on { }nz  sequences, but we 
omit this in names of spaces. We denote here by 
dv(z) or ( )dV z  the normalized Lebeques measure on 
products of tubular domains or products of bounded 
pseudoconvex domain with smooth boundary.  

We formulate our theorems in the polydisk, 
bounded pseudoconvex domains and in tubular do-
mains over symmetric cones then provide detailed 
proof of first theorem in the polydisk, leaving proofs 
of theorems 2.2 and 2.3 to readers since the scheme 
is completelythe same in each case. It is based on 
properties of r-lattices invented recently ([23], [24] 
for lattices in tube, and [1], [5] for pseudoconvex 
domains). The simple key idea is the following. Dy-
adic cubes in the unit disk, and the polydisk and 
their properties used mainly in the proof of theorem 
2.1 should be replaced in the proof of theorem 2.1 
below by Kobayashi balls and products of such balls 
in pseudoconvex domains and by Bergman balls and 
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products of such balls in tubular domains over sym-
metric cones. The provided lemmas serve as tools 
which are needed for parallel proofs in these do-
mains. Note various sharp trace theorems in various 
domains were considered in a long series of papers 
of the first author (see, for example, [20], [21] and 
various references there).  

We have to define now Bergman type projec-
tions in bounded strictly pseudoconvex domain with 
smooth boundary, and in tubular domains over 
symmetric cones and in the unit polydisk. Such type 
operators appeared in trace theorems many times 
before, see, for example, [19]–[21], [23], [24] and 
various references there.  

In the unit disk we define them as the follow-
ing operator  

2
2

1

1
1

( ) (1 ) ( )
( )( )

(1 )

( ) ( )

n
nD

j
j

n

f z z dm z
P f

z

f L D

α

α α+

=

⋅ − | |
ω = ;

− ω

∈ , ω = ω ,...,ω ,

∫
∏

G

G

 

where 1α > − ,  n N∈ .  In the tubular domains over 
symmetric cones we define them as the following 
Bergman-type integral operator (see for similar op-
erators [15], [23])  

( )
1

2

1

1

( ) ( ( )) ( )( )( )

( ) 1

j

n
m rT zm

i
j

f Im dVP f z

f L T

Ω

α

α α+
−ω

=

Ω

ω ⋅ Δ ω ω
= ;

Δ

∈ , α > − .

∫
∏

G

 

Finally in the bounded pseudoconvex domains 
with smooth boundary Ω  we define them as  

2

1

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m

j
j

P f z f K z dVα
α τ

=Ω

= ω ,ω ⋅δ ω ω ,∏∫
G  

1 1( ) 1 nf L
m

α + +
∈ Ω , α > − , τ = .  

Such a type of Bergman type integral operators in 
tube can be seen in [15]. These operators are serving 
as base of our proofs. Our complete proof of the 
model case of the polydisk (theorem 2.1) is the sys-
tematic use of known properties of dyadic decompo-
sition of the unit disk which can be seen in [9], [20].  

To pass this proof to the case of tubular do-
mains over symmetric cone and bounded strongly 
pseudoconvex domains with smooth boundary (theo-
rems 2.2, 2.3) we have to repeat step by step the same 
proof replacing on each step properties of r-lattices 
in the disk by properties of r-lattices in tube and 
pseudoconvex domains (see [1], [2], [23], [24]).  

Note in very particular case of unit disk these 
types of analytic spaces are spaces with quazinorms.  

1

2
0

( ) (1 ) ( ) (1 )p q

p
q

p q
A

z r

f f z z dm z r dr,
α,β

α β

| |<

⎛ ⎞
= | | − | | − ,⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫  

where 1α > − ,  1β > − ,  0 p< ,  q < ∞.  They were 
considered previously in papers of M. Jevtic (see 
[13], see also [12] and references there). These 

scales of analytic mixed norm spaces are Banach 
spaces for min( ) 1p q, ≥  and complete metric spaces 
for other values of parameters.  

In recent years there was a good amount of activi-
ties in both directions in spaces of analytic functions 
in tubular domains over symmetric cones and pseu-
doconvex domains with smooth boundary (see, for ex-
ample, [15] and [2] and various references there also).  

Theorem 2.1. Let i( )
mp qF H D,

β
∈ ,G  q p≤ ,  

0 p< ,  q < ∞,  let 0β  be large enough. Then 
i

1
( ) ( )qF z … z A Dα, , ∈  that is  

1
2( ) (1 ) ( )q

D

F z z z dm zα| ,..., | − | | < ∞,∫  

where  

1
1

( 2) 2
m

j
j

p
q=

α = β + − .∑  

Let i
1
( )qf A Dα∈ .  Then we can find a function F, 

so that i( )mp qF H D
,

β
∈ G  and also ( ) ( )F z … z f z, , = ,  

iz D∈ .  In addition, the Bergman type projection 
1

Pτ  

is mapping from i
1
( )qA Dα  to i( )

mp qH D,
β
G  as a 

bounded operator, for all 1 0 .τ > β  
Note this type sharp theorem, but for other 

Herz-type spaces was formulated and proved before 
in [12] in the unit disk. We formulate below more 
general theorems of the same type for tubular do-
mains over symmetric cones and bounded pseu-
doconvex domains with smooth boundary. They 
have parallel formulations and proofs.  

Theorem 2.2. Let ( )p q mF H T,
Ωβ

∈ ,G  1 p< ,  q < ∞,  

p q≥ , 0β , 1α  be large enough. Then 
1

( ) ( )qF z … z A Tα Ω, , ∈  
that is  

1( ) ( ) ( )q

T

F z … z Imz dV z
Ω

α| , , | < ∞,∫  

where  

1
1

2 2
m

j
j

n p n
r q r=

⎛ ⎞α = β + − .⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

Let 
1
( )qf A Tα Ω∈ .  Then we can find a F  func-

tion, so that ( )p q mF H T,
Ωβ

∈ G  and ( ) ( )F z … z f z, , = ,  

z TΩ∈ ,  so 

1
( ) ( )p q m qTraceH T A T,

Ω α Ωβ
= .G  

In addition the Bergman type projection 
1

1Pτ  is 

mapping from 
1

qAα  to p qH ,
β
G  as a bounded operator 

for large 1τ ,  1 0τ > β .   
Theorem 2.3. Let ( )p q mF H ,

β
∈ Ω ,G  0 p< ,  

q < ∞,  0n n> ,  q p≤ ,  and let 0β ,  0n  be large 
enough. Then 

1
( ) ( )qF z … z Aα, , ∈ Ω  that is  
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1( ) ( ) ( )qF z z z dV zα

Ω

| , ..., | δ < ∞,∫  

where  

1
1

( 1) ( 1)
m

j
j

pn n
q=

α = β + + − + .∑  

Let 
1
( )qf Aα∈ Ω .  Then we can find a function F, so 

that ( )p q mF H ,
β

∈ ΩG  and ( ) ( )F z … z f z, , = ,  z∈Ω  so  

1
( )( ) ( )( )p q m qTrace H A,

αβ
Ω = Ω ,G  

if conditions (K) holds for Bergman kernel of t-type.  
In addition for all 0n n> ,  1 0 ,τ > β  the Berg-

man type projection 
1

2Pτ  is acting from 
1
( )qAα Ω  to 

( )p q mH ,
β

ΩG  as a bounded operator if the weighted 

Bergman kernel tK  satisfies (K) condition.  
The proof of theorem 2.2 is based on lemmas 

1.1–1.6, the proof of theorem 2.3 is based on lemmas 
1.7–1.12. Note the complete proof of theorem 2.1 
below provides all basic ideas and details needed for 
proof of theorem 2.2 and 2.3. It can be considered as a 
proof of theorem 2.3 insimplest case of unit disk.  

Remark 2.1. We remark that such type sharp 
Trace theorems on product domains (tubular do-
mains over symmetric cones and bounded strongly 
pseudoconvex domains in )nC  where proved re-
cently in [22]–[24]. Note [27] is probably the first 
paper where product domains were studied. Our 
results also complement some sharp assertions 
(sharp trace theorems in the polydisk and unit ball) 
which can be seen for example in [9], [20], [21]. In 
[3] we can see several such type results in harmonic 
function spaces in higher dimension.  

Remark 2.2. Note for unit ball B  in nC  these 
Herz type classes and some of their properties were 
studied in papers by the author and Songxiao Li 
(see, for example, [25] and various references there).  
It was shown in [25] in particular that if μ  is a posi-
tive Borel measure on B  and { }ka  is a sampling 
sequence based on ( )kB a r,  Bergman balls 1α > − ,  

0 ip< ,  iq < ∞,  ( )if H B∈ ,  and 
1

1 1
n

ii q=

⎛ ⎞ = .⎜ ⎟
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∑   

Then  
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if and only if ( 1 )( ( )) (1 )m n
k kD a r c a + +αμ , ≤ − | |  for 

every 1 2 3k …= , , ,  Using these Bergman ( )kB a r,  
balls and their properties which can be seen in [29], 
[25], a complete copy of theorem 2.1 in the unit ball 
in nC  can be also formulated, we leave this proce-
dure to readers.  

The proof of theorem 2.1. The proof of theorem 
2.1 hinges on lemmas 1.7–1.12 from previous sec-
tion in case when our pseudoconvex domains is a 
unit disk.  

First note that by lemmas 1.8–1.10 applied in 
the unit disk if pf Aα∈  then for all 1α > − ,  
0 p< < ∞  we have that (see also [19], [9] for simi-

lar arguments); k( ) ( )f z f z … z= , ,   
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Using lemma 1.11 in the polydisk  
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where ( 2) 2q
i n p

α+β = − ,  1j … n= , , ,  0 p< ,  q < ∞.   
Note in last estimate we used the fact ([9]) that 

for subharmonic f function in the polydisk  

1
1 1

1
2 2

max ( )
( ) ( )j k

n n
n j kn n

q
nz

j k j k
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cf z … z
m …m,
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1 1

1 2 1 2( ) ( ) ( )
n n

q
n n

j k j k

… f z … z dm z …dm z
Δ , Δ ,

× | , , | ,∫ ∫  (2.1) 

2
2 ( ) 2 k

jkm −= ,  0 1 2k …= , , ,  This estimate follows 
from related estimate of one variable function 
(lemma 1.11) applied several times by each variable 
separately. The vital point in the chain of estimates 
we consider that it is valid also in tubular domains 
and pseudoconvex domains based fully on properties 
of r-lattices which we provided in previous section, 
but with other parameters (see also [24], [23], [5], 
[2], [1] for similar arguments). Let us show the re-
verse assertion, that for each analytic function f, 

( )pf A Dα∈  there is a analytic function F,  
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( ) ( )F z … z f z, , =  and z D∈ ,  ( )p q nF H D,
β

∈ .G  For 

this reason we will use the following simple obser-
vation related with dyadic cubes { }jk j k,Δ  and Berg-

man kernel 2
(1 )

(1 )
[ ]( ) z

z
Q z

β

β+

−| |
β −ω

,ω = ,  1β > −  in the unit 

disk where z D∈ ,  Dω∈ .  The importance of sim-
plicity of arguments and estimates below for us again 
is based on the fact that the same estimates with other 
values of parameters are valid also in tubular do-
mains and in pseudoconvex domains (based on 
lemmas related with r-latticesfrom previous section).  

Note first that (see also [20], [9]) using (2.1) 
we have the following estimates in one dimension 
for the Bergman kernel. For center jkz  of “dyadic 
cube” jkΔ  by lemma 1.8–1.10 and 1.11 we have  
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z D∈ ,  0τ > ,  1β ≥ ,  τ > β  we will need also the 
following estimate (2.2) 
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(see, for example, [9] and references there) and  
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jkz  is the center of jkΔ .  Note that all three estimates 
are also valid in tubular domains and pseudoconvex 
domains based on lemmas 1.2–1.3, 1.5–1.10 and 
some conditions on Bergman Kernels (see also [24], 
[23], [2], [1]). The second estimate for tube can be 
seen in [18]. For pseudoconvex domains it follows 
from (K) condition. Using these two estimates and 
well – known properties of dyadic decomposition of 
the unit disk (dyadic cubes ),jkΔ  (see, for example, 
[9], [19]–[21] and references there) we will have the 
following inequalities in the unit disk D.  

First note that if ( )pf A Dα∈  then ( )mF H D∈ ,  
where  
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and β  is large enough number, 0β > β  then note that 
for 1p ≤  and then for 1p >  we have that  
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for jz D∈ ,  1j … n= , ,  and for ( )2
1 2 n
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         (2.5) 

both estimates can be seen in [12]. We must show 
now ( )p q mF H D,

β
∈ G  this will finish the proof. Note 

last two estimates again are valid in tubular domains 
and pseudoconvex domains ([24], [23], [2], [1]). The 
last estimate in particular follows from Holders ine-
quality and Forelly – Rudin type estimates directly 
(see for tube lemma 1.2). The previous one in pseu-
doconvex domains can be seen in [5], in tube in 
[24], [23]. This indeed will finish the proof since we 
have that ( ) ( )F z … z f z, , = ,  z D∈  and this will 
hold since of well-known Bergman representation 
formula in the unit disk (see, for example, [9], chap-
ter 4 and references there). The same formula is 
valid in tube and pseudoconvex domains (see lem-
mas 1.4, 1.5, 1.6 for tube case).  

From (2.4) and (2.5) using (2.2) and (2.3) we 
will have that the following estimates are true. We 
use that β  is large enough.  
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Thus our theorem is proved for 1q p≤ ≤  case. 
Let us assume q p< ,  1p > .  Then we have from 
estimate (2.5) the following estimate  
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we used (2.2), (2.3) here again.  
We omit easy calculations with indexes here.  

The crucial fact here is that β  is large enough posi-

tive number, 0β > β  and hence 1
js  and 2

js  can be 

chosen as large as we wish together with 1
jγ ,  for all 

1j … n= , , .  Theorem 2.1 is proved.  

Now we turn to the proof of theorems 2.2 and 
2.3, noting they are completely parallel to the proof 
we have just provided above (we refer the reader 
also to several detailed remarks given within the 
proof of theorem 2.1).  

The main ingredients here are r-lattices and 
their properties and properties of Whitney type de-
composition (Bergman or Kobayashi balls) of do-
mains which we provided above in previous section. 
We omit details.  

Remark 2.3. Trace theorems and related issues 
concerning Bergman type projection in various gen-
eral domains were under intensive study during last 
decades (see, for example, [10]–[21], [24], [23]). 
Various results in this directions were obtained and 
even some applications to Hardy type inequalities 
and duality theorems were found (see, for example, 
[15]–[17] and various references there). We do not 
discuss these issues in this note, but hope to return to 
them in our forthcoming papers.  

Remark 2.4. Note that Trace theorems have 
various applications in function and operator theory 
(see, for example, [4], [8] and references there). 
Hence our theorems may also have such a type of 
applications.  

Remark 2.5. Finally we add some analysis con-
cerning other domains and related to these results on 
them.  

Our theorems are also partially valid in 
bounded symmetric domains, since all machinery we 
have used is also valid there, starting from Forelly-
Rudin type estimates and Whitney type decomposi-
tion of such domains. We refer the reader to papers 
[10], [28] where appropriate machinery can be 
found, the same can be even applied to more general 
minimal bounded homogeneous domains in higher 
dimension and appropriate estimates can be seen in a 
series of recent papers of S. Yamaji (see, for exam-
ple, [10], [28], [11] and references there).  
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ИЗУЧЕНИЕ ВЛИЯНИЯ ВНЕШНИХ ПОМЕХ 
НА КАЧЕСТВО СИГНАЛА В СЕТЯХ WI-FI 

В.Н. Кулинченко, О.М. Демиденко 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

STUDYING OF THE INFLUENCE OF EXTERNAL NOISES 
ON THE SIGNAL QUALITY IN WI-FI NETWORKS 

V.N. Kulinchenko, O.М. Demidenko 
F. Scorina Gomel State University 

 
Рассматривается влияние различных источников помех в диапазоне 2,4–5 Ггц на качество передачи Wi-Fi сигнала точ-
кой доступа, включенной в локальную вычислительную сеть. 
 
Ключевые слова: беспроводная сеть Wi-Fi, источники помех, точка доступа, полоса частот, микроволновая печь. 
 
The effect of different sources of noises in the range of 2.4–5 GHz on the quality of transmission signal by the Wi-Fi access 
point in the local area network is considered in the article. 
 
Keywords: wireless network Wi-Fi, sources of noises, access point, band, microwave. 

 
 

Введение 
Целью данного исследования являлось изу-

чение следующего спектра вопросов:   
1. Что влияет на качество работы беспро-

водных сетей Wi-Fi? 
2. Что может являться источником помех и 

каковы возможные причины их возникновения?  
3. Что может привести к прерыванию рабо-

ты или нестабильной работе сетей Wi-Fi? 
Как известно, в беспроводных сетях в каче-

стве среды распространения сигнала использу-
ются радиоволны и работа устройств и передача 
данных в сети происходит без использования 
кабельных соединений. 

В связи с этим на качество работы беспро-
водных сетей влияет большее количество раз-
личного рода помех. 

 
1 Причины возникновения помех, влияю-

щих на работу беспроводных сетей Wi-Fi 
Приведем список самых распространенных 

причин возникновения помех, влияющих на ка-
чество работы беспроводных сетей Wi-Fi (IEEE 
802.11 b/g/n). 

1. Wi-Fi-устройства (точки доступа, беспро-
водные камеры и др.), работающие в радиусе 
действия вашего устройства и использующие тот 
же частотный диапазон.  

Дело в том, что Wi-Fi-устройства подвер-
жены воздействию даже небольших помех, кото-
рые создаются другими устройствами, работаю-
щими в том же частотном диапазоне.  В беспро-
водных сетях используются два частотных диа-
пазона – 2,4 и 5 ГГц. Беспроводные сети стан-
дарта 802.11 b/g работают в диапазоне 2.4 ГГц, 

сети стандарта 802.11a – 5 ГГц, а сети стандарта 
802.11 n могут работать как в диапазоне 2.4 ГГц, 
так и в диапазоне 5 ГГц. 

В полосе частот 2,4 ГГц для беспроводных 
сетей доступны 13 каналов шириной 20 МГц 
(802.11 b/g/n) или 40 МГц (IEE 802.11n) с интер-
валами 5 МГц между ними. Беспроводное уст-
ройство, использующее для Wi-Fi один из 13 
частотных каналов, создает значительные поме-
хи на соседние каналы. Например, если точка 
доступа использует канал 6, то она оказывает 
сильные помехи на каналы 5 и 7, а также, уже в 
меньшей степени, на каналы 4 и 8. Для исключе-
ния взаимных помех между каналами необходи-
мо, чтобы их несущие отстояли друг от друга на 
25 МГц (5 межканальных интервалов). 

На рисунке 1.1 показаны спектры 11 кана-
лов. Группы непересекающихся каналов распо-
лагаются в следующих комбинациях диапазонов 
[1, 6, 11], [2, 7], [3, 8], [4, 9], [5, 10]. Разные бес-
проводные сети, расположенные в пределах од-
ной зоны действия, следует настраивать на непе-
ресекающиеся каналы. 

Для определения наиболее свободного ка-
нала Wi-Fi можно воспользоваться утилитой 
InSSIDer. 

2. Bluetooth-устройства, работающие в зоне 
покрытия вашего Wi-Fi-устройства. Bluetooth-
устройства работают в том же частотном диапа-
зоне, что и Wi-Fi-устройства, то есть, 2.4 ГГц и, 
следовательно, могут оказывать влияние на ра-
боту Wi-Fi-устройств. 

3. Большие расстояния между Wi-Fi-устрой-
ствами.  
 

ИНФОРМАТИКА
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Рисунок 1.1 – Распределение диапазонов каналов Wi-Fi 

 

 
Рисунок 2.1 – Расстановка оборудования 

 
Необходимо помнить, что беспроводные 

устройства Wi-Fi имеют ограниченный радиус 
действия. Например, домашний медиа-центр с 
точкой доступа Wi-Fi стандарта 802.11 b/g имеет 
радиус действия до 60 м в помещении и до 300 м 
вне помещения. В помещении дальность дейст-
вия беспроводной точки доступа может быть 
ограничена несколькими десятками метров в 
зависимости от конфигурации комнат, материала 
стен, а также наличия других препятствий. 

4. Препятствия. Различные препятствия (сте-
ны, потолки, мебель, металлические двери и т. д.), 
расположенные между Wi-Fi-устройства-ми, мо-
гут частично или значительно отражать/погло-
щать радиосигналы, что приводит к частичной 
или полной потере сигнала. 

В городах с многоэтажной застройкой ос-
новным препятствием для радиосигнала являются 
здания. Наличие капитальных стен (бетон+арма-
тура), листового металла, штукатурки на стенах, 
стальных каркасов и т. д. влияет на качество ра-
диосигнала и может значительно ухудшать работу 
Wi-Fi-устройств. Внутри помещения причиной 
помех радиосигнала также могут являться зеркала 
и тонированные окна. Ниже показана таблица 
потери эффективности сигнала Wi-Fi при прохо-
ждении через различные среды. 

5. В качестве помех могут выступать сигна-
лы от устройств операторов 3G и MMDS (в зави-
симости от региональных особенностей их зона 
вещания может перекрывать диапазон от 2,1 Ггц 
до 2,6 Ггц). 

6. Различная бытовая техника, работающая 
в зоне покрытия Wi-Fi-устройства, в том числе: 

– микроволновые СВЧ-печи. Эти приборы 
могут ослаблять уровень сигнала Wi-Fi, т. к. 
обычно также работают в диапазоне 2,4 ГГц; 

– детские «радионяни». Эти приборы рабо-
тают в диапазоне 2,4 ГГц и дают наводки, в ре-
зультате чего ухудшается качество связи Wi-Fi; 

– посудомоечные машины, стиральные ма-
шины и другая техника, оборудованная мощны-
ми электромоторами; 

– мониторы и телевизоры с электронно-лу-
чевыми трубками, беспроводные телефоны и др. 

 
2 Влияния помех диапазона 2,4–5,0 Ггц на 

качество Wi-Fi сигнала на примере пары 
«СВЧ-печь – Wi-Fi сеть» 

Было проведено исследование влияния по-
мех диапазона 2,4–5,0 Ггц на качество Wi-Fi сиг-
нала на примере пары «СВЧ-печь – Wi-Fi сеть». 

Оборудование было установлено по схеме, 
указанной на рисунке 2.1.  
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Рисунок 2.2 – Тестирование Wi-Fi клиентов 

 

 
Рисунок 2.3 – Диаграмма взаимодействия СВЧ-печи и Wi-Fi сети 

 
На рисунке кружками обозначено располо-

жение тестирующего оборудования. 
Сети Wi-Fi и микроволновые печи работают 

в одном диапазоне 2,45 ГГц. Это – собственная 

частота колебаний молекулы H2O (или, как при-
нято говорить, «диполя воды»). Именно на ис-
пользовании этой частоты основана работа мик-
роволновых печей, ибо на другой частоте они бы 
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не работали. Выбор диапазона частот для сетей 
Wi-Fi основан на том, что из-за наличия влаги в 
атмосфере полезный сигнал в этом случае быст-
ро затухает в зависимости от расстояния и боль-
шое количество устройств при этом не мешают 
друг другу. Этот диапазон частот иногда назы-
вают «мусорным диапазоном». 

На рисунке 2.2 приведены результаты ис-
следований, которые показало тестирующее обо-
рудование в различных точках расположения 
при выключенной микроволновой печи. 

На рисунке 2.3 представлена диаграмма 
взаимодействия СВЧ-печи и сети Wi-Fi. 

 
Таблица 2.1 – Потеря эффективности сигнала 

Wi-Fi при прохождении через различные среды 
 

Тип препятствия 
Дополни- 
тельные 

потери (dB) 

Процент 
прохождения 

сигнала 
Открытое  
пространство 0 100% 

Окно без тонировки 
(отсутствует металли-
зированное покрытие) 

3 70% 

Окно с тонировкой 
(металлизированное 
покрытие) 

5–8 50% 

Деревянная стена 10 30% 
Межкомнатная кир-
пичная стена (15,2 см) 15–20 15% 

Несущая кирпичная 
стена (30,5 см) 20–25 10% 

Бетонный пол/потолок 15–25 10–15% 
Монолитное железо-
бетонное перекрытие 20–25 10% 

 
Любая микроволновая печь имеет неболь-

шую утечку излучения. При этом мощность печи 
обычно колеблется от киловатта и более, так что 
даже доли процента микроволнового излучения 
дают хорошую помеху на фоне 100 милливатт-
ного Wi-Fi оборудования, разрешенного в про-
дажу провайдерами в бытовых целях (в про-
мышленных целях могут использоваться точки 
доступа мощностью до 650 мВт). Соответственно 
можно предположить, что непосредственно возле 
работающей печи работа Wi-Fi затруднена или 
даже невозможна.  

По результатам проведенных опытов была 
получена следующая таблица потери эффектив-
ности сигнала Wi-Fi при прохождении через раз-
личные препятствия. 

 
Заключение 
Для устранения влияния различного рода 

помех на распространение сигналов в сетях Wi-Fi 
предлагается  использовать следующие меры: 

– сместиться в диапазоне частот, выбрав 
другой канал сети WiFi; 

– увеличить расстояние между микроволно-
вой печью и устройством WiFi (от 2 метров 
влияние практически сводится к нулю, исходя из 
проведенных опытов); 

– заземлить все устройства, генерирующие 
помехи в диапазоне 2,4 Ггц; 

– поставить между устройством и печью 
препятствие из проводящего материала (лист 
фольги, зеркало); 

– перейти на стандарт 802.11n в диапазоне 
5 Ггц. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 
МНОГОПУСТОТНЫХ ПЛИТ В СТРУКТУРЕ КАРКАСНОГО ЗДАНИЯ 

К.С. Курочка, Д.Н. Трубенок, И.Л. Стефановский 

Гомельский государственный технический университет им. П.О. Сухого 
 

SIMULATION OF NATURAL OSCILLATIONS IN THE HOLLOW-CORE SLABS 
IN STRUCTURE OF THE FRAME BUILDINGS 

K.S. Kurochka, D.N. Trubenok, I.L. Stefanovsky 
P.O. Sukhoi Gomel State Technical University 

 
Рассмотрена математическая модель воздействия импульсной нагрузки на многопустотную плиту, которая является 
составной частью конструкции каркасного здания. В результате получены данные распространения собственных коле-
баний в исследуемой конструкции с течением времени. 
 
Ключевые слова: свободные колебания, многопустотная плита, метод конечных элементов. 
 
A mathematical model of the impact impulse load on the hollow-core slabs, which is an integral part of the design of the frame 
of the building, is considered. As a result, data on the occurrence of the natural oscillations in the studied construction with the 
passage of time are obtained. 
 
Keywords: natural oscillation, hollow-core slabs, finite element method. 

 
 

Введение 
В настоящее время широкое распростране-

ние получили каркасные здания, основным кон-
структивным элементом которых является мно-
гопустотная плита. Из-за повсеместного приме-
нения плит данного типа решается большое ко-
личество задач в целях увеличения срока экс-
плуатации и прочности этого конструктивного 
элемента. Одной из таких задач является моде-
лирование собственных колебаний многопустот-
ных плит в структуре каркасного здания. 

При прочностных расчетах на устойчивость 
подобных сооружений проектировщикам необ-
ходимо проводить вычисления собственных ко-
лебаний многопустотных плит, составляющих 
диски перекрытий. Собственные колебания, воз-
никающие под действием внешней нагрузки, 
приводят к возникновению трещин и разруше-
нию конструкции. По этой причине инженер-
проектировщик должен производить расчет кон-
струкций на обнаружение воздействий данного 
физического процесса для определения предель-
но допустимых биений при воздействии нагруз-
ки определенной величины. 

Главная проблема существующих алгорит-
мов и методик расчетов заключается в том, что 
они не являются универсальными, то есть при-
меняются для конкретной физической модели.  

 
1 Физическая постановка задачи 
Для решения задачи о собственных коле-

баниях плиты применяется физическая модель, 
которая представляет собой плиту, закреп-
ленную со всех сторон. Перпендикулярно к ее 
поверхности приложена внешняя нагрузка (F). 

При воздействии возмущающей силы, зави-
сящей от времени F(t), на поверхность много-
пустотной плиты в ней возникают свободные 
колебания { }.Ψ  Также плита из-за воз-действия 
внешней нагрузки совершает перемещения, 
зависящие от времени ( ).tδ  Данный физический 
процесс можно описать следующим уравнением: 

1

( ) ( ){ } [ ] ( ),
n

i i
i

u t t t
=

= δ Ψ = Φ δ∑  

где [Ф] – матрица, столбцы которой представля-
ют собой векторы свободных колебаний системы 
{ }iΨ  (i = 1, 2, …, n), u(t) – амплитуда колебаний. 

В общем случае в уравнения движения вво-
дится вязкое сопротивление, так что эти уравне-
ния принимают вид [1]: 

[ ] { } [ ] { }
2

2[ ]{ } { } ( ) 0,K C M F t
t t

∂ δ ∂
δ + + δ + =

∂ ∂
 (1.1.) 

где [K] – матрица жесткости, [C] – матрица 
демпфирования, [M] – матрица масс, { }δ  – век-
тор узловых перемещений. 

В рамках задачи об импульсных нагрузках 
постоянное воздействие внешней нагрузки F(t) 
заменяется импульсом силы, который вычисля-
ется по формуле [2, с. 512]: 

0
0

( ) ( )F t F f t dt
τ

= ∫ , 

где F0 – величина нагрузки,  τ – продолжитель-
ность действия импульсной нагрузки. 

Из-за того, что существует множество форм 
импульса f(t) [2, c. 513], по которым можно оп-
ределить импульсную нагрузку, будет выбрана 
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конкретная, которую наиболее удобно приме-
нить для решения задачи: 

( ) 1,f t =  
отсюда следует: 

0 0
0

( ) 1 .F t F dt F
τ

= = τ∫  

Предположим, что существует решение 
уравнения (1.1), при котором вектор узловых 
перемещений { }δ  принимает следующую форму:  

0{ ( )} { } .att eδ = δ  
Произведем подстановку этого выражения в 

уравнение (1.1) и получим уравнение [1], [2]: 
2

0([ ] [ ] [ ]){ } { } 0,K a C a M F+ + δ + =    (1.2) 
где a – мнимая величина, то есть имеет вид 

.a i= ω  
Тогда cos( ) sin( ).at i te e t i tω= = ω + ω  

В общем случае вектор 0{ }δ  является ком-
плексным, следовательно: 

0{ } { } { },x yiδ = δ + δ                   (1.3) 
{ },xδ  { }yδ  – вещественная и мнимая части век-
тора узловых перемещений. 

После установления начальных и гранич-
ных условий необходимо свести задачу к реше-
нию линейных алгебраических уравнений. Для 
этого необходимо подставить выражение (1.3) в 
уравнение (1.2), тогда его можно записать в виде 
[1, с. 372]: 

2

2

[ ] [ ] [ ]
.

0[ ] [ ] [ ]
x

y

FK M C
C K M

δ⎧ ⎫⎡ ⎤− ω −ω ⎧ ⎫⎪ ⎪ = −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ δ−ω − ω ⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎩ ⎭
 (1.4) 

Для нахождения форм собственных колеба-
ний в начальный момент времени, следует под-
ставить полученные значения, в ходе решения 
методом Гаусса уравнения (1.4), в формулу: 

{ } { }cos( ) { } sin( ),x yt i tδ = δ ω + δ ω          (1.5) 
где t – время. 

Для нахождения затухающих колебаний необ-
ходимо применить вариационнй принцип [2, c. 515]: 

2

1
sin( ), ( 1,.., ),

n t

j ji
i

u U e t j n
γ

− ω

=

= ω =∑      (1.6) 

где jiU  вычисляется с использованием форм 
собственных колебаний ,jiδ  найденных в урав-
нении (1.5) при t = 0,  по формуле: 

0
1

,
2

( 1,.., ; 1,.., ).

m
ji

ji jr
r

U F

j n i n
=

δ τω⎛ ⎞= ε δ τ⎜ ⎟ω π⎝ ⎠
= =

∑     (1.7) 

 
2 Математическое моделирование 
Будем дискретизировать исследуемую об-

ласть конечными элементами [1–4] в форме прямо-
угольника с тремя степенями свободы (перемеще-
ние вдоль оси Oz, и углы поворотов вдоль осей 
Ox и Oy) в каждом узле. Выбор этого конечного 
элемента обусловлен следующими преимуществами: 

данное разбиение легко реализуется; при таком 
разбиении легко учесть граничные условия и бла-
годаря этому уменьшается погрешность вычисли-
тельных экспериментов.  
 Чтобы приближенно удовлетворить усло-
вию непрерывности угла наклона [1], [3], в каче-
стве узловых параметров рассматриваются три 
компоненты: перемещение ( )nΩ  вдоль оси z; 
углы поворота ( )y nθ  – вокруг оси y; ( )x nθ  – во-
круг оси x. Так как конечный элемент – прямо-
угольник, то углы наклона ω  и углы поворота 
совпадают, поэтому можно записать:  

{ } .

i
i

i xi
i

yi

i

y

x

⎧ ⎫
⎪ ⎪Ω⎪ ⎪⎧ ⎫Ω ⎪ ⎪⎛ ⎞∂Ω⎪ ⎪ ⎪ ⎪δ = Θ = −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎪ ⎪ ⎪ ⎪Θ⎩ ⎭ ⎪ ⎪∂Ω⎛ ⎞⎪ ⎪⎜ ⎟∂⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

          (2.1) 

 Для отдельного конечного элемента урав-
нение (2.1) можно записать в виде: 

{ } [ ]{ },Aδ = α              (2.2) 
где [A] – координатная матрица, составленная из 
координат улов элемента, { }α  – вектор искомых 
коэффициентов. 
 Из выражения (2.2) можно найти { }:α  

1{ } [ ] { }.A −α = δ  
Для получения глобальных матриц жестко-

сти, демпфирования и масс необходимо добавить 
значения соответствующих локальных матриц, 
принадлежащих конечным элементам. Нахожде-
ние глобальных матриц производится путем за-
несения значений из узлов, принадлежащих ко-
нечному элементу в узел принадлежащий пла-
стине, если они совпадают, то значения сумми-
руются. 

 
3 Результаты исследований и их обсуж-

дения 
Начальные условия, определяющие величи-

ны усилий при заданных условиях закрепления 
(при изгибе плиты – это изгибающие и крутящие 
моменты, а также поперечные силы). Так как в 
рассматриваемой физической модели защемлены 
все края, поэтому начальные условия равны:  

0;w = 0.w
y

∂
=

∂
 

 Узловые перемещения, полученные после 
решения уравнения (1.5), используются для на-
хождения форм собственных колебаний (1.7). 
Затем полученные формы колебаний подстав-
ляются в уравнение (1.6). В ходе решения этого 
уравнения, будут получены значения перемеще-
ний (или амплитуды колебаний). 
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Для проверки методики нахождения собст-
венных колебаний рассматривается фрагмент пе-
рекрытия, состоящий  из двух многопустотных 
плит ПК 63.15.8АТ800АТ-8 с: длиной – 6.2 м, 
шириной – 1.49 м, высотой – 0.22 м, отверстием 
в середине пролёта, рабочей арматурой 
5Ø12АТ800. Плита имеет 7 отверстий диаметром 
159 мм, защитный слой бетона 20 мм. Загруже-
ние проводилось от 0 Н/м2 до 4532 Н/м2. Най-
денные значения прогибов сравнивались с экс-
периментальными данными [5]. При нагрузке 
3286 Н/м2 прогиб в нижней растянутой зоне в 
середине пролета равен 15,14 мм [5, с. 61], в ходе вы-
числительного эксперимента он составил 13,17 мм. 
При нагрузке 4532 Н/м2 прогиб в середине про-
лета составил 20.6 мм [5, с. 61], в ходе вычисли-
тельного эксперимента он составил 17,9 мм.  

Фрагмент перекрытия дискретизировался по 
длине на 20 конечных элементов, по ширине – на 
14. Результат моделирования с величиной на-
грузки 3286 Н представлен на рисунке 3.1. 
 

 
Рисунок 3.1 – Колебания многопустотных плит 
ПК 63.15.8АТ800АТ-8 под действием внешней 

нагрузки 
 

В результате моделирования были получе-
ны результаты, расхождение которых с экспери-
ментальными данными [5] составляет 15%. Это 
говорит о том, что результаты, производимые по 
представленной математической модели, вычис-
ляются с высокой точностью. 

 
Заключение 
В ходе исследовательской работы предложена 

математическая модель, отличающаяся от сущест-
вующих аналитических решений поставленной 

задачи, и разработано программное обеспечение 
для нахождения собственных колебаний много-
пустотных плит.  

Одним из основных достоинств разработан-
ной математической модели является ее универ-
сальность. Так как можно, варьируя начальные и 
граничные условия, а также изменяя место и ха-
рактер приложения внешней нагрузки, решать 
различные задачи, связанные с исследуемым ви-
дом конструкции. Также, внеся незначительные 
изменения в разбиение на конечные элементы и 
сменив физические характеристики материала 
можно решить абсолютно новую задачу (напри-
мер, задачу о биениях, возникающих в тормоз-
ной системе автомобиля). 

Предложенная математическая модель мо-
жет быть использована при проектировании кар-
касных зданий для определения наиболее подхо-
дящего типа многопустотных плит, которые не-
обходимо применить для конкретного проекта.  
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«Проблемы физики, математики и техники», 
должна:  

– соответствовать профилю журнала;  
– являться оригинальным произведением, 

которое не предоставлялось на рассмотрение и 
не публиковалось ранее в объеме более 25% в 
других печатных и (или) электронных изданиях, 
кроме публикации препринта (рукописи) статьи 
авторов (соавторов) на собственном сайте;  

– содержать все предусмотренные дейст-
вующим законодательством ссылки на цитируе-
мых авторов и источники опубликования заим-
ствованных материалов, автором (соавторами) 
должны быть получены все необходимые разре-
шения на использование в статье материалов, 
правообладателем (лями) которых автор (соавто-
ры) не является (ются). 

Статья не должна содержать материалы, не 
подлежащие опубликованию в открытой печати, 
в соответствии с действующими законодатель-
ными актами Республики Беларусь.  

Статья представляется на русском, белорус-
ском или английском языках в двух экземплярах 
на белой бумаге формата A4 c пронумерованны-
ми страницами. Одновременно в редакцию на-
правляется электронный вариант статьи на CD, 
или по электронной почте (e-mail: pfmt@gsu.by). 

Для подготовки статьи можно использовать 
редактор MS Word for Windows (2000/2003), 
шрифт – Times New Roman, 14 pt, все поля – 
2 см, или систему LaTeX c опцией 12 pt в стан-
дартном стиле article без переопределения стан-
дартных стилей LaTeX'а и введения собственных 
команд (все поля – 2 см). 

В левом верхнем углу первой страницы ста-
тьи ставится индекс УДК, ниже по центру на 
русском и английском языках: название статьи 
прописными буквами, инициалы и фамилия ав-
тора (авторов), название организации, в которой 
он (они) работает, аннотация (до 10 строк) и пе-
речень ключевых слов. 

Статья, как правило, должна содержать: вве-
дение, основную часть, заключение и литературу. 

Название статьи должно отражать основную 
идею исследования, быть кратким.  

Во введении дается краткий обзор литера-
туры, обосновывается цель работы и, если необ-
ходимо, отражается связь с научными и практи-
ческими направлениями. Обязательными явля-
ются ссылки на работы других авторов, публи-
кации последних лет в области исследования, 
включая зарубежные. 

Основная часть должна содержать описание 
методики, объектов исследования с точки зрения 
их научной новизны. Она может делиться на 
подразделы (с разъясняющими заголовками) и 
содержать анализ публикаций, относящихся к 
содержанию данных подразделов. 

 

Формулы, рисунки, таблицы нумеруются в 
пределах раздела, например: (1.1), (2.3), рисунок 
1.1, таблица 2.1. Нумерации подлежат только те 
формулы, на которые имеются ссылки. Номер 
формулы прижимается к правому краю страни-
цы, а сама формула центрируется. Рисунки и 
таблицы располагаются непосредственно в тек-
сте. Размер рисунков и графиков не должен пре-
вышать 10×15 см. Полутоновые фотографии 
должны иметь контрастное изображение. Повто-
рение одних и тех же данных в таблицах и ри-
сунках не допускается. 

Каждая таблица должна иметь заголовок, в 
ней обязательно указываются единицы измере-
ния рассматриваемых величин. Размерность всех 
величин должна соответствовать Международ-
ной системе единиц измерений (СИ). Не допус-
кается сокращение слов, кроме общепринятых 
(т. е., и т. д., и т. п.). 

В заключении в сжатом виде формулируются 
полученные результаты, их новизна, преимущест-
ва и возможности практического использования.  

Список литературы должен содержать пол-
ные библиографические данные. Он составляет-
ся в порядке упоминания ссылок в тексте. Ссыл-
ки на неопубликованные работы не допускаются. 
Ссылки даются в оригинальной транслитерации. 
Порядковые номера ссылок по тексту указыва-
ются в квадратных скобках (например, [1], [2]). 
 Статья подписывается всеми авторами. К 
статье прилагаются: 

– сопроводительное письмо организации, в 
которой выполнена работа с просьбой об опуб-
ликовании; 

– сведения об авторах; 
– экспертное заключение о возможности 

опубликования статьи в открытой печати; 
– договор о передаче авторского права (в 

двух экземплярах). 
Сведения об авторах представляются на от-

дельной странице и содержат: фамилию, имя, от-
чество автора (авторов), ученую степень, звание, 
место работы и занимаемую должность, специа-
листом в какой области является автор, почтовый 
индекс и точный адрес для переписки, телефоны 
(служебный или домашний), адрес электронной 
почты. Следует указать автора, с которым нужно 
вести переписку и направление, к которому отно-
сится представленная работа (физика, математика, 
техника). 
 Поступившая в редакцию статья направля-
ется на рецензирование. В случае её отклонения 
редакция сообщает автору решение редколлегии 
и заключение рецензента, рукопись автору не 
возвращается. Решение о доработке статьи не 
означает, что она принята к печати. После дора-
ботки статья вновь рассматривается рецензентом 
и редакционной коллегией. 
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Редакция оставляет за собой право произво-
дить редакционные изменения и сокращения, не 
искажающие основное содержание статьи. 
 Статьи, не отвечающие перечисленным тре-
бованиям, к рассмотрению не принимаются и 
возвращаются авторам. Датой получения руко-
писи считается день получения редакцией окон-
чательного варианта. 
 Авторы несут ответственность за направление 
в редакцию уже ранее опубликованных статей или 
статей, принятых к печати другими изданиями.  

Редакция предоставляет право первоочередно-
го опубликования статей лицам, осуществляющим 
послевузовское обучение (аспирантура, докторанту-
ра, соискательство) в год завершения обучения. 
Плата за опубликование статей не взимается. 

 Всю корреспонденцию следует направлять 
простыми или заказными письмами (бандероля-
ми) на адрес редакции.  

Образец оформления статьи, сведений об ав-
торах, экспертного заключения и текст договора о 
передаче авторского права размещены на сайте 
журнала по адресу http://pfmt.gsu.by.  
 Журнал включен в каталог печатных 
средств массовой информации Республики Бела-
русь. Индекс журнала: 01395 (для индивидуаль-
ных подписчиков), 013952 (для предприятий и 
организаций). 
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GUIDELINES FOR AUTHORS 
 

In order for papers submitted to be published in 
the journal “Problems of Physics, Mathematics and 
Technics” the following rules should be taken into 
account: 
 – the paper should be in agreement with the 
type of the journal; 

– the paper should be an original work, it 
should not have been submitted for consideration or 
previously published in the bulk over 25% in an-
other scientific edition and (or) electronic publica-
tions with the exception of preprint publication 
(manuscript) of the paper of the authors (coauthors) 
on their own website; 
 – the paper should contain all statutory refer-
ences to the cited authors and published sources of 
the borrowed material. The author (coauthors) must 
obtain all the necessary permissions for the use of 
materials in the article, in the event that he is (they 
are) not their right holder (right holders). 

The paper should not contain the materials 
suppressed for publication in the press in accordance 
with the laws of the Republic of Belarus. 

Contents of a paper should be written in line 
with the scope of the journal. The paper should be 
written in Russian, Belarusian and English, edited 
thoroughly and submitted in two copies to the Edito-
rial Office. The manuscript should be printed on A4 
white paper with all pages numbered. In addition, 
the  authors  must  submit  the  electronic  version  
of their manuscript  either  on a CD or by e-mail  
(e-mail: pfmt@gsu.by). 

To prepare a paper it is possible to use MS 
Word for Windows (2000/2003), Times New Roman 
type, 14 pt. All margins are 2 cm. The author may 
also use 12 pt LaTeX in standard style article with-
out redefinition of the margins and introduction of 
the author’s commands. 

Index UDC is sited in the left corner of the first 
page. The title of the paper in capital letters is fol-
lowed by the name(s) of the author(s), authors' af-
filiations and full postal addresses next to which are 
an abstract of no more than ten lines and keywords. 
Relevant keywords should be placed just after the 
Abstract. 

A paper, as a rule, should include Introduction, 
Body Text, Conclusion and Literature. The title of 
the paper must be concise. It describes the main idea 
of your research. 

In the Introduction the author gives a brief re-
view of literature, his grounds and specific objec-
tives, he describes links with scientific and practical 
branches. All background information such as refer-
ence to the papers of others authors and some 
previous publications (including foreign ones) in the 
field of investigation is necessary. 

The main part should contain description of the 
techniques used and objects of investigation within a 
large scientific framework. This part may be divided 
into subsection (with explanatory headings). It provides 

the readers with the analysis of the publications on 
the problem described in these subsections. 

Formulas, figures and tables should be sequen-
tially numbered in the framework of the section, for 
example: (1.1), (2.3), figure 1.1, table 2.1. The author 
should number only the formulas with appropriate 
references. The formula number is placed on the right 
side of the page and the formula itself is centred. 

Figures and tables should be put into a contex-
tual framework. The size of figures and charts does 
not exceed 10х15 cm. Halftone photos should be 
glossy and contrast. Do not repeat extensively in the 
text the data you have presented in tables and figures. 

Each table should have the heading, in which 
units of measure describe the values under consid-
eration. All measurements and data should be given 
in SI units, or if SI units do not exist, in an interna-
tional accepted unit. The authors are advised to 
avoid abbreviations except for generally accepted 
ones (i. e., etc.). Define all abbreviations the first 
time they are used. 

In the Conclusion the received data are de-
scribed in concise form. The novelty of these results, 
advantages and possibility of practical use are pre-
sented. 

Publications cited in the text should be pre-
sented in a list of references following the text of the 
manuscript. References should be given in their 
original spelling, numbered in the order they appear 
in the text and contain full bibliography. Please, do 
not cite unpublished papers. The numbers of refer-
ences are sited in square brackets (e.g. [1], [2]). 

The paper should be signed by all authors. 
The following documents should be attached to 

the article: 
– covering letter of the organization in which 

the work was done with a request for publication; 
– information about the authors; 
– expert opinion on the possibility of publish-

ing an article in the press; 
– treaty on the transfer of the copyright (two 

copies). 
The authors should provide the following in-

formation on a separate sheet: surname, first name, 
patronymic, science degree, rank and correct postal 
address for correspondence, organization or com-
pany name and position, title, research field, home 
or office phone numbers, and e-mail address. 

Then the paper is sent to the Editorial Board to 
be reviewed. The Editorial Office informs the au-
thors of paper denial and the reviewer's conclusion 
without returning the manuscript. A request to revise 
the manuscript does not imply that the paper is ac-
cepted for publication since it will be re-reviewed 
and considered by the Editorial Board. The authors 
of the rejected paper have the right to apply for its 
reconsideration. 

The Editorial Board has the right to edit the 
manuscript and abridge it without misrepresenting 
the paper contents. 
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Papers not meeting the above requirements are 
denied and returned to the authors. The date of re-
ceipt of the final version by the Editorial Office is 
considered as the submission date. 

Authors are responsible for the submission of 
their publication because submission is a representa-
tion that the paper has not been previously published 
and is not currently under consideration for publica-
tion elsewhere. The Editorial Board charters top-
priority for postgraduate students (postgraduate 
course, persons working for doctor's degree, com-
petitors for scientific degree) during the current year 

of the completion of a course. Publication of the 
paper is free of charge. 

Samples of the preparation of an article, infor-
mation about the authors, expert opinion and the text 
of the treaty on the transfer of the copyright are 
placed on the site http://pfmt.gsu.by. 

The journal «Problems of Physics, Mathemat-
ics and Technics» is included in the mass media 
catalogue of the Republic of Belarus. Index: 01395 
(for personal subscribers), 013952 (for enterprises 
and organizations). 
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