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УДК 539.12 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ФОРМФАКТОРЫ МЕЗОНОВ 
В.В. Андреев1, А.Ф. Крутов2 

1Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель, Беларусь 
2Самарский государственный университет, Самара, Россия 

 
ELECTROMAGNETIC FORM FACTORS OF MESONS 

V.V. Andreev1, A.F. Krutov2 
1F. Scorina Gomel State University, Gomel, Belarus 

2Samara State University, Samara, Russia 
 

В рамках пуанкаре-ковариантной кварковой модели, основанной на точечной форме релятивистской гамильтоновой 
динамике, получены среднеквадратичные радиусы и электромагнитные формфакторы легких мезонов. Вычисления 
проведены исходя из требования согласованного описания электрослабых характеристик и масс псевдоскалярных и 
векторных мезонов. 
 
Ключевые слова: мезон, кварковая модель, электромагнитный формфактор, лептонная константа распада. 
 
Mean-square radii and electromagnetic form factors of light mesons are obtained in the framework of Poincare covariant quark 
model based on the point form of relativistic Hamiltonian dynamics. Calculations are performed with the use of the requirement 
of self-consistent description of electroweak properties and masses of pseudoscalar and vector mesons. 
 
Keywords: meson, quark model, electromagnetic form factor, leptonic decay constant. 

 
 

Введение 
Изучение электрослабых характеристик со-

ставных кварковых систем занимает существен-
ную часть в как теоретических, так и в экспери-
ментальных исследованиях. Среди составных 
систем особый интерес вызывает описание элек-
трослабых свойств легких мезонов – пиона и 
каона. Так, например, ускоритель Джефферсо-
новской лаборатории (Jlab) уже больше 10 лет 
осуществляет программы по прецизионному из-
мерению пионного и каонного, также нуклонных 
форм-факторов [1], [2]. Наличие обширной экс-
периментальной информации об этих частицах и 
открывает возможности проверки предсказаний 
различных моделей. Относительно пиона этот 
интерес вызван еще и дуальностью пиона как 
составной системы и как возможного кандидата 
на роль голдстоуновского бозона спонтанно на-
рушенной киральной симметрии КХД.  

Однако, для описания с легкими кварками 
необходимо развитие релятивистских методов. 
Следует, однако, подчеркнуть, что количествен-
ное описание релятивистских адронных систем 
представляет собой весьма сложную задачу, ко-
торая в полном объеме вряд ли может быть ре-
шена в ближайшие годы.  

Применение методов теории поля для ре-
шения этого вопроса встречает ряд серьезных 
проблем. Так, например, известно, что пертурба-
тивная  КХД не может быть последовательно 
использована к описанию связанных состояний 
кварков  [3].  Поэтому при исследованиях 
свойств связанных систем получили широкое 

распространение так называемые релятивистские 
составные модели. Цель данной работы состоит 
в описании одной из возможных релятивистски–
инвариантных моделей электрослабой структуры 
двухчастичной составной системы на основе то-
чечной формы релятивистской гамильтоновой 
динамики (РГД) [4].  

Для описания электромагнитной структуры 
мезонов, как двухкварковой системы, использо-
валось множество подходов. Только в рамках 
РГД этот вопрос рассматривался в целом ряде 
работ, начиная от динамики на световом фронте 
[5]–[10]  и мгновенной формы динамики [11], 
[12] и заканчивая точечной формой динамики 
[13]–[15].  

Наименее разработанной формой динамики 
для описания электромагнитных свойств мезонов 
оказалась точечная форма. Результаты работы 
[13], которые неплохо описывали эксперимен-
тальные данные были подвергнуты критике в 
работе [15] за необоснованные и бездоказатель-
ные предположения. В результате, для удовле-
творительного описания экспериментальных 
данных, в работах [15]–[17] была предложена 
новая и достаточно сложная разновидность то-
чечной формы РГД, в которой необходимо было 
отказаться от условия равенства 4–х скоростей 
систем с взаимодействием и без него. И хотя в 
результате выбора параметров удалось прибли-
зиться к описанию поведения формфакторов 
пионов,   тем  менее   существует  разница  меж-
ду  модельными  вычислениями и эксперимен-
том [18].  
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В данной работе в рамках пуанкаре–
ковариантной кварковой модели (ПК–модель), 
основанной на точечной форме РГД, покажем, 
что можно добиться удовлетворительного опи-
сания электромагнитных характеристик псевдо-
скалярных мезонов, используя оригинальную 
методику (см. раздел 4). При этом самосогласо-
ванное описание характеристик будет распро-
страняться как на электрослабые (лептонные и 
векторные константы распадов), так и на элек-
тромагнитные характеристики (формфакторы, 
среднеквадратичные радиусы), включая и массы 
псевдоскалярных и векторных мезонов.  

 
1 Пуанкаре–ковариантная кварковая мо-

дель мезонов 
В РГД, как и вообще в релятивистской со-

ставной модели, конституенты, составляющие 
систему, рассматриваются как протяженные объ-
екты, структура которых описывается введением 
ряда величин таких, как среднеквадратичный 
радиус, формфакторы. Конституенты взаимодей-
ствуют между собой посредством потенциала, 
параметры которого определяются феноменоло-
гически. Основным требованием РГД является 
условие сохранения пуанкаре–инвариантности 
как для систем без взаимодействия, так и для 
взаимодействующих частиц. В случае системы 
двух невзаимодействующих частиц с массами 

qm  и Qm  и соответственно с 4–импульсами 

1 1 1( )
qmp pω⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ,p  и 2 2 2( )
Qmp pω⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ,p  это требо-

вание в рамках мгновенной и точечной форм 
РГД приводит к радиальному уравнению для 
связанного состояния c импульсом ,Q  волновой 
функцией (ВФ) ( )J

S kμ
,ΦA  и массой :M   
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2

0

0
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     (1.1) 

где 0 ( ) ( )
Q qm mM k kω ω= +  – эффективная масса 

системы невзаимодействующих частиц, имею-
щих импульс относительного движения k  
( ) :k = k   

( )
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0
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2 2
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Отметим, как и во многих моделях (см. 
[19]–[22]), 4-импульс ( ){ } 1 2.MQ Q p pω= , ≠ +Q  
Точечная форма РГД характеризуется тем, что 
оператор 4-скорости системы свободных частиц  

( )
01 2

0 0 0

M
p

Pp p
M M M

ω
υ

⎧ ⎫+ ⎪ ⎪= = ,⎨ ⎬
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P         (1.3) 

и оператор 4-скорости связанной системы  
( )M

Q

QQV
M M M

ω⎧ ⎫
= = ,⎨ ⎬

⎩ ⎭

Q               (1.4) 

совпадают [4], [23]–[26].  
Для описания конкретных связанных систем 

необходимо определить потенциал взаимодейст-
вия между частицами. При этом для описания 
одной и той же по составу связанной системы 
могут использоваться различные потенциалы. 
Такой выбор потенциалов автоматически опре-
деляет различные пуанкаре–ковариантные моде-
ли. В нашем случае используем межкварковый 
потенциал работы [27], который в случае псевдо-
скалярных и векторных мезонов представляет 
сумму кулоновской, запирающей и спин–
спиновой частей:  

l ( ) l l l( ) ( ) ( )Coulomb linear SSV r V r V r V r= + + ,    (1.5) 
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exp( ) 1( ) 1 erf ( )
2

linear
b rV r r br w

b rbr
σ

π
⎡ ⎤− ⎛ ⎞= + + + ,⎜ ⎟⎢ ⎥

⎝ ⎠⎣ ⎦

l
7

3 2 2

1

32
( ) exp( )

9
q Q

SS k k k
kq Q

V r r
m m

α τ τ
π

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

= − − ,∑
S S

 

где параметр kτ  определяется из соотношения 

2 2 2

1 1 1 ,
k k bτ γ
= +  erf ( )x  – функция ошибок, а q Q,S  – 

операторы спинов кварков.  
Для получения потенциала (1.5) были при-

менены процедура «размазки» по следующему 
правилу [27], [28]:  

( ) 3f r d r f rρ′ ′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= − ,∫ r r�           (1.6) 

где функция «размазки» c параметром b  выбра-
на в виде  

3 2

3 2 expb bρ
π

⎡ ⎤′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟/ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
− = − − ,r r r r      (1.7) 

а также феноменологическое описание поведе-
ния бегущей константы, удобное для аналитиче-
ских расчетов:  

27
2

2
1

( ) exp
4

n

s k
k k

QQα α
γ

⎡ ⎤=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥⎣ ⎦

= − .∑          (1.8) 

Поскольку процедура ограничения пара-
метров основана на использовании соответствия 
экспериментальных и модельных значений ха-
рактеристик псевдоскалярных и векторных ме-
зонов, в которых константа 2 2

s Qα ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= k  интег-
рируется, то расчеты будут «чувствительны» к 
той площади, которая находится под кривой, 
задающей поведение 2 .sα

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
k   

По этой причине необязательно брать для 
параметра потенциала sα  бегущую константу 
КХД  
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( )

2 1
QCD 2

0 0

2 2
2 01

4 2 2
0 1

ln ln24 1
ln ln

4 5ln ln 1 2
ln 8 4

Q

Q Q

Q
Q

z
Q

z z

z
z

βπα
β β

β ββ
β β

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎣ ⎦

⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡
⎢= − +
⎢⎣

⎤⎛ ⎞
+ + − ,− / ⎥⎜ ⎟

⎥⎝ ⎠⎦

 (1.9) 

с β -функциями  
2

0 12

2
2

2 1911 51
3 3

5033 3252857
9 27

Q f f

f f

Qz n n

n n

β β

β

= , = − , = − ,
Λ

= − + ,
 

а достаточно использовать ее аппроксимацию 
(1.8), которая должна воспроизводить хорошо 
изученную область 1 5 ГэВ.Q > .  

Для моделирования различного поведения 
константы в непертурбативной области с помо-
щью процедуры фитирования константы (1.9) 
выражением (1.8) нами получены наборы пара-
метров, отличающихся значением .k kα γ,  Выбор 
режима поведения sα  диктуется требованием 
соответствия модельных и экспериментальных 
значений лептонных констант и масс легких и 
тяжелых мезонов.  

 
2 Лептонные константы распадов мезо-

нов в пуанкаре-ковариантной модели 
Постоянная Pf  лептонного распада 

( )P Qq ν→ + AA  для псевдоскалярного мезона 
( )P Qq  после удаления элемента матрицы Ка-

биббо–Кобаяши–Маскавы QqV  обычно определя-
ется следующим соотношением:  

l ( ) ( )
( )

3 20 0 .1 2
2

P

P
AP P

in M

P fj J M i
P

μμμ π
ω

/≡ , = /P  (2.1) 

Электрослабый аксиальный ток l (0)AJ
μ

 и вектор 
состояния мезона с массой PM  берутся в пред-
ставлении Гейзенберга [29]. 

Соответственно ширина распада 
( )P Qq ν→ + AA  задается выражением  

2 22 2
2 2

21
8

F Qq
P P P

P

G V mm M f
Mπ

⎛ ⎞
Γ = − ,⎜ ⎟

⎝ ⎠
A

A      (2.2) 

где  mA  – масса лептона ,A  а FG  – константа 
Ферми.  

В случае лептонных распадов векторных 
мезонов ( )V Qq → +A A  соотношения аналогич-
ные выражениям (2.1) и (2.2) примут вид:  

l ( ) ( )
( )

3 20 0 1 2
2

V

V V
VV V

in M

M fj J M i
P

μμμ λελ π
ω

/≡ , , = /P  

c вектором поляризации μ
λε  векторного мезона 

массы VM . Соответственно ширина распада 
( )V Qq → +A A  задается выражением  

2 22
2

2 2

2 44 1 1
3V V

V V V

m mf
M M M
πα ⎛ ⎞

Γ = + − ,⎜ ⎟
⎝ ⎠

A A      (2.3) 

где α  – постоянная тонкой структуры.  
В работах [11], [30]–[32] получены совпа-

дающие интегральные представления для леп-
тонных констант распадов псевдоскалярных и 
векторных мезонов P Vf f,  в рамках пуанкаре–
ковариантных моделей, основанных на точечной 
и мгновенных формах РГД:  

( )

( ) ( )

2

0

2 2
0

3 2
0

2

( )

q Q

c
P q Q

q Qq Q

m m

Nf m m dkk k

m mM m m
k k M

π

ω ω

∞
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

/

, = Φ ⋅

+− −
⋅ ,

∫
       (2.4) 

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

02

q Q

q Q q Q

c
V q Q

m q m Q

m m m m

Nf m m dkk k

k m k m

k k k k

π

ω ω

ω ω ω ω

∞
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, = Φ ⋅

+ +
⋅ ⋅

+

∫
 

( ) ( )

2

1
3

q Qm q m Q

k
k m k mω ω⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟⋅ + ,
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

    (2.5) 

где cN – число цветов кварков. Аналогичное ин-
тегральное представление для Pf  получено и в 
пуанкаре – ковариантной модели, основанной на 
динамике светового фронта [9].  
 

3 Выбор параметров модели 
Решение задачи на собственные значения 

(1.1) с потенциалом (1.5) произведем вариацион-
ным методом с использованием волновых функ-
ций осцилляторного и кулоновского (для B – 
мезонов) типов. При использовании вариацион-
ного метода требуется нахождение минимума 
функционала  

( )
( ) m ( ) m l

0

0

q QM m m w b

M M V

β σ

β β

, , , , , =

= Φ | | Φ = Φ | | Φ + Φ | | Φ ,
 

где ( )βΦ  – пробная волновая функция.  
Потенциал модели (1.5) имеет следующие 

свободные параметры: параметр натяжения глю-
онной струны ,σ  параметр размазки b  и пара-
метр 0.w  Также параметрами являются массы 
кварков q Qm ,  и наборы констант ,k kα γ,  характе-
ризующие поведение эффективной константы 
сильного взаимодействия. Отметим, что значе-
ния параметров 0wβ σ, ,  зависят от ароматов 
кварков.  

Рассмотрим процедуру фиксации числен-
ных значений параметров потенциала. Параметр 
линейной части потенциала в большом количе-
стве моделей лежит в пределах 
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20 18 0 20 ГэВσ = . ÷ .  [27], [33]–[35], поэтому в 
наших расчетах будем полагать, что  

( ) 20 19 0 01 ГэВσ σ σ= ± Δ = . ± . .      (3.1) 
Определение параметра волновой функции 

β  и остальных параметров потенциала произве-
дем путем решения системы уравнений:  

( )

( )0

0
min

P V

P min P P

M

M w M M

β σ

β σ
β

β σ

,
,

∂ ,
| = ,

∂

, , = ± Δ ,

�

�
        (3.2) 

( ) ( )1 0

vp

min

S S
V P

V P

M M

M M M
β σ

β σ β σ

δ

= =

,
, − , =

= − ± ,
�       (3.3) 

exp exp
P P

P q Q minf m m f fβ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, , = ± Δ ,         (3.4) 

exp exp
V V

V q Q minf m m f fβ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, , = ± Δ ,         (3.5) 
где уравнения (3.2), (3.3) являются условием ми-
нимума и требованием того, чтобы модельные 
значения масс мезонов соответствовали экспе-
риментальным значениям. Величины P VM ,  – 
экспериментальные значения массы псевдоска-
лярного и векторного мезонов, а P VM ,Δ  – экспе-
риментальная ошибка измерения этих масс. По-
следние два уравнения (3.4), (3.5) означают, что 
значения лептонной константы связи для псевдо-
скалярных и векторных мезонов, полученные в 
рамках пуанкаре–ковариантной модели совпада-
ли (cм. (2.4), (2.5)) в пределах ошибки с экспери-
ментальными значениями exp.f  

Для моделирования различного поведения 
константы в непертурбативной области с помо-
щью процедуры фитирования константы (1.9) 
выражением (1.8) нами получены наборы пара-
метров, отличающихся значениями .k kα γ,  

Выбор режима поведения sα  и соответст-
венно значений k kα γ,  основан на комбиниро-
ванном анализе лептонных констант легких и 
тяжелых мезонов и масс псевдоскалярных и век-
торных мезонов.  

Итогом этой процедуры является эффектив-
ная константа 2

s Qα ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 с ( )2 0crit s Qα α. = = = 0.667, 
чье поведение отображено на рисунке 1. Отме-
тим, что сходное поведение константы наблюда-
ется в моделях [27], [36], [37].  

Предполагая, что конституэнтные массы 
–u d, – кварков приблизительно равны [27]:  

( )4 1 МэВd u udm m m− ≡ Δ = ± ,         (3.6) 
получим из (3.2)–(3.5) систему уравнений на ос-
нове лептонных констант распадов:  

( )
( )

0 0

exp exp

exp exp

V u d

P u d

f m m f f

f m m f f

ρ ρ

π π

β

β
± ±

⎧ , , = ± Δ ,⎪
⎨

, , = ± Δ .⎪⎩
 

Используя экспериментальные данные для 
π ±  и 0ρ -мезонов [38]  

( )
( )0

130 4 0 04 0 2 МэВ

156 2 1 2 МэВ

P

V

f

f
π

ρ

± = . ± . ± . ,

= . ± . ,
 

где последнее соотношение получено из выра-
жения (2.3) и экспериментального значения ши-
рины 0 7 02 0 11КэВ

ρ
Γ = . ± .  для распада 

0 e eρ + −→  [38], приходим к следующим значе-
ниям масс –u d, – кварков:  

( )
( )
239 8 2 3 МэВ

243 8 2 3 МэВ
u

d

m

m

= . ± . ,

= . ± . .
          (3.7) 

 

 
Рисунок 1 – Поведение ( )2

s Qα  в исследуемой 
модели. Точками обозначено поведение 

константы пертурбативной КХД 
 

При этом параметр πβ  пробной осцилля-
торной ВФ  

( )
2

1 4 3 2 2

2 exp
2
kk β

π β β/ /

⎛ ⎞
Φ , = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
      (3.8) 

лежит в интервале 
( )328 66 1 45 МэВπβ = . ± . .          (3.9) 

Решение системы уравнений  
( )
( )

( ) ( )
( )

1 0

exp exp

0V

K K K
S S
V P K K K K

K K
P u s

M …

M … M M

M … M … M M M

f m m f f

β β

β

β β δ

β

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ + ± ±⎪
⎪
⎪⎪
⎨ ∗ ± ∗ ±⎪
⎪
⎪ ± ±
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

= =
−

∂ , /∂ = ,

, = ±Δ ,

, − , = − ± ,

, , = ±Δ

 (3.10) 

для бегущей константы 2
s Qα ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, отображенной 
на рисунке 1, с учетом экспериментальных дан-
ных [38]  

( )
( )

( )

493 677 0 016 МэВ

155 5 0 2 0 8 0 2 МэВ

397 983 0 261 МэВ

K
P

K

exp K K

M

f

M M M

+

±

∗ ±

= . ± . ,

= . ± . ± . ± . ,

Δ = − = . ± .

 

и значений массы u  – кварка (3.7) дает, что 
( )
( )
459 9 31 7 МэВ

352 48 1 03 МэВ
s

K

m

β

= . ± . ,

= . ± . .
       (3.11) 
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Для вычисления лептонных констант тяже-
лых мезонов нам необходимы массы –c b, – 
кварков. Для расчета ограничений масс тяжелых 

–c b, – кварков, используем данные для cc  ( cη  
и J ψ/ – мезоны) и bb  ( bη  и ( )1Sγ – мезоны) 
систем:  

( )
( )

2980 3 1 2 МэВ

3096 916 0 011 МэВ
с

J

M

M
η

ψ/

= . ± . ,

= . ± . ,
 

( )

( ) ( )1

9390 9 2 8 МэВ

9460 30 0 26 МэВ
b

S

M

M
η

γ

= . ± . ,

= . ± . .
       (3.12) 

Поскольку эти системы состоят из частиц 
одинаковой массы, то для фиксации масс квар-
ков достаточно использовать экспериментальные 
данные только для лептонных распадов вектор-
ных состояний:  

( ) ( )
( )

1 238 4 1 6 МэВ

277 6 4 МэВ

V
S

V
J

f

f
γ

ψ/

= . ± . ,

= . ± .
           (3.13) 

Решение систем уравнений, аналогичных урав-
нениям (3.10) приводит к интервалам:  

( )
( )
1 358 0 081 ГэВ

4 127 0 105 ГэВ
c

b

m

m

= . ± . ,

= . ± . .
          (3.14) 

 
4 Методика вычисления характеристик 

мезонов  в пуанкаре–ковариантной модели, 
основанной на точечной форме РГД  

При изучении реакций с участием адронов 
,h  таких как лептонные распады  

i fh h ν+→ + + ,AA                 (4.1) 
упругое рассеяние лептонов на адронах  

i fh h+ ++ → +A A                 (4.2) 
и др. в S -матричных элементах процессов име-
ется адронная часть ,hS  которая, для вышеупо-
мянутых процессов, может записана в виде  

( ) ( )h h
out in

I x M J S x M Jμ μ′ ′ ′ ′= 〈 , , , , .Q Q   (4.3) 

Здесь вектор M Jμ, ,Q  определяет состоя-
ние адрона спина ,J  массы M  и импульса Q  в 
представлении Гейзенберга. Матричный элемент 
(4.3) параметризуют посредством феноменоло-
гических формфакторов, которые определяют из 
экспериментов. Трансляционная инвариантность 
требует, чтобы 

( ) l( ) ( ) l( )exp 0 exph hI x iQx I iQx= − .       (4.4) 

Отметим, что в адронную часть входит как 
сильное взаимодействие (индекс strong ), так и 
другие типы взаимодействий (индекс EW ), оп-
ределяющие процессы типа (4.1), (4.2) т. е. в 
представлении взаимодействия S -матрица имеет 
вид:  

( ) { }exp ( )h h
totS x T i H x dx⎡ ⎤= =⎣ ⎦∫  

{ }exp ( ) exp ( )EW strong
tot totT i H x dx i H x dx′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫   (4.5) 

c полным гамильтонианом взаимодействия 
0( ) ( ) ( ).h h h

tot intH x H x H x= +  
Вычисление матричных элементов (4.3) с 

учетом внутренней структуры адронов является 
нетривиальной задачей и в разных моделях ре-
шается отличающимися друг от друга способа-
ми. Поскольку параметризация матричного эле-
мента (4.3) включает как формфакторы, так и 4–
импульсы частиц, то возникает задача, какие 
компоненты необходимо использовать для вы-
числения формфакторов. Так в рамках моделей 
на основе динамики на световом фронте [7], [9], 
[10], [39]–[41] предлагается для расчета токов 
использовать только те компоненты 4-векторов, 
которые не содержат взаимодействия (« + » – 
компоненты). Если в случае пространственно-
подобного квадрата переданного импульса 2Q  
обращение в ноль « − » – компонент тока (со-
держащих взаимодействие) можно достичь пу-
тем выбора специальной системы отсчета, то для 
времени-подобного 2Q  это сделать не удается. И 
поэтому при вычислении формфакторов с 2 0Q >  
используют формфакторы, рассчитанные с 

2 0Q <  [41]. Важно отметить, что попытка ре-
шить задачу вычисления формфакторов в дина-
мике на световом фронте в системах, отличных 
от специально выбранной, приводит к результа-
там, которые существенно отличаются от экспе-
риментальных значений [42].  

Оригинальная методика вычисления форм-
факторов в рамках мгновенной формы РГД, ос-
нованная на обобщении метода параметризации 
матричных элементов локальных операторов 
[43], предложена в работах [11], [12], [32], [44]. 
На первом этапе с использованием базиса приво-
димого представления группы Пуанкаре нахо-
дятся формфакторы для системы без взаимодей-
ствия. На втором этапе эти формфакторы ис-
пользуют для расчетов наблюдаемых формфак-
торов с помощью интегральных представлений. 
При этом формфакторы, характеризующие мат-
ричный элемент (4.3), трактуются как обобщен-
ные функции.  

В рамках точечной формы РГД наивная 
схема вычислений, основанная только на исполь-
зовании равенства 4-х скоростей для систем с 
взаимодействием и без него, приводит к резуль-
татам, значительно отличающихся от наблюдае-
мых на эксперименте [15]–[17]. Поэтому автора-
ми работ [14], [18], [23], [45] предложена моди-
фикация точечной формы РГД, названная ими 
дираковской точечной формой динамики (DPF). 
В данной модификации РГД ими вводится до-
полнительный единичный вектор ^ ,u  направле-
ние  которого фиксируется путем требования 
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равенства 4–импульсов связанной и свободных 
систем в пределе слабой связи [14], [18]. По-
строение DPF аналогично методам расчета 
формфакторов в так называемых ковариантных 
динамиках [46]–[48], где предлагается ввести 
явную зависимость матричного элемента (4.3) от 
некоторого пространственноподобного 4–векто-
ра ,μλ  определяющего поверхность, на которой 
задается состояние начального вектора состоя-
ния системы. Как следует из краткого описания 
методов, задача получения наблюдаемых даже в 
рамках РГД требует дальнейших исследований.  

Ниже приведем оригинальную схему вы-
числения характеристик двухчастичных связан-
ных систем в рамках точечной формы динамики 
РГД [30], [49]. Основной отличительной чертой 
является использование в матричном элементе 
(4.3) состояний в представлении Гейзенберга, где 
сильные взаимодействия учтены точно [29] и 
совпадение 4–х скоростей систем с взаимодейст-
вием и без него. Дополнительным условием дан-
ной методики является использование уравнения 
Липпмана–Швингера для векторов состояний. В 
предлагаемой схеме вычислений матричного 
элемента  (4.3)  можно  выделить следующие 
этапы: 

1. На первом этапе матричный элемент (4.3) 
параметризуют формфакторами с использовани-
ем 4–х скоростей.  

2. Использование полного набора векторов 
двухчастичных состояний, образующих базис 
неприводимого представления группы П для 
свободных частиц 1 2 ,pυ λ λ, , ,k  и последующий 
переход от представления Гейзенберга к пред-
ставлению взаимодействия (индекс V ) позволя-
ют привести матричный элемент (4.3) к виду:  

( ) ( )0 0h h
out in

I M J S M Jμ μ′ ′ ′ ′= , , , , =Q Q  
2 2

ss

d d k k dk dk M J k sυ υ μ υ′ ′
′ ′

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′

,,

= , , , , ,∑∑∫ pp p
Q

AA

A

( )0h
V k s S k sυ υ′

′ ′ ′, , , , , ,pp
A A  

V
k s M Jυ μ, , , , , .p QA              (4.6) 

3. Посредством разложения Клебша–Горда-
на для группы П оператор (4.6) преобразуется к 
соотношению:  

( ) ( )0h hI d d J′ ′= , =∫ k k k k  

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1
1 22 2

1 1
1 22 2

ss

s m s J

s J m s

λ λ ν ν λ λ ν ν

ν ν λ λ μ

λ ν ν μ λ

′ ′ ′ ′ ′ ′, , ,, ,

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′

= , , ⋅

⋅ , , ⋅

∑∑∑∑∑∑
AA

A

A
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2

1 2

q Q

q Q

q Q

q Q

m m

m m M

m m

m m M

p p M
d d

k k Q

p Mp

k k Q

ω ω

ω ω ω

ω ω

ω ω ω

′ ′

′ ′ ′

′

′⎛ ⎞′ ′⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

′ ′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⋅ ⋅

⋅ ⋅

∫ k k

 

( ) ( )J J
m k k sm k k s

Y Y k kμ μθ φ θ φ
′ ′⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎜ ⎟′ ′ ′ ′ ′ ′ ′
⎝ ⎠

∗ ∗ ′⎛ ⎞
⎜ ⎟ ; ,; , ⎝ ⎠

⋅ , , Φ Φ ⋅QQA AA A
 

( )2 1 1 2 1 1 2 20h
V Sλ λ λ λ′ ′ ′ ′⋅ , , , , , , ⋅p p p p  

1 2 1 1 1 2 2 21 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2
W W W WD D D Dλν λ νλν λ ν

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′ ′ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∗ / ′ ∗ / ′ / /
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⋅ .n n n n   (4.7) 

Таким образом, вычисление адронной части сво-
дится к вычислению матричного элемента с час-
тицами, составляющие адрон (кварки).  

4. Следующий этап состоит в вычислении 
матричного элемента  

( )1 2 1 2 1 2 1 20hSλ λ λ λ′ ′ ′ ′, , , , , ,p p p p  

в переменных ′,P P
V V  и ′,k k  с последующим 

интегрированием. При этом во всех моделях 
предполагается, что оператор ( )0hS  может быть 
выражен посредством операторов частиц, со-
ставляющих систему (в нашем случае кварков):  

( ) ( )0 0h quarkS S≈ .                  (4.8) 
Иными словами, в пуанкаре–ковариантных 

моделях реакции взаимодействия адронов обу-
словлены «внутренними» взаимодействиями 
кварков и глюонов, если для описания адронов 
привлекается составная кварковая модель. Важ-
ной особенностью пуанкаре–ковариантных мо-
делей является то, что частицы, составляющие 
систему, находятся на массовой оболочке. Далее 
путем сравнения с феноменологической пара-
метризацией ( )hI x  находят выражения для 
формфакторов. В процессе этих вычислений не-
обходимо учитывать, уравнение Липпмана – 
Швингера  

l
0

0

1lim
in V

p I V p
E H iε ε⎯→+

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟− +⎝ ⎠

  (4.9) 

и то, что вследствие этого, выполняется соотно-
шение [50]:  

m
0V V

M k M kυ υ, = , .p p          (4.10) 

Выражение (4.7) имеет громоздкий вид, а 
задача вычисления адронной части является не-
простой. Дополнительную трудность создают D  
матрицы вигнеровского вращения, которые яв-
ляются нетривиальной функцией переменных 

′,P P
V V  и ′,k k  [51].  

Продемонстрируем технику расчета на 
примере адронного матричного элемента пере-
хода ( )0hQ J Qμ

′  между двумя псевдоскаляр-

ными мезонами c 4-импульсами 2 2( )Q Q M=  и 
2 2( ).Q Q M′ ′ ′=  Этот матричный элемент пара-

метризуется двумя формфакторами:  
( )

( )
( ) ( )

2 2

3

0

( ) ( )

42

h
out in

M M

Q J Q

f q Q Q f q Q Q

Q Q

μ

μ μ

ω ωπ ′

′

′ ′⎛ ⎞
⎜ ⎟+ −⎝ ⎠

′⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

+ + −
= ,

  (4.11) 

где 2 2( ) .q Q Q′= −  
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Согласно схеме вычислений, представлен-
ной в данном разделе, параметризуем (4.11) в 
терминах 4-скоростей  

Q Q

Q QV V
M M′

′

′= , =               (4.12) 

в следующем виде  
( )

( )

2 2

3
0 0

0

42

h
out in

Q QQ Q

j Q J Q

V V q V V q

V V

μ
μ

μ μ
ξ ξ

π

′ ′

′

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

′

= =

+ + −
= ,

   (4.13) 

где  

(
( ))

2 2

2

1 ( )
2

( )

q f q M M
MM

f q M M

ξ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟± +⎝ ⎠ ⎝ ⎠′

′
−

= ± +

+ ,∓
    (4.14) 

( )
0 0

M M
QQ

V V
M M

ωω ′
′⎛ ⎞

⎜ ⎟′ ⎝ ⎠
′= , = .          (4.15) 

Формфактор 2qξ ⎛ ⎞
⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

 (4.14) в эффективной 
теории с тяжелыми кварками переходит в функ-
цию Ицзгура – Вайзе (см., например, [52]), а 
формфактор 2qξ ⎛ ⎞

⎜ ⎟− ⎝ ⎠
 в данной теории обращается 

в ноль.  
В точечной форме РГД, используя (4.5) и 

(4.6), преобразуем ( )0h
out in

Q J Qμ
′  к виду  

( )

l{ }
2 2

12 12(0)exp ( ) .

V

strong
tot

V

j dk dkk k k k

M T J i H x dx M

μ

μ

′
′ ′ ′⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

′ ′

≡ Φ Φ

⎡ ⎤, ,⎣ ⎦

∫

∫

QQ

V V
(4.16) 

Для получения формфакторов ξ±  необхо-
димо вычислить свертки  

( ) ( )
32

0 042
2 1

QQ
V V j

q V V

μ

μ

ξ π
ϖ

′

⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦′⎛ ⎞ ⎝ ⎠
⎜ ⎟± ⎝ ⎠

±
= ,

±
   (4.17) 

где величина ϖ  связана с инвариантами данного 
процесса выражением:  

2 2 2

2Q Q

M M qV V
MM

ϖ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟′⎜ ⎟
⎝ ⎠

′

′

+ −
= = .          (4.18) 

Использование точечной формы РГД, в ко-
торой 12 12 ,Q Q

V V V V′
′= , =  и уравнения Липпмана – 

Швингера (4.9) приводит к тому, что (4.17) при-
обретает вид:  

( ) ( )
3 0 02 2 2
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4
2

2 1
V V

q dk dkk kξ π
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′
′ ′⎛ ⎞

⎜ ⎟± ⎝ ⎠
= ⋅

±∫  

( ) l ( )( ){12 0 12 12 0
V

k k M k T V V J
μ

μ′
′ ′ ′ ′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦
⋅Φ Φ , ± ⋅QQ

V  

} ( )12 0exp ( )strong
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V
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где  
( )

( )

2 2 2
0 0

12
0 02

M k M k q

M k M k
ϖ

′ ′⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

′ ′⎛ ⎞
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⎝ ⎠

+ −
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а ( )0M k  и 0M k′ ′⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 инвариантные массы системы 

без сильного взаимодействия в начальном и ко-
нечном состоянии.  
 

5 Электромагнитные формфакторы 
псевдоскалярных мезонов в пуанкаре-ковари-
антной модели  

Для вычисления электромагнитного форм-
фактора псевдоскалярного мезона ( )P qQ  ис-
пользуем импульсное приближение. В данном 
приближении вершина взаимодействия псевдо-
скалярного мезона с учетом кварковой структу-
ры описывается двумя диаграммами, изображен-
ными на рисунке 2, а вершина взаимодействия 
виртуального фотона с мезоном определяется 
посредством  

( )
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( ) ( )3
0

42

Ph
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ω ωπ
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= = =  
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0 042

P Q Q
F t V V

t Q Q
V V

μ

π

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟′⎜ ⎟
⎝ ⎠ ′

′

+
= , = − .−    (5.1) 

Поправки, связанные с сильными взаимо-
действиями (см. (4.5)) в диаграммах рисунка 2, 
учтем введением формфакторов кварков ( )q Qf t, . 
Отметим, что учет конечных размеров кварков в 
таких процессах возникает во многих моделях, 
включая модели, основанные на РГД [5], [9], 
[11], [12], [40], [48], [53]. 

 
 

Рисунок 2 – Диаграмма взаимодействия мезона 
с фотоном. Ниже диаграммы, соответствующие 

импульсному приближению 
 

Предсказания пертурбативной КХД поведе-
ния формфакторов мезонов при больших t  дик-
тует выбор формфакторов кварков в виде (см., 
например, [11], [12], [44])  

( ) ( )2

1
1 ln 1 6

q
q

f t
r t

= ,
+ + /

         (5.2) 

где 2
qr  – среднеквадратичный радиус кварка, 

который рассматривается как параметр модели. 
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Формфактор (5.2) при t →∞  дает логарифмиче-
скую поправку к степенной зависимости [11].  

Среднеквадратичный радиус кварка выбе-
рем в виде [39], [54]  

2
2q
q

ar
m

= ,                         (5.3) 

где a – некоторый универсальный параметр, ко-
торый имеет одно и тоже значение для всех 
кварков. При вычислениях, пренебрегаем в яв-
ном виде аномальными магнитными моментами 
кварков, которые по различным оценкам состав-
ляют 0 03 0 06qκ . − .∼  (см. [55], [56]). Неопреде-
ленность, возникающую в этом случае, эффек-
тивно учтем ошибкой коэффициента a  (cм. 
(6.4)). Вычисления проведем в обобщенной сис-
теме Брейта, где  

0Q Q′+ = .V V                       (5.4) 

Используя методику раздела 4 и требование 
сохранения тока, приходим к выражению для 
формфактора:  
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В соотношении (5.5) вектор–параметры 
вигнеровских вращений задаются в виде  
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с                           
( )1 2

1 2 1 2
k

m k mω,

, ,

= ,
+

ku             (5.7) 

а 4–вектор μΓ  соотношением  

2

q q
q Q Q
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ν
μ

μ μ νγ γ
⎡ ⎤
⎢ ⎥ ′⎢ ⎥
⎢ ⎥
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⋅
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Импульсы 1 2,k  в системе Брейта имеют вид:  

( ) ( )
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2
1 2 12 121 1 cosQ m kk kυ ϖ ω ϖ θ
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где  
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Вследствие импульсного приближения со-
отношения (5.10) и (5.11) задают уравнения для 

12ϖ  как функции переменных cos kk tθ, ,  в фор-
муле (5.5). Решение уравнений (5.10) и (5.11) 
относительно несложно, но конечный результат 
имеет громоздкий вид. Поэтому приведем только 
выражение для линейного приближения по t :  

( )
( )( ) ( ) ( )( )

1 2

1 2

1 2 1 2

1 2 12

2

2 2 2

1

cos
m

k m m m

k
t

k k k k

ϖ ϖ

ω

θ ω ω ω

′
,

,

,

, =
= | = +

+ ,
− +

k k

 (5.12) 

которое используется для расчета среднеквадра-
тичных радиусов. При вычислениях формфакто-
ров будут применяться точные выражения для 

1 2.ϖ ,  
После вычисления фермионных токов в 

(5.5), используя метод базисных спиноров (см. 
[57], [58]) и ряда преобразований, формфактор 
псевдоскалярного мезона ( )PF t  модели, осно-
ванной  на  точечной форме РГД, запишется в 
виде:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )
( )

2

0 0

2
2

2

1 1cos
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q Q
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∞
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∫ ∫
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W W

m k kω ω
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+ +
⋅ − +
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kk
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1
1 1
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ω ω
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α β

ω
⎛ ⎞
⎜ ⎟
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⎤
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      (5.13) 

Углы вигнеровских вращений имеют вид  

( )
1 2

1 2

1 2 1 21 2

sin
arctan

cos
Q k

W
m Q k

k
k m k
υ θ

α
ω υ θ

,

,

, ,,

⎡ ⎤
= ,⎢ ⎥

+ ±⎢ ⎥⎣ ⎦
 (5.14) 

( )
1 2

1 2

2 1 1 22 1
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2arctan

cos
Q k

W
m Q k

k

p k m k

υ θ
β

ω υ θ
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где  
( ) ( )
( ) ( )

2 1 2 1
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ω ω

ω ω
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−
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Отметим, что при Q qm m=  углы вигнеров-
ских вращений α  и β  совпадают и выражение 
(5.13) существенно упрощается. При 0t =  из 
(5.13) следует, что ( )0 1PF = .  
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6 Электромагнитные радиусы мезонов 
Рассчитаем среднеквадратичные радиусы 

заряженных пионов и каонов, используя опреде-
ление  

( ) 21
6P P
tF t r≈ −                     (6.1) 

и соотношение (5.13). При расчете формфакто-
ров остался только один свободный параметр a, 
связанный со структурой кварков (см. (5.3)).  
 Численный расчет для пиона с параметрами 
(3.7) и (3.9) приводит к  

2 2 2 22 1 0 315Фм
3 3u dr r rπ = + + . .      (6.2) 

Используя представление радиуса кварка в 
виде 2 2

q qr a m= /  и средневзвешенное значение, 
полученного в результате исследований реакции 
e eπ π− −+ → +  [59], [60]–[62]  

( )2 20 439 0 007 Фм ,
exp

r
π ± = . ± .         (6.3) 

получим, что  
0 186 0 09a = . ± . .                    (6.4) 

Модельный (рассчитанный в рамках пред-
лагаемой модели) среднеквадратичный радиус 
π -мезона  

( )2 20 439 0 013 Фмr
π ± = . ± .           (6.5) 

находится в доверительном интервале из РDG 
[38]  

( )2 20 452 0 011 Фм
exp

r
π ± = . ± . .       (6.6) 

 Вычисление среднеквадратичного радиуса 
K ± –мезона с использованием соотношения (6.1) 
и параметров (3.11), (6.4) дает, что  

2 0 013 2
0 0110 358 Фм

K
r ±

+ .⎛ ⎞
⎜ ⎟− .⎝ ⎠

= . .               (6.7) 
Модельный расчет полностью лежит в экспери-
ментальном доверительном 1σ –интервале [63]:  

( )2 20 34 0 05 Фм
K exp

r ± = . ± . ,          (6.8) 

но выше среднего значения из РDG [38] – 
( )2 20 314 0 034 Фм

K exp
r ± = . ± . .   

Как следует из (6.2) и (6.4), вклад в средне-
квадратичный радиус пиона аналогичных радиу-
сов u и d-кварков составляет около 27–29%. Для 
сравнения отметим, что в динамике на световом 
фронте [5], [39] такой вклад составляет 53% 

( )2 2 20 23Фм .u dr r= = .  В мгновенной форме 

динамика с использованием инвариантной пара-
метризации матричных элементов локальных 
операторов [12], [54], [64] этот вклад достигает 
61%. Таким образом, в ПК–модели вклад струк-
туры кварков в среднеквадратичный радиус π ± –
мезонов значительно меньше.  

В рамках данной схемы можно оценить 
среднеквадратичный радиус нейтрального 0K –
мезона. Изучение 0

2
K

r  этого радиуса интересно, 
тем, что эта величина чувствительна к разнице 
между s – и d –кварками [65]. Эксперименталь-
ные данные масс псевдоскалярного и векторного 
состояния системы d s  [66]  

( )
( )

0

0

497 648 0 022 МэВ

891 66 0 26 МэВ
K

K

M

M ∗

= . ± . ,

= . ± .
      (6.9) 

приводят к значению параметра пробной волно-
вой функции ( )0 352 60 12 17 МэВ

K
β = . ± .  при ре-

шении системы уравнений (3.2), (3.3).  
 Вычисления, аналогичные расчетам радиу-
сов заряженных пионов и каонов, приводят к 

( )0
2 20 077 0 013 Фм

K
r = − . ± . .        (6.10) 

 Величина (6.10) полностью согласуется со 
значением из РDG [38]  

( )0
2 20 077 0 010 Фм

K exp
r = − . ± . .     (6.11) 

Отметим, что при вычислениях среднеквад-
ратичных радиусов каонов свободных парамет-
ров не имелось.  

В таблице 1 представлены результаты вы-
числений среднеквадратичных радиусов в раз-
личных моделях и подходах.  
 

 

Таблица 1 – Электромагнитные радиусы мезонов в различных моделях 
Модели 2 2Фмr

π ± ,  2 2Фм
K

r ± ,  0
2 2Фм

K
r ,  

В этой работе 0 439 0 013. ± .  0 013
0 0110 358+ .
− ..  0 077 0 013− . ± .  

0 45. [67,68] 0 38.  [67,68] 0 086− .  [67,68] 
0 314.  [65] 0 24.  [65] 0 020− .  [65] 

Модели, основанные на 
КХД уравнении  
Дайсона–Швингера 0 354.  [69]   
Квазипотенциальная модель 0 436.  [22] 0 325.  [22] 0 072− .  [22] 
Модель Солпитера 0 439.�  [70] 0 36.  [70] 0 077− .  [70] 
Моск–модель 0 435.  [27] 0 348.  [27] 0 090− .  [27] 
Нелокальная киральная модель 0 387.  [71]   

0 449.  [10] 0 327.  [10] 0 00.  [10] 
0 4356.  [39] 0 041.  [39] 0 036− .  [39] 

Модели, основанные 
на РГД («световой фронт») 

0 449.  [9] 0 327.  [9] 0 045− .  [9] 
0 420 0 014. ± .  [62] 0 314 0 034. ± .  [38] 0 076 0 021− . ± .  [72] Эксперимент 
0 439 0 008. ± .  [59] 0 34 0 05. ± .  [63] 0 077 0 010− . ± .  [38]
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Отметим, что согласованное описание экс-
периментальных данных, связанных с массами, 
лептонными константами и среднеквадратичны-
ми радиусами в рамках одной модели, проведено 
в квазипотенциальной модели [22], ковариантной 
модели на основе уравнения Солпитера [70] и 
релятивизованной кварковой модели (Mock–
модель) [27]. Результаты ПК–модели коррели-
руют с результатами этих работ.  

 
7 Электромагнитные формфакторы ме-

зонов 
Важно отметить, что процедура получения 

среднеквадратичных радиусов, используя экспе-
риментальные данные, отличается от расчетов с 
помощью (6.1) (см., например, [59]). Поэтому 
основным фактом, позволяющим судить о степе-
ни близости к экспериментальным данным, явля-
ется поведение формфактора от переданного 
импульса. Вычисление формфактора π ± –мезона 
посредством (5.13) с параметром (6.4) приводит 
к не только достаточно хорошему согласованию 
с экспериментальными значениями в области 
малых квадратов переданных импульсов (рису-
нок 3), но и во всей области экспериментальных 
значений ,t  изображенных на рисунках 4–5.  

 
Рисунок 3 – Поведение формфактора (5.13) для 
пиона в области малых переданных импульсов 

(символ  – экспериментальные значения,  
взятые из [59]) 

 

 
Рисунок 4 – Поведение функции ( )tF tπ   

для пиона 

 На рисунке 4 введены следующие обозна-
чения: символ  – экспериментальные значения, 
взятые из работы [59]; символ  – данные JLab 
[73], [74]; символ ○  – данные из [75]; сплошная 
линия 1 – расчет в ПК-модели с учетом структу-
ры кварков; линия 2 ( ⋅ ⋅  –) – дисперсионная тех-
ника расчета форм-фактора [76];  линия 3 ( ⋅ ⋅ ⋅ )– 
вычисления в рамках мгновенной формы РГД 
[77]; линия 4 – расчет в точечной форме РГД без 
учета размеров кварков  

Формфактор пиона в ПК–модели с ростом t  
убывает как ( )s t tα /  (рисунок 4), что согласуется 
с расчетами формфакторов в рамках КХД.  

 
Рисунок 5 – Форм-фактор пиона в области всех 

известных экспериментальных данных.  
Обозначения те же, что и на рисунке 4. 

 

На рисунках 4 и 5 для сравнения штриховой 
линией показано поведение формфактора пиона 
без учета структуры кварков.  

Сравнительный анализ показывает хорошее 
согласие с дисперсионным подходом к вычисле-
нию формфакторов [76], а также с пуанкаре–
инвариантной кварковой моделью, основанной 
на мгновенной форме РГД [12], [78], [77]. Не-
большое отличие обусловлено разницей в массах 
кварков и учетом в [12], [78], [77] их аномальных 
магнитных моментов.  

Поведение формфактора K ± –мезона в за-
висимости от квадрата переданного импульса t  
отображено на рисунке 6. 

 
Рисунок 6 – Поведение формфактора каона 

при малых t  
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На рисунке 6 введены следующие обозна-
чения: символ  – экспериментальные значения, 
взятые из [63]; символ ⊕  – данные из работы 
[61]. Из рисунка 6 видно, что имеется удовлетво-
рительное согласование с экспериментальными 
значениями, взятыми из [63], и некоторое расхо-
ждение с экспериментальными значениями [61], 
имеющих, правда, значительные погрешности. 
  

Заключение 
С учетом всех результатов можно утвер-

ждать, что создана пуанкаре–ковариантная квар-
ковая модель мезонов на основе точечной формы 
РГД. В рамках этой модели рассчитаны средне-
квадратичные радиусы и электромагнитные 
формфакторы псевдоскалярных мезонов с уче-
том структуры кварков.  

Получено хорошее согласование с экспери-
ментальными данными как в области малых, так 
и больших 2.Q  Так, 3σ –интервалы среднеквад-
ратичных радиусов, рассчитанных в ПК-модели, 
включают полностью интервалы эксперимен-
тальных значений.  

В итоге получено согласованное описание 
масс, лептонных констант и электромагнитных 
формфакторов псевдоскалярных и векторных 
мезонов, численные оценки которых описывают 
современную экспериментальную информацию.  

Авторы благодарят профессора Максимен-
ко Н.В.(ГГУ), профессора Троицкого В.Е. (НИ-
ЯФ МГУ) за полезные обсуждения. 
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СВОЙСТВА ВЕКТОРНЫХ ПАРАКСИАЛЬНЫХ СВЕТОВЫХ ПУЧКОВ.  
I. ОДНОРОДНАЯ ПОЛЯРИЗАЦИЯ 

С.С. Гиргель 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

PROPERTIES OF VECTORIAL PARAXIAL LIGHT BEAMS. 
I. HOMOGENEOUS POLARIZATION 

S.S. Girgel 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Предложен простой унифицированный формализм для описания векторных параксиальных световых пучков общего 
вида. Найдены простые выражения для плотности потока энергии электромагнитного поля S векторных световых пуч-
ков с однородной поляризацией. Установлено, что параксиальные циркулярно поляризованные световые пучки рас-
пространяются независимо, их потоки энергии разделяются и также независимы. 
 
Ключевые слова: параксиальные пучки, векторные пучки, световые пучки, поляризационные свойства, энергетические 
свойства, поляризация. 
 
The simple formalism for the description of the vector paraxial light beams of general type is offered. Simple expressions for 
the energy flux density of the electromagnetic field S of the vector light beams with the homogeneous polarization are discov-
ered. It is discovered that paraxial circular polarized light beams are spread independently, and their streams of energy are 
parted and they are also independent. 
 
Keywords: paraxial beams, vector beams, light beams, polarizable properties, energy properties, polarization. 

 
 

Введение 
Под световыми пучками понимают узкона-

правленное световое излучение, распростра-
няющееся в малом телесном угле. Если  угол 
расходимости пучка мал, θ ~ 10–3–10–2, такой 
пучок называется параксиальным. В параксиаль-
ных пучках продольная компонента поля значи-
тельно меньше поперечных компонент. Поэтому 
параксиальные пучки описываются обычно од-
ной поперечной компонентой поля. Такие пучки 
называются скалярными. Чаще всего паракси-
альные световые пучки описываются как скаляр-
ные, что в большинстве случаев вполне доста-
точно. Такой, заведомо упрощенный подход, 
часто используется при описании свойств свето-
вых пучков [1]–[7]. Однако для пучков, у кото-
рых угол расходимости велик, скалярного при-
ближения недостаточно. Более того, даже для 
параксиальных световых пучков, у которых по-
ляризация неоднородна по сечению, необходимо 
использовать более строгий векторный форма-
лизм. Наконец, скалярное приближение во всех 
случаях не позволяет естественно описывать 
векторные характеристики пучка (поляризацию, 
поток энергии, орбитальный и спиновый момен-
ты и др.). Более общим является описание лазер-
ных световых пучков, как трехмерных вектор-
ных полей. Однако векторные пучки изучены 
гораздо слабее, см., например, [8]–[13]. В на-
стоящей работе предлагается унифицированный 
и  упрощенный  векторный  формализм  для  

описания поляризационных и энергетических 
характеристик векторных параксиальных свето-
вых пучков.  

 
1 Поляризационные свойства векторных 

параксиальных световых пучков 
Известно, что любой световой пучок можно 

разложить в ряд или интеграл Фурье по плоским 
монохроматическим волнам, которые строго по-
перечны в изотропной однородной среде. Отсю-
да из геометрических соображений можно вы-
сказать следующие общие утверждения о поля-
ризационных характеристиках произвольных све-
товых полей. 

Возможно существование линейно поляри-
зованных мод в одной плоскости, например,  

Е = (Ех, 0, Еz) или H=(0, Hy, Hz). 
Возможны строго поперечные ТЕ- и ТМ-

моды (в любом приближении). Они являются 
азимутально поляризованными, без радиальной 
компоненты. Вектор Е=(Еx=0, Еy, Еz) – для ТЕ-
мод и  вектор Н = (Нx=0, Нy, Нz) – для ТН-мод. 

Существуют радиально поляризованные мо-
ды без азимутальных компонент,  

Е = (Еρ, Еφ=0, Еz). 
Высказанные соображения  относятся  как  

к  параксиальным  электромагнитным пучкам 
(Гаусса, Эрмита-Гаусса, Лагерра-Гаусса, Бессе-
ля-Гаусса Матье-Гаусса, Эйри-Гаусса и др.), так 
и к непараксиальным волновым полям типа Бес-
селя, Матье, Эйри и др. 

ФИЗИКА
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 Возвратимся теперь к векторным паракси-
альным световым пучкам. Для описания их по-
ляризационных и энергетических характеристик 
будем использовать упрощенный векторный 
формализм. 
 Будем исходить из уравнений Максвелла  

0

0

rot ;
rot ;

ik
ik
μ
ε

=⎧
⎨ =−⎩

E H
H E

   (1.1) 

div 0;
div 0.

μ
ε

=⎧
⎨ =⎩

H
E

    (1.2) 

для монохроматических световых пучков в про-
зрачных изотропных средах, характеризуемых 
материальными уравнениями связи 

, .ε μ= =D E B H                       (1.3) 
Здесь и далее  используются обозначения: 

0 ,k
c
ω

=   2 ,n εμ=   0 .k k n=            (1.4) 

 Полагаем также 1,μ ≠  чтобы результаты 
можно было применять не только в оптике, и в 
радиодиапазоне частот электромагнитного излу-
чения. Кроме того, одновременное присутствие 
проницаемостей ε и  μ позволяет использовать 
симметрию уравнений Максвелла относительно 
замен  , .ε μ↔ − ↔E H  

Из (1.1), (1.3) следует векторное уравнение 
Гельмгольца  

( )2 2 ( ) 0,k∇ + =E r                   (1.5) 
простейшим решением которого является пло-
ская волна ( ) .ikze=E r E  У таких волн волновой 
фронт – плоский, а амплитуда E  – константа. 
Для параксиальных световых пучков волновой 
фронт – квазиплоский. Поэтому общее электри-
ческое поле параксиальных векторных световых 
пучков можно описывать функцией вида  

( )( , ) ,i kz tt e ω−=E r E                     (1.6) 
где, однако, векторная амплитуда E  не является 
постоянной, а зависит  от координат x, y, z. Тогда 
векторное уравнение Гельмгольца (1.5) для пара-
ксиальных пучков ( )2 2 zik∇ << ∂E E  сводится к 

векторному параболическому уравнению  
( )2 2 0,zik⊥∇ + ∂ =E                   (1.7) 

где ⊥∇  – векторный поперечный оператор набла 
.x x y y⊥∇ = ∂ + ∂e e                    (1.8) 

В параксиальных пучках продольная компонента 
поля zE  значительно меньше поперечных ком-

понент, т. е. .zE ⊥<< E  Поэтому все векторные 
поперечные амплитуды поля параксиального 
светового пучка можно выразить через его попе-
речные компоненты электрического поля ,⊥E  а 
продольные компоненты zE  и zH  можно найти 
из уравнений непрерывности (1.2). Получаем в 
этом приближении 

,z
i
k⊥ ⊥ ⊥= + ∇ ⋅E E E e                (1.9) 

[ ], где , .z z
i
k n

ε
⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥= + ∇ ⋅ =H H H e H e E  (1.10) 

Здесь и далее ze  – единичный вектор в направ-
лении оси  z пучка, n – показатель преломления 
среды.  
 Чтобы найти поперечные компоненты элек-
трического поля ⊥E  светового пучка, рассмот-
рим скалярное параболическое уравнение 

( )2 2 0.zik F⊥∇ + ∂ =                (1.11) 
Теперь в качестве поперечных компонент векто-
ров ⊥E  можно взять любые комбинации реше-
ний уравнения (1.11).  

Из (1.7)–(1.11) следует также, что можно 
выделить следующие четыре типа векторных 
параксиальных световых пучков: 

(1) (1) (2), ;
n
ε

⊥= Λ =E E H E            (1.12) 

[ ](2) (2) (1), , ;z n
ε

⊥= Λ = −E e E H E      (1.13) 

(3) (3) (4)( 2 ) , ;z z F
n
ε

⊥= ∇ + ∂ =E e H E    (1.14) 

[ ](4) (4) (3), , .z F
n
ε

⊥= ∇ = −E e H E      (1.15) 

Здесь введен оператор  

z1 i
k ⊥Λ = + ⋅∇e                  (1.16) 

восстановления полного поля по его поперечной 
части. Точка в (1.16) означает прямое произведе-
ние векторов ( )z z( ) ( ) ( ) .ik i k⊥ ⊥⋅∇ = ∇e e  
 Видна замечательная симметрия между век-
торами E  и .H  Векторы магнитного поля одних 
мод пропорциональны векторам электрического 
поля других мод и удовлетворяют соответст-
вующим соотношениям ортогональности 

(1) (2) (1) (2) (1) (1) (2) (2) 0;= = = =E E H H E H E H  
(3) (4) (3) (4) (3) (3) (4) (4) 0= = = =E E H H E H E H  

в принятом приближении (пренебрегая членами 
второго порядка малости). Например, соотноше-
ние ортогональности (3) (4) 0=E E  означает, что 
векторы (3)E  и (4)E  имеют одинаковую эллип-
тичность, главныеоси эллипсов поляризации по-
вернуты на 90○, а  их направления вращения оди-
наковы.  

Существуют также строго поперечные мо-
ды: мода с вектором (3)H  является ТН-модой, а 
мода с вектором (4)E  – ТЕ-модой. (Cвойства ТЕ- 
и ТМ- мод обсуждались, например, в [9]–[11].) 
 Таким образом, поиск решений векторного 
уравнения (1.7) для электрического поля в виде 
параксиальных векторных световых пучков мы 
свели к решению скалярного параболического 
уравнения (1.11). При этом не требуется интег-
рирование уравнений Максвелла. Разумеется, 
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для поиска решений уравнения (1.7) можно было 
также применить метод потенциалов Герца [12] 
или вводить магнитный и электрический вектор-
ные потенциалы [3]. Однако для параксиальных 
пучков это приводит к неоправданным усложне-
ниям. 

  
2 Энергетические свойства векторных 

параксиальных световых пучков 
Усреднённые по времени плотность энергии 

w и плотность потока энергии электромагнитно-
го поля (вектор Пойнтинга) S световых пучков 
определяются как [14], [15] 

2 2

;
16

w
ε μ

π
+

=
E H

 

*Re .
8
c
π

⎡ ⎤= ⎣ ⎦S E H  

Для параксиальных пучков, учитывая (1.1)–
(1.7), находим, в первом приближении, что плот-
ность энергии w светового пучка  

2 2

,
8 8

w
ε μ

π π
⊥ ⊥= =

E H
                (2.1) 

т. е. we=wm, как и для плоских монохроматиче-
ских волн [15]. 

Продольный поток энергии  

,z
c w
n

=S                           (2.2) 

снова как для плоских монохроматических волн. 
Однако существует также поперечный поток 
энергии  

[ ]( )* *Im , , ,
8 z z

c
nk
ε
π⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥⎡ ⎤= ⋅∇ + ⋅ ∇⎣ ⎦S E E e E e E  (2.3) 

который не учитывается скалярной теорией. 
Можно, учитывая соотношения (1.7)–(1.11), вы-
разить также вектор ⊥S  в другой форме: 

( )Re .
8 z z

c E H
n

ε μ
π

∗ ∗
⊥ ⊥ ⊥= − ⋅ + ⋅S E H  

 
3 Свойства векторных мод с однородной 

поляризацией 
Обсудим теперь свойства параксиальных  

векторных световых пучков  первого типа 
(1) (1)( , ).E H  Для анализа их поляризационных 

характеристик представим поперечную часть 
векторной амплитуды пучка в виде 

,F⊥ ⊥=E e  
где F  является некоторым решением паракси-
ального параболического уравнения (1.11), а 
комплексный постоянный вектор поляризации 
⊥e  не зависит от координат (x, y). Такие пучки 

обладают поляризацией, однородной по сечению 
пучка, и чаще всего используются.  

Можно разложить нормированный вектор 
поляризации ⊥e  по декартовому базису 
( , , ):x y ze e e  

2 2
.

| | | |
x x y y

x y

η η

η η
⊥

+
=

+

e e
e                 (3.1) 

Здесь xη  и  yη – некоторые постоянные ком-

плексные параметры,  2| | 1.⊥ =e   Тогда векторы 
электрического и магнитного полей пучков типа 
1 равны  

(1) (1), [ , ] .zF F
n
ε

⊥ ⊥= Λ = ΛE e H e e      (3.2) 

Азимут ψ  и эллиптичность tgγ χ=  эллиптиче-
ски поляризованных мод (3.2) в их поперечном 
сечении можно выразить через комплексный 
параметр y xη η η= /  по формулам [14]: 

2

2

2Retg 2 ;
1
2Imsin2 .
1

ηψ
η
ηχ
η

=
−

=
+

                      (3.3) 

Можно также, согласно Федорову [15], вве-
сти комплексный угол ( )iψ ξ+  соотношением 

tg( ),iη ψ ξ= +  тогда азимут световой волны ра-
вен ,ψ  а ее эллиптичность γ  выражается как 

th .γ ξ=  
Плотности энергии и потока энергии элек-

тромагнитного поля соответственно равны: 
2

;
8
F

w
ε
π

=    ;z
c w
n

=S  

[ ]( )(1) *Im sin 2 , .
8 z

c F i F
nk
ε χ
π⊥ ⊥ ⊥⎡ ⎤= ⋅ ∇ + ⋅ ⋅ ∇⎣ ⎦S e  (3.4) 

Важны предельные случаи, когда соотно-
шения существенно упрощаются. 

1. Пусть 0.η =  Тогда 0χ =  и имеем поля-
ризацию в плоскости (х, z), т.е. плоско поляризо-
ванный пучок, PPEx  (plane polarized) – по терми-
нологии Шимоды [11]. 

2. Пусть .iη = ±  Тогда sin 2 1χ = ±  и полу-
чаем циркулярно поляризованные CPE (circular 
polarized) Е-моды. При этом  

(1) ;z
i F
k± ± ±

⎛ ⎞= + ∂⎜ ⎟
⎝ ⎠

E e e  

(1) (1) ;i
n
ε

± ±=H E∓  

(1) *Im( ),
4

c F F
nk
ε
π⊥± ±= ∂S e∓  

где векторы поляризации и операторы диффе-
ренцирования в циркулярном базисе соответст-
венно равны: 

;
2

x yi
±

±
=

e e
e  

.
2

x yi
± ± ⊥

∂ ± ∂
∂ = ∇ =e  

Векторы циркулярного базиса удовлетворяют 
соотношениям 
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[ , ] ,zi± =e e e∓ ∓    [ , ] ,z i± ±= ±e e e  
2| | 1,+ − ±= =e e e    2 0.± =e  

Альтернативно (3.1) можно разлагать век-
тор поляризации ⊥e  не по по декартовому, а по 
циркулярному базису ( , , ):z+ −e e e  

2 2
,

| | | |
η η
η η
+ + − −

⊥

+ −

+
=

+

e ee  

где η+  и  η− – некоторые постоянные комплекс-
ные параметры. Теперь поляризационные харак-
теристики однородно поляризованных пучков 
типа 1 можно выразить через параметры поляр-
ного разложения комплексного параметра  

.cη η η− += /  Эллиптичность пучка (отношение 
полуосей эллипса поляризации) и азимут боль-
шей оси эллипса поляризации относительно оси 
ОХ соответственно равны 

1
tg ;

1
c

c

η
χ

η
−

=
+

 

1 arg .
2 cψ η=  

Поле более общего эллиптически поляризо-
ванного параксиального пучка также целесооб-
разно разложить в когерентную сумму двух цир-
кулярно поляризованных пучков с противопо-
ложными направлениями вращения, т. е. 

,⊥ + −= +E E E                        (3.5) 

( )2 2 0 .+ −= =E E  
Можно убедиться, что плотности энергии и по-
тока энергии электромагнитного поля соответст-
венно равны: 

( )2 2 ;
8

w ε
π + −= +E E  ;z

c w
n

=S         (3.6) 

(1) Im .
4

c
nk
ε

π
∗ ∗

⊥ + ⊥ + − ⊥ −⎡ ⎤= ⋅ ⋅∇ + ⋅∇⎣ ⎦S E E E E   (3.7) 

Таким образом, мы видим, что параксиаль-
ные циркулярно поляризованные моды распро-
страняются независимо, энергетические характе-
ристики их разделяются и также независимы: 

;+ −= +E E E  
;w w w+ −= +                         (3.8) 
.+ −= +S S S  

В то же время, как мы выше показали, если 
эллиптически поляризованный пучок разложить 
в когерентную сумму двух линейно поляризо-
ванных пучков, то такие пучки не являются неза-
висимыми и интерферируют. Вклады в общий 
поток энергии S  обоих пучков в последнем слу-
чае не разделяются. Таким образом, циркулярно 
поляризованные моды являются, в некотором 
смысле, более фундаментальными, чем линейно 
поляризованные. Это обусловлено вращательной 
инвариантностью циркулярных мод относитель-
но оси z пучка. 

Свойства параксиальных векторных свето-
вых пучков 3 и 4 типов с неоднородной поляри-
зацией и их когерентных суперпозиций будут 
исследованы нами в дальнейшем. 

 
Заключение 
Для описания поляризационных и энергети-

ческих характеристик векторных параксиальных 
световых пучков предложен упрощенный век-
торный формализм, не требующий решений 
уравнений Максвелла. Показано, что произволь-
ный векторный параксиальный пучок однознач-
но определяется линейной комбинацией реше-
ний скалярного параболического уравнения.  

Для векторов электрического и магнитного 
полей пучков установлена симметрия и соотно-
шения ортогональности между ними. Найдены 
простые выражения для плотности потока энер-
гии электромагнитного поля S векторных свето-
вых пучков с однородной поляризацией. Для 
дальнейшего изучения их свойств необходима 
специализация найденных общих выражений на 
конкретные типы пучков. 

Установлено, что параксиальные циркуляр-
но поляризованные моды распространяются не-
зависимо друг от друга, их плотности энергии и 
плотности потока энергии разделяются и также 
являются независимыми. Последний парадок-
сальный, на первый взгляд, вывод обусловлен 
циркулярными поляризациями пучков и их пара-
ксиальностью. Это свойство может найти при-
менение  в оптических системах передачи и об-
работки  и информации, поскольку может увели-
чивать пропускную способность оптического 
канала. 
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ЛАЗЕРНОЕ ВОЗБУЖДЕНИЕ ИМПУЛЬСОВ ПОВЕРХНОСТНЫХ 
АКУСТИЧЕСКИХ ВОЛН В ТВЕРДЫХ ТЕЛАХ 
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LASER EXCITATION OF SURFACE ACOUSTIC 

WAVES PULSES IN SOLID STATE BODIES 

V.G. Gudelev1, G.V. Kulak2, A.G. Matveeva2 
1B.I. Stepanov Institute of Physics NASB, Minsk 

2I.P. Shamyakin Mozyr State Pedagogical University, Mozyr 
 

Исследованы особенности лазерного возбуждения импульсов поверхностных акустических волн Рэлея в твердых телах 
через призму источником излучения круглой формы. Показано, что при увеличении азимутального угла происходит 
увеличение амплитуды и уменьшение длительности импульса ультразвука; при увеличении угла наклона призмы ам-
плитуда акустического импульса уменьшается, а длительность увеличивается. Установлено, что при увеличении ра-
диуса отверстия круглой формы амплитуда импульса увеличивается, а длительность уменьшается; с увеличением ко-
эффициента поглощения гиперзвука амплитуда импульса уменьшается, а длительность – увеличивается. 
 
Ключевые слова: акустический импульс, поверхностная акустическая волна, твердое тело, поглощение гиперзвука. 
 
Features of laser excitation of the pulses of surface acoustic Rayleigh waves in solid state bodies through a prism by a source of 
radiation of the round form are investigated. It is shown, that at increase in the azimuth angle there is increase in the amplitude 
and reduction of duration of the ultrasound pulse; at increase in the angle of the prism inclination the amplitude of the acoustic 
pulse decreases, and the duration increases. It is established, that at increase in the radius of an aperture of the round form the 
pulse amplitude increases and the duration decreases; with the increase in the factor of absorption of a hypersound the pulse 
amplitude decreases, and the duration increases. 
 
Keywords: acoustic pulse, surface acoustic wave, solid state body, hypersound absorption. 

 
 

Введение 
Возбуждение поверхностных акустических 

волн (ПАВ) Рэлея при поглощении лазерных 
импульсов наносекундной длительности в сталь-
ной пластине исследовано в работе [1]. Предло-
жено использовать последовательности лазерных 
импульсов, связанных с отражением акустиче-
ского импульса от границ образца для точного 
определения толщины металлической пленки, 
скорости распространения и коэффициента зату-
хания гиперзвука. Важнейшими механизмами 
генерации ультразвуковых волн являются термо-
упругий эффект, электрострикция, радиационное 
давление, диэлектрический пробой и лазерная 
абляция [2], [3]. Для металлов, например, наи-
больший интерес представляет режим лазерной 
абляции, при котором достигаются наиболее вы-
сокие уровни давления на поверхность материа-
ла [3]. Особенности распространения ПАВ по 
сложной структуре – плавленый кварц с напы-
ленными на его поверхность полосками из золо-
та – исследованы в работе [4]. При этом значи-
тельный интерес представляет диагностика ме-
таллических неоднородных тонких пленок. В 
таком случае применяются источники ультра-
звука в виде полоски прямоугольной или круг-
лой формы, наклоненной к поверхности твердого 

тела под углом β. Схема возбуждения и регист-
рации ПАВ гетеродинным методом представлена 
на рисунке 1. 
 

 
 
Рисунок 1 – Схема детектирования дефекта ма-
териала (Об – образец, Пр – призма, β – угол 

наклона призмы; ωГ , ωГ +ωВ – частоты 
оптического излучения, используемого 
в гетеродинной схеме детектирования 
рассеянного акустического сигнала, 

r – радиус круга возбуждения 
на поверхности призмы) 

 
Область возбуждения гиперзвука имеет вид 

круга радиусом r. При этом область воздействия 
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оптического излучения на поверхность материа-
ла имеет форму эллипса. Вычисление Фурье-
компонент частотного спектра ПАВ производит-
ся интегрированием по площади отверстия [5], 
[6]. Существуют три основных типа волн, возбу-
ждаемых лазерными импульсами и используе-
мых для неразрушающего контроля [3], [6]: про-
дольные (L), сдвиговые (S) и рэлеевские (R). В 
дальнейшем будем рассматривать особенности 
возбуждения ПАВ Рэлея. 

 
1 Теоретические результаты 
Лазерный импульс длительностью τ распро-

страняется под углом β к оси Z и возбуждает вы-
сокочастотные ультразвуковые волны различной 
поляризации и пространственно-углового рас-
пределения. При этом форма акустического им-
пульса существенно отличается от формы свето-
вого [2], [7], [8]. Предположим, что световой им-
пульс имеет гауссово распределение во времени, 
то есть ( )2 2( ) exp / .f t t τ= −  Ультразвуковая вол-
на затухает в пространстве при наличии погло-
щения высокочастотного ультразвука (гиперзву-
ка) материалом с коэффициентом поглощения 

2 ,sα = Γ ⋅Ω  где Γ  – некоторый коэффициент, 
зависящий от рода материала и его физических 
свойств, ~ 1/τΩ  – циклическая частота ультра-
звука. Такая зависимость коэффициента погло-
щения гиперзвука от частоты характерна для 
поликристаллов [9]. Фурье-спектр z и x – состав-
ляющих рэлеевской ПАВ ( ), ( )Rz xU Ω  имеет вид 
[5], [6]: 
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α – азимутальный угол, отсчитываемый от оси Х, 
β – угол наклона призмы; fP  – давление на по-
верхность твердого тела в области отверстия; ρ  
– расстояние до точки наблюдения УЗ волны; 
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волны в призме; r – радиус круга возбуждения на 
поверхности призмы; 
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Временная форма акустического импульса 

дается соотношением [3]: 
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– частотный спектр акустического импульса, 
распространяющегося вдоль оси X, Rυ  – фазовая 
скорость ПАВ Рэлея, τа – длительность акустиче-
ского импульса. Известно, что форма импульса 
акустического сигнала определяется изменением 
теплофизических и оптических характеристик 
вещества на границе раздела фаз, а также интен-
сивностью излучения и поверхностного испаре-
ния [2], [7], [8]. 

Подставив выражения (1.1) в (1.2) и выпол-
нив интегрирование численными методами (см. 
[10]), получим временную форму акустического 
импульса ПАВ Рэлея. При численных расчетах 
применяется алгоритм быстрого преобразования 
Фурье и метод сплайн-аппроксимации. Видно, 
что форма гауссового акустического импульса, 
распространяющегося вдоль поверхности твер-
дого тела, трансформируется при увеличении 
азимутального угла и угла наклона призмы воз-
буждения. Рассчитать в замкнутом виде форму 
акустического импульса для отверстия круглой 
формы не представляется возможным [11]. 
 
 2 Анализ численных расчетов 
 Численные расчеты проводились для рэле-
евской  УЗ  волны  и материала, выполненного из 
стали (Fe) с призмой возбуждения из стекла. При 
этом полагалось, что Pf = 10 МПа, υs=3200 м/c, 

lprυ =2670 м/c, r=3мм, λ=0,49⋅1010 Па, μ=7,84⋅1010 
Па, ρ=10 мм. 

На рисунке 2, а представлена форма акусти-
ческого импульса ПАВ в дальней зоне дифрак-
ции при различных азимутальных углах α. Из 
рисунка следует, что с увеличением угла α про-
исходит уменьшение амплитуды импульса ПАВ 
и некоторое увеличение его длительности (по 
уровню 3 дБ). С увеличением угла наклона 
призмы β при азимутальном угле α=0, как пока-
зано на рисунке 2, б, происходит увеличение ам-
плитуды и уменьшение длительности акустиче-
ского импульса. 



Лазерное возбуждение импульсов поверхностных акустических волн в твердых телах 
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a) 

 
 

б) 

 
 

Рисунок 2 – Зависимость нормированной 
амплитуды смещения RzU  от времени Rt  
для различных (а) полярных углов α : 

1 – 00, 2 – 200, 3 – 300  
и различных углов наклона призмы (б) β: 

1 – 00, 2 – 300, 3 – 600  
(ρ=10 мм, r=3 мм, υs=3200 м/c, 

lprυ =2670 м/c, Г=0, τa=1 мкс, 
Pf=10 МПа, β=0, (а); α=0 (б)) 

 
 Форма акустического импульса ПАВ при 
различных радиусах отверстия r представлена на 
рисунке 3, а. Из рисунка следует, что с увеличе-
нием радиуса отверстия амплитуда импульса 
увеличивается, а длительность уменьшается. За-
висимость формы акустического импульса при 
различных коэффициентах поглощения гипер-
звука представлена на рисунке 3, б. Видно, что с 
увеличением коэффициента поглощения αs ам-
плитуда акустического импульса уменьшается и 
его длительность увеличивается. 

a) 

 
 
б) 

 
Рисунок 3 – Зависимость нормированной 
амплитуды смещения RzU  от времени Rt  
для различных (а) радиусах отверстия r: 

1 – 3, 2 – 6, 3 – 9 мм и различных параметрах 
поглощения гиперзвука (б) Г: 

1 – 0, 2 – 5⋅10-10, 3 – 7⋅10-10 м-1с2  
(ρ=10 мм, υs=3200 м/c, lprυ =2670 м/c, 
τa=1 мкс, Pf=10 МПа; α=0, β=600, 
Г=0 (а); α=0, β=600, r=3 мм (б)) 

 
 Заключение 

Установлено, что форма гауссового акусти-
ческого импульса, распространяющегося вдоль 
поверхности твердого тела, трансформируется 
при увеличении азимутального угла и угла на-
клона призмы возбуждения. При увеличении 
радиуса отверстия амплитуда импульса увеличи-
вается и длительность уменьшается. Показано, 
что с увеличением коэффициента поглощения 
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гиперзвука амплитуда акустического импульса 
уменьшается, а длительность увеличивается. 
Рассмотренные особенности оптико-акусти-
ческого возбуждения высокочастотных ПАВ 
Рэлея показывают, что диаграмма направленно-
сти такого источника может легко изменяться 
варьированием радиуса отверстия круглой фор-
мы и угла наклона призмы возбуждения, нало-
женной на поверхность твердого тела. Это по-
зволяет диагностировать дефекты материалов, 
регистрируя временную форму оптико-акусти-
ческого источника ПАВ. Изучение импульсных 
характеристик ультразвуковых сигналов позво-
ляет исследовать частотные зависимости коэф-
фициентов поглощения гиперзвука в твердых 
телах оптико-акустическим методом [9]. 
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THE STATIONARY PERTURBATION THEORY 

IN CASE OF A POTENTIAL-SERIES 

V.N. Kapshai1, L.D. Korsun2 
1F. Scorina Gomel State University, Gomel 

2P. Sukhoi State Technical University, Gomel 
 

Процедура построения стационарной теории возмущений для уравнения Шредингера и вычисления поправок к спек-
тру энергий и соответствующим волновым функциям реализована в случае потенциала, представленного в виде ряда 
по степеням малого параметра (потенциала-ряда). В качестве физического примера рассмотрено применение получен-
ной схемы для ангармонического осциллятора. 
 
Ключевые слова: стационарная теория возмущений, уравнение Шредингера, волновая функция, энергетический 
спектр, потенциал, поправка, ангармонический осциллятор. 
 
The procedure for constructing of stationary perturbation theory for the Schrodinger equation and corrections to the energy 
spectrum and corresponding wave functions is implemented in case of the potential, represented in the form of a series in pow-
ers of a small parameter (potential-series). The application of the obtained scheme for the anharmonic oscillator is examined as 
a physical example. 
 
Keywords: stationary perturbation theory, Schrödinger equation, wave function, energy spectrum, potential, correction, an-
harmonic oscillator. 

 
 

Введение  
 Изучение большинства физических систем 
требует применения приближенных методов, как 
численных, так и аналитических. Одним из наи-
более детально разработанных методов исследо-
вания не решаемых точно задач квантовой меха-
ники и теории поля является теория возмущений 
(ТВ) Рэлея – Шредингера [1], [2]. Стандартный 
случай теории возмущений соответствует слабо-
му внешнему воздействию или слабому взаимо-
действию между частицами, когда для прибли-
женного вычисления спектров и волновых функ-
ций полного гамильтониана используется ма-
лость возмущения «первого порядка» в гамиль-
тониане. При этом поправки вычисляются по-
следовательно: точно решается «невозмущен-
ная» задача (нулевой порядок ТВ), затем для вы-
числения поправки порядка n  необходимо пред-
варительно найти все предыдущие порядки. При 
этом, если исследуемый эффект возникает имен-
но в высших прядках, то рекуррентная схема 
становится неудобной, так как с ростом порядка 
объем вычислений возрастает. Следует ожидать, 
что особенно громоздкой рекуррентная схема 
окажется в случае, когда для «возмущения» по-
рядок малости не фиксирован, например, когда 
потенциал имеет вид ряда по степеням малого 
параметра. Вместе с тем, именно такой случай 

является исключительно важным в тех разделах 
квантовой теории, в которых сам оператор взаи-
модействия не является известным «a priori», а 
строится с помощью той или иной процедуры в 
виде степенного ряда. Еще одной проблемой 
стандартной теории возмущений является дока-
зательство сходимости рядов ТВ и проблема 
сильной связи. Тем более сложной будет эта 
проблема в случае потенциала-ряда. Все эти со-
ображения приводят к выводу о необходимости 
построения прозрачной схемы ТВ для возмуще-
ния, имеющего вид ряда по степеням малого па-
раметра. 
 В настоящее время существует много попы- 
ток выйти за рамки стандартной ТВ, предложены 
различные модификации ТВ, как приcпособлен-
ные для решения конкретных квантово-
механических и теоретико-полевых задач, так и 
носящие более общий характер. Например, в 
приложениях ТВ иногда используется вариант 
рекуррентной схемы, основанной  на  каноничес- 
ком преобразовании волновой функции и га-
мильтониана: , ,iS iS iSe H e Heψ ψ −′ ′= =  где опера-
тор H ′  представляется в виде ряда [3], [4]. Такое 
преобразование широко применяется в реляти-
вистской теории  и носит название  преобразова- 
ния  Фолди-Вутхойзена.   В  теории   молекуляр- 
ных спектров    этот   метод   (метод  контактных 
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преобразований) широко применяется для иссле-
дования колебательно-вращательной модели мо-
лекул [5].  
 Другим примером может служить ТВ, не 
использующая знание всего спектра невозму-
щенной задачи и объединяющая ТВ и различные 
вариационные методы [6], [7]. В литературе эти 
подходы известны как «логарифмическая теория 
возмущений» [8], [9], в которой осуществляется 
переход от одномерного уравнения Шредингера 
к нелинейному уравнению Риккати и вычисление 
коэффициентов ряда ТВ сводится к рекуррент-
ным соотношениям, или как «метод нелинеари-
зации» [7], или как «метод Далгарно-Льюиса» 
[10]. Все эти методы находят широкое примене-
ние, например, в теории рассеяния частиц, и не-
прерывно развиваются [11]. 
 Также в настоящее время существуют мето-
ды, позволяющие выйти за рамки обычной ТВ и 
исследовать предел сильной связи, например, 
вариационная теория возмущений (ВТВ) [12]–
[14], в которой удается построить новое разло-
жение, позволяющее существенно расширить 
возможности теории возмущений, например, 
анализировать предел сильной связи. 
 Данная работа посвящена построению яв-
ной, удобной для последующих применений 
процедуры вычисления поправок к спектру и 
волновым функциям, представляемым в виде 
рядов по малому параметру в случае, когда по-
тенциал-ряд по этому параметру не зависит от 
полной энергии. Именно в виде степенных рядов 
получаются операторы взаимодействия в кова-
риантном одновременном подходе Логунова-
Тавхелидзе в квантовой теории поля [15] и в 
подходе, основанном на шпурионной диаграмм-
ной технике Кадышевского [16]. Основной во-
прос при этом – каким образом изменяются соб-
ственные значения и собственные векторы при 
изменении оператора, зависящего от некоторого 
параметра. С целью достижения полной про-
зрачности схемы построения регулярного метода 
вычисления поправок к основному вкладу, когда 
потенциал можно разложить в ряд по степеням 
малого параметра, в данной работе мы рассмат-
риваем случай, когда основной гамильтониан 

0H  имеет только дискретный спектр. Более об-
щий случай гамильтониана 0 ,H  имеющего как 
дискретный, так и непрерывный спектр будет 
также рассмотрен отдельно. 
 

1 Постановка задачи и первый порядок 
теории возмущений  
 Итак, рассмотрим стационарное уравнение 
Шредингера n n nH Eψ ψ=  с гамильтонианом, 
который можно представить в виде  
 

(0) ,H H Vλ= +  
где λ  – безразмерный малый параметр.  

Предположим, что оператор (0)H  (невозму-
щенный гамильтониан) имеет только дискретный 
спектр и его собственные значения (0)

nE  и 

собственные функции (0)
nψ  известны: 

 (0) (0) (0) (0) .n n nH Eψ ψ=                (1.1) 
 Оператор возмущения Vλ  – небольшая по-
правка к (0) .H  Мы рассмотрим указанный во 
введении и представляющий особый интерес 
случай, когда оператор V  является рядом по 
степеням малого вещественного параметра λ  
(| | 1) :λ �  

 (1) (2) 2 (3) ,V V V Vλ λ= + + +…         (1.2) 
так, что оператор полной энергии будет иметь 
вид 

(0) (1) 2 (2) 3 (3) .H H V V Vλ λ λ= + + + +…  

 Пусть состояние (0) (0)
a aψ =  не вырожде-

но, то есть уравнение  
 (0) (0) (0) (0)

aH a E a=   (1.3) 
имеет только одно решение. Найдем поправки к 
волновой функции и энергии при отсутствии 
вырождения. Решения задачи  

 n n nH Eψ ψ=                   (1.4) 
будем искать как «незначительно» 
модифицированные решения (1.1). Поскольку λ  
мало, можно считать, что aE  мало отличается от 

(0) ,aE  и возмущенные собственные значения 
можно искать в виде рядов по степеням малого 
параметра .λ  То же можно сказать и о соб-
ственной функции .aa ψ≡  Тогда для решения 
задачи (1.4) или для краткости  

 ,aH a E a=                     (1.5) 
можно считать, что  

 (0) (1) 2 (2) 3 (3) ,a a a a aE E λε λ ε λ ε= + + + +…    (1.6) 
а также, что  

(0) (1) 2 (2) 3 (3) .a a a a aλ λ λ= + + + +…   (1.7) 
 Наша задача состоит в определении коэф-
фициентов разложений (1.6) и (1.7) при условии, 
что оператор возмущения имеет вид (1.2). 
 Нормировка состояния a  из уравнения 
(1.5) не определяется. Для дальнейших вычис-
лений удобно зафиксировать нормировку векто-
ра a  с помощью условия  

(0) (0) (0)

(0) (1) 2 (0) (2)

1

.

a a a a

a a a aλ λ

= = +

+ + +…
 

Это приводит к условиям ортогональности 
(0) (1) (0) (2) (0) ( )0; 0; 0; .na a a a a a= = =… … (1.8) 

 Подставим представленные в виде рядов по 
степеням параметра λ  потенциал, энергию и 
вектор состояния в уравнение Шредингера:  
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( ) ( ) ( ){
( ) }

(0) (0) (1) (1) 2 (2) (2)

3 (3) (3)

(0) (1) 2 (2) 3 (3) 0.

a a a

a

H E V V

V

a a a a

λ ε λ ε

λ ε

λ λ λ

− + − + − +

+ − + ⋅

⎡ ⎤⋅ + + + + =⎣ ⎦

…

…

(1.9) 

 Равенство (1.9) имеет место для любого 
значения ,λ  только если равны коэффициенты, 
стоящие при одинаковых степенях .λ  Из этого 
условия получается цепочка рекуррентных 
соотношений, позволяющая найти поправку 
заданного порядка: 

 ( )0 (0) (0) (0): 0;aH E aλ − =            (1.10) 

( ) ( )1 (0) (0) (1) (1) (1) (0): 0;a aH E a V aλ ε− + − = (1.11) 

( )
( ) ( )

2 (0) (0) (2)

(1) (1) (1) (2) (2) (0)

:

0;

a

a a

H E a

V a V a

λ

ε ε

− +

+ − + − =
   (1.12) 

…  
( )

( )
( )

(0) (0) ( )

(1) (1) ( 1)

( ) ( ) (0)

:

0.

n n
a

n
a

n n
a

H E a

V a

V a

λ

ε

ε

−

− +

+ − +

+ − =

…              (1.13) 

…  
При этом с самого начала фиксировано невоз-
мущенное состояние, для которого вычисляются 
поправки, так как первое из этих уравнений сов-
падает с уравнением (1.3) невозмущенной задачи 
и его решение известно. Уравнение (1.11) вместе 
с условиями ортогональности (1.8) позволяет 
определить поправки первого порядка (1)

aε  и 
(1)a  к собственному значению (СЗ) и собствен-

ному вектору (СВ) соответственно. 
 Вначале умножим второе уравнение (1.11) 
слева на вектор (0)a  и получим  

( ) ( )(0) (0) (0) (1) (0) (1) (1) (0) 0 .a aa H E a a V aε− + − =  
Первое слагаемое, очевидно, равно нулю, по-
скольку ( )(0) (0) (0) 0.aa H E− =  Учитывая также, 

что (0) (0) 1,a a =  имеем следующее выражение 
для первой поправки к энергии:  

 (1) (0) (1) (0) .a a V aε =                 (1.14) 

 Замечательно, что для определения (1)
aε  

необходимо знать только невозмущенный вектор 
(0)a  и первый порядок гамильтониана взаимо-

действия. Подчеркнем также, что определенная 
на самом первом шаге величина (1)

aε  будет вхо-
дить во многие последующие формулы. Вернем-
ся к уравнению (1.11), в котором величина (1)

aε  
уже известна, и теперь надо определить вектор 

(1) .a  Для этого домножим уравнение (1.11) 

слева на вектор (0)m  ( ) :m a≠   

( ) ( )(0) (0) (0) (1) (0) (1) (1) (0) 0 .a am H E a m V aε− + − =  
Учитывая, что  

( ) ( )(0) (0) (0) (0) (0) (0) ,a m am H E m E E− = −  
находим скалярные произведения  

( ) ( )

(0) (1)

1(0) (0) (0) (1) (1) (0) 0;

.
a m a

m a

E E m V a

m a

ε
−

=

− − =

≠

  (1.15) 

 Все векторы (0) ,m  1,2, 3, , ,m a= … …  об-
разуют полный базисный набор, а значит  

(1) (0) (0) (1)

(0) (0) (1) (0) (0) (1) .
m

m a

a m m a

m m a a a a
≠

= =

= +

∑

∑
   (1.16) 

 Коэффициенты разложения в (1.16) опреде- 
лены в (1.15), за исключением коэффициента в 
последнем слагаемом. Вспомним, однако, что 
последний коэффициент уже был выбран ранее в 
(1.8) равным нулю. Итак,  

( )
( )

1(1) (0) (0) (0)

(0) (1) (1) (0) .

a m
m a

a

a m E E

m V aε

−

≠

= − ⋅

⋅ −

∑
      (1.17) 

Этим нахождение величин первого порядка ТВ 
завершено. Подчеркнем, что для вычисления 
первой поправки к собственному вектору необ-
ходимо знать уже все СВ и СЗ невозмущенной 
задачи.  
 
  2 Поправки высших порядков 
 Для вычисления поправок первого порядка 
к  СЗ  и  СВ  приведенных  формул  (1.14) и 
(1.17) вполне достаточно. Однако для целей вы-
числения следующих порядков удобно предста-
вить эти формулы в несколько другом виде. Уч-
тем, что 

( ) ( )1 1(0) (0) (0) (0) (0) (0) ,a m aE E m E H m
− −

− = −  

( ) ( )1 1(0) (0) (0) (0) (0) (0) ,a m am E E m E H
− −

− = −  
поэтому можно записать  

( )

( )

( )

1(0) (0) (0) (0)

1(0) (0) (0) (0)

1(0) (0) (0) (0) .

a m
m a

a
m a

a
m a

m E E m

E H m m

m m E H

−

≠

−

≠

−

≠

− =

= − =

= −

∑

∑

∑

 

Операторы  
(0) (0) (0) (0) (0) (0); 1 ,a aP a a Q a a= = −  

являются, соответственно, операторами проек-
тирования на вектор (0)a  и на подпространство, 

ортогональное к (0)a . Они удовлетворяют  
очевидным соотношениям  

( ) ( )2 2(0) (0) (0) (0) (0) (0); ; 0.a a a a a aP P Q Q P Q= = =   (2.1) 
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 Кроме того, поскольку система собственных 
векторов свободного гамильтониана полна, то 
есть (0) (0) 1,

m
m m =∑  имеем 

(0) (0) (0) .a
m a

m m Q
≠

=∑  

Итак, фигурирующий в (1.17) оператор есть 

 
( )

( ) ( )

1(0) (0) (0) (0)

1 1(0) (0) (0) (0) (0) (0) .

a m
m a

a a a a

m E E m

E H Q Q E H

−

≠

− −

− =

= − = −

∑
 

Таким образом, гриновский оператор 

( ) ( ) 1(0) (0) (0) (0)
a aG E E H

−
= −  

коммутирует с оператором проектирования (0) .aQ  
Спроектированный на ортогональное к вектору 

(0)a  подпространство гриновский оператор 
удовлетворяет равенству: 

( ) ( ) ( )(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) ,a a a a a a aG E Q Q G E Q G E Q= =  
которое легко получить, используя (2.1). Таким 
образом, решение (1.17) уравнения (1.11) можно 
представить в виде 

( )( )
( ) ( )

(1) (0) (0) (0) (1) (1) (0)

(0) (0) (0) (1) (1) (0) .

a a a

a a a

a Q G E V a

G E Q V a

ε

ε

= − =

= −
    (2.2) 

 Получим этот результат другим способом, 
который будет пригоден и для отыскания сле-
дующих порядков. Уравнение (1.11) есть част-
ный случай неоднородного уравнения  

 ( )(0) (0) ,aE H fψ− =               (2.3) 

в котором вектор f  известен,  а  искомый  век- 

тор ψ  подчиняется дополнительному условию 
(0) 0.a ψ =  Решением уравнения (2.3) является 

( ) 1(0) (0) (0) ,aE H f C aψ
−

= − +  
где второе слагаемое, содержащее произвольную 
константу ,C  есть решение однородного уравне-
ния. Эту константу выберем так, чтобы выполня-
лось условие  

( ) 1(0) (0) (0) (0)0 ,aa a E H f Cψ
−

= = − +  
значит  

( ) 1(0) (0) (0)( 1) ,aC a E H f
−

= − −  
и, следовательно,  

( )
( )

1(0) (0) (0)

1(0) (0) (0) .

a

a

E H f a

a E H f

ψ
−

−

= − − ⋅

⋅ −
 

Другими словами, 

( )
( )

1(0) (0) (0)

(0) (0) (0) .

a a

a a

Q E H f

Q G E f

ψ
−

= − =

=
          (2.4) 

При учете явного вида f  в уравнении 
(1.11), получаем  

( ) ( )
( ) ( )

1(0) (0) (0) (1) (1) (0)

(0) (0) (0) (1) (1) (0) ,

a a a

a a a

Q E H V a

Q G E V a

ψ ε

ε

−
= − − =

= −
 

что совпадает с (2.2).  
Дальнейшее решение уравнений цепочки 

(1.10)–(1.13) осуществляется последовательно. 
Домножая уравнение (1.12) на вектор (0)a  сле-
ва, получаем   

( )
( )

(0) (1) (1) (1)

(0) (2) (2) (0) 0,

a

a

a V a

a V a

ε

ε

− +

+ − =
 

откуда, при учете (1.8), ясно, что вторая поправ-
ка к энергии есть  

( ) ( )(2) (0) (1) (1) (0) (2) (0) .a a V a a V aε = +  

Теперь, уже определив (2) ,aε  замечаем, что урав-
нение (1.12) имеет вид (2.3), где искомый вектор 

(2)aψ =  также подчиняется дополнительному 

условию (0) (0) (2) 0,a a aψ = =  а правая часть 
равна  

( ) ( )(2) (1) (1) (1) (2) (2) (0) .a af V a V aε ε= − + −  
Значит, согласно (2.4), его решение есть  

( )
( ) ( )
( )

(2) (0) (0) (0) (2)

(0) (0) (0) (1) (1) (1)

(2) (2) (0) .

a a

a a a

a

a Q G E f

Q G E V a

V a

ε

ε

= =

⎡= − +⎣
⎤+ − ⎦

 

Учитывая (2.2), мы также можем записать  
( )( )
( )( )

( )( )

(2) (0) (0) (0) (2) (2) (0)

(0) (0) (0) (1) (1)

(0) (0) (0) (1) (1) (0) .

a a a

a a a

a a a

a Q G E V a

Q G E V

Q G E V a

ε

ε

ε

= − +

+ − ⋅

⋅ −

 

Продолжая рекуррентные выкладки, т. е. 
переходя к последующим уравнениям системы 
(1.10)–(1.13), можно вычислить поправки более 
высоких порядков. При условии, что уже найде-
ны предыдущие ( 1)n −  поправок к энергии и 
волновой функции, для n-го порядка можем на-
писать  

( ) (0) ( ) (0)

(0) ( 1) (1) (0) (1) ( 1)

n n
a

n n

a V a

a V a a V a

ε
− −

= +

+ + +…
  (2.5) 

для энергии и затем 
( ) ( )

( ) ( )

( ) (0) (0) (0) ( ) ( ) (0)

( 1) ( 1) (1) (1) (1) ( 1) .

n n n
a a a

n n n
a a

a Q G E V a

V a V a

ε

ε ε− − −

⎡= − +⎣
⎤+ − + + − ⎦…

(2.6) 

для волновой функции.  
Этими формулами нахождение всех поряд-

ков теории возмущений, фактически завершено. 
Посмотрим, однако, более внимательно на полу-
ченные поправки к энергии и волновой функции. 
Для этого выпишем полученные для них ряды, 
используя формулы (2.5) и (2.6), а также опре-
деления (1.6) и (1.7):  
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( )
(

)
(

)

(0) (1) 2 (2) 3 (3)

(0) (1) (0)

2 (0) (2) (0) (0) (1) (1)

3 (0) (3) (0) (0) (2) (1)

(0) (1) (2)

(0) ( ) (0) (0) ( 1) (1)

(0) (1) ( 1)

...

.

a a a a a a

n n n

n

E E E

a V a

a V a a V a

a V a a V a

a V a

a V a a V a

a V a

λε λ ε λ ε

λ

λ

λ

λ −

−

= − = + + + =

= +

+ + +

+ + +

+ + +

+ + +

+ +

+ …

…

…

(2.7) 

Аналогично, для поправки к волновой функции 
имеем  

( ) ( )
( ) ( )

( )

(0)

(1) 2 (2) 3 (3)

(0) (0) (0) (1) (1) (0)

2 (0) (0) (0) (1) (1) (1)

(2) (2) (0)

a a a

a a a

a a a

a

a a a

Q G E V a

Q G E V a

V a

ψ ψ ψ

λ λ λ

λ ε

λ ε

ε

= − =

= + + + =

⎡ ⎤= − +⎣ ⎦
⎡+ − +⎣

⎤+ − +⎦

+

…

 (2.8) 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

3 (0) (0) (0) (1) (1) (2)

(2) (2) (1) (3) (3) (0)

(0) (0) (0) (1) (1) ( 1)

(2) (2) ( 2) ( ) ( ) (0) .

a a a

a a

n n
a a a

n n n
a a

Q G E V a

V a V a

Q G E V a

V a V a

λ ε

ε ε

λ ε

ε ε

−

−

⎡+ − +⎣
⎤+ − + − +⎦

⎡+ + − +⎣
⎤− + + − +⎦

…

… …

 

 Теперь заметим, что ряды для aE+  и aψ+  
могут быть записаны следующим образом:  

 
( )

( )

(0) (1) 2 (2) (0)

(0) (1) 2 (2) (1)

aE a V V a

a V V a

λ λ

λ λ λ

= + + +

+ + + +

+ …

…
  (2.9) 

( )
( )

( )

(0) 2 (1) 2 (2) (2)

(0) (0) (1) 2 (2)

(0) (0) .a a

a V V a

a V a a a

a V

λ λ λ

λ λ λ

λ ψ ψ

+ + + + =

= + + + =

= +

… …

…

+

 

и  
( )( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ){ }( )

(0) (0) (0) (1) (1)

(0) (1)

2 (0) (0) (0) (2) (2)

(0) (1) 2 (2)

3 (0) (0) (0) (3) (3)

(0) (1) 2 (2)

(0) (0) (0) (0) .

a a a a

a a a

a a a

a a a a a

Q G E V

a a

Q G E V

a a a

Q G E V

a a a

Q G E V E

ψ λ ε

λ

λ ε

λ λ

λ ε

λ λ

λ ψ ψ

= − ⋅

⋅ + + +

+ − ⋅

⋅ + + + +

+ − ⋅

⋅ + + + +

= − +

+

…

…

… …

+ +

(2.10) 

 Таким образом, в  данной  работе  представ- 
лена процедура вычисления поправок к спектру 
и волновым функциям в случае, когда потенциал 
задан в виде ряда по малому параметру и не за-
висит от полной энергии. Мы уже упоминали во 

введении, что именно в виде рядов по степеням 
малого параметра строятся потенциалы в кова-
риантных трехмерных подходах в квантовой 
теории поля. Кроме того, когда даже в квантовой 
механике рассматривается случай потенциала 

( ); ;... ,V V E x=
G  зависящего от энергии, мы неиз-

бежно приходим при его исследовании по ТВ к 
выражениям типа 

( )(0) (1) 2 (2) ...; ; ... ,V E E E xλ λ λ+ + +
G  

которые в духе ТВ следует понимать как разло- 
жения, содержащие все натуральные степени :λ   

( ) ( )(0) 2 (1) (0)
(0); ;... ; ;... ....V V E x E V E x

E
λ λ λ ∂

= + +
∂

G G  

Именно поэтому мы выписали формулы 
(2.7)–(2.10), определяющие aE+  и aψ+  так 
подробно.  
 
 3 Примеры  
 1. Наиболее часто используется вариант ТВ, 
когда потенциал считается величиной фиксиро-
ванного (первого) порядка малости [1]. Ответы 
для этого случая могут быть найдены из (2.7) и 
(2.8), если положить:  

 (1) (2) (3), 0.V V V Vλ λ= = = =…         (3.1) 
Тогда поправка к энергии имеет вид: 

 
(0)

(1) 2 (2) ( ) ,
a a a

n n
a a a

E E E

E E Eλ λ λ

= − =

= + + + +

+
… …

     (3.2) 

где, учитывая, что (0) (0) (0) ,aϕ ψ= =  получим  
(1) (0) (0)

(2) (0) (1)

( ) (0) ( 1)

;

;

.

a

a

n n
a

E V

E V

E V

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ −

=

=

=

…
 

Поправка к волновой функции: 
(1) 2 (2) ( ) ,n n

aψ λ ϕ λ ϕ λ ϕ= + + + ++ … …  (3.3) 
где  

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

(1) (0) (0) (0) (1) (0)

(2) (0) (0) (0) (1) (1)

(2) (0)

( ) (0) (0) (0) (1) ( 1)

( ) (0)

;

0 ;

0 .

a a a

a a a

a

n n
a a a

n
a

Q G E V E

Q G E V E

E

Q G E V E

E

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

ϕ ϕ

ϕ

−

⎡ ⎤= −⎣ ⎦
⎡= − +⎣

⎤+ − ⎦

⎡= − +⎣
⎤+ − ⎦

…

…

 

При этом все ( )n
aE  и ( )nϕ  не зависят от λ .  

 2. Можно построить вариант ТВ, когда по-
тенциал, например, имеет вид:  

( ) .k kV Wλ ξ=  
Тогда в соответствии с формулами (2.7) и (2.8), 
учитывая что 
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(1) (2) ( 1) ( 1)

(0) (0) (0)

0,

,

k kW W W W

aν ψ

− += = = = = =

= =

… …
 

получим поправку к энергии 
( ) 2 (2 )

3 (3 ) ( )

(0) ( ) (0) 2 (0) ( ) ( )

3 (0) ( ) (2 )

(0) ( ) (( 1) ) .

k k k k
a a a

k k nk nk
a a

k k k k k

k k k

nk k n k

E

W W

W

W

ξ ε ξ ε

ξ ε ξ ε

ξ ν ν ξ ν ν

ξ ν ν

ξ ν ν −

= + +

+ + + + =

= + +

+ +

+ + +

+
… …

… …

  (3.4) 

Поправка к волновой функции будет иметь вид 

 
( ) 2 (2 )

3 (3 ) ( ) ,

k k k k
a

k k nk nk

ψ ξ ν ξ ν

ξ ν ξ ν

= + +

+ + + +

+

… …
          (3.5) 

где   

( ) ( )

(1) (2) ( 1)

( ) (0) (0) (0) ( ) ( ) (0)

( 1) ( 2) (2 1)

0;

;

0;

k

k k k
a a a

k k k

Q G E W

ν ν ν

ν ε ν

ν ν ν

−

+ + −

= = = =

⎡ ⎤= −⎣ ⎦

= = = =

…

…

 

( ) ( )
( )

(2 ) (0) (0) (0) (2 ) (0)

( ) ( ) ( )

0

;

k k
a a a

k k k
a

Q G E

W

ν ε ν

ε ν

⎡= − +⎣
⎤+ − ⎦

…

 

( ) ( )
( ) ( )

(3 ) (0) (0) (0) (3 ) (0)

(2 ) ( ) ( ) ( ) (2 )

0

0 ;

k k
a a a

k k k k k
a a

Q G E

W

ν ε ν

ε ν ε ν

⎡= − +⎣
⎤+ − + − ⎦

…

 

( ) ( )
( )
( )

( ) (0) (0) (0) ( ) (0)

(( 1) ) ( )

( ) ( ) (( 1) )

0

0

;

nk nk
a a a

n k k
a

k k n k
a

Q G E

W

ν ε ν

ε ν

ε ν

−

−

⎡= − +⎣

+ − + +

⎤+ − ⎦

…

…

 

 С другой стороны, результаты (3.4) и (3.5) 
можно также получить, если воспользоваться 
формулами (3.1)–(3.3) и положить в (3.1) 

(1) ( ), ,k kV Wλ ξ= =  
обозначив  поправки к СЗ и СВ следующим об-
разом 

(1) (2) 2 ( )

(0) (0) (1) ( ) ( ) ( )

, , , ,

, , , .

k k n nk
a a a a a a

k n nk

E E Eε ε ε

ϕ ν ϕ ν ϕ ν

= = =

= = =

…

…
 

 3. Интересно с изложенных позиций рас-
смотреть случай применения ТВ в отсутствие 
вырождения к квантовому ангармоническому 
осциллятору, для которого уравнение Шрединге-
ра имеет вид 
 

2 22 2
0 0

2
0

( , ) .
2 2 n n

m xd W x E
m dx

ω λ ψ ψ
⎛ ⎞−

+ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  (3.6) 
 

Ограничимся рассмотрением потенциалов вида 
( )2( , ) ( ), (0) 0 ,W x x xλ ϑ λ ϑ= =  

для которых  

2 2 2 2 (0)( , ) (0) (0) ... .
2!

W x x x x x ϑλ ϑ λ ϑ λ
′′⎡ ⎤′= + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Введем замену 2 2
0 0

0

2 (0).
m

ω ω ϑ′ = +  Тогда 

уравнение (3.6) примет вид 
2 22 2

0 0
2

0

( , ) .
2 2 n n

m xd V x E
m dx

ω λ ψ ψ
⎛ ⎞′−

+ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  

 Здесь в качестве оператора возмущения 
взята ангармоническая поправка к потенциаль-
ной энергии в виде 

3 2 4(0)( , ) (0) ,
2!

V x V x xϑλ λ λϑ λ
′′

′= = + +…  
при этом в соответствии с (1.2): 

(1) 3 (2) 4(0)(0) , , .
2!

V x V xϑϑ
′′

′= = …  

Прежде всего отметим, что точное решение 
уравнения (3.6), найденное методом теории воз-
мущений, близко к состояниям (0)

nψ  линейного 
квантового гармонического осциллятора. Найдем 
поправки к энергетическому  спектру  в  соответ- 
ствии с формулами (2.5):  

(0) (1) 2 (2) .n n n n nE E E λε λ ε= − = + ++ …  
Для упрощения введем новую переменную 

0

,x
x

ζ =  где 0
0 0

x
m ω

=
′

=  – безразмерная вели-

чина.  После  подстановки решение соответст-
вующего (3.6)  «невозмущенного» уравнения 
примет вид 

21
(0) (0) (0)2

0

( )( ) ; ,
2 !

n
n n m nmn

He
n x

ζ ζψ ζ ψ ψ δ
π

−
= =  

где ( )nH ζ  – полиномы Чебышева-Эрмита. 
В соответствии с (2.5) поправки для энергии 

имеют вид 
(1) (0) (1) (0) 0 ,n n nVε ψ ψ= =  

(2) (0) (1) (1) (0) (2) (0) ,n n n n nV Vε ψ ψ ψ ψ= +  
где 

( )

2
(0) (2) (0) 2

0 0

2
2(0) (1) (1)

0 0

2
2

0 0

3 (0) 1 ,
2 2! 2

(0)

15 11 .
4 30

n n

n n

V n n
m

V
m

n n
m

ϑψ ψ
ω

ψ ψ ϑ
ω

ω

⎛ ⎞′′ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
′= − ⋅⎜ ⎟′⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞⋅ + +⎜ ⎟⎜ ⎟′ ⎝ ⎠⎝ ⎠

=

=  

Приближенное выражение для уровней энергии 
ангармонического осциллятора будет  

( )

0

2 2
2 2

2
0 0 0 0

1
2

15 (0) 11
4 30

nE n

n n
m m

ω

ϑ
λ

ω ω

⎛ ⎞′= + −⎜ ⎟
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23 (0) 1 ....
2 2! 2

n nϑ′′ ⎞⎛ ⎞− + + +⎜ ⎟⎟
⎝ ⎠⎠

 

 Определение энергетического спектра ан-
гармонического осциллятора другими методами 
[17] требует проведения более громоздкой 
процедуры вычислений. 
  

Заключение 
В данной работе представлены результаты 

вычисления явного вида поправок к спектру 
энергий и соответствующим волновым функци-
ям в стационарной теории возмущений для 
уравнения Шредингера в случае потенциала-
ряда. Изложенная процедура вычисления попра-
вок позволяет сократить и систематизировать 
объем вычислений, который обычно возрастает с 
ростом порядка стандартной теории возмуще-
ний. С целью максимального упрощения схемы 
мы рассмотрели случай только дискретного 
спектра гамильтониана 0 ,H  не зависящего от 
энергии. Более сложные случаи, а именно, когда 
гамильтониан 0H  имеет как дискретный, так и 
непрерывный спектр или когда присутствует 
вырождение, будут рассмотрены отдельно. Так-
же дополнительной сложностью является воз-
можная зависимость всех слагаемых ряда от 
энергии системы. Учет и этой зависимости мы 
предполагаем рассмотреть в последующем. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЦЕССА УПРАВЛЯЕМОГО ТЕРМОРАСКАЛЫВАНИЯ 
ХРУПКИХ НЕМЕТАЛЛИЧЕСКИХ МАТЕРИАЛОВ ПОД ДЕЙСТВИЕМ 

ПОТОКА ГОРЯЧЕГО ВОЗДУХА 

Ю.В. Никитюк, В.Ф. Шолох 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

RESEARCH OF THE PROCESS OF OPERATED THERMOSPLITTING 
OF FRAGILE NONMETALLIC MATERIALS UNDER THE INFLUENCE 

OF THE STREAM OF HOT AIR 

Yu.V. Nikitjuk, V.F. Sholoh 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Представлены результаты исследования процесса резки хрупких неметаллических материалов путем воздействия на 
материал направленного потока горячего воздуха и хладагента. Для решения задач термоупругости был использован 
метод конечных элементов. Определены особенности пространственной локализации термоупругих полей и выявлен 
механизм формирования разделяющей трещины. 
 
Ключевые слова: поток горячего воздуха, стекло, трещина. 
 
The paper presents the results of research  of  the  process  of  cutting  of fragile nonmetallic materials by the influence of the 
directed stream of hot air and coolant.  The finite element method was used to decide the problems of thermo elasticity. The 
features of spatial localization of thermo elastic fields are defined and the mechanism of dividing crack formation is revealed. 
 
Keywords: hot air jet, glass, crack. 

 
 

Введение  
Разделение хрупких неметаллических мате-

риалов является сложной и важной задачей. В 
настоящее время в промышленности использу-
ются методы разделения, которые можно поде-
лить на две группы – механические и методы с 
использованием лазерного излучения.  

К первой группе относятся резка алмазными 
пилами и скрайбирование твердосплавными рез-
цами. Использование этих методов разделения 
хрупких неметаллических материалов сопряжено 
с необходимостью дополнительной обработки, 
которая обусловлена низким качеством поверх-
ностей разделения.  

Ко второй группе относятся лазерная резка 
испарением, лазерное скрайбирование и лазерное 
термораскалывание [1]. Лазерная резка испаре-
нием материала является энергоемким процес-
сом и не отличается высокой точностью обра-
ботки. Лазерное скрайбирование характеризует-
ся низким качеством кромок обрабатываемых 
изделий [2]. Указанные недостатки не свойст-
венны методам лазерного термораскалывания, 
среди которых наиболее эффективным является 
управляемое лазерное термораскалывание [3]. 
Отличительная особенность этого метода заклю-
чается в том, что разделение материала происхо-
дит вследствие образования трещины, форми-
руемой  в результате локального лазерного на-
грева  материала  в сочетании с последующим 

охлаждением зоны нагрева. К основным пре-
имуществам управляемого лазерного терморас-
калывания относятся высокая точность и безот-
ходность разделения, а также высокая скорость 
обработки.  

Существенным недостатком технологий ла-
зерного термораскалывания является высокая 
стоимость используемого лазерного оборудова-
ния. Таким образом, является актуальной разра-
ботка новых экономичных вариантов технологии 
разделения материалов методами термораскалы-
вания. При этом среди альтернативных источни-
ков нагрева, которые могут обеспечить необхо-
димое для термораскалывания локальное повы-
шение температуры обрабатываемой поверхно-
сти, вызывают интерес устройства для формиро-
вания направленных потоков горячего воздуха.  

Так, авторами работ [4]–[5] были проведены 
исследования процесса термораскалывания си-
ликатных стекол под действием потока горячего 
воздуха. Однако ими был исследован вариант 
технологии термораскалывания, использующий 
для формирования термо-индуцированной тре-
щины только локальный нагрев материала.  

В данной работе проведены исследования 
процесса термораскалывания хрупких неметал-
лических материалов под действием потока го-
рячего воздуха в сочетании с последующим ох-
лаждением зоны нагрева. 

 

ФИЗИКА
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1 Моделирование процесса 
Моделирование процесса нагрева силикат-

ного стекла при последовательном воздействии 
на его поверхность направленного потока горя-
чего воздуха и воздушно-водяной смеси выпол-
нялось в соответствии со схемой, представлен-
ной на рисунке 1. 
 

 
 
Рисунок 1 – Схема нагрева пластины потоком 
горячего воздуха с последующим охлаждением 

воздушно-водяной смесью 
 
 Для определения коэффициентов теплоот-
дачи 0h  в зоне воздействия на поверхность мате-
риала направленного потока горячего воздуха 
использовалась эмпирическая зависимость меж-

ду числом Нуссельта 0

0

h DNu
λ

=  и числом Рей-

нольдса 0

0

Re u D
ν

=  [5]:  

13 Re,
n

DNu
Z

=                     (1.1) 

где D – диаметр сопла устройства подачи горя-
чего воздуха; 

Zn – расстояние от сопла до обрабатываемой 
поверхности; 

0u  – скорость истечения горячего воздуха 
из сопла; 

0λ  – теплопроводность воздуха; 

0ν  – кинематическая вязкость воздуха. 
Коэффициент теплоотдачи 1h  в зоне воз-

действия хладагента, представляющего собой 
воздушно-водяную смесь распыляемую форсун-
кой, рассчитывался по формуле  [6]: 

0,3711
1 1

1 1

1,14 Pr .uh
D

λ
ν

=    (1.2) 

Здесь 1

1

Pr
a
ν

=  – число Прандтля, 

D1 – диаметр сопла форсунки хладагента; 
1λ  – теплопроводность хладагента; 

1a  – коэффициент температуропроводности 
хладагента. 

Оставшиеся величины 1,u  1λ  и 1,ν  характе-
ризующие хладагент, имеют вышеуказанный 
смысл. 
 При вычислении 0h  и 1h  по формулам (1.1) 
и (1.2) были использованы значения коэффици-
ентов, усредненные по интервалу изменения тем-
пературы.  

Для определения пространственного рас-
пределения термоупругих полей в силикатном 
стекле при последовательном воздействии на его 
поверхность направленного потока горячего воз-
духа и воздушно-водяной смеси было выполнено 
конечно-элементное решение соответствующей 
задачи [7]. 

Расчеты были выполнены для прямоуголь-
ного образца 25×25×3 мм с использованием сле-
дующих значений технологических параметров 
обработки: диаметр сопла устройства подачи 
горячего воздуха D=3 мм, расстояние от сопла до 
обрабатываемой поверхности Zn=10 мм, темпе-
ратура горячего воздуха в центре пятна нагрева 
250°С, диаметр сопла форсунки хладагента 
D1=3 мм, скорость перемещения обрабатываемо-
го изделия относительно действующих на обра-
зец потоков 10 мм/с. Расстояние между центрами 
зоны нагрева и зоны охлаждения  полагалось 
равным 9 мм.  

Для проведения сравнительного анализа и 
выявления особенностей пространственного рас-
пределения термоупругих полей, при наличии 
хладагента были выполнены расчеты термоупру-
гих полей формируемых в образце в результате 
воздействия только направленного потока горя-
чего воздуха при тех же параметрах обработки.  

При моделировании процесса трещинообра-
зования в качестве основного критерия, опреде-
ляющего направление развития трещины, в дан-
ной работе выбран критерий максимальных рас-
тягивающих напряжений [8]. В соответствии с 
этим критерием трещина распространяется в на-
правлении, перпендикулярном действию макси-
мальных растягивающих напряжений. При этом 
принято во внимание, что трещина, распростра-
няющаяся в зоне растяжения, прекращает свой 
рост  и  даже  может «отразиться» от зоны сжа-
тия [9]. 

 
2 Анализ полученных результатов 
На рисунках 2 – 5 представлены простран-

ственные распределения температурных полей и 
полей термоупругих напряжений формируемых 
в обрабатываемом материале для случая отдель-
ного воздействия потока горячего воздуха и для 
случая совместного воздействия направленного 
потока горячего воздуха и хладагента. 
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Рисунок 2 – Распределение температурных полей 

в стеклянной пластине при воздействии 
 на ее поверхность направленного 

потока горячего воздуха, К 
 

 
 
Рисунок 3 – Распределение термоупругих полей 

в стеклянной пластине при воздействии 
на ее поверхность направленного 
потока горячего воздуха, МПа 

 

 
 
Рисунок 4 – Распределение температурных полей 

в стеклянной пластине при совместном 
воздействии на ее поверхность направленного 

потока горячего воздуха 
и воздушно-водяной смеси, К 

 

 
 
Рисунок 5 – Распределение термоупругих полей 

в стеклянной пластине при совместном 
 воздействии на ее поверхность направленного 

потока горячего воздуха 
и воздушно-водяной смеси, МПа 

 
Из рассмотрения рисунка 3 видно, что в 

стеклянной пластине в зоне воздействия направ-
ленного потока горячего воздуха формируются 
напряжения сжатия, которые при удалении от 
центра зоны нагрева в плоскости XY меняют 
знак. Аналогичная картина наблюдается и при 
рассмотрении поведения напряжений σy вдоль 
оси ОZ. Такой характер пространственного рас-
пределения напряжений растяжения и сжатия 
обуславливает реализацию механизма сквозного 
термораскалывания, при котором трещина фор-
мируется на некотором удалении от центра по-
верхностного нагрева и распространяется на всю 
глубину.  

При анализе рисунка 5, видно, что последо-
вательное воздействие на поверхность образца 
направленного потока горячего воздуха и мелко-
дисперсной воздушно-водяной смеси обеспечи-
вает формирование дополнительной зоны растя-
гивающих напряжений в месте локализации хла-
дагента. При этом дополнительная зона растяги-
вающих напряжений оказывается окруженной 
областями материала, в которых сформированы 
сжимающие напряжения. Данное обстоятельство 
обеспечивает возможность формирования мик-
ротрещины определенной глубины, которая бу-
дет определяться пространственным расположе-
нием границы перехода с растягивающих напря-
жений на напряжения сжатия. 

Таким образом, при использовании направ-
ленного потока горячего воздуха не возникает 
принципиальных отличий в пространственном 
распределении зон напряжений растяжения и 
сжатия  по  сравнению  с  тем, которое имеет 
место при соответствующих схемах лазерного 
термораскалывания [10]. Механизм  формирова-
ния  и развития  разделяющей  трещины  при  
воздействии  на  обрабатываемую   поверхность   



Исследование процесса управляемого термораскалывания хрупких неметаллических материалов под действием потока… 
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направленного потока горячего воздуха и хлада-
гент одинаков с механизмом формирования тре-
щины при управляемом лазерном термораскалы-
вании. Формирование трещины в результате на-
грева направленным потоком горячего воздуха 
происходит так же, как при сквозном лазерном 
термораскалывании.  

Экспериментальные исследования процесса 
термораскалывания силикатных стекол с исполь-
зованием направленного потока горячего возду-
ха были проведены с использованием разрабо-
танного макета установки [11]. Технологические 
параметры процесса в проведенном эксперимен-
те соответствовали значениям, использованным 
при численном моделировании. В ходе экспери-
ментов была установлена принципиальная воз-
можность реализации процесса термораскалыва-
ния стекла с использованием разработанной схе-
мы (см. рисунок 1). Однако нужно отметить, что 
применение направленного потока горячего воз-
духа приводит к нагреванию больших участков 
обрабатываемой поверхности по сравнению со 
случаем использования лазерного нагрева. Дан-
ное обстоятельство обусловливает более низкую 
точность обработки по сравнению с методами 
лазерного термораскалывания хрупких неметал-
лических материалов. 

 
Заключение 
Экспериментально показана возможность 

реализации процесса термораскалывания сили-
катных стекол при помощи направленного пото-
ка горячего воздуха в сочетании с воздействием 
хладагента. Создана адекватная модель процесса 
воздействия на поверхность силикатного стекла 
потока горячего воздуха и хладагента. Опреде-
лены особенности пространственной локализа-
ции термоупругих полей и выявлены механизмы 
формирования разделяющей трещины.  

Отметим, что применение направленного 
потока горячего воздуха в качестве технологиче-
ского инструмента позволяет практически при 
любых режимах обработки избежать перегрева 
стекла  и  тем  самым  гарантирует хрупкий ме-
ханизм формирования термоиндуцированных 
трещин.  
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МОЛЕКУЛЯРНАЯ СТРУКТУРА И МОРФОЛОГИЯ ПОВЕРХНОСТНЫХ 
СЛОЕВ ПОЛИИМИДНО-ФТОРОПЛАСТОВОЙ ПЛЕНКИ, 
ОБРАБОТАННОЙ В ПЛАЗМЕ ТЛЕЮЩЕГО РАЗРЯДА 
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MOLECULAR STRUCTURE AND MORPHOLOGY OF SURFACE 
LAYERS OF POLYIMIDE-FLUOROPOLYMER FILM 

TREATED BY GLOW DISCHARGE PLASMA 

O.A. Sarkisov, A.A. Rogachev, A.V. Rogachou, A.I. Egorov 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Методами ИК-спектроскопии и атомно-силовой микроскопии определены изменения морфологии и молекулярной 
структуры поверхностных слоев полиимидно-фторопластовой пленки после обработки в плазме низкочастотного 
тлеющего разряда. Установлено, что при обработке полиимидного слоя имеет место преимущественно послойное 
травление и образующиеся слои характеризуются периодическим изменением полярной и дисперсионной составляю-
щих поверхностной энергии. При обработке фторполимерного слоя пленки выявлена деструкция молекул, ориентиро-
ванных  преимущественно  параллельно  поверхности  пленки, и образование в результате травления столбчатых 
структур. 
 
Ключевые слова: плазма низкочастотного тлеющего разряда, полиимидно-фторопластовая пленка, ИК-спектро-
скопия, молекулярная ориентация, Кельвин мода сканирующей микроскопии. 
 
The change of morphology and molecular structure of surface layers of polyimide-fluoropolymer film after low-frequency glow 
discharge plasma treatment by the method of infrared spectroscopy and atomic force microscopy is determined. In case polyim-
ide layer treatment occur mainly layer-by-layer etching and formed layers have cyclic variations of polar and disperse fraction 
of surface energy. The etching of molecules aligned primary parallel to the surface of a substrate in case fluoropolymer layer 
treatment is shown. 
 
Keywords: low-frequency glow discharge plasma, polyimide-fluoropolymer film, infrared spectroscopy, molecular orientation, 
Kelvin mode of scanning probe microscopy. 

 
 

Введение  
Обработка полимерных материалов в плаз-

ме тлеющего разряда является эффективным 
технологическим приемом поверхностной акти-
вации и часто используется для повышения 
прочности адгезионного соединения при ваку-
умной металлизации [1], склеивании, формиро-
вании многослойных адгезионных систем [2], 
поверхностного модифицирования и травления 
[3]. В числе основных физико-химических про-
цессов, оказывающих влияние на активационный 
эффект, адгезионную активность поверхности, 
отмечают зарядку поверхностных слоев [1], [2], 
[4], деструкцию макромолекул, вызванную воз-
действием ионов, электронов, электромагнитно-
го излучения, внешних электрических полей на 
полимер [5], химические реакции с участием 
радикалов, ионов, протекающие в поверхност-
ных слоях [5], [6], десорбцию низкомолекуляр-
ных соединений [5]. В работе [7] показано, что 
при обработке пленок полиуретана в плазме 
тлеющего разряда наблюдаются  перераспреде-
ление водородных связей, в поверхностных сло-
ях снижается концентрация углеводородных 

фрагментов и повышается концентрация карбо-
нильных групп, их активность во взаимодейст-
вии с NH-группами с образованием водородных 
связей, значительно возрастает (более чем в 5 
раз) содержание сложноэфирных групп. При 
плазменном модифицировании полифторолефи-
нов установлено снижение в поверхностном слое 
атомарного содержания фтора, появление кисло-
родсодержащих групп, которые и определяют 
повышение  адгезионной  активности  пленки 
[8]–[10].  

Эффективность обработки, ее механизм и 
характер проявления в значительной степени 
зависят от природы полимера, параметров энер-
гетического воздействия. Так, в работах [2], [5] 
утверждается, что доминирующее влияние на 
степень активации оказывает зарядовое состоя-
ние поверхности, формирование электретных 
структур. Вместе с тем, сохранение в течение 
длительного времени активности поверхности 
полимеров, заметное изменение ее морфологии 
[10] указывают на возможное влияние химиче-
ских изменений состава, структуры слоев, обра-
ботанных в тлеющем разряде, на их свойства.  

ФИЗИКА
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Цель настоящей работы – определение ки-
нетических особенностей изменений молекуляр-
ной структуры, морфологии, адсорбционных 
свойств поверхностных слоев полиимидно-
фторопластовой пленки, протекающих при их 
обработке в плазме низкочастотного тлеющего 
разряда.  

 
1 Методика 
Объектом исследования являлась поли-

имидно-фторопластовая пленка ПМФ-351 тол-
щиной 50±6 мкм, представляющая собой поли-
имидную (ПИ) основу (толщина 40 мкм) с по-
крытием сополимера тетрафторэтилена с гексаф-
торпропиленом (толщина 10 мкм). Пленку про-
тирали спиртом, высушивали и затем обрабаты-
вали  в  плазме низкочастотного тлеющего раз-
ряда (НЧТР) при следующих параметрах: оста-
точное давление в камере P = 10 Па, ток разряда 
I = 80 mA, частота ν = 400 Гц, расстояние между 
электродами 20 мм. Время обработки составляло 
1…40 секунд и задавалось путем открытия за-
слонки, расположенной на заземленном электро-
де, которая в закрытом состоянии экранировала 
поверхность образца от воздействия плазмы 
НЧТР. Расчетная доза обработки за одну секунду 
составила 1,3 кДж/м2. 

Изучение структуры полимерной пленки 
осуществлялось методом ИК Фурье-спектро-
скопии на спектрометре Vertex 70 (Bruker Optik 
GmbH, Germany) с помощью приставки МНПВО 
фирмы «Carl Zeiss, Germany». В качестве отра-
жающего кристалла использовалась пластина из 
KRS-5 в форме параллелограмма однократного 
прохождения с 14-ю отражениями. Данная схема 
позволяла определять структуру полимерной 
пленки с полиимидной и фторопластовой сторо-
ны в тонком слое с толщиной менее 3 мкм [11]. 

Спектры снимались в спектральном диапа-
зоне ν = 400…4000 см-1 с разрешением не  хуже 
4 см-1, накопление сигнала проводилось по 100 
спектрам. Поляризацию света проводили при 
помощи поляроида F 350 MIR (Bruker Optik 
GmbH, Germany). Для визуализации и математи-
ческой обработки ИК-спектров использовалось 
специализированное программное обеспечение 
OPUS–NT (Bruker Optik GmbH, Germany).  

При анализе ориентационного состояния 
исходили из известных положений о том, что 
полосы поглощения в ИК-спектре молекулы по-
литетрафторэтилена (ПТФЭ) фторполимерного 
слоя с колебаниями ν = 1140, 1246 см-1  имеют 
симметрию типа E1 (дипольный момент колеба-
ний перпендикулярен оси молекулы), а с 
ν = 1210 см-1 – типа A2 (дипольный момент коле-
баний параллелен оси молекулы) [12], [13].  

В  принятой  нами  системе координат ана-
лизируемое  покрытие  и  поверхность   кристал-
ла МНПВО  находятся  в  плоскости  (x, y),  а   
координата  Z  отсчитывается в направлении, 

нормальном поверхности покрытия. Тогда при 
выбранной схеме измерений свет распространя-
ется в направлении оси X. При этом параллельно 
поляризованный свет будет иметь колебания 
вектора Е параллельно плоскости падения (X, Z), 
а перпендикулярно поляризованный – перпенди-
кулярно плоскости падения. 

Параметр ориентации молекул f(γ) опреде-
ляли с помощью соотношения [14] 

2 2 2

2 2 2( ) 2 ,
2

x z y

y z x

E E DR E
f

DR E E E
γ

+ − ⋅
=

⋅ + ⋅ −
 

где Ex, Ey, Ez − проекции амплитуды вектора на-
пряженности электрического поля на  соответст-
вующие оси; DR – дихроичное отношение, рав-
ное отношению оптических плотностей полосы с 
ν = 1140 см-1 при прохождении света с парал-
лельной и перпендикулярной поляризацией. 
 При рассмотрении связи между параметром 
ориентации f(γ) и углом γ между осью Z и осью 
симметрии молекулы  использовали соотноше-
ние, приведенное в [15]: 

22cos ( ) 1( ) .
2

f γγ −
=  

Методика определения ориентационного 
состояния покрытия ПТФЭ более подробно из-
ложена в работе [16]. 

Исследования морфологии поверхности об-
работанных полимерных покрытий проводили 
методом атомно-силовой микроскопии (АСМ) с 
помощью сканирующего зондового микроскопа 
Solver P47 PRO в полуконтактном режиме. В кА-
честве зонда использовали кремниевый кантиле-
вер серии NSG 10 с силовой постоянной 11,5 Н/м 
и радиусом при вершине, меньшем 10 нм. 

Определение распределения потенциала по 
поверхности пленки ПМФ 351 осуществляли 
методом зонда Кельвина с помощью сканирую-
щего зондового микроскопа Solver P47 PRO. 
Данная методика предполагает двойной проход 
зонда по исследуемой поверхности. При первом 
проходе определяется рельеф поверхности об-
разца в полуконтактном режиме. На втором про-
ходе этот рельеф отслеживается при прохожде-
нии зонда над образцом на высоте h (в наших 
исследованиях 100–150 нм). В течение этого 
второго прохода на зонд подавалось напряжения 
смещения Vtip, содержащее статическую Vdc и 
динамическую компоненты Vac. Динамическая 
компонента напряжения подавалась с частотой, 
равной резонансной частоте кантилевера. Вели-
чина постоянного напряжения c использованием 
цепи обратной связи подбиралась такой, чтобы 
амплитуда колебания кантилевера стала равной 
нулю. Полученная таким образом карта измене-
ния напряжения интерпретировалась как распре-
деление поверхностного потенциала [17]. 

Адсорбционную активность поверхности 
обработанных пленок определяли путем расчета 
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поверхностной энергии и ее составляющих на 
основании результатов измерений краевых углов 
смачивания поверхности образцов двумя различ-
ными жидкостями: глицерином и дистиллиро-
ванной водой фиксированного объема (5 мкл). 
Захват и распознавание изображения лежащей 
капли жидкости проводился с помощью специ-
ально разработанной программно-аппаратной 
системы на базе микроскопа МБС-9 с частотой 
1 Гц в течение 5 мин. При такой схеме ошибка 
измеренного краевого угла смачивания не пре-
вышала 0,5 град. Расчет поверхностной энергии, 
равной сумме ее дисперсионной и полярной со-
ставляющих, проводили по двухжидкостной ме-
тодике Owen, Wendt, Rabel and Kaelble (OWRK) 
[18], [19].  
 

2 Результаты и их обсуждение 
Обработка полиимидно-фторопластовой 

пленки в плазме НЧТР изменяет поверхностную 
энергию слоев ПИ и ФП. Так, слой ПИ уже после 
1 секунды обработки имеет в 1,7 раза более вы-
сокое значение поверхностной энергии. Отме-
тим, что основной вклад в значение энергии вно-
сит ее дисперсионная составляющая. При даль-
нейшей обработке суммарная поверхностная 
энергия снижается до относительно постоянного 
значения 56 мДж/м2 (рисунок 1) и при этом на-
блюдается периодическое противофазное изме-
нение составляющих поверхностной энергии. 
Такое изменение полярной и дисперсионной со-
ставляющих, по-видимому, свидетельствует о 
протекании двух основных взаимосвязанных 
конкурирующих процессов. Первый связан с 
физико-химическим модифицированием поверх-
ности подложки ПИ, второй процесс – с травле-
нием поверхности слоя в процессе воздействия 
на него ионов.   
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Рисунок 1 – Изменение суммарной (1),  
полярной (2) и дисперсионной (3)  

составляющих поверхностной энергии  
полиимидного слоя пленки ПМФ-351  
в процессе обработки в плазме НЧТР 

 
Химическое модифицирование поверхности 

подтверждается данными ИК-спектроскопии 

МНПВО,  согласно  которым  установлены  из-
менения полуширины и относительной интен-
сивности полос поглощения в области 
ν = 1650…1750 см-1, характерной для группы 
С=О. При этом можно отметить, что данные из-
менения в процессе обработки так же, как и из-
менения поверхностной энергии не являются 
монотонными: оптическая плотность полос по-
глощения имеет более высокое значение после 
3 с обработки (рисунок 2).  
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Рисунок 2 – ИК МНПВО спектр полиимидного 
слоя пленки ПМФ-351: исходной (график 1)  

и при обработке в плазме НЧТР  
в течение 1 (график 3), 3 (график 2),  
40 секунд (график 4) соответственно 

 
О кинетических особенностях травления 

полиимидного слоя свидетельствуют и данные 
АСМ (рисунок 3). Уже на начальных стадиях 
обработки наблюдаются заметные изменения 
морфологии поверхности ПИ. Исчезают поверх-
ностные повреждения, по-видимому, технологи-
ческого происхождения, образуются структур-
ные неоднородности достаточно большого раз-
мера, относительно равномерно распределенные 
по поверхности. Распределение потенциала по 
поверхности становится более дискретным и 
неоднородным как по величине, так и по знаку 
(рисунок 3 б). При увеличении времени обработ-
ки наблюдается увеличение плотности и размера 
неоднородных поверхностных структур, возрас-
тает также дискретность зон, на которых адсор-
бируется заряд, что с учетом  наблюдаемого пе-
риодического изменения значений полярной и 
дисперсионной составляющих поверхностной 
энергии, характера изменения концентрации ки-
слородсодержащих групп позволяет сделать вы-
вод о преимущественно послойном механизме 
травления полиимидного слоя в плазме НЧТР. 
 При обработке фторполимерного слоя плен-
ки характер наблюдаемых структурных измене-
ний несколько отличается. На начальных этапах 
обработки поверхностная энергия увеличивается 
за счет роста дисперсионной составляющей (ри-
сунок 4). После 3 секунд обработки установлено 
максимальное  значение  поверхностной  энергии 
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Рисунок 3 – АСМ-изображения топографии (1), фазового контраста (2) и распределения 
потенциала поверхности (3) ПИ слоя пленки ПМФ 35: исходной (а) и после обработки 

в плазме НЧТР в течение 1 (б) , 5 (в), 40 секунд (г)  
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(~ 36 мДж/м2). При этом периодичность измене-
ний составляющих поверхностной энергии в 
процессе  воздействия  плазмы  НЧТР не прояв-
ляется. 
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Рисунок 4 – Зависимости суммарной (1),  
полярной (2) и дисперсионной (3)  

составляющей поверхностной энергии  
фторполимерного слоя пленки ПМФ-351  
от времени обработки в плазме НЧТР 

 
Данные особенности связаны с избиратель-

ным травлением фторполимерного слоя. Так, на 
основании анализа значения дихроичного отно-
шения ИК-спектроскопии и данных АСМ уста-
новлено, что у исходной пленки велика плот-
ность столбчатых образований, макромолекулы 
которых ориентированы преимущественно пер-
пендикулярно поверхности. Данный факт под-
тверждается и данными ИК-спектроскопии, по-
лученными в естественном и поляризованном 
излучении. При исследовании в естественном 
свете в интервале наиболее интенсивного по-
глощения ν = 1400…1000 см-1 выявлено измене-
ние соотношения оптической плотности полос, 
имеющих волновые числа ν = 1140, ν = 1205, 
ν = 1240. Интенсивность максимумов этих полос 
определяли путем представления регистрируе-
мого спектра как суперпозицию этих полос. При 
этом отметим, что колебания при ν = 1140, 
ν = 1240 см-1 имеют симметрию типа E1 (ди-
польный момент колебаний перпендикулярен 
оси молекулы), а ν = 1210 см-1 – типа A2 (ди-
польный момент колебаний параллелен оси мо-
лекулы) [12], [13]. 

Анализ спектров показывает, что с увеличе-
нием времени обработки наблюдается немоно-
тонное изменение относительной оптической 
плотности выбранных полос. Можно отметить, 
что такие изменения невозможно анализировать 
в естественном свете, так как метод МНПВО 
чувствителен к площади оптического контакта 
между образцом и кристаллом, который вследст-
вие существенных морфологических трансфор-
маций при травлении изменяется. Указанный 
недостаток отсутствует при анализе дихроичного 
отношения DR обработанных образцов и рассчи-
танных значений параметра ориентации f(γ) и 

угла γ между осью молекулы и осью Z для поло-
сы ν = 1140 см-1. Установлено, что ориентация 
макромолекул ПТФЭ при обработке в плазме 
НЧТР изменяется. Необработанная пленка ха-
рактеризуется высоким значением параметра 
ориентации f = 0.861 и углом γ = 17.7°, что сви-
детельствует о преимущественной ориентации 
осей макромолекул ПТФЭ перпендикулярно по-
верхности подложки (рисунок 5) и, с учетом 
данных АСМ (рисунок 6), формировании столб-
чатых структур. 
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Рисунок 5 – Зависимость от времени обработки 
дихроичного отношения DR (1) полосы  

ν = 1159 см-1, параметра ориентации f(γ) (3),  
угла γ между осью макромолекулы  

и нормалью к пленке (2) 
 

Из рисунка 6 следует, что уже на начальных 
стадиях обработки происходит интенсивное 
травление участков макромолекул, расположен-
ных параллельно поверхности подложки, а также 
химическое модифицирование (в том числе и 
прививка кислородсодержащих групп [9]) вы-
ступающих столбчатых образований. В результа-
те морфология обработанной поверхности плен-
ки ПТФЭ представляет собой большое количест-
во нано- и микроразмерных столбчатых образо-
ваний с более высокой ориентацией вдоль нор-
мали к подложке и характеризующийся более 
высоким параметром ориентации f = 0.867 и бо-
лее острым углом γ = 17,3°. Такое избирательное 
модифицирование подтверждается и данными 
ИК-спектроскопии, согласно которым уже после 
1 секунды обработки установлен рост оптиче-
ской плотности полос кислородосодержащих 
групп в диапазоне 1800–1600 см-1 (рисунок 7), а 
проведенные измерения и расчеты не выявили 
рост полярной составляющей поверхностной 
энергии.  

При дальнейшей обработке (5 секунд) дан-
ный ориентированный слой интенсивно химиче-
ски модифицируется, о чем свидетельствует вы-
сокое значение поверхностной энергии и неод-
нородный по знаку и величине характер распре-
деления поверхностного потенциала (рису-
нок 5 в).  
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Рисунок 6 – АСМ-изображения топографии (столбец 1), фазового контраста (столбец 2)  

и распределения потенциала поверхности (столбец 3) исходного (а) фторполимерного слоя 
и после его обработки в плазме НЧТР в течение 1 (б), 3 (в), 5 секунд (г) 
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Рисунок 7 – ИК МНПВО спектры фторполимерного слоя пленки ПМФ-351:  
исходной (график 2) и при обработке в плазме НЧТР в течение 1 (график 3),  

5 (график 4), 40 секунд (график 1) соответственно 
 

Можно отметить, что данный слой в про-
цессе дальнейшей обработки в плазме НЧТР ин-
тенсивно модифицируется и менее интенсивно 
травится, что приводит к росту поверхностной 
энергии, ее полярной составляющей. 

При более длительной обработки возможно 
стравливание модифицированного слоя пленки, 
о чем свидетельствует падение полярной состав-
ляющей (рисунок 4), уменьшение плотности ки-
слородсодержащих групп (рисунок 7). 
 

Заключение 
Определены кинетические особенности из-

менения морфологии и молекулярной структуры 
поверхностных слоев полиимидно-фторопласто-
вой пленки, обработанной в плазме НЧТР. Уста-
новлено, что при обработке полиимидного слоя в 
поверхностных слоях образуются структурные и 
электрофизические неоднородности, равномерно 
распределенные по поверхности. Данные слои 
характеризуются периодическим изменением 
полярной и дисперсионной составляющих по-
верхностной энергии и немонотонной зависимо-
стью концентрации кислородсодержащих групп 
от времени обработки, что свидетельствует о 
послойном характере разрушения поверхност-
ных слоев в процессе обработки.  

При обработке фторполимерного слоя по-
лиимидно-фторопластовой пленки выявлено 
травление молекул, ориентированных преиму-
щественно параллельно поверхности пленки, и 
образование столбчатых структур.  
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Все рассматриваемые группы конечны. Пусть {Fi | i ∈ I} –– некоторая система непустых подклассов класса групп F. 
Будем писать ,i I i∈⊕F = F  если для любых различных i, j ∈ I имеет место Fi ∩ Fj = (1) и, кроме того, каждая группа 

G ∈ F имеет вид G = А1× ... ×Аt, где 
1 11 ,..., .i t iA A∈ ∈F F  Доказана следующая 

Теорема. Пусть i I i∈⊕F = F  для некоторых формаций Fi. Тогда формация F n-кратно (n . 1) ω-насыщена в том и 

только в том случае, когда n-кратно ω-насыщена каждая из формаций Fi. 
 
Ключевые слова: формация конечных групп, дополняемая подформация, прямое разложение класса групп, ω-локаль-
ный спутник, n-кратно ω-насыщенная формация. 
 
All groups considered are finite. Let {Fi | i ∈ I} be a set of non-empty subclasses of a class of groups F such that Fi ∩ Fj = (1) 
for all distinct i, j ∈ I. We write i I i∈⊕F = F   to denote the collection of all groups of the form А1× ... ×Аt, where 

1 11 ,...,i t iA A∈ ∈F F  for some i1,…, it ∈  I. We proved the following theorem. 

Theorem.  Let ,i I i∈⊕F = F  where Fi is a formation.  Then  F  is  n-multiply (n . 1) ω-saturated formation if and only if  Fi  is  

n-multiply  ω-saturated for all i ∈ I. 
 
Keywords: formation of finite groups, complemented subformation, direct decomposition of a class of groups, ω-local satellite, 
n-multiply ω-saturated formation. 

 
 

Введение  
Напомним, что подформация M формации 

F называется дополняемой в F [1], если в F име-
ется такая подформация H (дополнение к M в F), 
что F = form (M ∪ H) и M ∩ H = (1). Изучение 
дополняемых подформаций было начато в [1]. В 
дальнейшем это понятие анализировалось и при-
менялось в работах многих других авторов (см., 
в частности, [2]–[22]). В рамках теории допол-
няемых подформаций возникла следующая по-
лезная конструкция. Пусть {Fi | i∈ I} – некоторая 
система непустых подклассов класса конечных 
групп F. Будем писать  

,i I i∈⊕F = F  
если для любых различных i, j∈ I имеет место 
Fi ∩ Fj = (1) и, кроме того, каждая группа G ∈ F 
имеет вид  

G = А1× ... ×Аt, где 1 11 ,..., .i t iA A∈ ∈F F  

Всякое представление класса конечных групп F 
в виде i I i∈⊕F = F  называется прямым разложе-
нием этого класса [3].  

В монографии [3, теорема 4.3.8] доказано, 
что всякая формация, представимая в виде пря-
мого разложения некоторых формаций, n-кратно 
насыщена тогда и только тогда, когда n-кратно 
насыщена каждая из компонент этого разложе-
ния. Аналог этого результата для n-кратно ло-
кальных классов Фиттинга получен в работе [14]. 
Однако, как показывает пример работы [13], ана-
логичный результат для n-кратно композицион-
ных формаций и n-кратно ω-композиционных 
формаций (см. [21]) неверен. 

В данной работе мы показываем, что спра-
ведлива следующая 

Теорема. Пусть i I i∈⊕F = F  для некоторых 

формаций Fi. Тогда формация F n-кратно (n . 1) 

ω-насыщена в том и только в том случае, когда 
n-кратно ω-насыщена каждая из формаций Fi. 

Все рассматриваемые группы конечны. Ис-
пользуется стандартная терминология [2], [3], 
[23], [24] и определения и обозначения, введен-
ные в работе [25]. 

МАТЕМАТИКА
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1 Предварительные сведения 
Напомним, что формацией называется класс 

групп, замкнутый относительно гомоморфных 
образов и конечных подпрямых произведений. В 
дальнейшем символ ω обозначает некоторое не-
пустое множество простых чисел, ω’= P \ ω. Че-

рез π(G) обозначено множество всех различных 
простых делителей порядка группы G. Напом-
ним, что для произвольного класса групп F ⊇ (1) 
символ GF обозначает пересечение всех таких 
нормальных подгрупп N, что G / N ∈ F. Нееди-

ничная группа называется монолитической, если 
она имеет единственную минимальную нор-
мальную подгруппу. Символы ,dGω  Fp(G), Оp(G), 
Оω(G) обозначают соответственно наибольшую 
нормальную подгруппу N группы G со свойст-
вом ω ∩ π(H / K) ≠ ∅ для каждого композицион-
ного фактора H / K из N, наибольшую нормаль-
ную p-нильпотентную подгруппу группы G, наи-
большую нормальную p-подгруппу группы G и 
наибольшую нормальную ω-подгруппу группы 
G. Пусть  f  – произвольная функция вида 

f : ω ∪{ω’} → {формации групп}. (1.1) 
Следуя [25], сопоставим функции  f  класс групп 

( ) ( | / ( )dLF f G G G fω ω ω′= ∈  

и  G / Fp(G) ∈ f (p) для всех p ∈ ω ∩ π(G)). 

Если формация F такова, что F = LFω ( f ) 
для некоторой функции  f  вида (1.1), то F назы-
вается ω-насыщенной формацией с ω-локальным 
спутником  f  [25]. 

Если ω = {p}, то ω-насыщенную формацию 
называют р-насыщенной. Если ω = P – множест-

во всех простых чисел, то символ ω опускают. 
Всякая формация считается 0-кратно ω-на-

сыщенной,  а  при n . 1 формация F называется 

n-кратно ω-насыщенной [25], если F = LFω ( f ), 
где все непустые значения ω-локального спутни-
ка  f  являются (n – 1)-кратно ω-насыщенными 
формациями. Если формация F n-кратно ω-на-
сыщена для всех натуральных n, то F называется 
тотально ω-насыщенной. 

Напомним несколько известных утвержде-
ний, которые потребуются для доказательства 
основного результата.  

Лемма 1.1 [25, лемма 4]. Если F = LFω ( f ) и 
G / Оp(G) ∈ f (p) ∩ F для некоторого p ∈ ω, то 

G ∈ F. 
Лемма 1.2 [25, лемма 9]. Пусть формация 

F = LFω ( f ), где f (ω’) = F и G ∉ F. Тогда либо 

GF { ,dGω  либо найдется такое p ∈ ω ∩ π(GF), 

что G / Fp(G) ∉ f (p). 

2 Основной результат 
Доказательство теоремы. Достаточ-

ность.  Пусть каждая из формаций Fi   n-кратно 
ω-насыщена, и  fi – ее минимальный 1nl

ω
− -значный 

ω-локальный спутник. Пусть πi = ω ∩ π(Fi). То-
гда если i ≠ j, то по условию Fi ∩ Fj = (1). Значит, 
πi ∩ πj = ∅ . Построим ω-локальный спутник f 
таким образом, что 

, если ,
( ) ( ), если  для некоторого ,

, если \ . 
i i

i
i I

a
f a f a a p i I

a p

ω
π

ω π
∈

⎧
′=⎪

⎪= = ∈ ∈⎨
⎪∅ = ∈⎪⎩

∪

F
 

Покажем, что F = LFω ( f ).  
Пусть LFω ( f ) { F, и G – группа минималь-

ного порядка из LFω ( f ) \ F. Тогда G –
монолитическая группа и ее монолит R = GF. По-
скольку G ∈ LFω ( f ), то G / Fp(G) ∈ f (p) для всех 

p ∈ ω ∩ π(G). Следовательно, если p ∈ ω ∩ π(G), 

то G / Fp(G) ∈ f (p) ≠ ∅. Значит, найдется такое 

i ∈ I, что p ∈ πi. Отсюда ω ∩ π(G) ⊆ i
i I

π
∈
∪ . Если 

R – ω’-группа, т. е. ω ∩ π(R) = ∅, то 1.dGω =   
Значит, 

/ ( )dG G G fω ω′∈ =� F.  
Противоречие. Значит, R – pd-группа, т.е. 
ω ∩ π(R) ≠ ∅. Пусть p ∈ ω ∩ π(R). Тогда p ∈ πi 

для некоторого i ∈ I. Если R – неабелева группа, 
то Fp(G) = 1. Поэтому 

G  G / Fp(G) ∈ f (p) = fi (p) ⊆ Fi ⊆ F. 
Противоречие. Пусть R – p-группа. Значит, 
R = CG(R) = Fp(G) = Оp(G). Но тогда 

G / Fp(G) = G / R = G / Оp(G) ∈ f (p) = fi (p). 

Значит, по лемме 1.1 G ∈ Fi ⊆ F. Противоречие. 
Таким образом, LFω ( f ) ⊆ F. 

Допустим, что обратное включение невер-
но, и G – группа минимального порядка из 
F \ LFω ( f ). Тогда G – монолитическая группа. 
Поэтому найдется такое i ∈ I, что  

G ∈ Fi = LFω ( fi ). 
Значит,  

G / Fp(G) ∈ fi (p) = f (p) для всех p ∈ ω ∩ π(G) 

и из того, что G ∈ F, получаем 
/ ( ).dG G fω ω′∈ =F  

Следовательно,  
G ∈ LFω ( f  ). 

Противоречие. Значит, F ⊆ LFω ( f ). Таким обра-
зом, F = LFω ( f ), где f – 1nl

ω
− -значный ω-локаль-

ный спутник. Поэтому F – n-кратно ω-насыщен-
ная формация. 
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Необходимость. Пусть теперь формация F 
n-кратно  ω-насыщена, и f  – ее минимальный 

1nl
ω
− -значный ω-локальный спутник. Пусть i ∈ I и  

fi  – такой ω-локальный спутник, что 
 

, если ,

( ) ( ), если ,
, если \ . 

i

i i

i

a

f a f a a p
a p

ω

π
ω π

′=⎧
⎪

= = ∈⎨
⎪∅ = ∈⎩

F

 

 

Покажем, что Fi = LFω ( fi ). 
Предположим, что Fi { LFω ( fi ), и G – груп-

па минимального порядка из Fi \ LFω ( fi ). Тогда 
G – монолитическая группа с монолитом 
R = G LFω ( fi ). Поскольку G ∉ LFω ( fi ), то, согласно 

лемме 1.2, либо G LFω ( fi ) { ,dGω  либо найдется 

такое p ∈ ω ∩ π(G LFω ( fi )), что G / Fp(G) ∉ fi (p). С 

другой стороны, так как G ∈ Fi ⊆ F, то 
/ ( )d i iG G fω ω′∈ =F  и для всex q ∈ ω ∩ π(G) име-

ет место 
G / Fq(G) ∈ f (q) = fi (q). 

Противоречие. Итак, Fi ⊆ LFω ( fi ). 
Допустим, что обратное включение невер-

но, и G – группа минимального порядка из 
LFω ( fi ) \ Fi. Тогда G – монолитическая группа с 
монолитом R = iGF . 

Пусть p ∈ ω ∩ π(R) ⊆ ω ∩ π(G). Тогда из 

G ∈ LFω ( fi ) следует, что G / Fp(G) ∈ fi (p). Значит, 
fi (p) ≠ ∅ и по построению ω-локального спутни-
ка  fi  имеем p ∈ πi. Итак, ω ∩ π(R) ⊆ πi. 

Кроме того, по построению ω-локального 
спутника  fi  справедливо fi  ≤  f . Значит, G ∈ F. 
Поэтому, ввиду монолитичности группы G, най-
дется такое  j ∈ I, что G ∈ Fj. Тогда ω ∩ π(R) ⊆ πj. 

Поэтому 
ω ∩ π(R) ⊆ πi ∩ πj = ∅. 

Значит, i = j, т.е. G ∈ Fi. Противоречие. Следова-
тельно, LFω ( fi ) ⊆ Fi. Таким образом, 
Fi = LFω ( fi ), где  fi  – 1nl

ω
− -значный ω-локальный 

спутник. Поэтому Fi – n-кратно ω-насыщенная 
формация. 

Теорема доказана. 
 

3 Некоторые приложения  
Отметим некоторые следствия, получаемые 

из основного результата. 
Следствие 3.1. Пусть i I i∈⊕F = F  для неко-

торых формаций Fi. Тогда формация F тоталь-
но ω-насыщена в том и только в том случае, 
когда тотально ω-насыщена каждая из форма-
ций Fi. 

Если в следствии 3.1 положить ω = P, то по-

лучим 
Следствие 3.2 [3]. Пусть i I i∈⊕F = F  для не-

которых формаций Fi. Тогда формация F то-
тально  насыщена в том и только в том случае, 
когда  тотально  насыщена  каждая из форма-
ций Fi. 

При n = 1 из теоремы вытекает 
Следствие 3.3 [11, теорема 1]. 
Пусть i I i∈⊕F = F  для некоторых формаций 

Fi. Тогда формация F ω-насыщена в том и толь-
ко в том случае, когда ω-насыщена каждая из 
формаций Fi. 

В случае ω = P получим 

Следствие 3.4 [3, теорема 4.3.8; 9, теорема]. 
Пусть i I i∈⊕F = F  для некоторых формаций Fi. 
Тогда формация F  n-кратно насыщена в том и 
только в том случае, когда n-кратно насыщена 
каждая из формаций Fi. 

При ω = {p} справедливо 
Следствие 3.5. Пусть i I i∈⊕F = F  для неко-

торых формаций Fi. Тогда формация F n-кратно 
p-насыщена в том и только в том случае, когда 
n-кратно p-насыщена каждая из формаций Fi. 

Если n = 1 и ω = {p}, то справедливо 
Следствие 3.6. Пусть i I i∈⊕F = F  для неко-

торых формаций Fi. Тогда формация F p-насы-
щена в том и только в том случае, когда p-на-
сыщена каждая из формаций Fi. 
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В статье определяются и изучаются транспонированные вектор-матрицы. 
 
Ключевые слова: матрица, вектор-матрица, кольцо, поле, полугруппы, n-арная группа. 
 
The transposed vector-matrices are defined and studied in this paper. 
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Введение 
В статье рассматриваются упорядоченные 

наборы, у которых все компоненты являются 
матрицами над некоторым кольцом, в частности 
над полем. Такие наборы называются вектор-
матрицами.  Для  произвольных  k ≥ 2, l ≥ 2 и 
любой подстановки σ из Sk на  множестве  всех  
k-компонентных вектор-матриц над ассоциатив-
ным кольцом P определяется частичная l-арная 
операция, являющаяся l-арным аналогом бинар-
ной операции умножения матриц. Если (l – 1)-ая 
степень подстановки σ является тождественной 
подстановкой, то указанная частичная l-арная 
операция, как и её бинарный прототип, является 
ассоциативной. Для произвольной вектор-матри-
цы вводится понятие транспонированной вектор-
матрицы  и изучаются  её  свойства, некоторые 
из которых  существенно  отличаются от анало-
гичных  свойств обычных транспонированных 
матриц. 

Наборы (A1, A2, …, Am–1), у которых все ком-
поненты A1, A2, …, Am–1 являются квадратными 
матрицами одного и того же порядка над полем 
комплексных чисел, рассматривал Э. Пост [1]. 
Такие наборы он называл m-адическими (m-ар-
ными) матрицами. Это название объясняется 
тем, что на множестве всех m-арных матриц 
Э. Пост определил m-арную операцию, являю-
щуюся m-арным аналогом операции умножения 
обычных матриц. Относительно этой m-арной 
операции множество всех m-арных матриц, у 
которых определители всех компонент отличны 
от нуля, является m-арной группой. Представляет 
интерес изучение упорядоченных наборов мат-
риц, которые в отличие от наборов, изучавшихся 
Э. Постом, рассматриваются над произвольным 
кольцом, не обязаны быть квадратными, и раз-
личные компоненты одного и того же набора 
могут иметь несовпадающие размеры. 

1 Определения 
Следующее определение обобщает понятие 

m-арной матрицы из работы Э. Поста [1]. 
Определение 1.1. Пусть P – кольцо, k – це-

лое, k ≥ 1. Упорядоченный набор 
A = (A1, …, Ak)                        (1.1) 

k матриц A1, …, Ak размеров m1 × n1, …, mk × nk с 
элементами из P называется векторной матри-
цей или вектор-матрицей размера 
(m1 × n1, …, mk × nk) над P. 
 Вектор-матрицы вида (1.1) будем называть 
также k-компонентными вектор-матрицами. 

Понятно, что 1-компонентные вектор-мат-
рицы – это обычные матрицы. 

Вектор-матрица (1.1), у которой все компо-
ненты A1, …, Ak – матрицы одного и того же раз-
мера m × n, называется вектор-матрицей разме-
ра m × n. 

Вектор-матрица (1.1), у которой все компо-
ненты A1, …, Ak – квадратные матрицы порядков 
n1, …, nk соответственно, называется квадратной 
вектор-матрицей порядка (n1, …, nk). 

Вектор-матрица (1.1), у которой все компо-
ненты A1, …, Ak – квадратные матрицы одного и 
того же порядка n, называется квадратной век-
тор-матрицей порядка n. 

Если в определении 1.1 положить P = C  –
поле комплексных чисел, k = m – 1, A1, …, Am–1 –
квадратные матрицы одного и того же порядка, 
то получим определение m-арной матрицы из 
работы Э. Поста [1]. 

Для обозначения множества всех постано-
вок множества {1, 2, …, k} используем стандарт-
ное обозначение Sk. 

Определение 1.2. Если k ≥ 2, l ≥ 2, σ – под-
становка из Sk,  

Ai = (Ai1, …, Aik), i = 1, …, l 
– k-компонентные   вектор-матрицы   над   
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ассоциативным кольцом P такие, что для любого 
j ∈ {1, …, k} определено произведение 
 

Υj = A1jA2σ(j) … 2 1( 1) ( ) ( )l ll j l j
A A

σ σ− −−
, (1.2) 

то положим 
[A1A2 … Al]l, σ, k = {Υ1, …, Yk}. (1.3) 

 Замечание 1.1. Если в определении 1.2 все 
компоненты матриц A1, …, Al являются матри-
цами 1-го порядка, то операция [ ]l, σ, k определена 
на декартовой степени Pk. Таким образом, опера-
цию [ ]l, σ, k из определения 1.2 можно считать 
обобщением операции [ ]l, σ, k из [2, 3]. 
 Аналогично бинарному случаю, l-арное 
произведение (1.3) определено не всегда, а толь-
ко в тех случаях, когда для любых соседних со-
множителей в правой части (1.2) число столбцов 
предшествующего сомножителя совпадает с 
числом строк последующего сомножителя. 

Имеет место 
 Теорема 1.1. Пусть Am = (Am1, …, Amk), 
m = 1, …, 2l – 1 – k-компонентные вектор-мат-
рицы над ассоциативным кольцом, σ – подста-
новка из Sk, удовлетворяющая условию σl = σ. 
Тогда, если для некоторого i = 0, 1, …, l – 1 оп-
ределена k-компонентная вектор-матрица 

[A1 … Ai[Ai+1 … Ai+l]l, σ, k Ai+l+1 … A2l–1]l, σ, k, 
то для любого j = 0, 1, …, l – 1 определена k-ком-
понентная вектор-матрица 

[A1 … Aj[Aj+1 … Aj+l]l, σ, k Aj+l+1 … A2l–1]l, σ, k, 
и верно равенство 

[A1 … Ai[Ai+1 … Ai+l]l, σ, k Ai+l+1 … A2l–1]l, σ, k = 

= [A1 … Aj[Aj+1 … Aj+l]l, σ, k Aj+l+1 … A2l–1]l, σ, k. 
Определение 1.3. Для всякой вектор-мат-

рицы A = (A1, …, Ak) над ассоциативным коль-
цом с единицей транспонированной называется 
вектор-матрица 1( , , )kA A′ ′ ′= …A , у которой каж-
дая компонента jA′  является транспонированной 
матрицей для компоненты Aj вектор-матрицы A. 

Подчеркнем, что компоненты A1, …, Ak мо-
гут быть матрицами различных размеров. 

 
2 Основной результат 
Нам понадобиться следующий бинарный 

результат. 
Лемма 2.1. Если для матриц B1, …, Bl над 

ассоциативным кольцом с единицей определено 
произведение B1B2 …Bl, то определено произве-
дение 2 1lB B B′ ′ ′… и верно равенство  

 

1 2 2 1( )l lB B B B B B′ ′ ′ ′… = … . 
 

Теорема 2.2. Пусть σ – подстановка из Sk, 
удовлетворяющая условию σl = σ, 

Ai = (Ai1, …, Aik), i = 1, …, l                (2.1) 
такие вектор-матрицы над ассоциативным 
кольцом с единицей, что определена вектор-
матрица 
 

[A1A2 … Al–1Al]l, σ, k.                     (2.2) 
 

Тогда определена вектор-матрица 

11 2 1 , σ ,
[ ]l l l k−−′ ′ ′ ′…A A A A   (2.3) 

и верно равенство 
[A1A2 … Al–1Al , σ,]l k′  = 11 2 1 , σ ,

[ ]l l l k−−′ ′ ′ ′…A A A A . (2.4) 

 Доказательство. Выпишем j-ую компонен-
ту вектор-матрицы (2.2): 

Yj = A1jA2σ(j) … 2 1( 1) ( ) ( )l ll j l j
A A

σ σ− −−
 = 

= A1jA2σ(j) … 2( 1) ( )l ljl j
A A

σ −−
 , j = 1, …, k. 

Если положить τ = σ–1, то из условия σl = σ 
получаем 
τ = σl–2, τ2 = σl–3, …, τl–2 = σ, τl–1 = ε, τl = τ.  (2.5) 
Обозначив j-ую компоненту вектор-матри-

цы в левой части (2.4) через Uj, и, используя 
лемму 2.1 и (2.5), получим 

Uj = 21 2σ( ) ( 1)σ ( )
( )lj j j ljl j

Y A A A A−−
′ ′= …  = 

= 2 2σ( ) 1( 1)σ ( )llj j jl j
A A A A−−
′ ′ ′ ′…  = 2( 1)τ( ) 12τ ( )llj l j jj

A A A A−−′ ′ ′ ′… , 

то есть 
Uj = 2( 1)τ( ) 12τ ( )llj l j jj

A A A A−−′ ′ ′ ′… .         (2.6) 

Так как  
1( , , )i kA A′ ′ ′= …A , i = 1, …, l,  

то из (2.6) вытекает, что определена вектор-
матрица (2.3), j-ая компонента которой совпадает 
с правой частью (2.6). Так как для любого 
j = 1, …, k j-ые компоненты в левой и правой 
частях равенства (2.4) совпадают, то указанное 
равенство верно. Теорема доказана. 

Пример. Пусть k=2, l = 3, σ = σ–1 = (12)∈S2, 
,P = Z � 

A1 = ( )
3 0 2

( 1 2 , ),
1 4 3

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

A2 = 
4

5 2
( 5 , ),

1 1
1

−⎛ ⎞
−⎛ ⎞⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

    A3 = ( )
3

( , 6 4 ).
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

Тогда 

( ) ( )

1 2 3 3, σ, 2[ ]

4
5 2 3 3 0 2

( 1 2 , 5 6 4 )
1 1 2 1 4 3

1

84 56
(29, ).

78 52

=

−⎛ ⎞
− −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠
− −⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

A A A

 

Следовательно, 

1 2 3 3, σ, 2

84 78
[ ] (29, ).

56 52
−⎛ ⎞′ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠

A A A  (2.7) 

Так как 

1

3 1
1

( , 0 4 )
2

2 3

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟′ = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

A , 

( )2

5 1
( 4 5 1 , ),

2 1
⎛ ⎞′ = − ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

A  ( )3

6
( 3 2 , ),

4
⎛ ⎞′ = − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

A  

то 
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( ) ( )

13 2 1 3, , 2
[ ]

3 1
5 1 1 6

( 3 2 , 4 5 1 0 4 )
2 1 2 4

2 3

84 78
(29, ),

56 52

−′ ′ ′ =

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟= − − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

A A A
σ

 

то есть 

13 2 1 3, , 2

84 78
[ ] (29, ).

56 52−

−⎛ ⎞′ ′ ′ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠
A A A

σ
       (2.8) 

Сравнивая (2.7) и (2.8), видим, что 
11 2 3 3, σ, 2 3 2 1 3, , 2

[ ] [ ] .−′ ′ ′ ′=A A A A A A
σ

 

Произведением элемента λ ∈ P на вектор-
матрицу (1.1) называется вектор-матрица 

λA = (λA1, …, λAk). 
Суммой вектор-матриц A = (A1, …, Ak) и 

B = (B1, …, Bk) одинаковых размеров называется 
вектор-матрица 

A + B = (A1 + B1, …, Ak + Bk) 
того же размера. 

Замечание 2.1. Используя верные для обыч-
ных матриц равенства 

( ) ,A B A B′ ′ ′+ = + ( ) ,A Aλ λ′ ′=  λ ∈ P, 
можно убедиться в справедливости аналогичных 
равенств 

( ) ,′ ′ ′+ = +A B A B ( ) ,λ λ′ ′=A A  λ ∈ P 
для вектор-матриц. В первом равенстве вектор-
матрицы A и B имеют одинаковые размеры. 
 

3 Следствия 
Далее во всех следствиях этого раздела век-

тор-матрицы, как и в теореме 2.2, рассматрива-
ются над ассоциативным кольцом с единицей. 

Если k-компонентные квадратные вектор-
матрицы 

A1 = (A11, …, A1k), …, Al = (Al1, …, Alk)  
таковы, что для любого j = 1, …, k матрицы 

2 11 2σ( ) ( 1)σ ( ) σ ( )
, , , ,l lj j l j l j

A A A A− −−
…  (3.1) 

имеют одинаковый порядок, то определена век-
тор-матрица (2.2).  Поэтому из теоремы 2.2 вы-
текает 

Следствие 3.1. Пусть σ – подстановка из 
Sk, удовлетворяющая условию σl = σ, вектор-
матрицы (2.1) являются квадратными, и для 
любого j = 1, …, k матрицы (3.1) имеют одина-
ковый порядок. Тогда верно (2.4). 

Следствие 3.2. Пусть σ – подстановка из 
Sk, удовлетворяющая условию σl = σ, A1, …, Al – 
k-компонентные квадратные вектор-матрицы 
одного и того же порядка n. Тогда верно (2.4). 

Если σ – цикл длины t из Sk, m ≥ 1, 
l = mt + 1, то σl = σ.  

Поэтому имеют место следующие три след-
ствия. 

Следствие 3.3. Пусть σ – цикл длины t из 
Sk, m ≥ 1, 

Ai = (Ai1, …, Aik), i = 1, …, mt + 1 (3.2) 
такие вектор-матрицы, что определена вектор-
матрица [A1A2 … AmtAmt+1]mt+1, σ, k. Тогда опреде-
лена вектор-матрица -11 2 1 1, ,

[ ]mt mt mt σ k+ +
′ ′ ′ ′…A A A A  и 

верно равенство 
1 2 1 1, σ,[ ] mt mt mt k+ +′… =A A A A  

-11 2 1 1, σ ,
[ ] .mt mt mt k+ +

′ ′ ′ ′= …A A A A            (3.3) 

В частности, если m = 1, то 
1 2 1 1, σ,[ ] t t k+ +′… =A A A  

-11 2 1 1, σ ,
[ ] .t t t k+ +

′ ′ ′ ′= …A A A A            (3.4) 

Следствие 3.4. Пусть σ – цикл длины t из 
Sk, m ≥ 1, вектор-матрицы (3.2) квадратные, и 
для любого j = 1, …, k матрицы 

11 2σ( ) ( 1)( )σ ( ) ( 1)σ ( )
, , , ,mt mtj j mt jmt j mt j

A A A A A− ++
… =  

имеют один и тот же порядок. Тогда верно 
(3.3). В частности, если m = 1, то верно (3.4). 

Следствие 3.5. Пусть σ – цикл длины t из 
Sk, m ≥ 1, A1, …, Amt+1 – k-компонентные квад-
ратные вектор-матрицы одного и того же по-
рядка n. Тогда верно (3.3). В частности, если 
m = 1, то верно (3.4). 

Полагая в следствиях 3.3–3.5 t = k, получим 
еще три следствия. 

Следствие 3.6. Пусть σ – цикл длины k из 
Sk, m ≥ 1, 

Ai = (Ai1, …, Aik), i = 1, …, mk + 1        (3.5) 
такие вектор-матрицы, что определена вектор-
матрица [A1A2 … AmkAmk+1]mk+1, σ, k. Тогда опре-
делена вектор-матрица 11 2 1 1,σ ,

[ ]mk mk mk k−+ +
′ ′ ′ ′…A A A A  

и верно равенство 
[A1A2 … AmkAmk+1 1, σ,]mk k+′ = 
= 11 2 1 1, σ ,

[ ] .mk mk mk k−+ +
′ ′ ′ ′…A A A A          (3.6) 

В частности, если m = 1, то  
1 2 1 1, σ,[ ] k k k k+ +′… =A A A A  

-11 2 1 1, σ ,
[ ] .k k k k+ +

′ ′ ′ ′= …A A A A              (3.7) 

Следствие 3.7. Пусть σ – цикл длины k из 
Sk, m ≥ 1, вектор-матрицы (3.5) являются квад-
ратными, и для любого j = 1, …, k матрицы 

11 2σ( ) ( 1)( )σ ( ) ( 1)σ ( )
, , , ,mk mkj j mk jmk j mk j

A A A A A− ++
… =  

имеют одинаковый порядок. Тогда верно (3.6). В 
частности, если m = 1, то верно (3.7). 

Следствие 3.8. Пусть σ – цикл длины k из 
Sk, m ≥ 1, A1, …, Amk+1 – k-компонентные квад-
ратные вектор-матрицы одного и того же по-
рядка n. Тогда верно (3.6). В частности, если 
m = 1, то верно (3.7). 

Так как для любой транспозиции σ ∈ Sk 
верно σ = σ-1, σ2m+1 = σ, то, полагая в следствиях 
3.3–3.5 t = 2, получим еще три следствия. 

Следствие 3.9. Пусть σ – транспозиция из 
Sk, m ≥ 1, 

A1 = (A11, …, A1k), …,  
A2m+1 = (A(2m+1)1, …, A(2m+1)k)       (3.8) 
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такие вектор-матрицы, что определена вектор-
матрица [A1A2 … A2mA2m+1]2m+1, σ, k. Тогда опре-
делена вектор-матрица 2 1 2 2 1 2 1, σ,[ ]m m m k+ +′ ′ ′ ′…A A A A  
и верно равенство 

[A1A2 … A2mA2m+1 2 1, σ,] m k+′ = 

2 1 2 2 1 2 1, σ,= [ ] .m m m k+ +′ ′ ′ ′…A A A A            (3.9) 
В частности, если m = 1, то  

1 2 3 3, σ, 3 2 1 3, σ,[ ] [ ] .k k′ ′ ′ ′=A A A A A A       (3.10) 
Следствие 3.10. Пусть σ – транспозиция из 

Sk, m ≥ 1, вектор-матрицы (3.8) являются квад-
ратными, и для любого j = 1, …, k матрицы 

2 1 21 2σ( ) (2 1)2 σ ( ) (2 1)σ ( )
, , , ,m mj j m jm j m j

A A A A A− ++
… =  

имеют один и тот же порядок. Тогда верно 
(3.9). В частности, если m = 1, то верно (3.10). 

Следствие 3.11. Пусть σ – транспозиция из 
Sk, m ≥ 1, A1, …, A2m+1 – k-компонентные квад-
ратные вектор-матрицы одного и того же по-
рядка n. Тогда верно (3.9). В частности, если 
m = 1, то верно (3.10). 

Полагая в следствиях 3.9–3.11 k = 2, полу-
чим еще три следствия. 

Следствие 3.12. Пусть σ = (12) ∈ S2, m ≥ 1, 
A1 = (A11, A12), …, 
A2m+1 = (A(2m+1)1, A(2m+1)2)       (3.11) 

такие вектор-матрицы, что определена вектор-
матрица [A1A2 … A2mA2m+1]2m+1, (12), 2. Тогда оп-
ределена вектор-матрица  

2 1 2 2 1 2 1, (12), 2[ ]m m m+ +′ ′ ′ ′…A A A A  
и верно равенство 

[A1A2 … A2mA2m+1 2 1, (12),] m k+′ = 
= 2 1 2 2 1 2 1, (12), 2[ ] .m m m+ +′ ′ ′ ′…A A A A         (3.12) 

В частности, если m = 1, то  
1 2 3 3, (12), 2 3 2 1 3, (12), 2[ ] [ ] .′ ′ ′ ′=A A A A A A  (3.13) 

Следствие 3.13. Пусть σ = (12) ∈ S2, m ≥ 1, 
2-компонентные вектор-матрицы (3.11) явля-
ются квадратными, компоненты A11, A22, A31, …, 
A(2m)2, A(2m+1)1 имеют один и тот же порядок, 
один и тот же порядок имеют также компо-
ненты A12, A21, A32, …, A(2m)1, A(2m+1)2. Тогда верно 
(3.12). В частности, если m = 1, то верно (3.13). 

Следствие 3.14. Пусть σ = (12) ∈ S2, m ≥ 1, 
A1, …, A2m+1 – 2-компонентные квадратные век-
тор-матрицы одного и того же порядка n. То-
гда верно (3.12). В частности, если m = 1, то 
верно (3.13). 

 
4 Связь между транспонированными и 

косыми вектор-матрицами 
 

Обозначим через М(n, k, P) множество всех 
k-компонентных квадратных вектор-матриц n-го 
порядка  над  кольцом P.  Ясно, что М(n, k, P) 
совпадает с декартовой степенью 

( , ) ( , )
k

n P n P×…×М М  множества М(n, P) всех 

квадратных матриц порядка n над P. 

Если P – ассоциативное кольцо, то М(n, P) – 
ассоциативное кольцо. Поэтому, ввиду теорем 
3.2.2 и 3.4.1 из [3], верна 

Теорема 4.1. Если < P, +, × > – ассоциатив-
ное кольцо, подстановка σ ∈ Sk удовлетворяет 
условию σl = σ, то < М(n, k, P), +, [ ]l, σ, k > – ассо-
циативное (2, l)-кольцо. 
 Обозначим через GL(n, k, P) множество 
всех k-компонентных квадратных вектор-матриц 
n-го порядка над ассоциативным, коммутатив-
ным кольцом P с единицей, у которых все ком-
поненты обратимы в кольце М(n, P). Понятно, 
что множество GL(n, k, P) можно определить, 
как множество всех k-компонентных квадратных 
вектор-матриц n-го порядка над ассоциативным, 
коммутативным кольцом P с единицей, у кото-
рых определитель каждой компоненты обратим в 
кольце P. 
 Ясно, что GL(n, k, P) совпадает с декарто-
вой степенью ( , ) ( , )

k

n P n P×…×GL GL  полной 

линейной группы GL(n, P). Так как GL(n, P) – 
группа с операцией умножения матриц, то, ввиду 
теоремы 3.6.2 из [3] , верна 
 Теорема 4.2. Если подстановка σ∈Sk удов-
летворяет условию σl=σ, то <GL(n, k, P), [ ]l, σ, k> 
– l-арная группа. В частности, 
<GL(n, k, P), [ ]k + 1, (12…k), k> – (k+1)-арная группа. 
 Замечание 4.1. Из соответствующих ре-
зультатов книги [3] следует, что l-арная группа 
< GL(n, k, P), [ ]l, σ, k > не имеет единиц, а при 
n ≥ 2 является неполуабелевой, в частности не-
абелевой. 
 Замечание 4.2. l-арную группу 
< GL(n, k, P), [ ]l, σ, k > по аналогии с бинарным 
случаем естественно называть полной линейной 
l-арной группой, соответствующей данным k и σ. 
 Замечание 4.3. Пост рассматривал [1] част-
ный случай < GL(n, k, P), [ ]l, σ, k > при l = k + 1, 
σ = (12 … k), P = C  – поле комплексных чисел. 
(k+1)-арную группу <GL(n,k,C ), [ ]k+1, (12…k), k> он 
называл полной линейной (k+1)-арной группой. 

Для любого элемента a n-арной группы 
< A, [ ] > решение уравнения 

1

[ ]
n

x a a
−

…  = a обо-

значают символом a  и называют косым элемен-
том для a. 

Таким образом, для каждой вектор-матрицы 
A l-арной группы  < GL(n, k, P), [ ]l, σ, k >  сущест-
вует косой элемент,  который естественно назы-
вать косой вектор-матрицей  для A. Для обозна-
чения косой вектор-матрицы A будем использо-
вать символ ,A  так как символ A  уже исполь-
зуется для обозначения комплексно-сопряжен-
ной вектор-матрицы для A. 

Подчеркнем, что косые вектор-матрицы оп-
ределяются для вектор-матриц из 
< GL(n, k, P), [ ]l, σ, k >, у которых все компоненты  
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являются обратимыми квадратными матрицами 
одного и того же порядка n, а подстановка σ 
удовлетворяет условию σl = σ. 

Вообще говоря, в обозначении косого эле-
мента должен присутствовать символ n-арной 
групповой операции, который, как правило, не 
указывают, чтобы не загромождать записи. Од-
нако, в некоторых случаях, присутствие символа 
n-арной групповой операции в обозначении ко-
сого элемента желательно. В таких случаях для 
обозначения косого элемента a n-арной группы 

< A, [ ] > используют символ 
[ ]

a
∼

. В частности, 
, σ ,[ ]l k∼

A  – косая вектор-матрица для вектор-
матрицы A из < GL(n, k, P), [ ]l, σ, k >. 

Лемма 4.1. Пусть подстановка σ из Sk, 
удовлетворяет условию σl = σ. Если у квадрат-
ной вектор-матрицы A=(A1,…,Ak) ∈ GL(n, k, P) 
порядка n над P все компоненты Aj являются 
обратимыми, то существует косая вектор-

матрица 
, σ ,[ ]l k∼

A  = (B1, …, Bk), все компоненты 
которой являются квадратными матрицами 
порядка n над P и имеют следующий вид 

Bj = 2
1 1

σ( )σ ( )l jj
A A−
− −… , j = 1, …, k. (4.1) 

Доказательство.  Так как вектор-матрица A 
является элементом l-арной группы 
< GL(n, k, P), [ ]l, σ, k >, то в ней существует косой 

элемент 
, σ ,[ ]l k∼

A = (B1, …, Bk), для которого 
, σ ,[ ]

, σ,

1

[ ]
l k

l k

l

∼

−

…A A A  = A, 

то есть 
1 1 1 , σ, 1

1

[( ) ( , , ) ( , , )] ( , , ),k k k l k k

l

B B A A A A A A
−

… … … … = …  

откуда, используя определение операции [ ]l, σ, k и 
условие σl = σ, получаем 

BjAσ(j) 2σ ( )l jj
A A−…  = Aj. 

Из последнего равенства вытекает (4.1). Лемма 
доказана. 

Доказанная лемма может быть получена из 
предложения 3.6.3 [3], если в ней считать группу 
A полной линейной группой GL(n, P). 

Теорема 4.3. Если подстановка σ ∈ Sk, удо-
влетворяет условию σl = σ, A ∈ GL(n, k, P), то  

1, σ , , ,
[ ][ ]

( ) ( ) .
l k l k−∼∼

′ ′=A A
σ

   (4.2) 
Доказательство. Положим  

A = (A1, …, Ak), 
, σ ,[ ]

( )
l k∼

′A  = (D1, …, Dk),  
1, ,

[ ]

( )
l k−∼

′A
σ

 = (C1, …, Ck). 

Так как по лемме 4.1 
, σ ,[ ]l k∼

A  = (B1, …, Bk), где 
Bj = 2

1 1
σ( )σ ( )l jj

A A−
− −… , для любого j = 1, …, k, то, 

используя лемму 2.1, получим 

Dj = 2 2
1 1 1 1

σ( ) σ( )σ ( ) σ ( )
( ) ( ) ( )l lj j jj j

B A A A A− −
− − − −′ ′ ′ ′= … = … , 

то есть  
Dj = 2

1 1
σ( ) σ ( )

( ) ( )lj j
A A −
− −′ ′… ,  j = 1, …, k.      (4.3) 

С другой стороны, так как 1( , , )kA A′ ′ ′= …A , 
то, полагая τ = σ–1, и, используя (2.5), лемму 4.1 и 
соответствующий бинарный результат (операции 
транспонирования и взятия обратного элемента 
перестановочны), получим 

2

-2

1 1
τ( )τ ( )

1 1 1 1
( ) ( )( ) ( )

 =( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,

l

l l

j jj

j jj j

C A A

A A A A

−
− −

− − − −

′ ′… =

′ ′ ′ ′= … = …-2σ σσ σ

 

то есть 
Cj = -2

1 1
( ) ( )

( ) ( ) .lj j
A A− −′ ′…σ σ

               (4.4) 

Из (4.3) и (4.4) вытекает (4.2). Теорема доказана. 
Следствие 4.1. Если σ – цикл длины t из Sk, 

A ∈ GL(n, k, P), то 
11, σ , 1, ,

[ ][ ]

( ) ( ) .
mt k mt k−+ +

∼∼

′ ′=A A
σ

 В част-

ности, 
11, σ , 1, ,

[ ][ ]

( ) ( ) .
t k t k−+ +

∼∼

′ ′=A A
σ

 
Следствие 4.2. Если σ – цикл длины k из Sk, 

A ∈ GL(n, k, P), то 
11, σ , 1, ,

[ ][ ]

( ) ( ) .
mk k mk k−+ +

∼∼

′ ′=A A
σ

 В част-

ности, 
11, σ , 1, ,

[ ][ ]

( ) ( ) .
k k k k−+ +

∼∼

′ ′=A A
σ

 
Следствие 4.3. Если σ – транспозиция из Sk, 

A ∈ GL(n, k, P), то 
2 1, σ , 2 1, σ ,[ ] [ ]

( ) ( ) .
m k m k+ +∼ ∼

′ ′=A A  В част-

ности, 
3, σ , 3, σ ,[ ] [ ]

( ) ( ) .
k k∼ ∼

′ ′=A A  
Следствие 4.4. Если A ∈ GL(n, 2, P), то 

3 (12), 2 3 (12), 2[ ] [ ]

( ) ( ) .
, ,∼ ∼

′ ′=A A  
Замечание 4.4. В каждом из следствий 4.3 и 

4.4 косые элементы в левой и правой частях ра-
венств, в отличие от теоремы 4.3 и следствий 4.1 
и 4.2, рассматриваются в одной и той же поли-
адической группе, поэтому равенства в этих 
следствиях могут быть записаны проще, без ука-
зания полиадической операции. Как, например, в 
обычных группах: 1 1( ) ( )− −′ ′=A A . 
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Пусть G  – конечная группа, A  – подгруппа группы .G  Тогда мы говорим, что A  является обобщенно квазинор-
мальной в ,G  если A  либо покрывает, либо изолирует каждую максимальную пару ( )K H,  из .G  Мы говорим, что 
подгруппа A  является m -добавляемой в ,G  если в группе G  существует такая подгруппа T  и такая обобщенно 
квазинормальная подгруппа ,C  что G AT=  и .T A C A∩ ≤ ≤  Основываясь на этих понятиях, получены новые харак-
теризации конечных p -сверхразрешимых и сверхразрешимых групп. 
 
Ключевые слова: максимальная пара, обобщенно квазинормальная подгруппа, m -добавляемая подгруппа, p -сверх-
разрешимая группа, сверхразрешимая группа. 
 
Let G  be a finite group, A  a subgroup of .G  Then we say that A  is generalized quasinormal in G  if A  either covers or 
avoids every maximal pair ( )K H,  of .G  We say that A  is m -supplemented in G  if G  has a subgroup T  and a generalized 
quasinormal subgroup C  such that G AT=  and .T A C A∩ ≤ ≤   Based  on  these concepts new characterizations of finite 
p -supersoluble and supersoluble groups are obtained. 

 
Keywords: maximal pair, generalized quasinormal subgroup, m -supplemented subgroup, p -supersoluble group, supersolu-
ble group. 

 
 

Введение  
Все рассматриваемые в работе группы яв-

ляются конечными.  
Пусть A  – подгруппа группы G , 

.K H G≤ ≤  Тогда мы говорим, что A  покрыва-
ет пару ( ),K H,  если ;AH AK=  A  изолирует 
пару ( ),K H,  если A H A K∩ = ∩  [1], [2]. Под-
группа H  из G  называется квазинормальной [3] 
или перестановочной [4] в ,G  если HE EH=  
для всякой подгруппы E  группы .G  Квазинор-
мальные подгруппы имеют много интересных 
свойств. В частности, если A  – квазинормальная 
подгруппа группы ,G  то для всякой максималь-
ной пары ( )K H,  из ,G  т.е. пары ( )K H, , где K  
– максимальная подгруппа в ,H  A  либо покры-
вает, либо изолирует ( ).K H,  Это наблюдение 
приводит нас к следующим обобщениям условия 
квазинормальности.  

Определение 0.1. Пусть A  – подгруппа 
группы .G  Тогда мы говорим, что A  является 
обобщенно квазинормальной в ,G  если A  либо 
покрывает, либо изолирует каждую максималь-
ную пару ( )K H,  группы .G   

Определение 0.2. Пусть A  – подгруппа 
группы  .G   Мы говорим,  что   A    является  

m -добавляемой в ,G  если в группе G  сущест-
вует такая подгруппа T  и такая обобщенно ква-
зинормальная подгруппа ,C  что G AT=  и 

.T A C A∩ ≤ ≤  
Следующий пример показывает, что в об-

щем случае обобщенно квазинормальная под-
группа  группы  G  может не быть квазинор-
мальной.  

Пример 0.1. Пусть p  и q  – простые числа, 
где q  делит 1.p −  Пусть A a=  – циклическая 

группа порядка 2p  и B  – группа порядка .q  
Пусть ,G A B K B= =U ~  где 1 2 qK A A … A= × × ×  
– база подгруппы регулярного сплетения группы 
G  и pL a=

�
 (здесь мы используем терминоло-

гию из [5]). Тогда pG L a B/ U  и ( ).L G≤ Φ  
Следовательно, группа G  сверхразрешима. 
Пусть R  – подгруппа порядка p  группы 1.A  
Предположим, что R  квазинормальна в .G  То-
гда R  субнормальна в .G  Так как R  является 
силовской p -подгруппой в ,RB  то ( ),GB N R≤  и 
поэтому R  нормальна в ,G  что невозможно. 
Следовательно,  R   не является квазинормаль-
ной в .G  С другой стороны, так как группа G  
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сверхразрешима, то R  является обобщенно ква-
зинормальной в G  (см. ниже, теорема 2.1).  

Пример 0.2. Подгруппа A  группы G  назы-
вается c -добавляемой в G  [6], если в G  суще-
ствует такая подгруппа ,T  что TA G=  и 

.GT A A∩ ≤  Легко заметить, что каждая c -до-
бавляемая подгруппа является m -добавляемой. 
При этом в примере 0.1 подгруппа R  является 
обобщенно квазинормальной, так как группа G  
сверхразрешима, R  не является нормальной в G  
и ( ).R G≤ Φ  Следовательно, R  является m -до-
бавляемой в ,G  но не является c -добавляемой.  

В данной работе, основываясь на понятиях 
обобщенно квазинормальной и m -добавляемой 
подгруппы,  мы  даем  новые  характеризации  
p -сверхразрешимых и сверхразрешимых групп.  

 
1 Предварительные результаты 
Заметим, что для любых подгрупп ,M  K  и 

H  из ,G  где ,K H≤  M H M K∩ = ∩  эквива-
лентно M H K∩ ≤  и MH MK=  эквивалентно 

( ).H K M H= ∩   
Лемма 1.1. Пусть ,M G≤ N  – нормальная 

подгруппа из G и ( )K H,  – максимальная пара из 
.G  Тогда справедливы следующие утверждения.  

(1) Если N  изолирует ( ),K H,  то 
( )KN HN,  – макcимальная пара в G  и 

.HN KN H K| : |=| : |  
(2) Если M покрывает (изолирует) (KN,HN), 

то MN  покрывает (изолирует, соответствен-
но) ( ).K H,  

Доказательство.  
(1) Предположим, что .H N K∩ ≤  Пусть T  

– такая подгруппа из ,G  что .KN T HN≤ ≤  То-
гда ( )T N T H= ∩  и .K T H H≤ ∩ ≤  Следова-
тельно, либо ,T H K∩ =  либо .T H H∩ =  В 
первом случае мы имеем: ( ) .T T H N KN= ∩ =  
Если ,T H H∩ =  то .T HN=  Следовательно, 
( )KN HN,  – максимальная пара в .G  Оконча-
тельно, так как ,H N K N∩ = ∩  то HN KN| : |=  

.H K=| : |   
(2) Если N  покрывает ( ),K H,  то, очевид-

но, NM  покрывает пару ( ).K H,  Предположим, 
что N  изолирует ( ).K H,  Тогда, согласно (1), 
( )KN HN,  – максимальная пара в .G  Если M  
покрывает ( ),KN HN,  то ( ).H HN NK M NH≤ ≤ ∩   
Следовательно, 
 

( )H H NK M NH= ∩ ∩ =  
( ( )) ( ) ,K H N M NH K H NM H= ∩ ∩ ≤ ∩ ≤  

 

откуда получаем, что NM  покрывает ( ).K H,  
Предположим,  что M  изолирует ( ).KN HN,  

Тогда .KN M HN M∩ = ∩  Следовательно, 
( ) ( )HN MN HN M N KN M N KN∩ = ∩ = ∩ ≤  и 

( ) ( ) .MN H KN H K N H K N K K∩ ≤ ∩ = ∩ = ∩ =  
Поэтому MN  изолирует ( ).K H,   

Лемма 1.2. Пусть M G≤  и N  – нормаль-
ная подгруппа группы G. Тогда если M  является 
обобщенно квазинормальной в ,G  то NM  явля-
ется обобщенно квазинормальной в G  и NM N/  
является обобщенно квазинормальной в .G N/   

Доказательство. Пусть ( )K H,  – макси-
мальная пара группы .G  Если ,NH NK=  то 

,NMH NMK=  т. е. NM  покрывает ( ).K H,  Ес-
ли ,N H K∩ ≤  то по лемме 1.1 (1) получаем, что 
( )NK NH,  – максимальная пара. Следовательно, 
M  либо покрывает, либо изолирует ( ).NK NH,  
По лемме 1.2 (2) получаем, что NM  либо по-
крывает, либо изолирует ( ).K H,  Следовательно, 
NM  является обобщенно квазинормальной в .G   

Пусть теперь ( )K N H N/ , /  – максимальная 
пара в .G N/  Тогда ( )K H,  – максимальная пара в 

.G  По доказанному выше получаем, что NM  
покрывает или изолирует ( ).K H,   

 

Если ,NMK NMH=  то 
( )( ) ( )

( ) ( )( ).
NM N H N NMH N

NMK N NM N K N
/ / = / =

= / = / /
 

 

Если ,NM K NM H∩ = ∩  то  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).
NM N H N NM H N

NM K N NM N K N
/ ∩ / = ∩ / =

= ∩ / = / ∩ /
 

 

Следовательно, NM N/  является обобщенно 
квазинормальной в .G N/  

Следующая лемма хорошо известна.  
Лемма 1.3. Пусть A  и B  – такие собст-

венные подгруппы из ,G  что .G AB=  Тогда 
xG AB=  и xG AA≠  для всех .x G∈   

Лемма 1.4. Если подгруппа E  группы G  яв-
ляется обобщенно квазинормальной в ,G  то E  
субнормальна в .G   

Доказательство. Пусть E  – произвольная 
собственная обобщенно квазинормальная под-
группа группы .G  Покажем, что E  субнормаль-
на в .G  Предположим, что это не так, и пусть G  
– контрпример минимального порядка.  

Пусть M  – максимальная подгруппа из G  
такая, что .E M≤  Если 1,M =  то 1E =  и, следо-
вательно, E  субнормальна в G , что противоре-
чит выбору .G  Предположим, что 1.M ≠  Так 
как xM  максимальна в G  для всякого ,x G∈  то 
E либо покрывает, либо изолирует пару ( ).xM G,  
Если E  покрывает ( )xM G,  для некоторого ,x  
то ,xEM G=  поэтому ,xMM G=  что противоре-
чит лемме 1.3. Следовательно, E изолирует 
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( )xM G,  для всякого .x G∈  Следовательно, 
.GE M≤  Поэтому E  является также обобщенно 

квазинормальной в .GM  Тогда, согласно выбору 
группы ,G  получаем, что E  субнормальна в 

.GM  Следовательно, E  субнормальна в .G  По-
лученное противоречие завершает доказательст-
во леммы.  

Лемма 1.5. Пусть F  – насыщенная форма-
ция, содержащая все нильпотентные группы и 
G  – группа с разрешимым F -корадикалом 

.P G= F  Предположим, что каждая максималь-
ная подгруппа из ,G  не содержащая ,P  принад-
лежит .F  Тогда P  – p -подгруппа для некото-
рого простого числа p . Кроме того, если каж-
дая циклическая подгруппа простого порядка и 
порядка 4 из P  (если 2p =  и P  неабелева) явля-
ется m -добавляемой в ,G  то P p| |=  не явля-
ется наименьшим простым делителем .G| |  

Доказательство. По [7, VI, теорема 24.2] 
P G= F  – p -группа для некоторого простого 
числа ,p  и справедливы следующие утвержде-
ния:  

(1) ( )P P/Φ  – F -эксцентральный главный 
фактор из G  (т. е. ( ( )) ( ( ( ))GP P G C P P/Φ / /Φ~  не 
принадлежит F );  

(2) P  – группа с экспонентой p  или экспо-
нентой 4 (если 2p =  и P  не является абелевой);  

(3) если P  является абелевой, то ( ) 1.PΦ =  
Пусть ( )X P/Φ  – минимальная подгруппа из 

( ),P P/Φ  \ ( )x X G∈ Φ  и .L x=  Тогда L p| |=  
или 4,L| |=  и поэтому по условию леммы L  яв-
ляется m -добавляемой в .G  Пусть T  и C  – та-
кие подгруппы группы ,G  что ,LT G=  C  явля-
ется обобщенно квазинормальной в G  и 

.L T C L∩ ≤ ≤  Мы можем предполагать, что L  
не является обобщенно квазинормальной в .G  
Тогда ( )G P T p| : Φ |=  и ( ) .P P T PT GΦ = =  Сле-
довательно, ( ) ,G P T P p| : Φ |=| |=  откуда ,G∈F  
противоречие.  

Нам понадобятся следующие свойства суб-
нормальных подгрупп.  

Лемма 1.6. Пусть  A  и B – подгруппы  груп-
пы G. 

(1) Если A  субнормальна в ,G  то A B∩  
субнормальна в B [5].  

(2) Если A  субнормальна в G  и A  – π -
подгруппа, то ( )A O Gπ≤  [8].  
 

2 Критерии p-сверхразрешимости и 
сверхразрешимости групп  

Теорема 2.1. Разрешимая группа G сверх-
разрешима тогда и только тогда, когда каждая 

ее субнормальная подгруппа обобщенно квази-
нормальна в .G   

Доказательство. Прежде предположим, что 
группа G  сверхразрешима. Пусть A  – некото-
рая субнормальная подгруппа группы G  и 
( )K H,  – максимальная пара из .G  По лемме 1.6 
(1) A H∩  субнормальна в .H  Поэтому, не на-
рушая общности доказательства, мы можем 
предполагать, что H G=  и K  – максимальная 
подгруппа в .G  Если ,A K⊆  то ,A K A H∩ = ∩  
т. е. A  изолирует ( ).K H,  Предположим, что 

.A K⊆/  
Если 1,GK ≠   то  по индукции получаем, 

что G GAK K/  покрывает или изолирует 
( ).G GK K G K/ , /  Так как ,A K⊆/  то получаем, что 
( )( ) .G G G GAK K K K G K/ / = /  Следовательно, GAK K =  

,AK G= =  т. е. A  покрывает ( ).K H,  Следова-
тельно, мы можем предполагать, что 1.GK =  В 
этом случае группа G  примитивна, и если 0A  – 
минимальная субнормальная подгруппа группы 

,G  содержащаяся в ,A  то 0 .A K⊆/  Поэтому мы 
можем предполагать, что 0A A=  – простая груп-
па. Рассматривая подстановочные представления 
группы G  на множестве правых смежных клас-
сов по подгруппе ,K  нетрудно заметить, что 
группа G  изоморфна некоторой подгруппе сим-
метрической группы pS  степени .p  Следова-
тельно, K  является p′ -холловой подгруппой 
группы .G  Пусть .GE A=  Тогда ,EK G=  и по-
этому p  делит .A| |  Тогда 

.AK A K A K K p G| |=| || | / | ∩ |≥| | =| |  
Значит, ,AK G=  т. е. A  покрывает ( ).K G,  

Предположим теперь, что группа G  разре-
шима и каждая ее субнормальная подгруппа яв-
ляется обобщенно квазинормальной. Покажем, 
что в этом случае группа G  сверхразрешима. 
Предположим, что это не так, и пусть G  – 
контрпример минимального порядка. По лемме 
1.2 условие теоремы справедливо для каждого 
фактора группы .G  Поэтому в группе G  суще-
ствует единственная минимальная нормальная 
подгруппа N  такая, что ( )N G⊆ Φ/  и N – нецик-
лическая p-группа. Следовательно, G N M= ~  
для некоторой максимальной подгруппы M  из 
G  и ( ) ( ).G pN C N O G= =  Пусть L  – минималь-
ная нормальная подгруппа из .N  Тогда L N≠  и 
по условию теоремы L покрывает или изолирует 
( ).M G,  Так как 1,N M∩ =  то L не изолирует 
( ).M G,  Поэтому L покрывает ( ).M G,  Следова-
тельно, ,ML G=  и поэтому ,N G M L N| |=| : |≤| |<| |  
противоречие.  Следовательно,  G   сверхразре-
шима.  
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Напомним, что подгруппа H  называется 
дополняемой в ,G  если существует такая под-
группа ,K  что G HK=  и 1.H K∩ =  

Теорема 2.2. Пусть G  – группа. Тогда 
справедливы следующие утверждения:  

(1) Если каждая минимальная подгруппа 
нечетного порядка группы G  m -добавляема в 

,G  то G  является 2′ -сверхразрешимой.   
(2) Если группа G  разрешима и каждая 

подгруппа порядка 2  группы G  дополняема в 
,G  то G  2 -нильпотентна.  
Доказательство.  
(1) Пусть каждая минимальная подгруппа 

нечетного порядка группы G  m -добавляема в 
.G  Покажем, что группа G  2′ -сверхразрешима. 

Предположим, что это не так, и пусть G  – 
контрпример минимального порядка. Пусть 

(2 )′U  – класс всех 2′ -сверхразрешимых групп. 
Покажем, что условие теоремы справедливо для 
подгрупп группы .G  Пусть E  – произвольная 
подгруппа группы G  и K  – минимальная под-
группа нечетного порядка из .E  Тогда по усло-
вию теоремы K  является m -добавляемой в .G  
Пусть T  и C  – такие подгруппы группы ,G  что 

,KT G=  C  обобщенно квазинормальна в G  и 
.T K C K∩ ≤ ≤  Тогда, очевидно, E E KT= ∩ =  

( )K E T= ∩  и C  является обобщенно квазинор-
мальной в .E  Кроме того, ( )E T K∩ ∩ =  

.T K C K= ∩ ≤ ≤  Следовательно, K  m -добавля-
ема в .E  Таким образом, условие теоремы спра-
ведливо для подгрупп группы G. Следовательно, 
согласно выбору группы ,G  всякая подгруппа из 
G  принадлежит (2 ).′U  Кроме того, по теореме 
Томпсона-Фейта о разрешимости групп нечетно-
го порядка каждая группа из (2 )′U  разрешима.  

Прежде покажем, что G разрешима. Пред-
положим противное. Тогда ,G G′=  и если 

( ),F F G=  то ( ).F G= Φ  Действительно. Пред-
положим, что ( ).F G⊆ Φ/  Тогда найдется такая 
максимальная подгруппа группы ,G  что 

.G MF=  Но тогда G F MF F M M F M/ = / / ∩  
разрешима, а следовательно, и ( )G G/Φ =  

( ) ( ( ))G F F G= / / /Φ  разрешима, откуда получаем, 
что группа G  разрешима. Это противоречие по-
казывает, что ( ).F G= Φ  Поэтому G F/  – простая 
неабелева группа и каждая собственная нор-
мальная подгруппа из G  содержится в ( ).F G  
Пусть p  – наибольший простой делитель ,G F| / |  

( )G Fπ π= /  и q – нечетное простое число из ,π  
отличное от p. Пусть qG  – силовская q-подгруп-
па из G и qQ G F= ∩  – силовская q -подгруппа 
из ( )F G . Предположим, что 1Q = , и пусть L  – 

минимальная подгруппа из .qG  Тогда по лемме 
1.6 (2) L  не является субнормальной в .G  Сле-
довательно, по лемме 1.4 L  не является обоб-
щенно квазинормальной в .G  По условию тео-
ремы L  – m -добавляема в .G  Следовательно, 
для некоторой максимальной подгруппы M  из 
G  мы имеем, что .G LM=  Рассматривая под-
становочные представления GG M/  на множестве 
правых смежных классов ,GM M/  нетрудно за-
метить, что GG M/  изоморфна некоторой под-
группе симметрической группы qS  степени .q  
Следовательно, q  – наибольший простой дели-
тель GG M| / |  и силовская q -подгруппа из GG M/  
имеет простой порядок. Но так как ,GM F≤  то 
p  делит ,G GG M F M| / / / |  а следовательно, p  де-
лит .GG M| / |  Следовательно, ,p q<  противоре-
чие. Поэтому 1.Q ≠  Пусть ( )GC C Q=  и pG  – 
силовская подгруппа из .G  Предположим, что 

pE QG=  не является нильпотентной и пусть 

q pH H H= ~  – подгруппа Шмидта группы .E  
Так как условие теоремы справедливо для ,H  то 
по лемме 1.5 .q p>  Это противоречие показыва-
ет, что E  нильпотентна, поэтому .pG C≤  Пусть 

1i iQ Q −/  – произвольный G-главный фактор из .Q  
Тогда 1( )p G i iG C C Q Q −⊆ ⊆ /  и 1( ).G i iF C Q Q −⊆ /  
Так как p  делит ,G F| / |  то 1( ).G i iF C Q Q −< /  А 
так как G F/  – простая группа, то  

1( ).G i iG C Q Q −= /  Действительно. Так как 

1( )G i iU C Q Q −= /  нормальна в G  и ,G U G F/ ≤ /  то 
либо ,U G=  либо .U F=  Если ,U F=  то полу-
чаем ,pG U≤  и так как G F G U| / |=| / |  делится на 
p, то и pG G| / |  делится на p, противоречие. Сле-
довательно, 1( ).G i iG C Q Q −= /  Поэтому ( ).Q Z G∞≤  

Так как G F/  не q-нильпотентна, то G F/  со-
держит q-замкнутую подгруппу Шмидта ,H F/  
где q делит H F| / |  (см. [9, IV, 5.4]). Пусть E – 
минимальное добавление подгруппы F в H. То-
гда ( ).E F E∩ ≤ Φ  Следовательно, E  является   
q-замкнутой, и если q rV V V= ~  – подгруппа 
Шмидта из E, то qV q| |=  по лемме 1.5. Поэтому 
по условию теоремы qV  является m-добавляе-
мой в G. Предположим, что .qV F⊆/  Тогда qV  не 
является обобщенно квазинормальной в G по 
лемме 1.4.  Следовательно,  для некоторой  мак-
симальной подгруппы M из G мы имеем, что 

,qV M G=  что, как и выше, приводит к противо-
речию. Следовательно, ,qV F≤  откуда ( ).qV Z V∞≤  
Следовательно, V нильпотентна.  
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Это противоречие показывает, что G  раз-
решима. Поэтому G  – разрешимая минимальная 
не (2 )′U -группа. Следовательно, по [7, VI, тео-
рема 24.2] получаем, что (2 )G ′U  – r -группа для 
некоторого простого числа .r  Тогда по лемме 1.5 
получаем (2 ) .G r′ =U  Пусть M  – такая макси-
мальная  подгруппа  из  ,G   что (2 ) ,G G M′= U ~  
и пусть (2 )( ).GC C G ′= U  Тогда ,GM C M= ∩  и 
поэтому  

(2 )

(2 )

(2 )

( )

( )

( ) ( )

G G

G G

G G G

G M G M M

G M M M

G M M M M

′

′

′

/ = / =

= / =

= / /

U

U

U

~

~

~

 

2′ -сверхразрешима, так как GM M G C/ /  – не-
абелева группа. Таким образом, так как GG M/  и 

(2 )G G ′/ U  2′ -сверхразрешимы, то (2 )( )GG G G M′/ ∩U  
2′ -сверхразрешима. Полученное противоречие 
показывает, что группа G  2′ -сверхразрешима. 

(2) Предположим, что группа G  разрешима 
и каждая подгруппа порядка 2  группы G  до-
полняема в .G  Покажем, что группа G  2 -ниль-
потентна. Предположим, что это не так, и пусть 
G  – контрпример минимального порядка. Так 
как условие теоремы справедливо для подгрупп 
группы ,G  то G P Q= ~  является 2 -замкнутой 
группой Шмидта [9, IV, теорема 5.4]. Более того, 
P G= N  – минимальная нормальная подгруппа в 

.G  Действительно. Предположим, что H  – ми-
нимальная нормальная подгруппа из .P  Так как 
по условию теоремы H  дополняема в ,G  то в 
G  найдется такая подгруппа ,T  что .G HT=  
Тогда ( )P H P T= ∩  и подгруппа P T∩  нор-
мальна в .G  Но так как подгруппа P  разреши-
ма, то ( ) 1,P T P∩ ≤ Φ =  противоречие. Следова-
тельно, P  – минимальная нормальная подгруппа 
группы .G  Но так как каждая минимальная под-
группа из G  дополняема в ,G  то 2,P| |=  и по-
этому ( ).P Z G≤  Полученное противоречие по-
казывает, что группа G  2 -нильпотентна.  

Следующий результат, полученный Гашю-
цом, хорошо известен.  

Следствие 2.1 (Гашюц, [9, IV, теорема 
5.7]). Если каждая минимальная подгруппа груп-
пы G  нормальна в ,G  то коммутант G′  груп-
пы G  является 2-замкнутой подгруппой.  

Доказательство. По теореме 2.2 группа G  
p -сверхразрешима для всякого нечетного числа 
.p  Следовательно, ( )p pG O G′,/  сверхразрешима.  

А так как 2 ( )O G  есть пересечение всех подгрупп 
( )p pO G′, , то G′  является 2 -замкнутой подгруп-

пой в .G   
Следствие 2.2 (Бакли, [10]). Пусть G  – 

группа нечетного порядка. Если каждая мини-
мальная подгруппа группы G  нормальна в ,G  
то G  сверхразрешима.  

Следствие 2.3 (Баллистер-Болише, Го, 
[11]). Если каждая минимальная подгруппа груп-
пы G  дополняема в ,G  то группа G  сверхраз-
решима.  
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Доказана следующая теорема. 
Теорема. Если в неединичной группе G индексы примитивных подгрупп примарны, то G=[D]H – сверхразрешимая 
группа, где D и H – холловы нильпотентные в G подгруппы, причем D совпадает с нильпотентным корадикалом GN 
группы G. 
 
Ключевые слова: примитивные подгруппы, конечная группа, разрешимая группа, сверхразрешимая группа, нильпо-
тентная группа. 
 
The following theorem is proved.  
Theorem. If in a non-identity finite group G every primitive subgroup has a prime power index, then G=[D]H, where D and H 
are Hall nilpotent subgroups of G and D coincides with the N-residual GN of G. 
 
Keywords: primitive subgroups, finite group, soluble group, supersoluble group, nilpotent group. 

 
 

Введение  
Все рассматриваемые в данной работе груп-

пы конечны.  
Как известно, максимальные подгруппы 

оказывают существенное влияние на строение 
группы. Так, например, согласно знаменитой 
теореме Хупперта [1] группа G сверхразрешима 
тогда и только тогда, когда все ее максимальные 
подгруппы имеют простые индексы. Этот ре-
зультат получил развитие во многих направлени-
ях (см. Л.А.Шеметков и С.А.Чунихин [2]). Заме-
тим, что если мы попытаемся заменить условие 
простоты индексов на более слабое: индекс каж-
дой максимальной подгруппы есть степень про-
стого числа, то, как показывает пример группы 
PSL(2,7), группа при таких ограничениях, в об-
щем случае, не является даже разрешимой. Од-
нако, как показано в работе [3], если мы накла-
дываем такое ограничение на более широкий 
класс примитивных подгрупп [3], то группа G 
снова будет сверхразрешимой. Напомним, что 
собственная подгруппа H группы G называется 
примитивной подгруппой в G, если пересечение 
всех тех подгрупп из G, которые содержат H 
собственным образом, снова отлично от H. 

В данной работе, развивая идеи работы [3], 
мы уточняем строение групп, все примитивные 
подгруппы которых имеют примарные индексы. 

 
1 Некоторые предварительные сведения 
Напомним, что подгруппа H группы G на-

зывается c-нормальной в G [4], если в G имеется 
такая нормальная подгруппа T, что HT G=  и 

.GT H H∩ ⊆   

В работе [4] было доказано, что группа G 
разрешима тогда и только тогда, когда каждая ее 
максимальная подгруппа c-нормальна. Следую-
щая теорема показывает, что если в группе c-
нормальными являются все ее примитивные под-
группы, то эта группа сверхразрешима. 

Теорема 1.1 [5]. Если в неединичной группе 
G каждая ее примитивная подгруппа либо c-нор-
мальна, либо имеет примарный индекс в G, то G 
сверхразрешима. 

Следствие 1.1 [3]. Если в неединичной груп-
пе G каждая ее примитивная подгруппа имеет 
примарный индекс в G, то G сверхразрешима. 

Лемма 1.1 [1]. Пусть G – сверхразрешимая 
группа. Тогда  

' ( ).G F G⊆  
Лемма 1.2 [3]. Пусть ,H T G≤ ≤  где G – 

конечная неединичная группа, причем H является 
примитивной в T. Тогда найдется такая прими-
тивная в G подгруппа X, что  

.H T X= ∩  
 

2 Основной результат 
 Усиливая основной результат (Джонсон [3]) 
докажем следующую теорему. 

Теорема 2.1. Если в неединичной группе G 
индексы примитивных подгрупп примарны, то 
G=[D]H – сверхразрешимая группа, где D и H – 
холловы нильпотентные в G подгруппы, причем 
D совпадает с нильпотентным корадикалом GN 
группы G. 

Доказательство. Пусть D=GN – N-коради-
кал группы G, т. е. D – наименьшая нормальная в 
G подгруппа с нильпотентной факторгруппой. 

МАТЕМАТИКА
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Так как (следствие 1.1) G – сверхразреши-
мая группа, то, используя лемму 1.1, мы имеем  

' ( ).G F G⊆  
Ясно, что '.D G⊆  Поэтому D – нильпо-

тентная группа. Докажем, что D – холлова под-
группа в группе G. Предположим, что это не 
верно и пусть G – контрпример минимального 
порядка. Тогда 1.D ≠  

Сначала предположим, что G имеет две ми-
нимальные нормальные подгруппы H и R такие, 
что H – p-группа и R – q-группа с .p q≠  Без по-
тери общности, мы можем предположить, что 

.H D⊆  Так как [6, с.10]  
( / )   /   / ,G R G R R DR R= =N N  

то по выбору группы G мы видим, что DR/R – 
холлова подгруппа в G/R. Пусть Dp – силовская 
p-подгруппа в D. Тогда по индукции RDp/R – 
силовская p-подгруппа в DR/R, а, значит, она 
также является силовской p-подгруппа в G/R. 
Поэтому Dp – силовская p-подгруппа в G. Пусть 

pD D≠  и пусть Dr – силовская r-подгруппа в D, 
где .r p≠  Теперь, рассматривая факторгруппу 
G/H, мы видим, как и выше, что Dr – силовская r-
подгруппа в G. Тогда D – холлова подгруппа в G. 
Теперь рассмотрим случай, когда все минималь-
ные нормальные подгруппы в G – p-группы. В 
этом случае мы видим, что ( ) ( )pF G O G=  – си-
ловская p-подгруппа в G, и ( ).pD O G⊆  Если 

,H D≠  тогда, используя аргументы, приведен-
ные выше, мы видим, что D – силовская p-под-
группа в G. Таким образом мы можем положить, 
что . H D=  Теперь мы можем утверждать, что  

( ( )) 1.pФ Ф O G= =   
Действительно, если 1,Ф ≠  тогда по индукции 

/ / ( / )ФD Ф ФG Ф G Ф= =N N  

– холлова подгруппа в / .G Ф  Если ,H Ф⊆  тогда 
/G Ф  – нильпотентная группа. Но ( ) ,pO G G  и 

таким образом 
( ).Ф Ф G⊆  

Следовательно, G – нильпотентная группа и  
1,H G= =N  

что противоречит нашему выбору группы G. По-
этому ФH ⊆/  и, таким образом, /HФ Ф  – не-
единичная p-группа. Так как  

( / ) / /  G Ф G Ф Ф HФ Ф= =N N  
– холлова подгруппа в G/Φ, мы имеем 

( ),pHФ O G=  
и, вследствие этого, ( )pD H O G= =  – холлова 
подгруппа в G. Это противоречие показывает, 
что  ( ( )) 1.pФ O G =  

Теперь мы покажем, что каждая собствен-
ная подгруппа T из Op(G) – нормальна в G. Пред-
положим, что T – максимальная подгруппа в 

( ).pO G  Тогда T – примитивная в ( )pO G  и, таким 
образом используя лемму 1.2,  

( ) ,pT O G X= ∩  
для некоторой примитивной подгруппы из G 
подгруппы X. По предположению, G имеет 
нильпотентную холлову подгруппу 0X  такую, 
что 0.G XX=  Пусть q простой делитель | : | .G X  
Тогда 0 .q X   Пусть Xq  – силовская q-подгруппа 
в 0.X   

Предположим, что .q p≠  Так как  
( ) ( ),p pO G X T O G∩ = ≠  

| | : |,p G X  то 0| | | .p X  Поэтому 0( ) .pO G X⊆  
Следовательно, поскольку 0X  – нильпотентная 
группа, то  

( ( )),q G pX C O G⊆  
вопреки [7, с. 36]. Это противоречие показывает, 
что |G:X| = p. Но  

( )pX O G X∩  
и, следовательно,  .T G   Таким образом, каж-
дая максимальная подгруппа из ( )pO G   нор-
мальна в G. 

Пусть T – минимальная подгруппа в ( )pO G . 
Чтобы доказать, что T нормальна в G, нам доста-
точно доказать, что T есть пересечение всех мак-
симальных в ( )pO G  подгрупп ,iT  содержащих T. 
Так как  

( ( )) 1,pФ O G =  
( )pO G  – элементарная абелева p-группа. Следо-

вательно, ( ) /pO G T  – также элементарная абеле-
ва группа и, таким образом,  

( ( ) / ) 1.pФ O G T =  
Следовательно, T есть пересечение всех та-

ких максимальных в ( )pO G  подгрупп, содержа-
щих T. 

Понятно, что  
2( ) ... ,p tO G a a a=< > × < > × × < >  

где ia< >  – минимальная нормальная подгруппа 
в G,  и  пусть  .a H< >=  Пусть 1 2 ... .ta aa a= ⋅ ⋅  
Так как  

1 2 ... 1,ta a a< > ∩ < > ⋅ ⋅ < >=  
мы имеем 

1 2( ) ... .p tO G a a a=< > × < >× × < >  
Так как G – ненильпотентная группа, 

( ) ( ).pO G Z G⊆/  Следовательно, существует ин-
декс i такой, что ( ).ia Z G∉  Мы уже знаем, что 

.ia G< >  
Ясно, что G имеет элемент g такой, что 
(| |,  ) 1g p =  и ( ).G ig C a∉  Пусть  

1[[ ,  ],  ..., ],i ny a y y=  
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где 1 ... ny y g= = =  и | | .n G=  Тогда,  конечно, 
.y H D∈ =  Но, с другой стороны, iy a∈< >  и 

1,y ≠  так как ( )G iG C a∉ . Поэтому ,ia H< >=  
противоречие. Это противоречие завершает до-
казательство теоремы. 

 
Заключение 

 Доказанная в работе теорема показывает, 
что всякая конечная группа, в которой индексы 
примитивных подгрупп примарны, является 
сверхразрешимой группой, которая факторизует-
ся двумя своими холловскими нильпотентными 
подгруппами, одна из которых нормальна.  
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Устанавливаются новые критерии полуабелевости n -арных групп, выраженные через свойства векторов .G  
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Введение  
Актуальной задачей теории n -арных групп 

была и остается задача установления новых кри-
териев полуабелевости. Свидетельством тому 
могут служить работы [1]–[5] математиков, чьи 
труды принято относить к разряду классических 
в области n -арных групп.  

Представленная работа, по своей сути, яв-
ляется алгебраической, хотя все приведенные 
результаты имеют геометрическую интерпрета-
цию и поэтому, на наш взгляд, представляют 
интерес не только в теории n -арных групп, но и 
в аффинной геометрии.  

Все полученные результаты – критерии по-
луабелевости n -арной группы [ 2]( ) .G X −=< , , >   

Отметим, что из теорем 2.1 и 2.2 следуют, 
при 3n =  соответственно, известные результаты 
9.3 и 8.10 Д. Вакарелова из [6]. Причем, теорема 
2.1 усиливает результат 9.3 Д. Вакарелова, по-
скольку является критерием полуабелевости.  

 
1 Определения и понятия, используемые в 

работе 
В дальнейшем элементы n -арной группы 

G  будем называть точками.  
Определение 1.1. Точку  

2 4
[ 2]( ) ( )

n

aS b ab b a
−

−=  
называют точкой, симметричной точке b  от-
носительно точки .a   

Определение 1.2. Последовательность k  
элементов из X  называют k -угольником .G   

Определение 1.3. Четырехугольник 
a b c d< , , , >  

называют параллелограммом ,G  если  
2 4

[ 2]( )
n

ab b c d
−

− = .  

Определение 1.4. n -арную группу G  назы-
вают полуабелевой, если для любой последова-
тельности 1

n nx X∈  справедливо равенство  
1 1

1 2 2 1( ) ( )n n
n nx x x x x x− −= .  

Определение 1.5. Упорядоченную пару 
a b< , >  точек a b X, ∈  называют направленным 

отрезком n -арной группы G  и обозначают .ab   
Определение 1.6. Говорят, что направлен-

ные отрезки ab  и cd  равны и пишут ,ab cd=  
если четырехугольник ,a c d b< , , >  – параллело-
грамм .G   

Пусть V  – множество всех направленных 
отрезков n -арной группы G . Согласно предло-
жению 1 из [5] бинарное отношение =  на мно-
жестве V  является отношением эквивалентности 
и разбивает множество V  на непересекающиеся 
классы. Класс, порожденный направленным от-
резком ,ab  имеет вид  

( ) { | }K ab uv uv V uv ab= ∈ , = .  

Под вектором ab  n -арной группы G  по-
нимают класс ( ),K ab  т. е. ( ).ab K ab=   

 
2 Основные результаты  
Предложение 2.1. n -арная группа G  бу-

дет полуабелевой тогда и только тогда, когда 
для произвольных точек a c x y, , ,  из X  справед-
ливо равенство  

2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( )

n n n n
y xa a cx x ax x yc c x

− − − −
− − − −= .   (2.1) 

Доказательство.  
1. Пусть G  – полуабелева n -арная группа. 

Установим справедливость равенства (2.1).  
Рассмотрим правую часть равенства (2.1). 

МАТЕМАТИКА
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C учетом нейтральности последовательностей 
2 4

[ 2]
n

zz z
−

−  и 
2 4

[ 2]
n

z z z
−

−  для любого z X∈  имеем  
2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( )
n n n n

xa a cx x ax x yc c x
− − − −

− − − − =  
2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))
n n n n

xa a cx x a x x yc c x
− − − −

− − − −= =  
2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))
n n n n

aa a cx x x x x xc c y
− − − −

− − − −= =  
2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2](( ) ) ( )
n n n

cx x x c c y cc c y y
− − −

− − −= = = .  
Справедливость равенства (2.1) установлена.  

2. Пусть равенство (2.1) выполняется. До-
кажем, что G  – полуабелева n -арная группа.  

Пусть 1
nx  – произвольная последователь-

ность из nX  и пусть 1( ),ny x=  а ,nc x=  1,x x=  

1.a x=   
С учетом равенства (2.1) и нейтральности 

последовательностей 
2 4

[ 2] ,
n

zz z
−

−  
2 4

[ 2]
n

z z z
−

−  для 
любого z X∈  имеем  

2 42 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) (( ) )
nn n n

n n
nn nx x x x x x x x x xxx x x
−− − −

− − − −= =
2 42 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ( ) )

nn n n
n

nn nx x x x x x x x xxx x x
−− − −

− − − −= =  
2 42 4 2 4

[ 2] [ 2] 1 [ 2]
1 1 1 1 1 1 2 1( ( ) ( ))

nn n
n

nn n nx x x x x x x x xxx x
−− −

− − − −= =  
2 4

[ 2] 1 1
1 1 1 2 1 2 1( ) ( )

n
n n

n nx x x x x x x xx
−

− − −= = .        (2.2) 
Из равенства (2.2), на основании определе-

ния полуабелевой группы, заключаем, что G  – 
полуабелева.  

Предложение доказано.  
Теорема 2.1. Пусть a b c d, , ,  – произвольные 

точки из .X  n -арная группа G  будет полуабе-
левой тогда и только тогда, когда для точек 
x y,  из X  таких, что ( )xS a b=  и ( ) ,yS c d=  
выполняется равенство  

1 1
2 2

xy ac bd= + .    (2.3) 

Доказательство.  
1. Пусть G  – полуабелева n -арная группа. 

Установим справедливость равенства (2.3). Ум-
ножим обе части равенства (2.3) на число 2. 

Имеем  
2xy ac bd= + .                         (2.4) 

Установим справедливость этого равенства.  
Преобразуем левую часть равенства (2.4) с 

учетом определения 8 из [5] и теоремы 8 из [7]  
2 4

[ 2]2 ( )
n

xy xy xy x yx x y
−

−= + = .   (2.5) 
Аналогично  

 
2 4

[ 2]( )
n

ac bd a cb b d
−

−+ = .   (2.6) 
С учетом равенств ( ) ,xS a b=  ( ) ,yS c d=  оп-

ределения 4 из [5], предложения 1 из [7], имеем  
2 4

[ 2] [ 2]

2 4

( ) ( ( ( )) ( ) ( ))
n

x x y

n

a cb b d a c S a S a …S c
−

− −

−

= =  

2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]

2 4

( ( ) ( ) ( ))
n n n

n

a c xa a x xa a x … yc c y
− − −

− − − −

−

= =  

2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]( )

n n n
a cx x ax x yc c y

− − −
− − −= .  (2.7) 

Тогда равенство (2.6) принимает вид  
2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2]( )
n n n

ac bd a cx x ax x yc c y
− − −

− − −+ = .   (2.8) 
Докажем, что правые части равенств (2.5) и 

(2.8) равны. Для этого рассмотрим четырех-
угольник  

2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( ) ( )

n n n n
x a cx x ax x yc c y yx x y

− − − −
− − − −< , , , > . (2.9) 

Если мы докажем, что четырехугольник 
(2.9) – параллелограмм ,G  то тем самым, со-
гласно определению 2 из [5], будет установлена 
справедливость равенства  

2 4
[ 2]( )

n
x yx x y

−
− =  

2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]( )

n n n
a cx x ax x yc c y

− − −
− − −= .      (2.10) 

С учетом свойства полуабелевости G  и 

нейтральности последовательностей 
2 4

[ 2] ,
n

z z z
−

−  
2 4

[ 2]
n

zz z
−

−  для любого z X∈  имеем  
2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( ( ))
n n n n

xa a cx x ax x yc c y
− − − −

− − − − =  
2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2](( ) )
n n n n

xa a cx x a x x yc c y
− − − −

− − − −= =  
2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2](( ) )
n n n n

aa a cx x x x x yc c y
− − − −

− − − −= =  
2 4 2 4

[ 2] [ 2]

2 4 2 4
[ 2] [ 2]

( )

(( ) )

n n

n n

cx x yc c y

cx x y c c y

− −
− −

− −
− −

= =

= =
 

2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]( ) ( ),

n n n
yx x cc c y yx x y

− − −
− − −= =   (2.11) 

т. е.  
2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( ( ))
n n n n

xa a cx x ax x yc c y
− − − −

− − − − =  
2 4

[ 2]( )
n

yx x y
−

−= .    (2.12) 
На основании определения 1.3 и равенства 

(2.12) заключаем, что четырехугольник (2.9) яв-
ляется параллелограммом ,G  а значит, на осно-
вании определения 2 из [5], делаем вывод о 
справедливости равенства (2.10), а значит, и ра-
венств (2.4) и (2.3).  

2. Пусть равенство (2.3) выполняется. До-
кажем, что G  – полуабелева n -арная группа.  

Поскольку в первой части доказательства 
свойство полуабелевости n -арной группы G  
нами было использовано только в равенстве 
(2.11), то без повторения рассуждений считаем, 
что справедливы равенства (2.5) и (2.8), а значит 
и равенство (2.10).  

Из равенства (2.10), с учетом определения 2 
из [5], следует, что четырехугольник  

2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( ) ( )

n n n n
x a cx x ax x yc c y yx x y

− − − −
− − − −< , , , >  

– параллелограмм  ,G  а значит на основании 
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определения 2 из [5] справедливо равенство  
2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( ( ))
n n n n

xa a cx x ax x yc c y
− − − −

− − − − =  

 
2 4

[ 2]( )
n

yx x y
−

−= .                    (2.13) 
Умножим обе части равенства (2.13) справа 

на выражение 
2 4

[ 2] .
n

y xy
−

−  Получим  
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( )
n n n n n

xa a cx x ax x yc c yy xy
− − − − −

− − − − − =  
2 4 2 4

[ 2] [ 2]( )
n n

yx x yy xy
− −

− −= .   (2.14) 
Откуда, с учетом нейтральности последова-

тельностей 
2 4

[ 2]
n

zz z
−

−  и 
2 4

[ 2]
n

z z z
−

−  для любого 
,z X∈   

2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( )

n n n n
xa a cx x ax x yc c x y

− − − −
− − − − = .   (2.15) 
Из равенства (2.15) и на основании предло-

жения 2.1 заключаем, что G  – полуабелева.  
Теорема доказана.  
Предложение 2.2. n -арная группа G  бу-

дет полуабелевой тогда и только тогда, когда 
для любых a b c d X, , , ∈  справедливо равенство  

2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]( )

n n n
ca a bc c db b a d

− − −
− − − = .     (2.16) 

Доказательство.  
1. Пусть равенство (2.16) выполняется. До-

кажем, что G  – полуабелева n -арная группа.  
Рассмотрим произвольную последователь-

ность 1 .n nx X∈  С учетом нейтральности последо-

вательностей 
2 4

[ 2]
n

x x x
−

−  и 
2 4

[ 2]
n

xx x
−

−  для любого 
x X∈  имеем  

2 42 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]

1 1 1 1 1 1 1 1( ) (( ) )
nn n

n n
nn nx x x x x x x xxx x
−− −

− − −= .  (2.17) 
В (2.17) положим, что 1 ,x a=  ,nx c=  nx b=  

и 1( ) .nx d=   
Тогда, с учетом равенств (2.17), (2.16) и 

нейтральности последовательностей 
2 4

[ 2] ,
n

x x x
−

−  
2 4

[ 2]
n

xx x
−

−  для любого x X∈  имеем  
2 42 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2]
1 1 1 1 1 1 1 1( ) (( ) )

nn n
n n

nn nx x x x x x x xxx x
−− −

− − −= =  
2 42 4

[ 2] 1 [ 2]
1 1 1 2 1

1
2 1

(( ) ( ))

( ).

nn
n

nn n n

n
n

x x x x x x xxx

x x x

−−
− − −

−

= =

=
 

Т. е. мы получили, что  
1

1 2 1( ) ( )n n
nx x x x−= .                  (2.18) 

На основании (2.18) заключаем, что G  – 
полуабелева n -арная группа.  

2. Пусть G  – полуабелева n -арная группа. 
Установим справедливость равенства (2.16).  

Рассмотрим левую часть равенства (2.16) с 
учетом свойства полуабелевости G  и нейтраль-

ности последовательностей 
2 4

[ 2] ,
n

xx x
−

−  
2 4

[ 2]
n

x x x
−

−  
для любого x X∈   

2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]( )

n n n
ca a bc c db b a

− − −
− − − =  

2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) )

n n n
ca a bc c d b b a

− − −
− − −= =  

2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) )

n n n
da a bc c c b b a

− − −
− − −= =  

2 4 2 4
[ 2] [ 2]( )

n n
da a bb b a

− −
− −= =  

2 4
[ 2]( )

n
da a a d

−
−= = .  

Справедливость равенства (2.16) установлена.  
Предложение доказано.  
Теорема 2.2. n -арная группа G  будет по-

луабелевой тогда и только тогда, когда для лю-
бых векторов ,p  q  из ( )V G  справедливо равен-
ство  

 2( ) 2 2p q p q+ = + .    (2.19) 
Доказательство.  
1. Пусть равенство (2.19) выполняется. До-

кажем, что G  – полуабелева.  
Пусть точки a b c d X, , , ∈  такие, что  

иp ab q cd= = .  
Рассмотрим левую часть равенства (2.19) с 

учетом теоремы 8 из [7] и определения 8 из [5]. 
Имеем  

2 4
[ 2]2( ) 2( ) 2 ( )

n
p q ab cd a bc c d

−
−+ = + = =  

2 4 2 4
[ 2] [ 2]( ) ( )

n n
a bc c d a bc c d

− −
− −= + =  
2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))
n n n

a bc c d a a bc c d
− − −

− − −= .    (2.20) 
Аналогично  

2 4
[ 2]2 2 ( )

n
p ab ab ab a ba a b

−
−= = + =       (2.21) 

и  
2 4

[ 2]2 2 ( )
n

q cd cd cd c dc c d
−

−= = + = .       (2.22) 
С учетом равенств (2.21), (2.22) и теоремы 8 

из  [7]  правую часть равенства (2.19) перепишем 
в виде  

2 4 2 4
[ 2] [ 2]2 2 ( ) ( )

n n
p q a ba a b c dc c d

− −
− −+ = + =  

2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))

n n n
a ba a b c x dc c d

− − −
− − −= .    (2.23) 

С учетом равенств (2.19),  (2.20),  (2.23)  
имеем  

2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))

n n n
a bc c d a a bc c d

− − −
− − − =  

2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))

n n n
a ba a b c c dc c d

− − −
− − −= .  

Откуда  
2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))
n n n

bc x d a a bc c d
− − −

− − − =  
2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))
n n n

ba a b c x dc c d
− − −

− − −= .    (2.24) 
Умножим справа обе части равенства (2.24) 

на выражение 
2 4

[ 2]
n

d d c
−

−   

     
2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( )
n n n n

bc c da a bc c dd d c
− − − −

− − − − =   
2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( )
n n n n

ba a bc c dc c dd d c
− − − −

− − − −= .   (2.25) 
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Поскольку 
2 4

[ 2]
n

xx x
−

−  и 
2 4

[ 2]
n

x x x
−

−  – нейтральные 
2( 1)n − -последовательности для любого ,x X∈  
то (2.25) перепишем в виде  

2 4 2 4
[ 2] [ 2]( )

n n
bc c da a b

− −
− − =  

2 4 2 4
[ 2] [ 2]( )

n n
ba a bc c d

− −
− −= .              (2.26) 

Аналогично обе части равенства (2.26) ум-

ножим слева на 
2 4

[ 2] ,
n

cb b
−

−  а справа – на 
2 4

[ 2] .
n

b b a
−

−  
Имеем  

2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( )

n n n n
cb b bc c da a bb b a

− − − −
− − − − =  

2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( )

n n n n
cb b ba a bc c db b a

− − − −
− − − −= .  

Откуда  
2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2]( )
n n n

d ca a bc c db b a
− − −

− − −= .     (2.27) 
На основании равенства (2.27) и предложе-

ния 2.2  заключаем, что G  – полуабелева n -ар-
ная группа.  

2. Пусть G  – полуабелева n -арная группа. 
Установим справедливость равенства (2.19).  

Пусть точки a b c d, , ,  из X  такие, что  
и .p ab q cd= =  

Не повторяя рассуждений из первой части 
доказательства, будем считать, что справедливы 
равенства (2.20) и (2.23), т. е.  

2( )p q+ =  
2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))
n n n

a bc c d a a bc c d
− − −

− − −=  (2.28) 
и  

2 2p q+ =  
2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))
n n n

a ba a b c c dc c d
− − −

− − −= .  (2.29) 
Установим равенство правых частей (2.28) и 

(2.29).  
Поскольку начало каждого из векторов, 

стоящих в правых частях равенств (2.28) и (2.29), 
совпадают, то докажем, что выражения, соответ-
ствующие концам этих векторов, также равны.  

С учетом свойства полуабелевости n -арной 
группы G  имеем  

2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))

n n n
bc c d a a bc x d

− − −
− − − =  

2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]((( ) ) )

n n n
bc c d a a b c x d

− − −
− − −= =  

2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ( )) )

n n n
ba a bc c d c c d

− − −
− − −= =  

2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))

n n n
ba a b c c dc c d

− − −
− − −= .  

Тем самым мы установили справедливость 
равенства  

2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))

n n n
a bc c d a a bc c d

− − −
− − − =  

2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))

n n n
a ba a b c c dc c d

− − −
− − −= .  

Из равенства правых частей (2.28) и (2.29) 
следует справедливость равенства левых частей 
этих равенств, а, значит, 

2( ) 2 2p q p q+ = + .  
Что и требовалось доказать.  
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ПРИБЛИЖЕНИЕ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ 
РАЦИОНАЛЬНЫМИ ДРОБЯМИ ПАДЕ–ЧЕБЫШЁВА 

Ю.А. Лабыч, А.П.Старовойтов 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

APPROXIMATION OF CONTINUOUS FUNCTIONS 
BY RATIONAL PADE–CHEBYSHEV FRACTIONS 

Yu.A. Labych, A.P. Starovoitov 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Для некоторого класса непрерывных функций, представимых в виде ряда по многочленам Чебышёва, найдена асим-
птотика поведения параболических последовательностей элементов таблицы Паде–Чебышёва. Установлена асимпто-
тика наилучших рациональных приближений данного класса функций. 
 
Ключевые слова: наилучшие равномерные приближения, аппроксимации Паде–Чебышёва, тригонометрические ап-
проксимации Паде, рациональная аппроксимация, точные константы рациональной аппроксимации. 
 
The paper is concerned with the description of the asymptotic behaviour of parabolic sequences of the elements of Pade-
Chebyshev table for some continuous functions represented by Chebyshev series. The asymptotic form of the best rational ap-
proximations for such functions is determined. 
 
Keywords: best approximations in the uniform norm, Pade–Chebyshev approximant, trigonometric Pade approximant, rational 
approximation, the accurate constants of rational approximation. 

 
 

Введение  
Будем рассматривать вещественные непре-

рывные на отрезке [–1,1] функции, представимые 
рядом Фурье  

    0

1

( ) ( ) [ 1 1]
2 n n

n

Af x A T x x
∞

=

= + , ∈ − , ,∑       (0.1) 

где ( ) cos( arccos )nT x n x=  – многочлен Чебыше-
ва. Последовательность коэффициентов 0{ }n nA ∞

=  
обладает всей информацией о f, поэтому прин-
ципиально возможным является описание раз-
личных свойств этой функции непосредственно в 
терминах, определяемых через коэффициенты 
ряда Фурье-Чебышева (0.1).  

Обозначим через n m,R  множество всех ал-
гебраических рациональных дробей 

( ) ( ) ( ),n mr x p x q x= /  где np  и mq  – вещественные 
алгебраические многочлены и deg ,np n≤  
deg .mq m≤  Для функции f ,  непрерывной на 
отрезке [–1,1], определим наилучшие равномер-
ные алгебраические рациональные приближения 
порядка ( )n m,  следующим образом:  

( ) ( [ 1 1]) inf{ }n m n m n mR f R f f r r, , ,= ; − , := − : ∈ ,R  

а max{ ( ) [ 1 1]}.x x= | |: ∈ − ,g g  

Бесконечно малые 0{ } ,n nα ∞
=  0{ }n nβ ∞

=  будем 
называть эквивалентными ( ),n nα β∼  если 

1n

n

α
β

→  при .n →∞  

Если f является сужением на [–1,1] целой 
функции и представима рядом (0.1), то, согласно 
теореме  С.Н. Бернштейна [1, глава 2],  сущест-
вует бесконечное множество значений n, для 
которых  

0 1( )n nR f A n, +| |, →∞.∼                 (0.2) 
 Доказательство этого утверждения в [1] 
опирается лишь на равенства  

0lim ( ) lim 0nn
n nn n

R f A,→∞ →∞
= | | =  

и, в силу этого, не является конструктивным: для 
произвольной целой функции f  ничего опреде-
ленного нельзя сказать о последовательности 

,kn n=  удовлетворяющей (0.2). Однако Берн-
штейном было замечено, что «для наиболее 
обычных функций убывание коэффициентов 
настолько регулярно, что формула (0.2) пригодна 
для всех n  или, по крайней мере, для значений 
n  одинаковой четности» [1, глава 2, §2]. Усло-
вия регулярности сформулированы им в сле-
дующем виде [2, глава 5, §54]:  

Теорема 0.1. Если f  представима рядом 

(0.1) и 1 2lim 0n n

n
n

A A …
A

+ +

→∞

+ +
= ,

| |
 то при n →∞   

0 1( ) ( )n n nR f f S f A, +− ⋅; | |,∼ ∼        (0.3) 
где  

0

1

( ) ( )
2

n

n k k
k

AS x f A T x
=

; = +∑  

– частная сумма ряда (0.1).  
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Теорема 0.1 позволяет установить [2] асим-
птотику убывания 0 ( )nR f,  для многих элемен-
тарных функций :f  exp ,x  cos ,x  sin ,x  ch ,x  
sh x  и др. В случае, когда 1,m ≥  описание асим-
птотического поведения величин ( )n mR f,  явля-
ется значительно более трудной задачей. Приме-
ры ее решения хорошо известны:  

( [ 1 1])
2 ( ) ( 1)

x
n m n m

n mR e n m
n m n m, +

! !
; − , , + →∞,

+ ! + + !
∼

(Браесс [3]); 
( [ 1 1]) 8 n

n nR x e nπ−
, | |; − , , →∞,∼  (Шталь [4]); 

1 2( [0 1]) 4 sin n
n nR x e nα α π απα+ −
, ; , , → ∞,∼  

(Шталь [5]); 
1
2( [0 ]) 2 nx

n nR e v n+−
, ; ,+∞ , →∞,∼  (Аптекарев [6]), 

где 1 9 289v = / , ...  – постоянная Альфена. Опре-
деление постоянной Альфена см. в [6], [7]. Отме-
тим также, что в [6] аналогичные асимптоти-
ческие равенства получены и для некоторых 
других аналитических функций. 

Не останавливаясь подробно на анализе ме-
тодов работ [3]–[6], отметим лишь, что они яв-
ляются результатом продолжительного коллек-
тивного поиска. Например, Г. Шталь в [4], [5] 
существенно опирается на глубокие исследова-
ния Д. Ньюмена [8], А.А. Гончара [9], [10], 
А.П. Буланова [11], Н.С. Вячеславова [12], [13] 
рациональной аппроксимации функций ,x| |  ,xα  
а основные принципы комплексного метода ра-
боты [6] заложены еще в 80-е годы 
А.А. Гончаром и его учениками (см., например, 
[7], [14], [15]).  

Аппроксимацией Паде-Чебышева порядка 
( )n m,  функции ,f  представимой рядом (0.1), 
назовем (см., например, [16]) рациональную 
дробь  

( )( )
( )

ch
ch n
n m ch

m

p xx f
q x

π , ; =  

из класса ,n m,R  у которой многочлены ch
np  и ch

mq  
удовлетворяют условию  

1
( ) ( ) ( ) ( )ch ch

m n k k
k n m

q x f x p x c T x
∞

= + +

− = ,∑  

где kc  – вещественные числа.  
Ясно, что 0 ( ) ( )ch

n nx f S x fπ , ; = ; .  При 1m ≥  

дроби ( )ch
n m x fπ , ;  являются рациональными ана-

логами частных сумм ряда Фурье по многочле-
нам Чебышева (0.1). В этой связи представляет 
интерес задача нахождения таких функций ,f  
для которых теорему Бернштейна можно обоб-
щить с целью нахождения асимптотики убыва-
ния ( [ 1 1])n mR f, ; − ,  посредством аппроксимации 

Паде-Чебышева ( )ch
n m fπ , ⋅; . Исследования в этом 

направлении были инициированы В.Н. Русаком 
[17], [18].  

Рассмотрим класс  
{ },fγ=F    \{0 1 2 },γ ∈ ,− ,− ,...R�  

 

состоящий из непрерывных на отрезке [ 1 1]− ,  
функций, представимых в виде  

0

( )( )
( )
k

k k

T xf xγ γ

∞

=

= ,∑                      (0.4) 
 

где 0( ) 1 ( ) ( 1) ( 1)k kγ γ γ γ γ= , = + + − ,"  если 1k ≥ .   
Одним из основных результатов данной статьи 
является следующая  

Теорема 0.2. Пусть .fγ ∈F  Тогда, если  

( )3 2( )
lim 0,
n

m n
n

/

→∞
=  

то равномерно по всем m,  0 ( )m m n≤ ≤ ,  при 
n →∞   

( [ 1 1]) ( )ch
n m n mR f f fγ γ γπ, ,; − , − ⋅;∼ ∼  

 

1

( )
( ) ( )

n

n m n m

m γ
γ γ+ + +

!
.∼                    (0.5) 

В частности, для функции [19] 
2

1
0

( )( ) cos( 1 ) [ 1 1]x k

k

T xf x e x x
k

∞

=

= − = , ∈ − , ,
!∑  

из (0.5) получаем, что  

1 1 1( [ 1 1]) ( )ch
n m n mR f f fπ, ,; − , − ⋅;∼ ∼  

 

( ) ( 1)
m n

n m n m
! !

.
+ ! + + !

∼  
 

Если 0m =  и ,f fγ=  то асимптотические 
равенства (0.3) и (0.5) совпадают. Для фиксиро-
ванного 0 1 2m …= , , ,  соотношения (0.5) ранее 
установлены в [17]. В случае, когда ,γ ∈N  при 
более ограничительном условии на ( ) :m n  

1 4( ) ,m n o n /⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  равенства (0.5) имеются в [18]. В 
этой работе при указанных ограничениях на γ  и 

( )m n  подробного доказательства соотношения 
(0.5) не приведено. Подробное доказательство 
имеется в [20]. Весьма вероятно [21], что утвер-
ждение теоремы 0.2 остается в силе, когда 

( ) ( ),m n o n=  причем это последнее условие на 
( )m n  не улучшаемо.  

Метод доказательства теоремы 0.2 отличен 
от метода Бернштейна. Он основан на связи ме-
жду аппроксимациями Паде-Чебышева функции 
f  и классическими тригонометрическими ап-
проксимациями Паде индуцированной функции 

(cos ).f x  Изучению свойств классических три-
гонометрических аппроксимаций Паде функций 

(cos )f xγ  посвящен п. 1. Результаты этого пункта 
имеют самостоятельный интерес. В п. 2 приво-
дится доказательство теоремы 0.2.  
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1 Тригонометрические аппроксимации 
Паде 

Пусть 2 ,f C π∈  т. е. является вещественной 
непрерывной 2π -периодической функцией, и, 
кроме этого, представима рядом Фурье  

0

1
( ) ( cos sin )

2 k k
k

af x a kx b kx
∞

=

= + + ,∑      (1.1) 

где коэффициенты Фурье ka  и kb  – действи-
тельные числа. Для удобства ряд Фурье (1.1) за-
пишем в комплексной форме  

( ) ikx
k

k
f x c e

+∞

=−∞

= ,∑                      (1.2) 

полагая  

,
2

k k
k

a ibc −
=  

0
0 ,

2
ac =  

k kc c− = .  
Обозначим через t

n m,R  класс всех рацио-
нальных тригонометрических функций 

( )( ) ,
( )

t
t n

t
m

p xr x
q x

=  

у которых числитель ( )t
np x  и знаменатель ( )t

mq x  
являются тригонометрическими многочленами с 
действительными коэффициентами и deg t

np n≤ ,  
deg .t

mq m≤  Определим наилучшие равномерные 
рациональные тригонометрические приближения 
f  в классе t

n m,R  (или порядка ( )n m, ), полагая  

( ) inft t t t
n m n mR f f r r⎧ ⎫

⎨ ⎬, ,⎩ ⎭
:= || − ||: ∈ ,R  

а max ( ) .
x

x
∈

|| ||= | |
R

g g  

Тригонометрической аппроксимацией Паде 
функции (1.1) назовем такую рациональную 
функцию  

( )( ) ( )
( )

t
t t n
n m n m t

m

p xx x f
q x

π π, ,= ; =  

из класса t
n m, ,R  числитель и знаменатель которой 

удовлетворяют условию  

1

( ) ( ) ( )

( cos sin )

t t
m n

k k
k n m

q x f x p x

a kx b kx
∞

= + +

− =

= + ,∑ ��
           (1.3) 

где ka�  и kb�  – действительные числа.  
Введем в рассмотрение некоторые матрицы 

и определители, элементами которых служат 
коэффициенты Фурье функции .f  Для этого 
каждому k∈Z  и действительному x  поставим в 
соответствие матрицы-строки  

( )

1

ij x
k k jC c E x e

j m m i

−= , = ,

= − , , = − .
 

Далее, полагаем  

2

1

1

2

( ) det ( )

n m

n

n

n m

n

n

n m

C
…

C
C

d x E x
C
C

…
C

⎡ ⎤
⎢ ⎥+
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

+⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

+⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥, ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

= .  

Обозначим через n m kd , ,  – определитель, по-
лученный из ( )n md x,  заменой строки ( )E x  на 

,kC  а через n m,Δ  – определитель 2m -го порядка, 
полученный из ( )n md x,  после вычеркивания 
( 1)m + -ой строки и ( 1)m + -го столбца. Справед-
лива следующая теорема [22], [23], [20].  

Теорема 1.1. Пусть функция f  задана ря-
дом (1.2). Тогда для любых целых неотрицатель-
ных n и m существует тригонометрическая ап-
проксимация Паде ( ).t

n m fπ , ⋅;  Если 0,n m,Δ ≠  то 

( )( )
( )

t
t n
n m t

m

p x fx f
q x f

π ,

;
; =

;
 единственна, а ее числитель 

и знаменатель определяются равенствами  

( )

( ) ( )

n
t ikx
n n m k

k n

t
m n m

p x d e

q x d x

, ,
=−

,

= ,

= .

∑
                (1.4) 

Тригонометрические полиномы ( )t
np x  и 

( )t
mq x  равенством (1.3) определяются неодно-

значно, вместе с тем, дробь ( ),t
n m fπ , ⋅;  являющая-

ся их отношением, задается единственным обра-
зом. В дальнейшем будем считать, что t

np  и t
mq  

определяются равенствами (1.4). В этом случае 
(см. [17], [20])  

1

( ) ( ) ( ) ( )

( )

t t t
n m m n

ikx ikx
k k

k n m

L x f q x f x p x

c e c e

,

∞
−

−
= + +

; := − =

= + ,∑ � �
     (1.5) 

где k n m kc d , ,=�  для всех .k∈Z� Поскольку f  – 
вещественная функция, то .k kс c−=  Поэтому 

( ) ( )n m n md x d x, ,=  и n m k n m kd d, , , ,−= .  Это означает, 

что тригонометрические полиномы t
np  и t

mq  
также вещественны.  

При прежних значениях параметра γ  рас-
смотрим однопараметрическое семейство функ-
ций ,t Fγ

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

=F  представимых в виде  

0

cos( )
( )k k

kxF xγ γ

∞

=

= .∑                  (1.6) 

Нашей ближайшей целью является доказа-
тельство следующей теоремы.  
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Теорема 1.2. Пусть .tFγ ∈F  Тогда при ус-

ловии, что 2 3( ) ,m n o n /⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  для любого x∈R  рав-

номерно по всем ,m  0 ( )m m n≤ ≤ ,  при n →∞   

( ){ }( 1)

1

( ) ( )

( 1) ( ) 1 (1)
( ) ( )

t
n m

m
i n m xn

n m n m

F x x F

m Re e o

γ γπ

γ
γ γ

,

+ +

+ + +

− ; =

− !
= + .

 

Введем в рассмотрение две квадратные 
матрицы ( 1)m + -го порядка:  

i

21 1

1 11 2

2 22 1 3

21 1

2
2
2( )

2

n m k n k n m kn m k n m k

n m n mn n n

n m n mn n n

n m n n mn m n m

c c c … c c
c c c … c c
c c c … c cA k
… … … …
c c c … c c

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ + + + ++ + − + + +
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− + + ++ +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− + + ++ + +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ ++ − + +⎣ ⎦

+ +
+ +
+ += ,

+ +

 

 

1

1 11 2

2 22 1 3

21 1

2
2

( ) 2

2

m m

n m n mn n n

n m n mn n n

n m n n mn m n m

y y … y y
c c c … c c

A y c c c … c c
… … … …
c c c … c c

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− + + ++ +
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− + + ++ + +
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

+ ++ − + +⎣ ⎦

+ +
+ +

= ,+ +

+ +

 

и две квадратные матрицы m -го порядка:  
2 1 13 1

2 23 1 4
0

1 1 22 2

n n n m n mn n

n m n mn n n n

n m n m n m nn m n m

c c c c … c c
c c c c … c c

A

c c c c … c c

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ + + − ++ −
⎢ ⎥
⎢ ⎥

+ + − ++ + +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + + − ++ + + −⎣ ⎦

+ + +
+ + +

= ,

+ + +
" " " "

 

 

2 1 13 1

2 23 1 4

1 1 22 2

n n n m n mn n

n m n mn n n n

n m n m n m nn m n m

c c c c … c c
c c c c … c c

B

c c c c … c c

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ + + − ++ −
⎢ ⎥
⎢ ⎥

+ + − ++ + +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + + − ++ + + −⎣ ⎦

− − −
− − −

= ,

− − −
" " " "

 

где kc  – коэффициенты ряда Фурье (1.2).  
Лемма 1.1. Пусть функция f  представима 

рядом (1.6). Тогда  
0det detn m A B,Δ = ⋅ ,                   (1.7) 

i1 det ( ) det
2n m k A k Bc + + = ⋅ ,�              (1.8) 

1( ) det ( ) det
2

t ix
mq x A y B y e= ⋅ , = .       (1.9) 

Доказательство. Так как 1 ,
2( )j j

j

c c
γ−= =  

заменим jc−  на jc  в строках определителя ,n m,Δ  
начиная с ( 1)m + -ой. Тогда  

1

2 3

,n m

P P
P P,Δ =  

 

2 2 1 1

2 1 2 2

1 2

,

n m n m n m

n m n m n m

n m n m n

c c c
c c c

P

c c c

+ + − + +

+ − + − +

+ + + +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

"
"

" " " "
"

 

1 1

2 1
1

2 1

,

n m n n

n m n n

n n m n m

c c c
c c c

P

c c c

+ − +

+ − −

− + − +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

"
"

" " " "
"

 

 

1 2

2 3 1
2

1 1

,

n m n m n

n m n m n

n n n m

c c c
c c c

P

c c c

− + − +

− + − + +

+ + −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

"
"

" " " "
"

 

 

2 1

3 1 2
3

1 2 1 2

,

n n m n m

n n m n m

n m n m n m

c c c
c c c

P

c c c

+ + + +

+ + + + +

+ + + − +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

"
"

" " " "
"

 

Поменяем в определителе n m,Δ  ( 1)m + -ую 
строку с последней, ( 2)m + -ую – с предпослед-
ней и так далее, а затем в полученном определи-
теле поменяем местами ( 1)m + -ый столбец с по-
следним, ( 2)m + -ой – с предпоследним и так 
далее. После таких преобразований получим  

n m

P Q
Q P,Δ = ,  

 

1 1

1 2

1 2

,

n n n m

n n n m

n m n m n

c c c
c c c

Q

c c c

+ + −

− + −

− + − +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

"
"

" " " "
"

 

где P и Q – матрицы m-го порядка, расположен-
ные соответственно в первых m столбцах и стро-
ках и последних m столбцах и первых m строках. 
Преобразуем последний определитель, прибавив 
к первому столбцу ( 1)m + -ый, ко второму – 
( 2)m + -ой и так далее, наконец, к m-му – 2m -
ый. После этого в полученном определителе вы-
чтем из ( 1)m + -ой строки первую, из ( 2)m + -ой 
– вторую и так далее, наконец, из последней вы-
чтем m-ую. Тогда из свойств определителей сле-
дует, что  

det( ) det( )
0n m

P Q Q
P Q P Q

P Q,

+
Δ = = + ⋅ − ,

−
 

где 0det( ) det det( ) detP Q A P Q B+ = , − = .  
Равенство (1.7) установлено. Аналогично [20] 
доказываются равенства (1.8) и (1.9).  

Лемма 1.2. Если ,tFγ ∈F  то ( kc  – коэффи-
циенты Фурье комплексной формы ряда (1.6))  

1 1

22 10

1 1

n n mn

n mn n

n m nn m

c c … c
c c … c

A

c c … c

+ − +

− ++ +

+ + ++

:= =
" " " "

 

1

1
1 1

1 1
2 ( )

m m

m
j j n j

j
γ

+

+
= = +

= ! .∏ ∏               (1.10) 
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Доказательство. Учитывая, что 1 ,
2( )k

k

c
γ

=  

и применяя элементарные преобразования опре-
делителя, получим, что  

1 1

0
2 1 21

1 1

1 1 1
( ) ( ) ( )

1 1 1
1 ( ) ( ) ( )

2

1 1 1
( ) ( ) ( )

n n n m

n n n mm

n m n m n

…

…
A

…

γ γ γ

γ γ γ

γ γ γ

+ − +

+ + − ++

+ + + +

= =
" " " "

 

 

1

1
1

1
1

1

1 ( ) ( 1)
1 ( 1) ( 2)1 1

2 ( )
1 ( ) ( 1)

m

m
m

m
j n j

m

n … n m
n … n m

n m … n

γ γ
γ γ

γ
γ γ

+

+
= +

+ + − +
+ + + − +

= .

+ + + +

∏ " " " "
 

Обозначим через ( )K n m,  определитель в 
правой части последнего равенства. Вычтем из 
( 1)m + -ой строки m -ю и так далее, из третьей – 
вторую, наконец, из второй – первую строку. 
Тогда, учитывая равенства ( 1) ( )i ij jγ γ+ + − + =  

1( 1)ii jγ −= + + ,  будем иметь:  
( )K n m, =  

 

1

0 1

0 1

1 ( ) ( 1)
0 ( 1) ( 2)

0 ( ) ( 1)

m

m

m

n n m
n m n m

n m m n

γ γ
γ γ

γ γ

−

−

+ + − +
+ + + − +

= =

+ + + +

"
"

" " " "
"

 

 

1 1

1 1

1 1

1 ( ) ( 2)
1 ( 1) ( 3)

1 ( 1) ( 1)

m

m

m

n … n m
n … n m

m

n m … n

γ γ
γ γ

γ γ

−

−

−

+ + − +
+ + + − +

= ! =

+ + − + +
" " " "

 

 

( 1).m K n m= ! , −  

Поскольку 1

1

1 ( )
( 1) 1

1 ( 1)
n

K n
n

γ
γ

+
, = = ,

+ +
 

то из предыдущих рекуррентных соотношений 

1

( )
m

j

K n m j
=

, = !.∏                     (1.11) 

Лемма 1.2 доказана.  
Лемма 1.3. Справедливо равенство  

( )1jB v ; :=  

1
2

1
2

1
2

1 ( ) ( 1 )
( 1)

1 ( 1) ( 2 )
( 2)

1 ( ) ( 1)
( 1 )

j

j

j

j

j

j

m vj
v

m vj
v

m vj
j v

n … n m v
n

n … n m v
n

n m v … n
n m v

γ γ
γ

γ γ
γ

γ γ
γ

−

−

−

+ + − + +
+ +

+ + + − + +
+ +:= =

+ + − + +
+ + + −

" " " "
 

 

1

1

2

( )

(2 ) ( 1 )

j

j

m v

j
k

j j v

m v k

v n m vγ

− −

=

+ ! !
= ,

! + + + −

∏
         (1.12) 

где 1 ,jv m≤ ≤  1 ,j m= ,  и при 1 jm v− ≤  считаем, 

что 
1

1

1
jm v

k

k
− −

=

! = .∏   

Доказательство. Вынесем за знак опреде-
лителя ( )1jB v ;  элементы первого столбца: 

( )
1

1 2

11
( )

j

j

m v

j
k v

B v
n kγ

− +

=

; = ⋅
+ +∏  

 

2 1

2 1

2 1

1 ( ) ( 1 )

1 ( 1) ( 2 )

1 ( ) ( 1)

jj
j

j
j

j
j

v m v

v j m v

j v m v

n … n m v

n … n m v

n m v … n

γ γ

γ γ

γ γ

+ +

+ +

+ +

+ + − + +

+ + + − + +
⋅ .

+ + − + +
" " " "

 

Вычтем из последней строки определителя 
в правой части равенства предпоследнюю строку 
и так далее, из третьей – вторую, из второй – 
первую и, раскладывая полученный определи-
тель по элементам первого столбца, будем иметь  

( )
1

1 2

( )11
( ) (2 )

j

j

m v
j

j
k v j

m v
B v

n k vγ

− +

=

+ !
; = ⋅ ⋅

+ + !∏  

 

12

12

12

( 1) ( 2 )

( 2) ( 3 )
.

( ) ( 1)

j
j

j
j

j
j

j m vv

j m vv

j m vv

n n m v

n n m v

n m v n

γ γ

γ γ

γ γ

+ −

+ −

+ −

+ + + − + +

+ + + − + +
⋅

+ + − + +

"

"

" " "
"

 

 Вынесем за знак определителя элементы его 
первого столбца. В итоге получим 

( )
1

1 2

2
1

11
( )

( )
( ) ( 1)

(2 )

j

j

j

j

m v

j
k v

m v
j

v j
k j

B v
n k

m v
n k K n m v

v

γ

γ

− +

=

−

=

; = ⋅
+ +

+ !
⋅ + + ⋅ ⋅ , − − =

!

∏

∏
 

2

( )1 ( 1)
( 1 ) (2 )

j

j
j

j v j

m v
K n m v

n m v vγ
+ !

= ⋅ ⋅ , − − .
+ + + − !

 

Учитывая явное выражение для определи-
теля ( 1)jK n m v, − −  (см. равенство (1.11)), полу-
чим равенство (1.12). Лемма 1.3 доказана.  

Лемма 1.4. Если ,tFγ ∈F  kc  – коэффици-

енты Фурье ,Fγ  а 
1 2 j

j
v v vA , ,...,  – определитель вида  

1

1

1

1

2 11

1

m

m

m

n nn

n nn

n m n mn m

c c … c

c c … c

…
c c … c

+

+ ++

+ + ++

,
" " "
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у которого 
1 11 ,vn n v= + +  

2 21 ,vn n v= + +  ..., 

1
jv jn n v= + + ,  а остальные 1 ,in n i= + −  1 ,i m= ,  

1 2 ,ji v v v≠ , ,...,  1 21 jv v v m≤ < < ... < ≤ ,  1j m= , ,  то  

1 2

1

1 2

1
2

1

1 1

1

( 1)

2 ( 1 )

1 ( )
( )

j

i

k
k v v v j

q
j

v v v j
m

i v
i

m m

k n k

mA
n m v

m k

γ

γ =
≠ , ,...,

, ,...,
+

=

+ −

= +

− !
= ⋅

+ + + −

⋅ ⋅ − !⋅

∏

∏ ∏
 

1

1

1

1

21
1

1 1

( ) ( 1)
(2 ) ( 1)

( ) ( 1)
( )

i i

j
i i v

i i i

j j
k i k i v v

i k i k i

m v v
v v

v v v v
v v

+

−

=

−
− −

= = +

+ ! +
⋅ ⋅

! − !

− + +
⋅ ,

+

∏

∏∏
    (1.13) 

где 
1

1 1
1

( )( )
j

i i
i

q jv v v j i
−

+
=

= + − − .∑   

Доказательство. Согласно условию леммы, 

1 2

12
j

j m
v v vA A− −
, ,..., = ⋅ ,  где определитель A  имеет 

следующий вид (далее полагаем 
1

1 ,
( )i

n i

λ
γ

+

+ +

:=  

1

1
( )i

n i

λ
γ

−

+ −

:= ):  

A =  
 

0 1 1 1

1 0 2 1 1

( 1) ( 1) ( 1) 0

.

j j j

j j j

j j j

v v v m

v v v m

m m v m v m v m

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

+ − − + − −
− +

+ − − + − −
− + −

+ − − + − −
− − − + + − −

=

" "

" "

" " " " " " " "
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 Для явного выражения A  вынесем за знак 
определителя элементы первого столбца. В 
результате получим 

1

1

1
( )

m

k n k

A A
γ

+

= +

′= ,∏                 (1.14) 

где A′  – определитель следующего вида (пола-

гаем 1( ) ,
( )i

i

b l
n lγ

+ :=
+ +

 ( ) ( )i ib l n l iγ− := + + − ):  

A′ =  
 

1 1

1 1

1 1

1 (1) (1) (1) (1)

1 (2) (2) (2) (2)
.

1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

j j j

j j j

j j j
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 Вычтем из ( 1)m + -ой строки последнего 
определителя m -ую строку и так далее, из 
третьей – вторую, из второй – первую, учитывая 
при этом равенства  

1( 1) ( ) ( 1)i i ij j i jγ γ γ −+ + − + = + + ,  

1

1 1
( 1) ( ) ( )i i i

i
j j jγ γ γ +

− = − ,
+ + + +

 

затем разложим полученный определитель по 
элементам первого столбца. Тогда будем иметь:  

( 1) jA m′ = − !⋅  

1 2 1 1

1 2 1 1

1 2 1 1

1 (1) (1) (1) (1) (1)

1 (2) (2) (2) (2) (2)
.

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

j j j

j j j

j j j

v v v m

v v v m

v v v m

b b b b b

b b b b b

b m b m b m b m b m

− − + − −
− + −

− − + − −
− + −

− − + − −
− + −

⋅

" "

" "

" " " " " " " "
" "

 

 Повторяя эту редукцию еще 1 1v −  раз, 
придем к следующему равенству (в последней 
строке определителя 

1 11vm m v− := + − )  
1

1

1

1
1 1

( 1) ( 1) ( 1)
vj

jv k

k l k

v lA m m … m v
v l

−

= =

+′ = − ! − ! − + ! ⋅
−∏∏  

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

2 1

2 1

2 1

(1) (1) (1) (1)

(2) (2) (2) (2)
.

( ) ( ) ( ) ( )

j

j

j

v v v m v

v v v m v

v v v v v v m v v

b b b b

b b b b

b m b m b m b m

+ − + −
+ −

+ − + −
+ −

+ − − − + − − −
+ −

⋅

" "

" "

" " " " " "
" "

 

 Обозначим через 1( ),B v p,  p j=  опреде-
литель в правой части последнего равенства. 
Вынесем за знак определителя 1( )B v p,  элементы 
первого столбца. Тогда (в последней строке 
определителя 

1 1 1vm m v+ := + + )  
1

1

1

1
1 2

1( )
( )

m v

k v

B v p
n kγ

− +

=

, = ⋅
+ +∏  

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1

2 1 1 1 1

2 1 1 1 1

2 1

1 (2 1) (2 1) (2 1)

1 (2 2) (2 2) (2 2)
.

1 ( ) ( ) ( )

j

j

j

v v v m v

v v v m v

v v v v v m v v

b v b v b v

b v b v b v

b m b m b m

− + −
+ − +

− + −
+ − +

− + + + − +
+ − +

+ + +

+ + +
⋅

" "

" "

" " " " " "
" "

 

Применим к последнему определителю стан-
дартную процедуру: вычтем из 1( 1)m v− + -ой 
строки 1( )m v− -ую и так далее, из третьей – вто-
рую, из второй – первую, разложим полученный 
определитель по элементам первого столбца. За 
знак определителя, полученного таким образом, 
вынесем элементы первого столбца. Тогда  

1 1

1

1

1 11
1

21 1

1

2
1 12

( )( ) ( 1)
(2 )

1 ( )
( )

j
p k

k k

m v m v

v
k kv

v vm vB v p
v v v

n k
n k

γ
γ

−

=

− + −

= =

−+ !
, = − ⋅ ⋅

! +

⋅ ⋅ + + ⋅
+ +

∏

∏ ∏
 

1 1

1 1

11 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1

1 (1) (1) (1)

1 (2) (2) (2)
.

1 ( ) ( ) ( )

j

j

j

v v m v

v v m v

v v m v

b b b

b b b

b m v b m v b m v

− + −
+ + − −

− + −
+ + − −

− + −
+ + − −

⋅

− − −

" "

" "

" " " " " "
" "

 

Применим к определителю в правой части 
последнего равенства стандартную процедуру 

2 1 1v v− −  раз. В результате получим  
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2 1

1

2 1

( )( 1)
1

1
1 2 1

1

1
1

( )( 1)( )
( 1) (2 )

( )

v v p

v

v v

k

m vB v p
n m v v

m v k

γ

− −

− −

=

+ !−
, = ⋅ ⋅

+ + − + !

⋅ − − !⋅∏
 

2 1 1
1 1

2
2 1 21 1

( 1)
v vj j

k k

k l kk k

v v v v l B v p
v v v v l

− −

= = =

− + +
⋅ ⋅ ⋅ , − ,

+ − −∏ ∏ ∏  

где  
2( 1)B v p, − =  

 

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 1

2 1

2 1

(1) (1) (1) (1)

(2) (2) (2) (2)
.

( ) ( ) ( ) ( )

j

j

j

v v v m v

v v v m v

v v v v v v m v v

b b b b

b b b b

b m b m b m b m

+ − + −
+ −

+ − + −
+ −

+ − − − + − − −
+ −

=

" "

" "

" " " " " "
" "

 

 

 Теперь, учитывая лемму 1.3, (1.14) и 
предыдущие рекуррентные соотношения, окон-
чательно получим, что 
 

1 2

1 1

1
2

1
1 11

1 1 1 1

( 1)

2 ( 1 )

1 ( )
( )

j

i

q
j

v v v j
m

j v
i

v v jm
k

k k l kn k k

mA
n m v

v lm k
v l

γ

γ

, ,...,
+

=

− −+

= = = =+

− !
= ⋅

+ + + −

+
⋅ ⋅ − !⋅ ⋅

−

∏

∏ ∏ ∏∏

 

1 11 1

1 1 1 1

( )
i iv vj j j

k i
i

i k i i kk i

v v m v k
v v

+ − −− −

= = + = =

−
⋅ ⋅ − − !⋅

+∏∏ ∏ ∏  

1 111

1 1 1 1 1

( )
(2 )

ji i m vv vj j j
k i i

i k i l i kk i i

v v l m v k
v v l v

+ − −− −−

= = + = = =

+ + + !
⋅ ⋅ ⋅ !.

− − !∏∏ ∏ ∏ ∏  

Произведя элементарные преобразования в 
правой части последнего равенства, получим 
(1.13). Лемма 1.4 доказана.  

Пусть  
i

1 2( 1) (1)mA A= − =  
 

1 1 12

2 22 1 3

21 1

1 2 11 2

n n m n mn n

n m n mn n n

n m n n mn m n m

n n mn m n m n m

c c c … c c
c c c … c c
… … … …

c c c … c c
c c c … c c

+ − + + ++

− + + ++ + +

+ ++ − + +

+ + ++ + + + +

+ +
+ +

= .
+ +
+ +

 

 

Лемма 1.5. Если tFγ ∈F  и 2 3( ) ,m n o n /⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  

то равномерно по всем ,m  0 ( ),m m n≤ ≤  при 
n→∞   

0
1A A .∼  

Доказательство. Представим 1A  в виде 
суммы 2m  определителей, полученных в резуль-
тате разбиения его столбцов  

 

1

1

1 2

1

1

2 11
1

1

m

m

m

m

n nn

n nn

n n n

n m n mn m

c c … c

c c … c
A

… … … …
c c … c

+

+ ++

, ,...,

+ + ++

= ,∑    (1.15) 

где in  принимает либо значение 1n i+ − ,  либо 

значение 1n i+ + ,  i=1 m, .  Учитывая определение 

1 2 j

j
v v vA , ,..., ,  (1.15) можно записать в виде  

1 1 2

1 1 2

1 2 1 2

1 2

0 1 2
1

j m

j

v v v
v v v

j m
v v v v v v

v v v

A A A A …

A A

,
<

, ,..., , ,...,
< <...<

= + + +

+ + =

∑ ∑

∑
 

0 1 2 0
0

1

1
jm

j m

j

SA S S S S A
A=

⎛ ⎞
= + + + ... + + ... + = + ,⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

где jS  состоит ровно из 
( )

j
m

mC
j m j

!
=

! − !
 слагае-

мых. Учитывая явное выражение (1.10) и (1.13) 
для определителей 0A , 

1 2 j

j
v v vA , ,...,  и легко прове-

ряемые неравенства  

1

1

1
1

1
1 1 1

( 1)
( 1) 1

(2 ) i i

j j j
i v

k i v v
i i k ii

v
v v

v +

−
−

− −
= = = +

+
⋅ + + ≤ ,

!∏ ∏∏  

1

1
1 1

1 1

1

( )
1 1

( 1)

j j

k ij j
k i i k i

j
i k i k i

i
i

v v
v v
v v v

−

−
= = +

= = +

=

−
−

≤ , ≤ ,
+ − !

∏∏
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получаем, что при 0n n≥   

1 2

1

1 1 1
0 1

2
1 1

( ) ( )

( ) ( 1 )

j j

j

k

m v v j

j k
v v v k k k
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k k v
k k

k m k m vA

A j m v n m vγ
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−
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! − ! + !
≤ =
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1 2

2
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( )
( ) ( 1 )

( 1 )
( 1 )

k

k

k

j
k

k k k v

j
k v

k k v

m v
m v n m v

m v
n m v

γ

γ
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=

+ !
= =

− ! + + + −

+ −
= ≤
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∏
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1 22( ) 22

2
1

(2 ) 2 2jk

k

v v v jvj

v
k

m m m
n n n

+ +...+

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤ = ≤ .⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∏  

Так как число слагаемых в сумме jS  равно 
j j

mC m≤ ,  то  
22 3 2

0
1 1 1

2 2
jjjm m m

j

j j j

S m mm
A n n

/

= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞≤ = .⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  

Поэтому окончательно будем иметь, что  
3

0 0
1 0 2

1
1 1

jm

j

S mA A A O
A n=

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + = + .⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑  

Лемма 1.5 доказана.  
 

Следствие 1.1. Если ,tFγ ∈F  2 3( ) ,m n o n /⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  

то при 0 ( )m m n≤ ≤  и 0n n≥   

0det 0 det 0 0n mA B ,≠ , ≠ , Δ ≠ .  
 

Лемма 1.6. Пусть .tFγ ∈F  Тогда если 
2 3( ) ,m n o n /⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  то для каждого 1 2k …= , ,  равно-

мерно по всем ,m  0 ( ),m m n≤ ≤  при  n→∞   
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i
1 0 1

( 1) 1det (1)
2 ( )

m m m

m
j j n j

A j
γ= = + +

−
! ,∏ ∏∼      (1.16) 

i
1

1

1
1 0

( 1)det ( )
2

1( 1)( )
( )

m m

m
j

m m

k
j j n k j

A k j

j k n jγ
γ

−

=

−
= = + +

−
!⋅

⋅ + − + + ,

∏

∏ ∏

∼
 (1.17) 

1 1

1
1 0

1 1( )
2 ( )

m m
ix

m
j j n j

A y j y e
γ

− −

−
= = +

! , = .∏ ∏∼    (1.18) 

Доказательство. Аналогично, как и при до-
казательстве леммы 1.5, устанавливается, что 
при n →∞   

i

1 1

22 1

1

1

det ( ) 2( 1)

n n mn

n mn n
m

n m nn m

n kn m k n m k
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1 2 1

( 3) 2

1
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1 1 1
( ) ( ) ( )

( 1)
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2
( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( )
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…

…

…

γ γ γ

γ γ γ

γ γ γ

− + − + +

+ /

+ +
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−
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Здесь мы учли, что 1 .
2( )k

k

c
γ

=  Последний опре-

делитель совпадает с определителем n m kD , ,  из 
работы [21]. Учитывая его явное выражение (см. 
равенство (17) из [21]), окончательно получим 
(1.17).  

Перейдем к доказательству эквивалентно-
сти (1.18). Раскладывая det ( )A y  по элементам 
первой строки, аналогично, как и при доказа-
тельстве леммы 1.5, устанавливаем, что при 
n →∞   

11

21

1 2

det ( ) 2

n n mn

n mn n

n m nn m

c c … c
c c … c

A y
… … … …

c c … c

− +−

− ++

+ − + −

.∼  

Отсюда и из леммы 1.2 окончательно полу-
чим (1.18). Лемма 1.6 доказана.  

Приступим теперь непосредственно к дока-
зательству теоремы 1.2. Из (1.5) следует, что при 
любом x∈R   

( ) ( )t
n mF x x Fγ γπ ,− ; =  

 

( ) ( )
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i n m k x i n m k xn m k
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с e e
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Из равенств (1.8), (1.9) следует, что  
i i

i
1

1

det (1) det ( )
( ) det ( ) det (1)

n m n m k
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n mm

A A kс с
q x A y Aс
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Учитывая асимптотические равенства (1.16) 
–(1.18), получаем, что при n →∞   

1

1
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m
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t
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q x
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Следовательно, при 0n n≥   
1

1

2 21 1

2
( 1)

k
n m k m k

k kn m k

Cс
n mс γ
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Учитывая последние неравенства, окончательно 
получим, что  

( ){ }( 1)

1

( ) ( )

( 1) ( ) 1 (1)
( ) ( )

t
n m

m
i n m xn

n m n m

F x x F

m Re e o

γ γπ

γ
γ γ

,
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+ + +

− ; =

− !
= + .

   (1.19) 

Покажем, что тригонометрические аппрок-
симации Паде ( )t

n m Fγπ , ⋅;  приближают функцию 
Fγ  относительно равномерной нормы со скоро-
стью, асимптотически равной наилучшей. 

Теорема 1.3. Пусть tFγ ∈ .F  Тогда, если 
2 3( ) ,m n o n /⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  то равномерно по всем ,m  

0 ( ),m m n≤ ≤  при n→∞   
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Доказательство. Пусть  
( 1)
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( 1) ( )( ) .
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m
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n m n m

mx eγϕ
γ γ

+ +

+ + +

− !
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Из равенства (1.19) следует, что при достаточно 
больших n  знак разности ( ) ( )n mF x x Fγ γπ ,− ;  сов-
падает со знаком ( )Re xϕ .  Когда x  пробегает 
весь промежуток [ )0 2π, ,  точка ( 1)n m x+ +  про-

бегает весь интервал [ )0 2 ( 1)n mπ, + + .  Поэтому 
существуют 2( 1)n m+ +  таких действительных 

чисел jx , 1 2( 1)j n m= , + + ,  что  

1 2 2( 1)0 2n mx x … x π+ +≤ < < < < ;  
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1

( 1) ( )( )
( ) ( )
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j
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γ γ
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Следовательно, в точках jx  разность 
( ) ( )n mF x x Fγ γπ ,− ;  принимает значения с чере-

дующимися знаками. В таком случае, согласно 
рациональному аналогу теоремы Валле Пуссена 
(см., например, [24], [25]),  
 

1 2( 1)
( ) min ( ) ( )t t

n m j n m jj n m
R F F x x Fγ γ γπ, ,≤ ≤ + +
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С другой стороны,  
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γ
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!
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R
 

Теорема 1.3 доказана.  
 

2 Доказательство теоремы 0.2  
Каждой функции [ 1 1]f C∈ − ,  поставим в 

соответствие ее индуцированную функцию 
( ) (cos ).x f xψ =  Точно так же, как и в полиноми-

альном случае (см. [24], [25]), доказывается, что 
для целых неотрицательных n  и m   

( [ 1 1]) ( )t
n m n mR f R ψ, ,; − , = .               (2.1) 

Так как  

0

cos( )
( )k k

kxF xγ γ

∞

=

= ,∑  

то                  
0

( )(arccos )
( )
k

k k

T xF xγ γ

∞

=

= .∑  

Поскольку ( )f xγ  и (arccos )F xγ  непрерывны и 
представляются одним и тем же рядом Фурье-
Чебышева, то ( ) (arccos ),f x F xγ γ=  [ 1 1],x∈ − ,  т. е. 
Fγ  является индуцированной функцией для .fγ  
Поэтому из (2.1) следует, что  

( [ 1 1]) ( )t
n m n mR f R Fγ γ, ,; − , = .  

Ряд Фурье Fγ  содержит только косинусы 
кратных дуг. Исходя из (1.4), можно сделать вы-
вод о том, что числитель и знаменатель дроби 
Паде ( )t

n m Fγπ , ⋅;  также содержит только косинусы 
кратных дуг. Поэтому справедливо тождество  

(arccos ) ( ) [ 1 1]t ch
n m n mx F x f xγ γπ π, ,; = ; , ∈ − , ,  

из которого следует, что индуцированной функ-
цией для ( )ch

n m fγπ , ⋅;  является ( ).t
n m Fγπ , ⋅;  Таким 

образом, теорема 0.2 является следствием теоре-
мы 1.3.  
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ХАРАКТЕРИСТИКА UMD ПРОСТРАНСТВ С ПОМОЩЬЮ 
ВЕКТОРНОЗНАЧНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ГИЛЬБЕРТА 

НА ПОЛЕ p-АДИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ 

А.Г. Сидорик 

Белорусский государственный университет, Минск 
 

CHARACTERISTIC OF UMD SPACES WITH HILBERT 
TRANSFORMATION OF VECTOR-VALUED FUNCTIONS 

ON THE FIELD OF p-ADIC NUMBERS 

H.G. Sidoryk 
Belarusian State University, Minsk 

 
Мы рассматриваем преобразование Гильберта векторнозначных функций на группе целых р-адических чисел ,pZ  

принимающих значения в банаховом пространстве ,X  квадратично интегрируемых по Бохнеру. Доказано, что если 
при 2p ≠ преобразование Гильберта 2 2( ) ( )p pH L Z X L Z X: , → ,  является ограниченным оператором, то банахово про-

странство X  является UMD пространством. 
 
Ключевые слова: преобразование Гильберта, UMD пространство, p-адические числа, преобразование Фурье.  
 
We consider Hilbert transformation of vector-valued functions on the group of p-adic integers pZ  taking values in Banach 

space ,X  and square-integrable in Bochner sense. If Hilbert transformation 2 2( ) ( )p pH L Z X L Z X: , → ,  with 2p ≠  is a 

bounded operator, then Banach space X  is an UMD space. 
 
Keywords: Hilbert transformation, UMD space, p-adic numbers, Fourier transformation. 

 
 

Введение 
Цель статьи – показать связь между ограни-

ченностью преобразования Гильберта функций 
со значениями в банаховом пространстве и свой-
ством безусловности мартингальных разностей 
(UMD) этого пространства. 

Введем ряд необходимых  понятий и  све-
дений. Пусть ( , )T μ  – пространство с мерой, X  
– банахово пространство. Через 2 ( , )L T X  обо-
значим пространство функций, квадратично ин-
тегрируемых в смысле Бохнера [1], т.е. слабо 
измеримые с конечной нормой  

2

1/ 2
2

( )
( ) ( ) .

L X X
T

x x t d tμ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  

Пусть ( , , )PΩ Α  – вероятностное простран-
ство и 1 2, ,...A A  неубывающая последователь-
ность σ-алгебр из .Α  И пусть 1 2( , ,...)f f f=  – 
X -значный мартингал с последовательностью 
мартингальных разностей 1 2( , ,...)d d d= : 

1n n nd f f −= −  ( 0 0f =  по определению), где 
:nd XΩ→  сильно измеримая относительно nA  

с конечным математическим ожиданием nE d  и 
условным математическим ожиданием 

1( ) 0,n nE d A+ =  1.n ≥  

В [2] Б. Море дал следующее определение: 
банахово пространство X  является UMD про-
странством ( ( )X UMD∈ ), если для всех X -знач-
ных последовательностей мартингальных разно-
стей 1 2( , ,...)d d d= , всех чисел 1 2, ,...ε ε , равных 

1± , и всех 1n ≥  выполнено неравенство 

2 2
1 1( ) ( )

,
n n

k k X k
k kL X L X

d C dε
= =

≤∑ ∑  (0.1) 

где константа XC  зависит только от .X  
Рассмотрим преобразование Гильберта на 

вещественной оси 2 2( ) ( ),H L R X L R X: , → ,  дей-
ствующее следующим образом: 

( )( ) . . .
R

f s tHf t v p ds
s
−

= ∫  

Связь между UMD пространствами и огра-
ниченностью преобразования Гильберта на поле 
вещественных чисел устанавливает следующая 
теорема. 

Теорема 0.1 ([3], [4]). Преобразование Гиль-
берта 2 2( ) ( )H L R X L R X: , → ,  ограничено тогда 
и только тогда, когда X  является UMD про-
странством. 

Трудности изучения ограниченности преоб-
разования Гильберта и связанных проблем гар-
монического анализа в 2 ( )L R X,  обусловлены 
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тем, что преобразование Фурье ограничено в 
2 ( )L R X,  только в том случае, когда X  изо-

морфно гильбертовому пространству [5]. 
 

1 Предварительные сведения 
Рассмотрим вещественозначное преобразо-

вание  Гильберта  на  поле  p-адических чисел 
pQ  [6] 

2 2: ( , ) ( , ),p pH L Q R L Q R→  

0
{ : }

( )( ) lim ( ) ( ),
k

p

k
x x p p

xHf y f y x d x
x

ω μ
−

→
≤

= −∫  

где 
p
⋅  – p-адический модуль, μ  – мера Хаара 

группы ,pQ  ( )xω  – ограниченная μ -измеримая 

функция на сфере (0,1) { : 1}
p

S x x= =  такая, что 

(0,1)

( ) ( ) 0.
S

x d xω μ =∫  Функция ( )xω  разлагается в 

ряд Фурье 
, 1

( ) ( ),
pZ

x xθ
θ θ

ω ω θ
×∈ ≠

= ∑  где θ  – мульти-

пликативный характер на мультипликативной 
группе .pZ ×  Таким образом, изучение общего 
сингулярного преобразования сводится к изуче-
нию более специального преобразования, соот-
ветствующего ( ) ( ),x xω θ=  которое представля-
ется в виде  

1 ,H F M Fθ
−=                       (1.1) 

где 2 2: ( , ) ( , )p pF L Q R L Q R→  преобразование 
Фурье, являющееся изометрическим изоморфиз-
мом, Mθ  – оператор умножения на мультипли-

кативный комплексно-сопряженный характер θ  
( 1θ ≠ ). Из (1.1) несложно видеть, что преобразо-
вание Гильберта 2 2: ( , ) ( , )p pH L Q R L Q R→  огра-
ничено. 

Возникает ряд естественных вопросов: 
1. Что происходит в случае, когда функции 

принимают значение в некотором банаховом 
пространстве? 

2. Справедлива ли в случае ограниченности 
оператора H  формула (0.1)? 

3. Ограничено ли преобразование Гильберта 
для любого банахова пространства, если нет, то 
какими свойствами обладает пространство в слу-
чае ограниченности преобразования? 

В работе [7] авторами доказана теорема: 
Теорема 1.1 ([7]). Следующие утверждения 

эквивалентны: 
1. Банахово пространство X  изоморфно 

гильбертову. 
2. Существует 0C >  такое, что для любо-

го натурального N  и 20 1 1Np
x x … x X

−
, , , ∈  

2 22
1 1

2
2

0 0
( )

N N

p

p p

p k kN
k k

kt x d t C x
p

χ μ
− −

= =

⎛ ⎞
⋅ ≤ .⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑∫

Z

 

3. Существует 0C >  такое, что для любо-
го натурального N  и 0ε >   

2 2 2
1 1

21
2

0 0
( ).

N N

p

p p

k p kN
k k

ktC x x d t
p

χ μ
− −

−

= =

⎛ ⎞
≤ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑∫

Z

 

4. Преобразование Фурье  
2 2( ) ( )p pF L Q X L Q X: , → ,  

является ограниченным оператором.  
Из теоремы 1.1. следует, что для банахово-

значного случая преобразование Гильберта, во-
обще говоря, не ограничено. Если банахово про-
странство изоморфно гильбертову, то преобразо-
вание Гильберта ограничено. Гильбертовы про-
странства входят в класс UMD пространств. Да-
лее будет показано, что ограниченность преобра-
зования Гильберта влечет свойство безусловно-
сти мартингальных разностей. 

 
2 Вспомогательные результаты 
Докажем ряд необходимых лемм. 
Рассмотрим вопрос о мультипликативных 

характерах θ  из pZ ×  ( 2p ≠ ) таких, что 2 1θ = . 
Такие характеры задаются через символ Лежанд-
ра [8]. Действительно, любой элемент px Z ×∈  
можно однозначно представить в виде 

0 (1 )x a py= + , где 0 {1,2,..., 1}pa F p×∈ = − , py Z∈ . 

Получаем разложение группы pZ ×  в произведе-

ние (1 )p pF pZ× × + . Таким образом, группу харак-

теров  pZ ×  можно  определить  следующим об-
разом 

(1 ) ( )p p p p p pZ F pZ F Q Z× × ×≅ × + ≅ × . 
Лемма 2.1 Мультипликативный характер 

θ  на мультипликативной группе 1 2G G G= ×  

1 2 1 1 2 2( ) ( , ) ( ) ( )x x x x xθ θ θ θ= = ×  принимает значе-
ния из множества { 1,1}−  тогда и только тогда, 
когда 1 1( )xθ  принимает значения из множества 
{ 1,1}−  и 2 2( )xθ  принимает значения из множе-
ства { 1,1}− . 

Доказательство. Пусть 1,e  2e  единичные 
элементы групп 1G  и 2G  соответственно, т.е. 

1 1 2 2( ) ( ) 1.e eθ θ= =  Получаем, 

1 2 1 1 2 2 2 2( , ) ( ) ( ) ( ).e x e x xθ θ θ θ= × =  
Значит, 2 2( )xθ  принимает значения из множества 
{ 1,1}.−  И 1 2 1 1 2 2 1 1( , ) ( ) ( ) ( ),x e x e xθ θ θ θ= × =  откуда 
следует, что 1 1( )xθ  принимает значения из мно-
жества { 1,1}.−  В обратную сторону утверждение 
очевидно. 

Так как мультипликативные характеры на 
,pF ×  принимающие значения 1± , могут быть 

только 1θ ≡  или ,θ  определяемый через символ 
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Лежандра, а на (1 )ppZ+  – только 1θ ≡ , то со-
гласно лемме 1 мультипликативные характеры θ  

из pZ ×  ( 2p ≠ ) такие, что 2 1,θ =  могут быть или 
тривиальны, или заданы с помощью символа 
Лежандра. Поскольку тривиальные характеры не 
определяют преобразование Гильберта, то в 
дальнейшем будем работать только с символом 
Лежандра. 

Лемма 2.2. Преобразование Фурье  
2 2: ( , ) ( , )p pF L Q X L Q X→  

сохраняет свойство четности (нечетности). 
Доказательство. Пусть ( )tϕ  четная функ-

ция. Тогда 
( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ( )) ( )

( ) ( ( )) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ).

p

p

p

p

p
Q

p
Q

p
Q

p
Q

F t t d t

t t d t

t t d t

t t d t F

ϕ ξ ϕ χ ξ μ

ϕ χ ξ μ

ϕ χ ξ μ

ϕ χ ξ μ ϕ ξ

− = − =

= − =

= − − =

= =

∫

∫

∫

∫

 

Если же ( )tϕ  нечетная функция, то  

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ( )) ( )

( ) ( ( )) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ).

p

p

p

p

p
Q

p
Q

p
Q

p
Q

F t t d t

t t d t

t t d t

t t d t F

ϕ ξ ϕ χ ξ μ

ϕ χ ξ μ

ϕ χ ξ μ

ϕ χ ξ μ ϕ ξ

− = − =

= − =

= − − =

= − = −

∫

∫

∫

∫

 

Это же свойство будет верно и для обратного 
преобразования Фурье. Лемма доказана. 

Рассмотрим функции на ,pZ  аналогичные 
функциям Радемахера: 

11, ( ) ,
2( )

11, ( ) ,
2

pa x
r x

pa x

−⎧ ≤⎪⎪= ⎨ −⎪− >
⎪⎩

  (2.1) 

где ( )a x  – первая ненулевая цифра в канониче-
ском разложении числа ;x  

2
1

2
1

( ) 1, ( ) ,
2

( )
( ) 1, ( ) ,

2

a x pa x
p

r x
a x pa x

p

⎧⎛ ⎞ −
≤⎪⎜ ⎟

⎪⎝ ⎠= ⎨
⎛ ⎞− −⎪ >⎜ ⎟⎪⎝ ⎠⎩

 (2.2) 

где 1( )a x  – первая ненулевая цифра, 2 ( )a x  – 
вторая ненулевая цифра в каноническом разло-

жении числа x , 
p

⎛ ⎞⋅
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – символ Лежандра. 

Не сложно проверить, что функция (2.1) не-
четная, функция (2.2) – четная. 

Лемма 2.3. Пусть 2 2: ( , ) ( , )p pH L Z R L Z R→  
– преобразование Гильберта 2p ≠ , ( )r t  – функ-
ция Радемахера, число 1ε = ± , тогда 

( ) ( )Hr t Hr tε ε= . 
Доказательство. Если 1ε = , то утвержде-

ние очевидно. 
Пусть 1,ε = −  тогда необходимо проверить, 

что ( ) ( ),Hr t Hr t− = −  т.е. преобразование Гиль-
берта функции r  нечетно. Для этого воспользу-
емся формулой (1.1), записанной в виде 

( ) ( ) ( ),Hr rξ θ ξ ξ=  где 0( ) a
p

θ ξ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – характер, 

заданный через символ Лежандра, 0a  – первая 
ненулевая цифра в каноническом разложении 
числа ξ . 

Если 1 (mod 4),p ≡  т. е. θ  – четная функ-
ция, то взяв нечетный аналог функции Радемахе-
ра (2.1), в силу леммы 2.2 получаем, что 

( ) ( )rθ ξ ξ  будет нечетной функцией и преобразо-
вание Гильберта Hr  нечетно. 

Если 3 (mod 4),p ≡  т. е. θ  – нечетная функ-
ция, то взяв четный аналог функции Радемахера 
(2.2), в силу леммы 2.2 получаем, что ( ) ( )rθ ξ ξ  
будет нечетной функцией и преобразование 
Гильберта Hr  нечетно. 

Перейдем к рассмотрению векторнозначно-
го случая. Пусть X  – банахово пространство, 
преобразование Гильберта  

2 2( ) ( ).p pH L Z X L Z X: , → ,  
В качестве всюду плотной области определения 
оператора H  рассмотрим  

2 2
( )

( , ) : ( , ), .p i i i p i
i

L Z R X b L Z R b Xϕ ϕ
⎧ ⎫

⊗ = ∈ ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑  

Лемма 2.4. Для любого X -значного триго-
нометрического полинома  

,

( ) ( ),
Np

pp

k p
Q

k k pZ

g t b ktχ
∈ ≤

= ∑  kb X∈  

и любой функции 2 ( , )pL Z Rφ ∈  имеем 

( ( ) ( )) ( )( ) ( ).N NH p t g t H p t g tφ φ− −=     (2.3) 
Доказательство. Функцию 2 ( , )pL Z Rφ ∈  

можем рассматривать как функцию из 2 ( , )pL Q R  
следующим образом 

2 2( , ) ( , ),p pL Z R L Q Rφ ∈ ⊂  

( ), 1,
( )

0, 1.
p

p

t t
t

t

φ
φ

⎧ ≤⎪= ⎨
>⎪⎩

 

Вычислим преобразование Фурье 
( ( ))( )

'
( ) ( ) ( )

( ) ( ')
p

N

N
N

N
Q

F p t

t p t
p t t d t

d t p d t

φ ξ

φ χ ξ μ
μ μ

−

−
−

−

=

⎡ ⎤=
= = =⎢ ⎥

=⎢ ⎥⎣ ⎦
∫
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( ') ( ') ( ') ( )( ).
p

N N N N

Q

p t p t d t p F pφ χ ξ μ φ ξ− −= =∫  

Рассмотрим число 1γ ≥  такое, что мульти-
пликативный характер (0,1)( ) |Stθ  постоянен на 

шарах радиуса .p γ−  
Пусть N  – достаточно большое целое (точ-

ная оценка в конце). К равенству (2.3) применим 
преобразование Фурье и получим 

( ) ( ( ) ( ))

( ( ) ( )) ( ).

N N

N N

p p g

p p g

θ ξ φ ξ ξ

θ ξ φ ξ ξ

−

−

⋅ ∗ =

= ⋅ ∗
  (2.4) 

Обозначим через [ ]r f  – радиус постоянст-
ва, [ ]R f  – радиус носителя функции .f  Тогда 

[ ( )]N Nr p pφ ξ =  (т. е. ( ) 0Npφ ξ ≡  на шаре 

[0, ]NB p ), [ ( )] 1.r g ξ =  Причем, [ ] [ ],R g r g≥  т. е. 
[ ] 1.R g ≥  

На дополнении к [0, ]NB p  функция ( )θ ξ  
имеет радиус постоянства 1 ,Np γ+ −  за счет свойст-
ва ( ) ( ).Npθ ξ θ ξ=  Равенство (2.4) верно при ус-

ловии min{ [ ( )], [ ( )]} [ ].Nr p r R gφ ξ θ ξ ≥  За счет 
произвольности выбора ,N  возьмем 1.N γ≥ −  
Тогда получаем  

1 1

min{ [ ( )], [ ( )]}

min{ , } 1 [ ].

N

N N N

r p r

p p p R gγ γ

φ ξ θ ξ
+ − + −

=

= = ≥ =
 

Значит, выполняется равенство (2.4), а, следова-
тельно, и равенство (2.3). Лемма доказана. 

Лемма 2.5. Предположим, что преобразо-
вание Гильберта 2 2( ) ( )p pH L Z X L Z X: , → ,  ог-
раничено с константой ограниченности .XC  
Для любых функций 2 ( , )k pL Z Rφ ∈  и 

1 2 2( , ,... ) ( , ),k
k k pg t t t L Z X∈  и любого натурального 

n N∈  имеем 

1

1

2

1 2 1
1

2

1 2 1
1

( , ,..., ) ( ) ( )

( , ,..., ) ( ) ( ).

n
p

n
p

n

k k k k
kZ X

n

X k k k k
kZ X

g t t t H t d t

C g t t t t d t

φ μ

φ μ

+

+

+
=

+
=

≤

≤

∑∫

∑∫
 

Доказательство. Без ограничения общно-
сти можем считать, что 1 2( , ,... )k kg t t t  тригономет-
рические полиномы. Так как H  ограничено, то 
по лемме 2.4 получим 

2

1 1
1

2

1 1
1

2

1 1
1

( ,..., ) ( ) ( )

( ,..., ) ( ) ( )

( ,..., ) ( ) ( )

p

p

p

n

k k k k
kZ X

n

k k k k
kZ X

n

X k k k k
kZ X

g t t H t d

H g t t t d

C g t t t d

α α φ α μ α

α α φ α μ α

α α φ α μ α

+
=

+
=

+
=

+ + + =

⎛ ⎞= + + + ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ + + +

∑∫

∑∫

∑∫

 

для любого 1
1 2 1( , ,..., , ) .k

k k pt t t t t Z +
+= ∈  Теперь про-

интегрируем по t  на 1k
pZ +  и примерим теорему 

Фубини. Так как ( ) 1,
pZ

dμ α =∫  то переменная α  

исчезает. Таким образом, лемма доказана. 
В силу того, что мультипликативный харак-

тер определен через символ Лежандра, то преоб-
разование Гильберта 2 ,H I=  т. е. тождественно. 
Следовательно, можно получить неравенство в 
обратную сторону. 

1

1

2

1 2 1
1

2

1 2 1
1

( , ,..., ) ( ) ( )

( , ,..., ) ( ) ( ).

n
p

n
p

n

k k k k
kZ X

n

X k k k k
kZ X

g t t t t d t

C g t t t H t d t

φ μ

φ μ

+

+

+
=

+
=

≤

≤

∑∫

∑∫
(2.5) 

 
3 Основной результат 
Докажем основную теорему данной статьи. 
Чтобы проверять, что X  является UMD 

пространством, достаточно проверять условие 
(0.1) для мартингалов ( X -значных) Уолша–Пэли 
(Walsh–Paley) ,f  чья последовательность мар-
тингальных разностей имеет вид 

1 2 1( , ,..., ) ,k k k kd D r r r r +=  где ( )kr  – последователь-
ность функций Радемахера, kD  – X -значная 
функция [9]. 

В нашем случае условие (0.1) имеет вид для 
любого n N∈  и всех чисел 1 2, ,...ε ε  равных 1±  

2

1

2

1

( ) ( )

( ) ( ).

p

p

n

k k
kZ X

n

X k
kZ X

d t d t

C d t d t

ε μ

μ

=

=

≤

≤

∑∫

∑∫
  (3.1) 

Теорема 3.1. Пусть преобразование Гиль-
берта 2 2( ) ( )p pH L Z X L Z X: , → ,  ( 2)p ≠ ограни-
чено, тогда X  является UMD пространством. 

Доказательство. Если 1 (mod 4),p ≡  то в 
качестве функции Радемахера берем ее нечетный 
аналог (2.1). Получаем 

1

2

1 1
1

( ( ),..., ( )) ( ) ( )
n
p

n

k k k k
kZ X

I D r t r t r t d tε μ
+

+
=

= ≤∑∫  

[согласно неравенству (2.5)] 

1

2
2

1 1
1

( ( ),..., ( )) ( ) ( )
n
p

n

X k k k k
kZ X

C D r t r t Hr t d tε μ
+

+
=

≤ =∑∫  

1

2
2

1 1
1

( ( ),..., ( )) ( ) ( )
n
p

n

X k k k k
kZ X

C D r t r t Hr t d tε μ
+

+
=

= =∑∫  

[по лемме 2.3]  

1

2
2

1 1
1

( ( ),..., ( )) ( ) ( )
n
p

n

X k k k k
kZ X

C D r t r t Hr t d tε μ
+

+
=

= ≤∑∫  
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[по лемме 2.5]  

1

2
4

1 1
1

( ( ),..., ( )) ( ) ( )
n
p

n

X k k k k
kZ X

C D r t r t r t d tε μ
+

+
=

≤ =∑∫  

[замена переменных]  

1

2
4

1 1
1

( ( ),..., ( )) ( ) ( ) '.
n
p

n

X k k k
kZ X

C D r t r t r t d t Iμ
+

+
=

= =∑∫  

Левая и правая части в неравенстве (3.1) со-
ответственно равны I  и '.I  Значит, неравенство 
(3.1) доказано. 

Если 3 (mod 4),p ≡  то в качестве функции 
Радемахера берем ее четный аналог (2.2) и по-
вторяем все предыдущие рассуждения. Теорема 
доказана. 
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УДК 512.542 

СВЕРХРАЗРЕШИМОСТЬ КОНЕЧНОЙ ГРУППЫ 
С Xμ -ДОБАВЛЯЕМЫМИ ПОДГРУППАМИ 

А.В. Шныпарков 

Гомельский инженерный институт МЧС Республики Беларусь, Гомель 
 

SUPERSOLVABILITY OF A FINITE GROUP 
WITH Xμ -SUPPLEMENTED SUBGROUPS 

А.V. Shnyparkov 
Gomel Engineering Institute of the Ministry for Emergency Situations of the Republic of Belarus, Gomel 

 
Пусть G  – конечная группа, X  – некоторое непустое подмножество группы .G  Подгруппа H  группы G  называет-
ся Xμ -добавляемой подгруппой в ,G  если существует такая подгруппа ,B  что G HB=  и для любой максимальной 

подгруппы 1H  из H  существует ,x X∈  что 1H B G≠  и 1 1.
x xH B B H=  Для начальных значений p  устанавливается 

p -сверхразрешимость конечной группы c Xμ -добавляемой силовской p -подгруппой. Получены новые условия 
сверхразрешимости конечной группы. 
 
Ключевые слова: конечная группа,  силовская подгруппа,   Xμ -добавляемая подгруппа,   сверхразрешимая группа,   
p -сверхразрешимая группа. 

 
Let  G   be  a  finite  group,  X  – some  non-empty subset of the group G. The subgroup H  of  group  G   is  identified  

Xμ -supplemented in G  if there exists a subgroup B  such that G HB=  and for any maximal subgroup 1H  of H  there is 

x X∈  such that 1H B G≠  and 1 1
x xH B B H= . The p -supersolvability of a finite group with Xμ -supplemented Sylow p -

subgroup for initial importance of the number p  are obtained. New conditions of the supersolvability finite groups is received. 
 
Keywords: finite group, Sylow subgroup, Xμ -supplemented subgroup, supersolvable group, p -supersolvable group. 

 
 

Введение  
Будем рассматривать только конечные 

группы. Все используемые обозначения стан-
дартны и соответствуют [1] и [2]. Напомним, что 
подгруппа H группы G называется добавлением 
к подгруппе K  в группе G, если G HK= .  

Ясно, что в каждой группе любая подгруппа 
обладает добавлением. Однако, при дополни-
тельных ограничениях на добавления или на до-
бавляемые подгруппы можно выделять разнооб-
разные классы групп. Так, например, Кегель по-
казал [3], что группа G разрешима, если каждая 
максимальная подгруппа группы G имеет цикли-
ческое добавление. В работах Кегеля и Виландта 
(см. [4]) установлена разрешимость группы с 
нильпотентным добавлением к некоторой ниль-
потентной подгруппе. В работе [5] В.С. Монахов 
перечислил неразрешимые группы с нильпо-
тентными добавлениями к несверхразрешимым 
подгруппам. В 2008 году Л. Мяо и В. Лемпкен 
[6] предложили следующее понятие: подгруппа 
H группы G называется μ -добавляемой в G, 
если существует подгруппа K  такая, что 
G HK=  и 1H K  – собственная подгруппа груп-
пы G, для каждой максимальной подгруппы 1H  
из .H  Они получили следующий результат [6]:  

p -разрешимая группа G  тогда и только 
тогда p -сверхразрешима,  когда её силовская 
p -подгруппа μ -добавляема в G .  

Чуть позже В.С. Монахов и А.В. Шныпар-
ков установили, что для получения p -сверхраз-
решимости группы G  условие p -разрешимости 
можно не требовать для двух начальных значе-
ний простого делителя p  ее порядка. Это выте-
кает из следующего результата:  

пусть G  – группа и 1 2( ) { },kG p p … pπ = , , ,  

1 2 ;kp p … p< < <  если силовская 1p - или силов-
ская 2p -подгруппа μ -добавляема в G, то группа 
G соответственно 1p - или 2p -сверхразрешима.  

В настоящей статье получены более общие 
утверждения, из которых в частном случае выте-
кают указанные выше результаты работ [6] и [7].  
 

1 Определение и вспомогательные ре-
зультаты  

Определение. Пусть G – группа, X  – неко-
торое непустое подмножество группы G. Нееди-
ничная подгруппа H  группы G называется Xμ -
добавляемой подгруппой в G, если существует 
такая подгруппа B , что G HB=  и для любой 

МАТЕМАТИКА



Сверхразрешимость конечной группы с Xμ -добавляемыми подгруппами 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (6), 2011 85

максимальной подгруппы 1H  из H  выполняют-
ся два свойства:  

1) 1 ;H B G≠   
2) существует x X∈  такой, что 1 1.

x xH B B H=  
В этой ситуации подгруппу B  назовем 

Xμ -добавлением к H .  
Единичную подгруппу считаем μX-добавля-

емой, а всю группу G – Xμ -добавлением к ней.  
Нетрудно видеть, что в частном случае 
{1}X =  Xμ -добавляемая подгруппа это в точ-

ности μ -добавляемая подгруппа.  
Лемма 1.1. Пусть G  – группа, H  – ее под-

группа, .X G∅ ≠ ⊆  Тогда справедливы следую-
щие утверждения.  

1. Если подгруппа H  Xμ -добавляема в G  
и ,X Y G⊆ ⊆  то H  Yμ -добавляема в .G   

2. Если подгруппа H  Xμ -добавляема в ,G  
,Y G∅ ≠ ⊆  ,Z XY=  то yH  Zμ -добавляема в 

G  для любого .y Y∈   
3. Пусть N G  и .N H⊆  Если подгруппа 

H  Xμ -добавляема в ,G  то фактор-группа 
H N/  XN Nμ / -добавляема в .G N/   

Доказательство.  
1. Очевидно.  
2. Пусть H  Xμ -добавляемая подгруппа в 

.G  Тогда существует такая подгруппа ,B  что 
,G HB=  и для любой максимальной подгруппы 

1H  из H выполняются два свойства: 1 ;H B G≠  
существует x X∈  такой, что 1 1.

x xH B B H=  
Пусть ,Y G∅ ≠ ⊆  .y Y∈  Тогда yH B G=  и 

1 .yH B G≠  Кроме того,  
1 1 1

1 1
1 1 1

1 1

y xy

x

H B y H yy x Bxy

y H x Bxy y H B y

− − −

− − −

= =

= = =
 

1 1 1
1 1 1

x x xy yy B H y y B yy H y B H− − −= = = .  
3. Пусть H  – Xμ -добавляемая подгруппа 

группы ,G  N G  и .N H⊆  Тогда существует 
Xμ -добавление B  к H  в .G  Очевидно, что 

( )( ) .H N BN N G N/ / = /  Пусть 1H N/  – максималь-
ная подгруппа фактор-группы .H N/  Тогда под-
группа 1H  максимальна в H. По определению 

Xμ -добавляемой подгруппы 1H B G≠  и 

1 1
x xH B B H=  для некоторого .x X∈  Понятно, что  

 

1 1( )( )H N BN N H B N G N/ / = / ≠ / ,  

1 1

1 1 1

( )( ) ( )( )

( ) ( )

xN x

x x xN

H N BN N H N B N N

H B N B H N BN N H N

/ / = / / =

= / = / = / / .
 

 

Таким образом, подгруппа BN N/  будет 
XN Nμ / -добавлением к подгруппе H N/  в фак-

тор-группе .G N/   

Лемма 1.2. Пусть π  – некоторое множе-
ство простых чисел, H  – π -подгруппа группы 

,G  N  – нормальная π ′ -подгруппа группы G  и 
.X G∅ ≠ ⊆  Если подгруппа H  Xμ -добавляема 

в ,G  то HN N/  XN Nμ / -добавляема в .G N/   
Доказательство. Пусть H  – Xμ -добавля-

емая π -подгруппа группы ,G  N  – нормальная 
подгруппа группы G  и N  – π ′ -подгруппа. То-
гда существует подгруппа B  в группе G  такая, 
что G HB=  и для каждой максимальной под-
группы 1H  из H  существует x X∈  такой, что 

1H B G≠  и 1 1.
x xH B B H=  Понятно, что  

( )( )HN N BN N G N/ / = / .  
Пусть K N/  – максимальная подгруппа фактор-
группы .HN N/  По тождеству Дедекинда 

( ).K N K H= ∩  Покажем, что K H∩  – макси-
мальная в H  подгруппа. Заметим, что 

.K H H∩ ≠  Действительно, если ,K H H∩ =  то 
,H K⊆  а значит,  

HN N K N/ ⊆ / ,  
что противоречит выбору подгруппы .K N/  До-
пустим, что в группе G  имеется такая подгруппа 

,T  что .K H T H∩ ⊂ ⊂  Тогда  
( )K N K H TN HN= ∩ ⊆ ⊆ .  

Но K  – максимальная в HN  подгруппа, и по-
этому либо ,K TN=  либо .TN NH=  Если 

,K TN=  то ,T K H T⊆ ∩ ⊂  что невозможно. 
Итак, TN NH=  и поэтому  

( )H H TN T H N T= ∩ = ∩ = .  
Полученное противоречие показывает, что 

1H K H= ∩  – максимальная в H  подгруппа и  

1( )K K H N H N= ∩ = .  
Это означает, что 1 1

x xH B B H=  для некоторого 
.x X∈  Предположим, что  

1( )( ) .H N N BN N G N/ / = /  
Тогда 1G H BN=  и  

1 1 1 1G H B H BN H B N N H B: = : = : ∩  

является π ′ -числом. С другой стороны,  

1 1

1

1 1 1

G H B HB H B

H B H B H H B
H B H B H H B

: = : =

∩ : ∩
= =

∩ : ∩

 

является π -числом, противоречие. Поэтому 
предположение неверно и  

1( )( ) ( )( )H N N BN N K N BN N G N/ / = / / ≠ / ,  

1 1

1 1

( )( ) ( )( )xN x

x x

H N N BN N H N N B N N

H B N N B H N N

/ / = / / =

= / = / =
 

1 1( )( ) ( ) ( )x xNB N N H N N BN N H N N= / / = / / .  
Это означает, что подгруппа HN N/  XN Nμ / -до-
бавляема в .G N/   



А.В. Шныпарков 
 

                   Проблемы физики, математики и техники, № 1 (6), 2011 86 

Лемма 1.3. Пусть ,X G∅ ≠ ⊆  H – Xμ -до-
бавляемая подгруппа группы G, B  – Xμ -добав-
ление к H. Если 1H  – максимальная подгруппа в 

H, то 1 1 ,xG H B H H: = :  где ,x X∈  1 1.
x xH B B H=   

Доказательство. Пусть B  – Xμ -добавле-
ние к .H  Тогда 1 1

x xH B B H G= <  для макси-
мальной подгруппы 1H  из H  и некоторого 

.x X∈  Понятно, что 1 1 .xH H H B H≤ ∩ ≤  Так как 

1H  – максимальная в H  подгруппа, то либо 

1 1,
xH H B H∩ =  либо 1 .xH H B H∩ =  Если 

1 ,xH H B H∩ =  то 1
xH H B≤  и  

 

1 ,x xG HB HB H B G= = ≤ <  
 

 противоречие. Значит  
1 1 1( ).x xH H H B H H B= ∩ = ∩  

Поэтому  
1 1 1

x x x xH B H H B H H B H B∩ ≤ , ∩ = ∩ ∩ = ∩ .  
Теперь xG HB HB= =  и  
 

1 1

1
1

1

x x x

x x

x x

G H B HB H B

H B H B
H H

H B H B

: = : =

∩
= = : .

∩

 

 

Лемма 1.4. Для подгруппы H  индекса 
( )p Gπ∈  группы G  справедливы следующие 

утверждения:  
1) фактор-группа GG H/  изоморфна под-

группе симметрической группы pS  степени ;p   
2) q GG H⊆  для каждого ( ),q Gπ∈  ,q p>  и 

любой силовской q -подгруппы qG  из ;G   
3) p GH H⊆  для любой силовской подгруппы 

pH  из .H   
Доказательство. Пусть { |i ix H x GΩ = ∈ ,  

1 2 }i … p= , , ,  – множество левых смежных клас-
сов группы G по подгруппе H  и f G: →Ω  – 
отображение, определяемое равенством 

( ) if g gx H=  для каждого .g G∈  Тогда f  явля-
ется гомоморфизмом группы G  в симметриче-
скую группу pS  степени ,p  ядро которого сов-

падает с ядром y
G y GH H∈= ∩  подгруппы H  в 

группе .G  Так как pS p= ! не делится на q  для 

каждого ,q p>  ( ),q Gπ∈  то q GG H⊆  для любой 
силовской q -подгруппы qG  из .G  Поскольку  

G GG H G H H H: = : : ,  
2p  не делит GG H:  и ,p G H= :  то p  не делит 

.GH H:  Следовательно, p GH H⊆  для любой 
силовской подгруппы pH  из .H   

Лемма 1.5 [8, теорема VI.4.7]. Если A  и B  
– подгруппы группы G  и ,G AB=  то для любого 
простого делителя p порядка группы G сущест-
вуют силовские p –подгруппы ,pA  ,pB  pG  из А, 
В и G соответственно, такие, что .p p pG A B=   

Лемма 1.6 [8, теорема IV.4.7]. Пусть P  – 
силовская p -подгруппа группы G  и N  – нор-
мальная подгруппа в .G  Если ( ),N P P∩ ⊆Φ  то 
N  – p -нильпотентна.  

Лемма 1.7. Если G  – p -разрешимая группа 
с циклической силовской p -подгруппой, то G  
p -сверхразрешима.  

Доказательство. Применим индукцию по 
порядку группы .G  Пусть N  – минимальная 
нормальная подгруппа группы .G  По индукции 
фактор-группа G N/  p -сверхразрешима. Если 
N  – p′ -подгруппа, то группа G  будет p -сверх-
разрешимой. Если N  – p -подгруппа, то ,N P≤  
где P  – силовская подгруппа группы .G  Поэто-
му N  – циклическая подгруппа. Пусть K  – под-
группа группы N  порядка .p  Тогда 

.K char N G  Поэтому ,K G  а так как N  – 
минимальная нормальная подгруппа группы ,G  
то N K=  и .N p| |=  Теперь группа G  p -сверх-
разрешима.  

 

Лемма 1.8 [8, теорема IV.2.8]. Пусть p  – 
наименьший простой делитель порядка группы 
G . Если в группе G  силовская p -подгруппа цик-
лическая, то G  p -нильпотентна.  
 

2 Основные результаты  
Теорема 2.1. Если в p -разрешимой группе 

G  силовская p -подгруппа Gμ -добавляема в ,G  
то G  p -сверхразрешима.  

Доказательство. Пусть теорема неверна и 
G  – контрпример минимального порядка. Пусть 
P  – силовская p -подгруппа группы .G  Пред-
положим, что ( ) 1.pK O G′= ≠  Тогда PK K/  – си-
ловская p -подгруппа фактор-группы .G K/  По 
лемме 1.2 подгруппа PK K/  G Kμ / -добавляема в 
G K/ . Минимальный выбор группы G  означает, 
что фактор-группа G K/  p -сверхразрешима. 
Теперь G  p -сверхразрешима, противоречие. 
Значит ( ) 1.pO G′ =   

 

Пусть N  – минимальная нормальная под-
группа группы .G  Так как G  p -разрешима, то 
N  – элементарная абелева p -подгруппа. Понят-
но, что P N/  – силовская p -подгруппа фактор-
группы .G N/  По лемме 1.1 P N/  G Nμ / -добав-
ляема в G N/ . Минимальный выбор группы G  
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означает, что фактор-группа G N/  p -сверхраз-
решима. Так как класс всех p -сверхразреши-
мых групп – насыщенная формация, то N  – 
единственная минимальная нормальная под-
группа группы G  и ( ) 1.GΦ =  Поэтому сущест-
вует максимальная подгруппа M  группы G  
такая, что G NM=  и 1.N M∩ =  По лемме 1.5 

,pP NM=  где pM  – силовская p -подгруппа в 
.M  По условию, существует подгруппа ,B  та-

кая, что G PB=  и 1
xPB G<  для любой макси-

мальной подгруппы 1P  из P  и некоторого .x G∈  
Выберем 1P  так, чтобы 1.pM P≤  Ясно, что 

N  не содержится в 1.P  По лемме 1.3 

1 1 .xG PB P P p| : |=| : |=  Так как 1 ,xN PB G∩  то 
либо 1 ,xN PB≤  либо 1 1.xN PB∩ =  Если 

1 1,xN PB∩ =  то N p=  и группа G p-сверхразре-

шима, противоречие. Предположим, что 1 .xN PB≤  
Тогда 1 1 .x x x x

pPB NPB NM B PB G= ≥ = =  
Данное противоречие завершает доказа-

тельство теоремы.  
Следствие 2.1.1 [6]. Если в p -разрешимой 

группе G  силовская p -подгруппа μ -добавляема 
в ,G  то G  p -сверхразрешима.  

Доказательство. Пусть  P   – силовская  
p -подгруппа группы .G  Если P  μ -добавляема 
в ,G  то, очевидно, что P  Eμ -добавляема в ,G  
где E  – единичная подгруппа в .G  По лемме 1.1 
подгруппа P  Gμ -добавляема в .G  По теореме 
2.1 группа G  p -сверхразрешима.  

Следствие 2.1.2. Если в p -разрешимой 
группе G  силовская p -подгруппа либо цикличе-
ская, либо Gμ -добавляема в ,G  то G  p -сверх-
разрешима.  

Доказательство. Пусть  P  –  силовская  
p -подгруппа группы .G  Если P  Gμ -добав-
ляема в ,G  то по теореме 2.1 G  p -сверхразре-
шима. Если P  – циклическая подгруппа, то по 
лемме 1.7 группа G  p -сверхразрешима. След-
ствие доказано.  

Пусть  
1 2 3( ) { },nG p p p … pπ = , , , ,  1 2 3 .np p p … p< < < <  

Тогда будем говорить, что 2p  – предминималь-
ный простой делитель порядка группы .G   

Теорема 2.2. Пусть P  – Gμ -добавляемая 
силовская p -подгруппа группы .G  Если p  – 
наименьший, либо предминимальный простой 
делитель порядка группы ,G  то G  – p -сверх-
разрешимая группа.  

Доказательство. Предположим прежде, что 
p  – наименьший простой делитель порядка 

группы ,G  P  – силовская p -подгруппа в G  и 
,iP  1i … n= , ,  – все максимальные подгруппы в 

группе P. Пусть B  – Gμ -добавление к подгруп-
пе P в группе .G  Тогда для каждой максималь-
ной подгруппы ,iP  1i … n= , ,  группы ,P  найдется 

такой элемент ,ix G∈  что .i ix x
i iPB B P G= ≠  По 

лемме 1.3 ix
i iG PB P P p: = : =  и подгруппа 

ix
iPB  нормальна в группе .G  Подгруппа  

1( )ixn
i iK PB== ∩                     (2.1) 

нормальна в группе G  и  

1 1( ) ( )ixn n
i i i iK PB P P= == ∩ ⊇ ∩ = Φ .  

Поэтому ( ) .P K PΦ ≤ ∩  Покажем, что верно и 
обратное включение. Действительно, предполо-
жим, что K P∩  не содержится в ( ).PΦ  Тогда 
существует максимальная подгруппа sP  в ,P  
такая, что K P∩  не содержится в .sP  Так как 

,K P P∩  то ( ) .sK P P P∩ =  Для подгруппы sP  

существует элемент ,sx G∈  такой что .sx
sP B G<  

Мы выберем из всех таких возможных sx  тот, 
который используется в равенстве (2.1). Тогда 

( ) ,s s sx x x
s sG PB PB K P P B P B G= = = ∩ ≤ <  проти-

воречие. Следовательно, предположение неверно 
и ( ).K P P∩ ≤ Φ   По лемме  1.6  подгруппа K  
p -нильпотентна. Это означает, что ,pK NK ′=  
где N  – p -подгруппа, K  – нормальная p′ -хол-
лова подгруппа в .K  Так как ,K G  а pK ′  – 
характеристическая подгруппа в ,K  то .pK G′  
Кроме того, так как G K/  – p -группа, то фактор-
группа p pG K G K K K′ ′/ / / /  также p -группа. По-
этому группа G  p -нильпотентна, а, значит, G  
p -сверхразрешима.  

Пусть теперь p  – предминимальный про-
стой делитель порядка группы .G  Согласно тео-
реме 2.1, достаточно доказать p -разрешимость 
группы .G  Воспользуемся индукцией по поряд-
ку группы .G  Поскольку множество всех p -раз-
решимых групп образует насыщенную форма-
цию, то на основе леммы 1.1 и леммы 1.2 можно 
утверждать, что  

( ) ( ) ( ) ( ) 1p pp
O G O G R G G′ = = = Φ =  

и в группе G  существует единственная мини-
мальная нормальная подгруппа .N  Здесь 

( )pR G  – p -разрешимый радикал группы ,G  
т. е. наибольшая нормальная p-разрешимая под-
группа группы G.  

Пусть P – силовская p-подгруппа группы G 
и ,iP  1i … n= , ,  – все максимальные подгруппы в 
группе  .P   Пусть  B  – Gμ -добавление  к     
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подгруппе P  в группе .G  Тогда для каждой 
максимальной подгруппы ,iP  1i … n= , ,  группы 

,P  найдется такой элемент ,ix G∈  что 

.i ix x
i iPB B P G= ≠   

По лемме 1.3 .x
i iG PB P P p: = : =  Теперь 

фактор-группа ( )ix
i GG PB/  является подгруппой 

симметрической группы pS  степени p  и 
1

1( ) .ix a
i GG PB p p/ =  Поэтому фактор-группа 

( )ix
i GG PB/  p -сверхразрешима по лемме 1.7 и 

теореме Бернсайда о разрешимости бипримар-
ных групп. Подгруппа  

1( )ixn
i i GK PB== ∩                     (2.2) 

нормальна в группе G  и фактор-группа G K/  
изоморфна подгруппе прямого произведения  

1 2
1 2( ) ( ) ( )nxx x

G G n GG PB G P B … G P B/ × / × × / ,  
поэтому G K/  p -сверхразрешима.  

Покажем, что ( ).K P P∩ ⊆ Φ   
Действительно, предположим, что K P∩  не 

содержится в ( ).PΦ  Тогда существует макси-
мальная подгруппа sP  в P, такая, что K P∩  не 
содержится в .sP  Так как ,K P P∩  то 
( ) .sK P P P∩ =  Для подгруппы sP  существует 

элемент ,sx G∈  что .sx
sP B G<  Мы выберем из 

всех таких возможных sx  тот, который исполь-

зуется в равенстве (2.2). Тогда sxG PB PB= = =  
( ) ,s sx x

s sK P P B P B G= ∩ ≤ <  противоречие. Сле-
довательно предположение неверно и 

( ).K P P∩ ≤ Φ  По лемме 1.6 подгруппа K p-ниль-
потентна и ( ) 1.pK R G⊆ =  Следовательно, груп-
па G  p -сверхразрешима. Теорема доказана.  

Следствие 2.2.1. Если в группе G  для любо-
го ( )p Gπ∈  силовская p -подгруппа либо цикли-
ческая, либо Gμ -добавляема в ,G  то G  сверх-
разрешима.  

Доказательство. Если 2 ( ),Gπ∈  то группа 
G  2 -сверхразрешима по теореме 2.2, либо по 
лемме 1.8 в зависимости от того Gμ -добавляема 
силовская 2-подгруппа или циклическая. В част-
ности, группа G  разрешима. Если же 2  не со-
держится в ( ),Gπ  то группа G  разрешима по 
теореме Томпсона-Фейта.  

Пусть ( ) \{2}.p Gπ∈  Так как группа G  раз-
решима, то по теореме 2.1, либо по лемме 1.7 
группа G  p -сверхразрешима. Итак, группа G  

p -сверхразрешима для всех ( ),p Gπ∈  поэтому 
группа G  сверхразрешима.  

Следствие 2.2.2. Если в группе G  для любо-
го ( )p Gπ∈  каждая максимальная подгруппа 
нециклической силовской p-подгруппы G-пере-
становочна с минимальным добавлением к си-
ловской p -подгруппе, то G  сверхразрешима.  

Следствие 2.2.3 [6]. Если в группе G  для 
любого ( )p Gπ∈  силовская p -подгруппа μ -до-
бавляема в ,G  то G  сверхразрешима.  

Следствие 2.2.4 [7]. Пусть G  – группа, 
1 2 3( ) { },nG p p p … pπ = , , , ,  1 2 3 .np p p … p< < < <  

Зафиксируем простое число 1 2{ }.p p p∈ ,  Если 
силовская p -подгруппа μ -добавляема в ,G  то 
группа G  p -сверхразрешима. 
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В плане решения проблемы совершенствования ресурсосберегающих технологий в промышленном и гражданском 
строительстве приводятся материалы оригинальных исследований на основе концепций системного подхода, совре-
менных компьютерных технологий и разработанных методов решения граничных задач нелинейной теории упругости. 
 
Ключевые слова: нелинейные системы, деформируемые твёрдые тела, строительство, методы, средства и техноло-
гия оптимизации. 
 
The paper presents one of the ways of decision of the problem of perfection of the resource-saving technology in industrial and 
civil construction. Materials of the original researches are considered on the basis of concepts of the system approach, modern 
computer technologies and the developed methods of decision of boundary problems of the nonlinear theory of elasticity. 
 
Keywords: nonlinear systems, deformable solid bodies, construction, methods, means and technology of optimization. 

 
 

Введение 
 Эксплуатационная надёжность и стоимость 
строительного объекта в значительной степени 
зависят от полноты учёта его структуры и 
свойств и применяемых методов и средств рас-
чёта напряжённо-деформированного состояния 
здания, фундамента и грунтового основания как 
единой нелинейной системы.  

Все современные расчёты при проектирова-
нии зданий и сооружений проводятся исходя из 
принципа линейной деформируемости грунтово-
го основания для отдельных характерных сече-
ний строительной площадки [1], [2], [9]. При 
этом взаимное влияние фундаментов в плане 
всего здания, как правило, не учитывается, что 
приводит к значительным погрешностям при 
определении его типоразмеров. Основные недос-
татки применяемых методик и программного 
обеспечения можно определить следующим об-
разом. 

1. Грунтовое основание, здание и фундамент 
не рассматриваются как целостная нелинейная 
система [7].  

2. Применяются упрощённые математиче-
ские модели грунтового основания и конструк-
ций [7].  
 3. Для решения краевых задач нелинейной 
теории упругости применяются итерационные 
методы, сходимость которых очень слабая [2], 
[4], [5], [7].  

Эти факторы в целом приводят к значитель-
ной погрешности вычислений, что сопряжено с 
перерасходом строительных материалов. Следо-
вательно, существует проблема совершенствова-
ния ресурсосберегающих технологий в промыш-
ленном и гражданском строительстве. Значи-
тельным вкладом в решение этой проблемы бу-
дет разработка методологии и эффективных ма-
тематических методов и средств исследования 
напряжённо-деформированного состояния строи-
тельных объектов как пространственных много-
связных нелинейных и неоднородных систем 
деформируемых твёрдых тел. В настоящей рабо-
те в плане решения указанной проблемы приво-
дятся материалы оригинальных исследований на 
основе концепций системного подхода, совре-
менных компьютерных технологий и разрабо-
танных методов решения граничных задач нели-
нейной теории упругости [2], [3], [5], [6]. 
 

1 Компьютерное объектно-ориентиро-
ванное моделирование физических систем 

Основные определения и понятия. 
В общем случае под системой понимают 

конечное множество элементов и связей между 
ними и между их свойствами, действующими как 
целостное образование для достижения единой 
цели. Элементом называется некоторый объект 
(материальный, информационный и др.),  обла-
дающий  рядом  определённых  свойств,  но 
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внутреннее строение (содержание) которого без-
относительно к цели рассмотрения [2], [6], [9]. 

Компьютерное объектно-ориентированное 
моделирование физических систем в своей осно-
ве содержит понятие объекта системы, его 
свойств и связей; выполняется в соответствии с 
принципами системного подхода, используя ме-
тоды математического и геометрического моде-
лирования, методы визуального объектно-
ориентированного программирования и методы 
вычислительного эксперимента. При компью-
терном объектно-ориентированном моделирова-
нии реальной физической системе ставится в 
соответствие её виртуальная физическая модель, 
которая строится на экране монитора и отобра-
жает структуру и свойства исходной системы, 
при этом происходит решение ряда позиционных 
и метрических задач. Так как для рассматривае-
мого класса задач реальные компоненты иссле-
дуемой системы состоят из конструктивных эле-
ментов, то логично будет и в качестве элемен-
тарных составляющих виртуальной физической 
модели принять некоторые виртуальные конст-
руктивные элементы. Физическое содержание 
этих элементов определяется физическим содер-
жанием реальной исследуемой физической сис-
темы. В целом вся проектируемая система: зда-
ние, фундамент и грунтовое основание, может 
быть представлена из ограниченного числа кон-
структивных типовых элементов однородных по 
своей структуре и свойствам, которые в компью-
терном представлении будем называть конструк-
тивными виртуальными элементами [2], [3].  

Построение виртуальной физической моде-
ли системы. 

Виртуальный конструктивный элемент в 
памяти компьютера представляет собой объект, 
обладающий рядом свойств и методов, которые 
можно разделить на следующие группы: 

– определение геометрических свойств ре-
ального конструктивного элемента: размеры, 
внутренние и внешние границы; 

– определение физических свойств реально-
го конструктивного элемента: закон деформиро-
вания, модуль упругости, коэффициент Пуассона 
и т. п.; 

– осуществление визуализации конструк-
тивного виртуального элемента; 

– формирование математической модели; 
– методы исследования математической мо-

дели и формирования виртуальной модели со-
стояния системы. 

На этапе формирования виртуальной физи-
ческой модели системы рационально параллель-
но провести её дискретизацию на конечные эле-
менты. Шаг разбиения может быть неравномер-
ным,  однако  узлы  на  границах между конст-
руктивными элементами должны быть строго 
общими.  После  построения  виртуальной   мо-
дели  конструкции  и  грунтового  основания  

необходимо задать граничные условия. На этом 
формирование виртуальной физической модели 
завершается. 

Таким образом, виртуальная физическая 
модель состоит из виртуальных объектов, насле-
дующих выделенные свойства, связи, назначение 
и привязку соответствующих объектов реальной 
системы. Поэтому исследование реальной систе-
мы является начальным этапом разработки про-
екта работ по созданию системы компьютерного 
визуального объектно-ориентированного моде-
лирования систем и объектов. 

 

 Построение математической модели сис-
темы. 

Из приведенного общего определения сис-
темы следует, что природа элементов системы 
может быть различна. Это качество системы и 
принципы системного подхода в целом позволя-
ют подойти к исследованию систем на довольно 
высоком содержательном уровне [2], [3], [5], [6]. 
Наполнение системы определяет её предметную 
направленность, и этим предопределяют методо-
логию и технологию её исследования. Задачи 
исследования могут быть разными. В настоящей 
работе ставится задача исследования напряжён-
но-деформированного состояния системы де-
формируемых твёрдых тел в целом и на уровне 
её отдельных элементов. Для этого в каждом 
конкретном случае необходимо определить со-
держание системы, т.е. её границы и наполнение. 
Всё это обусловит облик исследуемой системы. 
Математическая модель сложной системы полу-
чается как синтез математических моделей её 
элементов.  

Всякая реальная система или объект всегда 
имеют определенные связи с внешней средой, 
которая налагает свои условия на их существо-
вание и функционирование. Все эти и другие 
качества в математической модели должны 
иметь своё отображение, а это значит, что мате-
матическая модель может иметь свою структур-
ную схему [2]. Учитывая произвольность поста-
новки задачи решать ее лучше методом матема-
тического моделирования на основе метода ко-
нечных элементов или метода суперэлементов и 
методов численного решения нелинейных крае-
вых задач [2], [3], [5], [6]. Это сразу накладывает 
свои требования на структуру ядра математиче-
ской модели. Будем строить его на основе одного 
из энергетических принципов, например, на ос-
нове принципа минимума полной энергии систе-
мы [7], [8]. В этом случае для краевых задач ме-
ханики грунтов приведенная структурная схема 
будет иметь вид [2]: 

 

1. Геометрическая модель геологического 
разреза основания. 

 

2. Механико-математические модели эле-
ментов структуры основания ( ),i ifσ ε=  где ,iσ  

iε  – интенсивности напряжений и деформаций. 
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3. Система краевых условий, задаётся в со-
ответствии с классификацией поставленной за-
дачи как краевой задачи математической физики.  

4. Условия равновесия системы (ядро мате-
матической модели): 

0,
{ }U
∂Π

=
∂

 

где 1 { } { } { } { }
2

T T

V

dV U Pε σΠ = −∫  – полная энер-

гия деформируемой системы, 
{P} – вектор внешних сил,  
{σ}, {ε}, {U} – векторы напряжений, дефор-

маций и перемещений, 
V – объём области существования иссле-

дуемой системы. 
5. Математическая модель (форма) искомо-

го решения 
0 1 2 3 .x y zϕ α α α α= + + +  

Применение нелинейных форм искомого реше-
ния привело к значительному усложнению вы-
числительных алгоритмов, но значимого повы-
шения точности решений при этом получено не 
было. Предлагаемая структурная схема является 
общим эффективным алгоритмом построения 
математических моделей систем или объектов. 
Возникающие при этом проблемы, как правило, 
сводятся к построению математических моделей 
систем и разработке методов их исследования.  

 
2 Механико-математические модели де-

формирования твёрдых тел 
 Моделирование свойств деформируемого 
твёрдого тела. 

Физико-механические свойства любого де-
формируемого твёрдого тела определяют его 
состояние под нагрузкой. Характер и особенно-
сти деформационного процесса описываются 
аналитически или дискретно. Для любого де-
формируемого твёрдого тела, и в том числе эле-
ментов структуры грунтового основания, при 
упругой стадии работы имеет место соотноше-
ние (закон Гука) 

,i iEσ ε=      (2.1) 
В этом случае достаточно двух физико-
механических характеристик: линейного модуля 
деформации Е и коэффициента Пуассона μ. Су-
ществует несколько хорошо отработанных мето-
дик их определения [9]. Значительно сложнее 
обстоит дело при рассмотрении твёрдого тела 
и особенно грунта в стадиях за пределом линей-
ного деформирования. Для различных грунтов и 
многих других твёрдых тел при нагрузках, не 
превосходящих предельную, зависимость 

i iσ ε↔  представляется неубывающей кривой 
параболического типа. В этом случае возникают 
затруднения при определении коэффициентов 
аппроксимирующих уравнений. Ниже рассмот-
рены два вида уравнений указанного типа и 

предложены разработанные автором способы 
определения их коэффициентов через основные 
физико-механические характеристики деформи-
руемого тела [2]. 

Модель нелинейно-упругого деформирова-
ния. Для сложного напряженного состояния ме-
ханико-математическая модель в общем виде 
может быть представлена так: 

( ) .i i iEσ ε ε=                         (2.2) 
Как следует из многочисленных экспериментов 
процесс деформирования грунтов графически 
можно представить в виде кривой параболиче-
ского типа [1], [5], [7], [9]: 

( ),н н
i ifσ ε=  

верхний индекс «н» есть признак нелинейного 
деформирования. Эта кривая всегда положи-
тельно определенная неубывающая функция, 
проходящая через точку О(0,0) и имеющая в ней 
касательную. Экстремум соответствует переходу 
в пластическое состояние деформируемого тела. 
Нагрузка, соответствующая этому экстремуму, 
называется предельной нагрузкой, до которой 
реальное нагружение не должно доходить. Ре-
альные нагрузки на грунт задаются в интервале 
[0, Рпред.], поэтому в теоретических исследовани-
ях возможна аппроксимация участка кривой со-
ответствующего интервала. Касательная к кри-
вой деформирования в точке О(0,0) будет выра-
жать закон линейного деформирования грунта 
(2.1). Теоретически для всех твердых тел  

0
0.

i
i σ
ε

=
=                            (2.3) 

Моделью закона деформирования примем сте-
пенную функцию, тогда 

,m
i iAσ ε=  0,A >  0 1,m< <           (2.4) 

А, m – экспериментальные параметры, процесс 
их определения длительный и дорогостоящий. 
Рассматривая в качестве деформируемых твёр-
дых тел грунты, следует отметить, что строи-
тельные нормы и правила содержат все основные 
физико-механические характеристики грунта, 
методика которых хорошо отработана. Поэтому 
актуальной является задача определения пара-
метров принимаемой формы закона деформиро-
вания на основании нормативных характери-
стик грунтов, содержащихся в строительных 
нормах и правилах. Основываясь на физических 
постулатах деформирования грунтов, автор ис-
следовал и предложил некоторые подходы мате-
матического определения приближённого значе-
ния параметров аппроксимаций процесса дефор-
мирования грунта в форме (2.4). Из выше изло-
женного следует, что до нагрузки Ркр реальный 
деформационный процесс будет квазилинейным. 
Это значит, что он может быть описан уравнени-
ем закона Гука (2.1). При использовании  пара-
болической аппроксимации в указанном диапа-
зоне нагрузок будем иметь нелинейную зависи-
мость напряжений и деформаций (2.4). Но при 



В.Е. Быховцев 
 

                   Проблемы физики, математики и техники, № 1 (6), 2011 92 

критической нагрузке напряжения и деформации 
в обоих случаях будут совпадать, т.е. будем 
иметь  

, , , ,e n
i кр i кр i крσ σ σ= =  , , , .e n

i кр i кр i крε ε ε= =       (2.5)  
Следует, однако, отметить, что совпадения гра-
фиков деформационных процессов на этом ин-
тервале нагрузок не будет, но они должны быть 
достаточно близки. В качестве меры их близости 
выберем энергии деформирования при критиче-
ской нагрузке [7], [8], [9]: 

0

,
t

e e e
i iП dσ ε= ∫  

0

,
t

n n n
i iП dσ ε= ∫  ( ), .i крt ε=    (2.6)  

 Подставим в (2.6) значения интенсивностей 
напряжений согласно (2.1) и (2.4) и, выполнив 
интегрирование, рассмотрим отношение этих 
энергий. Учитывая (2.5), после несложных пре-
образований будем иметь: 

1
, ,2

1
, ,1

1 .
2

е
i кр i кр

n
i кр i крm

П m
П

σ ε
α

σ ε+

+
= = =         (2.7) 

Согласно (2.4) 0 1,m≤ ≤  тогда из (2.7) получим: 
0,5 1.α≤ ≤  Отсюда следуют характеристические 
описания двух вариантов состояния твёрдого 
тела: 

– линейное деформирование – {α =1, m=1}, 
при этом 0,5 0;μ> ≥  

– пластическое состояние – {α =0,5; m=0}, 
в этом случае 0,5.μ =               (2.8) 
Характеристические соотношения (2.8) дают 
некоторые предпосылки для установления зави-
симости ( ).m f μ=  Методом компьютерного 
моделирования было проанализировано несколь-
ко возможных форм для установления этой зави-
симости. Наилучшие результаты получены для 
соотношения 

1 2 .
1

m μ
μ

−
=

−
 

В этом случае, в соответствии с (2.7), 
2 3 .

2(1 )
μα
μ

−
=

−
    (2.9)  

Значения величин α и m для всего диапазона 
значений коэффициента Пуассона μ представле-
ны в таблице 1. 

 
Таблица 1 – Зависимость параметров нели-

нейности от коэффициента Пуассона  
 

μ  0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 
m 1 0,89 0,75 0,57 0,33 0 
α  1 0,94 0,875 0,786 0,665 0,5 

 
Приведенные количественные соотношения 

величин ,μ  α  и m полностью соответствуют 
физическим постулатам деформирования твёр-
дых тел: чем твёрже тело, тем меньше коэффи-
циент Пуассона μ  и больше параметр m модели 

состояния нелинейно-деформируемого твёрдого 
тела (2.4), и больше параметр ,α  выражающий 
степень близости энергий деформирования при 
критической нагрузке для линейной и нелиней-
ной моделей состояния твёрдого тела. 

Для напряжения, соответствующего крити-
ческой нагрузке, интенсивности деформаций 
согласно (2.1), (2.4) будут равны, поэтому будет 
иметь место соотношение  

, , ,m
i кр i крE Aε ε=                    (2.10) 

откуда следует  
1
, .m

i крA Eε −=                         (2.11) 
Подставив в (2.11) значение εi из (2.1), при кри-
тической нагрузке после несложных преобразо-
ваний получим  
 

1
, ,

,

.
m

m m
i кр i кр

i кр

EA E σ σ
σ

−
⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

      (2.12) 

На основании проведенного анализа результатов 
экспериментальных исследований ряда реальных 
задач механики грунтов автором была разрабо-
тана следующая эмпирическая формула для оп-
ределения σi,кр : 

, 0,03tg (0,5 ) .i кр c Eσ ϕ μ= + −          (2.13) 
Эта формула соответствует физической сущно-
сти условий (2.8).  
 Таким образом, алгоритм, представленный 
формулами (2.7)–(2.13), позволяет определить 
параметры модели состояния нелинейно-дефор-
мируемого твёрдого тела в форме (2.4), что даёт 
возможность решать задачи по расчёту нелиней-
ных деформаций грунта на основании его норма-
тивных характеристик, содержащихся в строи-
тельных нормах и правилах.  
 

3 Численно-аналитические методы ис-
следования математических моделей нели-
нейных систем деформируемых твёрдых тел 

В настоящей работе предлагаются ориги-
нальные двухэтапные методы решения краевых 
задач нелинейной теории упругости. В этих ме-
тодах рассматривается краевая задача для одно-
родного нелинейно-деформируемого твёрдого 
тела объёма V c границей Г. 

 

Метод энергетической линеаризации. 
В методе энергетической линеаризации 

краевой задаче нелинейной теории упругости 
телу объёма V c границей Г и законом деформи-
рования ставится в соответствие геометрически 
тождественное гипотетическое линейно-упругое 
тело с законом деформирования .r r

i iEσ ε=  
 

Модуль деформации rE  подлежит опреде-
лению и должен быть таким, чтобы при тож-
дественных граничных условиях для обоих тел их 
смещения совпадали. В соответствии с принци-
пом возможных перемещений [7], [10], [12], [13] 
для всякой сплошной среды 
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0,
V

ПdV Wδ
⎛ ⎞

− =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  

П – потенциал деформации, W – работа внешних 
сил. 

Для единичного элемента  
2

0

,
6

i

i iП d
k

εε σ ε= + ∫  1 2 ,k
E
μ−

=  

где ε – средняя деформация, k – коэффициент 
объемного сжатия. 

В силу поставленного условия для модуля 
деформации rE  и тождественности граничных 
условий для рассматриваемых твёрдых тел мож-
но утверждать, что работы внешних сил на сме-
щениях для исследуемого нелинейно – деформи-
руемого и гипотетического линейно-упругого 
тел  будут  равны, т.е. будем иметь ,n rW W=  
тогда 

 
( )

( )
( )

(**) 0,

n r n r
i i i iv v

r
i i i iv

П П dV d d dV

f d E d dV

δ δ σ ε σ ε

δ ε ε ε ε

− = − =

= − =

∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫

 

Пn – энергия деформации нелинейно-упругого 
тела, Пr – энергия деформации гипотетического 
линейно-упругого тела, индексы «n» и «r» – при-
знаки нелинейно-упругого и гипотетического 
линейно-упругого тел. 

Полученное выражение представим в сле-
дующей форме 

( ( ) / 2)r
i i iv

F dVδ ε ε σ− =∫  

( ( ) / 2) 0,r
i i iv

F dVδε ε σ− =∫            (3.1) 

где 1( ) (**) .i i i iF f dε ε ε ε−= ∫  
В соответствии с основной леммой вариационно-
го исчисления из (3.1) следует: 

( ) / 2r
i iF ε σ− =0.    (3.2)  

При законе деформирования в виде (2.4) из (3.2) 
получим:  

0,5(1 ) .n e
i imσ σ= +                      (3.3) 

Подставим (3.3) в уравнение состояния (2.4) и, 
учитывая закон Гука ,e e

i iEσ ε=  решим его отно-
сительно εi, получим: 

1

0
1 ,
2

me
i i

m E
A

ε ε+⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

0 1
0

2 .
(1 )

e m
r i

m
i i

AE E
m E

σ
ε ε −

⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥+⎣ ⎦

 

Если закон деформирования имеет вид 
0 , , 1,н m

i i iЕ B B E mσ ε ε= − > >  
то iε  определяется из уравнения:  

0
2 ,

1
m e

i i i
BE
m

ε ε σ− =
+

 

в этом случае  
1

0
2 .

1

e
r mi

i
i

BE E
m

σ ε
ε

−= = −
+

 

Для полученных значений rE  решается ли-
нейная задача. Полученное решение будет яв-
ляться и решением исходной нелинейной задачи. 

Сравнительный анализ эффективности 
методов. 

Исследование эффективности методов про-
водились на решении краевой задачи нелинейной 
механики грунтов, для которой известны резуль-
таты натурного эксперимента [1]. 

Модельная задача. Железобетонная оди-
ночная свая сечением 0,25⋅0,25 м, погружена на 
5 м в грунтовое основание, на сваю действует 
вертикальная статическая нагрузка q. Приведён-
ные начальные характеристики грунтового осно-
вания E = 6.875 МПа, μ = 0.41. Необходимо оп-
ределить осадку сваи.  

Уравнение состояния было принято в виде 
(2.4). Значения параметров А и m были опреде-
лены на основании экспериментальных данных, 
получено: А = 4,55 МПа, m = 0.29. Задача рас-
сматривалась как пространственная.  

Размеры расчётной области определены на 
основании экспериментальных исследований [2]: 
3⋅3⋅12 м. Точность решения была выбрана 0.001. 
Задача решалась в линейной и в нелинейной по-
становках методом конечных элементов в соче-
тании с методом энергетической линеаризации и 
с методом начальных напряжений [2]. Результа-
ты вычислений приведены в таблице 2. 

 

Таблица 2 – Осадки одиночной сваи, q=200 кН 
 

Линейное 
решение 

Метод энергетической
линеаризации 

Метод начальных 
напряжений Метод решения СЛАУ 

Время, с Осадка, см Время, с Осадка, см Время, с Кол-во 
итераций 

Осадка, 
см 

Гаусса 57 0.47 112 2.21 497 9 2.26 
Квадратного корня 54 0.48 110 2.20 486 9 2.27 
Сопряжённых градиентов  28  0.48 57  2.22 252 9 2.28 
Сопряжённых градиентов с 
предобусловливанием  
Холецкого 

28  0.48 49  2.21 151  9 2,29 

Эксперимент  2.24  2.24   2.24 
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Полученные результаты решений задачи в 
нелинейной постановке практически одинаково 
близки экспериментальным данным, но время 
решения рассматриваемой задачи методом энер-
гетической линеаризации в 3-5 раз меньше вре-
мени решения этой задачи методом начальных 
напряжений. Наиболее эффективным методом 
решения основного уравнения метода конечных 
элементов оказался метод сопряжённых градиен-
тов с предобусловливанием Холецкого. 

Основное содержание методики и техноло-
гии компьютерного объектно-ориентированного 
моделирования этого класса задач покажем на 
примере конкретной задачи. 

 
4 Компьютерное моделирование смеще-

ния винтовой сваи  в грунтовом основании при 
сжимающей нагрузке 

 
4.1 Физическая постановка задачи 
Конструктивно винтовая свая представляет 

собой металлическую трубу диаметром dc с вин-
товой  лопастью  на  конце.   Диаметр  лопасти 
Dл > dc, что показано на рисунке 1. При анализе 
деформационного процесса грунтового основа-
ния винтовой сваи можно выделить два этапа: 
завинчивание сваи и взаимодействие сваи с 
грунтовым основанием при действии сжимаю-
щей нагрузки. При завинчивании сваи происхо-
дит смятие грунта в цилиндрической области 
диаметра Dл и его уплотнение вследствие вне-
дрения тела сваи. Наибольшее уплотнение грун-
та будет в цилиндрической подобласти с толщи-
ной стенки Dл – dc. Уплотнение грунта будет 
происходить и за пределами указанной подобла-
сти с постепенным убыванием до его начального 
естественного состояния. 

В целом винтовая свая с уплотнённой обла-
стью грунтового основания образуют сложную 
по структуре и свойствам неоднородную и нели-
нейную физическую систему. При действии на 
винтовую сваю сжимающей нагрузки образуется 
деформируемая область, которая будет включать 
и всю уплотнённую зону грунтового основания. 
При расчёте осадки винтовой сваи эти особенно-
сти в определённой мере должны быть учтены. 
 

4.2 Экспериментальные исследования 
осадки сваи объекта №1 

Данные для проведения испытания сваи 
статической вдавливающей нагрузкой. 

Объект №1: «Башни связи СООО «МТС» 
по трассе М-10 «Гомель-Брест». 

Пункт: д. Сосновец Петриковского р-на Го-
мельской обл. 

Базовая станция № 434 «Сосновец». 
Свая № 1 в осях В. 
Вид сваи: винтовая. 
Материал сваи: сталь С345Д. 
Сечение сваи на верхнем и нижнем концах: 

d = 219x12 мм. 
Длина сваи: 8,50 м (проект). 
Диаметр лопасти: D = 500 мм. 
Глубина погружения или заложения сваи: 

4,1 м. 
Краткая характеристика грунта по лобовой 

и боковой поверхности сваи: песок мелкий проч-
ный Е=32 МПа, ϕ = 35°, с = 3 кПа, γ = 10,5 кН/м3. 
 Отметим, что эти характеристики грунта 
были определены до завинчивания сваи. Вслед-
ствие возникающего уплотнения грунта при за-
винчивания сваи, значения характеристик грунта 
изменятся. 

 

 
 

Рисунок 1 – Конструкция винтовой металлической сваи 
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Можно, конечно, этим пренебречь, но до-
пускаемые при этом погрешности расчётов могут 
оказаться недопустимыми. В приведенных ис-
следованиях эта задача решается. Результаты 
натурного эксперимента для сваи №1 объекта 
№ 1 представлены графически на рисунке 2. 

 

 
 S (мм) 
    

Рисунок 2 – График зависимости осадки  
винтовой сваи от нагрузки  
(заглубление сваи – 410 см) 

 
Следует также отметить, что результаты, 

приведенные на графике рисунка 2, относятся к 
грунтовому основанию с изменёнными свойст-
вами: грунт уплотнён. И это необходимо учиты-
вать при определении смещения винтовой сваи 
при вдавливании и выдёргивании 

 
4.3 Компьютерное моделирование дефор-

мации грунтового основания винтовой сваи 
При устройстве фундаментов на основе 

свай всегда происходит изменение физико-
механических характеристик грунтового основа-
ния в определённой окрестности конструкции 
фундамента. Неучёт этой особенности приводит 
к недоиспользованию несущей способности 
грунтового основания и, как следствие, к повы-
шению стоимости возводимого здания. В на-
стоящей работе на примере винтовой сваи пока-
заны основы разработанного подхода к исследо-
ванию деформаций грунтового основания фун-
дамента.  

Характер взаимодействия винтовой сваи с 
грунтовым основанием в силу имеющихся кон-
структивных особенностей и способа её устрой-
ства существенно влияет на величину осадки 
отдельной сваи и свайного фундамента в целом. 
При анализе деформационного процесса грунто-
вого основания винтовой сваи можно выделить 
два этапа: завинчивание сваи и взаимодействие 
сваи с грунтовым основанием при действии 
сжимающей или выдергивающей нагрузки. При 
завинчивании сваи происходит смятие грунта в 
цилиндрической области диаметра Dл и его уп-
лотнение вследствие внедрения тела сваи. При 
действии на винтовую сваю сжимающей нагруз-
ки образуется деформируемая область, которая 

будет включать и всю уплотнённую зону грунто-
вого основания. Геометрия уплотнения может 
быть определена только экспериментально, что 
очень трудоёмко и дорого.  

Учёт уплотнения математическими метода-
ми или методом компьютерного моделирования 
приводит к необходимости принятия некоторой 
модели структуры и свойств рассматриваемой 
физической системы. Наиболее эффективными 
могут быть два подхода: рассмотреть некоторое 
однородное грунтовое основание эквивалентное 
по несущей способности исходному уплотнён-
ному грунтовому основанию, другим вариантом 
может быть учёт уплотнения грунта, примы-
кающего к свае в подобласти с толщиной стенки 
Dл – dc. В обоих случаях необходимо определять 
физико-механические характеристики грунта в 
пределах расчётной области. В настоящей работе 
рассмотрены оба подхода. Как уже указывалось, 
деформации грунтового основания винтовой 
сваи будут нелинейными, поэтому возникает 
необходимость определения уравнения закона 
его деформирования и параметров этого закона. 
Решение этой задачи возможно только посредст-
вом лабораторного или натурного эксперимента.  

В настоящей работе для анализа методом 
компьютерного моделирования смещения винто-
вой сваи при вдавливании рассматриваются три 
подхода к построению виртуальной физической 
и математической моделей исследуемой систе-
мы, что показано на рисунке 3. 

1. Грунтовое однородное или неоднородное 
нелинейно-деформируемое основание с задан-
ными значениями физико-механических харак-
теристик. 

2. Однородное грунтовое основание, экви-
валентное по несущей способности реальному 
неоднородному уплотнённому грунтовому осно-
ванию. 

3. Грунтовое основание с заданными значе-
ниями физико-механических характеристик и с 
уплотнённым грунтом в цилиндрической подоб-
ласти с толщиной стенки Dл – dc, несущая спо-
собность такой физической системы должна со-
ответствовать несущей способности реального 
неоднородного уплотнённого грунтового осно-
вания. 

При компьютерном моделировании все вир-
туальные физические модели определяются в 
одной и той же дискретизованной области. В 
общем случае грунтовое основание рассматрива-
ется как неоднородная нелинейно-деформируе-
мая среда. Физико-механические характеристики 
для виртуальных физических и математических 
моделей определяются на основании экспери-
ментальных данных зависимости смещения вин-
товой сваи от вдавливающей нагрузки. Все ука-
занные факторы должны быть учтены при по-
строении метода определения смещения винто-
вой сваи в грунтовом основании [2], [3], [4].  
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Рисунок 3 – Технология построения виртуальной физической модели системы 

«Винтовая свая – грунтовое основание с локальным уплотнением» 
 

Для определения всех необходимых исход-
ных данных для компьютерного моделировании 
поставленных задач в настоящей работе рас-
смотрены и использованы экспериментальные 
данные для конкретных объектов в различных 
районах Беларуси, полученные в отделе основа-
ний и фундаментов БелНИИСа. 

 
4.4 Прикладные вопросы методики и тех-

нологии компьютерного объектно-ориентиро-
ванного моделирования смещения винтовой 
сваи  

 

Рассматривая грунтовое основание, струк-
туру винтовой сваи и внешние нагрузки как еди-
ную нелинейную систему, методом визуального 
объектно-ориентированного моделирования ис-
следуем деформации грунтового основания и 
осадки винтовой сваи при различных входных 
данных системы с целью установления некото-
рых общих закономерностей функционирования 
системы в целом. Методика визуального объект-
но-ориентированного моделирования разработа-
на на основе метода конечных элементов и мето-
да энергетической линеаризации. Для исследова-
ния приняты результаты натурных эксперимен-
тов, где рассматриваются одиночные винтовые 
сваи при условии полного сцепления поверхно-
сти сваи с грунтом. Схема дискретизации рас-
чётной области общая для всех задач.  

 

При постановке модельных задач учтено, 
что после завинчивания сваи грунт в некоторой 
подобласти, примыкающей к поверхности сваи, 
будет находиться в изменённом состоянии 
вследствие  его  уплотнения.  Исследование   

деформационного процесса системы «Винтовая 
свая – грунтовое основание» проводилось мето-
дом компьютерного объектно-ориентированного 
моделирования с помощью разработанного про-
граммного комплекса «Энергия – ОС».  

Для математического и компьютерного мо-
делирования линейных и нелинейных систем 
механики грунтов необходимо иметь закон де-
формирования любого элемента физической сис-
темы. Тип графика деформационного процесса 
осадки винтовой сваи в грунтовом основании 
можно определить несколькими типами уравне-
ний, но наиболее подходящей моделью указан-
ного деформационного процесса будет степенная 
функция ,my ax=  0,a >  0 1.m< <  

На этом основании в настоящем исследова-
нии уравнение закона деформирования грунто-
вого основания винтовой сваи принято в виде  

,m
i iAσ ε=  0,A >  0 1,m< <  

где ,iσ  iε  – интенсивности напряжений и интен-
сивности деформаций.  

Для рассматриваемой задачи на основании 
данных эксперимента получено 0,5420 .i iσ ε=  
Учитывалось уплотнение грунтового основания 
вследствие завинчивания сваи. Технология по-
строения виртуальной физической модели сис-
темы представлена на рисунке 3.  
 

4.5 Численный анализ деформирования 
грунтового основания и осадки винтовой сваи 
объекта № 1 

В настоящих исследованиях рассматривает-
ся винтовая свая из стали, см. п. 4.1. 
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Следовательно, по отношению к любому 
грунтовому основанию сваю можно считать аб-
солютно твёрдым телом. При исследованиях 
принято, что проскальзывание грунта по поверх-
ности сваи отсутствует. В силу симметричности 
конструкции винтовой сваи и нелинейности де-
формирования грунтового основания поставлен-
ная задача классифицируется как осесимметрич-
ная краевая задача нелинейной математической 
физики (механики грунтов). Структура и разме-
ры дискретизованной расчётной области пред-
ставлены на схеме рисунка 3. В таблице 3 пред-
ставлены значения перемещений в узлах дискре-
тизованной области, узлы расположены на вер-
тикалях, отстоящих от поверхности сваи на рас-
стояниях 10 см, 25 см, 35 см, 45 см. Решения по-
лучены при условии линейно-упругого и нели-
нейно-упругого деформирования уплотненного 
грунтового основания.  

В данной таблице в первом столбце приве-
дены значения расстояний от выбранных гори-
зонтальных линий дискретизованной расчётной 
области виртуальной физической модели иссле-
дуемой системы. Во втором столбце показаны 
вертикальные перемещения узловых точек по-
верхности сваи. В трёх последующих столбцах 
приведены значения вертикальных перемещений 
в узлах вертикалей, отстоящих от поверхности 
сваи на расстояниях 25 см, 35 см, 45 см. Из таб-
лицы видно, что вертикальные перемещения на 
каждой вертикали равны до уровня лопасти сваи. 
Такой эффект называется телескопическим сдви-
гом. В области лопасти сваи, уровень 380 см, 
наблюдается уплотнение грунта выше и ниже 
лопасти и правее её до расстояния 45 см. Отме-
тим, что все эти величины зависят от входных 
данных конкретной задачи. Перемещения, полу-
ченные при условии нелинейно-упругого дефор-
мирования, значительно отличаются от соответ-
ствующих величин, полученных при условии 
линейно-упругого деформирования грунтового 
основания. Из таблицы также видно, что нели-
нейные деформации затухают быстрее деформа-
ций, полученных при условии линейно-упругого 
деформирования. Это известный факт, этим ре-
шением мы его только подтвердили. 

Модельная задача № 1. Поставленную в 
п. 4.1 задачу можно решить, используя метод 
построения однородного грунтового основания, 
эквивалентного по несущей способности реаль-
ному неоднородному уплотнённому грунтовому 
основанию, рисунок 3.  

На основании экспериментальных исследо-
ваний, п. 4.2, уравнения линейно-упругого и не-
линейно-упругого деформирования эквивалент-
ного по несущей способности грунтового осно-
вания получены в виде: 450i iσ ε=  и 0,5420 .i iσ ε=  
Винтовая свая рассматривалась с учётом и без 
учёта несущей способности лопасти. Нагрузка на 
сваю создавалась в диапазоне от 50 до 250 кН. 
Полученные значения осадки в миллиметрах 
представлены в таблице 4 и на графиках рисунка 
4. Воспринимаемая лопастью нагрузка в % пока-
зана в таблице 4. 

 
Таблица 4 – Осадка винтовой сваи в эквива-

лентном грунтовом основании при вдавливании 
 
Р (кН) 50 100 150 200 250 

Sоп 0,4 1,1 2,2 4 6,5 
Sел 0,85 1,7 2,5 3,4 4,28 
Sнл 0,36 1,1 2,3 3,9 5,9 
Sе 0,9 1,8 2,7 3,6 4,5 
Sн 0,4 1,23 2,6 4,4 6,67 

Рн (%) 11 11 13 13 13 
 

 
 

Рисунок 4 – Осадка винтовой сваи при условии 
линейно-упругого и нелинейно-упругого  

деформирования эквивалентного основания с 
учётом и без учёта несущей способности лопасти 
 

 

Таблица 3 – Деформации грунтового основания винтовой сваи (Р=225 кН) 
 

Линейное деформирование Нелинейное деформирование               r (см) 
H (см) 10 25 35 45 10 25 35 45 

0 0,38 0,25 0,17 0,12 0,48 0,25 0,13 0,06 
40 0,38 0,25 0,17 0,12 0,48 0,25 0,13 0,06 
160 0,38 0,25 0,17 0,12 0,48 0,25 0,13 0,05 
320 0,38 0,25 0,17 0,12 0,485 0,268 0,13 0,05 
360 0,38 0,29 0,19 0,12 0,49 0,35 0,15 0,05 
380 0,38 0,38 0,21 0,12 0,49 0,49 0,15 0,046 
400 0,38 0,26 0,16 0,1 0,49 0,24 0,1 0,035 
410 0,29 0,21 0,14 0,09 0,29 0,17 0,08 0,03 
430 0,18 0,14 0,1 0,07 0,11 0,08 0,04 0,02 
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Принятые обозначения: Sоп – опытные зна-
чения осадки винтовой сваи с лопастью, Sел, Sнл, 
Sе, Sн – осадки винтовой сваи с учётом и без учё-
та лопасти при условии упругого и неупругого 
деформирования эквивалентного основания, Рн 

(%) – воспринимаемая  лопастью нагрузка в %. 
 Из полученных результатов следует: 

1. Расчёт осадки винтовой сваи при условии 
линейного деформирования грунтового основа-
ния значительно отличается от эксперименталь-
ных данных. 

2. Расчёт осадки винтовой сваи при условии 
нелинейного деформирования грунтового осно-
вания отличается от экспериментальных данных 
на величину < 5%. 

3. При заданных размерах винтовой сваи 
нагрузка на лопасть составила ≈13% . 
 Модельная задача № 2. Определить осадку 
винтовой сваи при вдавливании для грунтового 
основания с начальными характеристиками 
п. 4.1. Уравнения линейно-упругого и нелиней-
но-упругого деформирования грунтового осно-
вания получены в виде: 320i iσ ε=  и 0,5720 .i iσ ε=  
 

Таблица 5 – Осадка винтовой сваи при 
вдавливании в грунтовом основании с началь-
ными характеристиками  

 

Р (кН) 50 100 150 200 250 
Sоп 0,4 1,1 2,2 4 6,5 
Sел 1,1 2,35 3,5 4,7 5,9 
Sнл 0,5 1,6 3,25 5,3 7,9 
Sе 1,3 2,5 3,8 5 6,3 
Sн 0,57 1,82 3,65 6 9 

Рн (%) 14 14 12 13 14 
 

 
 
Рисунок 5 – Осадка винтовой сваи при условии 

линейно-упругого и нелинейно-упругого  
деформирования исходного основания с учётом 

и без учёта несущей способности лопасти 
 

 Из  полученных  результатов следует: 
 1. Расчёт осадки винтовой сваи при условии 
нелинейного деформирования грунтового осно-
вания с начальными характеристиками при вдав-
ливании значительно отличается от эксперимен-
тальных данных. 
 2. По другим критериям выводы аналогич-
ны предыдущим.  

 Модельная задача № 3. Определить осадку 
винтовой сваи при вдавливании для грунтового 
основания с начальными характеристиками п. 4.1 
и уплотнённой оболочкой вокруг сваи. Уравне-
ния линейно-упругого и нелинейно-упругого 
деформирования грунтового основания получе-
ны в виде: 320i iσ ε=  и 0,5720 ,i iσ ε=  ,900 .i i упσ ε=  

 
Таблица 6 – Осадка винтовой сваи при 

вдавливании в грунтовом основании с началь-
ными характеристиками и уплотнённой оболоч-
кой вокруг сваи 
 
Р (кН) 50 100 150 200 250

Sоп 0,4 1,1 2,2 4 6,5 
Sел 0,95 1,9 2,8 3,8 4,7 
Sнл 0,4 1,3 2,55 4,2 6,2 
Sе 1 1,94 2,9 3,9 4,85
Sн 0,4 1,33 2,7 4,4 6,5 

 

 
 

Рисунок 6 – Осадка винтовой сваи  
при вдавливании в грунтовом основании  

с начальными характеристиками  
и уплотнённой оболочкой вокруг сваи 

 
 Диаметр уплотнённой оболочки равен диа-
метру лопасти сваи, поэтому осадки сваи с яв-
ным учётом лопасти и при замене лопасти уп-
лотненным материалом должны быть практиче-
ски сопоставимы по величине, что и наблюдает-
ся в таблице 6. Оба решения хорошо согласуются 
с экспериментальными данными.  
 Линейные и нелинейные решения отлича-
ются значительно. 
 

4.6 Сравнительный анализ способов моде-
лирования смещений винтовой сваи в грунто-
вом основании при вдавливании 

Выше были рассмотрены три подхода к по-
строению математической модели системы 
«Винтовая свая – грунтовое основание», см. 
п. 4.1. Соответственно этому были построены 
механико-математические модели грунтового 
основания и методом компьютерного объектно-
ориентированного моделирования была исследо-
вана эффективность всех трёх подходов опреде-
ления осадки винтовой сваи. Результаты числен-
ного моделирования представлены в таблице 7 и 
на рисунке 7.  
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Таблица 7 – Осадки винтовой сваи при 
вдавливании в грунтовое основание, определён-
ное различными механико-математическими 
моделями  

 
Р (кН) 50 100 150 200 250 

Sоп 0,4 1,1 2,2 4 6,5 
Sэкв 0,36 1,1 2,3 3,9 5,9 
Sупл 0,4 1,3 2,55 4,2 6,2 
Sнач 0,5 1,6 3,26 5,4 7,9 

 

 
 

Рисунок 7 – Осадки винтовой сваи при вдавли-
вании в грунтовое основание, определённое  
различными механико-математическими  

моделями 
 

Принятые обозначения: Sоп – осадка сваи 
определена посредством натурного эксперимен-
та, Sэкв – осадка сваи вычислена для условий эк-
вивалентного основания, Sупл – осадка сваи вы-
числена для условий уплотнения грунта вокруг 
сваи, Sнач – осадка сваи вычислена для условий 
начальных характеристик грунта. 

Из общего анализа результатов следует, что 
алгоритмически, технологически и по точности 
решения для исследуемой системы лучшим ока-
зывается метод решения на основе построения 
эквивалентного грунтового основания. При этом 
вследствие проведенных виртуальных экспери-
ментов было установлено: 

– при завинчивании сваи происходит уп-
лотнение грунтового основания и вследствие 
этого несущая способность винтовой сваи значи-
тельно повышается, 

– лопасть винтовой сваи длинной 3,5–4 м. 
передаёт на грунт до 20% нагрузки, 

– уплотнённое грунтовое основание являет-
ся нелинейно-деформируемым, 

– решение поставленной задачи при усло-
вии линейного деформирования грунта можно 
рассматривать только в качестве первого грубого 
приближения,  

– при действии на винтовую сваю сжимаю-
щей или выдёргивающей нагрузки вокруг сваи 
выше плоскости лопасти происходит телескопи-
ческий сдвиг грунта. 
 

Заключение 
Разработанная методология, методы, техно-

логия и программное обеспечение по компью-
терному визуальному объектно-ориентирован-
ному моделированию нелинейных и неоднород-
ных физических систем является эффективным 
инструментом исследования деформационных 
свойств элементов системы по их основным фи-
зико-механическим характеристикам. При этом 
предусмотрена возможность работы с отдельны-
ми слоями и элементами, которым можно при-
сваивать заданные свойства, определён способ 
задания граничных условий, исходные данные и 
результаты компьютерного моделирования пред-
ставлены в дискретной и графической формах. В 
целом значительно повышена полнота учёта 
структуры и свойств проектируемой физической 
системы, что даёт определённый экономический 
эффект.  
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Статья, направляемая в редакцию журнала «Проблемы физики, математики и техники», должна со-
ответствовать его профилю. Она представляется на русском, белорусском или английском языках в двух 
экземплярах на белой бумаге формата A4 c пронумерованными страницами. Одновременно в редакцию 
направляется электронный вариант статьи на дискете 3,5'' или CD, или по электронной почте (e-mail: 
pfmt@gsu.by). 

Для подготовки статьи можно использовать редактор MS Word for Windows (6.0/95/97/2000), шрифт 
– Times New Roman, 14 pt, все поля – 2 см, или систему LaTeX c опцией 12pt в стандартном стиле article 
без переопределения стандартных стилей LaTeX'а и введения собственных команд (все поля – 2 см). 

В левом верхнем углу первой страницы статьи ставится индекс УДК, ниже по центру на русском и 
английском языках: название статьи прописными буквами, инициалы и фамилия автора (авторов), назва-
ние организации, в которой он (они) работает, аннотация (до 10 строк) и перечень ключевых слов. 

Статья, как правило, должна содержать: введение, основную часть, заключение и литературу. 
Название статьи должно отражать основную идею исследования, быть кратким.  
Во введении дается краткий обзор литературы, обосновывается цель работы и, если необходимо, 

отражается связь с научными и практическими направлениями. Обязательными являются ссылки на ра-
боты других авторов, публикации последних лет в области исследования, включая зарубежные. 

Основная часть должна содержать описание методики, объектов исследования с точки зрения их 
научной новизны. Она может делиться на подразделы (с разъясняющими заголовками) и содержать ана-
лиз публикаций, относящихся к содержанию данных подразделов. 

Формулы, рисунки, таблицы нумеруются в пределах раздела, например: (1.1), (2.3), рисунок 1.1, 
таблица 2.1. Допускается сквозная нумерация рисунков и таблиц. Нумерации подлежат только те форму-
лы, на которые имеются ссылки. Номер формулы прижимается к правому краю страницы, а сама форму-
ла центрируется. Рисунки и таблицы располагаются непосредственно в тексте. Размер рисунков и графи-
ков не должен превышать 10×15 см. Полутоновые фотографии должны иметь контрастное изображение. 
Повторение одних и тех же данных в таблицах и рисунках не допускается. 

Каждая таблица должна иметь заголовок, в ней обязательно указываются единицы измерения рас-
сматриваемых величин. Размерность всех величин должна соответствовать Международной системе 
единиц измерений (СИ). Не допускается сокращение слов, кроме общепринятых (т. е., и т. д., и т. п.). 

В заключении в сжатом виде формулируются полученные результаты, их новизна, преимущества и 
возможности практического использования.  

Список литературы должен содержать полные библиографические данные. Он составляется в по-
рядке упоминания ссылок в тексте. Ссылки на неопубликованные работы не допускаются. Ссылки дают-
ся в оригинальной транслитерации. Порядковые номера ссылок по тексту указываются в квадратных 
скобках (например, [1], [2]). 
 Статья подписывается всеми авторами. К статье прилагаются сведения об авторах и экспертное за-
ключение о возможности опубликования статьи в открытой печати.   

Сведения об авторах представляются на отдельной странице и содержат: фамилию, имя, отчество 
автора (авторов), ученую степень, звание, место работы и занимаемую должность, специалистом в какой 
области является автор, почтовый индекс и точный адрес для переписки, телефоны (служебный и до-
машний), адрес электронной почты. Следует указать автора, с которым нужно вести переписку и направ-
ление, к которому относится представленная работа (физика, математика, техника). 
 Поступившая в редакцию статья направляется на рецензирование. В случае её отклонения редакция 
сообщает автору решение редколлегии и заключение рецензента, рукопись автору не возвращается. Ре-
шение о доработке статьи не означает, что она принята к печати. После доработки статья вновь рассмат-
ривается рецензентом и редакционной коллегией. 

Редакция оставляет за собой право производить редакционные изменения и сокращения, не иска-
жающие основное содержание статьи. 
 Статьи, не отвечающие перечисленным требованиям, к рассмотрению не принимаются и возвраща-
ются авторам. Датой получения рукописи считается день получения редакцией окончательного варианта. 
 Авторы несут ответственность за направление в редакцию уже ранее опубликованных статей или 
статей, принятых к печати другими изданиями. Редакция предоставляет право первоочередного опубли-
кования статей лицам, осуществляющим послевузовское обучение (аспирантура, докторантура, соиска-
тельство) в год завершения обучения. Плата за опубликование статей не взимается. 
 Всю корреспонденцию следует направлять простыми или заказными письмами (бандеролями) на 
адрес редакции.  

Образец оформления статьи, сведений об авторах и экспертного заключения можно посмотреть на 
сайте журнала по адресу http://pfmt.gsu.by.  
 Журнал «Проблемы физики, математики и техники» включен в каталог печатных средств массовой 
информации Республики Беларусь. Индекс журнала: 01395 (для индивидуальных подписчиков), 013952 
(для предприятий и организаций). 
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The paper submitted to the Editorial Board of the journal «Problems of Physics, Mathematics and Tech-
nics», should meet the following requirements. Contents of a paper should be written in line with the scope of 
the journal. The paper should be written in Russian, Belarusian and English, edited thoroughly and submitted in 
two copies to the Editorial Office. The manuscript should be printed on A4 white paper with all pages numbered. 
In addition, the authors must submit the electronic version of their manuscript either on a floppy (CD) or by e-
mail (e-mail: pfmt@gsu.by). 

To prepare a paper it is possible to use MS Word for Windows (6.0/95/97/2000), Times New Roman type, 
14 pt. All margins are 2 cm. The author may also use 12pt LaTeX in standard style article without redefinition of 
the margins and introduction of the author’s commands. 

Index UDC is sited in the left corner of the first page. The title of the paper in capital letters is followed by 
the name(s) of the author(s), authors' affiliations and full postal addresses next to which are an abstract of no 
more than ten lines and keywords. Relevant keywords should be placed just after the Abstract. 

A paper, as a rule, should include Introduction, Body Text, Conclusion and Literature. The title of the paper 
must be concise. It describes the main idea of your research. 

In the Introduction the author gives a brief review of literature, his grounds and specific objectives, he de-
scribes links with scientific and practical branches. All background information such as reference to the papers 
of others authors and some previous publications (including foreign ones) in the field of investigation is 
necessary. 

The main part should contain description of the techniques used and objects of investigation within a large 
scientific framework. This part may be divided into subsection (with explanatory headings). It provides the read-
ers with the analysis of the publications on the problem described in these subsections. 

Formulas, figures and tables should be sequentially numbered in the framework of the section, for example: 
(1.1), (2.3), figure 1.1, table 2.1. Through numbering of figures and tables is possible. The author should number 
only the formulas with appropriate references. The formula number is placed on the right side of the page and 
the formula itself is centred. 

Figures and tables should be put into a contextual framework. The size of figures and charts does not ex-
ceed 10х15 cm. Halftone photos should be glossy and contrast. Do not repeat extensively in the text the data you 
have presented in tables and figures. 

Each table should have the heading, in which units of measure describe the values under consideration. All 
measurements and data should be given in SI units, or if SI units do not exist, in an international accepted unit. 
The authors are advised to avoid abbreviations except for generally accepted ones (i. e., etc.). Define all abbre-
viations the first time they are used. 

In the Conclusion the received data are described in concise form. The novelty of these results, advantages 
and possibility of practical use are presented. 

Publications cited in the text should be presented in a list of references following the text of the manuscript. 
References should be given in their original spelling, numbered in the order they appear in the text and contain 
full bibliography. Please, do not cite unpublished papers. The numbers of references are sited in square brackets 
(e.g. [1], [2]). 

The paper is signed by all authors. The information about the authors and the conclusion of the experts 
about the possibility of publication in press are enclosed. 

The authors should provide the following information on a separate sheet: surname, first name, patronymic, 
science degree, rank and correct postal address for correspondence, organization or company name and position, 
title, research field, home and office phone numbers, fax number, and e-mail address. 

Then the paper is sent to the Editorial Board to be reviewed. The Editorial Office informs the authors of 
paper denial and the reviewer's conclusion without returning the manuscript. A request to revise the manuscript 
does not imply that the paper is accepted for publication since it will be re-reviewed and considered by the Edito-
rial Board. The authors of the rejected paper have the right to apply for its reconsideration. 

The Editorial Board has the right to edit the manuscript and abridge it without misrepresenting the paper 
contents. 

Papers not meeting the above requirements are denied and returned to the authors. The date of receipt of the 
final version by the Editorial Office is considered as the submission date. 

Authors are responsible for the submission of their publication because submission is a representation that 
the paper has not been previously published and is not currently under consideration for publication elsewhere. 
The Editorial Board charters top-priority for postgraduate students (postgraduate course, persons working for 
doctor's degree, competitors for scientific degree) during the current year of the completion of a course. Publica-
tion of the paper is free of charge. 

In case of questions relating to paper submission visit website of the journal http://pfmt.gsu.by. 
The journal «Problems of Physics, Mathematics and Technics» is included in the mass media catalogue of 

the Republic of Belarus. Index: 01395 (for personal subscribers), 013952 (for enterprises and organizations). 
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