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УДК 534.142 

ЛАЗЕРНОЕ ВОЗБУЖДЕНИЕ ИМПУЛЬСОВ ПРОДОЛЬНЫХ И СДВИГОВЫХ 
УЛЬТРАЗВУКОВЫХ ВОЛН В ТВЕРДЫХ ТЕЛАХ 

В.Г. Гуделев1, Г.В. Кулак2, А.Г. Матвеева2 

1Институт физики им. Б.И. Степанова НАН Беларуси, Минск 
2Мозырский государственный педагогический университет им. И.П. Шамякина, Мозырь 

 
LASER EXCITATION OF SHEAR AND LONGITUDINAL 

ULTRASOUND WAVES IN SOLID STATE BODIES 

V.G. Gudelev1, G.V. Kulak2, A.G. Matveeva2 
1B.I. Stepanov Institute of Physics NASB, Minsk 

2I.P. Shamyakin Mozyr State Pedagogical University, Mozyr 
 

Исследовано изменение формы акустических импульсов продольных и сдвиговых ультразвуковых волн, возбуждае-
мых оптико-акустическим источником круглой формы от полярного угла дифракции. Установлено, что форма гауссо-
вого импульса сдвиговых ультразвуковых волн существенно трансформируется при увеличении полярного угла; изме-
нения формы импульса продольных ультразвуковых волн менее значительны. Показано, что амплитуда акустического 
импульса определяется функцией дифракции продольных и сдвиговых ультразвуковых волн на круглом отверстии. 
 
Ключевые слова: лазерное возбуждение, ультразвуковая волна, импульс, диаграмма направленности, твердое тело. 
 
Changes of the acoustical pulse form of longitudinal and shear ultrasonic waves, excited by the optical-acoustical sources of 
circular form from polar angle are investigated. It has been stated that the form of gaussian pulse of shear ultrasonic waves is 
sufficiently transformed under the increase of the polar angle; the change of the form of longitudinal ultrasonic waves pulse is 
more significant. It has been shown that acoustical pulse amplitude is determined by the diffraction function of the longitudinal 
and shear ultrasonic waves on the circular form opening. 
 
Keywords: laser excitation, ultrasonic waves, pulse, directional diagram, solid state body. 

 
 

Введение 
Оптико-акустические источники ультразву-

ка имеют ряд преимуществ для неразрушающего 
контроля перед традиционными: отсутствие кон-
такта со средой, возможность легкого изменения 
геометрических параметров оптико-акустичес-
кой антенны [1]–[3]. Наибольший интерес для 
возбуждения гиперзвука представляет нелиней-
ный режим лазерной абляции, при котором дос-
тигаются наиболее высокие уровни давления на 
поверхность твердого тела [1], [2].  

Область возбуждения гиперзвука имеет вид 
круга радиусом R. При этом возбуждаются три 
основных типа волн, используемых для нераз-
рушающего контроля [4]: продольные (L), сдви-
говые (S) и рэлеевские (R). Значительный инте-
рес представляет исследование особенностей 
возбуждения объемных – продольных и сдвиго-
вых ультразвуковых (УЗ) волн. Вычисление Фу-
рье-компонент частотного спектра ультразвука 
производится интегрированием по площади от-
верстия круглой формы [4]. 

 
1 Теоретические  результаты  и обсуж-

дение 
Лазерный импульс длительностью τ распро-

страняется вдоль оси OZ и возбуждает высоко-
частотные  ультразвуковые волны различной 

поляризации и пространственно-углового рас-
пределения. При этом акустический импульс 
имеет длительность, существенно отличающую-
ся от длительности светового импульса [1], [5]. 
Предположим, что световой импульс имеет гаус-
сово распределение во времени, то есть 

2 2( ) exp( / ).f t t τ= −  Ультразвуковая волна явля-
ется затухающей с коэффициентом затухания 

2 ,sα = Γ ⋅Ω  где Γ  – некоторая постоянная, зави-
сящая от рода материала, Ω ~ 1/τ – циклическая 
частота ультразвука. Частотные спектры про-
дольной ( ( )lU Ω ) и сдвиговой ( ( )sU Ω ) ультра-
звуковой волны имеют вид [4]: 

2
( - )1( )( ) ( ) ,

2  

s

l

r
f i k r tl

l l
l

P S e J AU D e
r A

αγ
θ

πμ

−
ΩΩ =  (1.1) 

( )1( )( ) ( ) ,
2

s

s

r
f i k r ts

s s
s

P Se J AU D e
r A

α

θ
πμ

−
−ΩΩ =  (1.2) 

где , , sin ,l s l sA k R θ=  θ  – полярный угол, 2,S Rπ=  

fP  – давление на поверхность твердого тела в 
области отверстия; r – расстояние до точки на-
блюдения УЗ волны; , ,/ ,l s l sk υ= Ω  ,l sυ  – фазовые 
скорости продольной и сдвиговой УЗ волны; 
угловые распределения продольных Dl и сдвиго-
вых Ds УЗ волн даются соотношениями [6], [7]: 
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2 2

2 2 2 3 2 2 2

cos (1 2 sin )( ) ,
(2 sin 1) 4 sin cos 1 sin

lD θ γ θθ
γ θ γ θ θ γ θ

−
=

− + −
(1.3) 

2 2

2 2 2 2 2

sin cos sin( ) ,
(2sin -1) 4sin cos -sin

sD θ θ γ θ
θ

θ θ θ γ θ

−
=

+
  (1.4) 

где 2 /( 2 ),γ μ λ μ= +  причем ,λ μ  – постоянные 
Ламе. Как следует из выражений (1.1)–(1.4), уг-
ловое распределение продольных (L) и сдвиго-
вых (S) УЗ волн определяется соответствующей 
функцией дифракции , 1 , ,( ) ( ) / .l s l s l sD J A Aθ  

Временная форма акустического импульса 
определяется интегралом [1], [2]: 

,
, , ,( ) ( ) ( ) ,l si t

l s l s l sU t U F e d
+∞

− Ω

−∞

= Ω Ω Ω∫     (1.5) 

где , ,/ ,l s l st t r υ= −  2 2( ) exp( / 4)a aF τ π τΩ = − Ω  – 
частотный спектр акустического импульса при 
угле 0.θ =  Длительность акустического импуль-
са τа определяется особенностями поглощения 
энергии светового импульса поверхностью мате-
риала [1], [5]. 

Подставив выражения (1.1)–(1.4) в (1.5) и 
выполнив интегрирование численными метода-
ми, получим временную форму акустического 
импульса продольной ( )lU t  и сдвиговой ( )sU t  
ультразвуковой волны. При численных расчетах 
применялся алгоритм быстрого преобразования 
Фурье и метод сплайн-интерполяции. Вычисле-
ния по формуле (1.5) не удается провести анали-
тически [8]. 

 
2 Результаты численных расчетов 
Численные расчеты проводились для про-

дольной и сдвиговой УЗ волны и материала, вы-
полненного из стали (Fe). При этом полагалось,  

что Pf = 10 МПа, ρ=7800 кг/м3, υl=5100 м/c,  
υs =3200 м/c, R=3мм, λ=0,49⋅1010 Па, r=10 мм, 
μ=7,84⋅1010 Па, Г= 10-10 Гц-2. 

 На рисунке 1 представлена форма акустиче-
ского импульса Ul продольных УЗ волн для па-
дающего гауссового светового импульса дли-
тельностью τ=10-9 с. Световой импульс преобра-
зуется в акустический импульс, распространяю-
щийся в том же направлении и имеющий дли-
тельность, τа=10-6 с [1]–[3], [5]. Полагалось, что 
область лазерного возбуждения имеет форму 
круга площадью S=πR2. При этом угловое рас-
пределение возбуждаемого гиперзвука определя-
ется полярным углом θ. При малых углах откло-
нения от нормали (рисунок 1, а) форма акустиче-
ского импульса близка к гауссовому распределе-
нию в дальней зоне дифракции и с увеличением 
угла θ амплитуда акустического импульса уве-
личивается. При больших полярных углах с уве-
личением угла θ амплитуда импульса уменьша-
ется. Длительности импульсов продольных ульт-
развуковых волн (по уровню 3 дБ) при малых  
углах несколько уменьшаются, а при больших 
углах – увеличиваются.  

 Зависимость формы акустического импуль-
са Us сдвиговых УЗ волн для падающего гауссо-
вого светового импульса длительностью τ=10-9 с 
представлена на рисунке 2. Полагается, что све-
товой импульс преобразуется в акустический 
импульс той же длительности, что и для про-
дольных УЗ волн. При малых полярных углах 
(рисунок 2, а) наблюдается значительная транс-
формация формы акустического импульса; при 
увеличении полярного угла от 15 до 200 ультра-
звуковой импульс, имеющий гауссову форму при 
углах θ<<1, приобретает S – образную форму. 

                       
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1 – Зависимость нормированной амплитуды смещения продольных ультразвуковых волн lU  
от времени lt  для малых (а) полярных углов θ : 1 – 100, 2 – 150, 3 – 200  

и больших (б) углов θ : 1 – 650, 2 – 750, 3 – 850 (R=3 мм, r=10 мм, υl=5100 м/с, τa=1 мкс, Pf=10 МПа). 
 

а) б) 
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Рисунок 2 – Зависимость нормированной амплитуды смещения сдвиговых ультразвуковых волн sU   
от времени st  для малых (а) полярных углов θ : 1 – 100, 2 – 150, 3 – 200  

и больших (б) углов θ : 1 – 650, 2 – 750, 3 – 850 (R=3 мм, r=10 мм, υs=3200 м/с, τa=1 мкс, Pf=10 МПа). 
 
При больших полярных углах (рисунок 2, б) 

изменения формы падающего гауссового УЗ им-
пульса менее значительны; амплитуда импульса 
уменьшается при увеличении полярного угла. 
Аналогичные особенности для сдвиговых УЗ 
волн  экспериментально  наблюдались   в   рабо-
те [2]. 

Диаграмма направленности акустического 
импульса продольных и сдвиговых УЗ волн оп-
ределяется параметрами Dl,s и радиусом круга 
возбуждения R. Продольные УЗ волны возбуж-
даются практически при любых углах (кроме 
θ = ± 900). Сдвиговые УЗ волны не возбуждаются 
при углах 0,  arcsin .θ γ= ±  

  
Заключение 
Рассмотренные особенности лазерного воз-

буждения высокочастотного ультразвука пока-
зывают, что диаграмма направленности такого 
источника может легко изменяться варьировани-
ем радиуса пятна круглой формы. Установлено, 
что форма гауссового акустического импульса 
сдвиговой УЗ волны, распространяющегося 
вдоль нормали к поверхности твердого тела, су-
щественно трансформируется при увеличении 
полярного угла; изменения формы акустического 
импульсы продольных УЗ волн менее значитель-
ны. Обнаруженные закономерности позволяют 
диагностировать дефекты материалов, регистри-
руя временную форму оптико-акустического 
источника продольных и сдвиговых УЗ волн. 
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IDENTIFICATION OF THE INFLUENCE OF RESONANCES ON THE CROSS 
SECTION USING FREDHOLM INTEGRAL EQUATION 

V.N. Kapshai, K.P. Shilyaeva 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
В работе описан основанный на решении интегрального уравнения Фредгольма метод определения положения резо-
нансов и выполнен анализ их влияния на сечение рассеяния. Данный метод применен для нескольких модельных по-
тенциалов. Приведены примеры различного вида резонансных поведений сечений рассеяния. Проведено сравнение 
значений вычисленных величин с результатами, полученными другими методами. 
 
Ключевые слова: уравнение Фредгольма, резонансная энергия, резонансная волновая функция, комплексный поворот, 
S-матрица, сечение рассеяния. 
 
Method for resonance finding, based on the Fredholm integral equation, and analysis of their influence on cross section are pre-
sented. This method is applied for several model potentials. Examples of the resonance behaviour of the cross sections of vari-
ous types are presented. The results of the calculations are compared with the results obtained using other methods. 
 
Keywords: Fredholm equation, resonance energy, resonance wave function, complex scaling, S-matrix, cross section. 

 
 

 Введение 
 Резонансные состояния систем квантовых 
частиц, которые привлекают в последнее время 
все больше внимания, определяются как реше-
ния уравнения Шредингера, удовлетворяющие 
граничным условиям «регулярная волновая 
функция» в начале координат и «расходящаяся 
волна» на бесконечности [1]–[5]. Эти условия 
выполняются только при определенных обра-
зующих дискретный спектр комплексных значе-
ниях энергий, для нахождения которых исполь-
зуются различные методы [5], [6]. Чаще всего 
эти методы основаны на решении дифференци-
ального уравнения Шредингера [7]–[9]. В рабо-
тах [10]–[12] была предложена методика опреде-
ления влияния резонансов на сечение рассеяния 
в таком подходе, использованная для анализа 
сечений рассеяния различных нерелятивистских 
модельных систем. Для нахождения резонансно-
го спектра также можно использовать методы, 
основанные на решении интегральных уравне-
ний Вольтерра [13], [14]. 
 Известно, что трехмерные двухчастичные 
уравнения квантовой теории поля [15], [16] в 
импульсном представлении являются интеграль-
ными уравнениями (ИУ), подобными нереляти-
вистским уравнениям Липпмана-Швингера. Тем 
не менее, сформулировать релятивистские урав-
нения в виде дифференциальных уравнений (ДУ) 
в координатном или в импульсном представле-
нии  невозможно.  Так  как  ДУ  в  данном случае  

не существуют, то интегральные уравнения 
Вольтерра получить нельзя, и все ИУ являются 
уравнениями Фредгольма. Поэтому представляет 
интерес изучение ИУ Фредгольма и их решений 
и в нерелятивистском приближении. 
 В работе [17] было показано, что для нере-
лятивистских систем возможно нахождение ре-
зонансов с использованием этого уравнения. В 
настоящей работе мы находим соответствующие 
резонансным состояниям значения комплексной 
импульсной переменной, а также проводим ана-
лиз влияния резонансов на сечение рассеяния, 
используя только интегральные уравнения.  
 
 1 Интегральные уравнения 
 Основным уравнением квантовомеханиче-
ской теории рассеяния в нерелятивистском при-
ближении является уравнение Шредингера. В 
случае сферически симметричных потенциалов в 
этом уравнении можно провести парциальный 
анализ, при этом парциальное уравнение для 
волновой функции, которой соответствует орби-
тальное квантовое число , можно записать в 
следующем виде [1], [2]: 

2
2

2 2

( 1) ( ) ( , ) ( , ).l l
d U r k r k k r
dr r

⎧ ⎫+
− + + Ψ = Ψ⎨ ⎬
⎩ ⎭

 (1.1) 

Данному уравнению, в зависимости от гранич-
ных условий, налагаемых на волновую функцию 

( , )l k rΨ  в начале координат и/или на бесконеч-
ности,  соответствуют  решения  нескольких  
типов.  

ФИЗИКА
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 Регулярным решением называют решение, 
удовлетворяющее в начале координат следую-
щему граничному условию: 

1
0

1( , ) ( ) ( ) .
(2 1)!!

l
l lr

k r j kr kr
l

φ +
→

=≅
+

  

Решениями другого типа являются решения Йо-
ста, определяемые граничными условиями на 
бесконечности: 

[ ].( , ) ( ) exp ( / 2)
r ll k r h kr i kr lχ π
→∞

±± ≅ = ± −   
Состояния рассеяния описываются физическими 
волновыми функциями, которые определяются 
как решения уравнения (1.1), удовлетворяющие 
граничным условиям 

0
; ),( , ) 0 ( , ) ( ) ( ) (

r r ll l llk r k r j kr f k h krkψ ψ
= →∞

+
= ≅ +  

где ( )lf k  – парциальная амплитуда.  
 Для каждой из представленных выше вол-
новых функций с учетом соответствующего ей 
граничного условия можно получить интеграль-
ное уравнение. Так, для регулярного решения и 
решения Йоста ИУ представляют собой уравне-
ния  Вольтерра  и,  соответственно,  имеют вид 
[1], [2]: 

0

( , ) ( ) ( ; , ) ( ) ( , ) ,
r

l l l lk r j kr g k r r U r k r drφφ ′ ′ ′ ′= + ∫  (1.2) 

( , ) ( ) ( ; , ) ( ) ( , ) .l l ll
r

k r h kr g k r r U r k r drχ χ
∞

++ +′ ′ ′ ′= − ∫ (1.3) 

Функция ( ; , )lg k r r′  называется функцией Грина 
и определяется как 

1( ; , ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .
2

l llll

l l l l

j jg k r r kr n kr n kr kr

i h kr h kr h kr h kr

k

k
− −+ +

⎡ ⎤′ ′ ′= − ≡⎣ ⎦

⎡ ⎤′ ′≡ −⎢ ⎥⎣ ⎦

  

Для состояний рассеяния интегральное уравне-
ние представляет собой уравнение Фредгольма и 
записывается следующим образом [1], [2]: 

0

0

( , ) ( ) ( ; , ) ( ) ( , ') .l l l lk r j kr G k r r U r k r drψ ψ
∞

′ ′ ′= + ∫  (1.4) 

Для этого уравнения функция Грина определяет-
ся выражениями 

0

1 ( ) ( ); ,
( ; , )

1 ( ) ( ); ,

l l

l

l l

j kr h kr r r
G k r r

j kr h kr r r

k

k

+

+

⎧ ′ ′− ≤⎪⎪′ = ⎨
⎪ ′ ′− >
⎪⎩

 

 Кроме дискретного и непрерывного спектра 
для некоторых потенциалов существуют состоя-
ния с комплексной энергией – резонансные со-
стояния,  волновые функции которых удовлетво-
ряют граничным условиям 

0
( , ) 0, ( , ) ( ).R R

l l lr r
F k r F k r h kr+

= →∞
= ≅  

Комплексная энергия системы частиц в таких 
состояниях представима в виде:  

2
2

0
1 ( ) ,

2 2 2
R

R R R
k iE k ik E
m m

′ ′′= = + = − Γ   

где 0E  – положение резонанса на шкале энергий, 
а Г – его ширина. 
 Импульсы Rk  (энергии RE ), соответствую-
щие резонансным состояниям, можно опреде-
лить, используя интегральные уравнения (1.2) – 
(1.4). В работах [13], [14], [17] показано, что ре-
гулярное решение и решения Йоста будут резо-
нансными волновыми функциями при выполне-
нии следующих условий: 

0

11 ( ) ( ) ( , ) 0,l lh kr U r k r
k

r dφ
∞

± ′ ′ ′ ′+ =∫     (1.5) 

0

11 ( ) ( ) ( , ) 0.l lj kr U r k r d
k

rχ
∞

+′ ′ ′ ′+ =∫    (1.6) 

Резонансные импульсы можно найти также и в 
результате решения однородного уравнения 
Фредгольма [17] 

0

0

( , ) ( ; , ) ( ) ( , ) .l l lk r G k r r U r k r drψ ψ
∞

′ ′ ′ ′= ∫    (1.7) 

 Как отмечалось в [17], определение резо-
нансных энергий на основе уравнения (1.7) явля-
ется самым сложным и затратным по времени 
способом. Именно поэтому уравнение (1.7) фак-
тически не использовалось ранее для нахожде-
ния резонансов. Однако, так как для двухчастич-
ных релятивистских систем нельзя сформулиро-
вать дифференциальные уравнения, а значит и 
уравнения Вольтерра, то изучение таких систем 
базируется именно на решении уравнения Фред-
гольма. Поэтому этот более трудоемкий способ 
представляет интерес и в нерелятивистской тео-
рии – как исследовательский полигон для после-
дующего развития и апробации методов решения 
аналогичных релятивистских уравнений. 
 
 2 Амплитуда и сечение рассеяния 
 Парциальную амплитуду рассеяния можно 
записать в виде интеграла [1] 

2
0

1( ) ( ) ( ) ( , ).l l lf k dr j kr U r k r
k

ψ
∞

= − ∫      (2.1) 

Парциальная амплитуда связана с парциальной 
S-матрицей следующим образом: 

( ) 1( ) .
2

l
l

S kf k
ik
−

=  

 Полное сечение рассеяния σ  тоже можно 
представить  в  виде  суммы  парциальных сече-
ний lσ : ( ) ( ).l

l

k kσ σ=∑  

 Сечение рассеяния можно выразить также 
через S-матрицу. При этом одноканальное пар-
циальное сечение рассеяние определяется по 
формуле 

2
2 ( ) 1( ) 4 (2 1) ( ) 4 (2 1) .

2
l

l l
S kk f k

ik
σ π π −

= + = +  (2.2) 

Вклад i-го  резонанса  с  импульсом i
Rk   в  

S-матрицу определим, следуя [10], как 
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Res[ ( )].
i

l R
i
R

S k
k k−

 

Исключая вклад i-го резонанса из  парци-
альной S-матрицы  ,lS  получим  редуцирован-

ную S-матрицу lS  

Res[ ( )]( , ) ( )
i

i R
R i

l
l

R
l

SS kkk S k
kk

= −
−

        (2.3) 

и редуцированное сечение рассеяния lσ  
2

( , ) 1( ) 4 (2 1) .
2l

i
RlS k
ı
kk l
k

σ π −
= +      (2.4) 

Сравнивая сечения рассеяния lσ  и lσ  мож-
но определить  влияние i-го резонанса на вели-
чину lσ . 
 
 3 Комплексный поворот 
 Интегралы в уравнении (1.7), так же как и в 
уравнениях (1.5), (1.6), расходятся в нижней по-
луплоскости комплексной плоскости импульсов 
k . Тем не менее, функции ( )lf k  и ( )lS k  могут 
быть аналитически продолжены в нижнюю по-
луплоскость, где локализованы резонансы. Для 
аналитического продолжения указанных функ-
ций в нижнюю полуплоскость воспользуемся 
процедурой, известной как комплексный поворот 
(«complex scaling») [18], [19]. Выполняя замену 

exp( )r r iθ→  (и ' 'exp( )r r iθ→ ), представим 
уравнение (1.7) в форме 

( ) ( ) ( )

0

1( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ')
r

i
l ll ljk r kr h kr U r k r e dr

k
θ θ θ θψ ψ+′ ′ ′= − −∫

( ) ( )1 ( ) ( ) ( ) ( , ') ,i
ll l

r

j kr h kr U r k r e dr
k

θ θ θψ
∞

+ ′ ′ ′− ∫    (3.1) 

где ( ) ( , ) ( , ),i
l lk r k reθ θψ ψ=  ,ik keθ=  ( ) ( )( .) i iU r U re eθ θ θ=  

Теперь интегралы сходятся, если k  находится в 
некоторой части (определяемой углом поворота 
θ ) нижней полуплоскости комплексных им-
пульсов, и уравнение (3.1) можно использовать 
для нахождения резонансных состояний.  
 Вычет S-матрицы при резонансном значе-
нии импульса [10]: 

2

0

Res ( )

1 ( ) ( ) ( )

i
l R

i i R i
li l

i

R

S k

i kre U re F re e dr
k

j θ θ θ θ
∞

⎡ ⎤ =⎣ ⎦

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

  (3.2) 

также можно получить, используя метод ком-
плексного поворота. 
 
 4 Численные методы 
 Для решения уравнения (3.1) заменим ин-
тегрирование суммированием, используя ап-
проксимацию 

1
( ) ( ) .

b N

ka
k kf r dr f r w

=

≅ ∑∫  

В результате получим систему однородных 
уравнений 

0Ψ =M ,                         (4.1) 
где Ψ  –  вектор-столбец значений функции 

( ) ( , )l k rθψ   в точках kr , М – матрица коэффици-
ентов 

( )

( )

( ) ( ) , ;

( ) ( )

1 ( )

1 .( ) ,

m m ml l

n m m nml

nm

m l

nj hkr kr U r w m n

j h kr U r

kM
kr w m

k
n

θ

θ δ

+

+

>

+

⎧
⎪⎪= ⎨
⎪
⎪⎩

≤
 

Координаты узлов kr  и веса kw  зависят от вы-
бранного способа приближения, использованно-
го  при сведении интегралов к суммам. В на-
стоящей работе использована аппроксимация 
прямоугольниками и аппроксимация Гаусса-
Лежандра [20].  
 Система (4.1) имеет нетривиальное решение 
только при выполнении условия 

( ) Det[ ( )] 0.d k k= =M               (4.2) 
Вычисляя ( )d k  при различных значениях им-
пульса, можно приблизительно определить, где 
локализованы резонансы, и использовать эту 
информацию для дальнейших вычислений. 
 Так как функция ( )d k  комплексна, то, вы-
деляя ее действительную и мнимую часть, урав-
нение (4.2) можно свести к системе нелинейных 
уравнений:  

Re[ ( )] 0,
Im[ ( )] 0.

d k
d k

=⎧
⎨ =⎩

                      (4.3) 

Данную систему можно решить, используя про-
грамму, основанную на непрерывном аналоге 
метода Ньютона [21]. 
 Для определения вычета S-матрицы необхо-
димо, кроме значения резонансного импульса, 
знать и резонансную волновую функцию 

( , )R
lF k r , являющуюся решением однородного 

интегрального уравнения Фредгольма (3.1). Ре-
шение данного уравнения можно свести к стан-
дартной задаче на нахождение собственных зна-
чений и собственных функций [20], методы ре-
шения которой хорошо известны. В этих целях 
сформулируем новую систему уравнений 

[ ] .λ− Ψ = ΨM 1                     (4.4) 
Содержащийся в (4.4) параметр λ  трактуется 
как собственное значение. При 1λ =  системы 
уравнений (4.1) и (4.4) совпадают. Чтобы вычис-
лить резонансную функцию нужно подставить 
резонансное значение импульса в систему (4.4), 
решить ее и отобрать собственную функцию, 
соответствующую 1λ = . Для решения системы 
уравнений (4.4) нами использована программа 
zggevx из библиотеки LAPACK [22]. 
 Таким образом, для исследования влияния 
резонансов на сечение рассеяния воспользуемся 
следующим алгоритмом:  
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1) находим приблизительные значения ком-
плексного импульса, вычисляя значения ( )d k ; 

2) определяем точное значение резонансно-
го импульса, решая систему уравнений (4.4); 

3) вычисляем волновую функцию, соответ-
ствующую найденному импульсу; 

4) определяем вычет S-матрицы по формуле 
(3.2);  

5) находим редуцированное сечение по 
формулам (2.3), (2.4) и сравниваем его с полным 
сечением рассеяния. 

 
5 Результаты 

 На рисунках 1 и 2 представлены результаты 
вычисления нулей комплексной функции ( )d k , 
полученной при использовании потенциала  

0( ) ,n rU r U r e−=                     (5.1) 
при различных значениях параметров 0U  и n. 
Сплошная линия соответствует нулям действи-
тельной части ( ),d k  штриховая – нулям мнимой 
части. Координатами точки пересечения этих 
двух линий определяется положение резонанса. 

Видно, что при нулевом угле поворота (рисунок 
1а), благодаря свойствам потенциала,  открыта 
только узкая полоса в нижней полуплоскости, 
где расположен только один первый резонанс. 
После поворота, например на угол 40θ = , ста-
новятся доступными и другие резонансы (рису-
нок 1b). Полученные значения аргументов функ-
ции ( )d k , соответствующие ее нулям, далее ис-
пользовались как стартовые значения для вычис-
ления резонансных импульсов. 

В таблицах 1 – 5 приведены результаты вы-
числений резонансных импульсов, энергий и 
вычетов S-матрицы. Значения резонансных энер-
гий, полученные посредством решения инте-
гральных уравнений, находятся в хорошем соот-
ветствии с результатами работы [10], получен-
ными при решении ДУ. Энергии совпадают до 
третьего – четвертого знака после запятой. Для 
вычетов соответствие не такое хорошее (значе-
ния совпадают до второго – третьего знака), но 
достаточное для изучения влияния резонансов на 
сечение рассеяния. 

 

 
Рисунок 1 – Нули комплексной функции ( )d k  для потенциала (5.1) с 2,n =  0 15,U =  

при угле поворота 0θ =  (a) и 40θ = (b) 
 

 
Рисунок 2 – Нули комплексной функции ( )d k  для потенциала (5.1) с 2,n =  0 30U =  (a)  

и для потенциала (5.1) с 3n = , 0 10U =  (b) при угле поворота 40θ =
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Таблица 1 – Резонансные значения импульсов для потенциалов (5.1) с 2n =  
0 15U =  0 30U =  

i Re i
Rk  Im i

Rk  Re i
Rk  Im i

Rk  
1 
2 
3 
4 
5 

2.6178 
3.1300 
3.3984 
3.5914 
3.7382 

–0.0049 
–0.3572 
–0.9973 
–1.6640 
–2.3319 

– 
4.1794 
4.5138 
4.7759 
4.9831 

– 
–0.1282 
–0.6780 
–1.3200 
–1.9843 

 
Таблица 2 – Резонансные энергии для потенциала (5.1) с 2n =  при 0 15U =  
Значения, полученные решением ИУ Значения, полученные решением ДУ [10] 
i Re i

RE  Im i
RE  Re i

RE  Im i
RE  

1 
2 
3 
4 
5 

3.426331 
4.834802 
5.277188 
5.064705 
4.268483 

–0.012799 
–1.118042 
–3.389266 
–5.976247 
–8.717054 

3.426390 
4.834807 
5.277279 
5.064929 
4.268860 

–0.012774 
–1.117877 
–3.389053 
–5.976035 
–8.716908 

 
Таблица 3 – Резонансные энергии для потенциала (5.1) с 2n = при 0 30U =  
Значения, полученные решением ИУ Значения, полученные решением ДУ [10] 
i Re i

RE  Im i
RE  Re i

RE  Im i
RE  

2 
3 
4 
5 

8.725518 
9.957419 
10.53352 
10.44686 

–0.535906 
–3.060526 
–6.304011 
–9.887968 

8.725515 
9.957493 
10.53385 
10.44754 

–0.535391 
–3.059822 
–6.303170 
–9.887087 

 
Таблица 4 – Вычеты S-матрицы для потенциала (5.1) с 2n = при 0 15U =  
Вычеты, полученные решением ИУ Вычеты, полученные решением ДУ [10] 

i 0Re(Res[ ( )])i
RS k  0Im(Res[ ( )])i

RS k  0Re(Res[ ( )])i
RS k  0Im(Res[ ( )])i

RS k  
1 
2 
3 
4 
5 

–9.5672×10-3 

–0.1942 
–1.7274 
5.2916 
4.3640 

–2.0785×10-3 

  0.9604 
–3.0526 
–2.2308 
  4.8709 

–9.5607×10-3 
–0.1955 
–1.7214 
  5.2939 
  4.3609 

–2.0766×10-3 
  0.9599 
–3.0546 
–2.2223 
  4.8914 

 
Таблица 5 – Вычеты S-матрицы для потенциала (5.1) с 2n = при 0 30U =  
Вычеты, полученные решением ИУ Вычеты, полученные решением ДУ [10] 

i 0Re(Res[ ( )])i
RS k  0Im(Res[ ( )])i

RS k  0Re(Res[ ( )])i
RS k  0Im(Res[ ( )])i

RS k  
2 
3 
4 
5 

0.2816 
–1.9056 
12.2846 
–13.4382        

0.2061 
–3.3315 
3.9852 

20.1015 

  0.2802 
–1.8856 
 12.2275 
–13.4979 

  0.2069 
–3.3304 
  4.0287 
 19.9692 

 
 На рисунках 3 – 6 приводятся сечения рас-
сеяния 0σ , редуцированные сечения 0σ , парци-
альные S-матрицы 0S  и вклады резонансов в S-
матрицу  для потенциала (5.1) с различными па-
раметрами 0U  и n. Известно четыре основных 
типа поведения сечения рассеяния вблизи резо-
нанса [1]. На представленных рисунках мы на-
блюдаем поведение сечений близкое к каждому 
из этих типов. 

Для потенциала с параметрами 2n =  и 
0 15U =  вблизи первого резонанса в зависимости 

0 ( )Eσ  имеем двойную структуру вида «яма-пик» 
(рисунок 3а), второму резонансу для потенциала 
с 2n =  и 0 30U =  соответствует «яма» (рисунок 
4а). При 3n =  и 0 5U =  сечение рассеяния вбли-
зи резонанса с импульсом 2.6773 0.0699R ik −=  
имеет «пик» (рисунок 5а). Для потенциала с па-
раметрами 3n =  и 0 10U =  поведение сечения 
вблизи резонанса с импульсом 

3.4389 0.00175Rk i= −  соответствует двойной 
структуре «пик-яма» (рисунок 6а). 
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Рисунок 3 – (a) Парциальное сечение рассеяния – сплошная линия, редуцированное сечение рассеяния – 
штриховая линия, (b) действительная часть S-матрицы – сплошная линия, мнимая часть S-матрицы – 
штриховая линия, жирные сплошная и штриховая линии – действительная и мнимая часть вклада 

резонанса в S-матрицу, для потенциала (5.1) с 2n = при 0 15U =  
 

 
Рисунок 4 – (a) Парциальное сечение рассеяния – сплошная линия, редуцированное сечение рассеяния – 
штриховая линия, (b) действительная часть S-матрицы – сплошная линия, мнимая часть S-матрицы – 
штриховая линия, жирные сплошная и штриховая линии – действительная и мнимая часть вклада 

резонанса в S-матрицу, для потенциала (5.1) с 2n = при 0 30U =  
 

 
Рисунок 5 – (a) Парциальное сечение рассеяния – сплошная линия, редуцированное сечение рассеяния – 
штриховая линия, (b) действительная часть S-матрицы – сплошная линия, мнимая часть S-матрицы – 
штриховая линия, жирные сплошная и штриховая линии – действительная и мнимая часть вклада 

резонанса в S-матрицу для потенциала (5.1) с 3n =  при 0 5U =  



В.Н. Капшай, К.П. Шиляева 
 

                   Проблемы физики, математики и техники, № 4 (5), 2010 16 

 

 
Рисунок 6 – (a) Парциальное сечение рассеяния – сплошная линия, редуцированное сечение рассеяния – 
штриховая линия, (b) действительная часть S-матрицы – сплошная линия, мнимая часть S-матрицы – 
штриховая линия, жирные сплошная и штриховая линии – действительная и мнимая часть вклада 

резонанса в S-матрицу для потенциала (5.1) с 3n =  при 0 10U =  
 
 Рассмотрим теперь поведение S-матриц. 
Отметим, что резонансное поведение парциаль-
ной S-матрицы как функции вещественного им-
пульса (энергии), обусловлено наличием ком-
плексного резонансного значения .Rk  Так же, 
как и в работе [10], для редуцированных сечений 
рассеяния во всех рассмотренных случаях на-
блюдаем исчезновение структур, соответствую-
щих резонансам. Отметим также, что область 
влияния резонанса на S-матрицу, а следователь-
но и на сечение рассеяния, зависит от ширины 
резонанса Г. Чем ближе к действительной оси 
расположен резонанс (т.е. чем меньше Г), тем в 
меньшем диапазоне энергий (импульсов) сосре-
доточен его вклад в S-матрицу и сечение рассея-
ния (рисунки 3, 6). Влияние более удаленных от 
вещественной оси резонансов проявляется в 
большей области вблизи резонансного значения 
энергии (импульса) (рисунки 4, 5). Эти выводы 
соответствуют выводам, сделанным в работах 
[10]–[12]. 
 
 Заключение 
 В работе представлен метод определения 
резонансов, основанный на решении интеграль-
ного уравнения Фредгольма, и проанализировано 
их влияние на сечение рассеяния. С применени-
ем этого метода вычислены значения резонанс-
ных импульсов  и вычеты S-матрицы для некото-
рых потенциалов. Кроме того, определены вкла-
ды первых резонансов в сечение рассеяния. По-
ложительные результаты, полученные для нере-
лятивистских систем, являются основанием для 
релятивистского обобщения метода, которое бу-
дет рассмотрено отдельно.  
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THEORETICAL UNCERTAINTIES OF THE INCLUSIVE JET CROSS SECTIONS 

AT THE LHC EXPERIMENTS AT 14 TEV 
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В работе исследованы теоретические ошибки расчета сечения инклюзивного рождения струи для экспериментов LHC 
с применением NLO-генератора партон-партонных взаимодействий JETRAD (2002) и наборов партонных структурных 
функций CTEQ65 и CTEQ6A из библиотеки LHApdf-5.3.1. Для энергии пучков 1.96s =  ТэВ результаты совпадают с 
оригинальным анализом, выполненным в коллаборации CDF.  Для энергии пучков LHC 14s =  ТэВ основные теоре-
тические ошибки связаны с зависимостью от шкалы факторизации и ренормировки КХД (15%), с неточным знанием 
PDF (10%) и с неопределенностью в кластеризации партонной струи (3%). 
 
Ключевые слова: инклюзивное рождение струи, квантовая хромодинамика, партонные функции распределения, боль-
шой адронный коллайдер. 
 
We have studied the theoretical uncertainties in the calculation of the inclusive jet cross section for the LHC experiments using 
the parton-parton NLO-generator JETRAD (2002) and the library of parton distribution functions LHApdf-5.3.1 for CTEQ65 
and CTEQ6A. For beam energy 1.96s =  TeV the results are consistent with the original analysis, performed in CDF collabo-
ration. For LHC beam energy 14s =  TeV the main theoretical uncertainties are associated with the dependence of the QCD 
factorization and renormalization scales (15%), with uncertainty of PDF (10%) and parton jet clustering uncertainty (3%). 
 
Keywords: inclusive jet cross section, quantum chromo-dynamics, parton distribution functions, large hadron collider. 

 
 

Введение  
Измерение сечения инклюзивного рождения 

струи (ИРС) на адронных коллайдерах представ-
ляет собой важнейший тест для пертурбативной 
квантовой хромодинамики (КХД). Сравнение 
экспериментальных данных с предсказаниями 
теории позволяет получить информацию о пар-
тонных структурных функциях (PDF) и о пове-
дении бегущей константы сильного взаимодей-
ствия в широкой области поперечных импуль-
сов, от нескольких ГэВ до почти половины сум-
марной энергии пучков. Более точное знание 
константы связи КХД необходимо для проведе-
ния поисков «новой» физики за пределами стан-
дартной модели, что возможно при условии на-
дежного определения экспериментальных и тео-
ретических ошибок. Измерения сечения ИРС в 
эксперименте CDF в Фермилабе при энер-
гии 1.96s =  ТэВ выполнены в диапазоне пере-
данных 4-импульсов струи 40 600Q ≈ ÷  ГэВ [1]. 
Большой адронный коллайдер (LHC) увеличива-
ет этот интервал до 3 и более ТэВ.  

Определение экспериментальных ошибок 
опирается на феноменологические модели, реа-
лизованные в генераторах событий. Параметры 

этих моделей настраиваются на основе многих 
экспериментов, что позволяет говорить о свойст-
ве универсальности моделей.  

Основной источник экспериментальных 
ошибок связан с неопределенностью абсолютной 
шкалы энергии струи в калориметре. Шкала 
энергии струи определялась в CDF с точностью 
не более 3% на всем интервале энергий. А соот-
ветствующая неопределенность сечения ИРС 
варьируется от 10% при малых поперечных им-
пульсах струи Tp  до +58% –39% при больших 

Tp  [2]. Моделирование на уровне генератора 
событий для LHC показывает, что при определе-
нии абсолютной шкалы энергии струи с точно-
стью 1% (10%) сечение ИРС имеет ошибку в 
интервале 4–7% (40–120%) для импульсов струи 
200–1500 ГэВ [3]. 

В работе [4] приведены данные полного мо-
делирования (с учетом отклика детектора), из 
которых следует, что при энергии струи 1 ТэВ 
систематическая ошибка сечения ИРС составит 
20% при ошибке определения шкалы энергии 
струи 3%. Следует отметить, что даже ошибка 
5% для шкалы энергии струи в начале работы 
LHC не будет достигнута.  

ФИЗИКА
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Настоящая работа посвящена исследованию 
теоретических ошибок в расчете сечения ИРС 
для LHC. В настоящее время вычисления по тео-
рии возмущений КХД  для сечения ИРС выпол-
нены только в следующем за главным порядке 
теории возмущений («Next to Leading Oder» – 
NLO). Для нахождения теоретических ошибок 
используется программа JETRAD версии 2002 
года [7], в комплексе с набором структурных 
функций CTEQ65 и CTEQ6A из библиотеки  
PDF LHApdf-v5.3.1 [8], [9]. Расчеты сделаны как 
при энергии LHC, так и при энергии Тэватрона 
для функционирующего эксперимента CDF. 
Сравнение с результатами CDF позволяет сде-
лать привязку параметров JETRAD, чтобы затем 
получить теоретические ошибки для LHC. В ра-
боте [1] расчет теоретических неопределенно-
стей выполнен с применением программы 
FastNLO [5], основанной на NLOJET++ [6], и в 
качестве PDF использовался набор CTEQ65M.  

 
1 Теоретические неопределенности сече-

ния инклюзивного рождения струи 
Прямой расчет в КХД выполняется для ам-

плитуды жестких короткодействующих партон-
партонных взаимодействий. Этому процессу 
предшествует процесс вырывания двух активных 
кварков из протонов, происходящий на больших 
по сравнению с жестким процессом расстояниях. 
Последний процесс – универсальный, характери-
зуемый структурными функциями распределе-
ния партонов в протонах. Сечение ИРС пред-
ставляется сверткой PDF и вычисляемого в КХД 
сечения жесткого процесса: 

( )
T

d pp jet X
d dp
σ
η

→ + =   (1.1) 

1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) [ , , ( )],i F j F ij S R
ij

dx dx f x f x x P x Pμ μ σ α μ=∑∫  

где  ( , )i k Ff x μ  – функции PDF,  

kx  – доля импульса k-го партона,  
P – импульс протона в системе центра масс,  

Fμ  – параметр шкалы факторизации КХД,  

ijσ  – сечение рассеяния партонов с номера-
ми i и j, которое вычисляется в КХД в виде ряда 
по степеням бегущей константы связи ( )S Rα μ ,  

Rμ  – параметр шкалы ренормировки.  
PDF ( , )i k Ff x μ  зависят от параметра шкалы 

факторизации Fμ , который выбирается фикси-
рованным. Этот параметр задает шкалу энергии, 
которая отделяет (факторизует) физику на боль-
ших расстояниях (коллинеарные или мягкие пар-
тоны) и которая не может быть количественно 
представлена в КХД, но является универсальной 
(«зашита» в PDF). Подлежащие измерению вы-
числяемые величины КХД зависят от конкретно-
го процесса, но по определению имеют важное 

свойство «инфракрасной безопасности», то есть 
не зависят от физики на больших расстояниях.  

Обычно набор функций PDF представляет 
собой программный пакет, в котором значения 
PDF представлены в сетке переменных ( , )x Q  с 
соответствующим кодом интерполяции заданных 
численных значений PDF в любую точку про-
странства переменных ( , )x Q . В старой стан-
дартной FORTRAN-библиотеке PDFLIB сетка 
значений ( , )x Q  и алгоритм интерполяции жест-
ко связаны в коде, что не позволяет включить 
новые наборы PDF, которые содержат часто 
множество вариантов фитов (иногда 20–40), со-
ответствующих различным вариациям парамет-
ров. Это явилось исходной точкой и причиной 
для создания в 2001 году общего стандарта (Les 
Houches Accord PDF, или кратко LHA PDF) [8], 
который унифицировал новые разработки в этом 
направлении. В результате была создана новая 
стандартная библиотека PDF – LHApdf [9]. 

Если учитывать все порядки теории возму-
щений КХД, то сечение (1.1) не зависит от Rμ  и 

.Fμ  Однако практически в настоящее время учи-
тываются только лидирующий и, при необходи-
мости, один (NLO) или два (NNLO – «Next to 
Next to Leading Oder») следующих порядка раз-
ложения. Поэтому результат зависит от Rμ  и 

.Fμ  По зависимости результата вычисления от 
этих параметров можно судить о теоретической 
неопределенности, связанной с вкладами выс-
ших порядков КХД. При F qmμ ≈  и q Tm p≈  се-
чение жесткого процесса зависит от больших 
логарифмов log( / )FQ μ , которые разрушают ус-
ловие применимости теории возмущений КХД. 
Поэтому обычно для расчета выбирают 

, ,F F R Rc Q c Qμ μ≈ ≈  где 1R Fc c c= ≡ ≈  или 

0.5.c ≈  Поскольку 1( ),N
SO

c
μ σ σ α
μ

+∂ Δ
= ≈

∂ Δ
 где N – 

порядок разложения, то величину σΔ  часто бе-
рут как меру, характеризующую вклады от выс-
ших порядков КХД, полагая, например, 
0.5 2.c≤ ≤  Такой интервал будет использован и 
в настоящей работе.  

Чтобы найти неопределенность наблюдае-
мой X, связанную с шкалой КХД, используем 
следующее правило. Пусть ( , )i jX  – значение на-
блюдаемой X, найденное для ( ) ( ),i j

R Fc c . Полагаем 
( ) ( ), 0.5,1, 2i j
R Fc c =  для значений индексов 
, 0,1, 2i j =  соответственно. Тогда ошибку опре-
деляем по формуле: 

( , ) (1,1)
{ }

max ( ).
min

i jX X X±
⎧ ⎫Δ = −⎨ ⎬
⎩ ⎭

      (1.2) 

В наших расчетах используется централь-
ное  значение  (1) (1) 1R Fc c= =  (рисунки 1 и 3)  и 
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значение (0) (0) 0.5R Fc c= =  (рисунки 2 и 4). По-
следнее использовалось в [1]. 

Вторая важнейшая теоретическая неопреде-
ленность связана с неточным знанием PDF и 

( ).S Rα μ  В настоящей работе анализ ошибки, 
связанной с неопределенностью PDF, проводится 
для набора функций распределения CTEQ65 из 
LHApdf–5.3.1. Данная библиотека PDF содержит 
как функции, соответствующие параметрам 

, 1, , 20ka k d d= = , обеспечивающим оптималь-
ную «подгонку» к данным (центральное значе-
ние фита CTEQ65), так и 2d  наборов PDF, соот-
ветствующих двум смещениям каждого из 
CTEQ-параметра (с разными знаками kδ+  и kδ− ) 
относительно центрального значения. Обозначим 
измеряемую величину X. Определение X с при-
менением PDF, соответствующих лучшему фиту, 
обозначим как функцию от PDF-параметров 

0 1 2( , ,..., )dX a a a . Для PDF-функций со смещен-
ными параметрами используем обозначение 

1 2( , ,..., ,..., )k k k dX a a a aδ± , где kδ  – некоторое 
определенное в процессе подгонки PDF значе-
ние, характеризующее среднее отклонение PDF-
параметра  относительно оптимального значения 

.ka  Тогда ошибку, связанную с неопределенно-
стью PDF, можно найти, например, так [4]: 

  2
0 0

1
max [( ),( ),0]

d
PDF

k k
k

X X X X X+ −
+

=

Δ = − −∑ , 

2
0 0

1
max [( ),( ),0].

d
PDF

k k
k

X X X X X+ −
−

=

Δ = − −∑   (1.3) 

Функции CTEQ6AB содержат 10 PDF-
наборов c различными бегущими константами 
сильного взаимодействия, определенными на 
шкале массы Z-бозона,  

( , ) ( ) 0.110, 0.112,...,0.128PDF k
S ZMα = , 1,10.k =  
Используя эти наборы, можно оценить не-

определенность наблюдаемой X, связанную с 
неточным знанием величины ( ) ( ),PDF

S ZMα  кото-
рая используется в PDF: 

( )0.118max
min

PDF PDF
s SX X Xα α

±
⎧ ⎫Δ = −⎨ ⎬
⎩ ⎭

.  (1.4) 

Полная ошибка, связанная с неопределен-
ностью PDF, для наблюдаемой X будет иметь 
вид: 

{ } { } { }
22 .

PDF
SPDFX X X α

± ± ±Δ = Δ + Δ  

Очевидно, что число партонов, порождаю-
щих адроны, включаемые в процессе реконст-
рукции в состав струи, отличается от прямых 
вычислений числа партонов в NLO-генераторе. 
Более того, при расчете в КХД в первом за глав-
ным порядке имеем только два партона в струе, а 
в следующем порядке – три. Поэтому результаты 
работы алгоритмов нахождения струй на уровне 
партонов и на уровне частиц будут отличаться, 

внося неопределенности в экспериментальное 
определение сечений ИРС.  

В настоящей работе мы применяем конус 
для сбора партонов струи с параметром 

2 2 0.7R η ϕ= + <  в ( , )η ϕ  – пространстве, где 
ln ( / 2),tgη θ= −  θ  – полярный угол струи, ϕ  – 

азимутальный угол между партонами струи. Ал-
горитм нахождения струй, встроенный в генера-
тор партонного взаимодействия JETRAD, имеет 
параметр ,sepR  смысл которого состоит в том, 
что в одну струю собираются партоны в конусе 

.sepR R×  Лучшее согласие сечения и данных о 
форме струи адронов достигается при 1.3sepR =  
[1]. Это значение используется здесь по умолча-
нию и изучается отклонение до max 2.sepR =  Чтобы 
определить ошибку, связанную с кластеризацией 
струи, используем правило: 

( ) ( 1.3)max .sep sepR RX X X =Δ = −            (1.5) 

Таким образом, далее исследуются раздель-
но и в комбинации теоретические ошибки опре-
деления сечения ИРС /NLO

TX d dp dσ η≡ , свя-
занные с 

– зависимостью сечения от шкалы ренорми-
ровки и факторизации КХД (1.2), 

– неопределенностью PDF (1.3), 
– неопределенностью константы сильного 

взаимодействия (1.4), 
– кластеризацией партонов в струе (1.5). 
 
2 Расчет теоретических ошибок в сечении 

инклюзивного рождения струи с помощью 
программ JETRAD-2002 и LHApdf-5.3.1 

На всех рисунках далее по оси ординат от-
ложена величина « /NLO Data Data⎡ ⎤−⎣ ⎦ » для 

CDF (левый рисунок) или « /NLO NLO NLO⎡ ⎤−⎣ ⎦ » 

для LHC (правый рисунок), где  
/NLO

TNLO d dp dσ η≡  обозначает расчет с 
отклоненными параметрами,  

/NLO
TNLO d dp dσ η≡  – расчет с параметра-

ми по умолчанию,  
/CDF

TData d dp dσ η≡  – данные коллабора-
ции CDF [1].  

Ошибки найдены по формулам (1.2) – (1.5). 
Подавляющий вклад в теоретическую 

ошибку вычисления сечения ИРС вносит зави-
симость сечения от шкалы ренормировки и фак-
торизации КХД (1.2) (рисунок 1). Эта ошибка не 
зависит от поперечного импульса Tp струи и от 
энергии пучков. 

Для PDF-неопределенности в сечении ИРС 
(1.3) (рисунок 2) среднее значение относитель-
ной ошибки для энергии LHC примерно такое 
же,  как  для  энергии  CDF – 11–15%.            
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Рисунок 1 – Ошибка в измерении сечения ИРС (1.2), связанная с зависимостью сечения от шкалы  

ренормировки и факторизации КХД для Тэватрона (слева) и LHC (справа) 

    
Рисунок 2 – Ошибка в измерении сечения ИРС (1.3), связанная с неопределенностью PDF  

для Тэватрона (слева) и LHC (справа) 

   
Рисунок 3 – Ошибка в измерении сечения ИРС (1.4), связанная с неопределенностью 

константы сильного взаимодействия для Тэватрона (слева) и LHC (справа) 



С.В. Шматов, С.Г. Шульга 
 

       Проблемы физики, математики и техники, № 4 (5), 2010 22 

В обоих случаях наблюдается одинаковый 
рост ошибки с ростом Tp  и подобие картин при 
столь разных энергиях показывает, что ошибка 
растет с ростом /T CMSp E  ( CMSE  – энергия в сис-
теме центра масс пучков). 

При интервале вариации PDF
Sα  в пределах 

1.7%±  PDF
Sα - неопределенность сечения ИРС 

(1.4) на LHC составляет в среднем 4.3%±  (рису-
нок 3), что в 1.5 раза меньше, чем в эксперименте 

CDF. Отметим также падение PDF
Sα -неопреде-

ленности с ростом Tp . В таблице 1 представлена 
PDF
Sα -неопределенность сечения ИРС для раз-

личных интервалов PDF
Sα . 

На рисунке 4 показана неопределенность 
сечения ИРС (1.5), связанная с кластеризацией 
партонов. Ошибка не зависит от Tp  и для LHC 
она в 1.5 раза меньше, чем для энергии CDF. 

 
 Таблица 1 – Ошибка в измерении сечения ИРС (1.4), связанная с неопределенностью 

 константы сильного взаимодействия 
 

PDF
sX α

±Δ  Tp =  50–400 ГэВ 
(CDF) 

Tp = 100–5000 ГэВ 
(LHC) 

Набор PDF; 
набор PDF

Sα  
8.5 6.8%+ −  33 22%+ −  20 16%+ −  CTEQ6A(0..9); 

0.110, 0112,..., 0.128 
5.1%±  19 18%+ −  12%±  CTEQ6A(0..9); 

0112,...,0.124 
3.4%±  13 12%+ −  8.6 8.4%+ −  CTEQ6A(0..9); 

0114,...,0.122 
1.7%±  6.6 5.6%+ −  4.3%±  CTEQ6A(0..9); 

0116,0.118,0.120 
 
    Таблица 2 – Теоретические ошибки в измерении сечения ИРС для струи 

 с поперечным импульсом 150Tp =  ГэВ 
 

Источник ошибки CDF ([1]), % LHC, % 
Зависимость от шкалы КХД: 

, , 0.5 2jet
F R Tc E cμ = ⋅ = ÷  

 
15( 20)± ±  

 
13 19+ −  

Набор PDF CTEQ65: CTEQ65M 15±  9.6 4.9+ −
Набор PDF CTEQ6A: ( ) 0.116 0.120PDF

S ZMα = ÷ 8.5 7.7+ −  1.1 5.2+ −  

Кластеризация партонов в струе: 1.3 2sepR = ÷ 4.5( 4.8)± ± 1.9±  
 

 
Рисунок 4 – Ошибка в измерении сечения ИРС (1.5), связанная с кластеризацией партонов в струе 

для Тэватрона (слева) и LHC (справа) 
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Заключение 
В таблице 2 систематизированы теоретиче-

ские ошибки вычисления сечения ИРС для 
150Tp =  ГэВ. Во втором столбце в круглых 

скобках приведены также результаты, получен-
ные в [1] для зависимости от шкалы КХД и не-
определенности кластеризации струи. Результа-
ты CDF и наш расчет примерно совпадают. Ос-
новная теоретическая ошибка определяется зави-
симостью от шкалы факторизации и ренорми-
ровки КХД. Напомним, что основная экспери-
ментальная ошибка измерения сечения ИРС свя-
зана с определением абсолютной шкалы энергии 
струи, которая составит 20% при достаточно оп-
тимистичном предположении об ошибке опреде-
ления шкалы энергии 3%. Таким образом, для 
экспериментов LHC применение NLO-генерато-
ра для расчета жесткого взаимодействия парто-
нов для ИРС допустимо только в начале работы 
установки. В дальнейшем потребуется выпол-
нять расчет с помощью NNLO-генераторов. 

Авторы выражают благодарность М.В. Са-
виной за внимательное изучение работы, ценные 
замечания и советы по ее содержанию.  
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Доказываются основные теоремы о дифференцируемых функциях с помощью определения производной, в котором не 
используется понятие предела. 
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Main theorems about differential functions are proven with the use of the definition of the derivative which does not invoke the 
concept of limit. 
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Введение  
Производная по Коши – Фреше определяет-

ся через понятие предела. В работах [1], [2], [3] 
исследуется возможность использования произ-
водной по Каратеодори для построения теории 
дифференциального исчисления. Производная по 
Каратеодори определяется через понятие непре-
рывности. В работе авторов [4] предлагается оп-
ределение производной, в котором не использу-
ется ни понятие предела, ни понятие непрерыв-
ности. Целью настоящей статьи является по-
строение соответствующей теории на основе 
предложенного определения. Для достижения 
указанной цели необходимо решить следующие 
задачи: 

1. Доказать равносильность предлагаемого 
определения и определения Коши – Фреше. 

2. Привести примеры и контрпримеры, то 
есть доказать непосредственно по определению, 
что данная функция имеет (не имеет) производ-
ную в данной точке. 

3. Доказать основные теоремы о дифферен-
цируемых функциях с помощью нового опреде-
ления. 

4. Ввести физическую интерпретацию про-
изводной. 

5. Доказать некоторые теоремы о примене-
нии производной для исследования функций. 

 
1 Основные определения. Равносильность 

классическому определению  
Определение производной как углового ко-

эффициента касательной представляется очень 

естественным.   Конечно,  при  условии,  что  
касательная будет определена достаточно строго 
(и независимо от производной). Здесь и далее 
прямой мы будем называть только такую пря-
мую, которая не параллельна оси Oy . 

Определение 1.1. Пусть A – некоторая 
точка прямой .K  Рассмотрим две различные 
прямые, проходящие через эту точку и отли-
чающиеся от .K  Они образуют две пары вер-
тикальных углов. Угловой окрестностью пря-
мой K  с вершиной A  будем называть ту пару 
вертикальных углов, которая содержит .K  

Определение 1.2. Пусть функция f  опре-
делена на интервале ( ; ).α β  Дугой графика 
функции f, соответствующей интервалу ( ; ),α β  
будем называть множество всех тех точек 
графика, у которых абсциссы принадлежат 
( ; ).α β   

Определение 1.3. Прямая ,K  проходящая 
через точку A графика функции f, называется 
касательной к графику в этой точке, если в лю-
бой угловой окрестности прямой K с вершиной A 
содержится некоторая дуга графика f, прохо-
дящая через A. 

В этом определении используются обычные 
представления о касательной как о прямой, кото-
рая «почти не отличается» от графика функции, 
если рассматривать маленький кусок (дугу) этого 
графика (под большим увеличением). 

Близость   прямых,   проходящих  через   
одну  точку,  определяется   величиной угла,  

МАТЕМАТИКА
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образованного этими прямыми. Понятно, что 
близость прямой к графику функции (к кривой) 
определяется именно угловой окрестностью. 

Определение 1.4. Функция f называется 
дифференцируемой в точке x0, если график 
этой функции имеет касательную в точке с 
абсциссой x0. Угловой коэффициент касательной 
называется производной функции f в точке x0 и 
обозначается 0( ).f x′   

Очевидно, что в определении 1.3 вместо 
произвольной угловой окрестности с вершиной A 
можно рассматривать только угловые окрестно-
сти, порождённые прямыми с угловыми коэффи-
циентами k ε−  и ,k ε+  проходящие через ,A  где 
k  – угловой коэффициент прямой K  и ε  – про-
извольное положительное число. 

Предлагаемое определение, конечно, равно-
сильно классическому. Действительно, пусть 
точка А имеет координаты 0 0( ; ( )).x f x  Точка X  
графика функции f  с координатами ( ; ( ))x f x  
попадёт в угловую ε –окрестность с вершиной А 
прямой K, заданной уравнением 

0 0( ) ( ),y k x x f x= − +  тогда и только тогда, когда 
секущая AX  попадёт в эту окрестность, то есть, 
когда угловой коэффициент прямой AX  отлича-
ется от k  меньше, чем на :ε   

0

0

( ) ( ) .f x f x k
x x

ε−
− <

−
 

Выполнение этого условия для всех точек X, 
принадлежащих ( ; )α β -дуге, проходящей через 

0 0( ; ( )),A x f x  равносильно его выполнению для 
всех x из окрестности ( ; )α β  точки 0.x  

Понятно, что предельный переход никуда 
не исчез. Изменяется лишь форма, в которой 
часть трудностей прячется в достаточно простой 
объект – дугу графика. Вместо того, чтобы пред-
ставлять себе все x из окрестности ( ; )α β  точки 

0x  и проверку для каждого из них известных 
неравенств, предлагается представлять два 
«крупных» объекта – угловую окрестность и ду-
гу графика. 

  
2 Примеры и контрпримеры 
Подчеркнём, что первостепенное значение 

имеет геометрическая наглядность, возможность 
изобразить, построить графики функций, угло-
вые окрестности, дуги графиков, касательные. 
Однако, эти изображения столь же просты, как и 
необходимы, и мы их не приводим ради эконо-
мии места. 

Пример 2.1. Пусть 2( ) ,f x x=  0 1x = . Дока-
жем, что 0 0( ) 2 ,f x x′ =  иначе говоря, докажем, что 
прямая K, имеющая угловой коэффициент 2 и 
проходящая через точку (1;f(1))=(1;1), является 
касательной к графику функции f  в точке (1;1).  

Построим график функции 2( ) .f x x=  Рас-
смотрим произвольное положительное .ε  По-
строим прямые, проходящие через точку (1;1)  и 
имеющие угловые коэффициенты 2 ε−  и 2 .ε+  
Легко найти точки пересечения сторон получен-
ной угловой окрестности с параболой – точки с 
абсциссами 1 ε−  и 1 .ε+  Мы видим дугу графика 
функции ,f  соответствующую интервалу 
(1 ;1 )ε ε− +  и содержащуюся в построенной угло-
вой окрестности. 

Доказательства соответствующих нера-
венств не представляют никаких затруднений. 
Пусть, например, 1 1 .x ε< < +  Тогда 1 2x ε+ < +  и 

2 1 (2 )( 1).x xε− < + −  Следовательно, 2 (2 )( 1) 1x xε< + − +  
то есть на этом интервале график функции лежит 
ниже прямой с угловым коэффициентом 2 .ε+  

Доказательство формулы 0 0( ) 2f x x′ =  для 
произвольного 0x  проводится совершенно ана-
логично. 

Пример 2.2. Пусть 2
0( ) ( ) .f x x x= −  Докажем, 

что 0( ) 0.f x′ =  
Так как график функции f  получается из 

параболы 2y x=  сдвигом вдоль оси Ox, то график 
функции f  имеет в 0( ;0)x  ту же касательную, 
что и парабола 2y x=  в (0;0),  то есть 0( ) 0.f x′ =  

Контрпример 2.3. Докажем, что функция 
( ) | |f x x=  не имеет производной в нуле (иначе 

говоря, график функции не имеет касательной в 
(0;0) ). 

Предположим противное. Пусть прямая ,K  
заданная формулой ,y kx=  является касательной 
к графику функции f  в точке (0;0).  Предполо-
жим сначала, что 1 1.k− < <  Выберем 1k  и 2k  так, 
чтобы 1 21 1.k k k− < < < <  Тогда угловая окрест-
ность прямой ,K  образованная прямыми 1y k x=  
и 2 ,y k x=  вообще не содержит точек графика .f  

Предположим теперь, что 1.k =  Рассмотрим 
угловую окрестность прямой ,y x=  образован-
ную прямыми 0y=  и 2 .y x=  Эта угловая окре-
стность не содержит никакой дуги графика ,f  
проходящей через (0;0)  (подчеркнём, что дуга 
графика, проходящая через (0;0),  должна соот-
ветствовать интервалу ( ; ),α β  содержащему точ-
ку 0 ). Случаи 1,k<−  1k =−  и 1k >  рассматри-
ваются аналогично. 

 
3 Основные теоремы. Правила вычисле-

ния производной 
Здесь наше изложение напоминает тради-

ционную схему: леммы о бесконечно малых – 
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теоремы о пределах функций – правила вычис-
ления производных, но присутствуют только 
первый и третий этапы. Некоторые записи не-
сколько длиннее, чем при традиционном подходе 
(из-за необходимости записывать уравнения ка-
сательных), однако, почти всегда есть возмож-
ность  всё «увидеть» с помощью простого чер-
тежа. 

Определение 3.1. Функция h(x) называется 
пренебрежимо малой вблизи точки x0, если и 
функция, и её производная равны нулю в точке 
x0, иначе говоря, если график этой функции про-
ходит через точку 0( ;0)A x  и в любой угловой 
окрестности прямой y=0 с вершиной A содер-
жится некоторая дуга графика h. 

Отметим, что использование термина «бес-
конечно малая более высокого порядка, чем …» 
нам кажется нецелесообразным, ввиду отсутст-
вия понятия «бесконечно малая». 

Лемма 3.1 о пренебрежимо малых. Сумма 
пренебрежимо малых пренебрежимо мала. 

Доказательство. Пусть 1( )h x  и 2 ( )h x пре-
небрежимо малы вблизи точки 0.x  Рассмотрим 
произвольную угловую ε -окрестность прямой 

0y=  в точке 0( ;0).x  Так как 1( )h x и 2 ( )h x пре-
небрежимо малы вблизи точки 0 ,x  то в угловой 

2
ε -окрестности прямой 0y=  в точке 0( ;0)x  най-

дётся и дуга графика 1h  и дуга графика 2.h  Тогда 
на общей части интервалов, соответствующих 
этим дугам,  

0 1 0( ) ( ) ( )
2 2

x x h x x xε ε
− − < < −  

и                 0 2 0( ) ( ) ( ).
2 2

x x h x x xε ε
− − < < −  

Из этого следует, что  
0 1 2 0( ) ( ) ( ) ( ).x x h x h x x xε ε− − < + < −  

Лемма 3.2 о пренебрежимо малых. Произ-
ведение пренебрежимо малой на ограниченную 
пренебрежимо мало. 

Доказательство. Пусть | ( )|g x M≤  на ин-
тервале 1 1( ; ),α β  содержащем 0 ,x  а функция 

( )h x  пренебрежимо мала вблизи точки 0.x  Рас-
смотрим произвольное положительное число ε  

и угловую 
M
ε -окрестность прямой 0y=  в точке 

0( ;0).x  В этой угловой окрестности найдётся 
дуга графика h, соответствующая некоторому 
интервалу 2 2( ; ).α β  Тогда на пересечении интер-
валов 1 1( ; )α β  и 2 2( ; )α β  имеем: 

0| ( ) ( )| | ( )| | |.h x g x M h x x xε≤ ≤ −  
Мы нашли дугу графика hg, содержащуюся в 
угловой ε-окрестности прямой y=0 с вершиной 

0( ;0).x  

Лемма 3.3 о пренебрежимо малых. Прямая 
,K  проходящая через точку 0 0( ; ( ))A x f x  графи-

ка функции ,f  является касательной к графику 
f  в этой точке тогда и только тогда, когда 
разность ( ) ( )f x K x−  соответствующих функ-
ций является пренебрежимо малой вблизи 0.x  

Доказательство. Заметим, что для любого 
положительного ε  утверждение «дуга ( ; )α β  
графика функции ( ) ( )f x K x−  содержится в уг-
ловой ε -окрестности с вершиной 0( ;0)x  прямой 

0y= » равносильно утверждению «дуга ( ; )α β  
графика функции ( )f x  содержится в  угловой 
ε -окрестности с вершиной 0 0( ; ( ))A x f x  прямой 
K ». Действительно, первое из этих утверждений 
означает выполнение неравенства 

0 0( ) ( ) ( ) ( )x x f x K x x xε ε− − < − < −  на некотором 
интервале ( ; ),α β   содержащем  точку  0 ,x  а  
второе – выполнение на этом же интервале нера-
венства 

0 0 0 0( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).k x x f x f x k x x f xε ε− − + < < + − +  
Осталось учесть, что прямая K с угловым коэф-
фициентом k, проходящая через точку 

0 0( ; ( )),A x f x  имеет уравнение 0 0( ) ( ) ( )K x k x x f x= − +  
и подставить ( )K x  в первое неравенство.  

Следствие 3.1. Если две функции отлича-
ются пренебрежимо мало вблизи 0x  и одна из 
них имеет производную в точке 0 ,x  то вторая 
также имеет производную и причём такую же. 

Действительно, по леммам 3.1 и 3.3 каса-
тельная к графику одной из этих функций в точ-
ке 0x  является касательной и к графику другой. 

Теорема 3.1. Если функция ( )f x  имеет 
производную в точке 0 ,x  то она ограничена на 
некотором интервале, содержащем эту точку. 

Доказательство. Рассмотрим какую-нибудь 
угловую окрестность касательной к графику 
функции f  в точке 0 0( ; ( )).A x f x  Пусть дуга 
( ; )α β  графика f  содержится в этой окрестно-
сти. Так как линейные функции, графики кото-
рых образуют стороны угловой окрестности, ог-
раничены на ( ; ),α β  то и f  (график которой 
лежит между этими сторонами) ограничена на 
( ; ).α β  

Замечание. Линейной мы называем функ-
цию вида .y kx b= +  

Следствие 3.2. Произведение пренебрежи-
мо малой вблизи x0 на дифференцируемую в x0 
является пренебрежимо малой вблизи x0.  

Из этого следствия следует, что произведе-
ние пренебрежимо малой на линейную и произ-
ведение двух пренебрежимо малых является 
пренебрежимо малой.  
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Лемма 3.4. Из дифференцируемости функ-

ции v в точке 0x  и 0( ) 0v x ≠  следует, что 1
v

 ог-

раничена  на некотором интервале, содержа-
щем x0.  

Доказательство. Обозначим 0 0( ).y v x=  Пусть, 
например, 0 0.y >  Прежде всего, отметим оче-
видный (надо сделать чертёж) факт, что если 
прямая проходит через точку 0 0( ; )A x y  и 0 0,y >  
то на некотором интервале, содержащем точку 

0 ,x  ординаты точек этой прямой будут больше, 

чем 0 .
2
y  Дифференцируемость функции v  в точ-

ке 0x  означает, что у неё есть касательная в со-
ответствующей точке A графика. Рассмотрим 
какую-нибудь угловую окрестность касательной 
в точке .A  Тогда на некотором интервале ( ; ),α β  
содержащем 0 ,x  график функции v  содержится 
в этой угловой окрестности и, следовательно, 
лежит между прямыми – сторонами этой угловой 
окрестности, а стороны (прямые!) лежат выше 

прямой 0 .
2
yy=  Из этого получаем, что в интер-

вале ( ; )α β  выполняется неравенство 0( ) 0
2
yv x > >  

и, следовательно, неравенство 
0

1 20 .
( )v x y

< <  

Далее мы допускаем вольность речи, назы-
вая словом «касательная» и прямую – касатель-
ную и функцию, графиком которой является эта 
прямая. Кроме того, для краткости записей мы 
будем иногда опускать обозначение аргумента 
функции. 

Теорема 3.2. Если функции u  и v  диффе-
ренцируемы в точке x0, то их сумма, разность, 
произведение и частное вблизи точки x0 отли-
чаются пренебрежимо мало от, соответствен-
но, суммы, разности, произведения и частного 

их касательных. (В случае частного u
v

 надо до-

полнительно предполагать, что 0( ) 0v x ≠ ). 
Доказательство. Обозначим через uK  и 

vK  касательные к графикам функций ( )u x  и 
( )v x  в точках с абсциссой 0.x  Обозначим через 
( )uh x  и ( )vh x  разности функций и их касатель-

ных. Тогда ( ) ( ) ( )u uu x K x h x= +  и 
( ) ( ) ( ).v vv x K x h x= +  Имеем: 

( ) ( )u v u vu v K K h h+ − + = +  
(является пренебрежимо малой по лемме 3.1), 

( ) ( )u vuv K K− = ( )( ) ( )u u v v u vK h K h K K+ + − =

u v v u u vh K h K h h= + +  
(является пренебрежимо малой по следствию 3.2 
и лемме 3.1), 

u

v

Ku
v K
− = u u u

v v v

K h K
K h K

+
−

+
= 1 1 ( ).u v v u

v

h K h K
v K
⋅ ⋅ −  

Осталось применить доказанную выше ограни-

ченность функций 1
v

 и 1

vK
 на некотором интер-

вале, содержащем 0 ,x  и леммы о пренебрежимо 
малых. 

Теорема 3.3. Если функции u(x) и v(x) диф-
ференцируемы в точке 0 ,x  то их сумма, раз-
ность, произведение и частное дифференцируе-
мо в 0.x  При этом: 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 ,u v x u x v x′ ′ ′+ = +  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 ,u v x u x v x′ ′ ′− = −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 ,uv x u x v x v x u x′ ′ ′= +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

0 0 0 0
0 2

0

u x v x v x u xu x
v v x

′ ′ ′−⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(в случае частного u
v

 надо дополнительно 

предполагать, что 0( ) 0v x ≠ ). 
Доказательство. Найдём производные сум-

мы, разности, произведения и частного касатель-
ных к графикам функций u и v в точках с абсцис-
сой 0 ,x  то есть функций  

0 0 0( ) ( )( ) ( )uK x u x x x u x′= − +  
и  

0 0 0( ) ( )( ) ( ).vK x v x x x v x′= − +  
Согласно предыдущей теореме, полученные фор-
мулы будут  верны  и  для самих функций u и v.  

Для суммы ( ) ( )u vK x K x+  и разности 
( ) ( )u vK x K x−  доказательства очевидны.  
Для произведения:  

( ) ( ) ( )u vP x K x K x= ⋅ =  

0 0 0 0 0 0( ( )( ) ( )) ( ( )( ) ( ))u x x x u x v x x x v x′ ′= − + ⋅ − + =  

0 0 0 0 0 0 0

2
0 0 0

( ( ) ( ) ( ) ( ))( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) .

u x v x v x u x x x u x v x

u x v x x x

′ ′= + − + +

′ ′+ −
 

В правой части мы видим уравнение пря-
мой, проходящей через точку 0 0( ; ( ))x P x  (под-
чёркнуто) и функцию, являющуюся пренебре-
жимо малой вблизи x0 (см. пример 2.2). Эта пря-
мая является касательной к графику функции 

( ),P x  а её угловой коэффициент – производной в 
точке x0.  

Доказательство для частного проведём в два 
этапа. Сначала для случая ( ) 1,uK x =  

0( ) ( )vK x k x x b= − +  (мы обозначили 0( )v x′  через 
,k  а 0( )v x  – через b ):  

02
0

1 1( )
( )

k x x
k x x b b b

⎛ ⎞− − − + =⎜ ⎟− + ⎝ ⎠
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0
2

0

2 2
0 2

0

( )1
( )

1 1( ) .
( )

k x x b
k x x b b

k x x
b k x x b

− −
= + =

− +

⎡ ⎤
⎡ ⎤= − ⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦ − +⎣ ⎦

 

Так как функция, стоящая в правой части, 
пренебрежимо мала вблизи 0x  (см. пример 2.2 и 

лемму 3.4), то прямая 02

1( )ky x x
b b

= − − +  явля-

ется касательной к 
0

1
( )k x x b− +

 и, следовательно, 

0
2 2

0 0

( )1 1= .
( ) ( )v

v xk
K k x x b b v x

′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ′
=− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Для завершения доказательства осталось 

записать u
v

 в виде 1u
v
⋅  и применить формулу 

производной произведения. 
 
4 Физическая   интерпретация   произ-

водной 
Пусть тело S  движется по закону ( ).S S t=  

Мгновенной скоростью 0( )v t  в момент 0t  будем 
называть скорость такого равномерного движе-
ния, закон движения которого ( )s s t=  пренебре-
жимо мало отличается от ( )S S t=  вблизи мо-
мента 0.t  Тогда 0 0( ) ( )S t s t′ ′=  и 

0 0 0( ) ( )( ) ( ).s t v t t t S t= − +  
Из этого следует, что 0 0( ) ( ).v t S t′=  

Заметим, что при классическом введении 
производной мгновенная скорость также опреде-
ляется (а не вычисляется) как предел средней 
скорости. Представления о произвольном дви-
жении как о «почти равномерном» вблизи мо-
мента 0t  кажется более продуктивным  (и  более 
соответствующим  духу  математического  ана-
лиза). 

 
5 Исследование функций 
Используя определение производной как 

углового коэффициента касательной, легко дока-
зать необходимое условие экстремума 

Теорема 5.1. Пусть 0x  – точка экстремума 
функции f. Если f имеет производную в точке 0 ,x  
то эта производная равна нулю. 

Пусть, например, в x0 минимум. Предполо-
жим противное, то есть предположим, что угло-
вой коэффициент k  касательной K  к графику 
f  в точке 0 0( ; ( ))x f x  не равен 0.  Пусть, напри-
мер, 0.k >  Рассмотрим такую угловую окрест-
ность прямой ,K  что угловые коэффициенты 
сторон 1K  и 2K  этой окрестности тоже положи-
тельны. Найдём дугу графика ,f  содержащуюся 
в этой окрестности.  Пусть она соответствует 

интервалу ( ; ),α β  где 0 .xα β< <  Тогда для всех 
x  из  0( ; )xα   точки ( ; ( ))x f x  графика f  лежат 
ниже прямой  0( ),y f x=  то есть 0( ) ( ).f x f x<  
Получено противоречие с предположением, что 
в x0 минимум. 

Подчеркнём, что это доказательство, как и 
многие предыдущие становится «прозрачным» 
только в случае использования аккуратного чер-
тежа. 

Замечание. При определении производной 
как углового коэффициента касательной доста-
точное условие строгого возрастания функции 
(производная строго больше нуля) совершенно 
«очевидно» из геометрических соображений. (В 
каждой точке касательная «идёт вверх», поэтому 
и график функции всё время «идёт вверх», иначе 
говоря, функция строго возрастает), однако, 
строгое доказательство этого факта обычно ис-
пользует теорему Лагранжа, которую, по-
видимому, придётся принять без доказательства. 

 
Заключение 
Предлагаемые доказательства являются 

«геометрически конструктивными», благодаря 
использованию укрупнённого объекта – дуги 
графика. Эти доказательства не более громоздки, 
чем классические и не требуют предварительно-
го доказательства свойств пределов функций. 
Понятие касательной (точнее, функции, графи-
ком которой является касательная) может во 
многом заменить понятие дифференциала, не 
требуя перехода к системе координат, связанной 
с точкой графика. 
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НЕСКОЛЬКО УТВЕРЖДЕНИЙ, РАВНОСИЛЬНЫХ ГИПОТЕЗЕ РИМАНА 
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SOME ASSERTIONS EQUIVALENT TO RIEMANN HYPOTHESIS 

A.R. Mirotin 
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Сформулировано несколько утверждений, относящихся к гармоническому анализу на бесконечномерном торе, и дока-
зана их равносильность гипотезе Римана. 
 
Ключевые слова: гипотеза Римана, бесконечномерный тор, функция Мебиуса, функция Эйлера, формула обращения. 
 
Some assertions in harmonic analysis on the infinite dimensional torus are stated and their equivalence to Riemann hypothesis 
is proved. 
 
Keywords: Riemann hypothesis, infinite dimensional torus, Möbius function, Eiler function, inverse formula. 

 
 

Введение  
Дзета-функция Римана определяется для 

комплексных s itσ= +  при 1σ >  следующим 
образом:  

1

1( ) s
n

s
n

ζ
∞

=

= .∑  

Для вещественных 1s >  она рассматривалась 
еще Эйлером. В своей эпохальной работе [1], 
опубликованной в 1859 г., Б. Риман аналитиче-
ски продолжил ее в область 1s ≠  и показал, что 
все так называемые нетривиальные нули дзета-
функции (т. е. нули, отличные от –2, –4, –6, ...) 
лежат в «критической полосе» 0 1σ≤ ≤ . Знаме-
нитая гипотеза Римана (далее RH) утверждает, 
что все нетривиальные нули лежат на «критиче-
ской прямой» 1 2σ = / . Эти исследования были 
предприняты Б. Риманом в связи с гипотезой 
Лежандра-Гаусса, согласно которой количество 

( )xπ  простых чисел, не превосходящих x , удов-
летворяет соотношению ( ) Li( ) 1( )x x xπ : → →∞ , 
где  

2

Li( )
log

x dtx
t

:= ∫  

– интегральный логарифм. Б. Риман связал это 
утверждение с распределением комплексных 
нулей дзета-функции и более того, дал точную 
формулу для ( )xπ , содержащую нетривиальные 
нули дзета-функции. В упрощенном виде его 
формула может быть записана следующим обра-
зом (если число x  не есть степень простого):  

( )21( ) log(2 ) log 1
2n x

xn x x
ρ

ρ

π
ρ

−

≤

Λ = − − − − ,∑ ∑  

где ( ) logn pΛ = , если n  есть степень простого, 
и  ( ) 0nΛ =   в  противном  случае  (функция 

Мангольдта), а сумма xρ

ρ ρ∑  распространяется 

на все нетривиальные нули ρ  дзета-функции и 
понимается как lim .

T Tρ→∞
| |<
∑  При этом гипотеза Ле-

жандра-Гаусса равносильна утверждению 
( ) ( ),

n x
n x x

≤

Λ →∞∑ ∼  и из приведенной выше 

формулы Римана легко вытекает, что эта гипоте-
за верна, если все нетривиальные нули лежат 
слева от прямой 1σ = .  

Следует отметить, что исследованиям Ри-
мана предшествовали замечательные работы 
П. Л. Чебышева по распределению простых чи-
сел, в которых фигурировала дзета-функция ве-
щественного переменного. Вкладом Б. Римана, 
который трудно переоценить, был именно выход 
в комплексную область, позволивший в конеч-
ном счете установить закон распределения про-
стых в натуральном ряде. А именно, в 1898 году 
Ж. Адамар и Ш. де ля Валле-Пуссен доказали 
гипотезу Лежандра-Гаусса, установив отсутствие 
нулей дзета-функции на прямой 1σ = . Эту тео-
рему теперь называют теоремой о простых чис-
лах (асимптотическим законом распределения 
простых чисел в натуральном ряде).  

Важность гипотезы Римана для теории чи-
сел объясняется прежде всего тем, что ее спра-
ведливость равносильна справедливости теоре-
мы о простых числах с наилучшим возможным 
остатком. Дело в том, что, как указал сам Б. Ри-
ман, RH равносильна следующему утверждению: 

0ε∀ >   
1 2( ) Li( ) ( )x x O x επ / += + .  

Удивительным образом эта гипотеза связана 
также с рядом утверждений из таких  разных 
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разделов науки,  как  теория конечных групп 
преобразований, теория вероятностей, функцио-
нальный анализ и даже квантовая механика. На-
пример, доказано, что RH равносильна каждому 
из следующих утверждений:  

1) ( ) lognH
n nn H e Hσ < + ,  

где ( )nσ  есть число делителей числа n, 
1 1 2 1nH … n= + / + + /  (Лагариас, 2002);  
2) наибольший порядок ( )g n  элементов 

симметрической группы nS  при достаточно 
больших n  удовлетворяет неравенству  

1log ( )
Li( )

g n
n

<  

(Массиас, Николас, Робин, 1989);  
3) для любой ненулевой комплексной функ-

ции 0 (0 )g C∞∈ ,∞  справедливо неравенство  

( ) (1 ) 0g g
ρ

ρ ρ∗ ∗ − > ,∑  

где 1

0

( ) ( ) sg s g x x dx
∞

∗ −= ∫  – преобразование Мел-

лина функции g  (А. Вейль, Э. Бомбьери);  
4) для всех натуральных n   

(1 (1 1 ) ) 0n

ρ

ρ− − / ≥∑  

(Х.-Дж. Ли, 1998);  
5) при Re 1 2s > /   

( )Re 0
( )
s
s

ξ
ξ
′⎛ ⎞

> ,⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

где ( )21( ) ( 1) ( )2 2
s ss s s sξ π ζ

−
= − Γ  (Хинкканен, 1998); 

 6) 
2

2 3
0 1 2

1 12 3log ( )
(1 4 ) 32

y x iy dxdy
y

γζ π
∞ ∞

/

− −
| + | = ,

+∫ ∫  

где γ  – постоянная Эйлера (Волчаков, 1998);  
7) линейная оболочка семейства функций 

{ } { }1( ) (0 1)a
af t a at t= − , ∈ ;  (фигурные скобки 

обозначают дробную часть числа) плотна в 
2[0 1]L ;  (Бёрлинг, Ниман).  

Еще Б. Риман установил функциональное 
уравнение для дзета-функции, которое можно 
записать в виде ( ) (1 )s sξ ξ= − . Но доказано, что 
дзета-функция не удовлетворяет никакому диф-
ференциальному уравнению, что считается при-
чиной столь сложного распределения ее нулей.  

По-видимому, сейчас RH – самая знамени-
тая нерешенная математическая проблема. Сле-
дует отметить, что в настоящий момент мало кто 
сомневается в справедливости этой гипотезы, 
поскольку многочисленные факты свидетельст-
вуют в ее пользу. Например, доказано, что пер-
вые 1,5 миллиарда комплексных нулей дзета-
функции (расположенных в порядке возрастания 
мнимых частей) лежат на критической прямой 

(ван де Люн, Риэль, Винтнер, 1986). Там же ле-
жат и 83 10×  ее нулей с мнимыми частями из 
промежутка 20[0 2 10 ]; × , а также все нули с мни-
мыми частями из промежутка 22 22 10[10 2 10 10 ]; × +  
(А. Олдыжко). Известно также, что на критиче-
ской прямой расположено более 40 процентов 
комплексных нулей дзета-функции (Левинсон, 
Сельберг, Конри). Доказано, что, гипотетические 
исключения из RH могут быть расположены на 
комплексной плоскости крайне редко (Бор, Лан-
дау, Карлсон, Ингам). Доказаны аналоги RH, 
относящиеся к дзета-функциям алгебраических 
многообразий над конечными полями (А. Вейль, 
П. Делинь), некоторые следствия RH получили 
независимые доказательства и т. д. Кроме того, 
опровержение RH внесло бы хаос в распределе-
ние простых чисел, и считается маловероятным, 
что природа может быть столь извращенной.  

Далее нам понадобятся равносильные RH 
утверждения, относящиеся к функциям Мебиуса 
μ  и Эйлера ϕ . Напомним, что по определению 

( ) ( 1)k
kNμ = −  где 1k kN p …p=  есть произведе-

ние первых k  простых чисел, и ( ) 0nμ =  для 
остальных  натуральных  n ; ( )nϕ  есть число 
натуральных чисел, меньших n  и взаимно про-
стых с n .  

Теорема 0.1 (Дж. Литтлвуд). RH равносиль-
на каждому из следующих утверждений:  

(i) 1 20 ( ) ( );
n x

n O x εε μ / +

≤

∀ > =∑  

(ii) 0 ( )
n x

A nμ
≤

∃ > =∑  

                  1 2( exp( log loglog )).O x A x x/= /   
Теорема 0.2 (Николас, 1985). RH равносиль-

на каждому из следующих утверждений: 
кроме конечного числаk k∀ /∀ , ,   

( )
loglog

k
k

k

e NN
N

γ

ϕ
−

< ,  

где 1k kN p …p=  есть произведение первых k  
простых чисел.  

Ниже с помощью гармонического анализа 
на полугруппах мы выведем из этих результатов 
несколько новых утверждений, равносильных 
RH. Всюду далее систематически будут исполь-
зоваться следующие обозначения: если 

1 2( ) ( )
1 2

n nn p p …α α=  – каноническое разложение на-
турального числа n  на простые множители, то 

1 2( ) ( ( ) ( ) )n n n …α α α:= , ,  – финитная последова-
тельность, и для t ω∈T  мы полагаем 

1 2( ) ( )( )
1 2

n nnt t t …α αα :=  ( ωT  обозначает бесконечно-
мерный тор, т. е. счетное произведение единич-
ных окружностей). Тогда, например, из нижесле-
дующего предложения 2.2 вытекает, что RH рав-
носильна такому утверждению:  
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k k∀ /∀ ,  кроме конечного числа, справедливо 
неравенство: 

2
1

( ) 1
loglogk k k

g t dt
t …t e N Nω

γ< ,∫
T

  (0.1) 

где 

( )
2

1
( )
3

1

( ) ,

n

n
n

n

t
n

g t t
n

α

α
≥

≥

=
∑
∑

 а dt  – нормированная мера 

Хаара группы .ωT  
Более подробную информацию, касающую-

ся гипотезы Римана, можно найти в [2]–[6].  
 

1 Вспомогательные сведения  
В этом разделе будут изложены сведения по 

гармоническому анализу на полугруппах, необ-
ходимые для дальнейшего. Систематическое из-
ложение этих (и других) вопросов гармоническо-
го анализа содержится в [7]–[9].  

Пусть S  – абелева полугруппа с сокраще-
ниями и нейтральным элементом, записываемая 
мультипликативно, 1G S S−=  – группа ее част-
ных. Через �S  обозначим мультипликативную 
полугруппу всех ограниченных полухарактеров  
полугруппы S  (т. е. ненулевых гомоморфизмов 
из S  в замкнутый единичный диск D  комплекс-
ной плоскости с операцией умножения), наде-
ленную топологией поточечной сходимости 
(превращающей ее в компактную топологиче-
скую полугруппу), а через �S +  – ее компактную 
подполугруппу, состоящую из неотрицательных 
полухарактеров. Для �Sρ +∈  положим также  

� �{ }S Sρ ψ ψ ρ:= ∈ :| |≤ .  
Характером полугруппы S  будем называть 

полухарактер, равный по модулю единице; (ком-
пактная топологическая) группа характеров по-
лугруппы S  будет обозначаться X .  

Необходимые нам сведения из [7] мы изло-
жим в виде нескольких лемм.  

Лемма 1.1 (полярное разложение полуха-
рактера). Любой полухарактер �Sψ ∈  можно 
представить в виде  

ψ ρχ= ,  

где � ,Sρ +∈  а Xχ ∈ .  

Для полухарактера �Sρ +∈  через 1( )l ρ  мы 
обозначим нормированное пространство тех 
комплекснозначных функций f  на группе G  с 
не более чем счетным носителем, которые сосре-
доточены на ,S  и для которых  

( ) ( )
s S

f f s sρ
∈

:= | | < ∞.∑  

Лемма 1.2. Пространство 1( )l ρ  есть уни-
тальная полупростая коммутативная банахова 
алгебра со сверткой  

( ) ( ) ( )
xy s

f g s f x g y
=

∗ := ∑  

в качестве умножения.  
Пусть 1( )f l ρ∈ . Функцию f�  на � ,S ρ  опре-

деленную равенством  
( ) ( ) ( )

s S

f f s sψ ψ
∈

= ,∑�  

будем называть преобразованием Лапласа функ-
ции .f   

Лемма 1.3. Комплексные гомоморфизмы ал-
гебры 1( )l ρ  имеют в точности вид 

�( )( ).f f S ρψ ψ ∈�6  В частности, k iif g f g∗ =  
при 1( ).f g l ρ, ∈   

Пусть ψ ρχ=  – полярное разложение полу-

характера .ψ  Тогда ясно, что n( ) ( )( ),f fψ ρ χ=�  
где «крышка» обозначает преобразование Фурье 
на группе .G  Формула обращения для преобра-
зования Фурье влечет теперь следующее утвер-
ждение.  

Лемма 1.4 (формула обращения для преоб-
разования Лапласа). Пусть 1( ).f l ρ∈  Если функ-

ция n( )( )fχ ρ χ6  принадлежит 1( ),L X  то при 
всех ,s  для которых ( ) 0,sρ ≠  справедливо ра-
венство  

1( ) ( ) ( )
( ) X

f s f s d
s

ρχ χ χ
ρ

= ,∫ �  

где dχ  – нормированная мера Хаара группы .X  
 

2 Формулировка и доказательство основ-
ных результатов  

Теперь мы в состоянии установить наши 
основные результаты.  

Предложение 2.1. RH равносильна каждо-
му из следующих утверждений:  

(i) для любого 0ε >  и любого/некоторого 
1β >  справедлива оценка  

1 2
( )

1

1 ( )
( ) an

a x
n

dt O x
an tω

ε
β α

/ +
−

≤
≥

= ;∑∫ ∑T

 

(ii) существует такое 0,A >  что для любо-
го / некоторого 1β >  справедлива оценка  

( )

1

1 2

1
( )

( exp( log loglog ))

an
a x

n

dt
an t

O x A x x

ω
β α−

≤
≥

/

=

= / .

∑∫ ∑T  

Доказательство. Пусть S  есть мультипли-
кативная полугруппа ∗N  натуральных чисел. 
Поскольку это свободная абелева полугруппа, 
системой образующих которой служит множест-
во простых чисел 1 2{ }p p …, , , каждый ограничен-
ный полухарактер полугруппы S  имеет вид  

( )( ) aa z αψ = ,  
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где 1 2( ) ,z z z … ω= , , ∈D  1 2( ) ( )( )
1 2 ,a aaz z z …α αα =  

( ),j jz pψ=  1 2( ) ( )
1 2

a aa p p …α α=  – каноническое раз-
ложение числа а на простые множители. Таким 
образом, мы можем считать, что m* [0 1] ,ω

+ = ,N , 
n

,ω∗ =N D  а группа характеров полугруппы ∗N  
есть ωT  (через Kω  мы обозначаем тихоновское 
произведение счетного числа экземпляров ком-
пакта K).  

Для этого случая, отождествляя полухарак-
тер ( )( ) aa z αψ =  с соответствующей точкой 

,z ω∈D  получаем, что преобразование Лапласа 
имеет вид  

( )

1
( ) ( ) a

a
f z f a zα

∞

=

= .∑�  

Если полухарактеру m*ρ +∈N  соответствует 
точка r  из [0 1] ,ω,  то алгебра 1( )l ρ  состоит из 
всех арифметических функций f, для которых 

абсолютно сходится ряд ( )

1
( ) .a

a

f a rα
∞

=
∑  Свертка в 

1( )l ρ  задается формулой  

( )( ) ( )
d a

af g a f d g
d|

⎛ ⎞∗ = ,⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

где суммирование распространяется на все по-
ложительные делители числа a  («свертка Ди-
рихле»); функция {1}1  (индикатор одноточечного 
множества {1} ) будет единицей этой алгебры.  

В этом случае, при условии, что функция 
( )t f r t.�6  принадлежит 1( ),L dtω ,T  формула об-

ращения для функций 1( )f l ρ∈  ( ( )( ) aa rαρ = ,  
[0 1]r ω∈ ; ) принимает вид  

( )
( )

1( ) ( ) a
af a f r t t dt

r ω

α
α

−= . ,∫ �
T

  (2.1) 

где dt  – нормированная мера Хаара группы ,ωT  
а r t.  обозначает последовательность 1 1 2 2( ).r t r t …, ,   

Выберем теперь ( ) ( 1a a βρ β−= >  фиксиро-
вано), т. е. положим 1 2( )r p p …β β− −= , , . Очевидно, 
что тогда 1( )lμ ρ∈ . Применяя к известному тож-
деству {1}1 1μ ∗ =  преобразование Лапласа, полу-

чаем при j jz p j Nβ−| |< , ∈   

( )

1

1( )
a

a

z
zα

μ ∞

=

= .

∑
�  

Покажем, что условия, достаточные для 
справедливости формулы обращения, здесь вы-
полнены при 1β > , т. е. что функция ( )t r tμ .�6  
принадлежит 1( ).L dtω ,T   В  самом деле, эта 
функция  есть  преобразование Фурье функции, 

определенной на мультипликативной группе +Q  
положительных рациональных чисел (являю-
щейся группой частных полугруппы ∗N ), но со-
средоточенной на полугруппе ∗N  и равной на 
ней ( )( ) ( ) .n n n βμρ μ −=  Поскольку эта функция, 
очевидно, принадлежит 2 ( )L +Q , то функция 

( )t r tμ .�6  принадлежит 2 1( ) ( )L Lω ω⊂T T  по тео-
реме Планшереля.  

Значит, для функции Мебиуса имеем при 
любом 1β >  в силу формулы обращения сле-
дующее интегральное представление (у нас 

( )nr nα β−= ):  
( )

( )

1

1( ) a
n

n

a a t dt
n tω

β α
β αμ −

−

≥

= .∫ ∑T

        (2.2) 

Следовательно,  

( )

1

1( )
( ) an

a x a x
n

a dt
an tω

β αμ −
≤ ≤

≥

=∑ ∑∫ ∑T

 

и для завершения доказательства осталось вос-
пользоваться теоремой 0.1.  

Более простой вид имеет следующий крите-
рий справедливости RH.  

Предложение 2.2. RH равносильна каждо-
му из следующих утверждений: k k∀ /∀ ,  кроме 
конечного числа, справедливо неравенство  

1
1

( ) 1
loglogk k k

g t dt
t …t e N Nω

γ β −< ,∫
T

 

где 

( )
1

1
( )

1

( ) 2.

m

m
m

m

t
m

g t t
m

α
β

α
β

β
−

≥

≥

= , >
∑
∑

 

Доказательство. Будем рассуждать как в 
доказательстве предложения 2.1 (как и там, мы 
берем ( )a a βρ −= , но считаем, что 2β > ). По-
скольку, очевидно, ( ) ,n nϕ <  то 1( ).lϕ ρ∈  При-
меняя теперь преобразование Лапласа к извест-
ному тождеству  

1 idϕ ∗ =  

(здесь id( )n n= ), получаем i( ) 1( ) id( )z z zϕ ⋅ =��  при 
,j jz p jβ−| |< , ∈N  откуда  

( )

1

( )

1

( )

m

m

m

m

mz
z

z

α

α
ϕ

∞

=
∞

=

= .
∑

∑
�  

Покажем, что условия, достаточные для 
справедливости формулы обращения, здесь вы-
полнены при 2.β >  Действительно, функция 

( )t r tϕ .�6  принадлежит 1( ),L dtω ,T  поскольку  
i iid( )( ) id( ) ( )
1( )

r tr t r t r t
r t

ϕ μ| . |
. = =| . | ⋅ | . |,

| . |
� ��  

причем первый сомножитель ограничен,  
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i 1

1
id( ) ,

m
r t m β−

≥

| . |≤ < ∞∑  

а второй принадлежит 1( )L dtω ,T  (см. доказатель-
ство предложения 2.1).  

Следовательно, по формуле обращения (2.1) 
имеем при любом 2β >  следующее интеграль-
ное представление функции Эйлера ( ( )nr nα β−= ):  

1 ( )
( )1

( )
1

( )
m

nm
m

T m

m t
n n t dt

m tω

β α
β α

β α
ϕ

∞ −
−=

∞ −
=

= ,∑
∫ ∑

    (2.3) 

и для завершения доказательства осталось вос-
пользоваться теоремой 0.2, так как ( )

1
kN

kt t …tα = .  
Полагая 3β =  в предложении 2.2, получаем 

утверждение (0.1), сформулированное во введе-
нии.  

Замечание 2.1. Теперь, когда формулы (2.2) 
и (2.3) получены с помощью гармонического 
анализа на полугруппах, можно дать их доказа-
тельство, являющееся концептуально более про-
стым. Докажем формулу (2.2). Прежде всего за-
метим, что при 1β >  справедливо следующее 
равенство:  

1 2

1 2

( ) ( )( )
1 2

( ) ( )
1 1 1 2

01 1

( ) ( )

1
1 j

j

n nn

n n
n n

m

j
t

mj jj p

t t …t
n p p …

t
p β

α αα

α αβ β β

β

∞ ∞

= =

∞ ∞∞

== =

= =

⎛ ⎞
= = .⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠

∑ ∑

∑∏ ∏
   (2.4) 

Поэтому для натурального a   

( )
( )

( )
1

( )

1 1

1( )
1 j

j

a
a

tn
p

n j

tI a t dt dt
n tω ω

β

α
α

β α

−
−

∞ ∞ −
−

= =

:= = =
−

∫ ∫
∑ ∏T T

 

( ) 1
( )1

( )
1

1

1

1

j j

j

j

j

j

t aj
jp

t

p
ja

j j

dt
t

dt
t

ω
β

β

α

α

∞

−
=

∞

=

= =
−

−
= ,

∏∫

∏ ∫

T

T

 

где все меры jdt  совпадают с нормированной 
мерой Хаара группы T  (последнее означает, что 

2

20
( ) ( )i d

j jf t dt f e
π ϕ ϕ

π=∫ ∫T
 для любой непрерыв-

ной функции f  на T ).  
Возможны два случая.  
1) Число a  делится на квадрат простого, 

т. е. ( ) 2j aα ≥  при некотором .j  В этом случае, 
используя свойство ортогональности характеров 
компактной группы (или прямым счетом), полу-
чаем, что  

( )

1
( ) 0

j

j

j

t

p
j ja

j

I a dt
t

β

α

−
:= = ,∫

T

 

а потому ( ) 0,I a =  что доказывает (2.2) для вы-
бранных .a   

2) Число a  свободно от квадратов, т. е. 
( ) {0 1}j aα ∈ ;  при всех .j  Как и в предыдущем 

случае, здесь легко подсчитать, что  
1 если ( ) 0

( )
1 если ( ) 1

j
j

j j

a
I a

p aβ

α
α

, =⎧⎪= ⎨− / , = .⎪⎩
 

Таким образом, если 1 ,ka p …p=  то 
( ) ( ) ( 1) ,k

jj
I a I a aβ= = − /∏  что равносильно 

формуле (2.2) в этом случае.  
Докажем формулу (2.3). Из формулы (2.4) 

следует, что для натурального a   

( )1

1 ( )

( )1
( ) ( )

1
1

1
( )

1

j

j

j j

j

n t

pan
jn t a

j
jpn

n t
J a t dt dt

n t t

β

ω
β

β α

α
β α α

−

−
∞

−≥
−

=
≥

−
:= = .

−

∑
∏∫ ∫∑ TT

 

Рассмотрим интеграл  

( )1

( )

( )1

1
( )

1

1
( )

j

j

j j

j

j

t

p
j jt a
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j j
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j j j j

J a dt
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p t
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p p t t

β

β

α

β

αβ

−

−

−
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−

−
= .

−

∫

∫
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Поскольку  

1 1
0

1 ( 1)
m

j j j
j

mj j j

p t t
p

p t p

β

β β

∞

− −
=

⎛ ⎞−
= + − ,⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠

∑  

то, пользуясь ортонормированностью характеров 
группы T , получим  

( 1) ( ) 1

1 если ( ) 0
1( ) если ( ) 1

j

j

jj
ja

j

a
pJ a a

p β α

α

α− +

, =⎧
⎪ −= ⎨ , ≥ .⎪
⎩

 

Поэтому, если 1 ( )( )
1

k aa
ka p …pαα= , то  

( 1) ( ) 1
1

1 ( )( ) ( )
j

k
j

j a
j j j

p aJ a J a
ap β α β

ϕ
− +

=

−
= = =∏ ∏  

(мы воспользовались тем, что 

1
( ) (1 1 )k

jj
a a pϕ

=
= − /∏ ). Последнее равенство 

равносильно формуле (2.3).  
Замечание 2.2. Подобно формулам (2.2) и 

(2.3) могут быть получены интегральные пред-
ставления и других арифметических функций. 
Так, например, исходя из тождества  

1 logΛ∗ =  
([10, с. 145]), для функции Мангольдта Λ  имеем 
при 1β >   

( )
( )1

( )
1

log
( )

m
nm

m
m

m mt
n n t dt

m tω

β α
β α

β α

∞ −
−=

∞ −
=

Λ = .∑
∫ ∑T
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СТАБИЛИЗАЦИЯ ОПТИМАЛЬНЫХ ПО БЫСТРОДЕЙСТВИЮ СИСТЕМ 

Е.А. Ружицкая 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

STABILIZATION OF OPTIMAL ON SPEED SYSTEMS 

E.A. Ruzhitskaya 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Описывается метод стабилизации оптимальных по быстродействию систем в классе ограниченных управлений, осно-
ванный на использовании вспомогательной задачи оптимального управления – задачи минимизации интенсивности 
управляющего воздействия. Результаты иллюстрируются на примере динамической системы четвертого порядка. 
 
Ключевые слова: стабилизация, обратная связь, динамическая система, задача быстродействия, задача оптималь-
ного управления. 
 
The method of stabilization of optimal on speed systems in the class of the bounded control based on the use of an auxiliary 
problem of optimal control – problem of control intensity minimization – is described. Results are illustrated by the example of 
dynamic system of the fourth order. 
 
Keywords: stabilization, feedback, dynamic system, speed problem, optimal control problem. 

 
 

Введение  
Задача стабилизации является одной из ос-

новных задач теории управления, поскольку ус-
тойчивое поведение системы – одно из ее важ-
нейших свойств [1]. Однако, c точки зрения при-
ложений важно, чтобы переходные процессы 
обладали дополнительными свойствами. Одним 
из таких свойств является требование наибыст-
рейшего устойчивого поведения системы. 

В данной работе описывается метод по-
строения оптимальных стабилизирующих обрат-
ных связей в задаче быстродействия с использо-
ванием теории оптимального управления. При 
этом структура обратной связи не задается в яв-
ном, формульном виде. Её значения вычисляют-
ся с помощью решения специальной вспомога-
тельной задачи оптимального управления – зада-
чи минимизации интенсивности управляющего 
воздействия. Работа примыкает к исследованиям 
[2]–[5], в которых описаны методы реализации 
оптимального управления типа обратной связи и 
их применения к проблеме стабилизации. 

 
1 Постановка задачи 
Рассмотрим динамическую систему, пове-

дение  которой при  0t ≥   описывается уравне-
нием 

x Ax bu= + ,    (1.1) 
1( , ( ) ),n n n nx R A R u R rank b Ab … A b n× −∈ , ∈ ∈ , , , , =  

где ( )x x t=  – n-вектор состояния системы в мо-
мент времени t, ( )u u t=  – значение скалярного 
управления. 
 Пусть G – ограниченная окрестность со-
стояния равновесия 0x =  системы (1.1), 0.u =  

При фиксированных числах 0,h >  0L >  
функцию  

( , ), [0, [, 0, ,u t x t h t x G∈ ≥ ∈   (1.2) 
назовем дискретной (с периодом квантования 

0h > ) ограниченной стабилизирующей обратной 
связью системы (1.1) в области G, если: 

1) ( ,0) 0, [0, [;u t t h= ∈  
2) ( , ) , , [0, [;u t x L x G t h≤ ∈ ∈  
3) траектория замкнутой системы 

0 0( , ) (0) , ,x Ax bu t x x x x G= + , = ∈  (1.3) 
является непрерывным решением уравнения 

0( ) (0) ,x Ax bu t x x= + , =  
при ( ) ( , ( )), [ ,( 1) [, 0,1,...;u t u t kh x kh t kh k h k= − ∈ + =  

4) система  (1.3)  асимптотически  устойчи-
ва в G. 

Введем класс доступных управляющих воз-
действий, с помощью которых будем оптимизи-
ровать систему управления. Выберем натураль-
ное число ( ),N N n>  вещественные числа 0,h >  

0.L >  Положим .t Nh∗ =  
Кусочно-постоянную функцию ( ) 0,u t t, ≥  

( ) , [( 1) , [,ju t u t j h jh= ∈ −  1,2,...j = , удовлетво-
ряющую ограничению ( ) 0u t L t| |≤ , ≥  будем на-
зывать доступным управлением.  

На введенном множестве доступных управ-
лений рассмотрим следующую задачу оптималь-
ного быстродействия:  

mint∗ → ,    (1.4) 

0(0)x Ax bu x x= + , = ,   (1.5) 
( ) 0x t∗ = ,     (1.6) 
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( ) , 0.u t L t| |≤ ≥       (1.7) 
Доступное управление ( ) 0u t t, ≥  назовем 

допустимым, если оно удовлетворяет ограниче-
нию (1.7), порождает такую траекторию 

( ) 0x t t, ≥ ,  системы (1.5), которая за конечное 
время  ( )t t u∗ ∗=   достигает состояния равнове-
сия (1.6).  

Допустимое управление 0 0
0( ) [0 ( )],u t x t t u∗| , ∈ ,  

будем называть оптимальным по быстродейст-
вию программным управлением со временем бы-
стродействия 0 0( )t t u∗ ∗=  для состояния 0 ,x  если:  

1) 0t∗  – наименьшее время из возможных 
( )t t u∗ ∗=  для допустимых управлений;  

2) 
0 0

0

[0 ] [0 ]
max ( ) min max ( )

ut t t t
t tu u∗∗ ∗

∗

∈ , ∈ ,
| |= | |,  

где минимум берется по всем допустимым 
управлениям ( ) [0 ( )]u t t t u∗ ∗ ∗, ∈ , ,  для которых вре-
мя ( )t u∗ ∗  совпадает со временем оптимального 
быстродействия 0t∗ .  

Для определения оптимального по 
быстродействию управления типа обратной 
связи погрузим задачу (1.4)–(1.7) в семейство 
аналогичных задач оптимального управления  

0 ( ) mint z t∗ ∗= ,  
(0)x Ax bu x z= + , = ,    (1.8) 

( ) 0x t∗ = ,  
( ) 0u t L t| |≤ , ≥ .  

Обозначим 0 0( ) [0 ( )]u t z t t z∗| , ∈ ,  – оптимальное 

программное управление для состояния z,  X  – 
множество всех z, для которых существует опти-
мальное программное управление.  

Функция  
0 0( ) (0 )u z u z z X= | , ∈               (1.9) 

называется оптимальным (стартовым) по бы-
стродействию управлением типа обратной свя-
зи в задаче оптимального управления (1.4)–(1.7).  
 Можно показать, что функция (1.9) является 
дискретной ограниченной стабилизирующей 
обратной связью для состояния z. 

Под траекторией 0 ( ) 0x t t, ≥  системы задачи 
(1.8), замкнутой оптимальной обратной связью 
(1.9), будем понимать непрерывное решение 
уравнений  

0
0( ) (0)x Ax bu t x x= + , = ,  

где 0 0 0( ) ( ( )) [ ] 0 1u t u x t h kh k …τ τ τ τ= , ∈ , + , = , = , , .   
В терминах исходной системы оптимальное 

управление по принципу обратной связи осуще-
ствляется следующим образом.  

В начальный момент t=0 для состояния 0x  
вычисляется 0

0( )u x  и полагается 0 0
0( ) ( )u t u x= ,  

0 t h≤ ≤ .  В результате, в момент t h=  система 

(1.5) оказывается в состоянии 0 ( )x h .  Пусть про-
цесс управления осуществлен на промежутке 
[0 ]hτ, −  и в момент khτ =  система оказалась в 
состоянии 0 ( )x τ .  Управление 0 ( )u t  на следую-
щем промежутке времени [ [hτ τ, +  вычислим по 
формуле  

0 0 0( ) ( ( )) [ [u t u x t hτ τ τ= , ∈ , + .  
 Отсюда следует, что в каждом конкретном 
процессе управления динамической системой 
нужны значения обратной связи вдоль реализо-
вавшейся траектории ( ), 0.x t t∗ ≥  При этом нуж-
ны значения ( ), 0u t t∗ ≥  лишь по ходу конкретно-
го процесса управления. 
 Устройство, способное вычислять эти зна-
чения, будем называть оптимальным по быстро-
действию стабилизатором (или просто стабили-
затором). 
 Таким образом, проблемы построения оп-
тимальной по быстродействию обратной связи 

0 ( ),u x x X∈  свелась к описанию алгоритма ра-
боты оптимального стабилизатора. 
 

2 Алгоритм построения оптимальной по 
быстродействию стабилизирующей обратной 
связи  

Согласно определению, для начала работы 
оптимального стабилизатора необходимо знать 
значение 0 (0)u  оптимального программного 
управления 0 0

0( ) [0 ]u t x t t∗| , ∈ , ,  задачи (1.8). По-
скольку вся информация о задаче (1.8) известна 
заранее, то ее программное решение также мож-
но построить до начала процесса управления. В 
данной работе оптимальное программное управ-
ление 0 0

0( ) [0 ]u t x t t∗| , ∈ , ,  строилось следующим 
образом.  

Используя формулу Коши, запишем задачу 
(1.8) в эквивалентной функциональной форме:  

mint∗ → ,  

00
( ) ( ) ( )

t
F t t bu t dt F t x

∗
∗ ∗− = ,∫          (2.1) 

( ) 0u t L t| |≤ , ≥ ,  
 

где ( ) 0 ( ) n nF t t F t R ×, ≥ , ∈  – фундаментальная 
матрица решений системы x Ax= .  

В принятом классе доступных управлений 
задача (2.1) эквивалентна задаче:  

minN → ,  
1 ( 1)

0
0

( ) ( )
N j h

j jh
j

u F Nh t bdt F Nh x
− +

=

− = − ,∑ ∫  (2.2) 

0 1

0
ju L j N

N t h N∗

| |≤ , = , − ,

= / , > ,
 

 

где j ju R u∈ ,  – значение управления ( )u t  на про-
межутке [ ( 1) [.jh j h, +   
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Для построения допустимого управления 
задачи (2.2) выберем произвольное число N>0 и 
рассмотрим задачу:  

0 1
max minjj N

u
≤ ≤ −

| |→ ,  

1 ( 1)

0
0

( ) ( )
N j h

j jh
j

u F Nh t bdt F Nh x
− +

=

− = − ,∑ ∫  (2.3) 

0 1ju L j N| |≤ , = , − .  
Заменим задачу (2.3) на следующую задачу 

минимизации интенсивности управления:  
minρ → ,  

1 ( 1)

0
0

( ) ( )
N j h

j jh
j

u F Nh t bdt F Nh x
− +

=

− = − ,∑ ∫  (2.4)  

0 1.ju j Nρ| |≤ , = , −  
Введем новые переменные j juξ ρ= / ,  

10 1 1j N ξ ρ= , − , = / .  В новых переменных задача 
(2.4) эквивалентна задаче линейного программи-
рования:  

1 maxξ → ,  
1 ( 1) 1

0
0

( ) ( ) 0
N j h

j jh
j

F Nh t bdt F Nh xξ ξ
− +

=

− + = ,∑ ∫  (2.5) 

11 1 0 1 0j j Nξ ξ− ≤ ≤ , = , − , ≥ .  

Пусть 10 0 0 1j j Nξ ξ, , = , −  – оптимальный 
план задачи (2.5). Рассмотрим 2 случая: 

0 101) 1 Lρ ξ= / > ;  
0 102) 1 Lρ ξ= / ≤ .   

В первом случае полагаем N=N–1 и вновь 
решаем задачу (2.5). Число N  уменьшаем до тех 
пор, пока 0 101 Lρ ξ= / ≤ .  Фиксируем значение 

0N N= , при котором 0 Lρ ≤ .   
Во втором случае полагаем 1N N= +  и 

вновь решаем задачу (2.5). Увеличиваем число 
N  пока не выполнится условие Lρ > .  При этом 
фиксируем последнее значение 0N N= , для ко-
торого 0 Lρ ≤ .   

В обоих случаях 0N  – оптимальное значе-
ние N  для задачи (2.2); 0 0t N h∗ =  – время опти-
мального быстродействия,  

0 0
0

0 0 0 0 0 10

( ) ( ) [ ( 1) [ 0 1

( ) 1j j

u t u t x t jh j h j N

u t u ξ ρ ρ ξ

= | , ∈ , + , = , − ,

= = , = /
 

– оптимальное программное управление задачи 
(1.8).  

Наиболее эффективным методом решения 
задачи (2.5) является двойственный метод [6]. 
Итерации двойственного метода на современных 
вычислительных машинах осуществляются за 
небольшое время. Если время, затраченное кон-
кретным вычислительным устройством на по-
строение оптимального управления задачи (2.5), 
меньше, чем h, то можно говорить,  что для  дан-

ной задачи с помощью данного вычислительного 
устройства можно реализовать оптимальное 
управление типа обратной связи в режиме реаль-
ного времени [2]–[5].  

 
3 Пример  
В качестве примера рассмотрим реализацию 

оптимальной по быстродействию обратной связи 
для задачи стабилизации ограниченными управ-
лениями двух материальных точек, соединенных 
упругой связью (рисунок 1). 

 
 
 
 

Рисунок 1 
 
Пусть поведение такой системы описывает-

ся уравнениями:  
1 22 1 3

3 44 1 3

9 9
3 3

x x xx x
x x x ux x

= , = − + ,
= , = − +

                (3.1) 

1 2 3 4( )x x x x u R, , , , ∈ , где 1 3x x,  – отклонение пер-
вой и второй точек системы от состояний равно-
весия 1 3 0x x= = ;  2 4x x,  – скорости этих точек; u  
– управляющее воздействие.  

Пусть в начальный момент 0t =  рассмат-
риваемая система находилась в состоянии 

1 2 3 4(0) 0 5 (0) 0 (0) 0 5 (0) 0x x x x= . , = , = . , = .   
Требуется перевести ее в состояние  
1 2 3 4( ) 0 ( ) 0 ( ) 0 ( ) 0x t x t x t x t∗ ∗ ∗ ∗= , = , = , =     (3.2) 

за минимально возможное время. При этом бу-
дем считать, что доступные управления пред-
ставляют кусочно-постоянные функции ( )u t ,  

0t ≥ ,  удовлетворяющие ограничению  
( ) 0u t L t| |≤ , ≥ .                      (3.3) 

Качество допустимых управлений будем 
оценивать по значению функционала  

mint∗ → .                            (3.4) 
При решении задачи (3.1)–(3.4) были зада-

ны следующие значения параметров:  1) 0 8L = . ,  
0.1;h =  2) 1.0L = ,  0.1.h =  

 На рисунках 2, 3 представлены реализовав-
шиеся траектории системы 1 ( )x t∗  и 3 ( ),x t∗  а на 
рисунке 4 – значения стабилизирующей обрат-
ной связи. Кривые 1 (сплошные) соответствуют 
ограничению 0 8L = . ,  кривые 2 (штриховые) – 
ограничению 1 0.L = .  При этом время стабили-
зации системы составило: при 0 8L = .  – 5.4, при 

1 0L = .  – 5.3. 
 Для сравнения результатов оптимизации 
рассматриваемой системы, наряду с задачей 
(3.1)–(3.4) была решена следующая задача ми-
нимизации интенсивности управляющего воз-
действия вида (2.4) без дополнительного требо-
вания быстродействия:  
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minρ → ,  

1 2 3 42 1 3 4 1 39 9 3 3x x x x x x ux x x x= , = − + , = , = − + ,  

1 2 3 4(0) 0 5 (0) 0 (0) 0 5 (0) 0x x x x= . , = , = . , = ,  (3.5) 

1 2 3 4( ) 0 ( ) 0 ( ) 0 ( ) 0x t x t x t x t∗ ∗ ∗ ∗= , = , = , = ,  
( ) 0u t L t| |≤ , ≥ .  

На рисунках 2, 3 представлены реализовав-
шиеся траектории системы 1 ( )x t∗  и 3 ( ),x t∗  а на 
рисунке 4 – значения стабилизирующей обрат-
ной связи. Кривые 3 (сплошные) соответствуют 
ограничению 0 8L = . ,  кривые 4 (штриховые) – 
ограничению 1 0.L = .  Время стабилизации сис-
темы: при 0 8L = .  – 22.1, при 1 0.L = .  – 21.5. 

 

 
Рисунок 2 – Траектория замкнутой 

системы *
1 ( )x τ  

 

 
Рисунок 3 – Траектория замкнутой  

системы *
3 ( )x τ  

Рисунок 4 – Реализовавшиеся значения 
оптимальной обратной связи 
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Даются условия, при которых конечная группа принадлежит композиционной формации, содержащей все конечные 
сверхразрешимые группы, а также обобщаются основные результаты работ [20]–[32], [34]–[37]. 
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Introduction 
Throughout this paper, all groups are finite.  
Let F  be any non-empty class of groups. Then 

we use GF  to denote the intersection of all normal 
subgroups N  of the group G  with .G N/ ∈F  A 
class F  of groups is said to be a formation if for 
every group ,G  every homomorphic image of 
G G/ F  belongs to .F  All applications of the forma-
tions theory are related to the so-called saturated and 
solubly saturated formations (see, for example, [1]–
[6]).  

Recall that a formation F  is said to be satu-
rated if F  contains each group G  with ( );G G≤ ΦF  
F  is said to be  solubly saturated or Baer-local (see 
[5, Chapter IV]) or composition [2] if F  contains 
each group G  with ( )G N≤ ΦF  for some soluble 
normal subgroup N  of .G  

Many results of the theory of formations are re-
lated to the study of conditions under which a group 
belongs to a saturated formation. In this way a large 
number of criteria of solubility, supersolubility, p -
nilpotency, nilpotency, and so on, as well as general 
criteria for membership of a group in a saturated 
formation have been found. Nevertheless, in this 
direction there are almost no results related to com-
position formations.  

In this paper, we give conditions under which a 
group belongs to a composition formation contain-
ing all supersoluble groups.  

1 Main definitions and results 
Recall that a subgroup A  of a group G  is said 

to be S -quasinormal, S -permutable, or ( )Gπ -
permutable in G  (Kegel [7]) if AP PA=  for all 
Sylow subgroups P  of G . The S -quasinormal 
subgroups possess many interesting properties [7]–
[9] and such subgroups are used for analysis of 
many questions of the group theory (see Section 5 in 
[10]). This circumstance was the main motivation 
for the introduction and study of various generaliza-
tions of the S -quasinormality. One of the most in-
teresting generalizations of this concept was found 
by Ballester-Bolinches and Pedraza-Aguilera: A 
subgroup A  of a group G  is said to be S -
quasinormally embedded or S -permutably embed-
ded in G  [11] if each Sylow subgroup of H  is also 
a Sylow subgroup of some S -quasinormal subgroup 
of G . Based on the last concept, we introduce the 
following.  

Let H  be a subgroup of a group ,G  seGH  the 
subgroup generated by all subgroups of H  which 
are S -quasinormally embedded in .G  Then we say 
that seGH  is the SE -core of H  in .G   

Definition 1.1. Let H be a subgroup of a group 
G. Then we say that:  

(1) H is SE-quasinormal in G if for some sub-
normal subgroup T  of G  we have HT G=  and 

.seGH T H∩ ≤  
(2) H is SE-supplemented in G if for some sub-

group T of G we have HT=G and .seGH T H∩ ≤  

МАТЕМАТИКА
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We have proved the following  
Theorem 1.2. Let F  be a composition forma-

tion containing all supersoluble groups and E  a 
normal subgroup of G  such that .G E/ ∈F  Suppose 
that for every non-cyclic Sylow p -subgroup P  of 
E  with ,nP p| |=  there is an integer k  such that 
k n<  and the subgroups of P  or order kp  and 
order 4 are SE -quasinormal in G . Then .G∈F   

The proof of Theorem 1.2 relies on the follow-
ing non-trivial observations.  

Theorem 1.3. Let E  be a normal subgroup of 
a group ,G  p  a prime divisor of .E| |  Let P  be a 
Sylow p -subgroup of E  and .nP p| |=  Suppose 
that either 1n =  or 1n >  and there is an integer k  
such that k n<  and the subgroups of P  or order 

kp  and order 4 (if 2kp =  and P  is non-abelian) 
are SE -quasinormal in .G   

(I) If ( 1 ) 1,p E− ,| | =  then each chief factor of 
G  between E  and ( )pO E′  is cyclic.  

(II) If ( 1 ) 1,p G− ,| | =  then each chief factor 
H K/  of G  between E  and ( )pO E′  is central, that 
is, ( ) .GC H K G/ =   

Theorem 1.4. Let E  be a normal subgroup of 
a group .G  Suppose that for every non-cyclic Sylow 
p -subgroup P  of E  with ,nP p| |=  there is an 

integer k  such that k n<  and the subgroups of P  
or order kp  and order 4 (if 2kp =  and P  is non-
abelian) are SE -quasinormal in .G  Then each 
chief factor of G  below E  is cyclic.   

A chief  factor H K/  of a group G  is called 
F -central provided ( ) ( ( ))GH K G C H K/ / / ∈F~  (see 
[3, p.127–128]).  

Theorem 1.5 [13]. Let F  be any formation and 
G  a group. If E  is a normal subgroup of G  and 
each chief factor of G  below ( )F E∗  is F -central  
in ,G  then  each  chief  factor  of  G  below E  is 
F -central in G  as well. 

In this theorem ( )F E∗  denotes the generalized 
Fitting  subgroup  of ,E  that is, the product  of all 
normal  quasinilpotent subgroups of E   [12, Chap-
ter X].  

Lemma 1.6. Let F  be a composition formation 
containing all supersoluble groups and G  a group 
with a normal subgroup E  such that .G E/ ∈F  If E  
is cyclic, then .G∈F    

From Theorems 1.2 and 1.5 we get  
Theorem 1.7. Let F  be a composition forma-

tion containing all supersoluble groups and E a 
normal subgroup of G  such that .G E/ ∈F  Suppose 
that for every non-cyclic Sylow p-subgroup P of 

( )F E∗  with ,nP p| |=  there is an integer k  such 

that k n<  and the subgroups of P  or order kp  and 
order  4  (if 2kp =  and P  is non-abelian)  are 
SE -quasinormal in .G  Then .G∈F  

There are examples showing that we can not 
replace the condition «to be SE -quasinormal» in 
Theorems 1.2 and 1.7 by the weaker condition «to 
be SE -supplemented in G ». Nevertheless, the fol-
lowing results are correct.  

Theorem 1.8. Let F  be a composition forma-
tion containing all supersoluble groups and E  a 
normal subgroup of G  such that .G E/ ∈F  Suppose 
that for every Sylow subgroup P  of ,E  either the 
maximal subgroups of P  or the cyclic subgroups of 
P  of prime order and order 4 (if P  is a non-
abelian 2-group) are SE -supplemented in .G  Then 

.G∈F   
Theorem 1.9. Let F  be a composition forma-

tion containing all supersoluble groups and E  a 
normal subgroup of G  such that .G E/ ∈F  Suppose 
that for every Sylow subgroup P  of ( ),F E∗  either 
the maximal subgroups of P  or the cyclic sub-
groups of P  of prime order and order 4 (if P  is a 
non-abelian 2-group) are SE -supplemented in .G  
Then .G∈F   

The proofs of Theorems 1.8 and 1.9 are based 
on the following our results.  

Theorem 1.10. Let E  be a normal subgroup of 
a group ,G  1 2 np p … p< < <  the set of all prime 
divisors of E| |  and 1 2{ }.i ip p … pπ = , , ,  Suppose 
that for each ip π∈  and for any Sylow p -subgroup 
P  of ,E  the cyclic subgroups of P  of prime order 
or order 4 are SE -supplemented in .G  Then E  has 
a normal Hall iπ -subgroup 

i
Eπ  and each chief fac-

tor of G  between E  and 
i

Eπ  is cyclic.   
Theorem 1.11. Let E  be a normal subgroup of 

a group ,G  1 2 np p … p< < <  the set of all prime 
divisors of E| |  and 1 2{ }.i ip p … pπ = , , ,  Suppose 
that for each ,ip π∈  the maximal subgroups of any 
Sylow p -subgroup of E  are SE -supplemented in 

.G  Then E  has a normal Hall iπ -subgroup 
i

Eπ  

and each chief factor of G  between E  and 
i

Eπ  is 
cyclic.   

Note that Theorems 1.2–1.5 and 1.7–1.11 cover 
main results of many papers. As an illustration of 
this, we discuss a small portion of them in Section 3.  
All unexplained notations and terminology are stan-
dard. The reader is referred to [5], [4] and [6] if nec-
essary.  
 

2 Some basic lemmas 
Proofs of Theorems 1.2–1.5 and 1.7–1.11 con-

sist of many stages and the following lemmas are 
some steps of them.  
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Lemma 2.1 [7]. Let G  be a group and 
.H K G≤ ≤  

(1) If H  is S -quasinormal in ,G  then H  is 
S -quasinormal in .K   

(2) Suppose that H  is normal in .G  Then 
K H/  is S -quasinormal in G  if and only if K  is 
S -quasinormal in .G   

(3) If H  is S -quasinormal in ,G  then H  is 
subnormal in .G   

(4) If A  and B  are S -quasinormal in ,G  
then A B∩  and A B,  are S -quasinormal in .G   

From Lemma 2.1 (3) we get  
Lemma 2.2. If H  is an S -quasinormal sub-

group of a group G  and H  is a p -group for some 
prime ,p  then ( ) ( ).p

GO G N H≤   
Lemma 2.3 [8]. Let G be a group and .A B G, ≤  
(1) If A  is S -quasinormal in ,G  then A B∩  

is S -quasinormal in .B   
(2) If A  is S -quasinormal in ,G  then GA A/  is 

nilpotent.  
Lemma 2.4 [11]. Let G  be a group and 

.H K G≤ ≤  
(1) If H  is S -quasinormally embedded in ,G  

then H  is S -quasinormally embedded in .K   
(2) If H  is normal in G  and E  is an S -qua-

sinormally embedded subgroup of ,G  then EH  is 
S -quasinormally embedded in G  and EH H/  is 
S -quasinormally embedded in G H/ .  

From Lemma 2.1 (4) we also get  
Lemma 2.5. Let H  be an S -quasinormally 

embedded subgroup of a group .G  If ( )pH O G≤  
for some prime ,p  then H is S -quasinormal in .G   

Lemma 2.6. Let G  be a group, H K G≤ ≤  
and N  a normal subgroup of .G  

(1) .seGH H	  
(2) .seG seKH H≤  
(3) ( )( ) .seG se G NH N N HN N // ≤ /  
(4) Suppose that ( ) 1.N H| |,| | =  Then 

( )( ) .seG se G NH N N HN N // = /   

(5) ( ) ( )x x
seG seGH H=  for any x G∈ .  

Proof. Let L  be an S -quasinormally embed-
ded subgroup of G  contained in ,H  q  a prime di-
viding L| | , Q  a Sylow q -subgroup of L  and E  
an S -quasinormal subgroup of G  such that 

Syl ( )qQ E∈ .  

(1) Let .x H∈  Then xL H≤  and if R  is a Sy-
low q -subgroup of ,xL  then 1

xR Q=  for some Sy-
low q -subgroup 1Q  of .L  Without loss we may 
assume that 1 .Q Q=  Note that Syl ( )x x

qQ E∈  and 
xE  clearly is an S -quasinormal subgroup of .G  

Hence xL  is an S -quasinormally embedded sub-
group of ,G  so we have (1).  

(2) E K∩  is an S -quasinormal subgroup of 
K  by Lemma 2.3 (1). Moreover, Q E K≤ ∩  and 
hence Q  is a Sylow q -subgroup of .E K∩  There-
fore ,seKL H≤  so .seG seKH H≤   

(3) Clearly LN N HN N/ ≤ /  and LN N/  is an 
S -quasinormally embedded subgroup of G N/  by 
Lemma 2.4 (2). Hence ( )( ) .seG se G NH N N HN N // ≤ /  

(4) In view of (3) we have only to prove that 
( )( ) .se G N seGHN N H N N// ≤ /  Let V N/  be an S -quasi-

normally embedded subgroup of G N/  such that 
.V N HN N/ ≤ /  Then ( ).V V HN N V H= ∩ = ∩  We 

shall show that U V H= ∩  is S -quasinormally 
embedded in .G  Let p  be any prime dividing U| |  
and Syl ( ).pP U∈  Then Syl ( )pP V∈  since 
( ) 1.N H| |,| | =  Hence Syl ( ).pPN N V N/ ∈ /  Let 
W N/  be an S -quasinormal subgroup of G N/  such 
that Syl ( ).pPN N W N/ ∈ /  Then pPN N W N N/ = /  for 
some Sylow p -subgroup pW  of .E  Hence 

.pPN W N=  It is clear that Syl ( ),p pP W PN, ∈  so 

( )n
pP W=   for  some .n N∈  The subgroup W  is 

S -quasinormal in G  by Lemma 2.1 (2), so nW  is 
S-quasinormal in G. Moreover, ( ) Syl ( )n n

p pP W W= ∈  
and hence U  is S -quasinormally embedded in .G  
Therefore .seGU H≤  Hence seGV N UN N H N N/ = / ≤ /  
and so ( )( ) .se G N seGHN N H N N// ≤ /   

(5) This is evident.  
Lemma 2.7. Let G  be a group, H  an SE -

quasinormal subgroup of G  and N  a normal sub-
group of .G   

(1) If ,H K G≤ ≤  then H  is SE -quasinormal 
in .K   

(2) If ,N H≤  then H N/  is SE -quasinormal 
in .G N/   

(3) If ( ) 1,N H| |,| | =  then HN N/  is SE -qua-
sinormal in .G N/  

(4) The subgroup xH  is SE -quasinormal in 
G  for all .x G∈   

(5) Suppose that H  is a p -subgroup for some 
prime p  and .seGH H≠  Then G  has a normal sub-
group M  such that G M p| : |=  and .G HM=   

Proof. Let T  be a subgroup of G  such that 
HT G=  and seGH T H∩ ≤ . Then ( )K H T K= ∩  
and ( ) seG seKT K H T H H H∩ ∩ = ∩ ≤ ≤  by Lemma 
2.6 (2). Hence we have (1).  

(2) Since ( )( )H N NT N G H/ / = /  and  

( )

( ) ( )
( ) ( )seG se G N

H N NT N
N H T N H N N H N /

/ ∩ / =
= ∩ / ≤ / ≤ /
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by Lemma 2.6 (3), H N/  is SE -supplemented in 
.G N/  
(3) Since ( ) 1,N H| |,| | =  .N T≤  Now we have 

( )

( ) ( )
( ) ( ) .seG se G N

T N HN N
N T H N NH N NH N /

/ ∩ / =
= ∩ / ≤ / ≤ /

 

Hence HN N/  is SE -supplemented in .G N/   
(4) From HT G=  we have .x xH T G=  On the 

other hand, from seGH T H∩ ≤  we get 
( ) ( ) ( )x x x x x

seG seGH T H T H H∩ = ∩ ≤ =  by Lemma 
2.6 (5). Hence xH  is SE -supplemented in .G   

(5) By hypothesis G  has a subnormal sub-
group T  such that HT G=  and .seGT H H H∩ ≤ ≠  
Since ,seGH H≠  ,T G≠  so G  has a proper normal 
subgroup K  such that .T K≤  Since  G K/   is  a  
p -group, G  has a normal maximal subgroup M  

such that HM G=  and .G M p| : |=   
We use ( 1)p −A  to denote the formation of all 

abelian groups of exponent dividing 1.p −  The 
symbol ( )Z GU  denotes the largest normal subgroup 
of a group G  such that every chief factor of G  be-
low ( )Z GU  is cyclic.  

Lemma 2.8. Let G  be a group, H  an SE -
subgroup of G  and N  a normal subgroup of .G   

(1) If H K G≤ ≤ , then H  is SE -supple-
mented in K .   

(2) If ,N H≤  then H N/  is SE -supplemented 
in .G N/  

(3) If ( ) 1,N H| |,| | =  then HN N/  is SE -sup-
plemented in .G N/   

(4) The subgroup xH  is SE -supplemented in 
G  for all .x G∈   

Proof. See the proof of Lemma 2.7.  
Lemma 2.9 [13, Lemma 2.2]. Let E  be a nor-

mal p -subgroup of a group .G  If ( ),E Z G≤ U  then  
( 1)( ( )) ( ( ))p

G p GG C E O G C E−/ ≤ / .A  
The following lemma may be proved based on 

some results in [14] on f -hypercentral action (see 
[2, Chapter II] or [5, Chapter IV, Section 6]). For 
reader’s convenience, we give a direct proof.  

Lemma 2.10. Let P  be a normal p -subgroup 
of a group G . Let D  be a characteristic subgroup 
of a p -subgroup P  such that every non-trivial p′ -
automorphism of P  induces a non-trivial automor-
phism of .D  Suppose that ( ).D Z G≤ U  Then 

( ).P Z G≤ U   
Proof. Let ( ),GC C P=  H K/  any chief factor 

of G  below .P  Then ( ( )) 1p GO G C H K/ / =  by [15, 
Appendix C, Corollary 6.4]. Since ( ),D Z G≤ U  then 

( 1)( ( )) p
GG C D −/ A  is a p -group by Lemma 2.9. 

Hence ( 1)( ) pG C −/ A  is a p -group. Thus 

( ) ( 1)GG C H K p/ / ∈ −A  and so H K p| / |=  by [15, 
Chapter 1, theorem 1.4]. Therefore ( ).P Z G≤ U   

Let P  be a p -group. If P  is not a non-abelian 
2-group we use ( )PΩ  to denote the subgroup 

1( ).PΩ  Otherwise, 2( ) ( ).P PΩ = Ω   
Lemma 2.11 [16]. Let P  be a p-group of class 

at most 2. Suppose that exp( ( ))P Z P/  divides p.  
(1) If 2,p >  then exp( ( ))P pΩ = . 
(2) If P  is a non-abelian 2-group, then 

exp( ( )) 4.PΩ =   
Proof. See page 3 in [16].  
Lemma 2.12 [17]. Let G  be a group and 
.A G≤  

(1) If A   is  subnormal  in  G   and  A   is a 
π -subgroup of G , then ( ).A O Gπ≤   

(2) If A  is subnormal in G  and A  is nilpo-
tent, then ( ).A F G≤   

Following Doerk and Hawkes [5], we use 
( )pC G  to denote the intersection of the centralizers 

of all abelian p -chief factors of the group G  
( ( )pC G G=  if G  has no such chief factors).  

For every function f  of the form  
{0} {group formations}f : ∪ → ,P         (∗) 

we put, following [18],  
( ) { is a group| (0)CLF f G G G f= / ∈S   and  

( ) ( ) for any prime ( ( ))}pG C G f p p Com Gπ/ ∈ ∈ . 
Here GS  denotes the S -radical of G  (i.e., the larg-
est normal soluble subgroup of G ); ( )Com G  de-
notes the class of all abelian groups A  such that 
A H K/  for some composition factor H K/  of .G  

Proof of Lemma 1.6. Without loss we may as-
sume that E  is a minimal normal subgroup of ,G  
so E p| |=  for some prime p. By [18, Theorem 1], 

( )F CLF f=  for some function of the form (*). It is 
clear that the group ( ( ))GH E G C E= /~  is super-
soluble, so .H ∈F  Hence ( ) ( ).GG C E f p/ ∈  Let 

( ).p pC E C G E/ = /  Then ( ) ( )p p
GC G C C E= ∩  by 

[5, Chapter A, Theorem 3.2]. But since ,G E/ ∈F  
( ) ( ) ( )p pG C G E C G E f p/ / / / ∈  and so .G∈F   

Lemma 2.13 [2, Chapter I, Lemma 4.1]. Let Q  
be a cyclic automorphism group of an elementary 
abelian p -group P  of order .np  If n  is the small-
est positive integer such that Q| |  divides 1,np −  
then Q  is irreducible.  

Proof of Theorem 1.7. Suppose that this asser-
tion is false and consider a counterexample ( )G E,  
for which G E| || |  is minimal. Let p  be the smallest 
prime dividing .E| |  Then E  is p -nilpotent by 
Theorem 1.3. Let V  be a Hall p′ -subgroup of .E  
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Then V  is characteristic in ,E  so V  is normal in 
.G  Moreover, the hypothesis holds for ( )G V,  and 

for ( )G V E V/ , /  by Lemma 2.7 (1) (3). Hence in the 
case where 1V ≠  we have ( )V Z G≤ U  and 

( )E V Z G V/ ≤ /U  by the choice of ( ),G E,  so 
( ),E Z G≤ U  a contradiction. Therefore ,E P=  so 
( )E Z G≤ U  by Theorem 1.3. 

 
3 Applications, examples, final remarks 
I. In the literature one can find a large number 

of special cases of Theorems 1.2–1.5 and 1.7–1.11. 
In this section we discuss some of them.  

A subgroup H  of a group G  is  said  to  be  
c -normal in G  [20] if G  has a normal subgroup T  
such that HT G=  and GH T H∩ ≤ ; H  is said to 
be c∗ -normal in G  [21] if G  has a normal sub-
group T  such that HT G=  and H T∩  is S -
quasinormally embedded in G .  

Two open questions. Researches of many au-
thors are connected with analysis of the following 
general question: Let F  be a saturated formation 
containing all supersoluble groups and G  a group 
with a normal subgroup E  such that .G E/ ∈F  Un-
der what conditions on E then, does G belong to F ?  

We recall a few typical results in this direction. 
If F  is a saturated formation containing all super-
soluble groups and G  is a group with a normal sub-
group E  such that ,G E/ ∈F  then the following 
results are true.  

(1) If the cyclic subgroups of E  of prime order 
and order 4 are either S -quasinormal (Ballester-
Bolinches and Pedraza-Aguilera [22], Asaad and 
Csörgő [23]) or c -normal (Ballester-Bolinches and 
Wang [24]) in ,G  then .G∈F   

(2) If the cyclic subgroups of every Sylow sub-
group of ( )F E∗  of prime order and order 4 are ei-
ther S -quasinormal (Li and Wang [25]) or c -
normal (Wei, Wang and Li [26]) or S -quasi-
normally embedded (Li and Wang [27]) in ,G  then 

.G∈F   
(3) If the maximal subgroups of every Sylow 

subgroup of E  are either S -quasinormal (Asaad 
[28]) or c -normal (Wei [29]) in ,G  then .G E/ ∈F   

(4) If the maximal subgroups of every Sylow 
subgroup of ( )F E∗  are either S -quasinormal (Li 
and Wang [30]) or c -normal (Wei, Wang and Li 
[31]) or c∗ -normal (Wei and Wang, [21]) or S -qua-
sinormally embedded (Li and Wang [27]) in ,G  
then .G∈F   

(5) If E  is soluble and the maximal subgroups 
of every Sylow subgroup of ( )F E  are S -quasi-
normally embedded in ,G  then G∈F  (Asaad and 
Heliel [31]).  

Bearing in mind the above-mentioned results it 
is natural to ask:  

(I) Is it true that all the above-mentioned re-
sults can be strengthened by proving them for the 
case where F  is a composition formation?  

(II) Is it true that all the above-mentioned re-
sults can be improved by of clarifying the character 
embedding of the subgroup E  into the group G ?  

Theorems 1.2, 1.4 and 1.7 show that the an-
swers to both these questions are positive. Note that 
the methods of the above mentioned works [22]–
[31] do not allow to answer to at least one of these 
questions. Note also that Theorems 1.2 and 1.7 not 
only strengthened all the results in [22]–[31] men-
tioned above but also give shorter proofs of many of 
them.  

II. Further applications of the results. A sub-
group H  of a group G  is said to be weakly S -
permutable in G  [10] if there are a subnormal sub-
group T  of G  and an S -permutable subgroup sH  
of G  contained in H  such that HT G=  and 

.sH T H∩ ≤  In the paper [32] the following concept 
which covers properly both S -permutable embed-
ding property and weakly S -permutability was in-
troduced.  

Definition 3.1. Let H  be a subgroup of a 
group .G  Then H  is said to be weakly S -per-
mutable embedded in G  [32] if there are a subnor-
mal subgroup T  of G  and an S -permutably em-
bedded subgroup seH  of G  contained in H  such 
that HT G=  and .seH T H∩ ≤   

It is clear that every weakly S -permutable 
embedded subgroup is a SE -quasinormal subgroup. 
Hence main results in [32] are corollaries of Theo-
rems 1.2–1.4 and Corollary 1.7.  

The following example shows that in general 
the set of SE -quasinormal subgroups of a group is 
wider than the set of all its weakly S -permutable 
embedded subgroups.  

Example. Let Ly  be the Lyons simple group. 
Then in view of [33] there is a group D  with mini-
mal normal subgroup N  such that 

67( ) ( ),DC N N O D= ≤  D N Ly/  and ( ).N D≤ Φ  
Let Q  be a group of order 17. Let 

,G D Q K Q= =U ~  where K  is the base group of 
the regular wreath product .G  Then 

( ) .P K N= Φ = �  Since P  is an elementary abelian 
67 -group, 1 2 ,tP P P … P= × × ×  where iP  is a mini-
mal normal subgroup of PQ  for all 1 2 ,i … t= , , ,  and 
for some i  we have ( ) 1.Q iC P =  Hence 

.S
iS P Q Q= =~  It is not difficult to show that S  is 

SE -quasinormal in G  and it is not weakly S -
permutable embedded in G .  
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Criteria of p -nilpotency. From Theorem 1.3 
we get  

Corollary 3.2. Let E  be a normal subgroup of 
a group G  with p -nilpotent quotient ,G E/  p  a 
prime dividing E| |  with ( 1 ) 1.p G− ,| | =  Let P  be a 
Sylow p -subgroup of .E  Suppose that either the 
maximal subgroups of P  or the cyclic subgroups of 
P  of  order  p  and order 4  (if P  is non-abelian  
2-group) are SE -quasinormal in .G  Then  G  is 
p -nilpotent.   

Corollary 3.2 is independently interesting since 
this one generalizes many known results. Here we 
mention some recent theorems in this direction.  

Corollary 3.4 (Assad and Heliel, [31, Theorem 
3.1]). Let P  be a Sylow p -subgroup of a group ,G  
where p  is the smallest prime divisor of .G| |  If all 
maximal subgroups of P  are S -quasinormally em-
bedded in ,G  then G  is p -nilpotent.   

Corollary 3.5 (Li at all, [35, Theorem 3.1]). 
Let P  be a Sylow p -subgroup of a group ,G  
where p  is a prime divisor G| |  with 
( 1 ) 1.p G− ,| | =  If all maximal subgroups of P  are 
S -quasinormally  embedded  in  ,G   then G   is  
p -nilpotent.   

Corollary 3.6 (Radaman, Azzat Mohamed and 
Heliel [36] ). Let G  be a group, p  the smallest 
prime dividing G| |  and P  a Sylow subgroup of .G  
If the cyclic subgroups of P  of prime order or order 
4 are c -normal in ,G  then G  is p -nilpotent.   

Corollary 3.7 (Wei and Wang, [21]). Let E  be 
a normal subgroup of a group G  with p -nilpotent 
quotient ,G E/  p  a prime dividing E| |  with 
( 1 ) 1.p G− ,| | =  Let P  be a Sylow p -subgroup of 

.E  If every maximal subgroup of P  is c -normal in 
,G  then G  is p -nilpotent.   

Corollary 3.8 (Li at all [37]). Let P  be a Sylow 
p -subgroup of a group ,G  where p  is the smallest 

prime dividing .G| |  If all maximal subgroups of P  
are weakly S -permutable in ,G  then G  is p -nil-
potent. 

Criteria of quasisupersolubility. A group G  is 
said to be quasisupersoluble [38] if for every its non-
cyclic chief factor H K/  and every ,x G∈  x  in-
duces an inner automorphism on .H K/  It is clear 
that every supersoluble group is quasisupersoluble. 
Moreover, in [38] it is proved that the class of all 
quasisupersoluble groups is a Baer-local formation. 
Hence from Theorems 1.2 and 1.7 we get  

Theorem 3.9. Let G  a group with a normal 
subgroup E  such that G E/  is quasisupersoluble. If 
the cyclic subgroups of ( )F E∗  of prime order or 
order 4  are SE -supplemented in ,G  then G  is 
quasisupersoluble.   

Theorem 3.10. Let G  be a group with normal 
subgroups X E≤  such that G E/  is quasisuper-
soluble. Suppose that the maximal subgroups of 
every Sylow subgroup of X  are SE -supplemented 
in .G  If either X E=  or ( ),X F E∗=  then G  is 
quasisupersoluble.   

A large number of other known results (see 
Section 5 in [10]) are special cases of these two 
theorems as well.  
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ДЕТЕРМИНАНТНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ СОВМЕСТНЫХ 
АППРОКСИМАЦИЙ ПАДЕ 

А.П. Старовойтов, Н.В. Рябченко 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

DETERMINANT REPRESENTATION OF PADE JOINT APPROXIMATIONS 

A.P. Starovoitov, N.V. Rjabchenko 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Установлены детерминантные формулы для числителей и знаменателей совместных аппроксимаций Паде 

( ), 1,2, ,j z j r= …π  совершенной системы функций 1{ ( )}r
j jf z = . Доказан аналог теоремы Паде и найден явный вид остат-

ков при приближении ( )jf z  рациональной функцией ( )j zπ . Полученные теоремы дополняют и обобщают известные 

результаты Эрмита, Паде, К. Малера, Е.М. Никишина, А.И. Аптекарева и других авторов. 
 
Ключевые слова: степенной ряд, аппроксимации Паде, совместные аппроксимации Паде, совершенная система функ-
ций, детерминантные представления. 
 
Determinant formulas for numerators and denominators of joint approximations of Pade ( ), 1,2, ,j z j r= …π  of perfect system 

of functions 1{ ( )}r
j jf z =   are established. The analogue of the Pade theorem is proved and the obvious kind of the remainders is 

found at the approach ( )jf z  by the rational function ( )j zπ . The received theorems supplement and generalise the known re-

sults of Ermite, Pade, K. Mahler, E.M. Nikishin, A.I. Aptekarev and other authors. 
 
Keywords: sedate a number, approximations of Pade, joint approximations of Pade, perfect system of functions, determinant 
representation. 

 
 

Введение  
В данной работе получены детерминальные 

представления числителей и знаменателей со-
вместных аппроксимаций Паде для совершенной 
системы функций. 

 
1 Основные определения 
Пусть r – натуральное число, 1 2( , ,..., )rf f f f=  

– набор формальных степенных рядов 

0

( ) ,j k
j k

k

f z f z
∞

=

=∑  1,2, , ,j r= … ,        (1.1) 

с комплексными коэффициентами. Зафиксируем 
произвольные целочисленные неотрицательные 

числа 1 2, , , rn m m m…  и обозначим 
1

,
r

i
i

m m
=

= ∑  

.i in m n m= + −  Будем считать, что система функ-
ций 1{ ( )}r

j jf z =  является совершенной (определе-
ние в [1, c. 150]). Тогда существуют такие много-
члены ,mQ ,

i

i
nP  что deg ,mQ m≤  deg

i

i
n iP n≤  и для 

1, 2, ,i r= …  
1

, ( ) ( ) ( ) ( )i i n m
m n m i n ii

R z Q z f z P z c z + += − = +" .  (1.2) 

При этом однозначно определяются  дроби 
( )

( ) ,
( )

i
ni

i
m

P z
z

Q z
=π  1,2, ,i r= … , 

которые называют совместными аппроксима-
циями Паде к набору степенных рядов (1.1). 

Для одной функции ( 1)r =  аппроксимации 

1( )zπ  были введены Паде [2],  который получил 
также и явные выражения числителя и знамена-
теля 1( )zπ  в детерминантной форме. Случай 

1r >  для произвольных наборов (1.1) впервые 
рассмотрен К. Малером [3]. В работах [3]–[5] 
приведен ряд примеров совершенных систем и 
изучены их основные свойства. Однако, явный 
вид числителя и знаменателя Паде функции ze  и, 
более того, явный вид совместных аппроксима-
ций Паде ( )j zπ  к набору экспонент 1{ }jz r

je =  фак-
тически был известен еще Ш. Эрмиту (без фор-
мального определения Ш. Эрмит доказал и со-
вершенность системы экспонент r

j
jze 1}{ =

), кото-

рый виртуозно использовал свойства ( )i zπ  для 
доказательства трансцендентности числа e  [6]. 
Представление Ш. Эрмита имеют интегральную 
форму: 

1

10

( ) [ ( ) ]
( )!

n m r
mn zxk

m
k

zQ z x x k e dx
n m

∞+ +
−

=

= −
+ ∏∫ , 

1

1

( ) [ ( ) ]
( )!

iz n m r
mi n zxk

ni
ki

e zP z x x k e dx
n m

∞+ +
−

=

= −
+ ∏∫ , 
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1

,
10

( ) [ ( ) ]
( )!

iiz n m r
mi n zxk

m n
k

e zR z x x k e dx
n m

+ +
−

=

= −
+ ∏∫ . 

Они послужили отправной точкой для многих 
исследований [3]–[11], в том числе для решения 
Линдеменом в 1882 году задачи о «квадратуре 
круга» [6].  

Полученные в работе результаты в случае 
1r =  совпадают с известными утверждениями 

Паде [12, c. 16–17]. 
 
2 Основные результаты 
Введем в рассмотрение некоторые матрицы 

и определители, элементами которых служат  
коэффициенты степенных рядов (1.1). Для этого 
рассмотрим матрицы-строки 

1 2 1( ),
k k k k

r r r r
m n-m n m n m m+ − + + − +=F f f f"  1,2, , ,rr m= …  

1( ) ( ),m mz −=E z z z 1"  
1

1

0 0 0
( ) ,

k k k
k

n m n m n m m
m k m i k m i k i

i i i
i i i

z
− − + + −

+ + −

= = =

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ ∑E f z f z f z"  

и матрицы порядка km m×  

1 ,
k k k k

Tk k k k
m m m m+ +⎡ ⎤= ⎣ ⎦F F F F"  1, 2, , ,k r= …  

где через TC  обозначается транспонированная к 
C  матрица. 

Теорема 2.1. Пусть система функций 
1{ ( )}r

j jf z =  (1.1) является совершенной. Тогда для 
любого набора неотрицательных целых чисел 

1 2, , , rn m m m…  и i in m n m= + − , 
1

r

i
i

m m
=

= ∑  суще-

ствуют совместные аппроксимации Паде  
( ) ( ) / ( )

i

i
i n mz P z Q z=π , 1, 2, , ,i r= …  

а их числители и знаменатель определяются 
равенствами 

1 2( ) det ( ) ,k

i

Tmi r
nP z z⎡ ⎤= ⎣ ⎦F F F E"         (2.1) 

1 2( ) det ( ) .
Tr

mQ z z⎡ ⎤= ⎣ ⎦F F F E"  
Введем в рассмотрение определители по-

рядка 1m +  
1 2det ,

k k

Tr k
n,m,i m m id + +⎡ ⎤= ⎣ ⎦F F F F…   

1,2, ,k r= … , 
где матрица-строка  

( )1k k

k k k k
m m i n i n i n m iF + + + + + + += f f f"  

и определители n,md  m -го порядка, полученные 
из определителя n,m,id  вычеркиванием ( 1)m + -го 
столбца и ( 1)m + -ой строки. 

Теорема 2.2. Для многочленов, определен-
ных равенствами (2.1), справедливы равенства 

,

, ,
1

( ) ( ) ( ) ( )

.

k

k k
m n m k n

n m i
n m i

i

R z Q z f z P z

d z
∞

+ +

=

= ⋅ − =

= ⋅∑
      (2.2) 

Замечание 2.1. Из определения совместных 
аппроксимаций Паде и того, что ( )mQ z  и 

( ),
k

k
nP z  определенные равенствами (2.1), явля-
ются, соответственно, многочленами степени 
не выше m  и kn , вытекает, что теорема 2.1 
является следствием теоремы 2.2.  

Замечание 2.2. При 1r =  теорема 2.2 дока-
зана Паде [12, теорема 1.1.1]). 

Замечание 2.3. В определении совместных 
аппроксимаций Паде ( )i zπ , 1,2, ,i r= …  много-
члены, стоящие в числителе  и знаменателе 
можно брать с точностью до числового мно-
жителя, но их отношение задает единственный 
набор 1( ){ }r

i iz =π  совместных аппроксимаций 
Паде. В дальнейшем полагаем, что числители и 
знаменатель дробей ( ),i zπ  1,2, ,i r= …  задают-
ся равенствами (2.1). 

Следуя Паде, будем искать многочлены 
( )mQ z и ( )

k

k
nP z  исходя из равенств (1.2). Пусть  

2
0 1 2( ) k

k k

nk k k k k
n nP z a a z a z a z= + + + +" ,  

1,2, , ;k r= …  
2

0 1 2( ) m
m mQ z b b z b z b z= + + + +" . 

Домножая числитель и знаменатель дроби ( )k zπ  
на числовой множитель,  можно добиться, чтобы, 
например, 0 1b = . Пусть ( )kq  – коэффициенты 
при kz  ряда .q  Для нахождения mQ  рассмотрим 
систему m линейных однородных уравнений от-
носительно m+1 неизвестных коэффициентов 

,kb  0,1, ,k m= … : 
( ) 0,m k jQ f =       (2.3) 

1, 2, , ,k k k kj n n m n= + + +…  1,2, , .k r= …  
Многочлены ( )

k

k
nP z  определим равенствами 

0
( ) ( ) ,

k

k

n
k j

n m k j
j

P z Q f z
=

= ∑  

1,2, , .k r= …  
Перепишем равенства (2.3) в развернутом виде, 
принимая во внимание, что 0 1b = : 

1 1 1

1 1 1

1 1 1
1 1 1

1 1 1
2 1 1 2

1 1 1
1 1

1 1

2 1 1 2

1 1

0,

0,

0,
...

0,

0,
r r r

r r r

m n m m n m m n m

m n m m n m m n m

m n m n m n

r r r
m n m r m n m m n m

r r r
m n m m n m m n m

r r
m n m n

f b f b f

f b f b f

f b f b f

f b f b f

f b f b f

f b f

+ − + + − − +

+ − + + − + − +

+ + −

+ − + + − − +

+ − + + − + − +

+ + −

+ + + =

+ + + =

+ + + =

+ + + =

+ + + =

+ +

"

"

"
"

"

"

"
" 0.r

m nb f

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

+ =⎪⎩

  (2.4) 

Перепишем систему (2.4) в матричном виде: 
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1 1 1

1 1 1

1
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rr r r
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mn m n m n m m
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r r r
mn m n m n m m

r r r
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f f f b
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⎛ ⎞
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…

…
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…
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…
…
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…

1

1

1

1
1

1
2

1

1

1 2

.

r

r

n m m

n m m

n m

r
n m m

r
n m m

r
n m

f

f

f

f

f

b f
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+
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+
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⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
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…

…

… …

 

 

Главный определитель этой системы совпадает с 
определителем .n,md  Предполагаем, что 0.n,md ≠  
Тогда, решая систему по правилу Крамера, полу-
чим явный вид коэффициентов 1 2, , , mb b b…  и, 
следовательно, знаменателя ( ).mQ z  Пренебрегая 
числовым множителем, результат можно запи-
сать в виде (2.1). Заметим, что если знаменатель 
определяется равенством (2.1), т. е. 

1 2( ) det ( ) ,
Tr

mQ z z⎡ ⎤= ⎣ ⎦F F F E"  

то 0 , .n mb d=  Следовательно, из предположения, 
что 0n,md ≠  следует, что 0 0b ≠ . Отсюда, с уче-
том  теоремы 2.1, вытекает следующее утвер-
ждение. 

Утверждение 2.1. Если для всех наборов 
1 2, , , rm m m…  определитель 0n,md ≠ , то систе-

ма функций (1.1) является совершенной и совме-
стные аппроксимации Паде ( )i zπ , 1,2, ,i r= …  
определяется единственным образом равенст-
вами (2.1). 

Для отыскания явного вида многочлена 
( )

k

k
nP z  поступим следующим образом. Рассмот-

рим выражение: 

0
( ) k i

m i
i

Q z f z
∞

=

=∑  

1 1 1

1 1 1

1 1 1
1 2 1

1 1 1
2 3 2

1 1 1
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2 3 2

1

1

0 0 0
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f f f
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∞ ∞ ∞
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= = =

=
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…
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…

…
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…

…

 (2.5) 

Обозначим через 
kmΑ  блок в определителе 

(2.5) вида: 

1 2 1

2 3 1 2

1 2 1

1 1

,

k r k k

k k k k

k k k k
n m n m n m m n m m

k k k k
n m n m n m m n m m

k k k k
n n n m n m

k k k k
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f f f f

f f f f

f f f f
f f f f

− + − + + − + − +
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+ + − +

…

…

… … … … …
…
…

 

где 1,2, , .k r= …  Вычитая из последней строки 
определителя (2.5) первую строку блока ,

kmΑ  

умноженную на 1,km n mz + − +  вторую строку блока 
,

kmΑ  умноженную на 2 ,km n mz + − +  и так  далее 

вплоть до последней строки блока ,
kmΑ  умно-

женной на ,m nz +  получим определитель, у кото-
рого ряды в последней строке имеют лакуны 
длины .km  Сохраняя начальные отрезки этих 
рядов, приходим к определителю: 

( )k
nk

P z =  

1 1 1 1
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Данный определитель представляет много-
член степени не выше ,kn  и в компактном виде 
представлен первым равенством в (2.1). 

Теперь перейдем непосредственно к доказа-
тельству теоремы 2.2. С учетом последнего ра-
венства и равенства (2.5), преобразовав левую 
часть (2.2), получим 

, ( )k
n mR z =  
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, ,
1

.n m i
n m i

i

d z
∞

+ +

=

= ⋅∑  

При предыдущих преобразованиях восполь-
зовались определением суммы степенного ряда и 
правилом сложения определителей. Теорема 2.2 
доказана. 
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ТЕОРЕМА ЖОРДАНА-ГЕЛЬДЕРА В ТЕОРИИ УНИВЕРСАЛЬНЫХ АЛГЕБР 
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JORDAN-HOLDER THEOREM IN THE THEORY OF UNIVERSAL ALGEBRAS 
OF MAL’CEV VARIETIES 

A.D. Hodalevich 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Изучаются некоторые свойства главных рядов конгруэнций мальцевских алгебр. 
 
Ключевые слова: универсальная алгебра, ряды конгруэнций, мальцевская алгебра. 
 
Some properties of the chief series of congruences of universal Mal’cev algebras are studied. 
 
Keywords: universal algebra, series of congruences, Mal’cev algebra. 

 
 

 Введение 
Начиная с известной работы Картера, Фи-

шера, Хоукса [1], вначале в теории конечных 
групп, затем в других алгебраических системах 
сложилось направление исследований, связанное 
с получением новых свойств, дополняющих тео-
рему Жордана-Гельдера. Отметим, что основные 
этапы этого направления и достаточно полная 
библиография отражены в работе Лафуенте [2]. 
Уточняя структурную теорему Жордана-
Гельдера для рядов конгруэнций, в настоящей 
статье доказывается следующий результат: меж-
ду факторами двух произвольных главных рядов 
φ -разрешимой универсальной алгебры A, при-
надлежащей мальцевскому многообразию, мож-
но установить такое взаимно однозначное соот-
ветствие, при котором соответствующие факто-
ры проективны и оба одновременно либо фрат-
тиниевы, либо нефраттиниевы. Как следствие, 
отсюда получаем аналогичные результаты рабо-
ты [1] для конечных групп и результаты работы 
[3] для мультиколец.  

Под термином «алгебра» в дальнейшем бу-
дем понимать универсальную алгебру. Все рас-
сматриваемые алгебры предполагаются входя-
щими в фиксированное мальцевское многообра-
зие. Основные определения и обозначения взяты 
из работы [3].  

Дополнительно отметим, что конгруэнции 
произвольной алгебры обозначаются греческими 
буквами. Если α – конгруэнция на алгебре A, то 

{ ( ) }x y x yα α= | , ∈  – класс эквивалентности ал-
гебры A по конгруэнции α, { }A x x Aα α/ = | ∈  – 
факторалгебра алгебры A по конгруэнции α. Ес-
ли B – подалгебра алгебры A, то αB – совокуп-
ность  всех классов эквивалентности ,xα  таких, 

что .x B∈  Если α  и β  – конгруэнции на алгеб-
ре ,A  и ,α β⊆  то конгруэнцию β α/  на алгебре 
A α/  назовем фактором на .A  Очевидно, что 
( )x yα α β α, ∈ /  тогда и только тогда, когда 
( ) .x y β, ∈  Через 0A  (или 0 )и 1A  (или 2A ) будем 
обозначать соответственно наименьший и наи-
больший элементы решетки конгруэнций алгеб-
ры .A   

Будем пользоваться следующим определе-
нием централизуемости конгруэнций, эквива-
лентность которого определению Смита [4] до-
казана в работе [5].  

 
1 Основные определения и леммы 
Определение 1.1. Пусть α  и β  – конгру-

энции на алгебре .A  Тогда β  централизует α  
(записывается: ( )ACβ α⊆ ), если на α  сущест-
вует такая конгруэнция ( ),C α β,  что:  

1) из ( )x y,  ( )C α β,  ( )x y′ ′,  всегда следует 
( ) ;x x β′, ∈   

2) для любого элемента ( )x y β, ∈  всегда 
выполняется ( ) ( )( )x x C y yα β, , , ;  

3) если ( )x x,  ( )C α β,  ( ),x y,  то .x y=   
Следующие свойства централизуемости, 

полученные Смитом [4], сформулируем в виде 
леммы.  

Лемма 1.1. Пусть ( ).ACβ α⊆  Тогда:  
1) существует единственная конгруэнция 

( ),C α β,  удовлетворяющая определению 1.1;  
2) ( );ACα β⊆   
3) если ( ),ACβ γ⊆  то ( ).ACβ αγ⊆   

МАТЕМАТИКА
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Из леммы 1.1 и леммы Цорна следует, что для 
произвольной конгруэнции α  на алгебре A  су-
ществует такая единственная наибольшая кон-
груэнция ,β  что ( ).ACβ α⊆  Эту конгруэнцию 
β  будем называть централизатором конгруэн-
ции α  в A  и обозначать ( ).AC α   

Лемма 1.2. Пусть 1,α  2α  – конгруэнции на 
алгебре ,A  2 1,α α⊆  ( ),i A iCβ α⊆  1 2.i = ,  Тогда 
справедливы следующие утверждения:  

1) 1 2( );ACβ α⊆  
2) 2

2 2 1( ) ( ),C Cα β α α β, = ∩ ,  где 1 2;β β β⊆ ∩   
3) если ( )x y,  1 1( )C α β,  ( ),x z,  либо  

             ( )x x,  1 1( )C α β,  ( ),y z,  либо  
             ( )y x,  1 1( )C α β,  ( )z x,  то всегда .y z=   

4) из ( )x y,  1 1( )C α β,  ( )x y′ ′,  всегда следует 

1( ) .y y β′, ∈   
Доказательство.  
1) Очевидно, что 2

2 1 1( )Cα α β,∩  – конгру-
энция на 2α , удовлетворяющая определению 1.1. 
Значит, в силу п. 1) леммы 1.1, 1 2( ).ACβ α⊆   

2) Так как 1( ),ACβ α⊆  то  
2
2 1 2( ) ( ).C Cα α β α β, = ,∩  

3) Пусть ( )x y,  1 1( )C α β,  ( ).x z,  Тогда ( )x x,  

1 1( )C α β,  ( ),x x,  ( )y x,  1 1( )C α β,  ( ).y x,   
Применим мальцевский оператор ,P  

( ( ) ( ) ),P x x y P y x x y, , = , , =  для любых элентов 
x y,  из A  к последним трем соотношениям. По-
лучаем,  

1 1( ) ( )( )y y C y zα β, , , .  
Итак, .y z=  Аналогичным образом доказы-

ваются остальные случаи.  
4) Пусть ( )x y,  1 1( )C α β,  ( ).x y′ ′,  Тогда 

справедливы следующие соотношения:  
1 1( ) ( )( )x y C x yα β, , , ,  

1 1( ) ( )( )x x C x xα β, , , ,  

1 1( ) ( )( )x x C x xα β′ ′, , , .  
Следовательно,  

1 1( ( )) ( )( )x P y x x C x yα β′ ′, , , , , ,  
где P  – мальцевский оператор. Тогда,  

1 1( ( )) ( )( )x P y x x C x yα β′ ′ ′ ′, , , , ,  
и, в силу п. 3) доказываемой леммы, 

( ) .P y x x y′ ′, , =  Так как ( ) ,y y β, ∈  ( )x x β′, ∈  и 
( ) ,x x β′ ′, ∈  то ( ( ) ) .P y x x y β′, , , ∈  Таким образом 
( ) .y y β′, ∈  Лемма доказана.  

Если /α β  и /γ β  – факторы алгебры A  
такие, что ( / ) / ,AC β α β γ β/ =  то конгруэнцию γ  
обозначим как ( / )AC α β  и назовем централиза-
тором фактора /α β  в .A   

Сформулируем следующие свойства цен-
трализаторов конгруэнций, которые доказывают-
ся непосредственной проверкой. Предварительно 
напомним, что факторы /α β  и /γ τ  на алгебре 
A  называются перспективными, если либо 
α βγ=  и ,τ β γ= ∩  либо γ τα=  и .β τ α= ∩   

Лемма 1.3. Пусть α β γ τ, , ,  – конгруэнции 
на алгебре .A  Тогда:  

1) если ,β α⊆  то ( / );ACβ α β⊆   
2) если ,β α γ⊆ ⊆  то  

( / ) ( / ) ( / );A A AC C Cγ β α β γ α⊆ ∩  
3) если ,β α⊆  τ γ⊆  и факторы / ,α β , 

/γ τ  перспективны, то ( / ) ( / );A AC Cα β γ τ=  
4) если 1zα α⊆  – конгруэнции на A  и 

,B A⊆  то 2
1 2 1 2( / ) ( )A BC B Cα α β β∩ ⊆ / ,   

где 2
i iBβ α= ∩ , 1 2i = , .  
В дальнейшем мы будем часто ссылаться на 

следующий хорошо известный факт (доказатель-
ство см., например, [5]).  

Лемма 1.4. Всякая подалгебра алгебры 2 ,A  
содержащая конгруэнцию ,AO  является конгру-
энцией на .A   

Пусть α  – конгруэнция на алгебре ,A  B  – 
подалгебра алгебры ,A  ( )ACγ α⊆  и .B Aγ =  
Обозначим  

2

( )
{( ) ( ) ( )( ) ( ) }

C A B
x y x y C b b b b B

α γ

α α γ

, , , =

′ ′= , ∈ | , , , , , ∈ .
 

Лемма 1.5. Пусть определено множество 
( ) .C A Bα γ β, , , =  Тогда β  – конгруэнция на A  и 

2 2.B Bβ α∩ = ∩  Если к тому же ,α γ⊆  либо 
2 ,BB Oγ ∩ =  то .B Bβ =   
Доказательство. Так как ,B Aγ =  то для 

любого элемента x A∈  всегда найдется такой 
элемент ,b B∈  что ( ) .x b γ, ∈  Следовательно,  

( ) ( )x x b bτ, , ,  
где ( ).Cτ α γ= ,  Итак, .AO β⊆  Пусть теперь 
( ) ,i ix x β, ∈  1 .i … n= , ,  Тогда  

( ) ( )i i i ix x b bτ, , ,  
где 2( ) .i ib b B, ∈  Следовательно, для любой        
n -арной операции ω  получаем  

1 1 1 1( ) ( )n n n nx …x x …x b …b b …bω ω τ ω ω, , .  
Таким образом, в силу леммы 1.4, β  – конгру-
энция на А.  

Пусть 2( ) .x y B α, ∈ ∩  Тогда, очевидно, 
( ) ( ),x y x yτ, ,  т.е. 2( ) .x y B β, ∈ ∩  Так как 

2 2 ,B Bβ α∩ ⊆ ∩  то 2 2.B Bβ α∩ = ∩   
Пусть теперь ,α γ⊆  либо 2 .BB Oγ ∩ =  По-

кажем, что .B Bβ =  Допустим противное. Тогда 
найдется такая пара ( ) ,x b β, ∈  что x B∈/  и .b B∈  
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Из определения β  следует, что существует такая 
пара 2( ) ,b b B′ ′′, ∈  что ( ) ( )x b b bτ ′ ′′, ,  и, очевидно, 
( ) ( ).b b b bτ′ ′′ ′ ′′, ,  Если ,α γ⊆  то ( ) ,b b α γ′ ′′, ∈ ⊆  и, 
значит, ( ) ( ).b b b bτ′ ′ ′′ ′′, ,  Теперь для мальцевского 
оператора ,P  применяемого для последних трех 
соотношений относительно ,τ  получаем  

( ( )) ( )x P b b b b bτ′′ ′ ′′ ′′, , , , .  
Значит, ( ) .x P b b b B′′ ′= , , ∈  Тем самым показано, 
что .B Bβ =   

Если же 2
BB Oγ ∩ = , то по лемме 1.2 

2( ) .Bb b B Oγ′ ′′, ∈ ∩ =  Следовательно, ,b b′′=  т.е. 
( ) ( ).x b b bτ ′, ,  Но в этом случае из п. 3) леммы 1.2 
следует, что .x b B′= ∈  Противоречие. Итак, 

.B Bβ =  Лемма доказана.  
Лемма 1.6. Пусть 1 2α α,  – конгруэнции на 

алгебре ,A  2 1α α⊆  и B  – подалгебра алгебры 
.A  Тогда для любой конгруэнции 1 1( )ACγ α⊆  

такой, что 1B Aγ =  имеет место включение  

2 1 1 1( ) ( )C A B C A Bα γ α γ, , , ⊆ , , , .  
В частности, если 2 1α γ= , то  

2 1 2 2 2( ) ( )C A B C A Bα α α α α= , , , ∩ , , , .  
Доказательство. По лемме 1.2 1 2( )ACγ α⊆ . 

Обозначим 1 1 1( ),C A Bβ α γ= , , ,  2 2 1( ).C A Bβ α γ= , , ,  
Пусть 2( ) .x y β, ∈  Тогда 2( ) ( ),x y b bτ ′, ,  где 

2 2 1( ),Cτ α γ= ,  2( ) .b b B′, ∈  Из леммы 1.2 следует, 
что 2 1,τ τ⊆  где 1 1 1( ).Cτ α γ= ,  Следовательно, 

1( ) .x y β, ∈  Итак 2 1.β β⊆   
Пусть 2 1.α γ=  Так как 2 2 ,β α⊆  то 

2 2 1.β α β⊆ ∩  Докажем обратное включение. 
Пусть 2 1( ) .x y α β, ∈ ∩  Тогда 1 2( ) ( , )( )x y C b bα α ′, ,  
и 2( ) .b b B′, ∈  Так как 2( ) ,x y α, ∈  2( )x b α, ∈  и 

2( ) ,y b α′, ∈  то 2( ) .b b α′, ∈  Теперь из равенства 
2
2 1 2 2 2( , ) ( )C Cα α α α α∩ = ,  следует, что 

2 2( ) ( , )( ),x y C b bα α ′, ,  т. е. 2( ) .x y β, ∈  Тем самым 
показано, что 2 2 1.β α β⊇ ∩  Значит 2 2 1.β α β= ∩  
Лемма доказана.  

Напомним, что конгруэнция AOα ≠  на ал-
гебре A называется минимальной, если из вклю-
чения β α⊂  всегда следует .AOβ =  Фактор 

/α β  на алгебре A называется главным, если 
/α β  – минимальная конгруэнция на факторал-

гебре / .A β  
Фактор /α β  алгебры A назовем дополняе-

мым в A, если на факторалгебре /A β  существу-
ет хотя бы одна такая подалгебра / ,B β  что 

B Aα β β/ = /  и 2 0.Bα β β/ ∩ / =  Подалгебру B  
будем  называть  дополнением  к /α β  в .A   

Конгруэнция α  дополняема в ,A  если дополня-
ем в A  фактор / 0.α   

Лемма 1.7. Пусть 1 2α α,  – конгруэнции на 
алгебре A  такие, что 2 1α α⊂ , 2 1( )ACα α⊆  и B  
– дополнение к 2α  в .A  Тогда, если 

1 1 2( ),C A Bβ α α= , , ,  2 2 2( ),C A Bβ α α= , , ,  то спра-
ведливы следующие утверждения:  

1) 1 2 2 ;AOβ α β∩ = =   
2) 2

1 BB Oα ∩ ≠ . 1 1β α⊂  и 1 ;AOβ ≠   
3) если 1 2α α/  – главный фактор на ,A  то 

1β  – минимальная конгруэнция на A  и  

1 2 1 1 2α α β α α/ = / .  
Доказательство. Пусть 2( ) .x y β, ∈  Тогда 

2 2( ) ( )( ),x y C b bα α ′, , ,  где 2
2( ) .Bb b B Oα′, ∈ ∩ =  

Следовательно, b b′=  и по лемме 1.3 .x y=  
Итак, 2 .AOβ =  Из леммы 1.6 теперь следует, что 

1 2 2 .AOβ α β∩ = =  Пусть 2
1 .BB Oα ∩ =  Тогда  

1 1 1 2 2 2A B B B Aα α α α α α/ = / / = / .� �  
Противоречие, которое показывает, что 

2
1 .BB Oα ∩ ≠  Из леммы 1.5 следует, что 

2 2
1 1 ,B Bβ α∩ = ∩  т. е. 1 .AOβ ≠  А так как 

1 1,β α⊆  1B Aα =  и 1 ,B Bβ =  то 1 1.β α⊂   
Пусть теперь 1 2α α/  – главный фактор на A . 

Если 1 2 2 ,β α α=  то 1 2.β α⊆  Тогда из равенства 

1 2 2β α β∩ =  следует, что 1 2 .AOβ β= =  Противо-
речие. Следовательно, 1 2 2.β α α⊃  Так как 

1 1,β α⊂  2 1α α⊂  и 1 2α α/  – главный фактор на 
,A  то 1 2 1.β α α=  Но фактор 1 2 2β α α/  перспекти-

вен 1,β  значит, 1β  – минимальная конгруэнция 
на .A  Лемма доказана.  

Фактор /α β  алгебры A  назовем абелевым 
в ,A  если ( ) .AC α β α/ ⊇  Конгруэнцию α  на ал-
гебре A  назовем абелевой, если фактор / AOα  
абелев. В частности, если 2 ,Aα =  то говорят, что 
A  – абелева алгебра.  

Конгруэнцию α  на алгебре A  назовем раз-
решимой в ,A  если существует такая цепь кон-
груэнций алгебры A   

0 1A tO …α α α α= ⊆ ⊆ = ,  
что фактор 1i iα α −/  абелев в A  для любого 

1 .i … t= , ,   
В частности, если 2 ,Aα =  то получаем оп-

ределение разрешимой алгебры.  
Лемма 1.8. Пусть ,α  β  – конгруэнции на 

алгебре ,A  β α⊆  и α  разрешима в .A  Тогда β  
также разрешима в .A   

Доказательство. Пусть 0 1A tO …α α α α= ⊆ ⊆ =  
– такая цепь конгруэнций на ,A  что 
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1( )A i i iC α α α−/ ⊇  для любого 1 .i … t= , ,  Рассмот-
рим следующую цепь конгруэнций:  

0 1A tO …β β β β= ⊆ ⊆ = ,  
где i iβ α β= ∩  для любого 1 .i … t= , ,  Так как 
фактор 1 1i i i iβ β α β α β− −/ = ∩ / ∩  перспективен 
фактору 1 1 1 1( )i i i i i iα β α α β α α− − − −∩ / = /  и по лемме 
1.3 1 1 1( ) ,A i i i i i iC β α α β α β− − −/ ⊇ ⊇  то и 

1( / )A i i iC β β β− ⊇  для любого 1 .i … t= , ,  Следова-
тельно, β  разрешима в .A  Лемма доказана.  

Лемма 1.9. Пусть α  – конгруэнция на ал-
гебре ,A  B  и C  – подалгебры алгебры ,A  при-
чем .B Bα =  Тогда ( ) .B C B Cα α α∩ = ∩   

Доказательство. Очевидно, что 
( ) .B C B Cα α α∩ ⊆ ∩  Покажем обратное вклю-

чение. Пусть .x B Cα α∈ ∩  Так как ,x Cα∈  то 
найдется такой элемент ,c C∈  что ( ) .x c α, ∈  Из 
того, что x B∈  и ( )x c α, ∈  следует, что 

.c B Bα∈ =  Таким образом c B C∈ ∩  и, значит, 
( ).x B Cα∈ ∩  Итак, ( ).B C B Cα α α∩ ⊆ ∩  Лемма 

доказана.  
Лемма 1.10. Пусть ,α  β  – конгруэнции на 

алгебре ,A  B  и C  – дополнения к α  и β  в A  
соответственно. Тогда  

2( ) 0AB Cαβ ∩ ∩ = .  
Доказательство. Пусть 2( ) ( ) .x y B Cαβ, ∈ ∩ ∩  

Тогда ( ) ,x y α, ∈  ( ) .z y β, ∈  Так как x B∈  и 
,B Bα =  то .z B∈  А так как y C∈  и ,C Cβ =  то 

.z C∈  Таким образом z B C∈ ∩  и, следователь-
но, 2( ) ( ) ,x z B C, ∈ ∩  2( ) ( ) .z y B C, ∈ ∩  Очевидно, 
что 2 2( ) .BB C B Oα α∩ ∩ ⊆ ∩ =  Значит, .x z=  
Аналогичным образом, из 

2 2( ) CB C C Oβ β∩ ∩ ⊆ ∩ =  следует, что .y z=  
Таким образом .x y=  Лемма доказана.  

Лемма 1.11. Пусть α, β – конгруэнции на 
алгебре A  и B  – подалгебра алгебры .A  Тогда 
( ) ( ).B Bαβ α β=   

Доказательство этой леммы очевидно.  
Лемма 1.12. Пусть α, β – конгруэнции на 

алгебре A  такие, что .AOα β∩ =  Тогда 
( ).ACβ α⊆  Если к тому же α  и β  абелевы в 

,A  то αβ  абелева в .A   
Доказательство. Определим на α бинарное 

соотношение τ следующим образом: 
( ) ( )x y x yτ ′ ′, ,  тогда и только тогда, когда 
( ) ,x x β′, ∈  ( ) .y y β′, ∈  Непосредственной про-
веркой легко убедиться, что ( ).Cτ α β= ,   

Пусть α β,  – абелевы конгруэнции. Так как 
( ),ACβ β⊆   то  по  лемме 1.1 ( )ACβ αβ⊆  и,  

значит, ( ).ACαβ β⊆  Аналогичным  образом  

получаем, что ( ).ACαβ α⊆  Следовательно, 
( ).ACαβ αβ⊆  Лемма доказана.  

Если алгебра A  обладает минимальными 
конгруэнциями, то конгруэнция, порожденная 
всеми ее минимальными конгруэнциями, назы-
вается цоколем и обозначается через ( ).Soc A   

Напомним, что согласно [3], конгруэнция π  
на алгебре A  называется фраттиниевой, если 

H Aπ ≠  для любой собственной подалгебры H  
алгебры .A  Тогда фактор α β/  алгебры A  назо-
вем фраттиниевым, если α β/  – фраттиниева кон-
груэнция на .A β/   

Лемма 1.13. Пусть α  – абелева конгруэн-
ция на алгебре .A  Тогда если α  удовлетворяет 
условиям максимальности и минимальности для 
подалгебр, являющихся конгруэнциями в ,A  и 
всякая минимальная конгруэнция алгебры ,A  
входящая в ,α  нефраттиниева, то α  допол-
няема в A  и ( ).Soc Aα ⊆  Если, кроме того, α  – 
наибольшая абелева конгруэнция алгебры A  и 
конгруэнция ( )ACγ α=  разрешима в ,A  то 

.γ α=   
Доказательство. Пусть цепь  

0 1A tO …α α α α= ⊆ ⊆ =  
конгруэнций алгебры A  такова, что 1i iα α −/  – 
главный фактор A  для любого 1 .i … t= , ,  Дока-
жем первые два утверждения леммы индукцией 
по .t  Пусть 1.t =  Тогда по условию конгруэнция 

1α  нефраттиниева, следовательно, в A  найдется 
такая собственная подалгебра ,M  что 1 .M Aα =  
Обозначим 1 1( ).ACγ α=  Тогда, в силу абелевости 

1,α  1M Aγ =  и по лемме 1.5 1 1 1( )C A Mβ α γ= , , ,  – 
конгруэнция на A  такая, что 2 2

1 1M Mβ α∩ = ∩  
и 1 .M Mβ =  Поэтому, если 2

1 ,MM Oα ∩ ≠  то 

1 1β α⊂  и 1 .AOβ ≠  Противоречие с минимально-
стью 1.α  Итак 2

1 ,MM Oα ∩ =  т.е. M  – дополне-
ние к 1α  в .A   

Пусть теперь 1t >  и конгруэнция 1tα −  до-
полняется подалгеброй H  алгебры .A  По лемме 
1.7 1( )tC A Hβ α α −= , , ,  – минимальная конгруэн-
ция на .A  Следовательно, β  обладает дополне-
нием B  в .A  Обозначим .T H B= ∩  Покажем, 
что T  – дополенние к α  в .A   

Так как 1 ,tα β α− =  ,H Hβ =  то с учетом 
лемм 1.9 и 1.11 получаем, что  

1 1

1 1

( ) ( )
( )

t t

t t

T H B H B
H A H A

α α β α β β
α α
− −

− −

= ∩ = ∩ =

= ∩ = = .
 

А по лемме 1.10  
2 2

1 ( )t TT H B Oα α β−∩ = ∩ ∩ = .  
Следовательно, T  – дополнение к α  в A .  
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Если 1,t =  то 1 ( ).Soc Aα ⊆  Пусть по индук-
ции 1 ( ).t Soc Aα − ⊆  Так как 1tα α β−=  и β  – ми-
нимальная конгруэнция на ,A  то ( ).Soc Aα ⊆   

Докажем теперь третье утверждение леммы. 
Пусть B  – дополнение к α  в A  и 

( ) .ACγ α α= ⊃  Так как ( ),ACα γ⊆  то по лемме 
1.7 на A  существует такая конгруэнция ,AOβ ≠  
что β γ⊂  и .AOβ α∩ =  Ввиду леммы 1.8, кон-
груэнция β  разрешима в .A  Значит, на A  суще-
ствует такая абелева конгруэнция ,AOτ ≠  что 
τ β⊆  и .AOτ α∩ =  Но тогда по лемме 1.12 τα  – 
абелева конгруэнция на A  и .τα α⊃  Получен-
ное противоречие показывает, что ( ) .AC α α=  
Лемма доказана.  

Пусть iα  – конгруэнция на алгебре ,iA  
1 .i … n= , ,  Тогда бинарное отношение α  на ал-

гебре 1 nA A … A= × ×  такое, что 

1 1( ) ( )n na … a a … aα ′ ′, , , ,  тогда и только тогда, когда 
( )i i ia a α′, ∈  для любого 1i … n= , ,  является кон-
груэнцией на .A  В этом случае будем говорить, 
что α  является прямым произведением конгру-
энций iα  и обозначать 1 .n…α α α= × ×   

Назовем конгруэнцию β α⊆  подпрямым 

произведением конгруэнций ,iα  если ,i
i

πβ α=  
где iπ  – проектирование β  на .iα   

Лемма 1.14. Пусть iα  – конгруэнции на ал-
гебре ,A  β  – конгруэнция на A  такая, что 

iβ α⊇  для любого 1i … n= , ,  и 
1

.n
ii

γ α
=

=∩  Тогда 
фактор β γ/  изоморфен подпрямому произведе-
нию конгруэнций .iβ α/   

Доказательство. Можно считать, что 
AOγ = . Обозначим 1 2/ / / .n…τ β α β α β α= × × ×  

Тогда 1 1 1 1( ) ( )n n n nx … x y … yα α τ α α, , , ,  в том и толь-
ко в том случае, когда ( ) ,i ix y β, ∈  1 2 .i … n= , , ,  
Легко проверить, что отображение 

1 2 n…ω β β α β α β α: → / × / × × /  
такое, что для любой пары ( ) ,x y β, ∈  

1 1( ) ( ) ( )n nx y x … x y … yω α α τ α α, = , , , ,  
является изоморфизмом конгруэнции β  на под-
прямое произведение конгруэнций iβ α/ . Лемма 
доказана.  
 

Лемма 1.15. Подпрямое произведение абе-
левых конгруэнций является абелевой конгруэн-
цией.  

Доказательство. Пусть iα  – абелева кон-
груэнция на алгебре ,iA  1 .i … n= , ,  Покажем, что 

1 n…α α α= × ×  – абелева конгруэнция на алгебре 
A. Можно считать, что i=1,2. Обозначим 

( )i A iCβ α=  и определим на α  бинарное отно-
шение τ  следующим образом:  

1 21 1 1 2(( ) ( )) (( ) ( ))z zx x y y y yx xτ ′ ′, , , , , ,′ ′  
тогда и только тогда, когда  

1 21 1 1 1 2 2 2 21 2( ) ( )( ) и ( ) ( )( ).x y C x y Cy yx xα β α β′ ′, , , , , ,′ ′  
Непосредственной проверкой убеждаемся, что τ  
– конгруэнция, удовлетворяющая определению 
1.1. Так как 11 1( )x x β, ∈′  и 22 2( ) ,x x β, ∈′ , то 

1 21 2( ) ( ),x x x xβ, ,′ ′  где 1 2 .β β β α= × ⊇  Это и озна-
чает, что ( ),ACβ α⊆  т.е. α  – абелева конгруэн-
ция на .A  Если теперь γ  – конгруэнция на A  
такая, что ,γ α⊆  то по лемме 1.2 ( ).ACβ γ⊆  
Следовательно, γ  абелева. Лемма доказана.  

Заметим, что из леммы 1.15 и леммы 1.3 
следует, что класс всех абелевых алгебр является 
наследственной формацией.  

Согласно [3], для любой подалгебры H  ал-
гебры A  обозначим через AH  конгруэнцию на 

,A  порожденную всеми такими конгруэнциями 
π  на ,A  что .H Hπ =   

Лемма 1.16. Пусть α β/  – главный фактор 
на алгебре ,A  M  – подалгебра алгебры A  та-
кая, что M Mβ =  и .M Aα =  Тогда фактор 

A AM Mα /  перспективен .α β/  Если к тому же 
α β/  – абелев фактор в A  дополняемый M  в A  
и ( ),ACγ α β= /  то M  дополняет фактор 

.A A AM M Mγ α/ = /   
Доказательство. Очевидно, что 

.AMα β∩ ⊇  Если ,AMα β∩ ⊃  то из того, что 

AMα α⊇ ∩  и α β/  – главный фактор следует, 
что .AMα α∩ =  Но это противоречит тому, что 

.M Aα =  Значит, AMα β∩ =  и фактор 

A AM Mα /  перспективен фактору .α β/  Пусть α β/  
– абелев фактор. Тогда ( ) .A A A AC M M Mγ α α= / ⊇  
Не ограничивая общности рассуждений, можно 
считать, что .A AM O=  Тогда α  – минимальная 
конгруэнция на A  и 2 .MM Oα∩ =  Так как 

( ),ACα γ⊆  то по лемме 1.5 на γ  существует та-
кая конгруэнция ,τ γ⊆  что M Mτ =  и 

2 2.M Mτ γ∩ = ∩  Поэтому, если 2 ,MM Oγ ∩ ≠  
то .AOτ ≠  Противоречие с тем, что .A AM O=  
Следовательно, 2 .MM Oγ ∩ =  Теперь очевидно, 
что  

A M M M Aα α α γ γ γ/ = / / = / .� �  
Отсюда следует, что .α γ=  Лемма доказана.  

Лемма 1.17. Пусть α β/  – главный фактор 
алгебры A  и пусть γ  – конгруэнция на .A  Тогда 
либо фактор ,αγ βγ/  либо фактор α γ β γ∩ / ∩  
перспективен .α β/   
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Доказательство. Пусть .αγ βγ≠  Тогда 
фактор αγ βγ/  перспективен фактору α α βγ/ ∩  и 

.α βγ α∩ ⊂  Так как ( ) ,α βγ β α γ β∩ = ∩ ⊇  то 
.α βγ β∩ =   

Пусть .αγ βγ=  Тогда ( ).α β α γ= ∩  Следо-
вательно, ( )α β β α γ β/ = ∩ /  и последний фактор 
перспективен фактору .α γ β γ∩ / ∩  Лемма дока-
зана.  

Факторы α β/  и γ τ/  алгебры A  назовем 
проективными, если в A  существуют такие фак-
торы ,α β/  ,i i n n…α β π φ π φ γ τ/ = / , , / = /  что для лю-
бого 1 1i … n= , , −  факторы i iπ φ/  и 1 1i iπ φ+ +/  пер-
спективны.  

Определение 1.3. Пусть α β/  – нефратти-
ниев абелев главный фактор алгебры ,A  

( )ACγ α β= /  и пусть Δ  – пересечение всех тех 
конгруэнций τ  из ,A  для которых ,τ γ⊆  фак-
тор γ τ/  нефраттиниев и проективен фактору 

.α β/  Тогда фактор γ/Δ  назовем короной, соот-
ветствующей фактору α β/  (или, иначе, α β/ -
короной алгебры A ).  

Заметим, что если α β/  – нефраттиниев абе-
лев главный фактор алгебры ,A  то по лемме 1.5 
всегда существует дополнение к .α β/  Следова-
тельно, в силу леммы 1.16, α β/  – корона алгеб-
ры A  всегда существует.  

Лемма 1.18. Пусть A  – алгебра, обладаю-
щая главными рядами конгруэнций, α β/  – абелев 
нефраттиниев главный фактор и γ/Δ  – α β/ -
корона алгебры .A  Тогда имеют место следую-
щие утверждения:  

1) ( );Soc Aγ/Δ ⊆ /Δ   
2) фактор γ/Δ  дополняем в ;A/Δ   
3) если 1 1α β/  – главный фактор алгебры ,A  

то включения 1 1β α γΔ ⊂ Δ ⊆  имеют место в 
точности тогда, когда фактор 1 1α β/  нефрат-
тиниев и проективен фактору .α β/   

Доказательство. Пусть τ  – пересечение 
некоторых конгруэнций 1 t…π π, ,  алгебры ,A  что 

,iπ γ⊆  причем фактор iγ π/  нефраттиниев и про-
ективен фактору .α β/  Индукцией по t  покажем, 
что ( ),Soc Aγ τ τ/ ⊆ /  фактор γ τ/  дополняем в ,A  
и если главный фактор 1 1α β/  алгебры A  таков, 
что 1τ β⊆  и 1 ,α γ⊆  то фактор 1 1α β/  нефратти-
ниев и проективен фактору .α β/  Можно считать, 
что 1t >  и  

1 1 1i i i t… …τ π π π π τ− += ∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ≠  
для всех 1 .i … t= , ,  Кроме того, не теряя общно-
сти, можно положить .AOτ =  Так как 1γ π/  – 

главный фактор алгебры A  и 1 1 1,π τ π⊃  то фак-
торы 1γ π/  и 1 AOτ /  перспективны. Следовательно, 

1τ  – минимальная конгруэнция на .A  По индук-
ции 1 1( ).Soc Aγ τ τ/ ⊆ /  Так как факторы 1γ τ/  и 

1 AOπ /  перспективны, то решетки конгруэнций 
алгебры ,A  заключенных соответственно между 

1τ  и γ  и между AO  и 1π  изоморфны. Значит, 

1 ( ).Soc Aπ ⊆  Поэтому 1 1 ( ).Soc Aγ π τ= ⊆   
Покажем, что конгруэнция γ  дополняема в 

.A  Пусть π  – минимальная конгруэнция алгеб-
ры A  и .π γ⊆  Так как 1 ,t A… Oπ π∩ ∩ =  то най-
дется {1 }r … t∈ , ,  такое, что .rππ  Если π  – фрат-
тиниева конгруэнция, то фраттиниевым оказыва-
ется и фактор ,r r rγπ ππ π= /  что невозможно. 
Следовательно, любая минимальная конгруэнция 
алгебры ,A  входящая в ,γ  является нефратти-
ниевой. По лемме 1.14 конгруэнция γ  изоморф-
на подпрямому произведению абелевых конгру-
энций 1 .t…γ π γ π/ , , /  Следовательно, по лемме 1.15 
γ  абелева. Теперь из леммы 1.13 следует, что 
конгруэнция γ  дополняема в .A   

Пусть M  – дополнение к γ  в .A  По лемме 
3.14 [3] в A  найдется такая конгруэнция 1,γ  что 

1 1γ α γ=  и 1 1 .AOγ α∩ =  Если 1 1( ) ,M Aγ β =  то 

1 1 ,A Aγ β γ/ /�  противоречие. Следовательно, 

1 1( ) ,M Aγ β ≠  и по лемме 1.11 1 1 1( ) .M Aα γ β =  Это 
означает, что фактор 1 1α β/  нефраттиниев. Пока-
жем, что факторы 1 1α β/  и α β/  проективны. 
Пусть 1 1 1 1.π α π β≠  Тогда по лемме 1.17 фактор 

1 1α β/  перспекитивен фактору 1 1 1 1.π α π β/  Если 

1 1 ,π α γ≠  то 1 1 1 1,π α π β=  противоречие. Значит, 

1 1 1 1 1.π α π β γ β/ = /  Последний фактор проективен 
фактору ,α β/  следовательно, факторы 1 1α β/  и 
α β/  проективны. Пусть 1 1 1 1.π α π β=  Тогда по 
лемме 1.17 факторы 1 1α β/  и 1 1 1 1α π β π∩ / ∩  пер-
спективны. Если 1 1 1 1 1 1( ) ( ),τ α π τ β π∩ = ∩  то по-
следний фактор по лемме 1.17 перспективен фак-
тору 1 1 1 1 1 1( ) ( ) .A AO Oτ α π τ β π∩ ∩ / ∩ ∩ = /  Проти-
воречие. Следовательно, в силу леммы 1.17, фак-
тор 1 1 1 1( ) ( )α π β π∩ / ∩  перспективен фактору 

1 1 1 1 1 1( ) ( ).τ α π τ β π∩ / ∩  Но по индукции послед-
ний фактор проективен фактору .α β/  Значит, 
факторы 1 1α β/  и α β/  проективны.  

Покажем теперь, что корона γ/Δ  удовле-
творяет условию 3). Пусть 1 1α β/  – такой главный 
фактор алгебры ,A  что 1 1 .β α γΔ ⊂ Δ ⊆  Тогда 
факторы 1 1α β/  и 1 1,α βΔ /Δ  в силу леммы 1.17, 
перспективны.  Так  как  1 1α βΔ /Δ  – главный  
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фактор в ,A  то, как показано выше, этот фактор 
нефраттиниев и перспективен фактору .α β/  Но 
это означает, что и фактор 1 1α β/  нефраттиниев и 
проективен фактору .α β/   

Обратно, пусть 1 1α β/  – нефраттиниев глав-
ный фактор алгебры ,A  проективный фактору 

.α β/  В силу леммы 1.3, 1 .α γ⊆  Предположим, 
что 1 1.β αΔ = Δ  Тогда 1 1 1( ).α β α= ∩Δ  Пусть M  – 
подалгебра алгебры A  такая, что 1M Aα =  и 

1 .M Mβ =  По лемме 1.16 фактор AMγ/  нефрат-
тиниев и перспективен фактору 1 1.α β/  Значит, 

.AMΔ ⊆  Но тогда 1 1 1( ) .AMα β α= ∩Δ ⊆  Проти-
воречие Таким образом, 1 1.β αΔ ⊂ Δ  Лемма дока-
зана.  

 
2 Основной результат 
Алгебру A  назовем φ -разрешимой, если 

она обладает главным рядом все фраттиниевые 
главные факторы которого абелевы.  

Теорема 2.1. Пусть A  – φ -разрешимая ал-
гебра. Тогда между факторами двух произволь-
ных главных рядов A  можно установить такое 
взаимно однозначное соответствие, при кото-
ром соответствующие факторы проективны и 
оба одновременно либо фраттиниевы, либо неф-
раттиниевы.  

Доказательство. Пусть α β/  – главный 
фактор алгебры A . По теореме Жордана-
Гельдера для рядов конгруэнций (см., например, 
теорему 8.4.2 [7]) любой главный ряд конгруэн-
ций алгебры A  содержит одно и то же число 
факторов, проективных фактору .α β/  Поэтому 
достаточно установить, что в любых двух глав-
ных рядах A  содержится по одинаковому числу 
нефраттиниевых факторов, проективных факто-
ру .α β/   

Пусть α β/  неабелев фактор. Тогда, в силу 
леммы 1.3, каждый главный ряд A  содержит 
лишь один фактор, проективный фактору ,α β/  и 
по условию все такие факторы нефраттиниевы.  

Пусть α β/  абелев фактор. Предположим, 
что A  имеет нефраттиниев главный фактор ,π τ/  
проективный фактору .α β/  Обозначим через 
γ/Δ  π τ/ -корону. Тогда ввиду утверждения 3) 
леммы 1.18 каждый главный ряд конгруэнций 
алгебры A  содержит точно t  нефраттиниевых 
факторов, проективных фактору α β/ , где t  – 
длина участка главного ряда ,A  заключенного 
между Δ  и .γ  Теорема доказана.  
 

ЛИТЕРАТУРА 
1. Carter, R. Extreme classes of finite soluble 

groups / R. Carter, B. Fischer, T. Hawkes. – 
J. Algebra, 1968. – Vol. 9, № 3. – P. 285–313.  

2. Lafuente, J. Maximal subgroups and the Jor-
dan-Holder theorem / J. Lafuente. – J. Austral. Math. 
Soc. 1989. – Vol. 46, № 3. – P. 356–364.  

3. Шеметков, Л.А. Формации алгебраиче-
ских систем / Л.А. Шеметков, А.Н. Скиба // М. : 
Наука, 1989. – 256 с.  

4. Smith, J.D.H. Mal’cev Varieties / 
J.D.H. Smith // Lest. Notes. Math. 1976. – Vol. 554. 
– 158 p.  

5. Ходалевич, А.Д. Формационные свойства 
нильпотентных алгебр / А.Д. Ходалевич // Во-
просы алгебры. – Гомель : Изд-во Гомельского 
ун-та, 1992. – Вып. 7. – С. 76–85.  

6. Gaschutz, W. Praefrattinigruppen / 
W. Gaschutz // Arch. Math. 1962. – Bd.13, № 3. – 
S. 418–426.  

7. Холл, М. Теория групп / М. Холл // М. : 
ИЛ, 1962. – 468 с.  
 

Поступила в редакцию 25.10.10. 

 
 



Проблемы физики, математики и техники, № 4 (5), 2010 
 

© Шевчук С.Н., Семенчук В.Н., 2010                    57 

  
УДК 512.542 

КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ С ОБОБЩЕННО СУБНОРМАЛЬНЫМИ 
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Изучено строение конечных разрешимых групп, у которых силовские подгруппы обобщенно субнормальны. 
 
Ключевые слова: насыщенная формация, наследственная формация, разрешимая группа, субнормальная подгруппа, 
обощенно субнормальная подгруппа. 
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 Введение 
Рассматриваются только конечные группы. 

Важную роль при изучении строения конечных 
групп играют силовские подгруппы. Например, 
группа, у которой все силовские подгруппы суб-
нормальны, нильпотентна.  

В теории классов конечных групп обобще-
нием понятия  субнормальности является поня-
тие F -достижимости, введенное Кегелем в рабо-
те [1].  

Определение. Назовем подгруппу H  F -
достижимой в группе ,G  если существует цепь 
подгрупп  

0 1 mG H H … H H= ⊇ ⊇ ⊇ =  
такая, что для любого 1 2i … m= , , ,  либо подгруп-
па iH  нормальна в 1,iH −  либо 1( ) .i iH H− ⊆F   

В настоящей работе рассматривается задача 
изучения строения конечных групп, у которых 
силовские подгруппы и бипримарные подгруппы 
F -достижимы.  

Начало такого исследования строения ко-
нечных групп восходит к работам [2], [3].  

 
1 Используемые обозначения и леммы 
Необходимые обозначения и определения 

можно найти в монографии [4]. Напомним неко-
торые из них. Формация – класс групп, замкну-
тый относительно гомоморфных образов и под-
прямых произведений. Пусть F  – непустая фор-
мация. Через GF  обозначается F -корадикал 
группы, то есть пересечение всех тех нормаль-
ных подгрупп N  группы ,G  для которых 

.G N/ ∈F  Минимальная не F -группа – группа, не 
принадлежащая ,F  все собственные подгруппы 

которой принадлежат .F  Через ( )Gπ  обознача-
ется множество всех простых делителей порядка 
группы ,G  через ( )Gπ  – число простых дели-
телей порядка группы ,G  через ( )π F  – множе-
ство всех простых делителей порядков групп, 
принадлежащих .F  Через ,N  2 ,N  πN  обозна-
чаются класс всех нильпотентных групп, класс 
всех метанильпотентных групп, класс всех ниль-
потентных π -групп соответственно.  

В дальнейшем нам понадобятся следующие 
известные свойства F -достижимых подгрупп.  

Лемма 1.1. Пусть F  – непустая наследст-
венная формация. Тогда справедливы следующие 
утверждения:  

1) если H  – подгруппа группы G  и 
,G H⊆F  то H  – F -достижимая подгруппа 

группы ;G  
2) если H  – F -достижимая подгруппа 

группы G , то H K∩  – F -достижимая под-
группа K  для любой подгруппы K  группы ;G   

3) если H  – F -достижимая подгруппа K  
и K  – F -достижимая подгруппа группы ,G  то 
H  – F -достижимая подгруппа группы ;G  

4) если 1H  и 2H  – F -достижимые под-
группы группы ,G  то 1 2H H∩  – F -достижи-
мая подгруппа группы ;G  

5) если H  – F -достижимая подгруппа 
группы ,G  то xH  F -достижима в G  для лю-
бых .x G∈   

Доказательство. 1) Пусть H  – подгруппа 
группы G  и .G H⊆F  Так как G G/ ∈F F  и F  – 
наследственная формация, то подгруппа H G/ F  
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является F -субнормальной подгруппой группы 
.G G/ F  Отсюда, согласно определению F -суб-

нормальной подгруппы, существует максималь-
ная цепь  

0 1 nG G H G H G … H G H G/ = / ⊃ / ⊃ ⊃ / = /F F F F F  
такая, что 1( )i iH G H G− / ⊆ /F F F  для всех 

1 2 .i … n= , , ,  Отсюда получаем, что в группе G  
существует максимальная цепь  

0 1 nG H H … H H= ⊃ ⊃ ⊃ =  
такая, что 1( )i iH H− ⊆F  для всех 1 2 .i … n= , , ,  

А это значит, что H  – F -субнормальная 
подгруппа группы .G  Поскольку любая F -
субнормальная подгруппа группы G  является 
F -достижимой в ,G  то H  – F -достижимая 
подгруппа группы .G  

2) Пусть H  – F -достижимая подгруппа 
группы .G  Тогда, по определению, существует 
цепь подгрупп  

0 1 mG H H … H H= ⊇ ⊇ ⊇ =  
такая, что для любого 1 2i … m= , , ,  либо подгруп-
па iH  нормальна в 1,iH −  либо 1( ) .i iH H− ⊆F  

Пусть K  – некоторая подгруппа из .G  Рас-
смотрим цепь подгрупп:  

0 1 mK H K H K … H K H K= ∩ ⊇ ∩ ⊇ ⊇ ∩ = ∩ .  
Если подгруппа iH  нормальна в 1,iH −  то под-
группа iH K∩  нормальна в 1 .iH K− ∩  Пусть 

1( ) .i iH H− ⊆F  Так как формация F  наследствен-
на, то из 1 1( )i iH H− −/ ∈F F  следует, что  

1 1 1( )( ) ( )i i iH K H H− − −∩ / ∈ .F F F  
Теперь ввиду изоморфизма  

1 1 1

1 1 1

( )( ) ( )

( )
i i i

i i i

H K H H

H K H K H
− − −

− − −

∩ /

∩ / ∩ ∩

F F

F
 

имеем  
1 1( ) .i iH K H K− −∩ / ∩ ∈F F  

Значит,  
1 1( ) ( )i iH K H K− −∩ ⊆ ∩ .F F  

Так как 1( ) ,i iH H− ⊆F  то  

1( ) .i iH K H K− ∩ ⊆ ∩F  
Итак, для каждого 1 2i … m= , , ,  либо подгруппа 

iH K∩  нормальна в 1 ,iH K− ∩  либо 

1( ) .i iH K H K− ∩ ⊆ ∩F  Отсюда, по определению, 
H K∩  – F -достижимая подгруппа группы .K  

Утверждение 3) следует непосредственно из 
определения F -достижимой подгруппы.  

Утверждение 4) следует теперь из утвер-
ждений 2) и 3).  

Утверждение 5) следует непосредственно из 
определения F -достижимой подгруппы. Лемма 
доказана.  

Лемма 1.2. Пусть F  – непустая формация. 
Если G  – разрешимая минимальная не F -
группа, то GF  – примарная подгруппа.  

Доказательство. Пусть G  – разрешимая 
минимальная не F -группа. Тогда ( ) ( ).G F GΦ ⊂  
Отсюда следует, что в группе G  найдется нор-
мальная примарная подгруппа ,K  не содержа-
щаяся в ( ).GΦ  Но тогда в G  найдется макси-
мальная подгруппа M  такая, что .G KM=  Так 
как ,M ∈F  то .G K MK K M M K/ = / ≅ / ∩ ∈F  От-
сюда следует, что .G K⊆F  Лемма доказана.  

Лемма 1.3. Пусть 2N  – формация всех ме-
танильпотентных групп. Если G  – разрешимая 
минимальная не 2N -группа, то она одного из 
следующих типов:  

1) ( ) 3,Gπ =  ,pG G H=  где ;pG G= F  

2) ( ) 2Gπ = , GF  – примарная p -подгруп-

па, причем .pG G⊂F   
Доказательство. Пусть G  – разрешимая 

минимальная не 2N -группа. Согласно теореме 
1.5 из [5] ( ) ( ) ( ) ( ),G G G G G M G/Φ = Φ /Φ /ΦF  где 

( ) ( ) ( ) ( )G G G F G GΦ /Φ = /ΦF  – примарная p -
группа. По теореме 1 из [6] ( )G F G/  – группа 
Шмидта. Следовательно, ( ( )) 2.G F Gπ / =  Так 

как ( ) ( ( )) ,G G Gπ π= /Φ  то ( ) 3.Gπ ≤  

Если ( ) 3Gπ = , то, как показано выше, GF  
– силовская p -подгруппа группы .G  Следова-
тельно, G  – группа из пункта 1).  

Пусть ( ) 2.Gπ =  Если ,pG G=F  то 2 ,G∈N  

что невозможно. Итак, GF  – собственная под-
группа из pG  и G  – группа из пункта 2). Лемма 
доказана.  

Лемма 1.4. Пусть F  – формация всех раз-
решимых групп с p -длиной 1≤ . Если G  – раз-
решимая минимальная не F -группа, то 

( ) 2Gπ =  и GF  – собственная подгруппа ,pG  
где ( ).p Gπ∈  

Доказательство. Предположим, что 
( ) 2Gπ > , где G  – минимальная не F -группа. 

Отсюда следует, что любая бипримарная под-
группа группы G  имеет p -длину 1≤ . Но тогда 
хорошо известно, что p -длина группы G  не 
превосходит 1 , что невозможно. Итак, 

( ) 2.Gπ ≤  Согласно лемме 1.2 GF  – примарная 

p -подгруппа. Если ,pG G=F  то G  – p -замкну-
тая группа. А это значит, что p -длина группы G  
не превосходит 1 , что невозможно. Итак, GF  – 
собственная подгруппа .pG  Лемма доказана.  
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2 Основные результаты 
Теорема 2.1. Пусть F  – непустая наслед-

ственная формация и ( ) .π ⊆F FN  Тогда следую-
щие утверждения эквивалентны:  

1) F  содержит любую разрешимую группу 
,G  у которой ( ) ( )Gπ π⊆ F  и любая силовская 

подгруппа из G  F -достижима в ;G  
2) любая разрешимая минимальная не       

F -группа G  либо ,p qG G G=  где ,pG G= F  

либо G p= , где ( ).p π∈/ F  
Доказательство. Покажем, что из 1) следу-

ет 2). Пусть G – произвольная разрешимая ми-
нимальная не F -группа. Пусть ( ) ( ).Gπ π⊆ F  
Согласно лемме 1.2 GF  – примарная p -группа, 
где ( ).p Gπ∈  

Пусть ( ) 2Gπ > . Покажем, что любая си-
ловская подгруппа из G  F -достижима в .G  
Действительно, пусть qG  – произвольная силов-
ская подгруппа группы G. Рассмотрим подгруп-
пу .pG GF  Очевидно, что pG GF  – собственная 

подгруппа группы .G  Тогда .pG G ∈F F  Так как 
F  – наследственная формация, то pG  – F -

достижимая подгруппа из .pG GF  Согласно лем-

ме 1.1 pG GF  – F -достижимая подгруппа группы 
.G  По лемме 1.1 pG  – F -достижимая подгруппа 

группы .G  Но тогда согласно условию ,G∈F  
что невозможно. Итак, ( ) 2.Gπ ≤  Рассмотрим 
следующие два случая.  

Пусть ( ) 1Gπ = . Так как ( ) ,π ⊆F FN  то 
,G∈F  что невозможно.  
Пусть ( ) 2Gπ = . Покажем, что ,p qG G G=  

где .pG G= F  Предположим противное, то есть 

GF  – собственная подгруппа .pG  Согласно лем-
ме 1.1 pG  – F -достижимая подгруппа группы 

.G  Рассмотрим подгруппу .qG GF  Так как 

qG GF  – собственная подгруппа группы ,G  то 

.qG G ∈F F  Так как F  – наследственная форма-

ция, то qG  F -достижима в .qG GF  По лемме 1.1 

qG GF  F -достижима в .G  По лемме 1.1 qG  F -
достижима в G. Следовательно, все силовские 
подгруппы группы G  F -достижимы в .G  Со-
гласно условию .G∈F  Получили противоречие. 
Итак, .pG G=F  

Пусть теперь ( ) ( ).Gπ π⊆/ F  Отсюда нетруд-
но показать, что G  – группа простого порядка 
p , причем ( ).p π∈/ F  

Покажем, что из 2) следует 1). Доказатель-
ство проведем от противного. Пусть в G все си-
ловские подгруппы F -достижимы, но .G∈/ F  
Пусть H – произвольная собственная подгруппа 
группы G. Покажем, что все силовские подгруп-
пы из H  F -достижимы в .H  Действительно, 
пусть Hp – произвольная силовская подгруппа из 

.H  По теореме Силова .p pH G⊆  Так как 
( ) ( )Gπ π⊆ F  и ( ) ,π ⊆F FN  то .pG ∈F  Так как 

F  – наследственная формация, то pH  – F -до-
стижимая подгруппа .pG  Так как pG  F -дости-
жима в ,G  то по лемме 1.1 pH  – F -достижима в 

.G  Но тогда по лемме 1.1 pH  F -достижима в 

.G  По индукции .H ∈F   
Итак, G  – минимальная не F -группа. Так 

как ( ) ( ),Gπ π⊆ F  то ,p qG G G=  где .pG G= F  
По условию qG  – F -достижимая подгруппа 
группы .G  Тогда qG  содержится в максималь-
ной подгруппе M группы G, причем M  либо F -
нормальна в G, либо нормальна в G. Если M  F -
нормальна в ,G  то .G M⊆F  Отсюда следует, 
что ,G M⊆  что невозможно. Пусть M  – нор-
мальная подгруппа .G  Тогда .G G M= F  Очевид-
но, что G G/ ∈F F  и .G M/ ∈F  Так как F  – фор-
мация, то .G G M/ ∩ ∈F F  Отсюда следует, что 

.G G M⊆ ∩F F  А это значит, что ,G M⊆  что 
невозможно. Получили противоречие. Итак, 

.G∈F  Теорема доказана.  
Теорема 2.2. Пусть F  – непустая наслед-

ственная формация. Тогда следующие утвер-
ждения эквивалентны:  

1) F  содержит любую разрешимую группу 
,G  у которой ( ) ( )Gπ π⊆ F  и любая бипримар-

ная подгруппа из G  F -достижима в ;G  
2) любая разрешимая минимальная не F -

группа G – группа одного из следующих типов:  
a) ,pG G H=  ( ) 3Gπ =  и ;pG G= F  

b) ( ) 2Gπ =  и GF  – примарная p -под-

группа, причем ;pG G⊂F  
c) G – группа простого порядка p, где 
( ).p π∈/ F  
Доказательство. Покажем, что из 1) следу-

ет 2). Пусть G – произвольная разрешимая ми-
нимальная не F -группа.  

Пусть ( ) ( ).Gπ π⊆ F  Отсюда нетрудно пока-
зать, что G – группа простого порядка p, где 

( ).p π∈/ F  Итак, G  – группа из пункта c).  
Пусть ( ) ( ).Gπ π⊆ F  Согласно лемме 1.2 

GF  – примарная  p -группа,   где ( ).p Gπ∈    
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Покажем, что ( ) 3.Gπ ≤  Пусть ( ) 3Gπ >  и H  – 
произвольная бипримарная подгруппа. Покажем, 
что H F -достижима в G. Рассмотрим подгруппу 

.G HF  Очевидно, что G HF  – собственная под-
группа группы G. Отсюда следует, что .G H ∈F F  
Так как F  – наследственная формация, то H  – 
F -достижимая подгруппа в G HF  – F -дости-
жимая подгруппа группы .G  По лемме 1.1 H F -
достижима в G. Согласно условию теоремы 

.G∈F  Получили противоречие. Итак, ( ) 3Gπ ≤ .  

Пусть ( ) 3Gπ = . Покажем, что .pG G=F  

Предположим противное, то есть .pG G⊂F  
Пусть H – произвольная бипримарная подгруппа 
группы .G  Рассмотрим подгруппу .HGF  Оче-
видно, что HGF  – собственная подгруппа груп-
пы .G  Отсюда следует, что .HG ∈F F  Так как 
F  – наследственная формация, то H  – F -дости-
жимая подгруппа из .HGF  Согласно лемме 1.1 
HGF  F -достижима в .G  Теперь по лемме 1.1 
H  F -достижима в .G  Согласно условию тео-
ремы .G∈F  Получили противоречие. Итак, 

pG G= F  и G – группа из пункта 2).  

Пусть ( ) 2Gπ = . Покажем, что GF  – собст-
венная подгруппа из .pG  Предположим против-

ное. Тогда ,p qG G G=  где .pG G= F  Рассмот-
рим факторгруппу ( ).G G/Φ  Так как F  – насы-
щенная формация, то ( )G G/Φ  – минимальная не 
F -группа. Так как ( ) ( )G G GΦ /ΦF  – минимальная 
нормальная подгруппа, то в ( )G G/Φ  нет собст-
венных бипримарных подгрупп, не содержащих 

( ) ( ).G G GΦ /ΦF  Согласно лемме 1.1 любая би-
примарная подгруппа ( ),G G/Φ  содержащая 

( ) ( ),G G GΦ /ΦF  F -достижима в ( ).G G/Φ  Итак, в 
( )G G/Φ  любая бипримарная подгруппа F -

достижима в ( ).G G/Φ  Согласно условию теоре-
мы ( ) .G G/Φ ∈F  Так как F  – насыщенная фор-
мация, то .G∈F  Получили противоречие.  

Покажем, что из 2) следует 1).  
Пусть ( ) ( )Gπ π⊆ F  и в G  любая бипри-

марная подгруппа F -достижима в ,G  но .G∈/ F  
Пусть H – собственная подгруппа группы G. 
Очевидно, что любая бипримарная подгруппа из 
H  F -достижима в .G  Согласно лемме 1.1 каж-
дая такая подгруппа F -достижима в .H  По ин-
дукции .H ∈F  Итак, G  – минимальная не F -
группа. Пусть G – группа из пункта a), тогда 

,pG G H=  где pG G= F  и ( ) 3.Gπ =  Согласно 
условию  теоремы бипримарная подгруппа H   

F -достижима в G. Следовательно, H содержится 
в максимальной подгруппе M группы G, причем 
M либо F -нормальна, либо M нормальна в G. 
Если M F -нормальна, то .G M⊆F  Отсюда 

,G M⊆  что невозможно. Если M нормальна в G, 
то G G/ ∈F F  и G M/ ∈F  и, значит, .G G M/ ∩ ∈F F  
Отсюда ,G M⊆F  что невозможно.  

Пусть G  – группа из пункта 2). Тогда 
,G G K= F  где K  – бипримарная подгруппа груп-

пы .G  Согласно условию K  – F -достижимая 
подгруппа группы .G  Как и выше, нетрудно по-
казать, что такое невозможно. Теорема доказана.  

Следствие 2.2.1. Пусть 2N  – формация 
всех метанильпотентных групп. Разрешимая 
группа G  метанильпотентна тогда и только 
тогда, когда любая ее бипримарная подгруппа 

2N -достижима в .G   
Доказательство следует из леммы 1.3 и тео-

ремы 2.2.  
Следствие 2.2.2. Пусть F  – формация всех 

разрешимых групп с p -длиной 1.≤  Разрешимая 
группа G∈F  тогда и только тогда, когда любая 
ее бипримарная подгруппа F -достижима в G.  

Доказательство следует из теоремы 2.2 и 
леммы 1.4.  
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Установлено, что всякая X-локальная (в смысле Фёрстера) формация конечных групп является ω-композиционной 
формацией, где ω = π (X). 
 
Ключевые слова: конечная группа, формация. 
 
It is proved that every X-local (by Förster) formation of finite groups is an ω-composition formation, where ω = π (X). 
 
Keywords: finite group, formation. 
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All groups considered are finite. We use stan-
dard notations (see [1]). The characteristic char(X) 
of a group class X is the set of primes p such that X 
contains a group of order p; π (H) is the set of all 
prime divisors of groups in H. A chief factor H / K 
is called a chief H-factor if H / K ∈ H. We denote by 
EH the class of groups all composition factors of 
which belong to H. We denote by J the class of all 
simple (abelian and non-abelian) groups. If X ⊆ J, 
then  X’ = J \ X,  and X+ is the class of abelian 
groups in X. We denote by K(G) the class of simple 
groups isomorphic to composition factors of a group 
G. By CA(G)  we denote the intersection of all cen-
tralizers of all chief factors H/K  of the group G  
such that A∈  K (H/K)  (CA (G)  = G  if G  does 
not contain chief factors of this type). 

The concept of  X-local formation was intro-
duced by P. Förster (see [2], [1, p. 374], [3, Defini-
tion 3.1.1], [4, Definition 1.3]).   

 

Definition 1. Let X be a class of simple groups 
such that char(X) = π (X). Consider a function 

f: π (X) ∪ X’ → {formations}, 
which we call an X-formation function; we assume 
that f takes equal values at isomorphic groups. Let 
LFX( f ) be the class of groups G satisfying the fol-
lowing conditions: 
 1) if H / K is a chief EX-factor of G, then 
G/CG(H / K) belongs to f (p) for each p in π (H / K);  
 2) if G / L is monolithic and Soc(G / L) ∈ EX’, 
then G / L ∈ f ( E ), where E ∈ K(Soc(G / L)). The 
class LFX( f ) is a formation; it is called an X-local 
formation. 

 Lemma 1 (see [4, Lemma 2.1, Lemma 4.4]). 
Let X be a class of simple groups such that char(X) = 
=π (X).  Set L = X+.  Let f be an X-formation func-
tion and F = LFX ( f ). Then F = LFL(h),  where  h  is 
an L-formation function such that h (p) = f (p)∩ F 
for every p in π (X),  and h (E) = F for every E in L’. 
 

 Lemma 2 (see [4, Lemma 3.1]). Let X be a 
class of simple groups such that char(X) = π (X). 
Let f be an X-formation function and F = LFX ( f ). 
Let M be a minimal normal subgroup of a group G 
such that G / M ∈ F, M ∈ EX and M is f-central in 
G, i.e., G / CG(M) ∈ f (p) for each p in π(M). Then 
G ∈ F. 

 The concept of L-composition formation was 
proposed in [5]. 
 

 Definition 2. Let L be an arbitrary non-empty 
class of simple groups. Then any function f of the 
form f: L ∪ {L’} → {formations}  taking  equal  
values   on   the  isomorphic  groups is  called  an  
L-composition satellite. If A  is an L-group of prime 
order p,  we write f(p)  instead of f(A) .   For any  
L-composition satellite f, we denote by CFL ( f)  the 
class of groups G satisfying the following condi-
tions: 

1) G / GEL ∈ f (L’), where GEL is the EL-radical 
of G; 
 2) G / CA(G )  ∈ f(A)  for every A∈ K(G) ∩ L. 

The class CF L( f)  is a formation; it is called an 
L-composition formation. If L = L+ and ω = π (L), 

the  class CFL ( f)  is called an ω-composition for-
mation. 
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 Theorem. Let X be a non-empty class of simple 
groups such that ω = char(X) = π (X).  Then  every 

X-local formation is an ω-composition formation. 
 Proof. Let F = LFX ( f ). Set L = X+. By 
Lemma 1, F = LFL(h), where h is an L-formation 
function such that h(p) = f (p) ∩ F for every  p  in   

π (L) = ω, and h (E) = F for every E in L’. Now we 
consider an L-composition formation D = CF L(d) ,  
where d  i s  an  L-composition satellite such that 
d(p) = h(p) for every p in ω, and d (L’) = F .  We 
prove that F = D.  
 If G  ∈ F , then G / GEL ∈ F = d (L’) and for 
every chief (K(G) ∩ L)-factor H / K of G we have 
that  G/CG(H / K) belongs to d(p) = h(p) where p in 
π (H / K). Thus, G belongs to D .  So, F ⊆ D.  
 Let G be the group of the least order in D \ F. 
Then L = GF is the socle of G. If GEL ≠ 1, then L 
belongs to EL, and by Lemma 2 we have G ∈ F. 
Assume that GEL = 1. Then, according to Defini-
tion  2, G belongs to f (L’) = F.  
 The theorem is proved. 
 Remark. In [5] it was proved that every          
L-composition formation F is a p-composition for-
mation for any p in π (L+), so F is L+-local (see also 
[3, p. 152]). 
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QUEUEING NETWORK WITH RANDOM STAYING TIME OF DIFFERENT 

TYPES OF POSITIVE, NEGATIVE CUSTOMERS AND SIGNALS 

O.V. Yakubovich1, V.E. Evdokimovich2 
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В работе исследуется модель открытой сети с различными типами положительных, отрицательных заявок и сигналов. 
Время пребывания в каждом узле поступающих требований ограничено случайной величиной, имеющей показатель-
ное распределение. Стационарное распределение вероятностей состояний сети найдено в форме произведения множи-
телей, представляющих собой стационарные распределения изолированных узлов. 
 
Ключевые слова: сеть массового обслуживания, различные типы положительных, отрицательных заявок и сигналов, 
стационарное распределение. 
 
This paper considers an open queueing network with different types of positive, negative customers and signals. Staying time of 
arriving demands in each node is the random value having exponential distribution. Stationary distribution of the network states 
is found in product form and each multiplier represents stationary distribution of the isolated nodes. 
 
Keywords: queueing network, different types of positive, negative customers and signals, stationary distribution. 

 
 

Введение  
Сети массового обслуживания являются 

адекватными математическими моделями разно-
образных случайных процессов в информацион-
но-вычислительных сетях, сетях передачи дан-
ных, связи и многих других объектах, имеющих 
сетевую структуру. В аналитических исследова-
ниях стационарного функционирования сетей 
массового обслуживания центральным всегда 
является вопрос нахождения стационарного рас-
пределения, которое является отправной точкой 
большинства исследований в теории массового 
обслуживания. В последнее время появляется все 
больше новых интересных моделей, позволяю-
щих учитывать требования современности и 
возможность применения к сложным реальным 
объектам, имеющим сетевую структуру. Боль-
шой интерес исследователей вызывают модели с 
отрицательными заявками и сигналами, отли-
чающихся от обычных положительных заявок 
тем, что они не нуждаются в реальном обслужи-
вании, а оказывают некоторое воздействие на 
состояние системы, например, отрицательные 
заявки уменьшают очередь обычных заявок не-
пустой  системы на единицу. Отрицательные 
заявки  были  введены в рассмотрение Геленбе 
[1], [2]. 

В  настоящей  работе   рассматривается   
модель открытой сети,  в  которую  поступают  

пуассоновские потоки различных типов положи-
тельных, отрицательных заявок и сигналов. Оче-
реди в узлах сети формируются из положитель-
ных заявок, отрицательных заявок и сигналов. 
Обслуживания требуют только положительные 
заявки. Время пребывания в очереди узла для 
положительных, отрицательных заявок и сигна-
лов ограничено случайной величиной, имеющей 
экспоненциальное распределение с параметром 
различным для каждого типа и  обратно пропор-
циональным количеству требований данного 
типа в очереди узла. Отрицательная заявка, вре-
мя пребывания в узле которой закончилось, 
уменьшает количество положительных заявок 
соответствующего типа в узле на единицу, если 
такие есть в узле. Сигнал после окончания вре-
мени пребывания оказывает одно из следующих 
воздействий на очередь положительных заявок 
соответствующего типа, находящихся в узле: 
уменьшает длину очереди на единицу, если оче-
редь положительных заявок непуста, увеличива-
ет длину очереди на единицу или не производит 
никакого изменения. Данное предположение 
может найти применение в моделировании ре-
альных сетей связи, поскольку при передаче за-
проса (положительной заявки) часто устанавли-
вается так называемый тайм-аут, истечение ко-
торого означает, что передача запроса не укла-
дывается  в  планируемый интервал времени, 
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после чего запрос удаляется из очереди. Отрица-
тельные заявки и сигналы в рассматриваемой 
модели, например, могут описывать вирусы в 
системе, которые начинают действовать через 
случайное время, при этом сигнал либо «исправ-
ляется» – становится положительной заявкой, 
либо «несет разрушение», уничтожает положи-
тельную заявку в системе – становится  отрица-
тельной заявкой, либо «отражается», «уничтожа-
ется» – не оказывает воздействия на узел.  

 
1 Изолированный узел 
Рассмотрим систему массового обслужива-

ния, в которую поступает 3M независимых пу-
ассоновских потоков требований с параметрами 

1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , ,s s s
M M Mλ λ λ λ λ λ λ λ λ+ + + − − −… … … , при 

этом kλ
+  есть интенсивность поступления поло-

жительных заявок k -го типа, kλ
−  есть интенсив-

ность поступления отрицательных заявок k -го 
типа, s

kλ  есть интенсивность поступления сигна-
лов k -го типа в данную систему. Положительная 
заявка, поступившая в систему, увеличивает 
длину очереди положительных заявок соответст-
вующего типа в системе на единицу и требует 
обслуживания. В системе находится M  экспо-
ненциальных приборов, k -ый прибор обслужи-
вает положительные заявки k -го типа. Заявки 
обслуживаются в порядке поступления. Времена 
обслуживания заявок в системе независимы, не 
зависят от процессов поступления и для положи-
тельных заявок k -го типа имеют показательное 
распределение с параметром kμ  ( 1, )k M= . Каж-
дая положительная заявка k -го типа, находя-
щаяся в системе, имеет время пребывания, огра-
ниченное экспоненциально распределенной слу-

чайной величиной с параметром ( ) k
k k

k

n
n
νν =  для 

1kn ≥ , где  kn  – число положительных  заявок 
k -го типа в системе, kν  – некоторая положи-
тельная постоянная, (0) 0kν = . Отрицательная 
заявка  типа k , поступившая в систему, увели-
чивает  длину  очереди отрицательных заявок 
соответствующего типа в системе на единицу. 
Каждая отрицательная заявка типа k , находя-
щаяся в системе, остается в очереди случайное 
время, имеющее показательное распределение с 

параметром ( ) k
k k

k

m
m
ττ =  для 1km ≥ , где km  – 

число отрицательных заявок k -го типа в систе-
ме, kτ  – некоторая положительная постоянная, 

(0) 0kτ = . После окончания времени пребывания 
в системе отрицательная заявка уменьшает дли-
ну соответствующей очереди на одну положи-
тельную  заявку  типа k , если в системе есть 

положительные заявки соответствующего типа, 
не производит никаких воздействий на систему, 
если в системе нет положительных заявок соот-
ветствующего типа. Сигнал типа k , поступив-
ший в систему, увеличивает длину очереди сиг-
налов соответствующего типа в системе на еди-
ницу. Каждый сигнал типа k , находящийся в 
системе, остается в очереди случайное время, 
имеющее показательное распределение с пара-

метром ( ) k
k k

k

l
l
ωω =  для 1kl ≥ , где kl  – число 

сигналов k -го типа в системе, kω  – некоторая 
положительная постоянная, (0) 0kω = . После 
окончания времени пребывания в системе сигнал 
уменьшает длину соответствующей очереди на 
одну положительную заявку типа k  с вероятно-
стью ( , )p k − , если в системе есть положитель-
ные заявки соответствующего типа, не произво-
дит никаких воздействий на систему, если в сис-
теме нет положительных заявок соответствую-
щего типа, увеличивает длину очереди на одну 
положительную заявку типа k  с вероятностью 

( , )p k + , не производит никаких изменений с ве-
роятностью ( ,0)p k . Очевидно, что  

( , ) ( , ) ( ,0) 1p k p k p k− + + + =  

для всех 1,k M= . Процессы поступления, об-
служивания и пребывания в системе независимы. 

Состояние рассматриваемой системы мас-
сового обслуживания в момент времени t  будем 
характеризовать случайным вектором  

1 1 1

( ) ( ( ), ( ), ( ))
( ( ), , ( ), ( ), , ( ), ( ), , ( )),M M M

x t n t m t k t
n t n t m t m t l t l t

= =
= … … …

 

где ( )kn t  – количество положительных заявок 
k -го типа в системе в момент t , ( )km t  – количе-
ство отрицательных заявок k -го типа в системе 
в момент t , ( )kl t  – количество сигналов k -го 
типа в системе в момент t . Тогда ( )x t  – одно-
родный марковский процесс с непрерывным 
временем и фазовым пространством состояний 

{ ( , , )X x n m l= = =  

1 1 1( , , , , , , , , ),M M Mn n m m l l= … … …  

}, , 0,1, ; 1, .i i in m l i M= =…  

Предположим, что { }( ),p x x X∈  – стацио-
нарное распределение вероятностей состояний 
процесса ( )x t . 

Уравнения равновесия для стационарных 
вероятностей имеют вид: 

{ }0
1

( ) ( )
k

M
s

k k k k k n
k

p x Iλ λ λ μ ν+ −
≠

=

⎡ + + + + +⎣∑  

{ } { }0 0k kk km lI Iτ ω≠ ≠
⎤+ + =⎦  
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{ }( 0
1

( , , )
k

M

k k n
k

p n e m l Iλ+
≠

=

= − +∑  

{ }0( , , )
kk k mp n m e l Iλ−
≠+ − +  

{ }0( , , )
k

s
k k lp n m l e Iλ ≠+ − +  

( ) ( , , ) ( , , )k k k k k kp n e m l p n e m e lμ ν τ+ + + + + + +  

{ }0( , ) ( , , )
kk k k np k p n e m l e Iω ≠+ + − + +  

{ }0( , ) ( , , ) ( ( , )
kk k k k np k p n e m l e p k Iω ω =+ − + + + − +

( ,0)) ( , , )kp k p n m l e+ + +  

{ } )0( , , ) , ( , , ) .
kk k np n m e l I x n m l Xτ =+ + = ∈  

 Здесь ke  – единичный вектор размерности 
M  с единицей в k -ой позиции, { }xI  – характе-
ристическая функция, принимающая значение 1, 
если x  истинно, 0 – в противном случае.  

Теорема 1.1. Пусть для любого 1,k M=  вы-
полнено условие 

( , ) 1, 1, 1
( , )

s s
k k k k
s

k k k k k k

p k
p k

λ λ λ λ
λ λ μ ν τ ω

+ −

−

+ +
< < <

+ − + +
 

тогда марковский процесс ( )x t  эргодичен, а фи-
нальное стационарное распределение вероятно-
стей состояний системы имеет следующий вид: 

1 1 1

1 2 3
1

( , , , , , , , , )

(0),k k k

M M M
M

n m l
k

k

p n n m m l l

pρ ρ ρ
=

=

=∏

… … …
 

где  

( )( )( )

1 2 3

1 2 3

( , ) , , ,
( , )

(0) 1 1 1 .

s s
k k k k
s

k k k k k k

k

p k
p k

p

λ λ λ λρ ρ ρ
λ λ μ ν τ ω

ρ ρ ρ

+ −

−

+ +
= = =

+ − + +

= − − −

 

Доказательство проводится стандартным 
образом: подстановкой стационарных вероятно-
стей в уравнения равновесия. Условие эргодич-
ности находится из теоремы Фостера. 

 
2 Открытая сеть 
Рассмотрим открытую сеть, состоящую из 

N  узлов со структурой, описанной выше. В сеть 
поступает простейший поток положительных, 
отрицательных заявок и сигналов интенсивности 
λ+ , λ−  и sλ  соответственно. Каждая положи-
тельная заявка входного потока независимо от 
других заявок направляется в i -ый узел и стано-
вится положительной заявкой k -го типа с веро-
ятностью 0( , )i kp+  ( 1, , 1, )i N k M= = . Очевидно, что 

0( , )
1 1

1
N M

i k
i k

p+

= =

=∑∑ . Положительная заявка, посту-

пившая в узел, увеличивает длину очереди по-
ложительных заявок соответствующего типа в 
узле на единицу и требует обслуживания. Каж-
дая  отрицательная  заявка  входного  потока  

независимо от других направляется в i -ый узел, 
становится отрицательной заявкой k -го типа с 
вероятностью 0( , )i kp−  ( 1, , 1, )i N k M= =  и увели-
чивает длину очереди отрицательных заявок со-
ответствующего типа в узле на единицу. Оче-

видно, что 0( , )
1 1

1
N M

i k
i k

p−

= =

=∑∑ . Каждая отрицательная 

заявка типа k , находящаяся в i -ом узле, остает-
ся в очереди случайное время, имеющее показа-
тельное распределение с параметром 

( , )
( , ) ( , )

( , )

( ) i k
i k i k

i k

m
m
τ

τ =  для ( , ) 1i km ≥ , где ( , )i km  – коли-

чество отрицательных заявок k -го типа в i -ом 
узле, ( , )i kτ  – некоторая положительная постоян-

ная, ( , ) (0) 0i kτ =  ( 1, , 1, )i N k M= = . После оконча-
ния времени пребывания в узле отрицательная 
заявка уменьшает длину соответствующей оче-
реди положительных заявок типа k  в i -ом узле 
на единицу, если в узле есть положительные за-
явки соответствующего типа, не производит ни-
каких воздействий на узел, если в узле нет поло-
жительных заявок соответствующего типа. Каж-
дый сигнал входного потока независимо от дру-
гих направляется в i -ый узел, становится сигна-
лом k -го типа с вероятностью 0( , )

s
i kp  

( 1, , 1, )i N k M= =  и увеличивает длину очереди 
сигналов соответствующего типа в узле на еди-

ницу. Очевидно, что 0( , )
1 1

1
N M

s
i k

i k

p
= =

=∑∑ . Каждый 

сигнал типа k , находящийся в i -ом узле, оста-
ется в очереди случайное время, имеющее пока-
зательное распределение с параметром 

( , )
( , )

( ) k
k i k

i k

l
l
ωω =  для ( , ) 1i kl ≥ , где ( , )i kl  – число сиг-

налов k -го типа в системе, kω  – некоторая по-
ложительная постоянная, (0) 0kω = . После окон-
чания времени пребывания в узле сигнал умень-
шает длину соответствующей очереди положи-
тельных заявок типа k  в i -ом узле на единицу с 
вероятностью ( , )ip k − , если в узле есть положи-
тельные заявки соответствующего типа, не про-
изводит никаких воздействий на  состояние узла, 
если в узле нет положительных заявок соответ-
ствующего типа, увеличивает длину соответст-
вующей очереди положительных заявок типа k  
в i -ом узле на единицу с вероятностью ( , )ip k + , 
не производит никаких изменений с вероятно-
стью ( ,0)ip k . Очевидно, что 

( , ) ( , ) ( ,0) 1i i ip k p k p k− + + + =  для всех 1, ,k M=  

1, .i N=  В каждом узле находится M  экспонен-
циальных приборов, k -ый прибор обслуживает 
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положительные заявки k -го типа. Заявки обслу-
живаются в порядке поступления. Времена об-
служивания различных заявок независимы, не 
зависят от процесса поступления и для положи-
тельных заявок k -го типа в i -ом узле имеют 
показательное распределение с параметром ( , )i kμ  

( 1, ,i N=  1, )k M= . Каждая положительная заяв-
ка k -го типа, пребывающая в i -ом узле, имеет 
время пребывания, ограниченное экспоненци-
ально распределенной случайной величиной с 

параметром ( , )
( , ) ( , )

( , )

( ) i k
i k i k

i k

n
n
ν

ν =  для ( , ) 1i kn ≥ , где 

( , )i kn  – количество заявок типа k  в i -ом узле, 

( , )i kν  – некоторая положительная постоянная, 

( , ) (0) 0i kν =  ( 1, , 1, )i N k M= = . Каждая положи-
тельная заявка k -го типа, время пребывания ко-
торой в i -ом узле закончилось, продолжает 
движение по сети и ведет себя так же, как поло-
жительные заявки k -го типа, получившие об-
служивание в i -ом узле ( 1, , 1, )i N k M= = . Каж-
дая положительная заявка k -го типа после за-
вершения обслуживания или окончания времени 
пребывания в i -ом узле независимо от других 
заявок мгновенно направляется в j -ый узел и 
становится положительной заявкой r -го типа с 
вероятностью ( , )( , )i k j rp+  или отрицательной заяв-

кой r -го типа с вероятностью ( , )( , )i k j rp− , а с веро-

ятностью ( , )0i kp  покидает сеть. 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )0
1 1

( ) 1
N M

i k j r i k j r i k
j r

p p p+ −

= =

+ + =∑∑  

( 1, , 1, )i N k M= = .  
Будем предполагать, что матрица маршрутиза-
ции P  неприводима. Процессы поступления, 
обслуживания и пребывания в сети независимы. 

Нелинейные уравнения трафика для 
1, , 1,i N k M= =  имеют вид: 

( , ) 0( , ) ( , ) ( , )s
i k i k i k ip p kε λ ε+ + += + + +  

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , )

1 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( )
,

( , )

N M
j r j r j r

j r i ks
j r j r j r j r j r j

p
p r

ε μ ν
μ ν ε ε

+
+

−
= =

+
+

+ + + −∑∑  

( , ) 0( , )i k i kpε λ− − −= +  

( , ) ( , ) ( , )
( , )( , )

1 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( )
,

( , )

N M
j r j r j r

j r i ks
j r j r j r j r j r j

p
p r

ε μ ν
μ ν ε ε

+
−

−
= =

+
+

+ + + −∑∑  

( , ) 0( , )

( , ) ( , ) ( , )
( , )( , )

1 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( )
.

( , )

s s s
i k i k

N M
j r j r j r s

j r i ks
j r j r j r j r j r j

p

p
p r

ε λ

ε μ ν
μ ν ε ε

+

−
= =

= +

+
+

+ + + −∑∑
 

Доказательство существования решения нели-
нейных уравнений трафика проводится с помо-
щью теоремы Брауэра о неподвижной точке [3]. 

Состояние сети массового обслуживания в 
момент времени t  будем характеризовать слу-
чайным вектором ( )1 2( ) ( ), ( ), , ( )Nx t x t x t x t= … , где 

( ( ,1) ( , )( ) ( ), , ( ),i i i Mx t n t n t= …  ( ,1) ( , )( ), , ( ),i i Mm t m t…  

)( ,1) ( , )( ), , ( ) ,i i Ml t l t…  описывает состояние i -го 

узла, то есть ( , ) ( )i kn t  – число заявок k -го типа, 

( , ) ( )i km t  – число отрицательных заявок k -го ти-
па, ( , ) ( )i kl t  – число сигналов k -го типа в i -ом 

узле в момент времени t  ( 1, , 1, )i N k M= = , ( )x t  
– однородный марковский процесс с непрерыв-
ным временем и пространством состояний 

1 2 ( ,1) ( , ){ ( , , , ), ( , , ,N i i i MX x x x x x n n= = =… …

( ,1) ( , ) ( ,1) ( , ), , , , , ),i i M i i Mm m l l… …

( , ) ( , ) ( , ), , 0,1, 2, ; 1, , 1, }i k i k i kn m l i N k M= = =… . 
Пусть { ( ), }p x x X∈  – стационарное распре-

деление вероятностей состояний процесса ( )x t . 
Уравнения равновесия для стационарных 

вероятностей имеют вид: 

( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , ) { 0}
1 1

( , ) { 0} ( , ) { 0}

( ) ( )
i k

i k i k

N M
s

i k i k n
i k

i k m i k l

p x I

I I

λ λ λ μ ν

τ ω

+ −
≠

= =

≠ ≠

⎡ + + + + +⎣

⎤+ + =⎦

∑∑

( , )

( , )

( , ) 0( , ) { 0}
1 1

( , ) 0( , ) { 0}

( )

( )

i k

i k

N M

i k i k n
i k

i M k i k m

p x e p I

p x e p I

λ

λ

+ +
≠

= =

− −
+ ≠

⎡= − +⎣

+ − +

∑∑
 

( , )( ,2 ) 0( , ) { 0}

( , ) ( , ) ( , ) ( , )0

( )

( )( )
i k

s s
i M k i k l

i k i k i k i k

p x e p I

p x e p

λ

μ ν
+ ≠+ − +

+ + + +
 

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( ,2 ) ( , )

( )

( ) ( , )
i k i M k i k

i k i M k i k i

p x e e

p x e e p k

τ

ω
+

+

+ + + +

+ + + − +
 

( , )( ,2 ) ( , ) { 0}( ) ( ( ,0) ( , ) )
i ki M k i k i i np x e p k p k Iω+ =+ + + − +  

( , )

( , )

( , ) ( , ) { 0}

( , ) ( ,2 ) ( , ) { 0}

( )

( ) ( , )
i k

i k

i M k i k n

i k i M k i k i n

p n e I

p n e e p k I

τ

ω
+ =

+ ≠

+ + +

+ − + + +

( , )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , ) { 0}
1 1

( )( )
j r

N M

i k j r i k i k i k j r n
j r

p x e e p Iμ ν +
≠

= =

⎡+ + − + +⎣∑∑  

( , )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) { 0}( )( )
j ri k j M r i k i k i k j r mp x e e p Iμ ν −

+ ≠+ + − + +  

( , )( , ) ( ,2 ) ( , ) ( , ) ( , )( , ) { 0}( )( ) ,

.
j r

s
i k j M r i k i k i k j r lp x e e p I

x X

μ ν+ ≠
⎤⎤+ + − + ⎦⎦

∈
 

Здесь ( , )i ke  – единичный вектор размерности 
(3 )M N⋅  с  единицей   в ( 3 ( 1)M i k− + )-ой   по-
зиции. 

Теорема 2.1. Пусть для любых 1, ,i N=  
1,k M=  выполнено условие 

( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1,
( , )

i k
s

i k i k i k i k ip k
ε

μ ν ε ε

+

− <
+ + + −
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( , ) ( , )

( , ) ( , )

1, 1,
s

i k i k

i k i k

ε ε
τ ω

−

< <  

тогда марковский процесс ( )x t  эргодичен, а фи-
нальное стационарное распределение вероятно-
стей состояний сети имеет следующий вид: 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ), ,N Np x p x p x p x x X= ∈…  
где 

( , ) ( , ) ( , )

1( , ) 2( , ) 3( , ) ( , )
1

( ) (0),i k i k i k
M n m l

i i k i k i k i k
k

p x pρ ρ ρ
=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∏  

( , )
1( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

,
( , )

i k
i k s

i k i k i k i k ip k
ε

ρ
μ ν ε ε

+

−=
+ + + −

 

( , ) ( , )
2( , ) 3( , )

( , ) ( , )

, ,
s

i k i k
i k i k

i k i k

ε ε
ρ ρ

τ ω

−

= =  

( , ) 1( , ) 2( , ) 3( , )(0) (1 )(1 )(1 )i k i k i k i kp ρ ρ ρ= − − − , 

а ( , ) ( , ) ( , )( , , , 1, , 1, )s
i k i k i k i N k Mε ε ε+ − = =  находятся как 

решение нелинейных уравнений трафика. 
Доказательство теоремы проводится стан-

дартным образом, подстановкой стационарного 
распределения в уравнения равновесия.  

 
ЛИТЕРАТУРА 

1. Gelenbe, E. Stability of product-form G-
networks / E. Gelenbe, R. Schassberger // Probab. 
Eng. and Inf. Sci. – 1992. – Vol. 6. – P. 271–276. 

2. Gelenbe, E. Product-form networks with 
negative and positive customers / E. Gelenbe // 
J. Appl. Prob. – 1991. – Vol. 28. – P. 656–663. 

3. Данфорд, Н. Линейные операторы. Об-
щая теория / Н. Данфорд, Дж.Т. Шварц. – М. : 
ИЛ, 1962. – 522 с. 
 

Поступила в редакцию 15.11.10. 
 
 



Проблемы физики, математики и техники, № 4 (5), 2010 
 

© Демиденко О.М., Елисеева Е.В., Маслов В.П., Левчук В.Д., Буяльский В.М., 2010         
68 

  
УДК 002.6 

АПРОБАЦИЯ МОДЕЛИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ НАУЧНЫХ КОЛЛЕКТИВОВ 
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APPROBATION OF THE MODEL OF RESEARCH TEAMS’ INTERACTION  
ON THE EXAMPLE OF INTERREGIONAL PORTAL «PROBLEMS 

OF OVERCOMING OF CHERNOBYL CATASTROPHE CONSEQUENCES» 
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Данная статья посвящена возможностям, которые предоставляет конкретная реализация модели взаимодействия науч-
ных коллективов. В качестве объекта реализации рассмотрен совместный проект – межрегиональный научный портал, 
аккумулирующий идеи, направленные на преодоление последствий Чернобыльской катастрофы. В статье описывается 
научная актуальность и практическая значимость создания научного портала, дается краткая характеристика основных 
направлений проекта, описываются особенности его создания и реализации, перспективы развития в теоретическом и 
прикладном планах. 
 
Ключевые слова: модель взаимодействия научных коллективов, авария на Чернобыльской АЭС, информационно-
телекоммуникационных технологии, Интернет-портал, сетевые научные сообщества. 
 
This paper is devoted to the description of the possibilities of specific realization of the model of research teams’ interaction. A 
joint project – an interregional research portal of ideas aimed at overcoming the Chernobyl disaster – is considered as the reali-
zation of the model. The paper describes the scientific relevance and practical significance of a scientific portal and provides a 
brief characteristic of the main directions of the project. We describe the features of its creating and implementing and the pros-
pects of development in theoretical and practical plans. 
 
Keywords: model of interaction research teams, the Chernobyl accident, information and telecommunication technologies, the 
Internet portal, online scientific communities. 

 
 

Предпосылки создания проекта 
Авария на Чернобыльской АЭС оказалась 

глобальной по масштабам радиоактивного за-
грязнения территорий в Беларуси, России, Ук-
раине и его последствиям. Например, в Брянской 
области вследствие аварии на ЧАЭС возникла 
особенная экологическая ситуация, характери-
зующаяся повышенной радиоактивной загряз-
ненностью среды юго-западных территорий об-
ласти, появлением территорий новейших, неиз-
вестных ранее (до аварии) комбинированных 
радиационно-токсических и радиационно-
изолированных (экологически благополучных по 
токсическим компонентам) экосистемных воз-
действий (при равных дозах радиационных на-
грузок на население) [1], [2].  

Постчернобыльские эффекты тщательно 
изучаются как учеными пострадавших регионов, 
территории которых стали невиданным по мас-
штабам научным полигоном, так  и  рядом  заин-
тересованных   зарубежных исследователей.  

Однако, практика показывает, что для них суще-
ствуют определенные проблемы, связанные с 
полноценным доступом к имеющимся информа-
ционным ресурсам по проблеме, а также с при-
нятием полноценного участия в преодолении 
последствий Чернобыльской катастрофы. 

Анализ on-line баз данных таких крупней-
ших межбиблиотечных компьютерных систем 
США как Mid-Atlantic Libraries System, North-
Atlantic Libraries System, ILLINet Libraries 
System, а также Library of Congress показал, что 
Чернобыльская ниша во всем массиве данных 
оказалась достаточно скромной – 485 наимено-
ваний, а среди 12 миллионов записей в библио-
теке Конгресса США 570 относятся к проблемам 
Чернобыля [3]. 

Из 485 изданий межбиблиотечных систем 
Mid-, North и ILLINet Libraries System 72,4% ин-
формации представлены специалистами США, 
Австрии, Канады, Франции и Англии.  Инфор-
мация,  поступившая  из  России,  Беларуси и 
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Украины, составляет всего 27,6%, а на научные 
публикации приходится всего 12,3%, и все они 
на русском языке [3]. 

Публикации о различных проявлениях по-
стчернобыльских эффектов рассеяны в огромном 
количестве специализированных и ведомствен-
ных изданий, о которых знают только специали-
сты соответствующих областей. Англоязычные 
пользователи получают информацию о Черно-
быле в основном из изданий, опубликованных в 
США, авторами которых являются американские 
специалисты (41,84%). 

Число иностранных изданий по Чернобыль-
ской проблематике расположились в следующем 
порядке: Финляндия – 10,46%, Германия – 
8,79%, Великобритания – 7,53%, Россия – 5,44%, 
Австрия – 4,62%, Япония – 3,76%, Швейцария – 
3,35%, Франция – 3,76%, Дания – 2,09%, Украи-
на, Канада – 1,67%, Нидерланды – 1,26%, Авст-
ралия, Ирландия – 0,84%, Беларусь, Бельгия, 
Венгрия, Норвегия, Польша – 0,42%. Среди них 
55,23% составляют научные издания, 28,87% – 
публицистические, 11,72% – официальные мате-
риалы и 4,18% – фото-видео издания [4]. 

Обобщенный анализ информации о Черно-
быльской катастрофе, относящейся к разряду 
глобальных катастроф, в одной из крупнейших 
библиотек мира – библиотеке Конгресса США 
показал, что научные издания составляют 
54,03% всех публикаций, 34,2% – публицистиче-
ские издания, 9,3% – издания официальных ор-
ганов (доклады комиссий Конгресса США, 
напр.), 2,45% – видео- и фотоматериалы. Из все-
го этого количества информационных источни-
ков англоязычным пользователям доступны 
только 50%, которые изданы на английском язы-
ке. Вторая их половина представлена на разных 
языках, а титулы даны в виде транслитерации с 
использованием латинского алфавита [4].  

Необходимость широкого взаимодействия 
представителей разных стран по Чернобыльской 
проблеме, открытия возможностей участия ве-
дущих специалистов всего мира вне языка и тер-
ритории в решении проблем преодоления по-
следствий аварии на Чернобыльской АЭС наце-
ливает на создание условий для активного их 
включения в международное информационное 
научное пространство, на формирование целево-
го сетевого научного сообщества, ориентирован-
ного на научную поддержку исследований дан-
ного плана. 

 
1 Инструменты реализации проекта 
Серьезным шагом на пути преодоления ин-

формационной закрытости и отсутствия научной 
полноты исследований Чернобыльской пробле-
матики, важнейшим фактором формирования 
единого межрегионального информационного 
пространства как необходимого условия реали-
зации современных научных взглядов и идей в 

ликвидации последствий масштабного радиоак-
тивного загрязнения трех стран стала организа-
ция в 2009 году Российским, Белорусским и Ук-
раинскими фондами фундаментальных исследо-
ваний (РФФИ, БРФФИ, ГФФИ) первого трехсто-
роннего межрегионального конкурса проектов 
фундаментальных научных исследований по 
проблемам преодоления последствий Черно-
быльской катастрофы, выполняемых совместны-
ми коллективами ученых из Брянской (Россий-
ская Федерация), Гомельской (Республика Бела-
русь) и Черниговской (Украина) областей, одним 
из победителей которого стал проект «Информа-
ционная система для поддержки работы между-
народного сетевого сообщества исследователей: 
Межрегиональный научный портал "Преодоле-
ние последствий Чернобыльской катастрофы: 
фундаментальные исследования и практическая 
реализация"». Основным исполнителем поддер-
жанного проекта от российской стороны являет-
ся научный коллектив сотрудников Брянского 
государственного университета им. акад. 
И.Г. Петровского (руководитель и координатор 
международного проекта – профессор кафедры 
автоматизированных информационных систем и 
технологий Елисеева Е.В.). От белорусской сто-
роны приняли участие сотрудники кафедры ав-
томатизированных систем обработки информа-
ции Гомельского государственного университета 
имени Франциска Скорины. Украинская сторона 
представлена лабораторией компьютерных тех-
нологий Черниговского государственного инсти-
тута экономики и управления.  

Фундаментальная научная проблема, на ре-
шение которой направлен проект, заключается в 
реализации современных научных взглядов и 
идей по преодолению последствий Чернобыль-
ской катастрофы с использованием достижений в 
области информационных и коммуникационных 
технологий.  

Основная задача проекта – создание усло-
вий для системного внедрения и активного ис-
пользования современных информационных и 
коммуникационных технологий в совместной 
работе международных распределенных коллек-
тивов ученых - представителей Брянской, Го-
мельской, Черниговской областей России, Ук-
раины и Беларуси, и гражданского сектора, ин-
формационное обеспечение научных исследова-
ний, направленных на ликвидацию последствий 
Чернобыльской катастрофы.  

Основным инструментом, используемым 
для решения поставленной задачи проекта, явля-
ется Межрегиональный научный портал 
AllChernobyl.net. Он представляет собой набор 
персонально ориентированных online-инстру-
ментов в помощь исследователям, занимающим-
ся научной деятельностью и принимающих уча-
стие в решении проблемы преодоления послед-
ствий катастрофы на Чернобыльской АЭС.  
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В качестве главных методов и подходов 
реализации проекта выступают:  

1. Создание единого межрегионального ин-
формационного пространства как необходимого 
условия для реализации современных научных 
взглядов и идей по преодолению последствий 
Чернобыльской катастрофы.  

2. Разработка модели координации усилий 
распределенных международных научных кол-
лективов и их взаимодействия с гражданским 
сектором, бизнесом и государственными органа-
ми управления для мониторинга и формирования 
общественного мнения, выявления источников 
потенциальных социально-экономических про-
блем на постчернобыльском пространстве.  

3. Формирование, научно-методическое и 
техническое сопровождение проблемно-ориенти-
рованной информационной системы: Межрегио-
нальный научный портал «Проблемы преодоле-
ния последствий Чернобыльской катастрофы: 
фундаментальные исследования и практическая 
реализация».  

4. Организация на базе Интернет-портала 
тематического сообщества по проблемам ликви-
дации последствий Чернобыльской катастрофы.  

Портал выполнен с учетом требований: 
– соответствия международным стандартам 

открытых систем, 
– способности интеграции с прикладными 

системами и базами данных участников проекта,  
– адаптации и простоты внесения возмож-

ных изменений средствами отладки портала с 
учетом функциональных требований групп поль-
зователей,  

– распределенности, т.е. возможности раз-
мещения ресурсов портала на нескольких, терри-
ториально удаленных серверах;  

– масштабируемости по количеству пользо-
вателей, по объему данных, по интенсивности 
обмена данными, скорости обработки запросов и 
данных, по наборам предоставляемых услуг, по 
способам обеспечения доступа и т.п., 

– рационального применения типовых уни-
фицированных компонентов и проектных проце-
дур, а также средств контроля на основе исполь-
зования бесплатного, легального, лицензионного 
программного обеспечения,  

– совместимости с локальными порталами 
участников проекта, 

– поддержки фирмы-хостера и сообщества 
производителей инструментального программ-
ного обеспечения, используемого для разработки 
региональных вариантов портала. 

Общесистемные принципы, положенные в 
основу создания портала, соответствуют свойст-
вам полезности и целевой ориентации: 

– разветвленности и системного единства 
создания портала на нескольких территориально 
выделенных серверах Российской Федерации, 
Украины и Республики Беларусь;  

– открытости – возможности подключе-
ния к межрегиональному порталу других про-
фессиональных сайтов или расширение его за 
счет новых функций;  

– адаптации и развития для настройки пор-
тала под функциональные требования групп 
пользователей;  

– совместимости (концептуальной, функ-
циональной, программной, информационной, 
технической и др.) региональных ресурсов меж-
регионального портала;  

– модульности построения портала из типо-
вых функциональных модулей участников меж-
регионального проекта;  

– стандартизации и унификации проектных 
решений региональных ресурсов и автоматиза-
ции основных процессов создания и поддержки 
на основе использования интегрированных CMS-
средств;  

– эффективности портала с оценкой опти-
мального соотношения затрат на создание порта-
ла и эффекта от его внедрения.  

Функционирование разработанного портала 
в среде Интернет соответствует следующим ор-
ганизационным принципам:  

– свободного доступа к информационным 
ресурсам,  

– научного подхода к отбору информации,  
– соблюдения легитимности предоставляе-

мых документов,  
– интерактивного взаимодействия с пользо-

вателями и авторами,  
– сотрудничества с лицами и организация-

ми, осуществляющими фундаментальные и при-
кладные исследования по направлениям проекта.  

Особое внимание при этом обращается на 
систему управления функционированием порта-
ла за счет целостного видения всего процесса 
исследования, работы по научному планирова-
нию, получении информации об эффективности 
прошлых и настоящих исследований. Результа-
том такого планирования является генерация 
совместных планов научной работы и догово-
ренностей об организации научно-практической 
деятельности региональных групп-исследова-
телей Украины, Беларуси, России. В рамках дан-
ного проекта предусматривается расширение 
возможностей мониторинга состояния решений 
поставленных научных проблем. 

 
2 Функциональные возможности портала 
Созданный портал позволяет получить це-

левым пользователям доступ к актуальной ин-
формации по Чернобыльской проблеме, осуще-
ствлять поиск партнеров для организации науч-
ной деятельности, формировать научные коллек-
тивы, состоящие из множества распределенных 
групп, экспортировать технологии и результаты 
других научных групп для получения научно-
практического сотрудничества. 
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Основное информационное наполнение 
представляемого портала составляют научные 
публикации: заимствованные из различных пе-
чатных и электронных источников, а также ори-
гинальные (авторские), специально подготов-
ленные материалы, библиографическая и спра-
вочная информация, адресные ссылки на внеш-
ние Интернет-ресурсы, подборки аудиовизуаль-
ных, мультимедийных материалов, компьютер-
ные модели и пр. При этом ссылка на исполь-
зуемый источник является обязательной, как и 
соблюдение законов об авторском праве. Для 
структуризации научных источников принята 
следующая их классификация: научные отчеты, 
монографии, статьи, авторефераты диссертаций, 
компьютерные модели, аудиовизуальные доку-
менты. Основной формой организации информа-
ции являются базы данных портала. Разработчи-
ками портала организован поиск информации (по 
ключевым словам, дате и пр.).  

Пользователи портала могут при помощи 
простого интерфейса загружать собственные 
научные материалы (рукописи статей, книг и 
т.п.). Поддерживается загрузка файлов различ-
ных форматов: PDF, DOC, DOCX, TXT. Разрабо-
тан интерактивный сервис размещения пользова-
телями материалов на страницах портала. К до-
полнительным коммуникационным возможно-
стям, предоставляемым на портале участникам 
сетевого сообщества исследователей, можно от-
нести: 

– поиск по страницам пользователей, мате-
риалам, спискам публикаций и страницам семи-
наров; 

– комментирование публикаций, материа-
лов, новостей, страниц семинаров и докладов; 

– возможность общения между пользовате-
лями через систему личных сообщений. 
 

3 Достигнутые результаты 
На первом этапе выполнения проекта в 2009 

году получены следующие результаты: 
1. Создан и функционирует Межрегиональ-

ный научный портал «Проблемы преодоления 
последствий Чернобыльской катастрофы: фун-
даментальные исследования и практическая реа-
лизация».  

2. Активно формируются международные 
сетевые научные сообщества исследователей 
проблемы преодоления последствий Чернобыль-
ской катастрофы по следующим направлениям 
фундаментальных научных исследований: «Хи-
мия и науки о материалах», «Биология и меди-
цинская наука», «Науки о Земле», «Науки об 
обществе». На 1 декабря 2010 года можно выде-
лить следующие научные сообщества исследова-
телей, использующие разрабатываемую инфор-
мационную систему проекта для своего функ-
ционирования: «Биология растений», «Биология 
животных», «Экология человека», «Экология 

городской среды», «Биотехнология и бионано-
технология», «Визуальная экология», «Экологи-
ческая безопасность», «Экологический монито-
ринг», «Заболеваемость населения на загрязнён-
ной территории», «Заболеваемость детей на за-
грязнённой территории», «Патологии щитовид-
ной железы», «Синергетическое воздействие 
факторов на здоровье», «Гематологические эф-
фекты облучения», «Развитие законодательства о 
преодолении последствий катастрофы на ЧА-
ЭС», «Статус лиц, подвергшихся воздействию 
радиации», «Режим загрязненных территорий». 
Они объединяют 146 исследователей (зарегист-
рированных пользователей портала) из России, 
Украины и Беларуси. Наиболее многочисленны и 
активно работают сообщества «Экологическая 
безопасность», «Заболеваемость детей и подро-
стков на загрязнённой территории», «Экология 
городской среды», «Биотехнология и бионано-
технология».  

3. Внедрены новые формы работы между-
народных сетевых научных сообществ исследо-
вателей за счет широкого использования воз-
можностей Интернета. Организована и поддер-
живается работа четырех научных Интернет-
конференций, материалы которых доступны на 
страницах портала. Работает виртуальный мас-
тер-класс для ведущих-администраторов разде-
лов портала, членов организующегося сетевого 
сообщества исследователей.  

4. Увеличено количество ученых, и, прежде 
всего молодых, получающих Интернет-поддер-
жку своего профессионального развития и науч-
ных инициатив. Результаты анализа статистики 
портала показали, что более половины зарегист-
рированных пользователей представлены моло-
дыми исследователями (молодыми учеными, 
аспирантами, студентами выпускных курсов ву-
зов). Они активно участвуют в формировании и 
работе специализированных научных сетевых 
сообществ. Об этом говорят размещаемые ими 
материалы, комментарии. Важно отметить, что 
проведенные нами опросы показали, что научная 
молодежь, участвующая в работе портала, быст-
рее и эффективнее осваивает возможности веб-
технологий, нежели зрелые ученые.  

5. Осуществлена поддержка формирования 
и работы научного сообщества для региональных 
исследователей. Для этого предлагается набор 
интегрированных и персонально ориентирован-
ных сервисов, которые предоставляют следую-
щие возможности: поиск научных контактов, 
архив материалов (статей, публикаций, презен-
таций и т.п.), персональная страница ученого или 
преподавателя, получение независимой оценки и 
обсуждение научной работы среди пользовате-
лей ресурса, система информационной поддерж-
ки проведения и публикаций материалов науч-
ных Интернет-конференций и Интернет-семи-
наров, персональная страница. 
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6. Информационное наполнение портала 
(основной контент) осуществляется на трех язы-
ках: английском, немецком и русском. В настоя-
щее время совместно с зарубежными партнерами 
проводятся работы по введению в действие ук-
раиноязычного раздела портала, разработанного 
Черниговскими коллегами, для поддержки рабо-
ты сетевых сообществ исследователей, общение 
которых в Сети проходит в основном на украин-
ском языке.  

7. Поскольку последствия Чернобыльской 
катастрофы коснулись всего мирового сообщест-
ва, научный и практический интерес представ-
ляют данные исследований, полученные в раз-
личных регионах. Научные материалы, пред-
ставленные на портале проекта, дополняют и 
расширяют знания об острых и отдаленных по-
следствиях Чернобыльского радиационного ин-
дента, дают возможность ученым и практикам 
разрабатывать общие и частные рекомендации 
по смягчению последствий хронического облу-
чения малыми дозами. 

Таким образом, можно констатировать, что 
на сегодняшний день на постчернобыльском 
пространстве не существует проблемно-ориенти-
рованных информационных систем на базе Ин-
тернет-технологий, предназначенных для под-
держки работы международных распределенных 
научных сообществ исследователей, работающих 
над решением проблемы преодоления последст-
вий Чернобыльской катастрофы. Поэтому созда-
ние представленной нами информационной сис-
темы является необходимым условием для ши-
рокого обсуждения научной общественностью и 
гражданским сектором указанных регионов 
имеющихся социально-экономических проблем 
на постчернобыльском пространстве и поиска их 
решения.  

Уникальность проекта заключается в том, 
что набор сервисов для ведения научно-
исследовательской деятельности по проблемам 
ликвидации последствий Чернобыльской катаст-
рофы впервые собран воедино и персонифици-
рован для конкретного целевого пользователя. 
Все результаты исследований, представленные 
на научном портале проекта, получены авторами 
исследований впервые и составляют достаточно 
большую, постоянно пополняемую информаци-
онную базу, имеющую научное и практическое 
значение для реабилитации населения и террито-
рий, загрязненных радионуклидами. 

 
4 Развитие проекта 
Участие в данном проекте позволило сфор-

мулировать идею о создании модели взаимодей-
ствия научных коллективов, основанной на ак-
тивной эксплуатации информационных техноло-
гий. Объект реализации модели представляет 
собой распределенную программную систему 

информационного обеспечения публичного ме-
роприятия (от учебных курсов и научных семи-
наров до международных конференций и проек-
тов) с использованием сети Интернет.  

Модель основана на следующих сущностях: 
мероприятие и его шаблон, оргкомитет, член 
оргкомитета, посетитель, публичная часть при-
ложения, участник проекта, роль участника, за-
явка, ее шаблон и статус, процедура оформления 
заявки, уведомление, рассылка и т.п. Перечис-
ленные сущности являются объектами в разрабо-
танных сценариях  взаимодействия  междуна-
родных  научных коллективов, гражданского 
сектора, бизнеса и государственных органов 
управления. 
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WEAR OF SILICA GLASS AT HIGH VELOCITIES 

P.N. Bogdanovich1, D.А. Bliznets1, D.V. Tkachuk2 
1Belarusian State University of Transport, Gomel 
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Анализируются закономерности изнашивания силикатного стекла при трении по гладкому стальному контртелу и закреп-
ленному абразиву. Приводятся данные о кинетике и механизмах разрушения поверхностного слоя, характере распростра-
нения микротрещин за пределами контактной площадки при обоих видах нагружения. Обсуждаются закономерности 
влияния нормальной нагрузки и скорости скольжения на глубину распространения микротрещин усталости и интенсив-
ность изнашивания силикатного стекла, и их связь с особенностями фрикционного нагрева поверхностного слоя изнаши-
ваемого тела. Рассмотрены причины появления подповерхностных микротрещин, приводящих к отслаиванию поверхно-
стного слоя стекла. 
 
Ключевые слова: изнашивание, силикатное стекло, микротрещины усталости, интенсивность изнашивания, нагруз-
ка, скорость скольжения. 
 
Regularities of the wear of silica glass at friction against a smooth steel counterbody and fastened abrasive are analyzed. Data on 
the kinetics and mechanisms of the fracture of the surface layer as well as on the pattern of the propagation of microcracks beyond 
the contact area are reported for both modes of loading. Regularities of the effect of the normal load and the sliding velocity on the 
propagation depth of fatigue microcracks and the wear rate of silica glass as well as their relation to peculiarities of the frictional 
heating of the surface layer of the worn body are discussed. Causes of the appearance of subsurface microcracks that result in the 
delamination of the glass surface layer are considered. 
 
Keywords: wear, silica glass, fatigue microcracks, wear rate, load, sliding velocity. 

 
 

Введение 
Согласно существующим представлениям, 

абразивное изнашивание металлов и неметалли-
ческих материалов является в основном резуль-
татом усталостных процессов, протекающих в 
тонком поверхностном слое. Стружкообразова-
ние и разрушение непрерывно возобновляемых 
оксидных пленок при фрикционном нагружении 
металлов вносит значительно менее ощутимый 
вклад – менее 20% [1]. При трении хрупких мате-
риалов этот показатель выше. Для выявления 
вклада усталостного разрушения в абразивное 
изнашивание представляет интерес выполнить 
сравнительный анализ закономерностей изнаши-
вания неметаллических материалов закреплен-
ными абразивными частицами и при фрикцион-
ном нагружении в отсутствии абразива. В этом 
случае важным обстоятельством является то, что 
на поверхности трения неметаллического мате-
риала отсутствуют оксидные пленки, которые 
вносят существенный вклад в процессы трения и 
изнашивания. Поскольку на механизм и интенси-
вность изнашивания таких материалов сущест-
венное влияние оказывают зависящие от режи-
мов нагружения тепловые явления, импульсно 
протекающие на пятнах фактического контакта 
сопрягаемых тел, важно изучить влияние нагруз-
ки и скорости скольжения на эти процессы [1]–[3]. 

1 Методика исследования 
Испытания проводились на машине трения, 

оборудованной системой регистрации темпера-
турного поля. Устройство и принцип действия 
экспериментальной установки подробно описаны 
в работе [4]. В данной серии экспериментов была 
реализована схема контакта цилиндрическая по-
верхность вращающегося диска диаметром 179 
мм и шириной 5 мм – пластинка прямоугольного 
сечения (70х20х2 мм). В качестве исследуемого 
материала было выбрано силикатное стекло. Для 
испытаний материалов при трении без абразив-
ных частиц контртело (диск) было изготовлено 
из стали 45 (твердость 170 HB), а для абразивно-
го изнашивания – из алюминиевого сплава Д16, 
на поверхность которого шаржированием нано-
сился слой частиц карбида кремния дисперсно-
стью 100 мкм (твердость соответствует девятому 
классу по шкале Мооса). Шаржирование с при-
менением касторового масла осуществлялось 
после каждого эксперимента. Выбор сплава Д16 
обусловлен тем, что оксиды на его поверхности 
обладают высокой твердостью и также выпол-
няют функцию абразива. Кроме того, коэффици-
ент теплопроводности λ сплава Д16 равен 
210 Вт/(м·К), что значительно выше, чем стали 
45 (λ=46 Вт/(м·К)). Поэтому при нанесении на 
поверхность диска из Д16 частиц из карбида 
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кремния, λ которого значительно ниже, чем ме-
талла достигались близкие по теплоотводу усло-
вия испытаний обеих пар трения: «стекло – алю-
миний + карбид кремния» и «стекло – сталь». 

Линейная скорость изменялась в интервале 
6 – 60 м/c, а номинальная нагрузка на участок 
контакта выбиралась из ряда 0,43; 0,87; 1,3; 
1,73 H. Продолжительность изнашивания со-
ставляла в среднем 180 с. Интенсивность изна-
шивания оценивалась по потере массы образца. 
Исследование характера разрушения поверхно-
стей трения проводилось с помощью конфокаль-
ного лазерного сканирующего микроскопа LEXT 
OLS3000 (408 нм), позволяющего получать дву-
мерные изображения поверхности и трехмерные 
модели.  

 
2 Результаты исследований 
Сравнительный анализ результатов иссле-

дований показал, что закономерности изнашива-
ния стекла при трении по стали (без абразива) и 
по закрепленному на алюминиевом диске абра-
зиву принципиально отличаются. Так, массовая 
интенсивность изнашивания Im стекла при тре-
нии по абразиву снижается почти на порядок с 
увеличением скорости скольжения v в интервале 
от 5 до 35 м/с (рисунок 1).  
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Рисунок 1 – Влияние скорости скольжения на 
интенсивность абразивного изнашивания стекла 

при: 1 – N=0,87 Н, 2 – N=1,3 Н 
 

Это связано с конкурирующим влиянием 
следующих основных факторов. С одной сторо-
ны, увеличение скорости сопровождается 
уменьшением времени жизни фрикционных свя-
зей и глубины внедрения абразивных частиц в 
изнашиваемый материал. При этом должна 
уменьшаться глубина бороздок, образующихся 
за абразивной частицей, и объем деформируемо-
го материала. Кроме того, возрастает объем меж-
контактного пространства и объем воздуха, уча-
ствующего в отводе теплоты из зоны трения, т. к. 
повышается скорость воздушного потока и рас-
тет подъемная сила, разделяющая трущиеся тела. 
По мере увеличения скорости скольжения уси-
ливается роль воздуха как смазочного материала. 
Причина в том, что при повышении v и темпера-
туры  вязкость воздуха заметно возрастает и 
обеспечивается существование более сплошной 

смазочной пленки. В итоге, совокупность опи-
санных явлений приводит к снижению интен-
сивности абразивного изнашивания. 

С другой стороны, повышение v сопровож-
дается ростом интенсивности тепловыделения на 
пятнах фактического контакта. Это снижает 
твердость стекла в областях, прилегающих к 
этим пятнам, и способствует росту глубины вне-
дрения абразивных частиц и контактных дефор-
маций, что уменьшает сопротивление материала 
изнашиванию. По мере увеличения скорости 
скольжения роль этого фактора в изнашивании 
усиливается. При трении без абразива наблюда-
ется обратная зависимость: увеличение скорости 
скольжения до v=40–45 м/с не вызывает сущест-
венного изменения Im, а для более высоких зна-
чений v характерен резкий рост интенсивности 
изнашивания (рисунок 2).  
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Рисунок 2 – Влияние скорости скольжения на 
интенсивность изнашивания стекла при трении 

по стали без абразива при: 1 – N=0,87 Н; 
2 – N=1,3 Н; 3 – N=1,7 Н 

 
Причина в том, что в отличие от шерохова-

того абразивного слоя стальное контртело увле-
кает в зону трения значительно менее толстый 
слой воздуха. Это снижает его охлаждающую 
способность, и температура на фрикционном 
контакте становится доминирующим фактором, 
определяющим интенсивность изнашивания 
стекла. Несмотря на такое различие в интенсив-
ности отвода теплоты из зоны трения, при абра-
зивном изнашивании Im в 5–40 раз (в зависимо-
сти от скорости скольжения) выше, чем при тре-
нии без абразива. По-видимому, основным фак-
тором, определяющим такое различие, является 
различие глубины относительного внедрения 
частиц абразива и выступов поверхности сталь-
ного контртела. Абразивные частицы внедряют-
ся на большую глубину в изнашиваемый матери-
ал, чем выступы стального контртела. В итоге 
интенсивному деформированию и малоцикловой 
усталости подвергается более толстый слой сте-
кла. Кроме того, наличие острых граней у абра-
зивных частиц и малый радиус закругления вер-
шин является причиной высоких контактных на-
пряжений, которые повышают вероятность 
стружкообразования. Существенное различие 
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средних значений Im при обоих видах изнашива-
ния указывает на то, что вклад стужкообразова-
ния превышает 20% – значение, которое считает-
ся предельно возможным. 

Зависимости Im от нормальной нагрузки для 
обоих видов испытания подобны: увеличение N 
сопровождается ростом интенсивности изнаши-
вания стекла. По мере увеличения нагрузки зави-
симость Im(N) становится более существенной за 
счет роста вклада стружкообразования и увели-
чения глубины внедрения абразивных частиц в 
изнашиваемый материал. 

Поскольку интенсивность изнашивания ма-
териалов в значительной мере определяется 
толщиной подлежащего усталостному разруше-
нию слоя, было изучено влияние параметров на-
гружения на глубину h распространения микро-
трещин усталости (рисунок 3). Оценка этого па-
раметра проводилась с помощью лазерного мик-
роскопа LEXT3000 путем сканирования свето-
вым пучком дна микротрещины и прилегающей 
к ней поверхности изнашиваемого тела. 
 

 
а) при трении без абразива  

(N=0,87Н; v=39,5м/с) 

 
б) при абразивном изнашивании 

(N=0,87Н; v=39,5м/с) 
Рисунок 3 – Профиль дна усталостной микро-
трещины (1) и поверхности трения (2) стекла 

 
Видно, что в обоих случаях глубина распро-

странения микротрещин изменяется крайне не-
равномерно по их длине: даже на соседних уча-
стках значение h может различаться почти на 
порядок: на полосе скольжения (продольной бо-
роздке) микротрещина может распространяться 
на глубину 1 мкм и более, а на отдельных участ-
ках она выходит на поверхность трения (h→0). 
Таким образом, изменение h по длине трещины 
носит скачкообразный характер.  

При выбранных режимах нагружения мало-
вероятно пластическое оттеснение стекла на дно 

микротрещины и обеспечение, вследствие этого, 
выхода кривой 1 (профиля дна) на поверхность 
трения. Прорастание микротрещин на большую 
глубину на отдельных участках, по-видимому, 
вызвано двумя основными причинами: неравно-
мерностью распределения механических свойств 
изнашиваемого материала по поверхности тре-
ния и локализацией тепловой энергии в отдель-
ных, прилегающих к пятнам контакта, микро-
объемах. Этому способствует неравномерный 
характер распределения давления по ширине 
контактной площадки. 

Глубина и характер распространения уста-
лостной трещины при трении по стальному дис-
ку и по абразиву существенно различаются. При 
абразивном изнашивании трещина распростра-
няется на глубину до 1 мкм, что в 3 – 5 раз 
меньше, чем при трении по стали. Малая глубина 
микротрещин, по-видимому, связана с быстрым 
удалением верхнего слоя стекла вследствие 
стружкообразования. Кривая, описывающая 
профиль дна микротрещины, содержит значи-
тельно более острые и чаще расположенные пи-
ки при абразивном изнашивании.  

Поскольку увеличение скорости скольже-
ния вызывает уменьшение интенсивности абра-
зивного изнашивания стекла, можно полагать, 
что при этом должна снижаться и глубина мик-
ротрещин усталости, образующихся на поверх-
ностях трения. Однако исследования абразивно-
го изнашивания стекла показали, что в экспери-
ментах наблюдается обратная картина: при по-
вышении v глубина h микротрещин возрастает 
(рисунок 4).  
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Рисунок 4 – Влияние скорости на глубину рас-
пространения микротрещин усталости при абра-
зивном изнашивании: 1 – N=0,87Н; 2 – N=1,3Н 

 
Следует отметить, что в данном случае h 

представляет собой среднюю статистическую 
глубину проникновения трещины в объем изна-
шиваемого материала. Приведенная зависимость 
h(v) обусловлена, по-видимому, импульсным 
фрикционным нагревом локальных участков 
контакта [5], [6]. Увеличение скорости скольже-
ния сопровождается ростом температурных 
вспышек на пятнах фактического контакта и, как 
следствие, повышением температурных напря-
жений,  которые, суммируясь с контактными 
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напряжениями, обеспечивают распространение 
микротрещин на большую глубину. 

Приведенные данные позволяют полагать, 
что процесс абразивного изнашивания силикат-
ного стекла определяется стружкообразованием, 
частотой и скоростью роста микротрещин, а 
также усталостными явлениями, протекающими 
в объемах, значительно меньшего масштаба. 
Наиболее вероятными областями усталостного 
разрушения являются полосы контакта изнаши-
ваемого  материала с вершинами абразивных 
частиц. 

При трении по стальному контртелу (без 
абразива) зависимости Im(v) и h(v) подчиняются 
одному закону (рисунки 2 и 5). Это свидетельст-
вует о доминирующей роли усталостного разру-
шения стекла в процессе изнашивания. 

Запись кинетики усталостного разрушения 
поверхностного слоя стекла свидетельствует о 
том, что значения скорости роста микротрещин в 
различные периоды их развития сильно разли-
чаются. Так, достигнув определенной длины, 
микротрещина длительное время сохраняет свои 
размеры. По-видимому, в течение этого инкуба-
ционного периода в прилегающей к ее вершине 
области происходит аккумуляция дефектов 
структуры, а при достижении их критической 
плотности наблюдается импульсное увеличение 

длины. Таким образом, процесс развития микро-
трещин состоит из циклически повторяющихся 
периодов роста и аккумуляции дефектов, первый 
из которых несоизмеримо мал по сравнению со 
вторым.  
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Рисунок 5 – Влияние скорости скольжения на 

глубину распространения микротрещин 
усталости при трении без абразива:  

1 – N=0,87Н; 2 – N=1,3Н 
 

При малых (до 12 м/с) скоростях скольже-
ния трение по абразиву сопровождается хрупким 
разрушением стекла на локальных участках по-
верхности трения, которые расширяются в ре-
зультате скола материала по краям и образуют 
полосы разрушения, вытянутые вдоль направле-
ния вектора скорости (рисунок 6, а).  
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Рисунок 6 – Поверхность силикатного стекла после абразивного изнашивания (а – г)  
и трения без абразива (д, е) 
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С повышением скорости до ~30 м/с (интер-
вал v зависит от нагрузки) абразивные частицы 
внедряются на меньшую глубину, вследствие 
повышения температуры на пятнах контакта 
уменьшается твердость и склонность изнаши-
ваемого материала к хрупкому разрушению. По 
этой причине создаются условия для выглажива-
ния поверхности трения, полосы хрупкого раз-
рушения встречаются значительно реже и боль-
шая часть поверхности трения остается гладкой 
(рисунок 6, б).  

Более существенный вклад в изнашивание 
вносит малоцикловая усталость, вызванная упру-
гопластическими деформациями – на поверхно-
сти трения появляются микротрещины длиной 
несколько микрометров. При v>30 м/с или 
меньших скоростях, но более высоких нагрузках 
наблюдается переход к усталостному изнашива-
нию, на поверхности трения появляются ориен-
тированные перпендикулярно вектору скорости 
микротрещины, длина которых составляет деся-
тые доли миллиметра (рисунки 6, в и г). Появле-
ние микротрещин связано с высокими темпера-
турными напряжениями и увеличением вероят-
ности терморастрескивания стекла [5], [6].  

При высоких значениях v (~40 м/с) длина 
поверхностных трещин может превышать 1 мм. 
При трении без абразива изнашиваемый матери-
ал подвергается более высокому тепловому воз-
действию. Поэтому микротрещины усталости 
образуются и достигают такой же длины при 
низких скоростях скольжения и нагрузках (рису-
нок 6, д).  

Практически во всем интервале нагрузок и 
скоростей при трении по стальному контртелу, а 
также при высоких значениях N и v при трении 
по абразиву возникают подповерхностные мик-
ротрещины. Об их наличии свидетельствуют 
чередующиеся цветные полосы вблизи границ 
разрушенных участков (рисунок 7, а, см. в на-
правлении стрелки). Возникновение этих полос 
обусловлено разложением света на переменной 
толщины поверхностном слое стекла, отделяемо-
го подповерхностной трещиной. На рисунок 7, б 
представлено трехмерное изображение этого 
участка, на котором видна расположенная парал-
лельно поверхности трения на расстоянии около 
1 мкм от нее подповерхностная микротрещина 
(показана стрелкой). При возникновении такой 
микротрещины происходит ее рост и слияние с 
поверхностными трещинами, отслаивание по-
верхностного слоя от основного материала, из-
гиб этого слоя под действием внутренних на-
пряжений и хрупкое диспергирование с образо-
ванием частиц износа. 

Появление подповерхностных микротрещин 
связано с расположением максимально напря-
женной точки и максимума температуры не на 
поверхности трения, а в объеме изнашиваемого 
материала  под  контактной  площадкой  [7]. 

Подтверждением этого положения являются ре-
зультаты исследования температурных полей 
при резании сапфира, в которых показано, что 
максимум температуры и термических растяги-
вающих напряжений достигается за пределами 
контактной площадки [8], [9]. Так, на рисунке 8 
видно, что область наибольшей температуры 
(свыше 60 °С) находится на расстоянии в не-
сколько десятых долей миллиметра от поверхно-
сти контакта абразивного диска с сапфиром. 

 
   а) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   б) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 7 – Подповерхностные трещины при 
трении при  N=0,87H и ν=39,5 м/с 

 

 
 

 
Рисунок 8 – Температурное поле (ИК изображе-
ние) в зоне контакта сапфир–абразив и приле-
гающих областях при v = 23,6 м/с и N = 0,65H: 
1 – диск с абразивным слоем; 2 – прижимные 
фланцы; 3 – контур пластинки из сапфира; 

4 – контур диска 
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Исследования показали, что кинетика раз-
рушения поверхностного слоя силикатного стек-
ла при трении по абразиву и трении по гладкому 
стальному контртелу существенно не различают-
ся. При трении по абразиву вначале на поверхно-
сти трения образуются вызванные стружкообра-
зованием слабо заметные бороздки, на дне кото-
рых появляются микротрещины. Впоследствии 
скалывание материала по краям микротрещин и 
выкрашивание материала между ними приводит 
к образованию пятен усталостного разрушения, 
которые в дальнейшем сливаются в полосы, вы-
тянутые в направлении скольжения. С течением 
времени чаще всего разрушается одна из боко-
вых границ полосы, и эта граница смещается 
перпендикулярно вектору скорости. После дос-
тижении определенной ширины эта полоса по-
верхности трения не разрушается, а усталостно-
му разрушению подвергается близко располо-
женный участок (полоса) поверхности трения. 
При этом ранее разрушенная полоса выглажива-
ется, а затем на ее поверхности вновь появляют-
ся микротрещины. В дальнейшем описанный 
цикл повторяется.  

Таким образом, процесс абразивного изна-
шивания представляет собой последовательное 
перемещение чередующихся разрушенных и 
гладких полос в направлении, перпендикулярном 
вектору скорости скольжения. При трении по 
гладкому стальному контртелу процесс изнаши-
вания заметно не отличается от описанного. От-
личительная особенность лишь в том, что при 
трении по стали стружкообразование вносит не-
соизмеримо меньший вклад на начальном этапе 
изнашивания, а при высоких значениях N и ν 
интенсивность изнашивания стекла в значитель-
ной мере определяется адгезионным разрушени-
ем поверхностного слоя. При трении по абразиву 
в исследуемом диапазоне N и ν адгезионное из-
нашивание не наблюдалось. 

 
Заключение 
Приведенные результаты свидетельствуют о 

том, что процессы изнашивания при трении по 
гладкому контртелу и закрепленным абразивным 
частицам сопровождаются как подобными, так и 
существенно различающимися явлениями и за-
кономерностями. Так, для обоих видов нагруже-
ния характерны рост интенсивности изнашива-
ния с повышением нормальной нагрузки, доми-
нирующая роль усталостного разрушения в из-
нашивании материала, крайне неравномерная 
глубина распространения микротрещины на раз-
личных  участках  ее  длины,  периодический 
характер  разрушения  поверхностного  слоя, 

появление микротрещин усталости под поверх-
ностью трения. В отличие от трения по гладкому 
контртелу, при трении по абразиву интенсив-
ность изнашивания на порядок ниже, вклад 
стружкообразования в изнашивание соизмерим с 
усталостным разрушением, отсутствует адгези-
онное изнашивание, значительно меньше глуби-
на распространения микротрещин, повышение 
скорости скольжения приводит к снижению ин-
тенсивности изнашивания, появление микротре-
щин под поверхностью трения наблюдается при 
многократно более высоких нагрузках. 
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ПЛАЗМОХИМИЧЕСКОЕ МОДИФИЦИРОВАНИЕ БУМАГИ: ВЛИЯНИЕ 
НА МЕХАНИЧЕСКИЕ И АДСОРБЦИОННЫЕ СВОЙСТВА 

В.Т. Гаврильчик 

Белорусский государственный университет транспорта, Гомель 
 

PLASMACHEMICAL MODIFICATION OF PAPER: INFLUENCE 
ON MECHANICAL AND ADSORPTION PROPERTIES 

V.T. Gavrilchik 
Belarusian State University of Transport, Gomel 

 
Определены основные закономерности процессов, протекающих при осуществлении последовательно проводимой об-
работки в барьерном электрическом разряде целлюлозосодержащих материалов и нанесения на их поверхность поли-
мерных покрытий из активной газовой фазы. Показано, что такая обработки позволяет значительно повысить гидро-
фобность бумаги, стойкость к истиранию текста, нанесенного на ее поверхность. 
 
Ключевые слова: целлюлозосодержащие материалы, тлеющий разряд, полимерное покрытие, истирание. 
 
In the paper the basic laws of the processes taking place during the realisation of consistently spent processing in the barrier 
electric category of cellulosecontain materials and drawing polymeric coverings from an active gas phase on their surface are 
defined. It is shown that such a technique allows raising water repellency of paper and firmness to abrasion of the text applied 
on its surface. 
 
Keywords: cellulosecontain materials, glow discharge, polymer coating, abrasion. 

 
 

Введение 
Известно, что плазмохимическая обработка 

приводит к изменению структуры, протеканию 
специфических химических реакций в поверхно-
стном слое материалов, конечным результатом 
которых являются структурные изменения, фор-
мирование поверхностных слоев с определенным 
химическим составом, что в итоге, эффективно 
влияет на физико-химические свойства обрабо-
танных материалов. При этом активно развива-
ются как методы, использующие электрические 
газовые разряды при атмосферном и понижен-
ном давлении, так и методы, основанные на соз-
дании активной газовой фазы путем диспергиро-
вания в вакууме исходного, как правило, органи-
ческого материала при воздействии на него кон-
центрированного потока энергии [1], [2]. 

При обработке в активной газовой фазе соз-
даются специфические условия, существенно 
изменяющие протекание физико-химических, в 
том числе и адсорбционных процессов [3]. Так, 
например, при реализации методов обработки в 
вакууме осуществляется непосредственное взаи-
модействие молекул аппретирующего вещества с 
поверхностью обрабатываемого материала, сво-
бодной от адсорбированных веществ жидких 
технологических сред. При этом молекулы ап-
прета находятся, как правило, в возбужденном 
состоянии, что определяет их высокую химиче-
скую активность и сказывается на природе, 
структуре формирующихся поверхностных слоев 
и свойствах обработанных материалов. Особенно 

актуальной является разработка новых эффек-
тивных методов поверхностной и объемной об-
работки целлюлозосодержащих материалов, 
имеющих, как правило, капиллярно-пористую 
структуру, что в значительной степени ограни-
чивает функциональные возможность примене-
ния растворных методов нанесения аппрети-
рующих слоев, например, на поверхность бумаги 
с нанесенным текстом с целью ее защиты, при-
дания документам повышенной стойкости к ис-
тиранию, повышения гидрофобных и других 
свойств при сохранении внешнего вида, факту-
ры, цвета изображения. Отметим также, что ме-
тодами плазмохимии удается совместить в еди-
ном технологическом цикле процессы аппрети-
рования и физического модифицирования, нане-
сения функциональных слоев, например, элек-
тропроводных, теплоотражающих, барьерных и с 
другими специфическими свойствами. Данные 
процессы характеризуются высокой экономией 
материальных ресурсов и энергии, являются эко-
логически чистыми по сравнению с традицион-
ными растворными методами [4].  

Основной целью настоящей работы является 
установление особенностей процессов, проте-
кающих при реализации комбинированного ме-
тода модифицирования целлюлозосодержащих 
материалов, включающего обработку в электри-
ческих разрядах и последующее осаждение тон-
кого слоя полимера из активной газовой фазы, 
изучение влияния такой обработки на свойства 
материала.  
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1 Методика исследования 
Процесс модифицирования пленочных цел-

люлозосодержащих материалов в плазме им-
пульсного барьерного разряда осуществлялся с 
помощью установки, схема которой представле-
на в [5]. Конструкция установки позволяла в 
процессе обработки автоматически поддержи-
вать постоянные параметры разряда. Путем из-
менения амплитуды высоковольтных импульсов 
мощность разряда плавно изменялась в пределах 
от 10 до 150 Вт. Частота следования импульсов в 
проведенных экспериментах оставалась неиз-
менной и составляла 20 кГц, длительность им-
пульса – 20 мкс. Обрабатываемый листовой ма-
териал протягивался через зону обработки с по-
стоянной скоростью вращающимися валами–
электродами. 

Активную газовую фазу создавали элек-
тронно-лучевым диспергированием в вакууме 
исходного полимера по технологии, описанной в 
[6]. В качестве источника электронов использо-
валась электронно-лучевая пушка с катодом 
прямого накала, позволяющая формировать пуч-
ки с плотностью тока 5…500 А/м2, энергией час-
тиц 0,1…2,5 кэВ, площадью сечения пучка элек-
тронов (5…10)⋅10-4 м2. Поток электронов направ-
лялся на тигель с диспергируемым полимерным 
материалом. В результате воздействия потока 
электронов происходило образование летучих 
продуктов, которые затем осаждались на по-
верхности обрабатываемых изделий с образова-
нием на них покрытия.  

Химические изменения в поверхностных 
слоях материалов при модифицировании, состав 
покрытий определялся методами ИК-спект-
роскопии НПВО. Морфологические особенности 
покрытий изучались методами атомно-силовой 
(АСМ) с помощью НАНОТОП–203 и растровой 
электронной микроскопии (РЭМ) с помощью 
микроскопа S-806. 

В качестве основных параметров, характе-
ризующих модифицированные поверхности и 
покрытия, использовали:  

– гидрофобные свойства, оцениваемые по 
углу смачивания поверхности водой; 

– стойкость к истиранию,  определяемую  с 
помощью  специально  разработанной    методи-
ки [7];  

– механические свойства (прочность бумаги 
на растяжение, прочность на излом при много-
кратных перегибах). 
 

2 Результаты и их обсуждение 
Установлено, что при модифицировании 

только в барьерном разряде масса обрабатывае-
мой бумаги заметно уменьшается при превыше-
нии мощности некоторого порогового значения, 
лежащего в интервале 30…35 Вт.  Анализ полу-
ченных данных показывает, что скорость  пере-
мещения листа в зоне  обработки  не  влияет  

заметно на параметры травления, при обработке 
температура вала-электрода и бумаги не превы-
шает 500С. Основным параметром, определяю-
щим характер воздействия разряда на состояние 
бумаги, является его мощность. Это дает основа-
ние сделать вывод о незначительном влиянии 
термоокислительной деструкции бумаги на из-
менение ее массы. ИК-спектроскопические ис-
следования модифицированной бумаги подтвер-
дили отсутствие значительной окислительной 
деструкции целлюлозы при используемых режи-
мах обработки бумаги в барьерном разряде. Ана-
лиз проводился по полосам 1740 см-1 и 1660 см-1, 
ответственным за поглощения С=О и С=С –
групп соответственно. По отношению оптиче-
ских плотностей полос поглощения D1430/D900 
обнаружено лишь уменьшение степени кристал-
личности волокон после обработки. Обработка в 
барьерном разряде уменьшает число ошибок в 
несколько раз. Наиболее устойчивым к истира-
нию оказывается текст, нанесенный на обрабо-
танную при более мягком режиме бумагу, когда 
интенсивное травление отсутствует. 

Особенности плазмохимического аппрети-
рования целлюлозосодержащих материалов пу-
тем нанесения полимерных покрытий из актив-
ной газовой фазы, влиянию его параметров на 
физико-механические свойства рассмотрены в 
[5]–[8].  

На основании результатов моделирования 
физико-химических процессов, протекающих 
при осаждении тонких полимерных покрытий из 
летучих продуктов электроннолучевого диспер-
гирования, можно показать, что скорость роста 
полимерной фазы определяется выражением  
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лимеризации под действием активных летучих 
фрагментов макромолекул; τа – среднее время 
жизни фрагментов в адсорбированном состоя-
нии; t – время осаждения; а0, С, 0

2А  – постоянные 
для данного полимера величины; Sр – эффектив-
ный коэффициент ионного распыления; Θп – сте-
пень заполнения поверхности низкомолекуляр-
ными продуктами распыления; βи – степень ио-
низации поступающего на поверхность потока jп.  

Анализ полученного выражения показыва-
ет, что скорость роста тонких полимерных слоев 
в значительной степени зависит от таких пара-
метров, как τа, K, значения которых определяют-
ся адсорбционными свойствами материала под-
ложки и существенно возрастают при ее актива-
ционной обработке. В связи с этим одним из на-
правлений повышения эффективности модифи-
цирования бумаги является сочетание обработки 
в  электрических  разрядах   и   последующее 
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осаждение активных частиц диспергирования 
полимеров.  

Установлено, что эффект повышения изно-
состойкости текста, нанесенного на поверхность 
бумаги, при такой обработке зависит от режима 
обработки в тлеющем разряде, природы полиме-
ра и режима испытания. Наиболее высокая изно-
состойкости при истирании сухим индентором 
достигается при оптимальных режимах обработ-
ки (мощность разряда Р=60 Вт) и нанесении по-
крытия ПТФЭ (рисунок 1).  
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Рисунок 1 – Изменение числа ошибок  
распознавания Ns в процессе истирания сухим 
индентором бумаги, обработанной в барьерном 
разряде (1), предварительно обработанной 
в разряде и с последующим нанесением 

покрытия ПИ (2), ПТФЭ (3) 
 
При нанесении покрытия ПИ параметр 

предварительная обработка бумаги в тлеющем 
разряде практически не оказывает значительного 
влияния на износостойкость.  

При истирании модифицированной бумаги 
влажным индентором кинетика износа значи-
тельно изменяется. Установлено, что уже при 50 
циклах истирания начинается катастрофический 
износ исходной бумаги. При этом основным ме-
ханизмом износа является скатывание, что ска-
зывается на форме полученных кинетических 
кривых. Нанесение полимерных покрытий неза-
висимо от их природы заметно и примерно в 
одинаковой степени повышает устойчивость бу-
маги к истиранию при данных условиях испыта-
ния. Дальнейшее повышение устойчивости к 
истиранию влажным индентором можно добить-
ся путем нанесения покрытия ПИ на бумагу, 
предварительно обработанную в барьерном раз-
ряде при мощности разряда 60 Вт (рисунок 2).  

При этом показано, что данный эффект со-
храняется при нанесении покрытия ПИ через 14 
и более суток после обработки бумаги в разряде. 

Повышение устойчивости текста, нанесен-
ного на активированную бумагу, к истиранию 
связано  с  проявлением более сильного адгези-
онного  взаимодействия  печатной  краски  с  
подложкой. Это подтверждается более высокой 

(в среднем на 10–20%) износостойкостью бумаги 
при реализации обработки по схеме активация – 
печать – нанесение покрытия в сравнении с из-
носостойкостью материала, обработанного по 
схеме печать – активация – нанесение покрытия, 
данными оценки гидрофобных свойств модифи-
цированной бумаги (таблица 1). 
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Рисунок 2 – Число циклов истирания до начала 
интенсивного изнашивания N0 при трении влаж-
ным индентором по бумаге без покрытия (1), с 
покрытием ПТФЭ (2), с покрытием ПИ (3), обра-
ботанной в разряде и с покрытием ПТФЭ (4), 
обработанной в разряде и с покрытием ПИ (5) 

 
Таблица 1 – Гидрофобные свойства  
                      модифицированной бумаги 

Вид модификации Угол сма-
чивания до 
истирания, 

град. 

Угол смачи-
вания после 
истирания, 

град. 
Без обработки 75 67 
Нанесение покрытия 
ПИ на необработанную 
поверхность 

 
92 

 
78 

Обработка в разряде 
при Р=30 Вт, нанесение 
покрытия ПИ  

 
96 

 
83 

Обработка в разряде
при Р=60 Вт, нанесение 
покрытия ПИ  

 
103 

 
91 

 
Сохранение высокой гидрофобности по-

верхности после истирания свидетельствует об 
объемном характере модифицирования, значи-
тельном проникновении летучих частиц диспер-
гирования в объем материала. При этом увели-
чение эффективной толщины наносимого на бу-
магу покрытия ПТФЭ (при относительно невы-
соких ее значениях) вызывает практически ли-
нейное повышение краевого угла смачивания.  
 

Выводы 
Установлена высокая эффективность метода 

модифицирования целлюлозосодержащих мате-
риалов, заключающегося в предварительной пла-
зменной обработке с последующим осаждением 
полимерного  покрытия  из активной газовой 
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фазы. Показано, что нанесение полимерных сло-
ев политетрафторэтилена и полиамида на по-
верхность бумаги, предварительно активирован-
ной в плазме барьерного разряда, приводит к 
повышению стойкости нанесенного на ее по-
верхность текста к истиранию в 1,5 – 10 раз, зна-
чительной ее гидрофобизации.  
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ПРАВИЛА ДЛЯ АВТОРОВ 
 

Статья, направляемая в редакцию журнала «Проблемы физики, математики и техники», должна со-
ответствовать его профилю. Она представляется на русском, белорусском или английском языках в двух 
экземплярах на белой бумаге формата A4 c пронумерованными страницами. Одновременно в редакцию 
направляется электронный вариант статьи на дискете 3,5'' или CD, или по электронной почте (e-mail: 
pfmt@gsu.by). 

Для подготовки статьи можно использовать редактор MS Word for Windows (6.0/95/97/2000), шрифт 
– Times New Roman, 14 pt, все поля – 2 см, или систему LaTeX c опцией 12pt в стандартном стиле article 
без переопределения стандартных стилей LaTeX'а и введения собственных команд (все поля – 2 см). 

В левом верхнем углу первой страницы статьи ставится индекс УДК, ниже по центру на русском и 
английском языках: название статьи прописными буквами, инициалы и фамилия автора (авторов), назва-
ние организации, в которой он (они) работает, аннотация (до 10 строк) и перечень ключевых слов. 

Статья, как правило, должна содержать: введение, основную часть, заключение и литературу. 
Название статьи должно отражать основную идею исследования, быть кратким.  
Во введении дается краткий обзор литературы, обосновывается цель работы и, если необходимо, 

отражается связь с научными и практическими направлениями. Обязательными являются ссылки на ра-
боты других авторов, публикации последних лет в области исследования, включая зарубежные. 

Основная часть должна содержать описание методики, объектов исследования с точки зрения их 
научной новизны. Она может делиться на подразделы (с разъясняющими заголовками) и содержать ана-
лиз публикаций, относящихся к содержанию данных подразделов. 

Формулы, рисунки, таблицы нумеруются в пределах раздела, например: (1.1), (2.3), рисунок 1.1, 
таблица 2.1. Допускается сквозная нумерация рисунков и таблиц. Нумерации подлежат только те форму-
лы, на которые имеются ссылки. Номер формулы прижимается к правому краю страницы, а сама форму-
ла центрируется. Рисунки и таблицы располагаются непосредственно в тексте. Размер рисунков и графи-
ков не должен превышать 10×15 см. Полутоновые фотографии должны иметь контрастное изображение. 
Повторение одних и тех же данных в таблицах и рисунках не допускается. 

Каждая таблица должна иметь заголовок, в ней обязательно указываются единицы измерения рас-
сматриваемых величин. Размерность всех величин должна соответствовать Международной системе 
единиц измерений (СИ). Не допускается сокращение слов, кроме общепринятых (т. е., и т. д., и т. п.). 

В заключении в сжатом виде формулируются полученные результаты, их новизна, преимущества и 
возможности практического использования.  

Список литературы должен содержать полные библиографические данные. Он составляется в по-
рядке упоминания ссылок в тексте. Ссылки на неопубликованные работы не допускаются. Ссылки дают-
ся в оригинальной транслитерации. Порядковые номера ссылок по тексту указываются в квадратных 
скобках (например, [1], [2]). 
 Статья подписывается всеми авторами. К статье прилагаются сведения об авторах и экспертное за-
ключение о возможности опубликования статьи в открытой печати.   

Сведения об авторах представляются на отдельной странице и содержат: фамилию, имя, отчество 
автора (авторов), ученую степень, звание, место работы и занимаемую должность, специалистом в какой 
области является автор, почтовый индекс и точный адрес для переписки, телефоны (служебный и до-
машний), адрес электронной почты. Следует указать автора, с которым нужно вести переписку и направ-
ление, к которому относится представленная работа (физика, математика, техника). 
 Поступившая в редакцию статья направляется на рецензирование. В случае её отклонения редакция 
сообщает автору решение редколлегии и заключение рецензента, рукопись автору не возвращается. Ре-
шение о доработке статьи не означает, что она принята к печати. После доработки статья вновь рассмат-
ривается рецензентом и редакционной коллегией. 

Редакция оставляет за собой право производить редакционные изменения и сокращения, не иска-
жающие основное содержание статьи. 
 Статьи, не отвечающие перечисленным требованиям, к рассмотрению не принимаются и возвраща-
ются авторам. Датой получения рукописи считается день получения редакцией окончательного варианта. 
 Авторы несут ответственность за направление в редакцию уже ранее опубликованных статей или 
статей, принятых к печати другими изданиями. Редакция предоставляет право первоочередного опубли-
кования статей лицам, осуществляющим послевузовское обучение (аспирантура, докторантура, соиска-
тельство) в год завершения обучения. Плата за опубликование статей не взимается. 
 Всю корреспонденцию следует направлять простыми или заказными письмами (бандеролями) на 
адрес редакции.  

Образец оформления статьи, сведений об авторах и экспертного заключения можно посмотреть на 
сайте журнала по адресу http://pfmt.gsu.by.  
 Журнал «Проблемы физики, математики и техники» включен в каталог печатных средств массовой 
информации Республики Беларусь. Индекс журнала: 01395 (для индивидуальных подписчиков), 013952 
(для предприятий и организаций). 
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GUIDELINES FOR AUTHORS 
 

The paper submitted to the Editorial Board of the journal «Problems of Physics, Mathematics and Tech-
nics», should meet the following requirements. Contents of a paper should be written in line with the scope of 
the journal. The paper should be written in Russian, Belarusian and English, edited thoroughly and submitted in 
two copies to the Editorial Office. The manuscript should be printed on A4 white paper with all pages numbered. 
In addition, the authors must submit the electronic version of their manuscript either on a floppy (CD) or by e-
mail (e-mail: pfmt@gsu.by). 

To prepare a paper it is possible to use MS Word for Windows (6.0/95/97/2000), Times New Roman type, 
14 pt. All margins are 2 cm. The author may also use 12pt LaTeX in standard style article without redefinition of 
the margins and introduction of the author’s commands. 

Index UDC is sited in the left corner of the first page. The title of the paper in capital letters is followed by 
the name(s) of the author(s), authors' affiliations and full postal addresses next to which are an abstract of no 
more than ten lines and keywords. Relevant keywords should be placed just after the Abstract. 

A paper, as a rule, should include Introduction, Body Text, Conclusion and Literature. The title of the paper 
must be concise. It describes the main idea of your research. 

In the Introduction the author gives a brief review of literature, his grounds and specific objectives, he de-
scribes links with scientific and practical branches. All background information such as reference to the papers 
of others authors and some previous publications (including foreign ones) in the field of investigation is 
necessary. 

The main part should contain description of the techniques used and objects of investigation within a large 
scientific framework. This part may be divided into subsection (with explanatory headings). It provides the read-
ers with the analysis of the publications on the problem described in these subsections. 

Formulas, figures and tables should be sequentially numbered in the framework of the section, for example: 
(1.1), (2.3), figure 1.1, table 2.1. Through numbering of figures and tables is possible. The author should number 
only the formulas with appropriate references. The formula number is placed on the right side of the page and 
the formula itself is centred. 

Figures and tables should be put into a contextual framework. The size of figures and charts does not ex-
ceed 10х15 cm. Halftone photos should be glossy and contrast. Do not repeat extensively in the text the data you 
have presented in tables and figures. 

Each table should have the heading, in which units of measure describe the values under consideration. All 
measurements and data should be given in SI units, or if SI units do not exist, in an international accepted unit. 
The authors are advised to avoid abbreviations except for generally accepted ones (i. e., etc.). Define all abbre-
viations the first time they are used. 

In the Conclusion the received data are described in concise form. The novelty of these results, advantages 
and possibility of practical use are presented. 

Publications cited in the text should be presented in a list of references following the text of the manuscript. 
References should be given in their original spelling, numbered in the order they appear in the text and contain 
full bibliography. Please, do not cite unpublished papers. The numbers of references are sited in square brackets 
(e.g. [1], [2]). 

The paper is signed by all authors. The information about the authors and the conclusion of the experts 
about the possibility of publication in press are enclosed. 

The authors should provide the following information on a separate sheet: surname, first name, patronymic, 
science degree, rank and correct postal address for correspondence, organization or company name and position, 
title, research field, home and office phone numbers, fax number, and e-mail address. 

Then the paper is sent to the Editorial Board to be reviewed. The Editorial Office informs the authors of 
paper denial and the reviewer's conclusion without returning the manuscript. A request to revise the manuscript 
does not imply that the paper is accepted for publication since it will be re-reviewed and considered by the Edito-
rial Board. The authors of the rejected paper have the right to apply for its reconsideration. 

The Editorial Board has the right to edit the manuscript and abridge it without misrepresenting the paper 
contents. 

Papers not meeting the above requirements are denied and returned to the authors. The date of receipt of the 
final version by the Editorial Office is considered as the submission date. 

Authors are responsible for the submission of their publication because submission is a representation that 
the paper has not been previously published and is not currently under consideration for publication elsewhere. 
The Editorial Board charters top-priority for postgraduate students (postgraduate course, persons working for 
doctor's degree, competitors for scientific degree) during the current year of the completion of a course. Publica-
tion of the paper is free of charge. 

In case of questions relating to paper submission visit website of the journal http://pfmt.gsu.by. 
The journal «Problems of Physics, Mathematics and Technics» is included in the mass media catalogue of 

the Republic of Belarus. Index: 01395 (for personal subscribers), 013952 (for enterprises and organizations). 
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