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Аннотация. Пусть t – некоторое натуральное число. Подгруппа H группы G называется K-ℙt-субнормальной в G, если 
существует цепь подгрупп 0 1 1n nH H H H H G       такая, что либо 1 ,i iH H   либо 1| : |i iH H   является 

некоторым простым числом p и p – 1 не делится на (t + 1)-ые степени простых чисел для каждого 1, , .i n   Через 0
tU  

и 0w tU  обозначаются класс сверхразрешимых групп, соответственно класс всех групп, в которых каждая силовская 

подгруппа является K-ℙt-субнормальной. В работе доказаны критерии принадлежности группы этим классам, найдены 

приложения 0w tU  к группам, являющимися произведениями K-ℙt-субнормальных подгрупп. 
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Введение 
В работе все группы предполагаются ко-

нечными. Среди насыщенных формаций наряду 
с формацией  всех нильпотентных групп в тео-
рии групп и их приложениях важную роль играет 
формация U  всех свехразрешимых групп (см., 
например, [1]). В работах [2], [3] был разработан 
метод изучения сверхразрешимых групп и их 
обобщений путем введения понятий ℙ-субнор-
мальности и K-ℙ-субнормальности. Подгруппа H 
группы G называется: ℙ-субнормальной в G, если 
либо H = G, либо существует цепь подгрупп 

 0 1 1n nH H H H H G       (0.1) 

такая, что 1| : |i iH H   является простым числом 

для каждого i = 1,…,n; K-ℙ-субнормальной в G, 

если существует цепь подгрупп (0.1) такая, что 
либо 1 ,i iH H   либо 1| : |i iH H   является про-

стым числом для каждого 1, , .i n   
Субнормальная подгруппа разрешимой 

группы является ℙ-субнормальной, в произволь-
ной группе это не всегда верно. Очевидно, что 
субнормальная подгруппа любой группы являет-
ся K-ℙ-субнормальной. 

В последние годы понятия ℙ-субнормаль-
ной и K-ℙ-субнормальной подгрупп нашли при-
ложения в работах многих авторов к решению 
различных задач теории групп (см., например, 
[4]–[10]). 

В работе [11] рассматривалась задача  
исследования вложений подгрупп в группу,  
занимающих промежуточное положение между 
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субнормальными и K-ℙ-субнормальными под-
группами и обладающих общими с ними свойст-
вами (инвариантность при гомоморфизмах, тран-
зитивность и др.). 

Определение 0.1 [11]. Пусть t – фиксиро-
ванное натуральное число. Подгруппа H группы 
G называется K-ℙt-субнормальной в G, если су-
ществует цепь подгрупп 

0 1 1n nH H H H H G       

такая, что либо 1 ,i iH H   либо 1| : |i iH H   яв-

ляется некоторым простым числом p и 1p   не 

делится на ( 1)t  -ые степени простых чисел для 

каждого 1, , .i n   
 Любая K-ℙt-субнормальная подгруппа груп-
пы является K-ℙ-субнормальной. Обратное ут-
верждение в общем случае не всегда справедли-
во. Например, пусть 7t   и 1 2G G G  – группа, 

где 1 257G Z  и 1 257 256( ) .G Aut Z Z   В G суще-

ствует цепь подгрупп 0 1 ,H H G  где 0| | 2.H   

Тогда 0H  является K-ℙ-субнормальной и ℙ-суб-

нормальной в G, но 0H  не является K-ℙ7-субнор-

мальной в G, поскольку 1| : | 257,G H   8257 1 2 .   

 Определение 0.2 [11]. Через 0
tU  обознача-

ется класс всех сверхразрешимых групп, в кото-
рых каждая силовская подгруппа является  
K-ℙt-субнормальной, через 0w tU  – класс всех 

групп, в которых каждая силовская подгруппа 
является K-ℙt-субнормальной. 
 В [11] найдены свойства классов 0

tU  и 0w .tU  

В настоящей работе получен критерий при-
надлежности группы классу 0.tU  Найдены экви-

валентные утверждения принадлежности группы 
классу 0w .tU  Также установлены приложения 

формации 0w tU  к группам, которые представимы 

произведениями своих K-ℙt-субнормальных под-
групп. 
 

1 Предварительные сведения 
В работе используются обозначения и опре-

деления из [12], [13]. Напомним некоторые важ-
ные для статьи понятия. 

Для группы G через | G | обозначается ее 
порядок; ( )G  – множество всех различных 

простых делителей | G |; Syl(G) – множество всех 
силовских подгрупп из G; ( )F G  – подгруппа 

Фиттинга из G; ( )pF G  – p-нильпотентный ради-

кал из G, p – некоторое простое число. Если H – 
подгруппа из G, то | G : H | – индекс H в G; 

( : )G H  – множество всех различных простых 

делителей | G : H |; Core ( ) x
G H H   для всех 

;x G  nZ  – циклическая группа порядка n; S  – 

класс всех разрешимых групп; U  – класс всех 
сверхразрешимых групп; N  – класс всех ниль-
потентных групп; pN  – класс всех p-групп, p – 

некоторое простое число; ( 1)p A  – класс всех 

абелевых групп экспоненты, делящей 1.p   Для 

непустой формации F  через ( )F  обозначает-

ся класс всех минимальных не F -групп, т. е. 
всех групп ,G F  все собственные подгруппы 
которых принадлежат ;F  группа Шмидта – это 

группа из ( ).N  

Приведем необходимые в работе свойства 
K-ℙt-субнормальных подгрупп из [11]. 

Лемма 1.1. Если G – группа, H – ее подгруп-
па и ,N G  то справедливы следующие утвер-
ждения: 

1) если H K-ℙt-субнормальна в G, то xH   
K-ℙt-субнормальна в G для всех ;x G  

2) если ,H R G   H K-ℙt-субнормальна в R 
и R K-ℙt-субнормальна в G, то H K-ℙt-суб-
нормальна в G; 

3) если H K-ℙt-субнормальна в G, то 
( )H N  K-ℙt-субнормальна в N; 

4) подгруппа HN K-ℙt-субнормальна в G то-
гда и только тогда, когда HN / N K-ℙt-суб-
нормальна в / .G N  

Если G – разрешимая группа, то справедли-
вы следующие утверждения: 

5) если H K-ℙt-субнормальна в G, то 
( )H U  K-ℙt-субнормальна в U для любой под-

группы U из G; 
6) если H и U – K-ℙt-субнормальные в G под-

группы, то ( )H U  – K-ℙt-субнормальная в G 

подгруппа. 
Теорема 1.1 [11]. Справедливы следующие 

утверждения: 
1) класс групп 0

tU  является наследственной 

насыщенной формацией и определяется локаль-
ной функцией X  такой, что ( ) ( 1),pX p p N A  

если 1p   не делится на ( 1)t  -ые степени про-

стых чисел; ( ) ,pX p N  если 1p   делится на 

( 1)t  -ую степень некоторого простого числа; 

2) класс групп 0w tU  является наследствен-

ной насыщенной формацией, состоит из диспер-
сивных по Оре групп и определяется локальной 
функцией F такой, что 

( ) ( | Syl( ) ( 1)),pF p G G p   S N A  

если 1p   не делится на ( 1)t  -ые степени про-

стых чисел; ( ) ,pF p N  если 1p   делится на 

( 1)t  -ю степень некоторого простого числа. 

Теорема 1.2 [11]. Группа принадлежит 0
tU  

тогда и только тогда, когда её можно предста-



О насыщенных формациях сверхразрешимых групп, их w-расширениях и некоторых приложениях 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (68), 2026 43

вить в виде произведения двух своих нильпо-
тентных K-ℙt-субнормальных подгрупп. 

Теорема 1.3 [14, теорема 5.4, IV]. Пусть  
в группе G все собственные подгруппы являются 
p-нильпотентными, а сама G таковой не являет-
ся. Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) G – группа Шмидта; 
2) | |G p q   для некоторого простого q; 

3) G имеет нормальную силовскую p-под-
группу, которая для 2p   имеет экспоненту p и 

для p = 2 имеет экспоненту не более 4; 
4) в G силовская q-подгруппа является цик-

лической. 
 

2 Основные результаты 
Теорема 2.1. Группа 0

tG U  тогда и только 

тогда, когда G метанильпотентна и любая ее 
силовская подгруппа является K-ℙt-субнор-
мальной в G. 

Доказательство. Если 0 ,tG U  то в G все 

силовские подгруппы являются K-ℙt-субнор-
мальными. Метанильпотентность G следует из 
того, что G сверхразрешима, а значит, имеет 
нильпотентный коммутант. Необходимость до-
казана. 

Предположим теперь, что G – группа наи-
меньшего порядка такая, что G метанильпотент-
на, любая ее силовская подгруппа является  
K-ℙt-субнормальной в G, но G не принадлежит 

0.tU  Выберем в G минимальную нормальную 

подгруппу N. Из выбора G следует, что 
0/ .tG N U  Так как 0

tU  является насыщенной 

формацией, N – единственная минимальная нор-
мальная подгруппа в G и ( ) 1.G   Тогда в G 

найдется максимальная подгруппа M такая, что 
,G NM  Core ( ) 1,G M   1N M   и 

( ).GN C N  

Пусть p – наибольший простой делитель 
| G |. Так как 0 0wt tU U  и 0w tU  состоит из дис-

персивных по Оре групп, заключаем, что в G си-
ловская p-подгруппа pG  нормальна. Из pN G  

и ( ) 1pO M   следует, что pN G  и M является 

p  -группой. 

Пусть S – силовская q-подгруппа группы M. 
Если ,G NS  то по теореме 1.2  0 ;tG U  

противоречие с выбором G. 
Предположим, что G NS  для любого 
( ).q M  Обозначим .H NS  Из ( )GN C N  

следует, что ( ).pN F H  Из 0
tH U  по лемме 4.5 

[12] и 1) теоремы 1.1 имеем / ( ) ( ).pS H F H X p   

Если 1p   делится на ( 1)t  -ю степень некоторого 

простого числа, то ( ) ,pS X p N  что противо-

речит с .p q  Значит, 1p   не делится на 

( 1)t  -ые степени простых чисел и 

( ) ( 1).pS X p p  N A  Откуда следует, что 

( 1).S p A  Так как G метанильпотентна и 

( ),N F G  из /G N M  следует нильпотент-

ность M. Тогда ( 1).M p A  Поскольку 

( ),pN F G  имеем / ( ) ( 1).pG F G M p  A   

Таким образом, G сверхразрешима. Получили 
противоречие с выбором G.                                    

Лемма 2.1. Любая минимальная не 0w tU -груп-

па является бипримарной не 0
tU -группой. 

 Доказательство. Пусть 0(w )tG U  и q – 

наименьший простой делитель | G |. Так как 0w tU  

состоит из дисперсивных по Оре групп, в G лю-
бая собственная подгруппа q-нильпотентна.  
Из 0w tN U  следует, что | ( ) | 2.G   

1. Предположим, что G q-нильпотентна. То-
гда G имеет нормальную q -холлову подгруппу 

S. Так как S дисперсивна по Оре и G / S –  
q-группа, заключаем, что G разрешима. 

Рассмотрим случай, когда ( ) 1.G   Пусть 

N – минимальная нормальная подгруппа в G. 
Тогда ( ) { }N p   для некоторого простого p и в 

G найдется максимальная подгруппа M такая, 
что .G NM  Из 0w tM  U  следует, что 

0/ / w .tG N M M N   U  Так как 0w tU  – фор-

мация, N – единственная минимальная нормаль-
ная подгруппа в G. 

Пусть R – любая силовская r-подгруппа из 
G для ( ).r G  Ввиду 0/ w tG N  U  в /G N   

силовская r-подгруппа /RN N  является  
K-ℙt-субнормальной. Тогда по 4) леммы 1.1 RN 
K-ℙt-субнормальна в G. 

Если ,RN G  то из 0w tRN  U  следует, что 

R K-ℙt-субнормальна в RN. Тогда по 2) леммы 1.1 
R K-ℙt-субнормальна в G и 0w .tG U  Получили 

противоречие. 
Предположим, что RN = G. Возьмем в G 

любую собственную подгруппу T. Тогда T мета-
нильпотентна и 0w .tT  U  По теореме 2.1 0.tT  U  

Ввиду 0 0w ,t tU U  группа 0.tG U  Итак, 
0( )tG U  и G бипримарна. 

Рассмотрим случай, когда ( ) 1.G     Из 

насыщенности 0w tU  следует, что 0/ w .tG  U   

В /G   любая собственная подгруппа 0/ w ,tL  U  

так как 0w .tL U  Значит, 0/ (w ).tG  U  Так 

как ( / ) 1,G    по доказанному выше 
0/ ( )tG  U  и /G   –  бипримарная группа. 

Ввиду того, что   состоит из необразующих 
элементов, G – бипримарная группа. Заметим, 
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что 0
tG U  и в G каждая собственная подгруппа 

0 ,tH  U  так как 0 0w .t t N U U                            

Теорема 2.2. Для группы G следующие ут-
верждения эквивалентны. 

(1) 0w .tG U  

(2) В G любая бипримарная подгруппа при-
надлежит 0.tU  

(3) В G любая метанильпотентная под-
группа принадлежит 0.tU  

Доказательство. Обозначим следующие 
классы групп: 

( |GX  любая бипримарная подгруппа из 

G принадлежит 0 ),tU  

( |GY  любая метанильпотентная под-

группа из G принадлежит 0 ).tU  

Докажем, что из (1) следует (2). Пусть 
0w tG U  и H – ее бипримарная подгруппа. Тогда 

в H найдутся силовская p-подгруппа p и силов-
ская q-подгруппа q такие, что H = PQ. Ввиду 
наследственности 0w tU  имеем 0w .tH  U  Поэто-

му p и q являются K-ℙt-субнормальными в H. По 
теореме 2.1 0.tH  U  Итак, GX  и (1) (2)  

доказано. 
Установим, что из (2) следует (3). Пусть G – 

группа наименьшего порядка такая, что GX  и 
G не принадлежит .Y  Тогда в G найдется мета-

нильпотентная подгруппа A, которая не принад-
лежит  0.tU  Если ,A G  то из AX  следует, 

что .AY  Но тогда получаем противоречие 
0 .tAU  Значит, ,A G  т. е. G метанильпотентна 

и G не принадлежит  0.tU  Ввиду теоремы 2.1 для 

некоторого ( )r G  в G найдется силовская  

r-подгруппа R, которая не является K-ℙt-суб-
нормальной. Рассмотрим два случая. 

1. ( ) 1.G     Пусть /T   – любая би-

примарная подгруппа из /G   и пусть 

1 2( / ) { , }.T q q    Из разрешимости /T   и 

нильпотентности   следует разрешимость T. 
Тогда в T существует 1 2{ , }q q -холлова подгруппа 

L. Из GX  следует, что 0.tLU  Откуда следу-

ет, что 0/ / / .tT L L L     U  Это озна-

чает, что / .G X  Тогда 0/ tG  U  по выбору 

G. Из насыщенности 0
tU  следует, что 0 ;tGU  

противоречие. 
2. ( ) 1.G   Пусть N – минимальная нор-

мальная подгруппа из G. Тогда G = NM для неко-
торой максимальной в G подгруппы M. Из 
M X  и | M | < | G | заключаем, что .M Y  Так 

как M метанильпотентна, 0 .tM U  Поэтому 

0/ / .tG N M M N  U  Ввиду того, что 0
tU  – 

формация, заключаем следующее: N – единст-
венная минимальная нормальная подгруппа в G, 
Core ( ) 1.G M   Отметим, что ( ) { }N p   для не-

которого простого p и ( ).GN C N  Из метаниль-

потентности G и ( )N F G  следует, что 

/ .M G N N  Если P – силовская p-подгруппа 
из G, то N P  и ( )P N P M   по тождеству 

Дедекинда. По теореме Силова P M  содер-
жится в некоторой силовской p-подгруппе из M. 
Ввиду нильпотентности M заключаем, что 

( ) 1.pP M O M    Значит, N = P – силовская p-

подгруппа из G. Ввиду нормальности N в G име-
ем .p r  

Из GX  следует, что | ( ) | 3.G   Так как M 

является p -группой, ( ).r M  По теореме Си-

лова xR  является силовской r-подгруппой в M. 
Из бипримарности xNR  и GX  следует, что 

0.x
tNR U  Поэтому xR  K-ℙt-субнормальна в 

.xNR  Ввиду нильпотентности M имеем .xR M  

Тогда .xNR NM G  Таким образом, xR   

K - t -субнормальна в G. Тогда по 1) леммы 1.1 

R является K-ℙt-субнормальной в G. Получили 
противоречие. Итак, (2) (3)  доказано. 

Докажем, что из (3) следует (1). Пусть G – 
группа наименьшего порядка такая, что GY  и 

0w .tG U  Очевидно, что в G любая собственная 

подгруппа принадлежит ,Y  а значит, принадле-

жит 0w tU  по выбору G. Тогда 0(w ).tG U  По 

лемме 2.1 0( )tG U  и | ( ) | 2.G   

 Если G сверхразрешима, то G метанильпо-
тентна. Из GY  следует, что 0 0w .t tG U U  

Получили противоречие с выбором G. 
Предположим, что G не является сверхраз-

решимой. Из 0( )tG U  заключаем, что в G 

любая собственная подгруппа принадлежит 
0 .t U U  Поэтому ( ).G U  По теореме 26 (4) 

из [12] G имеет нормальную силовскую под-
группу. Тогда G метанильпотентна и принадле-
жит 0 0w .t tU U  Получили противоречие. Таким 

образом, (3) (1)  доказано.                                  

Далее приведем одно из приложений фор-
мации 0w tU  к группам, представимым произве-

дениями своих подгрупп. Нами будет использо-
ваться известный результат о том, что если A и 
B – подгруппы группы G, причем  

(| : |,| : |) 1,G A G B   

то G = AB. 
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Теорема 2.3. Если группа G имеет подгруп-
пы 0w tA U  и 0w tB U  такие, что  

(| : |,| : |) 1,G A G B   
A и B являются K-ℙt-субнормальными в G, то 

0w .tG U  

Доказательство. Обозначим через ,pA  ,pB  

pG  такие силовские p-подгруппы из A, B и G 

соответственно, что .p p pG A B  Пусть 

1| | | | ,pA A m  2| | | |pB B m  и 3| | | | ,pG G m  где 

( , ) 1ip m   для i = 1, 2, 3. Тогда из  

3
1 2

| || |
| | | | | : | | | | : |

| |
p p

p p
p p

A B m
G A m G A B m G B

A B
  


 

следует, что 

3 3
1 2

| | | |
| : | , | : | .

| | | |
p p

p p p p

B m A m
m G A m G B

A B A B
 

 
 

Откуда заключаем, что либо ,p pG A  либо 

.p pG B  

Пусть .p pG A  Из 0w tA U  следует, что 

pG  является K-ℙt-субнормальной в A. По усло-

вию A K-ℙt-субнормальна в G. По 2) леммы 1.1 
заключаем, что pG  является K-ℙt-субнормаль-

ной в G. Аналогичные рассуждения справедливы 
для .p pG B  Итак, 0w .tG U                                  

 
Заключение 
В работе получен критерий, при котором 

группа принадлежит формации 0
tU  всех сверх-

разрешимых групп с K-ℙt-субнормальными си-
ловскими подгруппами. Доказаны эквивалент-
ные утверждения принадлежности группы w-рас-
ширению этой формации, а именно, 0w .tU  Также 

найдены приложения формации 0w tU  к группам, 

которые являются произведениями K-ℙt-субнор-
мальных подгрупп. 

Заметим, что 0
1 .t t


 U U  Это позволяет 

расширять результаты, полученные для форма-
ции .U  

Следствие 1 [2]. Группа GU  тогда и 
только тогда, когда G метанильпотентна и 
любая ее силовская подгруппа является ℙ-суб-
нормальной в G. 

Следствие 2 [3]. Если группа G имеет под-
группы wA U  и wB U  такие, что 
(| : |,| : |) 1,G A G B   A и B являются K-ℙ-суб-

нормальными в G, то w .G U  
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