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Аннотация. В работе рассматривается банахова алгебра SD[0;1], состоящая из функций  на отрезке, допускающих 
разрывы разве лишь первого рода, и алгебры операторов умножения на функции из SD[0;1], действующих  
в пространствах ([0;1], ),pL   где  – заданная непрерывная мера. Показано, что все эти алгебры изоморфны подалгебре 

T[0;1]  SD[0;1], состоящей из функций, непрерывных в 0 и непрерывных слева в остальных точках и что пространства 
максимальных идеалов рассматриваемых алгебр операторов гомеоморфны неметризуемому компакту «две стрелки» 
Александрова – Урысона. 
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 1 Постановка задачи 
Согласно теории И. М. Гельфанда [1], каж-

дая алгебра ( ),X  состоящая из ограниченных 

функций, определённых на множестве X, вкла-
дывается в алгебру непрерывных функций на 
компактном пространстве ( ( )),XM  которое 

является ее пространством максимальных идеа-
лов. Топологическая структура пространства 

( ( ))XM  тесно связана со структурой исходной 

алгебры ( ),X  и свойствами ее элементов. Не-

которые из таких связей установлены, например, 
в работах [2]–[7]. 

Если на исходном множестве X задана то-
пология, то алгебра ( )X  может включать раз-

рывные функции. В такой ситуации пространст-
во максимальных идеалов содержит информа-
цию о виде допустимых разрывов.  

Одним из направлений, в которых возника-
ют такие алгебры, является исследование урав-
нений с разрывными коэффициентами. При по-
строении математических моделей различных 
физических, химических и биологических про-
цессов обычно используются дифференциальные 
и интегральные уравнения, коэффициенты кото-
рых описывают состояние внешней среды, в ко-
торой протекает исследуемый процесс. Эти ко-
эффициенты отражают такие параметры, как 
температура, давление, плотность, химический 
состав или другие факторы, определяющие со-
стояние среды. В классических подходах к моде-
лированию обычно предполагается, что коэффи-
циенты уравнений являются непрерывными 
функциями, что значительно упрощает их анализ.  

Однако при моделировании процессов, про-
текающих в средах с резкими изменениями 
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параметров, например, при моделировании тур-
булентности, фазовых переходов или других яв-
лений с резкими градиентами, возникают урав-
нения, коэффициенты которых могут иметь раз-
рывы. Такие уравнения устроены существенно 
сложнее, их исследование требует новых подхо-
дов, и результаты получены только для некото-
рых конкретных классов. Например, сингуляр-
ные интегральные уравнения, коэффициенты 
которых имеют разрывы первого рода, рассмат-
ривались в работах [8], [9]. Некоторые уравнения 
типа свертки, коэффициенты которых имеют 
особенности, рассматривались в [10]. Теория 
псевдодифференциальных операторов с симво-
лами, имеющими разрывы специального вида, 
разработана в [11], [12].  

С операторной точки зрения в уравнения с 
разрывными коэффициентами входят операторы 
умножения на разрывные функции, поэтому на 
свойства этих уравнений оказывает влияние 
структура алгебры, порожденной такими опера-
торами, и, соответственно, топология простран-
ства максимальных идеалов соответствующей 
алгебры.  

Одной из наиболее часто используемых ал-
гебр разрывных функций является алгебра 
SD[0;1], состоящая из всех комплекснозначных 
функций на отрезке [0;1], допускающих разрывы 
только первого рода (Simple Discontinuity). Это 
означает, что каждая функция f при (0;1]x  

имеет предел слева:  

0
0 0

( ) lim ( )
x x

f x f x

 
  

и при [0;1)x  имеет предел справа:  

0
0 0

( ) lim ( ).
x x

f x f x

 
  

Из стандартных свойств пределов следует, что 
всякая функция из этой алгебры имеет не более 
чем счётное множество точек разрыва, и алгебра 
SD[0;1] является полной в равномерной норме 

[0;1]
sup | ( ) |
x

f f x


  и является *C -алгеброй. Отку-

да, согласно теореме Гельфанда – Наймарка [1], 
SD[0;1] изометрически изоморфна алгебре не-
прерывных функций на пространстве макси-
мальных идеалов. 

Пусть ( )  есть алгебра операторов умно-

жения на функции из SD[0;1], действующих в 
([0;1], ),pL   где   – заданная непрерывная (т. е. 

({ }) 0x   [0;1])x   борелевская мера. Для оп-

ределенности будем считать, что мера нормиро-
вана, т. е. ([0;1]) 1.   Далее будет показано, что 

при заданных условиях на меру алгебры ( )  

изоморфны. 
Целью настоящей работы является исследо-

вание структуры алгебр операторов ( ),   

в зависимости от свойств заданной непрерывной 
меры . Обнаружено, что алгебры, соответст-
вующие разным мерам , изоморфны, а их про-
странства максимальных идеалов гомеоморфны 
известному топологическому пространству «две 
стрелки». Это пространство было сконструиро-
вано П. С. Александровым и П. С. Урысоном в 
[13] и используется как универсальный контр-
пример в общей топологии. Установлен ряд 
свойств рассматриваемых алгебр. В работе при-
ведены лишь формулировки теорем. В дальней-
шем планируется публикация расширенной вер-
сии статьи с доказательствами. 
 

2 Основные результаты 
Пусть S supp   – носитель меры , без ог-

раничения общности будем считать, что 0,1 ,S  
(но может быть, что [0;1]S  ). Обозначим SD(S) 

алгебру функций, являющихся ограничениями на 
S функций из SD[0;1]. S есть компакт, содержа-
щийся в [0;1]. В силу непрерывности , S являет-
ся совершенным множеством (не содержит изо-
лированных точек), его дополнение есть счётное 
семейство непересекающихся интервалов. Кон-
цы этих интервалов, а также точки 0 и 1 будем 
называть крайними точками множества S, а ос-
тальные точки – внутренними (здесь определе-
ние внутренних точек отличается от стандартно-
го топологического). Определим подалгебру 

( ) ( ),T S SD S  состоящую из функций, непре-

рывных в крайних точках множества S и непре-
рывных слева во внутренних. В частности, если 
S = [0;1], то T [0;1] состоит из непрерывных в 0 и 
1 и непрерывных слева на (0;1) функций. 

Пусть SI  – идеал алгебры SD[0;1], состоя-

щий из принадлежащих этой алгебре функций, 
-почти всюду равных нулю. Рассмотрим фак-
тор-алгебру [0;1] / .SSD I  Согласно [1] (см. §2), 

норма класса SX f I   эквивалентных функ-

ций определяется как инфимум их норм: 
inf .
f X

X f


   

 Теорема 2.1. Если  непрерывная мера с 
носителем [0;1],S   то алгебра ( )  изомет-

рически изоморфна: 
1) фактор-алгебре [0;1] / ;SSD I  

2) подалгебре ( ) ( ).T S SD S  

Первый изоморфизм ( ) [0;1] / SSD I   яв-

ляется следствием теоремы о гомоморфизме ал-
гебр, так как ядро естественного отображения 
состоит из функций, равных нулю -почти всюду 
(идеал ).SI  

Для доказательства второго изоморфизма 
показывается, что у всех функций из одного 
класса эквивалентности [0;1] / SX SD I  совпа-

дают односторонние пределы во внутренних 
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точках S. Это позволяет выбрать в каждом классе 
эквивалентности единственного канонического 
представителя из алгебры T(S). Изометричность 
следует из однозначности нормы на *C -алгебрах. 

Из сформулированной теоремы следует, что 
структура исследуемой алгебры ( )  не зависит 

от вида конкретной меры , а зависит лишь от её 
носителя S.  

Известно, что всякая борелевская мера  на 
отрезке задается монотонно возрастающей функ-
цией. Обозначим эту функцию m, также для оп-
ределённости положим m(0) = 0. Поскольку рас-
сматриваемая мера непрерывна, то и функция, ее 
порождающая, также непрерывна, следовательно 
Im( ) [0;1].m   Функция m постоянна на любом 

интервале, имеющем меру нуль, поэтому ее ог-
раничение |Sm   на носитель обладает свойст-

вом: Im( ) Im( ) [0;1].m    Отображение   так-

же может быть определено как фактор-
отображение, склеивающее концы интервалов из 
дополнения ( ).~i ia b  Полученное фактор-

пространство есть связный, сепарабельный, упо-
рядоченный компакт; по утверждению 6.3.2 (b) 
из [14], ~/S  гомеоморфно отрезку. Для отобра-

жения   построим правое обратное отображение 

: [0;1] ,g S  по правилам: 1( ) ( ),g x x   если x 

является образом внутренней точки множества S 
и ( ) ,ig x a  если ( ) ,ia x   где ia  – левый конец 

интервала из дополнения. 
Напомним, что полной вариацией функции f 

на упорядоченном множестве S называется вели-
чина  

1Var ( ) sup | ( ) ( ) |,S i i
i

f f x f x   

 где супремум берется по всем конечным упоря-
доченным наборам точек .ix S  Обозначим че-

рез ( )BV S  пространство функций ограниченной 

вариации на S. Это пространство является бана-
ховой алгеброй относительно нормы 

Var ( ).SBV
f f f


   В следующей теореме 

изометрия в пункте 4 понимается именно в 
смысле этой нормы. 
 Теорема 2.2. Введенное отображение   
порождает: 

1) отображение меры  на меру Лебега на 
[0;1], по формуле 1( ) ( ( ))E E     для всякого 

борелевского E; 
2) изометрический изоморфизм  

: ( , ) [0;1],p pL S L    

действующий по правилу: ( ) ;f f g    

3) изометрический изоморфизм  

: ( ) [0;1],T S T   

действующий по правилу: ( ) ;f f g    

4) изометрический изоморфизм 

: ( ) ( ) [0;1] [0;1],BV S T S BV T     

действующий по правилу: ( ) .f f g    

Доказательство базируется на свойствах 
функции распределения непрерывной меры 

( ) ([0; ]).m x x   Изометричность в пространствах 

pL  обеспечивается теоремой о замене перемен-

ных в интеграле, поскольку   переводит меру  
в меру Лебега. Изоморфизм подалгебр T(S) и 
T [0;1] (а также сохранение полной вариации для 
пространств BV) гарантируется тем, что отобра-
жение g монотонно. Благодаря этому свойству 
композиция с g корректно переводит функции с 
заданными односторонними пределами на S в 
функции с соответствующими односторонними 
пределами на [0;1]. 

Замечание 2.1. Важной особенностью по-
строенного изоморфизма : ( ) [0;1]T S T   яв-

ляется то, что он порожден отображением ,  
сохраняющим порядок точек, ввиду чего он об-
ладает рядом дополнительных свойств. Как бы-
ло отмечено,   сохраняет полную вариацию 
функции. Кроме того, сохранение порядка га-
рантирует инвариантность интеграла Римана – 
Стилтьеса. Для любой функции ( )u T S  и 

функции ограниченной вариации ( )v T S  выпол-

няется равенство: 

1

0
( ) ( ) ( ( ))( ) ( ( ))( ).

S
u t dv t u d v       

Данные факты имеют принципиальное зна-
чение для приложений к дифференциальным 
уравнениям с обобщенными коэффициентами и 
импульсным системам. Решения таких уравне-
ний записываются через интегралы Стилтьеса 
и изоморфизм   позволяет сводить исследова-
ние дифференциальных уравнений на сложном 
носителе S к эквивалентным задачам на отрезке 
[0;1] с сохранением оценок устойчивости и норм 
возмущений. 

Замечание 2.2. Если вместо операторов 
умножения на функции из SD[0;1], рассмотреть 
операторы умножения на функции из C[0;1], то 
соответствующая алгебра операторов будет 
изоморфна C(S) – алгебре непрерывных функций 
на носителе меры . Отметим, что алгебры 
C(S) изоморфны лишь в случае гомеоморфности 
соответствующих носителей S. 

Ранее автором было построено пространст-
во максимальных идеалов алгебры T(S) в случае, 
когда S есть отрезок [0;1] (соответствующая ста-
тья принята к печати во «Владикавказском мате-
матическом журнале»). Оказалось, что это про-
странство гомеоморфно известному топологиче-
скому пространству «две стрелки» (рисунок 2.1), 
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сконструированному ранее П. С. Александровым 
и П. С. Урысоном в их классической работе [13] 
в качестве примера компактного пространства, 
обладающего многими свойствами метрических 
пространств, но не метризуемого. В последую-
щем пространство «две стрелки» изучалось с 
разных точек зрения и стало универсальным 
примером компакта с экзотическими свойствами. 
В качестве следствия свойств пространства «две 
стрелки» получено, что всякий чистый идеал в 
алгебре T[0;1] является проективным и порож-
дённым не более чем счётным множеством 
идемпотентов. Замкнутость чистого идеала экви-
валентна тому, что он является главным, порож-
дённым одним идемпотентом. В силу теоремы 2.2 
все алгебры T(S) имеют аналогичные свойства. 
 

 
 

Рисунок 2.1 – Пространство «две стрелки» 
с выделенным элементом из стандартной базы, 

являющимся окрестностью точек   и   

 
Заключение 
В настоящей работе исследована структура 

банаховых алгебр операторов умножения на 
функции с разрывами первого рода, действую-
щих в пространствах Лебега с произвольной не-
прерывной мерой. 

Установлено, что все рассматриваемые ал-
гебры операторов ( )  изометрически изо-

морфны, то есть не зависят от конкретной непре-
рывной меры  и даже от топологической струк-
туры носителя supp  этой меры. 

Построены изометрические изоморфизмы, 
позволяющие сводить изучение пространств 
функций на сложном носителе S и действующих 
в них операторов к эквивалентным объектам на 
отрезке [0;1] с сохранением интеграла Римана – 
Стилтьеса и полной вариации. 

Показано, что пространства максимальных 
идеалов рассматриваемых алгебр гомеоморфно 
неметризуемому компакту «две стрелки» Алек-
сандрова – Урысона.  

Отметим, что полученные результаты до-
пускают естественное обобщение. Поскольку 
основную роль в построении изоморфизмов иг-
рает тождество 

( )
,a L

M a  
  вытекающее из 

свойства монотонности нормы, выводы работы 
остаются справедливыми для широкого класса 
функциональных пространств.  

В частности, результаты без труда перено-
сятся на шкалу пространств Лоренца ,p qL  (см. 
[15]), играющих важную роль в интерполяцион-
ной теории операторов. Более того, учитывая 
свойства однородности и монотонности квази-
норм, аналогичные изоморфизмы алгебр имеют 
место и для пространств типа Харди – Лоренца 

,p q  (подробно свойства таких пространств, 
определяемых через некасательные максималь-
ные операторы, изложены в [16], [17]). Наконец, 
изометричность построенных отображений и 
структура пространства максимальных идеалов 
полностью сохраняются при переходе к про-
странствам Орлича L  [18], которые, в частно-
сти, используются при исследовании интеграль-
ных уравнений со степенными нелинейностями.  
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