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Аннотация. Предложено новое решение параболического уравнения, описывающее декартовы параксиальные  
2D световые пучки. Такие пучки описываются функциями Эрмита комплексного аргумента с двумя свободными 
параметрами без гауссовой аподизации. Установлены ограничения на параметры, при которых пучки Эрмита 
переносят конечную мощность и являются физически реализуемыми. Формализм для описания 2D пучков Эрмита 
обобщен на декартовы 3D пучки Эрмита конечной мощности. Представлены выражения для плотности энергии  
и потоков энергии для векторных пучков Эрмита с однородной поляризацией. Выполненное графическое 
моделирование интенсивности и поперечных потоков энергии таких пучков Эрмита подтверждает проведенные 
аналитические расчеты. 
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Введение 
Обычно [1], [2] для параксиальных пучков 

используется аподизация соответствующей 
функции в форме гауссиана, чтобы функция, 
описывающая такой пучок, была квадратично 
интегрируема (КИ). Тогда такие волновые поля 
переносят конечную мощность через поперечное 
сечение перпендикулярно оси Z пучка. Простей-
шими примерами являются пучки Гаусса, Эрми-
та – Гаусса, Лагерра – Гаусса и Бесселя – Гаусса.  

В настоящей работе будет показано, что 
возможен новый тип параксиальных световых 
пучков, у которых гауссова аподизация отсутст-
вует. Такие пучки описываются функциями  
Эрмита, которые сами КИ при определенных 
ограничениях на их параметры.  

 

1 Пучки Эрмита 
 Для монохроматических волн в безраз-
мерных переменных 0 0{ / , / }X x x Z z z    

скалярное 2D параболическое уравнение [3]–[5] 

 2
,( 4 ) 0X X Zi f     (1.1) 

после замены переменных 1{ / ,XX i Q X   

0 },X XQ Z Q   где комплексный параметр пучка 

0 0 0X X XQ Q iQ    в плоскости XZ, сводится к 

дифференциальному уравнению 

 
1 1 1

2
, 1

4
4 0.

XX X X X Q
X

i
f X f Q f

Q
       (1.2) 

Здесь и далее 0 0,x   2
0 0 / 2z k x  – некоторые 

характерные размеры пучка в направлениях, па-
раллельных осям ОХ и ОZ соответственно. 
 Применяя подстановку 

1 1 1 3( , ) ( ) ( ),X Xf X Q f X f Q   
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 получаем уравнение  

 2
, 1 1( 2 2 ) 0.X X X Xd X d f     (1.3) 

В качестве решений уравнения (1.3) обычно [4]–[5] 
используют 2 типа решений (четное и нечетное) 

2
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 (1.4) 

Здесь функция Куммера M является конфлюэнт-
ной гипергеометрической функцией 1 1F  [6].  

2D пучки, описываемые функциями 1of  и 1 ,ef  

описывают пучки Куммера [7], [8]. Функции 
(1.4) зависят от двух произвольных комплексных 
параметров XQ  и X . Постоянная разделения 

переменных   является, в общем случае, свобод-
ным комплексным параметром:  .X X Xi       

 Однако существуют еще и другие решения 
уравнения (1.3), выражающиеся через функции 
Эрмита [9], [10], например  

 1 .
X

X

i
f H X

Q

 
   

 
 (1.5) 

Можно показать [10], что функция (1.5) является 
специальной линейной комбинацией функций 

1of  и 1 .ef  Поэтому решениями параболического 

уравнения (1.1) являются функции  
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 (1.6) 

которые описывают новый тип параксиальных 
пучков Эрмита. Существенно, что здесь отсутст-
вует гауссова аподизация функции Эрмита, а сам 
индекс ,X  как мы покажем ниже, может быть 

непрерывным комплексным параметром, в отли-
чие от классических пучков Эрмита – Гаусса, где 
индекс X  должен быть целочисленным и поло-

жительным.  
 

2 Условия физической реализуемости  
2D и 3D пучков Эрмита 

Наибольший практический интерес пред-
ставляют физически реализуемые пучки конеч-
ной мощности [1], [2]. Амплитуда такого пучка 
должна быть ограниченной при всех Х. Более 
того, при X    амплитуда f должна стре-
миться к нулю и быть квадратично интегрируе-
мой (КИ). 

Анализ показывает, что необходимое усло-
вие КИ пучков Эрмита – 0 0.XQ    

А) Если 1/ 2,X    то пучок является КИ.  

Б) Если [ 1/ 2,0),X    то 0Xf   при 

x  , но пучок – не КИ.  

В) Если 0,X   то Xf const  при 

x   и пучок – не КИ.  

Г) Если 0,X   то Xf   при x   и 

пучок тем более не КИ. 
При этом мнимая часть X  комплексного 

параметра X X Xi       не влияет на КИ. Все 

найденные выше условия КИ для функций, ис-
пользуемых при описании пучков Эрмита, под-
тверждаются также при графическом моделиро-
вании их свойств.  

Для 3D пучков Эрмита условия КИ в плос-
костях XZ и YZ аналогичны. Отметим, что по 
своим свойствам пучки Эрмита схожи с пучками 
Куммера [7], [8]. Так, пучки Эрмита и Куммера в 
процессе распространения изменяют свой попе-
речный профиль. 

 
3 Энергетические характеристики 3D 

векторных пучков Эрмита с однородной по-
ляризацией 
 Заметим, что трехмерные скалярные реше-
ния (2+1)D параболического уравнения 

 2 2
, ,( 4 ) 0X X Y X Zi f       (3.1) 

для пучков Эрмита можно построить как произ-
ведения 2D решений типа (1.6): 

 ( , , ) ( , , ) ( , , ).X X X Y Y Yf X Y Z f X Q f Y Q    (3.2) 

Поэтому, в общем случае, амплитуда 3D скаляр-
ного пучка Эрмита зависит от трех координат и 
четырех свободных  комплексных параметров. 
Это расширяет возможности при конструирова-
нии пучков с требуемыми свойствами. 

Начнем с обсуждения векторных пучков 
Эрмита с однородной поляризацией. Векторную 
амплитуду E такого пучка можно представить в 
виде z( ) ( ),X Y X Yi f i f i f        E e e e  где f 

является некоторым решением параксиального 
параболического уравнения (3.1). 

Плотности энергии, продольного и поперечно-
го потоков энергии электромагнитного поля для 
параксиальных векторных пучков с однородной 
поляризацией соответственно равны [11], [12]: 
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  
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

S e  (3.3) 

Здесь   – параметр параксиальности, 1.    
В последнем выражении целесообразно выде-
лить множителем плотность продольного потока 
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энергии zS . Получаем [11] 

o s   S S S  

z Im th 2 Re , ,z

f f
S

f f
 

                    
e  (3.4) 

где выражены явно, следуя Берри и Бекшаеву 
[13]–[15], плотность орбитального oS  и спино-

вого sS  потоков энергии. 

 Если скалярная амплитуда однородно поля-
ризованного пучка Эрмита ,x yf f f  где 

( ), ( ),x x y yf f X f f Y   тогда плотность орби-

тального и спинового потоков энергии равна 
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где введены, для краткости, обозначения 
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и аналогично .ya  Здесь использованы преобра-

зования Куммера  

( , , ) ( 1, 1, )u

a
M a b u M a b u

b
     

[6] для функции Куммера М. 
 С помощью системы компьютерной мате-

матики «Mathematica» было проведено графиче-
ское моделирование интенсивности и поперечных 

потоков энергии векторных декартовых пучков 
Эрмита с однородной поляризацией и переноси-
мой конечной мощностью. Некоторые результа-
ты изображены на рисунках 3.1–3.3 при различ-
ных значениях свободных параметров. Выбира-
лись параметры 1;X    1,Y    чтобы обес-

печить КИ функций f пучков Эрмита и, тем са-
мым, переносимую конечную мощность через 
поперечное сечение пучка. Последнее обеспечи-
вает необходимые условия для физической реа-
лизации таких пучков. 

 На рисунке 3.1 показаны направления попе-
речных орбитальных потоков энергии oS  для 

пучков Эрмита. Видно, что если 0,X Y      то 

такие потоки строго радиальны. При 0X   воз-

никает составляющая орбитального потока энер-
гии, параллельная оси ОY потока, однако КИ не 
нарушается. При увеличении продольного рас-
стояния Z картина немного видоизменяется.  

 На рисунке 3.2 показаны поперечные спи-
новые потоки энергии sS  пучков Эрмита для 

циркулярной поляризации (эллиптичность 1).   

В части а) видно, что поток sS  направлен азиму-

тально. Однако включение мнимой части X  

свободного параметра v  приводит к дополни-
тельной компоненте спинового потока энергии 

sS , параллельной оси ОX. В части 3.2 с) видно, 

что возрастание расстояния средств приводит к 
значительному изменению картины. 

 На рисунке 3.3 изображена интенсивность в 
относительных единицах в 3D формате для не-
скольких значений свободных параметров. Вид-
но, что, при малых значениях параметров X  и 

Y  и отсутствии мнимых частей X  и Y  сво-

бодных параметров X  и ,Y  картина интенсив-

ности представляет собой гауссовоподобную или 
колоколообразную поверхность, аналогичную 
поверхности интенсивности гауссова пучка. 

 

         
 

                    a) 0; 0.5X Z                 b) 1; 0.5X Z                  c) 1; 3X Z    
 

Рисунок 3.1 – Орбитальные потоки энергии S0 для пучков Эрмита.  
Во всех случаях 1;X Y       0;Y   0 0 1X YQ Q    
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                    a) 0; 0.5X Z                                  b) 1; 0.5X Z                                  c) 1; 1X Z    
 

Рисунок 3.2 – Спиновые потоки энергии Ss для пучков Эрмита.  
Во всех случаях  1;X Y       0;Y   0 0 1;X YQ Q    эллиптичность 1   

 

       
 

                 a) 1;X    0X                           b) 4; 0V Xv                                c) 4; 1X Y        
 

Рисунок 3.3 – 3D интенсивность пучков Эрмита. 
Во всех случаях  0 0 1;X YQ Q   1;Y   0;Y  0.5Z   

 
Однако уменьшение параметра X  приводит к 

возникновению двух дополнительных  максиму-
мов, которые постепенно растут и при 4X    

видны уже чёткие три максимума. Появление 
мнимых частей параметров X  и Y  свободных 

параметров X  и Y  приводит к сильной дефор-

мации поверхности интенсивности (рисунок 
3.3 с), однако КИ по-прежнему сохраняется. 
 
 Заключение 
 В данной работе представлены новые реше-
ния скалярного параболического уравнения для 
параксиальных 2D световых пучков. Такие пучки 
описываются функциями Эрмита комплексного 
аргумента с двумя свободными параметрами без 
гауссовой аподизации. Эти результаты обобще-
ны на 3 пучки Эрмита с непрерывными ком-
плексными индексами X  и Y  и переносящими 

конечную мощность. 
Найдены ограничения на параметры, при 

соблюдении которых полученные решения соот-
ветствуют параксиальным пучкам с конечной 
энергией, то есть физически реализуемым. Для 
классических пучков Эрмита – Гаусса индексы 

X  и Y  должны быть дискретными 

целочисленными и положительными. Для обсу-
ждаемых пучков Эрмита индексы X  и Y  яв-

ляются непрерывными комплексными. Для КИ и 
физической реализуемости на вещественные час-
ти параметров X  и Y  накладываются ограни-

чения 1/ 2;X    1 / 2.Y    Картины интен-

сивности представляют собой несколько пиков. 
Фазовая и амплитудная поверхности обсу-

ждаемых пучков Эрмита даже при распростра-
нении в свободном пространстве непрерывно 
трансформируются. Поэтому пучки Эрмита яв-
ляются пучками c изменяющейся геометрией. 
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