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Введение 
 В [1] для любого целого l  2, любого груп-
поида A и любого непустого множества J на де-
картовом произведении SJ  AJ была определена 
l-арная операция , ,[ ] ,

Jl JS  где SJ – симметриче-

ская группа всех биекций (подстановок) множе-
ства J, AJ – множество всех функций с областью 
определения J и со значениями в A. Частными 
случаями этой l-арной операции являются изу-
чавшиеся автором ранее l-арные операции [ ]l, σ, k 
[2], [ ]l, σ, J [3] и , ,[ ]

kl kS  [4]. В свою очередь, част-

ными случаями l-арной операции [ ]l, σ, k являются 
две полиадические операции Э. Поста, которые 
он определил [5] на упорядоченных наборах 
подстановок и упорядоченных наборах матриц 
соответственно. Основным результатом данной 
статьи является теорема, в которой описывается 
ситуация, когда в обобщённом полиадическом 
группоиде все элементы являются делителями 
нуля. Под обобщённым полиадическим груп-
поидом понимается l-арный группоид 
< SJ  AJ, , ,[ ]

Jl JS  >. 

1 Предварительные сведения 
Напомним определение l-арной операции 

, ,[ ]
Jl JS . Пусть A – группоид, J – произвольное 

непустое множество,  – подстановка из SJ. Оп-

ределим на AJ бинарную операцию x 


  y, полагая 

(x 


  y)(j) = x(j)y((j)), j  J. 

Далее для любого целого l  2 определим на 
множестве 

SJ  AJ = {(, a) |   SJ, a  AJ} 

l-арную операцию , S ,[ ]
Jl J  следующим образом: 

[(1, x1)(2, x2) … (l, xl) , ,]
J jl JS  = (, y),   (1.1) 

где 

 = 1 … l,                      (1.2) 

y = x1 
1

  (x2 
2

  ( … (xl–2 
2l

  (xl–1 
1l

  xl)) … )).(1.3) 

Умножение подстановок в правой части 
(1.2) осуществляется по правилу 

12 … l(j) = l(…2(1(j))…). 

Теорема 1 .1 [1]. Функция y, определяемая 
равенством (1.3), принимает в каждой точке 
j  J значение 

y(j) = x1(j)(x2(1(j))(x3(12(j))(   
 (xl–1(1  l–2(j))xl(1  l–1(j)))  ))). 

Считая в определении операции , ,[ ]
Jl JS  

J = {1, 2, , k}, k  2, получим определённую на 
множестве Sk  Ak l-арную операцию , ,[ ] :

kl kS  
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[(1, x1)(2, x2) … (l, xl) , ,]
kl kS  = 

= ( = 1 … l, y = (y1, …, yk)), 

где все компоненты yj определяются, согласно 
теореме 1.1, формулой 

yj = x 1 j  (x
12 ( )j  ( … 

… (x
1 2( 1) ... ( )ll j    x

1 1... ( )ll j  ) … )).    (1.4) 

Для полугруппы A операция , ,[ ]
kl kS  

опреде-

лена в [4]. 
Считая  в определении операции , ,[ ]

Jl JS  

J = N, получим определённую на множестве 
SN  AN l-арную операцию 

N, , N[ ]l S : 

[(1, x1)(2, x2) … (l, xl)
N, , N]l S  = 

= ( = 1 … l, y = (y1, y2, …, yk, …)), 

где все компоненты yj (j  N) определяются, 
согласно теореме 1.1, формулой (1.4). 

Считая в определении операции , ,[ ]
Jl JS  

J = Z, получим определённую на множестве 
SZ  AZ l-арную операцию 

Z, , Z[ ] :l S  

[(1, x1)(2, x2) … (l, xl)
Z, , Z]l S  = 

= (, y = (…, y–2, y–1, y0, y1, y2, …)), 

где все компоненты yj (j  Z) определяются, со-
гласно теореме 1.1, формулой (1.4). 

Определим на множестве SJ l-арную опера-
цию (12 … l)l = 12 … l, которая, как не-
сложно заметить, является ассоциативной. Дру-
гими словами, < SJ, ( )l > – l-арная полугруппа. 
Так как SJ – группа, то < SJ, ( )l > – l-арная группа. 

Предложение 1.1  [1]. Если подмножество 
T  SJ замкнуто относительно l арной операции 
( )l, то множество T  AJ замкнуто относи-
тельно l-арной операции , ,[ ] ,

Jl JS  то есть 

< T  AJ, , ,[ ]
Jl JS  > – l-арный подгруппоид l-арно-

го группоида < SJ  AJ, , ,[ ]
Jl JS  >. 

Замечание 1.1 .  Если T – подполугруппа 
группы SJ, то множество T замкнуто относитель-
но l-арной операции ( )l, то есть < T, ( )l > – l-
арная подполугруппа l-арной группы < SJ, ( )l >. 

Из предложения 1.1, ввиду замечания 1.1, 
вытекает 

Следствие 1.1 .  Если T – подполугруппа 
группы SJ, то множество T  AJ замкнуто от-
носительно l-арной операции , ,[ ] ,

Jl JS  то есть 

< T  AJ, , ,[ ]
Jl JS  > – l-арный подгруппоид l-арно-

го группоида < SJ  AJ, , ,[ ]
Jl JS  >. 

Если для подстановки   SJ выполняется 
условие l = , то < {}, ( )l > – l-арная подгруп-
па l-арной группы < SJ, ( )l >. Поэтому из пред-
ложения 1.1 при T = {}вытекает 

Теорема 1.2. [1]. Если A – группоид, под-
становка   SJ удовлетворяет условию l = , 
то < {}  AJ, [ ]l, {}, J > – l-арный группоид. 

Следующая лемма позволяет отождествить 
l-арную операцию [ ]l, {}, J и l-арную операцию 
[ ]l, , J из [3]. 

Лемма 1.1. Если A – группоид, подстановка 
  SJ удовлетворяет условию l = , то ото-
бражение : (, a)  a является изоморфизмом 
l-арного группоида < {}  AJ, [ ]l, {}, J > на l-ар-
ный группоид < AJ, [ ]l, , J >. 
 

2 Основной результат 
Напомним, что элемент a l-арного группои-

да < A, [ ] > называется его нулем, если для всех 
x1, …, xl  A верно 

[ax2 … xl] = [x1axз … xl] = … 
… = [x1 … xl–2axl] = [x1 … xl–1a] = a. 

Понятно, что l-арный группоид не может 
иметь более одного нуля. 

Элемент a l-арного группоида < A, [ ] > с 
нулем 0 называют его i-ым делителем нуля, где 
i  {1, …, l}, если существуют b1, …, bi–1, 
bi+1, …, bl  A, отличные от нуля, такие, что 

[b1 … bi–1abi+1 … bl] = 0. 

Если элемент a является i-ым делителем ну-
ля для каждого i  {1, …, l}, то a называют де-
лителем нуля в < A, [ ] >. 

Понятно, что сам нуль является делителем 
нуля. 

Теорема 2 .1 .  Если θ – нуль l-арной подполу-
группы < T, ( )l > l-арной группы < SJ, ( )l >, 0 – 
нуль группоида A, то пара (θ, 0)  T  AJ, где 
0(j) = 0 для любого j  J, является нулем l-арного 
группоида < T  AJ, , ,[ ]

Jl JS  >. Если к тому же 

l  3, каждое из множеств J и A содержит бо-
лее одного элемента, то в < T  AJ, , ,[ ]

Jl JS  > все 

элементы являются делителями нуля. 
Доказательство. Пусть i  {1, 2, , l}, 

(1, a1), …, (i–1, ai–1),  
(i+1, ai+1), …, (l, al)  T  AJ 

и положим 

[(1, a1) … (i–1, ai–1)(θ, 0) 

(i+1, ai+1) … (l, al) , , , ,] ]
J j J jl J l JS S  = (, y).

 

Тогда 

σ1  σi–1θσi+1  σl = σ, 

y(j) = a1(j)a2(σ1(j))  ai–1(σ1  σi–2(j)) 
0(σ1  σi–1(j))ai+1(σ1  σi–1θ(j)) 

ai+2(σ1  σi–1θi+1(j))  
 al(σ1  σi–1θσi+1  σl–1(j)), j  J. 
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Так как θ является нулём в < T, ( )l >, то из 
первого равенства следует σ = θ, а так как 
0(σ1  σi–1(j)) = 0 – нуль группоида A, то из вто-
рого равенства следует y(j) = 0 для любого j  J. 
Таким образом, (, y) = (θ, 0) и верно равенство 

[(1, a1) … (i–1, ai–1)(θ, 0) 
(i+1, ai+1) … (l, al) , ,]

J jl JS  = (θ, 0). 

Следовательно, (θ, 0) – нуль l-арного группоида 
< T  AJ, , ,[ ]

Jl JS  >. 

Далее, как и в приведенных выше вычисле-
ниях, для сокращения записей мы не будем в 
длинных произведениях элементов из A расстав-
лять скобки, указывающие порядок выполнения 
бинарной операции в группоиде A, считая, что 
элементы перемножаются последовательно 
справа налево.  

Пусть l  3, i  {1, , l}; (, c) – произволь-
ный элемент из T  AJ. Так как группоид A со-
держит более одного элемента, то в A имеются 
элементы, отличные от 0. Зафиксируем k  J и 
рассмотрим три случая. 

1) Если i  3, то положим: 

σ1 = θ, σ2, , σi–1, σi+1, , σl – любые из T; 

a1(k)  0, a1(j) = 0, j  J, j  k; 

a2  0, a2(1(k)) = 0; 

as  0, s  {3, , i – 1, i + 1, , l}. 

Тогда, полагая 

[(1, a1) … (i–1, ai–1)(, c) 
(i+1, ai+1) … (l, al) , ,]

J jl JS  = (, z), 

получим: во-первых, 

 = 1σ2  σi–1σi+1  σl = 
= θσ2  σi–1σi+1  σl = θ; 

во-вторых, для j  J, j  k имеем 

z(j) = a1(j)a2(σ1(j))  ai–1(σ1  σi–2(j)) 
c(σ1  σi–1(j))ai+1(σ1  σi–1(j)) 

ai+2(σ1  σi–1i+1(j))  al(σ1  σi–1σi+1  σl–1(j)) = 
= 0a2(σ1(j))  ai–1(σ1  σi–2(j)) 

c(σ1  σi–1(j))ai+1(σ1  σi–1θ(j)) 
ai+2(σ1  σi–1i+1(j))  al(σ1  σi–1σi+1  σl–1(j)) = 0, 

а для j = k имеем 

z(k) = a1(k)a2(1(k))a3(12(k))  ai–1(σ1  σi–2(k)) 
c(σ1  σi–1(k))ai+1(σ1  σi–1(k)) 

ai+2(σ1  σi–1i+1(k))  al(σ1  σi–1σi+1  σl–1(k)) = 
= a1(k)0a3(12(k))  ai–1(σ1  σi–2(k)) 

c(σ1  σi–1(k))ai+1(σ1  σi–1(k)) 
ai+2(σ1  σi–1i+1(k))  al(σ1  σi–1σi+1  σl–1(k)) = 0. 

Таким образом, если i  3, то  = θ, z = 0. Следо-
вательно, 

[(1, a1) … (i–1, ai–1)(, c) 
(i+1, ai+1) … (l, al) , ,]

J jl JS  = (θ, 0), 

где все a1, …, ai–1, ai+1, …, al отличны от 0, а зна-
чит и все 

(1, a1), …, (i–1, ai–1), (i+1, ai+1), …, (l, al) 

отличны от нуля (θ, 0) l-арного группоида 
< T  AJ, , ,[ ]

Jl JS  >. 

2) Если i = 2, то положим: 

σ1 = θ, σ3, , σl – любые из T; 

a1 – таким же, как и в случае i  3; в a3  0 ком-
понента a3(1(k)) равна нулю группоида A; эле-
менты a4, , al отличны от 0. Тогда, полагая 

[(1, a1)(, c)(3, a3) … (l, al) , ,]
J jl JS  = (, z), 

получим: во-первых, 

 = 1σ3  σl = θσ3  σl = θ; 

во-вторых, для j  J, j  k снова имеем z(j) = 0, а 
для j = k имеем 

z(k) = a1(k)c(σ1(k))a3(σ1(k)) 
a4(σ1σ3(k))  al(σ1σ3  σl–1(k)) = 

= a1(k)c(σ1(k))0a4(σ1σ3(k))  al(σ1σ3  σl–1(k)) = 0. 

Таким образом, если i = 2, то  = θ, z = 0. Следо-
вательно, 

[(1, a1)(, c)(3, a3) … (l, al) , ,]
J jl JS  = (θ, 0), 

где все a1, a3, …, al отличны от 0, а значит и все 

(1, a1), (3, a3), …, (l, al) 

отличны от нуля (θ, 0) l-арного группоида 
< T  AJ, , ,[ ]

Jl JS  >. 

3) Если i = 1, то положим: 

σ2 = θ, σ3, , σl – любые из T; 

a2((k))  0, a2((j)) = 0, j  J, j  k; 

в a3  0 компонента a3(2(k)) равна нулю груп-
поида A; элементы a4, , al отличны от 0. Тогда, 
полагая 

[(, c)(2, a2)(3, a3) … (l, al) , ,]
J jl JS  = (, z), 

получим: во-первых, 

 = σ2σ3  σl = θσ3  σl = θ; 

во-вторых, для j  J, j  k имеем 

z(j) = c(j)a2((j))a3(2(j))  al(σ2  σl–1(j)) = 
= c(j)0a3(2(j))  al(σ2  σl–1(j)) = 0, 

а для j = k имеем 

z(k) = c(k)a2((k))a3(2(k)) 
a4(θ23(k))  al(θσ2  σl–1(j)) = 
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= c(k)a2((k))0a4(23(k))  al(σ2  σl–1(j)) = 0. 

Таким образом, если i = 1, то  = θ, z = 0. Следо-
вательно, 

[(, c)(2, a2) … (l, al) , ,]
J jl JS  = (θ, 0), 

где все a2, …, al отличны от 0, а значит и все 

(2, a2), …, (l, al) 

отличны от нуля (θ, 0) l-арного группоида 
< T  AJ, , ,[ ]

Jl JS  >. 

Так как для любого i  {1, …, l} существу-
ют такие 

(1, a1), …, (i–1, ai–1),  
(i+1, ai+1), …, (l, al)  T  AJ, 

отличные от (θ, 0), что 

[(1, a1) … (i–1, ai–1)(, c) 
(i+1, ai+1) … (l, al)] , ,Jl JS  = (θ, 0), 

то (, c) – делитель нуля l-арного группоида 
< T  AJ, , ,[ ]

Jl JS  >.                                                   

Замечание 2.1. В доказательстве теоремы 
2.1 функция a2 (пункт 3)) определена корректно, 
так как для биекции  из j  k всегда следует 
(j)  (k). 

Замечание 2.2. Теорема 2.1 останется вер-
ной, если в её формулировке l-арную подполу-
группу < T, ( )l > l-арной группы < SJ, ( )l > заме-
нить подполугруппой T группы SJ. 

Полагая в теореме 2 .1 J = N, получим 
Следствие 2 .1.  Если θ – нуль l-арной под-

полугруппы < T, ( )l > l-арной группы < SN, ( )l >,  
0 – нуль группоида A, то элемент 

(θ, (00 = 0, …, 0j = 0, …))  T  AN 

является нулем l-арного группоида 
< T  AN, 

N, , N[ ]l S  >. Если к тому же l  3, груп-

поид A содержит более одного элемента, то в 
< T  AN, 

N, , N[ ]l S  > все элементы являются де-

лителями нуля. 
Полагая в теореме 2 .1 J = Z, получим 
Следствие 2 .2.  Если θ – нуль l-арной под-

полугруппы < T, ( )l > l-арной группы < SZ, ( )l >,  
0 – нуль группоида A, то элемент 

(θ, (…, 0–j = 0, …, 00 = 0, …, 0j = 0, …))  T  AZ 

является нулем l-арного группоида 
< T  AZ, 

Z, , Z[ ]l S  >. Если к тому же l  3, группо-

ид A содержит более одного элемента, то в 
< T  AZ, 

Z, , Z[ ]l S  > все элементы являются дели-

телями нуля. 
Если подстановка   SJ удовлетворяет ус-

ловию l = , то σ – нуль одноэлементной  
l-арной подполугруппы < T = {}, ( )l > l-арной 

группы < SJ, ( )l >. Поэтому из теоремы 2.1  
вытекает 

Следствие 2 .3.  Если подстановка   SJ 
удовлетворяет условию l = , 0 – нуль группои-
да A, то элемент (σ, 0)  {}  AJ, где 0(j) = 0 
для любого j  J, является нулем l-арного груп-
поида < {}  AJ, [ ]l, {σ}, J >. Если к тому же l  3, 
каждое из множеств J и A содержит более од-
ного элемента, то в < {}  AJ, [ ]l, {σ}, J > все 
элементы являются делителями нуля. 

Следствие 2 .3 и лемма 1.1, позволяют 
сформулировать ещё одно 

Следствие 2 .4.  Если подстановка   SJ 
удовлетворяет условию l = , 0 – нуль группои-
да A, то элемент 0  AJ такой, что 0(j) = 0 для 
любого j  J, является нулем l-арного группоида 
< AJ, [ ]l, σ, J >. Если к тому же l  3, каждое из 
множеств J и A содержит более одного эле-
мента, то в < AJ, [ ]l, σ, J > все элементы являют-
ся делителями нуля. 

В следствии 2.4 условие l =  излишне, так 
как имеет место 

Теорема 2 .2  [3 ,  теорема 2.8.1] .  Если 0 – 
нуль группоида A, то функция 0  AJ такая, что 
0(j) = 0 для любого j  J, является нулем l-арного 
группоида < AJ, [ ]l, σ, J >. Если к тому же l  3, 
каждое из множеств J и A содержит более од-
ного элемента, то в < AJ, [ ]l, σ, J > все элементы 
являются делителями нуля. 

Замечание 2.3. Доказательство теоремы 2.1 
ценно своей независимостью от соответствую-
щих результатов об операциях [ ]l, σ, k, [ ]l, σ, J и 

, ,[ ] ,
kl kS  являющихся частными случаями l-арной 

операции , ,[ ]
Jl JS . В этом доказательстве исполь-

зуются только определение делителя нуля  
l-арного группоида и определение l-арной опера-
ция , ,[ ] .

Jl JS  Если же воспользоваться результа-

тами об операциях [ ]l, σ, k, [ ]l, σ, J и , ,[ ] ,
kl kS  то до-

казательство теоремы 2.1 можно значительно 
сократить. Приведём пример такого доказатель-
ства, воспользовавшись теоремой 2.8.1 из [3]  об 
операции [ ]l, σ, J.  

Второе доказательство теоремы 2.1. 
Пусть (, a) – произвольный элемент из T  AJ. 
Рассмотрим два случая. 

1) Пусть i  {1, 2, , l – 1}. По теореме 
2.8.1 из [3]  в  l-арном группоиде < AJ, [ ]l, σ, J > 
все элементы являются делителями нуля, то есть 
для любого i  {1, …, l} существуют 

a1, …, ai–1, ai+1, …, al  AJ, 

отличные от нуля, такие, что 

[a1 … ai–1aai+1 … al]l, σ, J = 0. 

Это равенство, в силу определения l-арной опе-
рации [ ]l, σ, J, переписывается в виде 
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a1 


  (a2 


  (… (ai–1 


  (a 


  (ai+1



  … 

… (al–1 


  al) … ))) … )) = 0.       (2.1) 

Для элементов 

(, a1), …, (, ai–1), (, a), (, ai+1), … 
…, (, al–1), (θ, al)  T  AJ 

положим: 

[(, a1) … (, ai–1)(, a)(, ai+1) … 
… (, al–1)(θ, al) , ,]

Jl JS  = (, b). 

Тогда, в силу определения l-арной операции 

, ,[ ] ,
Jl JS  имеем 

σl-1θ =  
и, кроме того, 

a1 


  (a2 


  (… (ai–1 


  (a 


  (ai+1 


  … 

… (al–1 


  al) … ))) … )) = b, 

Так как θ является нулём в l-арном группоиде 
< T, ( )l >, то из первого равенства следует  = θ, 
а из второго равенства и из (2.1) вытекает b = 0. 
Следовательно, 

[(, a1) … (, ai–1)(, a)(, ai+1) … 
… (, al–1)(θ, al)] , ,Jl JS  = (θ, 0). 

А так как все элементы 

(, a1), …, (, ai–1), (, ai+1), …, (, al–1), (θ, al) 

отличны от нуля (θ, 0) l-арного группоида 
< T  AJ, [ ] , ,Jl JS  >, то элемент (, a) является  

i-ым делителем нуля этого l-арного группоида 
для любого i  {1, 2, , l – 1}. 

2) Пусть теперь i = l. По теореме 2.8.1 из [3]  
в  l-арном группоиде < AJ, [ ]l, θ, J > все элементы 
являются делителями нуля. В частности, для i = l 
существуют 

a1, a2, …, al–1,  AJ, 

отличные от нуля, такие, что 

[a1 a2 … al–1a]l, θ, J = 0. 

Это равенство, в силу определения l-арной опе-
рации [ ]l, θ, J, переписывается в виде 

a1 


  (a2 


  (… (al–1 


  a) … ))  = 0.    (2.2) 

Для элементов 

(θ, a1), (θ, a2), …, (θ, al–1), (, a)  T  AJ 

положим: 

[(θ, a1)(θ, a2) … (θ, al–1)(, a) , ,]
Jl JS  = (, c). 

Тогда, в силу определения l-арной операции 

, ,[ ] ,
Jl JS  имеем 

θl – 1 =  
и, кроме того, 

a1 


  (a2 


  (… (al – 1 


  a) … )) = c, 

Так как θ является нулём в l-арном группоиде 
< T, ( )l >, то из первого равенства следует  = θ, а 
из второго равенства и из (2.2) вытекает c = 0. 
Следовательно, 

[(θ, a1)(θ, a2) … (θ, al–1)(, a) , ,]
Jl JS  = (θ, 0). 

А так как все элементы 

(θ, a1), (θ, a2), …, (θ, al–1) 

отличны от нуля (θ, 0) l-арного группоида 
< T  AJ, , ,[ ]

Jl JS  >, то элемент (, a) является  

l-ым делителем нуля этого l-арного группоида. 
Из 1) и 2) вытекает, что элемент (, a) явля-

ется делителем нуля l-арного группоида 
< T  AJ, , ,[ ]

Jl JS  >.                                                   
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