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Аннотация. Пусть σ – некоторое разбиение множества всех простых чисел ℙ, т. е. : { ,}i i I    i j    для 

всех i j  и .i
i I

   σ-Классом Фишера называется класс Фиттинга F  конечных групп G, который удовлетворяет 

условию: если ,GF  ,N G  N ≤ T ≤ G и /
i

T N N  для некоторого ,i   то .T F  σ-Множеством Фишера группы 

G называется множество Фиттинга ,  если из ,N S   N ≤ T ≤ S и /
i

T N N  для некоторого  i   следует 

.T   Пусть   – множество Фиттинга группы G и X  – класс Фиттинга. Множество { } : /T G T T  X X   

называется произведением множества Фиттинга и класса Фиттинга. Доказано, что если   – σ-множество Фишера 
группы G и F  – σ-класс Фишера, то произведение X  является σ-множеством Фишера. 
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Abstract. Let :  { ,}i i I   be a partition of set ℙ of all prime numbers, i. e. .i

i I
   and i j   	 for all .i j   

A σ-Fischer class is a Fitting class ,F  that satisfies the condition: if ,GF  ,N G  N ≤ T ≤ G and /
i

T N N  for some 

,i   then .T F  А σ-Fischer set of group G is called a Fitting set   such that from ,N S    N ≤ T ≤ S and 

/
i

T N N 	 for some ,i   then .T   Let   be a Fitting set of G and X  be a Fitting class. The set 

{ } : /T G T T  X X  is called the product of the Fitting set and the Fitting class. It is proved that if   is a –  

σ-Fischer set of a group G, and F  is a – σ-Fischer class, then the product X  is a σ-Fischer set. 
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Введение  
В настоящей работе все рассматриваемые 

группы конечны. В определениях и обозначени-
ях следуем [1]. Описание структурных свойств 
алгебры классов Фиттинга и строения канониче-
ских подгрупп связано с применением понятия 
произведения классов Фиттинга (см. например, 
главы IX, XI [1]). Напомним, что класс групп F  
называется классом Фиттинга [1, гл. IX], если 
выполняются следующие два условия:  

1) если GF  и ,N G  то ;N F  

2) если 1 2, ,N N G�   и 1 2, ,N N F�  то 

1 2N N F.�  

Напомним, что для любой группы G суще-
ствует единственная максимальная нормальная 
подгруппа, принадлежащая F.  Ее называют  

F-радикалом G и обозначают .GF  

Класс групп F  называют классом Фишера 
[2], если выполняются следующие условия:  

1) F  – класс Фиттинга; 
2) если GF  и ,N G  N ≤ T ≤ G и T / N − 

p-группа для некоторого простого числа p, то 
T F.  

В теории классов Фиттинга конечных раз-
решимых групп известен результат Локетта [3]  
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о том, что произведение двух любых классов  
Фишера является классом Фишера.  

Используя понятие множество Фиттинга 
группы G, Дёрк и Хоукс [1, гл. VIII, определение 
2.1] определили понятие множества Фишера G. 
Напомним, что непустое множество   под-
групп группы G называется множеством Фит-
тинга группы G, если выполняются следующие 
три условия:  

1) если ,T S    то ;T   
2) если ,S T   и S, ,T ST  то ;ST    

3) если S   и ,x G  то .xS   
Множество Фиттинга   группы G называ-

ется множеством Фишера G [1, гл. VIII, опреде-
ление 4.3] если из условий: ,N S    N ≤ T ≤ S 
и T / N – p-группа для некоторого простого числа 
p следует, что .T    

В [1, гл. VIII, пример 2.2(a)] установлено, 
что каждому классу Фишера F  соответствует 
множество Фишера   группы G – его след в 
группе G, т. е. множество  : ,{ }T G T  F  

хотя обратное в общем случае неверно.  
Для изучения алгебры множеств Фиттинга 

будем использовать понятие произведения мно-
жества Фиттинга и класса Фиттинга, которое 
было определено Н.Т. Воробьевым, Го Вэньби-
нем и Яном Наньином в работе [4]. Пусть   – 
множество Фиттинга группы G и X  – класс Фит-
тинга. Множество { } : /T G T T  X X  

называется произведением множества Фиттин-
га группы G и класса Фиттинга. В [4] доказано, 
что произведение X  является множеством 
Фиттинга группы G. Кроме того, в [5] было по-
казано, что если   – множество Фишера груп-
пы G и X – класс Фишера, то их произведение 
является множеством Фишера G. 

В работах А.Н. Скибы [6]–[8] был предло-
жен σ-метод исследования групп и их классов 
при помощи разбиения множества простых чи-
сел σ. Основополагающие результаты по разви-
тию и применению этого метода в теории ло-
кальных классов Фиттинга были получены Н.Т. 
Воробьевым, Го Вэньбинем и Ли Жангом [9]. 

Напомним, что σ – некоторое разбиение 
множества всех простых чисел ℙ, т. е. 

:  { ,}i i I    где ,i
i I

   ,i j    	 для 

всех .i j  Символом 
i

N  будем обозначать 

класс всех нильпотентных i -групп. 

Определение 0.1. Класс Фиттинга F  назо-
вём σ-классом Фишера, если из условия ,GF  

,N G  N ≤ T ≤ G и /
i

T N N  для некоторого 

i   всегда следует, что .T F  

В случае, если σ = σ1 = {{2}, {3}, {5}, ...}, F  
называют классом Фишера [2]. 

Аналогично определим σ-множество Фише-
ра группы G. 

Определение 0.2. Множество Фиттинга 
  группы G назовем σ-множеством Фишера G, 
если из ,N S    N ≤ T ≤ S и T / N является 

нильпотентной i-группой	 для некоторого 
 i   следует, что .T   

Замечание 0.3. Очевидно, что всякое мно-
жество Фиттинга группы G, замкнутое отно-
сительно взятия подгрупп, является множест-
вом Фишера G. 

Замечание 0.4. В случае, если σ = σ1 = 
={{2},{3},{5}...} – минимальное разбиение σ, то 
σ1-множество Фишера	   группы G совпадает 
с множеством Фишера этой группы. 

Основной результат работы следующая 
Теорема 0.5. Если   – σ-множество Фи-

шера группы G и H  – σ-класс Фишера, то произ-
ведение H  является σ-множеством Фише-
ра G.  

 
1 Предварительные сведения  
В качестве лемм приведем известные ут-

верждения, которые будем использовать для до-
казательства основного результата.  

Лемма 1.1 [1, гл. A, теорема 2.1 (b), (c)]. 
Справедливы следующие утверждения:  

1) если U и N – подгруппы группы	G и U 
нормализует N, то  

/ / ;UN N U U N   

2) если M, N – нормальные подгруппы груп-
пы G и N ≤ M, то имеет место изоморфизм  

/ / / .) ( ) /(G N M N G M  

Лемма 1.2 [1, гл. A 1.3, (тождество Деде-
кинда)]. Если U, V, W – подгруппы группы G, 
причем V ≤ U, то справедливо равенство 

( ).U VW V U W    

Лемма 1.3 [1, гл. VIII, предложение 2.4 (d)]. 
Если   – множество Фиттинга группы G и N – 
нормальная подгруппа группы G, то  

.N N G    

Лемма 1.4 [1, гл. IX, лемма 1.13]. Пусть 

1,N  2N  – нормальные подгруппы группы G та-

кие, что 1 1 1N N   и факторгруппа 1 2/G N N  – 

нильпотентная группа. Если F  – класс Фиттин-

га и 1/ ,G N F  то GF  тогда и только тогда, 

когда 2/ G N F.  
Лемма 1.5 [5, теорема 0.3]. Если   – мно-

жество Фишера группы G и H  – класс Фишера, 
то произведение H  является множеством 
Фишера G.  

Лемма 1.6 [10, лемма 2.2]. Пусть F  –  
σ-класс Фишера. Тогда справедливы следующие 
утверждения: 
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1) ( ) ( ),Char  F F  где ( ) F  – множество 

всех простых делителей порядка всех групп из 
класса ;F  

2) ( ) . FN F  
 

2 Доказательство теоремы 0.5  
Пусть   – множество Фишера группы G и 

H  – класс Фишера. Тогда по лемме 1.5 их про-
изведение H  является множеством Фишера 
G. Для доказательства теоремы достаточно вы-
яснить, что если T подгруппа группы G, S ≤ G и S 
– группа из H  и N – ее нормальная под-
группа, N ≤ T ≤ S и T / N является нильпотентной 
i-группой для некоторого  ,i   то T  H.  

Доказательство разобьем на несколько шагов. 
(1) Если / ,

i
T N N  то факторгруппы 

/TS NS   и /T S N S    являются нильпо-

тентными i-группами. 
Так как ,N T  то ,N S  следовательно, 

подгруппа .TS TNS   По утверждению 1 лем-

мы 1.1 имеет место изоморфизм 

/  / / .TS NS TNS NS T T NS        

Следовательно, по утверждению 2 леммы 
1.1 справедлив изоморфизм 

 / / / / .(( ) )T N T NS N T T NS     

Поскольку /
i

T N N  и класс нильпотент-

ных i-групп является формацией, то группа 
/ /   ( ) (( ) )/T N T NS N   является i-группой. 

Следовательно, изоморфная ей группа 
/   T T NS   – i-группа. Далее, ввиду изомор-

физма 

/ / ,T T NS TS NS     

следует  / .
i

TS NS N  	

Покажем, что /  .
i

T S N S   N   Так 

как ,N T  то  

/  ( ) ( )/ .T S N S T S T S N          

Применяя утверждение 1 леммы 1.1, спра-
ведлив изоморфизм  

( / .)T S N S T S N N       

Так как ( ) /T S N N   – нормальная под-

группа группы /
i

T N N  и 
i

N  – класс Фит-

тинга, то группа /( .)
i

T S N N  N  Следова-

тельно, и факторгруппа /T S N S    является 

нильпотентной i-группой.  
(2) /T T S   – нильпотентная i-группа.  
Для доказательства (2) будем использовать 

(1). Пусть / ,S S S   /N NS S    и 

/ .T TS S    Тогда из S  H  следует, что 

.S H  Кроме того, N S  и по утверждению 2 

леммы 1.1 / / .T N TS NS    Таким образом, 

ввиду (1) ,S H  ,N S  N T S   и 

/ .
i

T N N  Поскольку по условию H  – σ-класс 

Фишера, то / .T TS S H   Следовательно, по 

утверждению 1 леммы 1.1 справедлив изомор-
физм 

/ / .TS S T T S  H    

Так как	 H  – класс групп, то / .T T S H  

Утверждение (2) доказано. 
(3) .( ) T T S N T S      	
Вначале заметим, что  

,S    ,N S S    ,N S T S S       

то ввиду (1) / .
i

T S N S   N   Поскольку 

  – σ-множество Фишера группы G, 
.T S    Так как ,T S T   то определе-

нию -радикала группы T имеем .T S T    

Теперь, используя лемму 1.2, получаем равенство 
( ) ( .)( )T T S N T S N S         

Так как ,N T  то по лемме 1.3  

.T N N    Следовательно, 

) .( ( ) NT T S N T S       

Очевидно, N T S    и равенство (3) доказано. 

(4) ( )/ .
i

T T S N  N 	

Поскольку фактор /
i

T N N  и класс 
i

N  

является формацией, то по утверждению 2 лем-
мы 1.1  

( ) (( ) ) (/ )/ / /N T S N N T TT S N     

и /  (  )T T S N   нильпотентная i-группа. Ввиду 

теоремы Лангранжа, cправедливо равенство 

/   

/   /   /   

  /  

( )

( ) (( ) )

( ) .

T T S

T T S T S N T S

T S N T S



  

 



 





  

 

 

Следовательно, множество всех простых 
делителей i  является подмножеством множест-

ва всех простых делителей порядка группы 
/  ( .)T T S   Заметим, что, ввиду (2), фактор-

группа /  ( ) T T S   является нильпотентной  

i-группой и поэтому ( ).i   H  Теперь, приме-

няя лемму 1.6, получаем включение 

( ) ,
i  HN N H  и поэтому /  (  .)T T S N H  

(5) Заключительный шаг. 
Покажем, что .T  H  Пусть:  

/   ,S T T S 
  1   ( /  ,)N T S N T S     

2 /   .N T T S    Очевидно, что 1N S  и 

2 .N S  Рассмотрим пересечение 
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1 2     /   /  (( ) .) ( )N N T S N T S T ST         

Ввиду (4), получаем 

1 2 (( ( ) ) ( )

( ) (

 /  

  /   1) .

N N T S N T S

T S T S

T     

  
 

 

  

Покажем, что фактор 1 2/S N N  нильпотент-

ная группа. Действительно 

1 2/

/  /  /  ( ) (( ) ( )  

 /  /  

( ))

( / ) (( ) ( ).)

S N N

T T S T S N T S T S

T S T S NT TT S


     

   



   

   

 

Поскольку в (3)  ,T S T    по утвержде-

нию 2 леммы 1.1 получаем  

1 2/ /   /( ) ( )/  /TS N N T T S N T S T T N   
    

и 1 2/S N N  – i -группа и группа 1 2/S N N  ниль-

потентная i-группа. 

Докажем, что 1/S N  является нильпотент-

ной	 i-группой. По утверждению 2 леммы 1.1 
справедлив изоморфизм 

1 ( ) (( ) ( )

( )

/ /  /  /  

/  .

S N T T S T S N T S

T T S N

    

 


  



 

Но, ввиду (4), /   ( )T T S N H  и поэтому 

1/ .S N  H  Таким образом, все условия квази  

R0-леммы выполняются. Теперь, ввиду (2), S  H  
и по лемме 1.4 это равносильно тому, что 

2/ .S N  H  По утверждению 2 леммы 1.1 это 

означает, что 

/  / /   /( ) .( )T T S T S T TT   H    

Следовательно, T  H  и произведение 
H  является σ-множеством Фишера.             

В случае, если σ = σ1 = {{2}, {3}, {5}, ...}, мы 
получаем результат Н.Т. Воробьева и А.С. Войт-
кевич, который приведем как 

Следствие 2.1 [5]. Если   – множество 
Фишера группы G и X  – класс Фишера, то про-
изведение  X  является множеством Фишера 
группы G.  
 

Заключение 
В работе описывается метод построения 

σ-множеств Фишера конечной группы посредст-
вом произведения σ-множества Фишера и  
σ-класса Фишера. 
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