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Введение 
Пучки Лагерра – Гаусса (LG), наряду с пуч-

ками Эрмита – Гаусса и круговыми гауссовыми 
пучками, по-прежнему остаются популярными 
объектами исследований в оптике [1]–[14]. Су-
ществование мод Лагерра – Гаусса в открытых 
структурах впервые обсуждалось Губо (Goubau) 
и Шверингом (Schwering) в 1961 году [4],С тех 
пор были проведены многочисленные исследо-
вания  пучков LG. Следует отметить важные ра-
боты Siegman [15], Allen [2]–[3] о векторе Пой-
тинга в LG пучках. 

Недавно, Ковалев и соавторы [11]–[12] ис-
следовали стандартные LG (sLG) пучки с ком-
плексным смещением поперечных координат, 
которые были ими названы асимметричными 
(aLG) пучками. 
 В настоящей работе более детально изуча-
ется влияние комплексных смещений 0iX  и 0iY  

на sLG, элегантные LG (eLG) и обобщенные LG 

(gLG) пучки. Кроме того, обсуждаются как с 
азимутальной симметрией exp( ),im   так и 

пучки с явной азимутальной зависимостью 
cos( )m  и, наконец, чистые пучки Лагерра, без 

гауссовой аподизации. 
Сначала, базируясь на наших результатах, 

полученных для циркулярных пучков Куммера –
Гаусса и Куммера, предложены явные выраже-
ния, характеризующие общие возможные пара-
ксиальные пучки Лагерра – Гаусса. Учитываются 
их возможные асимметрия (децентровка) и раз-
личные азимутальные зависимости. Основываясь  
на последнем выражении получены явные выра-
жения, характеризующие возможные более об-
щие agLG пучки, aeLG пучки, asLG пучки и даже 
aL пучки без гауссиана. Сформулированы также 
условия физической реализуемости для каждого 
типа пучков. 
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1 Различные новые типы асимметрич-
ных пучков Лагерра – Гаусса 
 Согласно [16]–[18], комплексную амплиту-
ду параксиального скалярного циркулярного пуч-
ка Куммера – Гаусса с цилиндрической симмет-
рией в безразмерной форме можно записать как  
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Параметры 0x  и 2
0 0 / 2z kx  – некоторые харак-

терные вещественные размеры пучка в направ-
лениях, параллельных осям 0Х и 0Y соответст-
венно. M – функция Куммера, или, иначе, выро-
жденная гипергеометрическая функция 1 1F  [19], 

[20]. Q и P – безразмерные комплексные пара-
метры пучка:

 0 ,Q Z Q   0 ,P Z P   причем 

0 0 0 ,Q Q iQ    0 0 0 .P P iP    Здесь и далее штри-

хами помечаем вещественные и мнимые части 
различных величин. Фазовый множитель 2f  

можно записать в общем виде, как  

2 ( , ) cos sin ,f m m ib m     

где ( , ),arctg X Y   [0;1]b  – азимутальный 

параметр модуляции. v – радиальный комплекс-
ный параметр. Угловой параметр 0,1, 2,...m   

Азимутальная зависимость от угла ,  как 

отмечает Ананьев [1], совершенно равноправна 
как в форме ,ime   так и в виде cos m  или 

sin .m  Наиболее часто встречается зависимость 

.ime   Она проще для анализа. Однако зависи-
мость в форме cos m  для LG пучков встречаем 

еще в основополагающей статье о LG пучках у 
Goubau [4], в статьях Tovar [7], в книгах Ярива [5], 
Солимено [6], Ананьева [1], Короленко [21], в тео-
ретических работах Seshadri [8], [9] и Lewis [10]. 

Экспериментально LG пучки с cos m  зави-

симостью изучались в работах Meucci [22]. 
Выражение (1.1) является точным решением 

параболического уравнения 

 2 2( 4 ) 0XX YY Zi f       (1.2) 

записанного в безразмерной форме для моно-
хроматических волн. 

Хорошо известна [19] связь между функци-
ей Куммера и полиномами Лагерра 
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Менее известно [20] обобщение этой формулы 
на функции Лагерра  
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где v параметр является нецелым и в общем слу-
чае комплексным. Далее мы будем использовать 
не полиномы, а функции Лагерра для описания 
неисследованных пока децентрированных (асим-
метричных) пучков Лагерра – Гаусса и Лагерра с 
явной азимутальной зависимостью. С этой целью 
выразим (1.1) через функцию Лагерра 
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Получили выражение, характеризующее 
общие LG пучки. Существенно, что здесь фигу-
рируют функции Лагерра, а не полиномы Лагер-
ра. В общем случае  свободный параметр v ком-
плексный: .v v iv    

 
2 Модификации комплексной амплитуды 

 Обсудим различные модификации ком-
плексной амплитуды (1.3). 

А) Осуществим предварительно комплексное 
смещение (децентровку) поперечных координат 
соотношениями 0;dX X iX   0 ;dY Y iY   

2 2 ;d d dR X Y    0 0arctan , .d X Y   Получаем 

выражение, описывающее обобщенные асиммет-
ричные Лагерра – Гаусса (agLG) пучки  
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Для физической реализуемости пучков (2.1) не-
обходима квадратичная интегрируемость (КИ) 
функций .agLGf  Последняя осуществляется при 

следующих ограничениях 0 0{ 0 ,Q   0 0},P  на-

лагаемых на свободные параметры. При этом 
радиальный индекс v может быть произвольным 
комплексным.  

Остановимся на формализме для описания 
азимутальных зависимостей LG пучков. В про-
стейшем случае фазовая модуляция пучка 

2 ( , ) exp( ).f m im    Тогда при наличии децен-

тровки  

  2 ( , ) .
mm

d d d dR f m X iY    (2.2) 

Если же мы используем явную азимуталь-
ную зависимость 2 ( , ) cos( ),f m m    то в случае 

децентровки проще всего взять выражение 
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Более подробное обсуждение различных 
возможностей описания явных азимутальных 
зависимостей для пучков с цилиндрической 
симметрией было проведено на примере пучков 
Бесселя в работе [23]. 

Б) Если положить 1, 2,...,v n   то (1.3) ре-
дуцируется к классическим gLG [18] пучкам. 
Используем также децентровку и получаем далее 
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Условия квадратичной интегрируемости 
(КИ) для комплексной амплитуды agLGf  пучков 

agLG  сводятся только к ограничениям  0 00 ,Q   

а параметр 0P  может быть как положительным, 

так и отрицательным.  
В) Рассмотрим теперь sLG пучки. Полагаем 

в (1.3) параметр *.P Q  Тогда 
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После некоторых преобразований можно пред-
ставить (2.4) в более привычной форме 
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Здесь квадрат нормированного радиуса пучка 
равен  
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Если взять множитель 2 ( , )m
d dR f m   в форме 

(2.2), тогда выражение (2.5) соответствует фор-
муле (3) в статье [11] Ковалева и др. 

Если же использовать форму (2.3), тогда 
выражение (2.5) при 0 0Q   характеризует asLG  

пучки с явной азимутальной зависимостью 
cos( ),m   которые пока не исследовались. 

Г) Обсудим теперь обобщенные eLG пучки. 
Для этого в общей формуле (1.3) полагаем пара-
метр .P   Учтем также возможную децен-

тровку пучка. Тогда комплексная амплитуда (2.1) 
редуцируется к выражению 
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характеризующему обобщенные асимметричные 
элегантные LG (gaeLG) пучки. 

Действительно, если положить в (2.6) 
1, 2,...,v n   тогда (2.6) описывают неисследо-

ванные асимметричные eLG (aeLG) пучки. Отме-
тим, что классические eLG пучки без децентров-
ки были впервые введены в [24] и обсуждались 
затем в [4], [5]. 

Если параметр v является непрерывным по-
ложительным числом, тогда (2.6) характеризует 
т.н. фракционные eLG пучки [25]. 

Однако существует еще одна интересная 
возможность. Согласно [16], если свободный 
комплексный параметр v удовлетворяет условию 

(1 ) / 2,v m     
тогда функция aeLGf  обладает КИ. Действитель-

но, что при выполнении ограничений 0 0Q   и 

(1 ) / 2v m     формула (2.6) описывает новый 

тип асимметричных (децентрированных) eLG  
пучков. При этом классические eLG  пучки Сиг-
мана [15] и фракционные eLG  пучки [25] явля-
ются частными случаями пучков gaeLG  в (2.6) 

 Д) В общей формуле (1.3) полагаем пара-
метр .Q   Учтем также возможную децен-

тровку пучка. Тогда комплексная амплитуда 
(2.1), после переобозначений ,Q P  редуциру-

ется к виду 

 2
2 ( , ).v m m

aL v d d d

i
f Q L R R f m

Q

 
     
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Последнее выражение описывает асимметрич-
ные Лагерра (aL) пучки. При ограничениях 

 0 0, / 2Q v m     aL пучки являются физиче-

ски реализуемыми, поскольку переносят конеч-
ную мощность. Существенно, что здесь исполь-
зуются функции Лагерра aLf  непрерывного ком-

плексного радиального индекса v, а не полиномы 
Лагерра. Не требуется здесь явно и гауссиан.  
 Следует отметить также, что выражение 
(2.7) эквивалентно формуле 

2
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i
f Q M v m R R f m
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которая описывает асимметричные циркулярные 
пучки Куммера. 

Если децентровка в последнем выражении 
отсутствует, тогда мы приходим к параксиаль-
ным циркулярным пучкам Куммера 

2
2, 1, ( , ),v m
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i
f Q M v m R R f m

Q
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которые теоретически исследовались в наших 
работах [26]–[28]. 
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Заключение 
 В данной статье обсуждаются новые типы 
оптических пучков LG и L. При этом учитывают-
ся возможные комплексные смещения попереч-
ных компонент координат 0.i  dR R R  Бази-

руясь на результатах изучения циркулярных све-
товых пучков Куммера – Гаусса с непрерывным 
угловым индексом  и математической связи  ме-
жду функциями Куммера и Лагерра был уста-
новлен ряд закономерностей.  
 1. Возможны общие aLG  пучки с комплекс-
ным радиальным индексом v. При выполнении 
условий 0 0{ 0 ,Q  0 0}P  они являются физи-

чески реализуемыми. Если при этом индекс v ста-
новится целочисленным положительным, то они 
редуцируются к классическим gLG пучкам [17]. 

2. При условиях 0 0{ 0 ,Q   0 }P    воз-

можны также gaeLG  пучки. Это – новый тип eLG 

пучков. Возможны их различные модификации. 
Если v – вещественный положительный па-

раметр, тогда gaeLG  пучки редуцируются к 

асимметричным фракционным [25] eLG пучкам. 
Если свободный параметр v является – ве-

щественным целочисленным, то имеем обычные 
eLG пучки Сигмэна [15]. 

Однако радиальный индекс v может быть и 
комплексным! Если его вещественная часть 

(1 ) / 2,v m     тогда приходим к новому типу 

eLG пучков, которые также переносят конечную 
мощность. При этом мнимая часть индекса  v не 
влияет на КИ векторной амплитуды. Обычные 
eLG и eLG являются их предельными случаями. 

3. Кроме того, возможны пучки Лагерра, 
векторная амплитуда которых не содержит гаус-
сиана. Тем не менее, при выполнении ограниче-
ний  0 0, / 2Q v m     такие пучки Лагерра 

являются физически реализуемыми, поскольку 
переносят конечную мощность.  

Последние пучки эквивалентны циркуляр-
ным пучкам Куммера, которые изучались нами 
ранее [26]–[28].  

Все обсуждаемые в настоящей работе пучки 
могут иметь децентровку (асимметрию), когда 
поперечные координаты приобретают комплекс-
ные смещения. 

Наконец, все рассмотренные типы световых 
пучков могут иметь как круговую осевую сим-
метрию ,ime   так и обладать явной азимуталь-

ной асимметрией cos( ).m   
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