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Аннотация. На протяжении всей статьи все группы конечны и G всегда обозначает конечную группу;   – множество 
всех простых чисел,     и .     Группа G называется: (i) π-специальной, если 

1
( ) ( ) ( )

tp pG O G O G O G     

для некоторых 1, , ;tp p   (ii) мета-π-специальной, если для некоторой нормальной подгруппы N группы G обе 

группы N и /G N  являются π-специальными. Подгруппа A группы G называется (1, ) -субнормальной в G, если 

существует цепь подгрупп 0 1 tA A A A G      такая, что либо 1 ,i iA A   либо секция 1/ ( )
ii i AA A  является 

 -группой. В данной работе мы доказываем новые критерии π-специальности, мета-π-специальности и сверхразре-
шимости  группы. В частности, мы доказываем, что группа G является: (i) π-специальной, если каждая максимальная 
подгруппа группы G имеет (1, ) -субнормальное дополнение в G; (ii) сверхразрешимой, если каждая вторая 

максимальная подгруппа группы G имеет субнормальное дополнение в G; (iii) мета-π-специальной, если каждая третья 
максимальная подгруппа группы G имеет (1, ) -субнормальное дополнение в G. 
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Abstract. Throughout this article, all groups are finite, and G always denotes a finite group;   is the  set of all primes ,     

and .     A group G is called: (i) π-special if 
1
( ) ( ) ( )

tp pG O G O G O G     for some 1, , ;tp p    

(ii) meta-π-special if for some normal subgroup N of G both  groups N and /G N  are π-special. A subgroup A of G is called 

(1, ) -subnormal in G if  there is a subgroup chain  0 1 tA A A A G      such that either 1i iA A   or the section 

1/ ( )
ii i AA A   is a  -group. In this paper we prove new criteria for π-speciality, meta-π-speciality, and supersolvability of a 

group. In particular, we prove that a group G is: (i) π-special if every maximal subgroup of G has a (1, ) -subnormal 

complement in G; (ii) supersolvable if every second maximal subgroup of G has a subnormal complement in G;  
(iii) meta-π-special if every third maximal subgroup of G has a (1, ) -subnormal complement in G. 
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Введение 
На протяжении всей статьи все группы ко-

нечны и G всегда обозначает конечную группу; 
  – множество всех простых чисел,     и 

.     

Группа G называется: 
 (i) π-специальной [1], [2], если 

1
( ) ( ) ( )

tp pG O G O G O G     

для некоторых 1, , ;tp p    

(ii) мета-π-специальной, если для некоторой 
нормальной подгруппы N группы G обе группы 
N и /G N  являются π-специальными. 

Подгруппа A группы G называется F -суб-
нормальной в G в смысле Кегеля [3] или K-F -суб-
нормальной в G [4, 6.1.4], если существует цепь 
подгрупп  
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0 1 tA A A A G      

такая, что либо 1 ,i iA A   либо секция 

1/ ( )
ii i AA A   принадлежит .F  

 Определение 0.1. Мы говорим, следуя [5], 
что подгруппа A группы G является (1, ) -суб-

нормальной в G, если A K-F -субнормальна в G, 

где F  – класс всех  -групп. 

Главный фактор /H K  группы G называется:  
(i) F -центральным (в G), если  

( / ) ( / ( / )) ;GH K G C H K F  

(ii) (1, ) -центральным (в G), если 

( / ) ( / ( / ))GH K G C H K  – π-специальная группа.  

Нормальная подгруппа N называется F -ги-

перцентральной (соответственно, (1, ) -гипер-

центральной) в G, если каждый главный фактор 
группы G ниже N является F -центральным (со-

ответственно, (1, ) -центральным) в G.  

Определение 0.2. Мы говорим, следуя [6], 
что группа G является (1, ) -сверхразрешимой, 

если каждый главный фактор группы G ниже 
π-специального корадикала группы G является 
циклическим. 

В данной работе мы доказываем следующие 
результаты.  

Теорема 0.3. Группа G является π-специаль-
ной в том и только в том случае, когда группа G 
π-разрешима и для каждой ее максимальной под-
группы M в этой группе имеется (1, ) -субнор-

мальное добавление T к M такое, что ( )GM T  – 

(1, ) -гиперцентральная в G подгруппа.  

Следствие 0.4. Группа G является нильпо-
тентной в том и только в том случае, когда 
группа G разрешима и для каждой максимальной 
подгруппы M группы G в этой группе имеется 
cубнормальное добавление T к M такое, что 
( )GM T  – гиперцентральная в G подгруппа. 

Теорема 0.5. Если группа G π-разрешима и 
для каждой второй максимальной подгруппы M 
группы G в этой группе имеется (1, ) -субнор-

мальное добавление T к M такое, что ( )GM T  – 

(1, ) -гиперцентральная в G подгруппа, то груп-

па G является (1, ) -сверхразрешимой. 

Следствие 0.6. Если группа G разрешима и 
для каждой второй максимальной подгруппы M 
группы G в этой группе имеется субнормальное 
добавление T к M такое, что ( )GM T  – гипер-

центральная в G подгруппа, то группа G являет-
ся сверхразрешимой. 

Теорема 0.7. Если группа G π-разрешима и 
для каждой третьей максимальной подгруппы 
M группы G в этой группе имеется (1, ) -суб-

нормальное добавление T к M такое, что 

( )GM T  – (1, ) -гиперцентральная в G под-

группа, то группа G является мета-π-специ-
альной. 

Следствие 0.8. Если группа G разрешима и 
для каждой третьей максимальной подгруппы 
M группы G в этой группе имеется субнормаль-
ное добавление T к M такое, что ( )GM T  – 

гиперцентральная в G подгруппа, то группа G 
является метанильпотентной. 
 
 2 Некоторые предварительные результаты 

Лемма 1.1 [7, лемма 2.6]. Пусть A, K, N – 
подгруппы группы G, где A является (1, ) -суб-

нормальной подгруппой, а N – нормальной под-
группой в G. 

(1) A K  – (1, ) -субнормальная подгруп-

па в K. 
(2) /AN N  – (1, ) -субнормальная подгруп-

па в / .G N  
(3) Если N K  и /K N  является (1, ) -суб-

нормальной подгруппой в / ,G N  то K является 

(1, ) -субнормальной подгруппой в G. 

(4) π-специальный корадикал группы A явля-
ется субнормальным в G. 

(5) Если A является π-специальной группой, 
то GA  является π-специальной группой. Более 
того, если A –  -группа, то GA  –  -группа, и 

если A – p-группа, для некоторого ,p  то GA  – 

p-группа. 
Напомним, что класс групп F  называется 

формацией, если каждый гомоморфный образ 
каждой F -группы является F -группой, и 

/ ( )G M N  F  для любых двух нормальных 

подгрупп M и N группы G таких, что 
/ , / .G M G N F  

 Класс групп F  называется насыщенным, 

если GF  всякий раз, когда / ( ) ,G G F  

(нормально) наследственным, если H F  вся-
кий раз, когда GF  и H является (нормальной) 
подгруппой G. 

Класс групп F  называется классом Фит-
тинга, если он нормально наследственный и 
замкнут относительно взятия произведений нор-
мальных подгрупп. 

Лемма 1.2. (1) Класс всех π-специальных 
групп является одновременно наследственной 
насыщенной формацией и классом Фиттинга [7, 
следствие 2.4 и лемма 2.5]. 

(2) Класс всех мета-π-специальных групп яв-
ляется одновременно наследственной насыщенной 
формацией и классом Фиттинга [8, лемма 2.3]. 

(3) Если N – нормальная (1, ) -гиперцент-

ральная в G подгруппа и /G N  π-специальна то 
G π-специальна [9, 1, 2.6]. 
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 Лемма 1.3 [9, 1, 2.6]. Пусть A, K, N – под-
группы группы G, где A является (1, ) -гипер-

центральной подгруппой, а N – нормальной под-
группой в G. 

(1) A K  – (1, ) -гиперцентральная под-

группа в K. 
(2) /AN N  – (1, ) -гиперцентральная под-

группа в / .G N  
 (3) Если N K  и /K N  является (1, ) -ги-

перцентральной подгруппой в / ,G N  то K явля-

ется (1, ) -гиперцентральной в G. 

 Лемма 1.4. Если G является минимальной 
не π-специальной группой, то G является груп-
пой Шмидта. 

Доказательство. Понятно, что G является ми-
нимальной не π-разложимой группой. Следователь-
но, G является группой Шмидта согласно [10].     

Лемма 1.5 [11, III, 5.2]. Если G – группа 
Шмидта, то ,G P Q   где P P G N  – си-

ловская p-подгруппа G, / ( )P P  – главный фак-

тор G, и Q x    – циклическая силовская q-под-

группа G с ( ) ( ).qx Z G G     

 
 3 Доказательство основных результатов 

Доказательство теоремы 0.3. Предполо-
жим, что эта теорема не является верной и пусть 
G – контрпример минимального порядка. Пусть 
R – минимальная нормальная подгруппа группы 
G. Тогда R является либо  -группой, либо p-
группой для некоторого ,p  поскольку G яв-

ляется π-разрешимой по условию. 
(1) /G R  – π-специальная группа. 
Если /M R  – максимальная подгруппа 

/ ,G R  то M – максимальная подгруппа G и, сле-

довательно, M имеет (1, ) -субнормальное до-

бавление T в группе G такое, что ( )GM T  – 

(1, ) -гиперцентральная в G подгруппа согласно 

условию. Ввиду леммы 1.1 (2), /TR R  – (1, ) -суб-

нормальная в группе /G R  подгруппа. Кроме 
того, ( / )( / ) /TR R M R G R  и 

/ / ( ) / ,TR R M R R T M R    
где  

/ /

/

( / / ) (( ) / )

( ( ) / )

G R G R

G R

TR R M R TR M R

R T M R

   

  

( ( )) / ( ) /G GR T M R R T M R     

и ( ) /GR T M R  – (1, ) -гиперцентральная в 

/G R  подгруппа ввиду G-изоморфизма 

( ) / ( ) / (( ) )G G GR T M R T M T M R     

и леммы 1.3 (2). Таким образом, /TR R  – такое 
(1, ) -субнормальное добавление к подгруппе 

/M R  в группе / ,G R  что /( / / )G RM R TR R  – 

(1, ) -гиперцентральная в /G R  подгруппа. 

Следовательно, гипотеза верна для / ,G R  поэто-

му /G R  является π-специальной группой по 
выбору G.  

(2) R – единственная минимальна подгруппа 
в G и ( ).R G  В частности, ( )GC R R  и в G 

имеется такая максимальная подгруппа M, что 
G RM  и 1.GM   

Если N – минимальная нормальная под-
группа группы G и ,N R  то 1N R   и по-

этому /1 / ( )G G G N R   является π-специ-

альной группой согласно леммы 1.2 (1), в отли-
чие от выбора группы G. Отсюда следует, что R – 
единственная минимальна подгруппа в G и 

( ),R G  поскольку, согласно лемме 1.2 (1), 

класс всех π-специальных групп является насы-
щенной формацией.  

Пусть теперь M – такая максимальная под-
группа в G, что RM G  и пусть ( ).GC C R  То-

гда 1.GM   Предположим, что 1.C   Тогда 

,R C  поскольку C – нормальная в G подгруппа 
и R – единственная минимальна подгруппа в G. 
Следовательно,  

( ) ( ( ) ),G GC R RM R C R M    

где ( )GC R M  нормальна в G и поэтому 

( ) 1.G GC R M M    Следовательно, ( ) .GC R R  

(3) R не является  -группой. 
Предположим, что R является  -группой и 

пусть /V R  – холлова  -подгруппа в / .G R  
Поскольку /G R  является π-специальной гру-
пой, то /V R  – нормальная подгруппа в / .G R  
Следовательно, ( )V O G  является холловской 

 -подгруппой группы G и V  -специальна, 
поэтому .R V G   Тогда M не содержит V. 
Пусть T – такое (1, ) -субнормальное добавле-

ние к M в группе G, что ( )GT M  является 

(1, ) -гиперцентральной в G. Если ( ) 1,GT M   

то ( )GR T M   поскольку R – единственная 

минимальная нормальная подгруппа G. Но тогда 
R (1, ) -центральна в G и это влечет π-специ-

альность группы ввиду леммы 1.2 (2). Получен-
ное противочечие показывает, что ( ) 1GT M   

и поэтому T дополнением к M в G. 
Тогда 1T   и 1,T V   следовательно, 

/T TV V  является π-специальной π-группой 
ввиду утверждения (1). Отсюда следует, что T 
нильпотентна. Пусть теперь ( )p T  и p – си-

ловския p-подгруппа в T. Тогда p –  
(1, ) -субнормальная подгруппа в группе G и, 
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следовательно, 1 ( )pP O G   согласно лемме 

1.1 (5), что влечет ( )pR O G  ввиду утверждения 

(1) и поэтому .p   Полученное противоречие 

завершает доказательство утвеждения (3).  
Заключительное противоречие. Рассуждая 

аналогично рассуждениям, применяемым при 
доказательстве утвеждения (3), можно показать, 
что R не является p-группой для всех .p  Но 

это невозможно ввиду утвеждения (3), поскольку 
группа G является π-разрешимой согласно усло-
вию. Это заключительное противоречие завер-
шает доказательство теоремы.                               

Доказательство теоремы 0.5. Предполо-
жим, что эта теорема не является верной и пусть 
G – контрпример минимального порядка. Тогда 
G не является π-специальной группой и если R – 
минимальная нормальная подгруппа группы G, 
то R является либо  -группой, либо p-группой 
для некоторого .p  

(1) Каждая максимальная подгруппа группы 
G является π-специальной. 

Пусть M – произвольная  максимальная под-
группа в G и пусть L – произвольная максималь-
ная подгруппа в M. Тогда, согласно условию 
теоремы, в G имеется такое (1, ) -субнормаль-

ное добавление к L в группе G, что подгруппа 
( )GT L  является (1, ) -гиперцетральной в G. 

Тогда ( ),M M LT L M T     где M T  яв-

ляется (1, ) -субнормальным добавлением к L в 

группе M согласно лемме 1.1 (1).С другой сторо-
ны, ввиду леммы 1.3 (1), подгруппа M T   
является (1, ) -гиперцент-ральной в M. Таким 

образом, M является π-специальной согласно 
теореме 1.2. 

(2) G является группой Шмидта. В частно-
сти, ,G P Q   где P G G N  является си-

ловской p-подгруппой G, а Q x    является цик-

лической силовской q-подгруппой G для некото-
рых простых чисел p и q. 

Согласно утверждению (1), каждая макси-
мальная подгруппа группы G является π-спе-
циальной. Таким образом, G – минимальная не  
π-специальная группа и поэтому G – группа 
Шмидта ввиду леммы 1.4. Следовательно, мы 
имеем (2) ввиду леммы 1.5.  

(3) Каждая (1, ) -гиперцетральная в G 

подгруппа является гиперцентральной в G, а 
каждая (1, ) -субнормальная в G подгруппа яв-

ляется субнормальной в G. 
Действительно, группа G не является π-спе-

циальной и поэтому холловская  -под-группа 
группы G является силовской в G ввиду утвер-
ждения (2). Таким образом, каждая секция /K L  
группы G, являющаяся  -группой, является  

R-группой для некоторого простого числа R.  
Из этого вытекает утвеждение (3). 

Заключительное противоречие. Заметим, что 
/ ( )P P  является нециклическим главным фак-

тором G, поскольку G не является (1, ) -сверх-

разрешимой, и, в частности, G не является 
сверхразрешимой. Сначала предположим, что 
| | .Q q  Тогда p является максимальной под-

группой G, поэтому максимальная подгруппа V 
группы p имеет субнормальное добавление T в G 
такое, что ( )GT V  является гиперцентральной 

подгруппой в G. 
 Прежде предположим, что .T G  Тогда 

( ) ( ),GP T V Z G    что влечет нильпотент-

ность группы G, что противоречит выбору этой 
группы, поэтому T G  и, следовательно, T яв-
ляется нильпотентной  группой. Тогда група 
G PT  является π-специальной группой со-
гласно лемме 1.1 (5), поскольку G является 
произведением двух π-специальных групп  
(1, ) -субнормальных подгрупп p и T, что при-

водит к противоречию. 
Следовательно, | | .Q q  Пусть V – вторая 

максимальная подгруппа группы q и .M PV  
Тогда  

2| : | | : | | : | ,G M PQ PV Q V q    
следовательно, для некоторой субнормальной под-
группы T группы G имеем G VT  и ( )GV T  

является гиперцентральной подгруппой в G. 
Тогда T G  и ( ).Q V Q T    Отсюда 

следует, что 1,V   следовательно, p является 
второй максимальной подгруппой группы G, 
поэтому q является cубнормальной в G по гипо-
тезе, что влечет G PQ  является нильпотентной 

и мы снова приходим к противоречию.                
Доказательство теоремы 0.7. Предполо-

жим, что эта теорема не является верной и пусть 
G – контрпример минимального порядка. Тогда 
G не является π-специальной группой и если R – 
минимальная нормальная подгруппа группы G, 
то R является либо  -группой, либо p-группой 
для некоторого .p  

Пусть H – холлова  -подгруппа и p – си-
ловская p-подгруппа в G. 

(1) Группа /G R  мета-π-специальна. 
Если /G R  не имеет третьей максимальной 

подгруппы, то это очевидно. 
Теперь предположим, что /G R  имеет тре-

тью максимальню подгруппу / .M R  Тогда M – 
третья максимальная подгруппа в группе G и 
поэтому в этой группе имеется (1, ) -субнор-

мальное добавление T к M такое, что ( )GM T  – 

(1, ) -гиперцентральная в G подгруппа по гипотезе.  
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Тогда /TR R  является (1, ) -субнормаль-

ным добавлением к /M R  в /G R  по лемме 
1.1 (2). Кроме того, 

/( / / ) ( ) /G R GTR R M R R T M R    

– (1, ) -гиперцентральная в /G R  подгруппа 

(см. утверждение (1) в доказательстве теоремы 
0.3). Следовательно, гипотеза верна для / ,G R  

поэтому /G R  является мета-π-специальной 
группой  по выбору G.  

(2) R – единственная минимальна подгруппа 
в G и ( ).R G  В частности, ( ) .GC R R  Кроме 

того, фактор /1R  не является (1, ) -цент-

ральной в G. 
Если N – минимальная нормальная под-

группа группы G и ,N R  то 1N R   и по-

этому /1 / ( )G G G N R   является мета-π-спе-

циальной группой, поскольку класс всех  
мета-π-специальных групп является насыщенной 
формацией (см. лемму 1.2 (3)), что противоречит 
выбору группы G. Отсюда следует, что R – един-
ственная минимальна подгруппа в G и 

( ).R G   

Пусть теперь M – такая максимальная под-
группа в G, что RM G  и пусть ( ).GC C R  То-

гда 1GM   и ( )GC R R  (см. утверждение (1) в 

доказательстве теоремы 0.3.  
(3) | R | не является простым числом. 
Действительно, если | |R p  – простое чис-

ло, то ввиду (2), / / ( )GG R G C R  – подгруппа 

циклической группы ( )Aut R  и поэтому G явля-

ется метанильпотентной и, следовательно, мета-
π-специальной группой, что противоречит выбо-
ру группы G. Таким образом, имеет место (3).  

(4) Если R –  -группа, то в группе G имет-
ся такая неединичная третья максимальная 
под-группа V, что | G : V | не является  -числом 
и либо V – максимальная подгруппа в R, либо 

.R V  
Пусть W – максимальная подгруппа в R. То-

гда 1W   ввиду утверждения (3). 
Понятно, что R H G   и поэтому 
( ) .G    Пусть M – максимальная подгруп-

па в G, содержащая H. Тогда | : | nG M p  явля-

ется p-числом для некоторого ,p  поскольку 

группа G π-разрешима и | G : M | является  
π-чисом.  

Если ,H M  то ,R H  поскольку в про-

тивном случае R и /G R  являются π-специ-
альными группами и поэтому группа G в этом 
случае является мета-π-специальной, что проти-
воречит выбору группы G. Если R максимальна в 
H, то W V  – третья максимальная подгруппа в 
G и | G : V | не является  -числом. Если же 

R L H   для некоторой максимальной под-
группы L группы H, то в G имеется такая третья 
максимальная подгруппа V, что либо ,V W  
либо R V  и V H  и поэтому | G : V | не явля-
ется  -числом.  

Предположим теперь, что H L M   для 
некоторой второй максимальной подгруппы L 
группы G. Предположим, H L  и пусть V – та-
кая максимальна подгруппа в группе L, что 

.R H V   Тогда | G : V | не является  -числом 
поскольку H – холлова  -подгруппа в G. 

Теперь предположим, .H L  Если ,R H  
то W – 3-максимальная подгруппа в G и | G : W | 
не является  -числом. Пусть теперь H L   
и V – максимальная подгруппа в L такая, что 

.H V  Тогда | G : V | не является  -числом и 
.R V  

(5) Если R – p-группа для некоторого ,p  

то в группе G имется такая неединичная тре-
тья максимальная подгруппа V, что | G : V | не 
является p-числом и либо V – максимальная под-
группа в R, либо .R V    

Это утверждение доказывается аналогично 
утверждению (4). 

(6) Если T – (1, ) -субнормальное добавле-

ние к V в G такое, что ( )GV T  является  

(1, ) -гиперцентральной в G, то ( ) 1GV T    

и π-специальный корадикал W группы T не явля-
ется единичной группой. 

Действительно, предположим, что 1.W   
Тогда, ввиду леммы 1.2 (1), W является π-специ-
альной группой. 

Прежде предположим, что R –  -группа. 
Тогда ввиду утверждения (4), для некоторого 
p  имеет место : ( ) 1pE O T   и E является 

(1, ) -субнормальной подгруппой в G и поэтому 

( ( ))G
pO T  – нормальная p-подгруппа в G соглас-

но лемме 1.1 (5), что невозможно ввиду (1). Если 
же R – p-группа, для некоторого ,p  то ввиду 

утверждения (4), имеет место : ( ) 1B O T   и 

тогда ( ( ))G
pO T  – нормальная  -подгруппа в G 

согласно лемме 1.1 (5), что невозможно ввиду 
(1). Таким образом, мы имеем (6). 

Заключительное противоречие. Ввиду (6), 
π-специальный корадикал W группы T является 
неединичной группой и W субнормальна в G по 
лемме 1.1 (4). Но тогда ( )GR N W  и  

G = VT = RT, 
что влечет нормальность подгруппы W в G.  
Таким образом,  

,R W T G    
согласно утверждению (2). Это заключительное 
противоречие завершает доказательство теоремы.  
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