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Введение 
Пучки Лагерра – Гаусса (LG), наряду с пуч-

ками Эрмита – Гаусса и круговыми гауссовыми 
пучками, по-прежнему остаются популярными 
объектами исследований в оптике [1]–[14]. Су-
ществование мод Лагерра – Гаусса в открытых 
структурах впервые обсуждалось Губо (Goubau) 
и Шверингом (Schwering) в 1961 году [4],С тех 
пор были проведены многочисленные исследо-
вания  пучков LG. Следует отметить важные ра-
боты Siegman [15], Allen [2]–[3] о векторе Пой-
тинга в LG пучках. 

Недавно, Ковалев и соавторы [11]–[12] ис-
следовали стандартные LG (sLG) пучки с ком-
плексным смещением поперечных координат, 
которые были ими названы асимметричными 
(aLG) пучками. 
 В настоящей работе более детально изуча-
ется влияние комплексных смещений 0iX  и 0iY  

на sLG, элегантные LG (eLG) и обобщенные LG 

(gLG) пучки. Кроме того, обсуждаются как с 
азимутальной симметрией exp( ),im   так и 

пучки с явной азимутальной зависимостью 
cos( )m  и, наконец, чистые пучки Лагерра, без 

гауссовой аподизации. 
Сначала, базируясь на наших результатах, 

полученных для циркулярных пучков Куммера –
Гаусса и Куммера, предложены явные выраже-
ния, характеризующие общие возможные пара-
ксиальные пучки Лагерра – Гаусса. Учитываются 
их возможные асимметрия (децентровка) и раз-
личные азимутальные зависимости. Основываясь  
на последнем выражении получены явные выра-
жения, характеризующие возможные более об-
щие agLG пучки, aeLG пучки, asLG пучки и даже 
aL пучки без гауссиана. Сформулированы также 
условия физической реализуемости для каждого 
типа пучков. 

 

ФИЗИКА



С.С. Гиргель 
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1 Различные новые типы асимметрич-
ных пучков Лагерра – Гаусса 
 Согласно [16]–[18], комплексную амплиту-
ду параксиального скалярного циркулярного пуч-
ка Куммера – Гаусса с цилиндрической симмет-
рией в безразмерной форме можно записать как  

2
1exp v m viR

f Q P
Q

   
   

 
 

 2

1 1
, 1, ( , ).mM v m i R f m

P Q

  
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,
x

X
x

  
0

,
y

Y
x

  
0

.
z

Z
z

  2 2 .R X Y   

Параметры 0x  и 2
0 0 / 2z kx  – некоторые харак-

терные вещественные размеры пучка в направ-
лениях, параллельных осям 0Х и 0Y соответст-
венно. M – функция Куммера, или, иначе, выро-
жденная гипергеометрическая функция 1 1F  [19], 

[20]. Q и P – безразмерные комплексные пара-
метры пучка:

 0 ,Q Z Q   0 ,P Z P   причем 

0 0 0 ,Q Q iQ    0 0 0 .P P iP    Здесь и далее штри-

хами помечаем вещественные и мнимые части 
различных величин. Фазовый множитель 2f  

можно записать в общем виде, как  

2 ( , ) cos sin ,f m m ib m     

где ( , ),arctg X Y   [0;1]b  – азимутальный 

параметр модуляции. v – радиальный комплекс-
ный параметр. Угловой параметр 0,1, 2,...m   

Азимутальная зависимость от угла ,  как 

отмечает Ананьев [1], совершенно равноправна 
как в форме ,ime   так и в виде cos m  или 

sin .m  Наиболее часто встречается зависимость 

.ime   Она проще для анализа. Однако зависи-
мость в форме cos m  для LG пучков встречаем 

еще в основополагающей статье о LG пучках у 
Goubau [4], в статьях Tovar [7], в книгах Ярива [5], 
Солимено [6], Ананьева [1], Короленко [21], в тео-
ретических работах Seshadri [8], [9] и Lewis [10]. 

Экспериментально LG пучки с cos m  зави-

симостью изучались в работах Meucci [22]. 
Выражение (1.1) является точным решением 

параболического уравнения 

 2 2( 4 ) 0XX YY Zi f       (1.2) 

записанного в безразмерной форме для моно-
хроматических волн. 

Хорошо известна [19] связь между функци-
ей Куммера и полиномами Лагерра 

 ( ) ( 1)
, 1, .

! ( 1)n

n
L M n z

n
   
    

  
 

Менее известно [20] обобщение этой формулы 
на функции Лагерра  

 ( ) ( 1)
, 1, ,

( 1) ( 1)v

v
L M v z

v
    
    
    

 

где v параметр является нецелым и в общем слу-
чае комплексным. Далее мы будем использовать 
не полиномы, а функции Лагерра для описания 
неисследованных пока децентрированных (асим-
метричных) пучков Лагерра – Гаусса и Лагерра с 
явной азимутальной зависимостью. С этой целью 
выразим (1.1) через функцию Лагерра 

2
1exp v m v

gLG

iR
f Q P

Q
   

   
 

 

 2
2

1 1
( , ).m m

vL i R R f m
P Q

  
     

  
 (1.3) 

Получили выражение, характеризующее 
общие LG пучки. Существенно, что здесь фигу-
рируют функции Лагерра, а не полиномы Лагер-
ра. В общем случае  свободный параметр v ком-
плексный: .v v iv    

 
2 Модификации комплексной амплитуды 

 Обсудим различные модификации ком-
плексной амплитуды (1.3). 

А) Осуществим предварительно комплексное 
смещение (децентровку) поперечных координат 
соотношениями 0;dX X iX   0 ;dY Y iY   

2 2 ;d d dR X Y    0 0arctan , .d X Y   Получаем 

выражение, описывающее обобщенные асиммет-
ричные Лагерра – Гаусса (agLG) пучки  

2
1exp v m vd

agLG

iR
f Q P

Q
   

   
 

 

 2
2

1 1
( , ).m m

v d d dL i R R f m
P Q

  
     

  
 (2.1) 

Для физической реализуемости пучков (2.1) не-
обходима квадратичная интегрируемость (КИ) 
функций .agLGf  Последняя осуществляется при 

следующих ограничениях 0 0{ 0 ,Q   0 0},P  на-

лагаемых на свободные параметры. При этом 
радиальный индекс v может быть произвольным 
комплексным.  

Остановимся на формализме для описания 
азимутальных зависимостей LG пучков. В про-
стейшем случае фазовая модуляция пучка 

2 ( , ) exp( ).f m im    Тогда при наличии децен-

тровки  

  2 ( , ) .
mm

d d d dR f m X iY    (2.2) 

Если же мы используем явную азимуталь-
ную зависимость 2 ( , ) cos( ),f m m    то в случае 

децентровки проще всего взять выражение 

    2

1
( , ) .

2

m mm
d d d d d dR f m X iY X iY      
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Более подробное обсуждение различных 
возможностей описания явных азимутальных 
зависимостей для пучков с цилиндрической 
симметрией было проведено на примере пучков 
Бесселя в работе [23]. 

Б) Если положить 1, 2,...,v n   то (1.3) ре-
дуцируется к классическим gLG [18] пучкам. 
Используем также децентровку и получаем далее 

2
1exp n m nd

agLG

iR
f Q P

Q
   

   
 

 

 2
2

1 1
( , ).m m

n d d dL i R R f m
P Q

  
      

  
 (2.3) 

Условия квадратичной интегрируемости 
(КИ) для комплексной амплитуды agLGf  пучков 

agLG  сводятся только к ограничениям  0 00 ,Q   

а параметр 0P  может быть как положительным, 

так и отрицательным.  
В) Рассмотрим теперь sLG пучки. Полагаем 

в (1.3) параметр *.P Q  Тогда 

2
1exp *n m nd

asLG

iR
f Q Q

Q
   

   
 

 

 0
22

2
( , ).

m
m md
n d d

Q R
L R f m

Q

 
    
 
 

 (2.4) 

После некоторых преобразований можно пред-
ставить (2.4) в более привычной форме 

2
2

2

1 2
exp

m

d
asLG

iR
f

Q Q W

        
  

 

   0

2
2

2

2
.i n mm md

n d

R
L R e

W
   

   
 

 (2.5) 

Здесь квадрат нормированного радиуса пучка 
равен  

 2

02
0 2

0

1 .
Z Q

W Q
Q

 
  
  

 

Если взять множитель 2 ( , )m
d dR f m   в форме 

(2.2), тогда выражение (2.5) соответствует фор-
муле (3) в статье [11] Ковалева и др. 

Если же использовать форму (2.3), тогда 
выражение (2.5) при 0 0Q   характеризует asLG  

пучки с явной азимутальной зависимостью 
cos( ),m   которые пока не исследовались. 

Г) Обсудим теперь обобщенные eLG пучки. 
Для этого в общей формуле (1.3) полагаем пара-
метр .P   Учтем также возможную децен-

тровку пучка. Тогда комплексная амплитуда (2.1) 
редуцируется к выражению 

2
1exp v md

gaeLG

iR
f Q

Q
   

   
 

 

 2
2 ( , ),m m

v d d d

i
L R R f m

Q

 
     

 
 (2.6) 

характеризующему обобщенные асимметричные 
элегантные LG (gaeLG) пучки. 

Действительно, если положить в (2.6) 
1, 2,...,v n   тогда (2.6) описывают неисследо-

ванные асимметричные eLG (aeLG) пучки. Отме-
тим, что классические eLG пучки без децентров-
ки были впервые введены в [24] и обсуждались 
затем в [4], [5]. 

Если параметр v является непрерывным по-
ложительным числом, тогда (2.6) характеризует 
т.н. фракционные eLG пучки [25]. 

Однако существует еще одна интересная 
возможность. Согласно [16], если свободный 
комплексный параметр v удовлетворяет условию 

(1 ) / 2,v m     
тогда функция aeLGf  обладает КИ. Действитель-

но, что при выполнении ограничений 0 0Q   и 

(1 ) / 2v m     формула (2.6) описывает новый 

тип асимметричных (децентрированных) eLG  
пучков. При этом классические eLG  пучки Сиг-
мана [15] и фракционные eLG  пучки [25] явля-
ются частными случаями пучков gaeLG  в (2.6) 

 Д) В общей формуле (1.3) полагаем пара-
метр .Q   Учтем также возможную децен-

тровку пучка. Тогда комплексная амплитуда 
(2.1), после переобозначений ,Q P  редуциру-

ется к виду 

 2
2 ( , ).v m m

aL v d d d

i
f Q L R R f m

Q

 
     

 
 (2.7) 

Последнее выражение описывает асимметрич-
ные Лагерра (aL) пучки. При ограничениях 

 0 0, / 2Q v m     aL пучки являются физиче-

ски реализуемыми, поскольку переносят конеч-
ную мощность. Существенно, что здесь исполь-
зуются функции Лагерра aLf  непрерывного ком-

плексного радиального индекса v, а не полиномы 
Лагерра. Не требуется здесь явно и гауссиан.  
 Следует отметить также, что выражение 
(2.7) эквивалентно формуле 

2
2, 1, ( , ),v m

acK d d d

i
f Q M v m R R f m

Q

 
       

 
 

которая описывает асимметричные циркулярные 
пучки Куммера. 

Если децентровка в последнем выражении 
отсутствует, тогда мы приходим к параксиаль-
ным циркулярным пучкам Куммера 

2
2, 1, ( , ),v m

cK

i
f Q M v m R R f m

Q

 
       

 
 

которые теоретически исследовались в наших 
работах [26]–[28]. 
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Заключение 
 В данной статье обсуждаются новые типы 
оптических пучков LG и L. При этом учитывают-
ся возможные комплексные смещения попереч-
ных компонент координат 0.i  dR R R  Бази-

руясь на результатах изучения циркулярных све-
товых пучков Куммера – Гаусса с непрерывным 
угловым индексом  и математической связи  ме-
жду функциями Куммера и Лагерра был уста-
новлен ряд закономерностей.  
 1. Возможны общие aLG  пучки с комплекс-
ным радиальным индексом v. При выполнении 
условий 0 0{ 0 ,Q  0 0}P  они являются физи-

чески реализуемыми. Если при этом индекс v ста-
новится целочисленным положительным, то они 
редуцируются к классическим gLG пучкам [17]. 

2. При условиях 0 0{ 0 ,Q   0 }P    воз-

можны также gaeLG  пучки. Это – новый тип eLG 

пучков. Возможны их различные модификации. 
Если v – вещественный положительный па-

раметр, тогда gaeLG  пучки редуцируются к 

асимметричным фракционным [25] eLG пучкам. 
Если свободный параметр v является – ве-

щественным целочисленным, то имеем обычные 
eLG пучки Сигмэна [15]. 

Однако радиальный индекс v может быть и 
комплексным! Если его вещественная часть 

(1 ) / 2,v m     тогда приходим к новому типу 

eLG пучков, которые также переносят конечную 
мощность. При этом мнимая часть индекса  v не 
влияет на КИ векторной амплитуды. Обычные 
eLG и eLG являются их предельными случаями. 

3. Кроме того, возможны пучки Лагерра, 
векторная амплитуда которых не содержит гаус-
сиана. Тем не менее, при выполнении ограниче-
ний  0 0, / 2Q v m     такие пучки Лагерра 

являются физически реализуемыми, поскольку 
переносят конечную мощность.  

Последние пучки эквивалентны циркуляр-
ным пучкам Куммера, которые изучались нами 
ранее [26]–[28].  

Все обсуждаемые в настоящей работе пучки 
могут иметь децентровку (асимметрию), когда 
поперечные координаты приобретают комплекс-
ные смещения. 

Наконец, все рассмотренные типы световых 
пучков могут иметь как круговую осевую сим-
метрию ,ime   так и обладать явной азимуталь-

ной асимметрией cos( ).m   
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Аннотация. На основе ранее полученных экспериментальных данных выполнена теоретическая оптимизация процесса 
считывания смешанных пропускающих голограмм в кристалле Bi12TiO20 произвольного среза. Показано, что в отличие 
от случая чисто фазовых голограмм, учет амплитудной составляющей смешанной голографической решетки приводит 
к существенному изменению значений ориентационного угла кристалла и азимутов линейной поляризации 
считывающего голограмму пучка, при которых для фиксированного кристаллического среза достигается максимум 
дифракционной эффективности. 
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Введение 
В настоящее время признанными фотореф-

рактивными материалами для формирования 
объемных голограмм выступают кубические оп-
тически активные пьезокристаллы семейства 
силленита: силикосилленит висмута Bi12SiO20 
(BSO), германосилленит висмута Bi12GeO20 
(BGO) и титаносилленит висмута Bi12TiO20 
(BTO), принадлежащие классу симметрии 23 и 
обладающие рядом полезных для голографии 

оптических свойств и качеств, которые указаны, 
например, в [1]–[4]. В настоящее время такие 
нелинейные светочувствительные среды широко 
используются в голографической интерферомет-
рии [5], томографии [6], голографической микро-
скопии [7], профилометрии [8], при формирова-
нии бездифракционных световых пучков [9] и в 
других областях. Это обусловливает интерес к 
изучению и оптимизации выходных энергетиче-
ских характеристик голограмм, сформированных 
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в этих кристаллах, с целью наиболее эффектив-
ного их использования в различных практически 
важных приложениях. 

Известно, что одной из важнейших энерге-
тических характеристик голограмм выступает их 
дифракционная эффективность, которая ранее в 
силленитах традиционно определялась только 
для фазовой голографической решетки (см., на-
пример, [1], [2], [10]). Однако в работах [11], [12] 
было экспериментально и теоретически показа-
но, что в кристалле BTO помимо фазовых голо-
грамм дополнительно формируются и амплитуд-
ные голографические решетки, что приводит к 
образованию результирующих фазово-
амплитудных или смешанных голограмм [13]. 
Поэтому в данной работе с учетом эксперимен-
тально апробированной теоретической базы, по-
лученной в [11], [12], уделено внимание теорети-
ческой оптимизации процесса считывания сме-
шанных голограмм в кристалле BTO произволь-
ного среза за счет выбора оптимальных значений 
азимута линейной поляризации Ψ0 считывающе-
го голограмму пучка и угла пространственной 
ориентации θ кристалла, при которых для кри-
сталлического образца с фиксированным срезом 
достигается наибольшая дифракционная эффек-
тивность η смешанных голографических решеток. 

Отметим, что подобная теоретическая оп-
тимизация с учетом модели чисто фазовых голо-
грамм для кристаллов BGO и BSO выполнялась 
соответственно в [14] и [15]. Также исследование 
дифракционной эффективности смешанных го-
лограмм в кристалле BTO для семейства его раз-
личных симметрично эквивалентных кристалли-
ческих срезов {110}, {112} и {111} с возможно-
стью построения указательной поверхности ди-
фракционной эффективности в этом кристалле 
произвольного среза без учета определения опти-
мальных значений Ψ0 и θ рассматривалась в [16]. 

В рамках настоящей работы показано, что 
учет амплитудной составляющей смешанной 
голографической решетки в кристалле BTO при-
водит к трансформации указательной поверхно-
сти максимальных значений дифракционной эф-
фективности голограмм, а также к изменению 
значений Ψ0 и θ, при которых она образуется, по 
сравнению со случаем чисто фазовых голограмм, 
традиционно рассматриваемых в силленитах. 
Найденные значения Ψ0 и θ с учетом амплитуд-
ной составляющей голограммы могут позволить 
оптимизировать работу оптических голографи-
ческих устройств, выполненных на основе этого 
кристалла. 
 

1 Теоретическая модель 
В [11], [12] показано, что для теоретическо-

го описания экспериментальных данных по ди-
фракции света на смешанных фазово-амплитуд-
ных голограммах, сформированных в кристалле 
BTO, может быть использована следующая 

система дифференциальных уравнений связан-
ных волн: 
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Здесь R  и || ,R  S  и ||S  – проекции векторных 

амплитуд опорной (R) и предметной (S) световых 
волн на направление, перпендикулярное к плос-
кости их распространения () и направление, 
лежащее в этой плоскости (||);  = 0/ cos, где 
0 – амплитудный коэффициент поглощения 
кристалла,  – брэгговский угол для опорной и 
предметной волн внутри кристалла (связан с уг-
лом Брэгга вне кристалла 0 законом Снеллиуса); 
 = 0 / cos, где 0 – удельное вращение плоско-
сти поляризации световой волны, характери-
зующее оптическую активность кристалла; m –
постоянные связи, посредством которых учиты-
вается влияние электрооптического, обратного 
пьезоэлектрического и фотоупругого эффектов, 
при этом m = 1, 2, 3, 4;  – параметр связи, харак-
теризующий взаимодействие света с амплитуд-
ной голограммой, значение которого определено 
экспериментально в работе [11] и составило 
2,1 м–1; δ = π / 2 – пространственный сдвиг фазо-
вой составляющей голографической решетки 
относительно ее амплитудной составляющей, 
которая совпадает по фазе с записывающей голо-
грамму интерференционной картиной; z[0, d], 
где d – толщина кристаллического образца. 

Определяя в соответствии с [11, 12] величи-
ну дифракционной эффективности голограммы 
как 0/ 100%,rec

S RI I    где rec
SI  – интенсивность 

восстановленной (reconstructed) предметной вол-
ны на выходе из кристалла, 0

RI  – интенсивность 

считывающего голограмму опорного пучка на 
входе в кристалл, и используя известное в голо-
графии приближение I  E2 (интенсивность I 
электромагнитной волны пропорциональна квад-
рату ее модуля вектора напряженности электри-

ческого поля ),E


 выражение для теоретического 

расчета дифракционной эффективности голо-
граммы может быть записано в виде 

2 2
||
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Здесь 0R  и 0
||R  – проекции векторной амплитуды 

восстанавливающей волны R на направление, 
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перпендикулярное к плоскости падения и 
лежащее в этой плоскости на входе в кристалл, а 

recS  и ||
recS  – соответствующие проекции вектор-

ной амплитуды восстановленной волны S  на 
выходе из кристалла. 

Для определения постоянных связи m, зна-
чения которых зависят как от среза кристалла, 
так и от его пространственной ориентации [10], 
[15], свяжем, как показано на рисунке 1.1, рабо-
чую и кристаллографическую системы коорди-
нат с использованием углов Эйлера аналогично 
[16]. Рабочую систему координат будем характе-
ризовать единичными векторами 1,e


 2 ,e


 3 ,e


 а 

кристаллографическую – единичными векторами 

,a


 ,b


 .c


 При этом рабочая система координат 
определяет расположение кристаллического об-
разца относительно плоскости распространения 
световых пучков и вектора голографической ре-

шетки ,S RK k k 
 

 где Rk


 и Sk


 – волновые век-

торы опорной и предметной световых волн. 
 

 
 

Рисунок 1.1 – Определение положения 
произвольного среза кристалла и его ориентации 

относительно плоскости распространения 
световых пучков с использованием углов Эйлера 
 

Углом прецессии α (рисунок 1.1) зададим 
положение единичного вектора 1e


 относительно 

линии узлов L и характеризуем поворот кристал-
лографической системы координат относительно 
единичного вектора 3 ,e


 являющегося вектором 

внутренней нормали к лицевой грани кристалла. 
Углом нутации β определим величину поворота 
кристаллографической системы координат отно-
сительно рабочей системы координат вокруг оси 
L, а углом собственного вращения γ будем ха-
рактеризовать поворот самой кристаллографиче-
ской системы координат относительно ее оси .c


 

При этом будем считать, что ориентация плоско-
сти среза кристалла в пространстве характеризу-

ется единичным вектором внешней нормали N


 к 

его лицевой грани 3( ).N e 
 

 

Направим единичный вектор ,n


 указываю-

щий направление вектора ,K


 вдоль вектора 2.e


 

Тогда его координаты в кристаллографической 
системе в общем виде будут определяться выра-
жениями 

1 sin cos cos cos sin ,n         

2 sin sin cos cos cos ,n          

 3 cos sin .n     (1.1) 

Здесь учтено, что угол α равен ориентаци-
онному углу кристалла θ, взятому с противопо-
ложным знаком (α = –θ). 

Связь ортонормированных векторов рабо-
чей и кристаллографической систем координат 
определяется выражениями 
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при этом величины ,jk  ,jl  jm  (j = 1, 2, 3) имеют 

вид: 

1 cos cos sin sin cos ,l         

2 cos sin cos sin cos ,l          

3 sin sin ,l      

1 sin cos sin cos cos ,m          

2 sin sin cos cos cos ,m         

3 cos sin ,m      

1 sin sin ,k     

2 cos sin ,k     

3 cos .k    

Здесь, как и в (1.1), проведена замена α = –θ. 
Выражения для определения постоянных 

связи применительно к ненаклонным пропус-
кающим голограммам могут быть записаны в 
виде: 

2 2 2
1 0 11 1 22 2 33 3

12 1 2 13 1 3 23 2 3

{

2( )}sec ,

b l b l b l

b l l b l l b l l

     

   
 

2 0{ tg },P Q    
 

3 0{ tg },P Q      
2 2 2 2

4 0 11 1 1

2 2 2 2
22 2 2

2 2 2 2
33 3 3

2 2
12 1 2 1 2

2 2
13 1 3 1 3

2 2
23 2 3 2 3

{ ( cos sin )

( cos sin )

( cos sin )

2[ ( cos sin )

( cos sin )

( cos sin )]}sec .

b m k

b m k

b m k

b m m k k

b m m k k

b m m k k

     

   

   

   

   

   

 

Здесь введены обозначения: 

11 1 1 22 2 2 33 3 3 12 1 2 2 1

13 1 3 3 1 23 2 3 3 2

( )

( ) ( ),

P b l m b l m b l m b l m l m

b l m l m b l m l m

     
   

 

11 1 1 22 2 2 33 3 3 12 1 2 2 1( )Q b l k b l k b l k b l k l k       
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13 1 3 3 1 23 2 3 3 2( ) ( ),b l k l k b l k l k     
3

0 | | /(2 ),scn E   


 

где n – показатель преломления невозмущенного 
кристалла;  – длина волны лазерного излучения; 

sc scE nE
 

 – векторная амплитуда напряженности 

электрического поля пространственного заряда 
(space charge). Изменение компонент mnB  обрат-

ного тензора диэлектрической проницаемости 
кубического фоторефрактивного кристалла под 
действием этого поля при учёте обратного пьезо-
электрического и фотоупругого эффектов имеет 
вид [10], [15], [17]: 

.mn mn scB b E   

Значения компонент mnb  определяются в 

соответствии с выражениями 

11 1 1 1 2 2 2 3 3 3 ,b p n R p n R p n R    

22 1 2 2 2 3 3 3 1 1,b p n R p n R p n R    

33 1 3 3 2 1 1 3 2 2 ,b p n R p n R p n R    

12 4 1 2 2 1 3( ) ,b p n R n R rn    

13 4 1 3 3 1 2( ) ,b p n R n R rn    

23 4 2 3 3 2 1( ) ,b p n R n R rn    

 21 12 ,b b  31 13 ,b b  32 23 ,b b  (1.2) 

где 

1 11 1 12 2 13 3γ γ γ ,R Q Q Q  

2 21 1 22 2 23 3γ γ γ ,R Q Q Q    

3 31 1 32 2 33 3γ γ γ ,R Q Q Q     
2

11 22 33 23γ (Г Г Г ) / ,D   
2

22 11 33 13γ (Г Г Г ) / ,D   2
33 11 22 12γ (Г Г Г ) / ,D   

12 21 13 23 12 33γ γ (Г Г Г Г ) / ,D    

13 31 12 23 13 22γ γ (Г Г Г Г ) / ,D    

23 32 12 13 11 23γ γ (Г Г Г Г ) / D,    
2 2 2

11 22 33 23 22 13 33 12 12 13 23Г (Г Г Г ) Г Г Г Г 2Г Г Г ,D       
2 2 2

11 1 1 3 2 3Г ( ),c n c n n    2 2 2
22 1 2 3 1 3Г ( ),c n c n n    

2 2 2
33 1 3 3 1 2Г ( ),c n c n n    12 21 1 2 2 3Г Г ( ),n n c c    

13 31 1 3 2 3Г Г ( ),n n c c    23 32 2 3 2 3Г Г ( ),n n c c    

 1 0 2 32 ,Q e n n 2 0 1 32 ,Q e n n 3 0 1 22 .Q e n n  (1.3) 

В формулах (1.2), (1.3) введены следующие 
обозначения отличных от нуля и равных между 
собой компонент электрооптического тензора 
( )Sr  механически зажатого кристалла, пьезо-

электрического тензора (e), тензора фотоупруго-
сти ( )Ep  и тензора упругих постоянных ( ) :Ec  

123 132 213 231 312 321 ,S S S S S Sr r r r r r r       

123 132 213 231 312 321 0 ,e e e e e e e       

11 22 33 1,E E Ep p p p    12 23 31 2 ,E E Ep p p p    

13 21 32 3 ,E E Ep p p p    44 55 66 4 ,E E Ep p p p    

11 22 33 1,E E Ec c c c    

12 13 21 23 31 32 2 ,E E E E E Ec c c c c c c       

44 55 66 3.E E Ec c c c    

В данном случае для компонент тензоров 
четвертого ранга Ep  и Ec  использованы двух-

индексные обозначения [18], [19]. 
Для отображения условий взаимодействия 

световых волн в кристалле BTO, принятых в тео-
ретических расчетах, на рисунке 1.2 в качестве 
примера показано положение кристаллической 
пластинки среза (110)  толщиной d0 относитель-

но плоскости распространения опорного R и 
предметного S световых пучков, связанной с ра-
бочей системой координат, характеризуемой 
единичными векторами 1,e


 2e


 и 3.e


 Здесь φ0 – 

угол Брэгга вне кристалла, а Ψ0 – азимуты ли-
нейной поляризации, задающие направления 
колебаний векторов напряженности электриче-

ского поля 0R


 и 0S


 опорного и предметного 

пучков. 
В этом случае в соответствии с рисунком 

1.1 для задания указанного кристаллического 
среза углы нутации β и собственного вращения γ 
составляют соответственно 90 и 45. Угол θ = –α 
и его отсчет производится от кристаллографиче-
ского направления [001] к вектору голографиче-

ской решетки K


 при вращении кристалла вокруг 

оси OO', направленной вдоль векторов 3e


 и ,N


 

указанных на рисунке 1.1. 
 

 
 

Рисунок 1.2 – Ориентация кристалла BTO среза 
(110)  относительно плоскости  

распространения световых пучков 
 

2 Результаты и обсуждение 
Для теоретического изучения зависимости 

максимальных значений дифракционной эффек-
тивности голограмм от среза кристалла BTO ис-
пользовались его материальные параметры для 
длины волны лазерного излучения λ = 632,8 нм, 
приведенные в таблице 2.1. Кроме того, значения 
φ0 и d выбирались равными 12 и 7,7 мм, в соот-
ветствии с [11], при ESC = 9104 В/м. 
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Таблица 2.1 – Физические параметры кристалла BTO для λ = 632,8 нм 
 

Физическая 
величина 

Возможное 
обозначение 

Числовое 
значение 

Единицы 
измерения 

Источники 
литературы 

Показатель 
преломления 

n 2,58 – 

Электрооптический 
коэффициент 

r, r41 или r231 –4,75·10–12 м/В 

c1, C11 или C1111 13,7·10-10 Н/м2 
c2, C12 или C1122 2,8·10-10 Н/м2 

Модули 
упругости 

c3, C44 или C2323 2,6·10-10 Н/м2 
Пьезоэлектрический 

коэффициент 
e0, e14 или e123 1,1 Кл/м2 

[20]–[22] 

p1, p11 или p1111 –0,136 – 
p2, p12 или p1122 –0,103 – 
p3, p13 или p1133 –0,091 – 

Фотоупругие 
постоянные 

p4, p44 или p2323 –0,0134 – 

[20] 

Амплитудный 
коэффициент 
поглощения 

α0 38,2 м–1 

Удельное вращение 
плоскости 

поляризации 
0 112 рад/м 

измерено 
на образце BTO 

 
Поверхность, иллюстрирующая зависимость 

максимальных значений дифракционной эффек-
тивности η фазовых голограмм ( = 0) от задавае-
мого углами Эйлера γ и β среза кристалла, пред-
ставлена на рисунке 2.1. 
 

 
 

Рисунок 2.1 – Зависимость максимальных 
значений дифракционной эффективности η фазо-
вых голограмм от среза кристалла BTO, опреде-

ляемого углами Эйлера γ и β 
 

Из численного анализа представленной по-
верхности следует, что при выбранных условиях 
теоретических рассчетов наиболее высокие значе-
ния дифракционной эффективности фазовых го-
лографических решеток в рассматриваемом слу-
чае могут быть достигнуты в эквивалентно сим-
метричных кристаллических срезах семейств 
{110} и {112} и составляют 2,1%. 

Если представить зависимость η(γ, β) в сфе-
рической системе координат (рисунок 2.2), откла-
дывая вдоль радиус-вектора отрезок, равный по 
величине η, можно наблюдать, что образующаяся 
указательная поверхность в соответствии с прин-
ципом Неймана включает полное сочетание эле-

ментов симметрии кристаллического многогран-
ника класса симметрии 23. При этом поверхности 
на рисунках 2.1 и 2.2 соответствуют аналогичным 
поверхностям, приведенным в [14] и [15] для фа-
зовых голограмм в кристаллах BGO и BSO. 
 

 
 

Рисунок 2.2 – Указательная поверхность 
зависимости максимальных значений 

дифракционной эффективности η фазовых 
голограмм от выбора среза кристалла BTO 

 
Вычисленные зависимости азимута линей-

ной поляризации Ψ0 считывающего голограмму 
пучка и ориентационного угла θ кристалла от уг-
лов γ и β, при которых образуются поверхности, 
представленные на рисунках 2.1 и 2.2, приведены 
на рисунке 2.3, из которого можно видеть некото-
рый периодический характер изменения указан-
ных величин. При этом важным представляется 
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отметить, что для получения поверхностей на ри-
сунках 2.1 и 2.2 достаточно изменения угла θ в 
пределах лишь от 0 до 180 (рисунок 2.3, б), по-
скольку при дальнейшем изменении θ от 180 до 
360 наблюдаются аналогичные графики. 

Иначе обстоит дело при учете амплитудной со-
ставляющей голографической решетки ( = 2,1 м–1). 
В этом случае установлено, что максимум ди-
фракционной эффективности также достигается в 
кристаллах среза {110} и {112} и составляет 2,6%. 
Однако для некоторых срезов из указанных се-
мейств максимальное значение дифракционной 
эффективности имеет место уже только при 
θ(180; 360). Результаты теоретического анали-
за для зависимостей η(γ, β), полученных при 
θ[0; 180] и θ(180; 360) представлены соот-
ветственно на фрагментах а и б рисунка 2.4. При 
этом на фрагменте 2.4, в приведена поверхность 
η(γ, β), образующаяся в результате наложения 
указанных графиков. 

Из этого рисунка можно видеть, что в случае 
учета амплитудной составляющей смешанной 
голографической решетки при проведении опти-
мизации дифракционной эффективности следует 
рассматривать все возможные значения ориента-
ционного угла кристалла, а не только в пределах 
от 0 до 180, как это было достаточно при исполь-
зовании модели чисто фазовых голограмм. 

Если представить полученные результаты в 
сферической системе координат с привязкой к 
кристаллографическим направлениям (рисунок 
2.5), то на фрагментах 2.5, а (θ[0; 180]) и 2.5, б 
θ(180; 360) можно по отдельности видеть ука-
зательные поверхности, внешняя симметрия кото-
рых ниже точечной группы симметрии кристал-
лического многогранника ВТО. Однако при их 
совмещении (рисунок 2.5, в) внешняя симметрия 
образуемой указательной поверхности повышает-
ся и, в соответствии с принципом Неймана, вклю-
чает все элементы симметрии, присущие точечной 
группе 23.  

 

 
 

Рисунок 2.3 – Зависимости значений 0(γ, β) (фрагмент а) и (γ, β) (фрагмент б), использованные для 
нахождения максимальных значений дифракционной эффективности  фазовых голограмм в кристалле BTO 

 

 
 

Рисунок 2.4 – Зависимость максимальных значений дифракционной эффективности η  
смешанных голограмм от среза кристалла BTO, определяемого углами Эйлера γ и β:  

а – при θ[0; 180]; б – при θ(180; 360); в – в случае наложения зависимостей, представленных 
на фрагментах а и б, для получения оптимизированной по кристаллическому срезу зависимости (γ, β) 
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Рисунок 2.5 – Указательные поверхности оптимизированных значений дифракционной эффективности η 
смешанных голограмм от выбора среза кристалла BTO: а – при θ[0; 180]; б – при θ(180; 360);  

в – при наложении указательных поверхностей представленных на фрагментах а и б 
 

Таблица 2.2 – Соответствие кристаллических срезов и углов θ для достижения наибольших значений 
дифракционной эффективности смешанных голограмм в кристалле BTO 
 

θ[0; 180] θ(180; 360) θ  [0; 180] и θ(180; 360) 

(101),  (101),  (011),  (01 1),  

(211),  (211),  (211),  (211),  

(121),  (121),  (121),  (121)  

(112),  (112),  (112),  (112),  

(112),  (112),  (112),  (112)  

(011),  (011),  (101),  (101),  

(121),  (121),  (121),  (121),  

(21 1),  (211),  (2 11),  (211)  

(110),  (110),  (110),  (110)  

 
Таким образом, при оптимизации дифрак-

ционной эффективности смешанных голограмм 
по срезу кристалла BTO для получения досто-
верных результатов, параметр θ следует рассмат-
ривать как изменяющийся в пределах [0; 360). 

На основании использованной теоретиче-
ской модели и выполненного анализа поверхно-
стей на рисунках 2.4 и 2.5, в первом столбце таб-
лицы 2.2 приведены обозначения кристалличе-
ских срезов, в которых дифракционная эффек-
тивность смешанных голограмм достигает мак-
симальных значений при θ[0; 180]. Во втором 
столбце этой таблицы перечислены срезы, в ко-
торых максимумы эффективности дифракции 
смешанных голографических решеток могут 
быть достигнуты только исключительно при 
θ(180; 360). Третий столбец таблицы содер-
жит информацию о срезах кристалла, в которых 
аналогичные результаты имеют место уже при 
двух ориентационных углах, то есть при 
θ[0; 180] и θ(180; 360). 

Что касается, например, срезов (112)  и 

(112),  которые указаны соответствующими кри-

сталлографическими направлениями [112]  и 

[112]  на рисунке 2.5, а также приведены в пер-

вом столбце таблицы 2.2 после горизонтальной 
черты, то из фрагмента 2.5, в можно видеть, что 
по ним происходит условная склейка «белой» и 

«черной» составляющих результирующей указа-
тельной поверхности. Это обусловлено тем, что 
максимальная дифракционная эффективность в 
этих срезах имеет место при углах θ, равных 0 
или 180. Данная ситуация также справедлива и 
для всех других срезов, которые приведены ниже 
горизонтальной черты в первом столбце таблицы 
2.2, но не указаны на рисунке 2.5 кристаллогра-
фическими направлениями во избежание появ-
ления на нем дополнительных нагромождающих 
построений. Подтверждением сказанному, на-
пример, могут служить результаты работы [16], в 
которых показано, что в кристалле BTO среза 
(112)  максимальная дифракционная эффектив-

ность достигается при θ = 180. 
Также ранее, например, в работе [23] было 

показано, что наибольшие значения дифракци-
онной эффективности голограмм в кристалле 
BTO среза (110)  при изменении его толщины от 

0 до 20 мм достигаются при двух ориентацион-
ных углах, один из которых лежит в пределах от 
0 до 180, а второй – от 180 до 360. При этом 
значения самих ориентационных углов для 
каждой толщины кристалла могут несколько 
изменяться, но из указанных пределов не 
«выходят». Данный факт также соответствует 
рисунку 2.5 и таблице 2.2. 
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Рисунок 2.6 – Зависимости значений 0(γ, β) (фрагмент а) и (γ, β) (фрагмент б) для формирования 
оптимизированных зависимостей дифракционной эффективности  смешанных голограмм 

в кристалле BTO 
 

В свою очередь, зависимости Ψ0(γ, β) и 
θ(γ, β), при которых могут быть реализованы 
поверхности, представленные на рисунках 2.4, в 
и 2.5, в, приведены на рисунке 2.6. 

При сравнении результатов, представлен-
ных на рисунках 2.3 и 2.6, оказывается хорошо 
заметно, что зависимости Ψ0(γ, β) для случая 
чисто фазовых (рисунок 2.3, а) и смешанных 
(рисунок 2.6, а) голограмм имеют существенные 
различия. При этом, для зависимостей θ(γ, β), как 
уже было указано ранее, в случае смешанных 
голограмм поляризационная оптимизация ди-
фракционной эффективности в кристалле BTO 
произвольного среза может быть достигнута 
только при изменении значений угла θ в преде-
лах от 0 до 360 (рисунок 2.6, б), в отличие от 
случая фазовых голограмм, когда для этой 
оптимизации достаточно изменения ориента-
ционного угла кристалла в пределах от 0 до 180. 

Следовательно, учет амплитудной состав-
ляющей смешанной голографической решетки в 
кристалле BTO является обязательным условием 
в широком диапазоне срезов кристалла при про-
ведении оптимизации с целью повышения эф-
фективности дифракции световых волн в голо-
графических устройствах, функционирующих на 
основе этого представителя силленитов. 
 

Заключение 
Таким образом, при использовании теоре-

тической модели смешанных голограмм, форми-
руемых в оптически активном пьезокристалле 
BTO, установлены кристаллические срезы се-
мейства {110} и {112}, в которых максимум ди-
фракционной эффективности голографических 
решеток может быть достигнут только при зна-
чениях ориентационного угла кристалла 
θ(180; 360). При этом в принебрежении ам-
плитудной составляющей голограммы для дос-
тижения максимальной дифракционной эффек-
тивности оказывается достаточно изменения уг-
ла θ в пределах только от 0 до 180. 

Определены сочетания эквивалентно сим-
метричных кристаллических срезов {110}, {112} 

и углов θ, при которых достигаются максималь-
ные значения поляризационно оптимизирован-
ной дифракционной эффективности смешанных 
голографических решеток в указанном кристалле. 

Показано, что, при учете амплитудной 
составляющей смешанной голограммы, значения 
азимутов линейной поляризации считывающего 
пучка, при которых имеет место максимальная 
эффективность дифракции, могут существенно 
отличаться от аналогичных значений при 
рассмотрении модели чисто фазовых голограмм. 
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Аннотация. Рассмотрены термодинамические уравнения состояния (УС) вида P = P(V, T) с внутренней 
параметризацией горизонтом событий r+ для чёрных дыр Райсснера – Нордстрёма (РН) и Борна – Инфельда (БИ) 
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Введение  
Начало термодинамической теории чёрных 

дыр было положено в работах Яакова Бекен-
штейна [1] и Стивена Хокинга [2] в 70-х годах 
XX века. В 80-х годах появилась статья С. Хо-
кинга и Д. Пэйджа [3], в которой термодинамика 
чёрных дыр обобщалась на пространство анти-
де-Ситтера (АдС), играющее важную роль в 
ОТО, так как возникает при максимально сим-
метричном решении уравнений Эйнштейна в 
вакууме с отрицательной космологической по-
стоянной Λ. Cлучай наличия у чёрных дыр элек-
трического заряда впервые был рассмотрен в 
работе [4], где авторы также обнаружили анало-
гию между фазовыми диаграммами АдС чёрных 
дыр и ван-дер-ваальсовской жидкости. Далее за-
метный вклад в понимание термодинамики и ме-
ханики такого рода объектов был сделан в статье 
[5], а детальный анализ их поведения при джоуль-
томсоновском расширении в статьях [6]–[8]. 

Далее в работе мы будем использовать об-
щепринятые для данной области теоретической 
физики значения фундаментальных констант 

1.N BG k c     

1 РН-АдС чёрная дыра 
Обратимся к заряженной, сферически сим-

метричной, невращающейся РН-АдС чёрной ды-
ре и укажем её основные физические свойства.  

В рассматриваемом случае 4-мерное про-
странство определятся метрикой  

   2 2 1 2 2 2 ,ds f r dt f r dr r d      

в которой 2 2 2 2sin ( ) ;d d d       параметры t, 

r, θ, φ имеют стандартный математический 
смысл – времени и трёх сферических координат; 
функция  f r  имеет вид 

  
2 2

2 2

2
1 .

M Q r
f r

r r l
     (1.1) 

В выражении (1.1) обозначения l, M и Q соответ-
ствуют АдС радиусу, массе чёрной дыры и заря-
ду чёрной дыры соответственно. Радиус же гори-
зонта событий r  находится, как наибольший 

корень уравнения 

   0.f r   (1.2) 

Масса чёрной дыры M при этом, следуя [5], 
отождествляется с энтальпией H и связана с АдС 

ФИЗИКА
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радиусом и другими характеристиками чёрной 
дыры выражением  

 
22

2 2
1 .

2

r rQ
M

r l
 



 
   

 
 (1.3) 

Тогда дифференциал массы при введении 
электрического потенциала вида /Ф Q r  за-

пишется как 

 .dM dH TdS VdP ФdQ     (1.4) 

Космологическая константа   определяет 
давление Р, отрицательна и связана с АдС ра-
диусом l  

 
2

3
,

88
P

l


  


 (1.5) 

а энтропия S равна четверти площади горизонта 
событий, то есть   
 2 .S r   (1.6) 

Используя (1.3) и (1.4), находим выражение 
для температуры Т  

 
 2 2 2 4

2 3
,

3
.

4P Q

l r Q rM
T

S l r

 



      
 (1.7) 

И далее получаем уравнение состояния вида 
( , )P P r T  для РН-АдС чёрной дыры на осно-

вании связей (1.3), (1.5) и (1.7)   

  
2

2 4

1
, ,

2 8 8

T Q
P r T

r r r
  

  
 

 (1.8) 

которое просто привести к стандартному виду 
УС для термодинамики ( , ),P P V T  принимая 

во внимание, что  

 

1

33
.

4

V
r

    
 (1.9) 

 
 

Рисунок 1.1 – Критическая изотерма РН-АдС 
чёрной дыры при Q = 2 с параметрами: 

0,02166;cT   48, 2893 10 ;cP    4,89cr   
 

В силу (1.9) очевидно, что УС (1.8) также 
позволяет нам определить критические парамет-
ры РН-АдС чёрной дыры на основе критерия 
точки перегиба 

 0,
P

r





 

2

2
0,

P

r





 (1.10) 

что приводит к результатам 

 
6

,
18cT

Q



 6 ,cr Q   

2

1
.

96cP
Q




 (1.11) 

В рассматриваемом случае критические 
параметры зависят от заряда Q.  

Покажем корректность результатов (1.11), 
для чего на рисунке 1.1 изобразим явный вид 
критической изотермы для Q = 2 с указанием 
критической точки. 
 

2 РН-АдС чёрная дыра в тёмной материи 
Вновь рассмотрим заряженную, статичную, 

сферически симметричную РН-АдС чёрную 
дыру, но теперь помещенную в тёмную материю, 
обладающую свойствами идеальной жидкости 
(ИЖТМ).  

Метрика пространства-времени сохранит 
прежний вид, но функция (1.1) преобразуется в 

  
2

2
2

2 λ
1 ln .

3

 

λ

M Q r
f r r

r rr

        
 

 (2.1) 

Наличие тёмной материи приводит ко введению 
[9] обобщённой координаты  0 >  и обобщённой 
силы A, определяемой как 

 
1

ln .
2 λ

r
A

   
 

 (2.2) 

В рассматриваемом случае формулы (2.1) и 
(2.2) на горизонте событий при выполнении ус-
ловий (1.2) и (1.5) приводит к выражению для 
массы 
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а дифференциал массы приобретает вид 

 λ.dM dH TdS VdP ФdQ Ad      (2.4) 

Теперь, используя (2.3) и (2.4), на основе (1.6) и 
(1.7) получаем температуру Т и уравнение со-
стояния  ,P P r T  
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Выполнение условия для критических парамет-
ров (1.10) в (2.5) приводит к  
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Пример критической изотермы РН-АдС 
чёрной дыры в ИЖТМ приведен на рисунке 2.1. 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Критическая изотерма РН-АдС 
чёрной дыры в ИЖТМ при Q = 1 и λ  = 0,5 

с параметрами: 0,07069;cT   37,73 10 ;cP    

1,83cr   

 
3 БИ-АдС чёрная дыра  
В этом пункте обратимся к более сложному 

объекту – заряженной чёрной дыре Борна –Ин-
фельда (БИ) также в АдС пространстве. Она воз-
никает как решение уравнений Эйнштейна в 
случае нелинейной электродинамики, но в  
БИ-подходе устраняется сингулярность электро-
магнитного поля в центре дыры путем использо-
вания фундаментальной длины β, накладываю-
щей ограничение на напряженность поля.  

В данном случае космологическая констан-
та ,  сохраняя связь с давлением P, параметри-
зуется размерностью пространства D 
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Метрика также параметризуется D и содержит 
теперь громоздкую  f r  [8] 
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где  2 1 , ; ;F a b c z  – гипергеометрическая функ-

ция. Также в (3.2) проведены два переопределе-
ния, связанные с массой и зарядом, а в метрике 
использован 2

2Dd   – квадрат дифференциала 

телесного угла 
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Дифференциал массы сохраняется в виде (1.4). 
На горизонте событий из (3.2) и (3.3) определяем 
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Энтропия и объём в рассматриваемом случае 
имеют следующий вид  
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На основе (1.4), (3.1), (3.5) и (3.6) получаем вы-
ражение для температуры и уравнение состояния 

 ,P r T , находящееся в хорошем соответствие с 

[10], [11]: 
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Рисунок 3.1 – Критическая изотерма БИ-АдС 
чёрной дыры при: Q = 0,04; q = 0,04; β = 10; 
D = 4 с параметрами: 1,1466;cT   2,38;cP   

0,081cr   

 
Дальнейшие преобразования (3.7) на основе 

формул (1.10), (3.3) и (3.4) позволяют получить 
громоздкие, но явные, аналитические выражения 
только для критических температуры и давления. 
Для критического горизонта событий явного вы-
ражения нет. В частном случае, например, при  
D = 4, получим: 
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Частный случай поведения критической 
изотермы БИ-АдС чёрной дыры представлен на 
рисунке 3.1. 
 

Заключение 
Таким образом, в данной работе показан 

метод определения явного вида термодинамиче-
ских уравнений состояния чёрных дыр видов: 
РН-АдС, РН-АдС в ИЖТМ и БИ-АдС, приведен-
ного в формулах (1.8), (2.5) и (3.7). Полученные 
для горизонта событий УС исследованы на нали-
чие у них критических состояний. Найдены ана-
литические выражения для критических пара-
метров и построены графики критических изо-
терм для ряда частных случаев. В дальнейшем 
предполагается проведение сравнительного анали-
за результатов данной статьи с критическим пове-
дением реальных жидкостей в различных моделях, 
например, в модели Редлиха – Квонга [12]. 
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STRUCTURE AND MECHANICAL PROPERTIES OF CARBON COATINGS 

FORMED ON AN ION-BASED ETHYL CELLULOSE  
AND SULFURIC ACID UNDERLAYER 

A.S. Rudenkov1, Jiang Xiahong2, M.A. Yarmolenko1, D.G. Piliptsou1 
1Francisk Skorina Gomel State University 

2Nanjing University of Science and Technology 
 

Аннотация. Установлено, что обработка ионами азота с энергией до 0,3 кэВ подслоя на основе этилцеллюлозы 
и серной кислоты приводит к увеличению субшероховатости и уменьшению соотношения sp3/sp2-гибридизированных 
атомов углерода у формируемых на его поверхности углеродных покрытий. Указанные структурные изменения 
приводят к уменьшению твердости покрытий в 1,3–1,6 раз, а коэффициента объемного изнашивания контртела 
в 7–12 раз в зависимости от длительности ионной обработки подслоя. При этом для покрытий с подслоем, обработанным 
ионами азота в течение 4 минут, характерно наличие локальных участков со значениями твердости до 22,7 ГПа 
и высокое среднее значение модуля Юнга – 699,3 ГПа, что, согласно данным КР-спектроскопии, может быть обусловлено 
наличием фуллереноподобных углеродных наноструктур либо их фрагментов. 
 
Ключевые слова: углеродные покрытия, азот, твердость, модуль упругости, коэффициент трения, наноструктуры. 
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Abstract. It was found that irradiating a sublayer based on ethyl cellulose and sulfuric acid with nitrogen ions with energies up 
to 0.3 keV increases subroughness and reduces the ratio of sp3/sp2-hybridized carbon atoms in the carbon coatings formed on its 
surface. These structural changes lead to a 1.3–1.6 fold decrease in coating hardness and a 7–12-fold decrease in the volumetric 
wear coefficient of the counterface, depending on the duration of ion irradiation of the sublayer. Furthermore, coatings with a 
sublayer treated with nitrogen ions for 4 minutes are characterized by the presence of localized areas with hardness values up to 
22.7 GPa and a high average Young’s modulus of 699.3 GPa. According to Raman spectroscopy data, this may be due to the 
presence of fullerene-like carbon nanostructures or their fragments. 
 
Keywords: carbon coatings, nitrogen, hardness, elastic modulus, friction coefficient, nanostructure. 
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Введение  
В настоящее время ионно-плазменная обра-

ботка широко применяется для модификации 
углеродных материалов, таких как графен [1], 
углеродные нанотрубки [2] и углеродные пленки 
[3], [4] с целью управления их структурой и 
свойствами. В качестве прекурсора для синтеза 
углеродных наноструктур в результате пиролиза, 
ионно-плазменного воздействия, химической об-
работки в настоящее время широко используют 
этилцеллюлозу [5]. Также необходимо отметить, 
что в качестве катализатора при карбонизации 

этилцеллюлозы применяются серосодержашие 
соединения [6]. Использование ионно-плазмен-
ной и химической обработки является перспек-
тивным технологическим приемом формирова-
ния углеродных покрытий, армированных угле-
родными наноструктурами, из органических и 
неорганических прекурсоров [7], [8]. 

При ионно-плазменной обработке осаждае-
мых покрытий наблюдается рост соотношения 
sp3/sp2-гибридизированных атомов за счет им-
плантации атомов углерода в приповерхностном 
слое и увеличении его плотности. В [9] показано, 

ФИЗИКА
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что ионно-плазменное травление осаждаемых 
углеродных покрытий приводит к увеличению 
их твердости с 32 ГПа до 46,3 ГПа за счет увели-
чения доли sp³-связей. Установлено, что ионное 
азотирование приводит к увеличению твердости 
углеродных слоев, в первую очередь, за счет об-
разования N-Csp3 связей, но с одновременным 
увеличением содержания sp2-гибридизирован-
ных атомов [3].  

Таким образом, варьируя состав формируе-
мых подслоев, ионно-плазменной обработкой 
можно управлять фазовым составом, а, следова-
тельно, и свойствами углеродных покрытий. Од-
нако из-за различий в методах формирования 
или используемом оборудовании влияние ионно-
плазменной обработки на структуру и свойства 
углеродных слоев изучено недостаточно. 

Целью настоящей работы является опреде-
ление влияния обработанного ионами азота под-
слоя на основе этилцеллюлозы и серной кислоты 
подслоя на морфологию, фазовый состав и меха-
нические свойства углеродных покрытий.  

 
1 Методика эксперимента 
Углеродные покрытия на подслое на основе 

этилцеллюлозы и серной кислоты, подвергнутом 
ионной обработке, были получены трехстадий-
ным методом. На первой стадии слой серной 
кислоты был сформирован путем электронно-
лучевого диспергирования (энергия электронов 
(0,8–1,6) кэВ, плотность тока (10–30) мА/см2), 
слой этицеллюлозы был осажден при помощи 
лазерного диспергирования исходной мишени 
(длина волны 532 нм, энергия в импульсе накач-
ки 43 мДж, энергия в импульсе 450 мДж, дли-
тельность импульса 6 нс). Полученные слои под-
вергались термообработке при температуре  
120° С на воздухе в течение 30 минут. На второй 
стадии полученные покрытия были подвергнуты 
обработке ионами азота с энергией до 0,3 кэВ в 
течении 4 минут и 8 минут (остаточное давление – 
0,04 Па, напряжение анода – 100 В, ток анода –  
2 А, ток накала – 6 А). На третьей стадии из 
плазмы импульсного катодно-дугового разряда 
на осажденные подслои были осаждены угле-
родные покрытия (3000 импульсов, частота 5 Гц, 
напряжение 350 В).  

 

Статистическая обработка результатов 
атомно-силовой микроскопии (Solver Pro, NT-
MDT, Россия), полученных в полуконтактном 
режиме на поле сканирования размером 4x4 мкм, 
используемые для анализа морфологии покры-
тий, осуществлялась при помощи программы 
Gwyddion. В качестве основных параметров для 
сравнительного анализа были выбраны: средняя 
высота и продольные размеры (радиус, диаметр) 
отдельных структурных образований (далее – 
зерен), их количество, среднеквадратичная ше-
роховатость Rms. 

Анализ химических связей и состава покры-
тий осуществлялся средствами рентгеновской 
фотоэлектронной спектроскопии (РФЭС) при 
помощи спектрометра PHI Quantera (Япония).  

Фазовый состав и структурная упорядочен-
ность углеродных покрытий были установлены 
средствами спектроскопии комбинационного 
рассеяния с использованием спектрометра Sen-
terra (Bruker, Германия). Длина волны возбуж-
дающего излучения – 532 нм, мощность – 5 мВт.  
 Твердость H и модуль Юнга E углеродных 
покрытий измерялись посредством нанотвердо-
мера НаноСкан 4D (ТИСНУМ, Россия), осна-
щенного индентором Берковича. 

Коэффициент трения и коэффициент объ-
емного изнашивания контртела j определялись в 
ходе триботехнические испытания, проводимых  
по схеме «сфера  плоскость» с нагрузкой 0,392 Н 
и средней скорости перемещения 0,0135 м/с,  
индентор –  стальной шарик с радиусом 5 мм. 

 
2 Результаты и их обсуждение 
Установлено, что обработка подслоя на ос-

нове целлюлозы и серной кислоты ионами азота 
оказывает существенное влияние на процессы 
структурообразования углеродных покрытий, 
формируемых на его поверхности (рисунок 2.1). 

Ионная обработка подслоя приводит к уве-
личению средней высоты отдельных структур-
ных образований углеродных покрытий в 4 раза, 
их среднего диаметра в 3–5 раз, субшероховато-
сти в 5–6 раз (таблица 2.1). Кроме того, с увели-
чением времени ионной обработки с 4 минут до 
8 минут средняя высота зерен несущественно 
уменьшается, в то время как средний диаметр 
отдельных структурных образований увеличива-
ется в 1,6 раз, а субшероховатость – в 1,2 раза. 

 
Таблица 2.1 – Влияние ионной обработки подслоя на основе этилцеллюлозы и серной кислоты на 

морфологию H2SO4 / ЭЦ / С покрытий  
 

Покрытие 
Длительность  

ионной обработки, мин 
Средняя 

высота, нм 
Rms, нм 

Плотность 
зерен, шт. 

Средний диаметр 
зерен, нм 

– 35,5 6,2 262 94 
4 144,3 32,0 34 330 H2SO4 / ЭЦ / С 
8 142,2 39,0 20 540 
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а) без ионной обработки; б) 4 минуты; в) 8 минут 

 

Рисунок 2.1 – АСМ изображения углеродных покрытий, сформированных на подвергнутом в течение 
различного времени ионной обработке подслое на основе этилцеллюлозы и серной кислоты  

   

 
а) без ионной обработки; б) 4 минуты; в) 8 минут 

 

Рисунок 2.1 – Распределение зерен углеродных покрытий, сформированных на подвергнутом в течение 
различного времени ионной обработке подслое на основе этилцеллюлозы и серной кислоты 

 
Данный факт объясняется неоднородностью 

фазового состава подслоя, его преимуществен-
ным травлением вдоль определенных кристалло-
графических направлений, а также возможной 
аморфизацией нанокристаллов графита и фазо-
вым переходом sp3→sp2 вследствие нагрева при 
ионной обработке.  

Установлено, что покрытия, сформирован-
ные без обработки ионами азота, характеризуют-
ся более высокодисперсной структурой (рисунок 
2.2). Около 30% отмаркированных зерен обла-
дают диаметром около 30 нм, в то время как в 
случае углеродных покрытий, полученных при 
ионной обработке подслоя в течение 8 минут, 
30% отмаркированных зерен имеют размер око-
ло 160 нм, а 25% – свыше 800 нм.  

При этом необходимо отметить, что распре-
деление зерен по размерам в случае углеродных 
покрытий, полученных без ионной обработки, 
является унимодальным. В то время как покры-
тия, полученные с применением ионной обра-
ботки, характеризуются мультимодальным рас-
пределением зерен по размеру. 

Спектр комбинационного рассеяния угле-
родных покрытий, сформированных на подслое 
на основе серной кислоты и целлюлозы, полу-
ченном путем лазерного диспергирования ис-
ходных компонентов с последующей обработкой 
ионами азота, был разложен на следующие 

составляющие: T-пик около 1180÷1230 см-1, обу-
словленный, как правило, наличием sp3-кла-
стеров с размером менее 5 нм; D-пик около 
1350÷1450 см-1, определяемый радиальными ко-
лебаниями шестиатомных колец с сопряженны-
ми sp2-связями и наличием дефектов (отсутст-
вующий в спектрах высокоупорядоченных 
структур); G-пик вблизи 1550 см-1, вызванный 
продольными колебаниями sp2-связей в аромати-
ческих и цепочечных молекулах углеродных ма-
териалов; D’-пик вблизи 1600÷1620 см-1, форми-
руемый наличием фрагментов графеновых плос-
костей [10], [11]. При этом согласно [11] пик 
вблизи 1228 см-1 соответствует E1 моде фуллере-
на C70. Одновременное наличие T- и D’-пика, 
согласно [12], может указывать на наличие  
sp3-кластеров с размером менее 5 нм. 

Показано, что ионная обработка подслоя на 
основе этиллцелюлозы и серной кислоты оказы-
вает существенное влияние на спектры комбина-
ционного рассеяния (а, следовательно, на про-
цессы структурообразования), формируемые на 
его поверхности из плазмы импульсного катод-
но-дугового разряда углеродных слоев (таблица 
2.2). Соотношение ID / IG увеличивается с 0,16 до 
0,77 при увеличении длительности обработки 
подслоя до 8 минут, что может быть обусловлено 
процессами аморфизации sp3-кластеров, фазовой 
трансформацией sp3→sp2 и возникновением 
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радиационных дефектов вследствие бомбарди-
ровки ионами азота до 0,3 кэВ.  

Известно, что соотношение ID / IG прямо 
пропорционально зависит от размера sp2-клас-
теров при его значении менее 2 нм и обратно 
пропорционально при больших размерах.   

Согласно [13], [14] смещение D-пика в об-
ласть более низких волновых чисел, а G-пика, 
наоборот, в область более высоких волновых 
чисел указывает на графитизацию углеродной 
матрицы и агломерацию sp2-кластеров, что под-
тверждается вышеприведенными данными атом-
но-силовой микроскопии.  

Увеличение ширины G-пика H2SO4 / ЭЦ / С 
покрытий вследствие ионной обработки подслоя 
обусловлено увеличением степени разупорядо-
ченности sp2-кластеров и может косвенно свиде-
тельствовать об их аморфизации.  

Установлено, что ионная обработка подслоя 
на основе этиллцелюлозы и серной кислоты при-
водит к смещению T-пика с 1182 см-1 до 1234 см-1 
в случае длительности обработки в течение  
4 минут и до 1214 см-1 при длительности 8 минут. 

Такие изменения могут быть вызваны как изме-
нением размеров sp3-кластеров, так и образова-
нием вследствие ионной обработки фрагментов 
монослоев углерода, характерных для фуллере-
нов.  

Результаты рентгеновской фотоэлектронной 
спектроскопии (таблица 2.3) согласуются с ре-
зультатами КР-спектроскопии, указывающими 
на увеличение содержания sp2-связей при обра-
ботке подслоя на основе ЭЦ и H2SO4 ионами азо-
та с энергией 0,3 кэВ.  

С1s спектр РФЭC, расположенный около 
280÷290 эВ был разложен при помощи функции 
Гаусса следующим образом (рисунок 2.4): Csp2 – 
пик с энергией связи ~ 284,6 эВ; Csp3 – пик с 
энергией связи ~ 285,4 эВ [15]; Csp2-N с энергией 
связи 285,9 эВ [16]. Ввиду близкого взаимного 
расположения и малой интенсивности пик C = S 
пик c энергией связи ~ 287,2 эВ [17] и С – O пик 
с энергией связи ~ 286,5 эВ [18] были объедине-
ны. Кроме того, необходимо учитывать, что пик 
около 287÷287,3 эВ указывает на присутствие  
Csp3-N связей [16]. 

 
Таблица 2.2 – Влияние длительности ионной обработки подслоя на основе ЭЦ + H2SO4  
                         на параметры КР-спектров H2SO4 / ЭЦ / С покрытий  

 

D-пик G-пик 
Покрытие 

Длительность 
ионной обработки, мин Положение, см-1 Ширина, см-1 Положение, см-1 Ширина, см-1 ID / IG

– 1414 62 1530 99 0,16
4 1424 201 1551 130 0,62H2SO4 / ЭЦ / С 
8 1390 181 1544 116 0,77

 
Таблица 2.3 – Влияние длительности ионной обработки подслоя на основе ЭЦ + H2SO4  
                        на С1s спектр РФЭС H2SO4/ЭЦ/C покрытий  
 

Покрытие 
Длительность  

ионной обработки, 
мин 

Тип 
связи 

Пик, эВ 
(± 0,3 эВ) 

Ширина, эВ
Доля 

площади, % 
Сsp3/Сsp2 

Сsp2 284,4 1,1 39,9 
Сsp3 285,1 1,1 57,5 – 

C – O 286,3 0,7 2,6 
1,44 

Сsp2 284,6 1,1 54,5 
Сsp3 285,4 1,1 26,3 

Csp2-N 285,9 1,1 18,0 
4 

С – O / C = S 287,0 0,5 1,2 

0,48 

Сsp2 284,7 1,1 52,3 
Сsp3 285,4 1,3 30,0 

Csp2-N 285,9 1,1 16,4 

H2SO4 / ЭЦ / C 

8 

С – O / C = S 286,9 0,7 1,3 

0,57 

 
Таблица 2.4 – Влияние длительности ионной обработки подслоя на основе ЭЦ + H2SO4  

                                 на механические свойства H2SO4 / ЭЦ / С покрытий  
 

Покрытие Длительность 
ионной обработки, мин 

H, ГПа E, ГПа H / E H3 / E2, ГПа
Коэффициент 

трения 
j·10-17,  

м3/(Н∙м) 
– 7,6 193,8 0,049 0,0117 0,66 1330,9 
4 5,9 699,3 0,008 0,0004 0,68 109,7 H2SO4 / ЭЦ / C 
8 4,8 84,4 0,057 0,0155 0,70 190,8 
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а) без ионной обработки; б) 4 минуты; в) 8 минут 

 

Рисунок 2.4 – С1s спектр РФЭС H2SO4/ЭЦ/C покрытий, осажденных на подслое на основе ЭЦ + H2SO4  
с различной длительностью обработки ионами азота 

 

Анализ N1s и S2p спектров провести не 
удалось, т. к. РФЭС чувствителен только к по-
верхностному слою (глубина выхода фотоэлек-
тронов из образца составляет не более 5 нм) [19], 
а их интенсивность достаточно низкая из-за ма-
лой концентрация азота и серы в приповерхност-
ных слоях – не более 0,9 ат. % и 0,8 ат. % соот-
ветственно. 

Установлено, что соотношение Сsp3 / Сsp2 
покрытий, сформированных на подслое на осно-
ве этилцеллюлозы и серной кислоты, не под-
вергнутом ионной обработке, выше, чем у по-
крытий, полученных с использованием обработ-
ки ионами азота. Рост Сsp2 компоненты C1s пика 
вызван процессами фазовой трансформации 
sp3→sp2 и образованием sp2-кластеров из-за на-
грева подслоя вследствие бомбардировки ионами 
азота. При этом увеличение длительности ион-
ной обработки подслоя с 4 до 8 минут приводит 
к незначительному уменьшению доли Сsp2,  
вероятно, вследствие травления.  

Кроме того, установлен факт образования 
соединений Csp2-N. По всей видимости при на-
несении углеродных слоев из плазмы импульс-
ного катодно-дугового разряда после ионной 
обработки вследствие нагрева поверхности и 
дегазации, а также пористости формируемого 
покрытия, азот вступает во взаимодействие с 
осаждаемыми частицами углерода.  

Изменения структуры и фазового состава 
H2SO4 / ЭЦ / C покрытий вследствие последую-
щей обработки ионами азота с энергией 0,3 кэВ 
подслоя сказываются на их механических свой-
ствах (таблица 2.4). 

Установлено, что ионная обработка подслоя 
на основе ЭЦ и H2SO4 приводит к уменьшению 
твердости H покрытий H2SO4 / ЭЦ / C с 7,6 ГПа 
до 4,8 ГПа (рисунок 2.5). С увеличением дли-
тельности ионной обработки с 4 минут до 8 ми-
нут твердость уменьшается с 5,9 ГПа до 4,8 ГПа.  

Данный факт обусловлен, по всей видимо-
сти, нагревом подслоя вследствие ионной обра-
ботки, вызывающей его аморфизацию, фазовую 
трансформацию sp3→sp2, а также агломерацию и 

увеличение размеров sp2-кластеров. Увеличение 
размеров sp2-кластеров, согласно закону Холла –
Петча, также может приводить к снижению 
твердости покрытий [20].  

 

 
 

Рисунок 2.5 – Влияние длительности ионной 
обработки подслоя на основе ЭЦ + H2SO4  

на твердость H и модуль Юнга E покрытий 
H2SO4 / ЭЦ / С: а) без ионной обработки;  

б) 4 минуты; в) 8 минут  
 

Углеродные покрытия, сформированные на 
подслое на основе этилцеллюлозы и серной 
кислоты, который был подвержен ионной обра-
ботке в течение 4 минут, характеризуются неод-
нородным распределением значений твердости 
по поверхности (до 22,7 ГПа), что объясняется 
их неоднородным фазовым составом, а также 
наличием Csp2 – N связей. Модуль Юнга выше-
указанных покрытий равняется 699,3 ГПа, что 
выше в 3,6 раза, чем у покрытий без ионной об-
работки, и выше в 8,3 раза, чем у покрытий, 
сформированных на подслое, обработанном в 
течение 8 минут. Такое высокое значение модуля 
упругости может быть обусловлено наличием 
углеродных наноструктур (согласно [21] модуль 
Юнга варьируется от 0,40 до 3,7 ТПа) или нали-
чием нанокристаллических sp3-кластеров [22].  

Снижение модуля Юнга H2SO4 / ЭЦ / C по-
крытий, сформированных на подслое, обрабо-
танном ионами азота в течение 8 минут,  
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обусловлено увеличением размеров sp2-класте-
ров, разрушением фрагментов наноструктур, 
аморфизацией и образованием радиационных 
дефектов.  

Наименьшими значениями сопротивления 
упругой деформации H / E и сопротивления пла-
стической деформации H3 / E2 обладают покры-
тия, полученные на подслое этилцеллюлозы и 
серной кислоты, обработанном ионами азота в 
течение 4 минут, что может косвенно свидетель-
ствовать об их низкой износостойкости [23] 
вследствие наименьшего значения соотношения 
sp3 / sp2 из рассматриваемых образцов согласно 
результатам РФЭС (таблица 2.3). Наибольшей 
пластичностью из рассматриваемых образцов 
характеризуются H2SO4 / ЭЦ / C покрытия, сфор-
мированные на подслое, обработанном ионами 
азота в течение 8 минут, что может быть обу-
словлено увеличением размеров sp2-кластеров и 
аморфизацией покрытия.  

Установлено, что ионная обработка подслоя 
на основе этилцеллюлозы и серной кислоты при-
водит к уменьшению значения коэффициента 
объемного изнашивания контртела j в 7–12 раз в 
зависимости от длительности ионной обработки. 
Данный факт объясняется нагревом подслоя в 
результате ионной обработки и, как следствие, 
увеличением содержания графита, выступающего 
в роли твердой смазки. Наименьшим значением 
коэффициента объемного изнашивания контрте-
ла j характеризуются покрытия с подслоем, об-
работанным в течении 4 минут, что может быть 
обусловлено наличием фрагментов наноструктур 
(например, фуллеренов), предотвращающих из-
нос контртела. Рост коэффициента объемного 
изнашивания контртела с увеличением длитель-
ности ионной обработки с 4 минут до 8 минут 
может быть обусловлен увеличением соотноше-
ния sp3 / sp2 с 0,48 до 0,57 и абразивным действи-
ем sp3-кластеров. 

 

 
 

Рисунок 2.6 – Кинетические зависимости 
коэффициента трения углеродных покрытий 

на подслое на основе ЭЦ + H2SO4 с различной 
длительностью обработки ионами азота:  

а) без ионной обработки; б) 4 минуты; в) 8 минут 

Показано, что ионная обработка подслоя на 
основе этилцеллюлозы и серной кислоты покры-
тий H2SO4 / ЭЦ / С приводит к незначительному 
увеличению коэффициента трения (рисунок 2.6).  

При этом стадия приработки в случае по-
крытий с обработанным ионами азота подслоем 
гораздо короче, значение коэффициента трения 
более стабильно, что, вероятно, обусловлено 
увеличением содержания sp2-фазы (соотношение 
sp3 / sp2 уменьшается с 1,44 до 0,48), выступаю-
щей в роли твердой смазки. С увеличением дли-
тельности ионной обработки с 4 минут до 8 ми-
нут коэффициент трения увеличивается с 0,68 до 
0,70, что может объясняться увеличением шеро-
ховатости покрытий, размеров отдельных струк-
турных образований и подтверждается данными 
атомно-силовой микроскопии (таблица 2.1). 
 

Выводы 
Установлено, что обработка ионами азота  

(с энергией не более 0,3 кэВ) подслоя на основе 
этилцеллюлозы и серной кислоты оказывает су-
щественное влияние на процессы структурооб-
разования и фазовый состав осаждаемых из 
плазмы импульсного катодно-дугового разряда 
углеродных слоев. Углеродные покрытия, 
сформированные на обработанном подслое, ха-
рактеризуются более низкими значениями твёр-
дости и коэффициента объемного изнашивания 
контртела, но более высокими значениями коэф-
фициента трения, чем в случае покрытий, полу-
ченных без применения ионной обработки, что 
объясняется различной скоростью травления 
вдоль определенных кристаллографических на-
правлений, а также возможной аморфизацией 
нанокристаллов графита и фазовым переходом 
sp3→sp2 вследствие нагрева при ионной обработ-
ке. Высокое значение модуля Юнга, равное 
699,3 ГПа, для покрытий, полученных при дли-
тельности обработки ионами подслоя 4 минуты, 
может быть обусловлено наличием углеродных 
наноструктур, однако данный факт требует про-
ведения дополнительных исследований. 
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Аннотация. Проведена модификация системы уравнений Максвелла – Блоха, позволившая анализировать особенности 
структуры сверхизлучения, развивающегося в резонаторах импульсных лазеров. Учтена возможность влияния  
безынерционной по отношению к вариациям инверсной заселенности нелинейности материального отклика активного 
элемента в схеме резонатора на временнýю структуру излучаемого светового поля. Нелинейность приводит к фазовой 
неустойчивости и соответствующей перенормировке фазового соотношения излучаемого поля и поляризационного 
отклика инвертированной среды. Это ведет к значительному повышению частоты нутационных осцилляций и 
изменению временнóго профиля интенсивности сверхизлучения. Модельные расчеты проведены для параметров 
микролазеров на полупроводниковых квантовых точках. 
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Введение 
Проблемы совершенствования низкораз-

мерных источников когерентного излучения ос-
таются актуальными для целей разработки им-
пульсных лазеров, применяемых в линиях сверх-
быстрой передачи информации или совместимых 
с сиcтемами нанофотоники [1]. Использование 
возможностей оптических когерентных эффек-
тов для оптимизации процесса формирования 
сверхкоротких моноимпульсов или устойчивой 
контрастной серии коротких импульсов в лазер-
ном резонаторе открывает пути оптимизации 

импульсных режимов излучения [2]–[5]. Эффект 
сверхизлучения, способный развиваться в низко-
добротных резонаторах при достижении относи-
тельно высокого уровня инверсии, представляет 
одно из таких явлений [5]–[7]. Когерентный эф-
фект сверхизлучения (СИ) происходит как след-
ствие самопроизвольной фазовой корреляции 
(согласования фаз или фазировки) первоначаль-
но независимых элементарных резонансных цен-
тров (РЦ), включенных в матрицу инверсной 
среды. Появление фазовой корреляции объясня-
ют двумя факторами – взаимодействием РЦ, 
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представляемых, например, двухуровневыми ди-
полями, через излучаемое ими световое поле и 
нелинейностью осцилляторных движений элек-
тронов внутри РЦ. B лазерах с низкодобротными 
резонаторами скорость наведения и распада по-
ляризованности РЦ в массиве инверсной среды 
может оказаться значительно меньше скорости 
релаксации поля в схеме резонатора [7], [8]. 
Квантовые когерентные эффекты в динамике 
поляризационного отклика массива дипольных 
излучателей могут сыграть существенную или 
даже ведущую роль в реализации тех или иных 
режимов генерации поля излучения и установле-
нии корреляции РЦ, взаимодействующих по-
средством этого поля. 

В более общем случае следует учитывать, 
что типичная для резонансного взаимодействия 
кинетика когерентного излучения сопровожда-
ется фазовой неустойчивостью: в процессе фор-
мирования излучаемого структурой дипольных 
излучателей поля в лазерном резонаторе проис-
ходят смещение частоты и соответствующие ва-
риации фазового соотношения действующего на 
РЦ светового поля с поляризационным откликом 
массива. Среди причин фазовой неустойчивости 
можно указать влияние ближних полей диполей 
на положение центральной частоты резонанса 
усиления и нелинейную рефракцию, вызванную 
поглощением излучения в переходах, соседних с 
резонансным. Известно [9], что такой нелиней-
ный дрейф частоты (frequency chirp) выступает 
эффективным фактором радикальных изменений 
в динамике импульсного излучения. 

В работе, положенной в основу настоящей 
статьи, в рамках ypaвнений Максвелла – Блоха с 
применением формализма вектора Блоха проана-
лизированы особенности динамики излучения 
импульсных лазеров в условиях когерентного 
взаимодействия светового поля со средой уси-
ливающего элемента и присущей среде резо-
нансной фазовой нелинейности. Фактически рас-
сматриваются закономерности формирования 
сверхизлучения в резонаторе в условиях нели-
нейного смещения частоты. Принципиальным 
моментом, определяющим новизну работы, яв-
лялось применение представлений обобщенной 
двухуровневой схемы [10], которое дало воз-
можность учета нелинейной рефракции, вызван-
ной влиянием поглощения в квазирезонансных 
переходах. Наряду с типичным для плотной 
упаковки дипольных РЦ взаимным поляризую-
щим влиянием их ближних полей, квазирезо-
нансная поляризованность способна стимулиро-
вать перенормировку фазового соотношения по-
ля и поляризованности ансамбля РЦ. 

 
1 Постановка задачи 
СИ представляет coбoй эффект сверхбыст-

рого взаимодействия излучения с веществом, 
когда характерная длительность действующих на 

образец вещества или высвечиваемых оптиче-
ских импульсов значительно меньше времени 
действия релаксационных механизмов в среде 
[11]. Иcпускание импульса СИ ансамблем из 
большого числа N возбуждённых РЦ способно 
развиваться в течение времени R, много мень-
шего характерного времени излучения oтдель-
ного РЦ (времени продольной релаксации пере-
хода Т1). Характерное время сверхизлучения R 
зависит от вероятности резонансного перехода в 
канале вынужденного излучения и обратно про-
порционально N. Пиковая интенсивность им-
пульса на частоте , плотность энергии в кото-
ром определяется числом излучённых квантов 
Nħ, получается пропорциональной второй сте-
пени N (N2)  в результате высвечиваемый им-
пульс СИ оказывается особо мощным. В этом 
состоит основное отличие СИ от некоррелиро-
ванного испускания системы возбуждённых РЦ, 
где характерное время спонтанного излучения 
порядка 1, а интенсивность пропорциональна 
первой степени N.  

СИ было экспериментально обнаружено во 
многих средах  газах, твёрдых телах и полупро-
водниках [2], [7], в том числе в экситонных кон-
денсатах при низких температурах и системах 
квантовых точек (KT) в наногетероструктурах 
[12]. Следует подчеркнуть, что в качестве актив-
ных элементов оптических и лазерных схем на-
нофотоники предпочтительны именно массивы 
КТ [13], [14]. Такого рода элементарными кван-
товыми излучателями с размером, превышаю-
щим атом, но с дискретным энергетическим 
спектром, в соответствующих технологиях обра-
зованы компактные регулярные структуры с от-
носительно высокой концентрацией РЦ, в связи с 
чем такие материалы часто называют суперкри-
сталлами (СК) [15]. Квантовые переходы с уча-
стием КТ характеризуются гигантскими силами 
осциллятора, что неизбежно приводит к сильно-
му проявлению нелинейных оптических эффек-
тов при умеренных уровнях интенсивности коге-
рентного светового поля действующего в лазер-
ной структуре из КТ, где в силу их высокой объ-
ёмной плотности может быть значимым эффект 
взаимного влияния ближних полей дипольных 
частиц. B субмикронном и нанометровом форма-
те массивы КТ обладают сравнительно низкопо-
роговым нелинейным откликом на поле коге-
рентного излучения, особенно выраженным в 
экситонной области спектра. В используемых в 
оптике полупроводниковых материалах СИ про-
исходит как коллективная спонтанная рекомби-
нация. Динамика компонентов отклика СК в ре-
жиме СИ определяет процесс генерации излуче-
ния в случае достижения максимальной инвер-
сии в массиве КТ. В процессе формирования СИ 
фазы отдельных КТ, представляемых дипольными 
РЦ, спонтанно синхронизируются, в результате 
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чего в пределах образца формируется коллек-
тивный диполь с малым временем излучательной 
рекомбинации, равным времени СИ R. Влияни-
ем диполь-дипольного взаимодействия и реакци-
ей на поле переходов, близких к основному, по 
мере резонансных вариаций населённости опре-
деляется фазовая динамика излучения, прояв-
ляющаяся в смещении центра линии 12 и уши-
рении спектральной линии усиления. Фазовая 
модуляция возникает даже при наличии отстрой-
ки частоты поля  от центра линии 12. Такими 
особенностями, присущими резонансному взаи-
модействию, определяется дефазировка ансамб-
ля РЦ, которая способна изменить форму и 
структуру импульса СИ.  

Далее рассмaтривается влияние этих факто-
ров нелинейной фазовой динамики на резонанс-
ную кинетику сверхизлучения в обычном допу-
щении среднего поля по длине резонатора. Фазо-
выми эффектами определена возможность воз-
никновения динамической обратной связи в ре-
зонаторе (амплитудно-фазовой связи), поэтому 
применительно к усиливающим элементам с 
квантоворазмерными эффектами следует гово-
рить именно о автомодуляционном процессе с 
характерностью явления СИ. Поскольку наибо-
лее контрастно фазовая нелинейность и её след-
ствия проявляются именно в материалах кванто-
воразмерными эффектами, при расчетах динами-
ки СИ в качестве исходных параметров модели 
использованы типичные характеристики лазеров 
на структурах КТ. 

 
2 Основные уравнения 
В использованном подходе уравнение для 

квазистационарной напряженности поля E(t) в 
резонаторе аналогично, например, [16], решается 
совместно с уравнениями Блоха для электриче-
ских моментов дипольных РЦ. Этими квантово-
механическими уравнениями описывается дина-
мика вероятностных переменных материального 
отклика  поляризованности (t) и инверсии за-
селенности уровней n(t). Система уравнений 
Максвелла – Блоха применима для анализа ди-
намики излучения лазеров, включающих масси-
вы КТ (cм., например, [17]). В общем случае рас-
сматриваемого взаимодействия исходная форму-
лируемая модель записывается так: 
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Здecь Р – поляризованность массива PЦ,  
T = l /c  время обхода светом резонатора (l  оп-
тическая длина резонатора) ,   матричный  
элемент дипольного момента перехода, 
 =   12  линейная отстройка (дефект) час-
тоты.  

Для поляризованности обычно пpимeняется 
представление P = N. Представления обоб-
щённой двухуровневой схемы, обоснованные в 
[10], приводят к перенормировке выражения для 
поляризованности P, в котором учитывается по-
ляризующее влияниe излучения переходов, 
близких к резонансному. Квазирезонансный 
компонент в выражении для P пропорционален 
вариации инверсии с коэффициентом  , рав-
ным дефекту поляризуемости (различию поляри-
зуемостей РЦ на уровнях перехода): 
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Диполь-дипольное взаимодействие в ансамбле 
РЦ определено использованием в уравнениях для 
материального отклика (2.1) величины 
действующего на РЦ поля Е', различающегося с 
коррелирующим поле E включением локальной 
поправки Лоренца.  

Для поля E далее использована переменная 
e(t) = E(t) / ћ, часто именуемая частотой Раби, 
определен временнóй параметр СИ, а также 
введены коэффициент нелинейной рефракции  
и нормирующий коэффициент в поправке 
Лоренца  :  
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С учетом представлений (2.2) кинетическую 
модель СИ можно записать в виде: 
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Оригинальная расчетная модель процесса 
СИ (2.3) образует замкнутую самосогласованную 
систему уравнений, в которой коррелирующее 
поле зависит от резонансных свойств активных 
центров в массиве РЦ и, в свою очередь, опреде-
ляет динамику их реакции в условиях однокван-
тового резонанса. Для возникновения СИ среда 
должна быть максимально инвертирована, воз-
можность обратимого процесса изменения засе-
лённости при сбросе инверсии не рассматривает-
ся: изначально в уравнении для вероятности ин-
версной заселённости n исключены релаксаци-
онные составляющие, не учитывается также фа-
зовая релаксация поляризованности. Последним 
исключается рассмотрение влияния механизмов 
естественного (однородного, а также неоднород-
ного) уширения спектральной линии усиления. 
Поэтому нелинейную модель (2.3) в отношении 
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описания процесса СИ в структурах полупро-
водниковых КТ определенным образом можно 
применять для оценки динамики поля в домен-
ных образованиях, составляющих массив СК [12]. 

 
2 Результаты моделирования эффекта СИ 
Для решения задачи моделирования 

используем в (2.3) экспоненциальное выражение 
комплексных переменных: 

( ) ( ) exp[ ( )],e t T S t i t   ( ) ( ) exp[ ( )].t R t i t   

Система (2.3) тогда представляется в 
следующем виде (влияние фазовой модуляции 
из-за отстройки резонанса не рассматривается, 
т. е., что   0, тем самым по совпадению 
частот выполняется условие точного резонанса): 
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Решение неавтономной задачи расчeта пе-
ременных отклика R, n имеет полуаналитическое 
представление при любом виде нормированной 
амплитуды поля S(t). Начальные условия обычны 
и соответствуют нулевому значению поляризо-
ванности R(t = 0) = 0 при максимальном уровне 
инверсии, т. е. считается, что n(t = 0) = 1. Из 
уравнений для отклика вытекает соотношение, 
представляющее собой принятый классическим 
закон сохранения вектора Блоха [11]: R2 + n2 = 1. 
Решения для материальных переменных записы-
вают в виде функции угла поворота (t). С уче-
том использованных при формулировке (2.3) 
представлений решения для отклика модифици-
руются следующим образом: 
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Величиной угла поворота (t) (полярного 
угла вектора Блоха) за время формирования им-
пульсов СИ определяется изменение вектора 
Блоха в пространстве переменных Re, Im, n.  
В отличие от традиционного представления 
подинтегральное выражение «площади импуль-
са» поля в выражении для угла (t) в решениях 
(3.2) зависит от фазового соотношения поля и 
поляризованности. Тем же фазовым соотноше-
нием определяется и эффективность усиления в 
схеме (3.1). В сущности, значение сos  высту-
пает в качестве нелинейного форм-фактора ли-
нии усиления для условий учета динамической 
отстройки частоты от резонанса. 

В дальнейших расчетах, имеющих целью 
моделирование динамики СИ, используется 
система (3.1) с учетом решения n(t), определя-
емого в (3.2) величиной полярного угла вектора 
Блоха. Использование выражения для R(t) 
coпряжено с очевидной сложностью, поскольку 
оно представляет собой трансцендентное урав-
нение. Рассчитывалась временнáя развертка 
нормированной величины интенсивности 
In(t) = S2(t). Схема расчета (3.1) численно 
интегрировалась методом Рунге – Кутты при 
указанных выше начальных условиях для мате-
риального отклика в предположении, что «стар-
товое» значение амплитуды S(t = 0) достаточно 
мало, т. е. фактически решалась задача усиления 
относительно cлaбoгo сигнала при условии сов-
падения начальных фаз поля и поляризованности 
((t = 0) = 0). Вид и характер решений (3.1) для 
нормированной интенсивности поля СИ при 
этом не зависел от избранного значения S(t = 0). 

Для оценки масштаба явлений использо-
ваны примерные значения параметров реальных 
излучающих устройств на основе КТ, которые 
взяты из научной литературы для массивов КТ в 
схемах InAs / (Al)GaAs на подложках GaAs [13], 
[14]. Так, величина плотности КТ находилась в 
пределах (1,0…5,0)1011см-2, также предполага-
лось, что длина резонатора с учeтом оптической 
длины усиливающего элемента, излучающего, в 
зависимости от концентрации КТ и уровня  оп-
тических потерь, была в пределах 0,3–0,4 мм. 
Величину дипольного момента КТ можно оце-
нить, следуя её примерному размеру – 5…10 нм. 
Пиковая интенсивность импульсов соответство-
вала примерно 10… 100 МВт/см для диапазона 
длин волн ~ (1.25 … 1.30)  10-6 м. Величины де-
фекта поляризуемости  соответствуют факто-
ру Хенри, связывающему также инверсию и ва-
риации показателя преломления в средах опти-
ческих полупроводников, по результатам его 
оценки в работе [17] величину  следует при-
нять в пределах (4…7)10-21см3. 

Решениями (3.1), (3.2) относительно In(t), 
иллюстрируемыми на рисунке 3.1, в сущности, 
воспроизводится расчетная модель режима 
сверхизлучения в резонаторе. Контрастная стру-
ктура квазирегулярных всплесков интенсивно-
сти, имеющей нутационную природу, указывает 
на квантовый характер процесса. Оптическая 
нутация обусловлена соответствующим враще-
нием вектора Блоха вокруг направления корре-
лирующего поля и затухаeт по мере сброса 
инверсии.  

В известных оценках [11], [16] основной 
закономерностью импульсов поля, образующих 
структуру СИ, является квантованная величина 
«площади» всплесков нормированной напряжен-
ности поля, выражаемой интегралом частоты 
Раби.  
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Рисунок 3.1 – Временнáя структура сверхизлучения на пикосекундной шкале: 

R = 0,25 пс (a–г); 0,2 пс (a'–г'); 0,15 пс (a''–г''); 0,1 пс (a'''–г'''); 
 = 0 (a–a'''); 0,1 (б–б'''); 0,15 (в–в'''); 0,2 (г–г'''); T = 1 пс 

 
В традиционно рассматриваемом случае по-

лярный угол вектора Блоха (угол поворота век-
тора), за время излучения такого отдельного 
всплеска напряженности должен быть равен . 
Резонансная нелинейность и обусловленная ею 
перенормировка фазового соотношения поля и 
поляризованности, судя по выражению для по-
лярного угла вектора Блоха (3.2), указывает на 
иное значение «площади» импульса. Ее величи-
на, определяющая частоту и релаксацию нутаци-
онной структуры СИ, дополнительно зависит от 
амплитуды поляризованности. Характерным 
следствием этой вариации полярного угла явля-
ется предсказываемое расчетом увеличение ну-
тационной частоты осцилляций СИ по отноше-
нию к случаю отсутствия нелинейного дрейфа 
частоты. Рассчитываемая кинетика процесса СИ 
на фрагментах рисунка 3.1 указывает, что сни-
жение характерного времени СИ R (cooтвет-
ственно, нарастание концентрации РЦ) обуслов-
ливает снижение периода осцилляций (иллюст-
рировано последовательностью фрагментов а–г в 
вертикальных сериях). Нарастание уровня нели-
нейности (иллюстрировано горизонтальными 
сериями фрагментов б–б''', в–в''', г–г''') приводит 

к резкому усложнению временнóй картины из-
лучения. 

Система уравнений (3.1) по аналогии с [12] 
может быть линеаризована вблизи стационарных 
значений RS, SS, а также  
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(поскольку nS = 1). Инкремент затухания в слу-
чае R < T принимает комплексный характер. Его 
мнимая часть, выражающая частоту нутацион-
ных колебаний в линейном приближении, опре-
деляется следующим соотношением: 
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На рисунке 3.2 приведены paccчитанные на 
основе (3.3) зависимости относительного изме-
нения нyтaциoннoй частоты m =   0 (0 – 
чacтoтa при отсутствии фазовой нелинейности) 
от характерного вpeмeни СИ R для различных 
сочетаний длины резонатора (времени обхода Т) 
и параметра нелинейности . 
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Рисунок 3.2 – Зависимость относительной частоты нутационных осцилляций 
в линейном приближении от параметра R: 

  0,1 (а); 0,15 (б); 0,2 (в); T = 1,010-12с (кривая 1); 1,010-12с (2); 1,010-12с (3) 
 

Ход кривых m(R) подтверждает один из ос-
новных выводов, который можно сделать на ос-
нове анализа результатов моделирования. С рос-
том различия времени релаксации поля в резона-
торе и характерного времени СИ критичность 
нутационной структуры СИ по отношению к 
фазовой нелинейности, порождаемой резонанс-
ными механизмами материального отклика уси-
ливающего элемента, может резко возрастать.  
 

Заключение 
На основе модификации известного подхода 

к анализу резонансного взаимодействия излуче-
ния с активным веществом, происходящего в 
сверхбыстром режиме, изучены закономерности 
протекания когерентного эффекта сверхизлуче-
ния в лазерном резонаторе. Учитывалась воз-
можность влияния безынерционной по отноше-
нию к вариациям инверсной заселенности нели-
нейность материального отклика активного эле-
мента в схеме резонатора на временнýю структу-
ру излучаемого светового поля. Основным след-
ствием взаимосвязанных механизмов нелинейно-
сти является особая фазовая неустойчивость в 
процессе энергообмена поля с инвертированной 
средой, эффективная в условиях относительно 
высокой плотности активных центров (диполь-
дипольное взаимодействие) и поглощения в пе-
реходах, близких к основному (резонансная не-
линейная рефракция). 

Моделирование процесса СИ в резонаторе, 
совершенное на основе предложенной модели, 
представляющей систему кинетических уравне-
ний для переменных поля и отклика среды, ука-
зывает на высокую критичность структуры СИ 
по отношению к порождаемому нелинейностью 
частотному дрейфу. Расчетные оценки проведе-
ны для параметров компактных лазеров на полу-
проводниковых квантовых точках, в которых 
рассматриваемые механизмы фазовой нелиней-
ности признаны особо значимыми. В рамках 
формализма вектора Блоха получены уточнен-
ные решения системы уравнений для вероятно-
стных переменных отклика среды, применимые 
для произвольного временнóго профиля 

формируемого в резонаторе поля. Качественный 
анализ устойчивости равновесных состояний 
системы позволил формулировку выражения для 
частоты нутационных осцилляций с учетом фак-
торов фазовой неустойчивости в линейном при-
ближении. Результаты анализа особенностей 
динамики СИ в резонаторе будут полезны для 
целей оптимизации компактных импульсных 
источников когерентного излучения, используе-
мых, например, в устройствах нанофотоники, в 
отношении профилирования высвечиваемых им-
пульсов, управления характеристиками времен-
нóй структурой излучения. 
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ON THE PRODUCT OF σ-FISHER SET 
OF THE FINITE GROUP AND σ-FISHER CLASS 

N.T. Vorobyev, S.N. Vorobyev, A.P. Mekhovich, D.A. Kitarov 
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Аннотация. Пусть σ – некоторое разбиение множества всех простых чисел ℙ, т. е. : { ,}i i I    i j    для 

всех i j  и .i
i I

   σ-Классом Фишера называется класс Фиттинга F  конечных групп G, который удовлетворяет 

условию: если ,GF  ,N G  N ≤ T ≤ G и /
i

T N N  для некоторого ,i   то .T F  σ-Множеством Фишера группы 

G называется множество Фиттинга ,  если из ,N S   N ≤ T ≤ S и /
i

T N N  для некоторого  i   следует 

.T   Пусть   – множество Фиттинга группы G и X  – класс Фиттинга. Множество { } : /T G T T  X X   

называется произведением множества Фиттинга и класса Фиттинга. Доказано, что если   – σ-множество Фишера 
группы G и F  – σ-класс Фишера, то произведение X  является σ-множеством Фишера. 
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Abstract. Let :  { ,}i i I   be a partition of set ℙ of all prime numbers, i. e. .i

i I
   and i j   	 for all .i j   

A σ-Fischer class is a Fitting class ,F  that satisfies the condition: if ,GF  ,N G  N ≤ T ≤ G and /
i

T N N  for some 

,i   then .T F  А σ-Fischer set of group G is called a Fitting set   such that from ,N S    N ≤ T ≤ S and 

/
i

T N N 	 for some ,i   then .T   Let   be a Fitting set of G and X  be a Fitting class. The set 

{ } : /T G T T  X X  is called the product of the Fitting set and the Fitting class. It is proved that if   is a –  

σ-Fischer set of a group G, and F  is a – σ-Fischer class, then the product X  is a σ-Fischer set. 
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Введение  
В настоящей работе все рассматриваемые 

группы конечны. В определениях и обозначени-
ях следуем [1]. Описание структурных свойств 
алгебры классов Фиттинга и строения канониче-
ских подгрупп связано с применением понятия 
произведения классов Фиттинга (см. например, 
главы IX, XI [1]). Напомним, что класс групп F  
называется классом Фиттинга [1, гл. IX], если 
выполняются следующие два условия:  

1) если GF  и ,N G  то ;N F  

2) если 1 2, ,N N G�   и 1 2, ,N N F�  то 

1 2N N F.�  

Напомним, что для любой группы G суще-
ствует единственная максимальная нормальная 
подгруппа, принадлежащая F.  Ее называют  

F-радикалом G и обозначают .GF  

Класс групп F  называют классом Фишера 
[2], если выполняются следующие условия:  

1) F  – класс Фиттинга; 
2) если GF  и ,N G  N ≤ T ≤ G и T / N − 

p-группа для некоторого простого числа p, то 
T F.  

В теории классов Фиттинга конечных раз-
решимых групп известен результат Локетта [3]  

МАТЕМАТИКА
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о том, что произведение двух любых классов  
Фишера является классом Фишера.  

Используя понятие множество Фиттинга 
группы G, Дёрк и Хоукс [1, гл. VIII, определение 
2.1] определили понятие множества Фишера G. 
Напомним, что непустое множество   под-
групп группы G называется множеством Фит-
тинга группы G, если выполняются следующие 
три условия:  

1) если ,T S    то ;T   
2) если ,S T   и S, ,T ST  то ;ST    

3) если S   и ,x G  то .xS   
Множество Фиттинга   группы G называ-

ется множеством Фишера G [1, гл. VIII, опреде-
ление 4.3] если из условий: ,N S    N ≤ T ≤ S 
и T / N – p-группа для некоторого простого числа 
p следует, что .T    

В [1, гл. VIII, пример 2.2(a)] установлено, 
что каждому классу Фишера F  соответствует 
множество Фишера   группы G – его след в 
группе G, т. е. множество  : ,{ }T G T  F  

хотя обратное в общем случае неверно.  
Для изучения алгебры множеств Фиттинга 

будем использовать понятие произведения мно-
жества Фиттинга и класса Фиттинга, которое 
было определено Н.Т. Воробьевым, Го Вэньби-
нем и Яном Наньином в работе [4]. Пусть   – 
множество Фиттинга группы G и X  – класс Фит-
тинга. Множество { } : /T G T T  X X  

называется произведением множества Фиттин-
га группы G и класса Фиттинга. В [4] доказано, 
что произведение X  является множеством 
Фиттинга группы G. Кроме того, в [5] было по-
казано, что если   – множество Фишера груп-
пы G и X – класс Фишера, то их произведение 
является множеством Фишера G. 

В работах А.Н. Скибы [6]–[8] был предло-
жен σ-метод исследования групп и их классов 
при помощи разбиения множества простых чи-
сел σ. Основополагающие результаты по разви-
тию и применению этого метода в теории ло-
кальных классов Фиттинга были получены Н.Т. 
Воробьевым, Го Вэньбинем и Ли Жангом [9]. 

Напомним, что σ – некоторое разбиение 
множества всех простых чисел ℙ, т. е. 

:  { ,}i i I    где ,i
i I

   ,i j    	 для 

всех .i j  Символом 
i

N  будем обозначать 

класс всех нильпотентных i -групп. 

Определение 0.1. Класс Фиттинга F  назо-
вём σ-классом Фишера, если из условия ,GF  

,N G  N ≤ T ≤ G и /
i

T N N  для некоторого 

i   всегда следует, что .T F  

В случае, если σ = σ1 = {{2}, {3}, {5}, ...}, F  
называют классом Фишера [2]. 

Аналогично определим σ-множество Фише-
ра группы G. 

Определение 0.2. Множество Фиттинга 
  группы G назовем σ-множеством Фишера G, 
если из ,N S    N ≤ T ≤ S и T / N является 

нильпотентной i-группой	 для некоторого 
 i   следует, что .T   

Замечание 0.3. Очевидно, что всякое мно-
жество Фиттинга группы G, замкнутое отно-
сительно взятия подгрупп, является множест-
вом Фишера G. 

Замечание 0.4. В случае, если σ = σ1 = 
={{2},{3},{5}...} – минимальное разбиение σ, то 
σ1-множество Фишера	   группы G совпадает 
с множеством Фишера этой группы. 

Основной результат работы следующая 
Теорема 0.5. Если   – σ-множество Фи-

шера группы G и H  – σ-класс Фишера, то произ-
ведение H  является σ-множеством Фише-
ра G.  

 
1 Предварительные сведения  
В качестве лемм приведем известные ут-

верждения, которые будем использовать для до-
казательства основного результата.  

Лемма 1.1 [1, гл. A, теорема 2.1 (b), (c)]. 
Справедливы следующие утверждения:  

1) если U и N – подгруппы группы	G и U 
нормализует N, то  

/ / ;UN N U U N   

2) если M, N – нормальные подгруппы груп-
пы G и N ≤ M, то имеет место изоморфизм  

/ / / .) ( ) /(G N M N G M  

Лемма 1.2 [1, гл. A 1.3, (тождество Деде-
кинда)]. Если U, V, W – подгруппы группы G, 
причем V ≤ U, то справедливо равенство 

( ).U VW V U W    

Лемма 1.3 [1, гл. VIII, предложение 2.4 (d)]. 
Если   – множество Фиттинга группы G и N – 
нормальная подгруппа группы G, то  

.N N G    

Лемма 1.4 [1, гл. IX, лемма 1.13]. Пусть 

1,N  2N  – нормальные подгруппы группы G та-

кие, что 1 1 1N N   и факторгруппа 1 2/G N N  – 

нильпотентная группа. Если F  – класс Фиттин-

га и 1/ ,G N F  то GF  тогда и только тогда, 

когда 2/ G N F.  
Лемма 1.5 [5, теорема 0.3]. Если   – мно-

жество Фишера группы G и H  – класс Фишера, 
то произведение H  является множеством 
Фишера G.  

Лемма 1.6 [10, лемма 2.2]. Пусть F  –  
σ-класс Фишера. Тогда справедливы следующие 
утверждения: 



О произведении σ-множества Фишера конечной группы и σ-класса Фишера 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (66), 2026 41

1) ( ) ( ),Char  F F  где ( ) F  – множество 

всех простых делителей порядка всех групп из 
класса ;F  

2) ( ) . FN F  
 

2 Доказательство теоремы 0.5  
Пусть   – множество Фишера группы G и 

H  – класс Фишера. Тогда по лемме 1.5 их про-
изведение H  является множеством Фишера 
G. Для доказательства теоремы достаточно вы-
яснить, что если T подгруппа группы G, S ≤ G и S 
– группа из H  и N – ее нормальная под-
группа, N ≤ T ≤ S и T / N является нильпотентной 
i-группой для некоторого  ,i   то T  H.  

Доказательство разобьем на несколько шагов. 
(1) Если / ,

i
T N N  то факторгруппы 

/TS NS   и /T S N S    являются нильпо-

тентными i-группами. 
Так как ,N T  то ,N S  следовательно, 

подгруппа .TS TNS   По утверждению 1 лем-

мы 1.1 имеет место изоморфизм 

/  / / .TS NS TNS NS T T NS        

Следовательно, по утверждению 2 леммы 
1.1 справедлив изоморфизм 

 / / / / .(( ) )T N T NS N T T NS     

Поскольку /
i

T N N  и класс нильпотент-

ных i-групп является формацией, то группа 
/ /   ( ) (( ) )/T N T NS N   является i-группой. 

Следовательно, изоморфная ей группа 
/   T T NS   – i-группа. Далее, ввиду изомор-

физма 

/ / ,T T NS TS NS     

следует  / .
i

TS NS N  	

Покажем, что /  .
i

T S N S   N   Так 

как ,N T  то  

/  ( ) ( )/ .T S N S T S T S N          

Применяя утверждение 1 леммы 1.1, спра-
ведлив изоморфизм  

( / .)T S N S T S N N       

Так как ( ) /T S N N   – нормальная под-

группа группы /
i

T N N  и 
i

N  – класс Фит-

тинга, то группа /( .)
i

T S N N  N  Следова-

тельно, и факторгруппа /T S N S    является 

нильпотентной i-группой.  
(2) /T T S   – нильпотентная i-группа.  
Для доказательства (2) будем использовать 

(1). Пусть / ,S S S   /N NS S    и 

/ .T TS S    Тогда из S  H  следует, что 

.S H  Кроме того, N S  и по утверждению 2 

леммы 1.1 / / .T N TS NS    Таким образом, 

ввиду (1) ,S H  ,N S  N T S   и 

/ .
i

T N N  Поскольку по условию H  – σ-класс 

Фишера, то / .T TS S H   Следовательно, по 

утверждению 1 леммы 1.1 справедлив изомор-
физм 

/ / .TS S T T S  H    

Так как	 H  – класс групп, то / .T T S H  

Утверждение (2) доказано. 
(3) .( ) T T S N T S      	
Вначале заметим, что  

,S    ,N S S    ,N S T S S       

то ввиду (1) / .
i

T S N S   N   Поскольку 

  – σ-множество Фишера группы G, 
.T S    Так как ,T S T   то определе-

нию -радикала группы T имеем .T S T    

Теперь, используя лемму 1.2, получаем равенство 
( ) ( .)( )T T S N T S N S         

Так как ,N T  то по лемме 1.3  

.T N N    Следовательно, 

) .( ( ) NT T S N T S       

Очевидно, N T S    и равенство (3) доказано. 

(4) ( )/ .
i

T T S N  N 	

Поскольку фактор /
i

T N N  и класс 
i

N  

является формацией, то по утверждению 2 лем-
мы 1.1  

( ) (( ) ) (/ )/ / /N T S N N T TT S N     

и /  (  )T T S N   нильпотентная i-группа. Ввиду 

теоремы Лангранжа, cправедливо равенство 

/   

/   /   /   

  /  

( )

( ) (( ) )

( ) .

T T S

T T S T S N T S

T S N T S



  

 



 





  

 

 

Следовательно, множество всех простых 
делителей i  является подмножеством множест-

ва всех простых делителей порядка группы 
/  ( .)T T S   Заметим, что, ввиду (2), фактор-

группа /  ( ) T T S   является нильпотентной  

i-группой и поэтому ( ).i   H  Теперь, приме-

няя лемму 1.6, получаем включение 

( ) ,
i  HN N H  и поэтому /  (  .)T T S N H  

(5) Заключительный шаг. 
Покажем, что .T  H  Пусть:  

/   ,S T T S 
  1   ( /  ,)N T S N T S     

2 /   .N T T S    Очевидно, что 1N S  и 

2 .N S  Рассмотрим пересечение 
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1 2     /   /  (( ) .) ( )N N T S N T S T ST         

Ввиду (4), получаем 

1 2 (( ( ) ) ( )

( ) (

 /  

  /   1) .

N N T S N T S

T S T S

T     

  
 

 

  

Покажем, что фактор 1 2/S N N  нильпотент-

ная группа. Действительно 

1 2/

/  /  /  ( ) (( ) ( )  

 /  /  

( ))

( / ) (( ) ( ).)

S N N

T T S T S N T S T S

T S T S NT TT S


     

   



   

   

 

Поскольку в (3)  ,T S T    по утвержде-

нию 2 леммы 1.1 получаем  

1 2/ /   /( ) ( )/  /TS N N T T S N T S T T N   
    

и 1 2/S N N  – i -группа и группа 1 2/S N N  ниль-

потентная i-группа. 

Докажем, что 1/S N  является нильпотент-

ной	 i-группой. По утверждению 2 леммы 1.1 
справедлив изоморфизм 

1 ( ) (( ) ( )

( )

/ /  /  /  

/  .

S N T T S T S N T S

T T S N

    

 


  



 

Но, ввиду (4), /   ( )T T S N H  и поэтому 

1/ .S N  H  Таким образом, все условия квази  

R0-леммы выполняются. Теперь, ввиду (2), S  H  
и по лемме 1.4 это равносильно тому, что 

2/ .S N  H  По утверждению 2 леммы 1.1 это 

означает, что 

/  / /   /( ) .( )T T S T S T TT   H    

Следовательно, T  H  и произведение 
H  является σ-множеством Фишера.             

В случае, если σ = σ1 = {{2}, {3}, {5}, ...}, мы 
получаем результат Н.Т. Воробьева и А.С. Войт-
кевич, который приведем как 

Следствие 2.1 [5]. Если   – множество 
Фишера группы G и X  – класс Фишера, то про-
изведение  X  является множеством Фишера 
группы G.  
 

Заключение 
В работе описывается метод построения 

σ-множеств Фишера конечной группы посредст-
вом произведения σ-множества Фишера и  
σ-класса Фишера. 

ЛИТЕРАТУРА 
1. Doerk, K. Finite soluble groups / K. Doerk, 

T. Hawkes. – Berlin, New York: Walter de Gruyter, 
1992. 
 2. Hartley, B. On Fischer’s dualization of for-
mation theory / B. Hartley // Proc. London Math. 
Soc. – 1969. – Vol. 3, № 2. – P. 193–207. 
 3. Lockett, F.P. On the theory of Fitting classes 
of finite soluble groups / F.P. Lockett. – Ph. D.  
thesis, University of Warwick, 1971.  
 4. Vorob’ev, N.T. On -injectors of Fitting set 

of a finite group / N.T. Vorob’ev, N. Yang, W. Guo // 
Comm. Algebra. – 2018. – Vol. 46, № 1. – P. 217–
229. 
 5. Воробьев, Н.Т. О произведении множест-
ва Фишера конечной группы и класса Фишера / 
Н.Т. Воробьев, А.С. Войткевич // Веснік Віцеб-
скага дзяржаўнага ўніверсітэта. – 2019. – № 3 
(104). – С. 38–41. 
 6. Skiba, A.N. A generalization of a Hall theo-
rem / A.N. Skiba // J. Algebra and Appl. – 2015. – 
Vol. 15, № 5. – P. 21–36. 
 7. Skiba, A.N. On σ-properties of Finite groups 
II / A.N. Skiba // Problems of Physics, Mathematics 
and Technics. – 2015. – № 3 (24). – P. 70–83. 
 8. Чи, Ч. О 

 -замкнутых классах конеч-

ных групп / Ч. Чи, А.Н. Скиба // Украинский  
математический журнал. – 2018. – Т. 70, № 12. –  
С. 1707–1716. 
 9. Guo, W. On σ-local Fitting classes / W. Guo, 
L. Zhang, N.T. Vorob’ev // J. Algebra. – 2020. – 
Vol. 542, № 15. – P. 116–129. 

10. Залесская, Е.Н. О произведениях клас-
сов Фишера / Е.Н. Залесская, С.Н. Воробьев // 
Веснік Віцебскага дзяржаўнага ўніверсітэта. – 
2008. – № 3 (49). – С. 101–105. 
 

Поступила в редакцию 12.01.2026. 
 
 
Информация об авторах 
Воробьев Николай Тимофеевич – д.ф.-м.н., профессор 
Воробьев Сергей  Николаевич – к.ф.-м.н., доцент 
Мехович Андрей Павлович – к.ф.-м.н. 
Китаров Денис Андреевич – магистрант 

 
 
 
 

 



Проблемы физики, математики и техники, № 1 (66), 2026 ISSN 2077-8708 
 

© Гальмак А.М., 2026                    43 

 
УДК 512.548                                                                    DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2026_1_66_43 

EDN: PKPFNE 
 

ПОЛИАДИЧЕСКИЕ ФАКТОРГРУППЫ 
ПОЛИАДИЧЕСКИХ ГРУПП СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА. III 

А.М. Гальмак 

Белорусский государственный университет пищевых и химических технологий, Могилёв 
 

POLYADIC QUOTIENT GROUPS 
OF POLYADIC GROUPS OF SPECIAL FORM. III 

A.M. Gal’mak 

Belarusian State University of Food and Chemical Technologies, Mogilev 
 

Аннотация. В статье продолжается изучение l-арных факторгрупп полиадических групп специального вида. 
 
Ключевые слова: полиадическая операция, полуинвариантная l-арная подгруппа, n-полуинвариантная l-арная 
подгруппа, факторгруппа, конгруэнция, смежный класс. 
 
Для цитирования: Гальмак, А.М. Полиадические факторгруппы полиадических групп специального вида. III / 
А.М. Гальмак // Проблемы физики, математики и техники. – 2026. – № 1 (66). – С. 43–46. – DOI: https://doi.org/ 
10.54341/20778708_2026_1_66_43. – EDN: PKPFNE 
 
Abstract. The study on the l-ary quotient groups of polyadic groups of special form is carried on. 
 
Keywords: polyadic operation, semiinvariant l-ary subgroup, n-semiinvariant l-ary subgroup, quotient group, congruence, 
coset. 
 
For citation: Gal’mak, A.M. Polyadic quotient groups of polyadic groups of special form. III / A.M. Gal’mak // Problems of 
Physics, Mathematics and Technics. – 2026. – № 1 (66). – P. 43–46. – DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2026_1_66_43 
(in Russian). – EDN: PKPFNE 

 
 

Введение 
В статье продолжается изучение l-арных 

факторгрупп l-арной группы < Ak, s, , k > специ-
ального вида по её полуинвариантным l-арным 
подгруппам, начатое в статьях [1], [2]. Данная 
статья составляет с ними единое целое, что от-
ражено в названиях статей. В связи с этим нуме-
рация разделов в настоящей статье продолжает 
нумерацию разделов в [1], [2]. Сохраняется пре-
емственность в отношении соглашений, опреде-
лений и обозначений из [1], [2], все они остаются 
в силе и в данной статье. В ней ссылки на ре-
зультаты из работ [1], [2] даются без указания на 
эти работы. Например, ссылка на теорему 2.1 
означает, что имеется в виду теорема 2.1 из раз-
дела 2 в [1], а ссылка на лемму 3.2 означает, что 
имеется в виду лемма 3.2 из раздела 3 в [2].  
Целью данной статьи является получение новых 
результатов, являющихся аналогами и обобще-
ниями основных результатов из [1], [2]. 
 

5 Вспомогательные результаты 
Приведём новое доказательство леммы 3.3, 

дополнив её формулировку. 
Лемма 5.1. Пусть < A,  > – n-арная группа, 

< B,  > – её n-арная подгруппа, d1, …, dl–1  A. 
Тогда: 

1) если существуют элементы  

b1, …, bn–1  B 
такие, что последовательности d1 … dl–1 и 
b1 … bn–1 эквивалентны в смысле Поста, то 

 (d1 … dl–1B) = B, (5.1) 

 (Bd1 … dl–1) = B, (5.2) 

 (d1 … dl–1B) = (Bd1 … dl–1); (5.3) 
2) если верно одно из равенств (5.1) или 

(5.2), то существуют элементы b1, …, bn–1  B 
такие, что последовательности d1 … dl–1 и 
b1 … bn–1 эквивалентны в смысле Поста, а так-
же верны второе из указанных равенств и ра-
венство (5.3). 

Доказательство. 1) Так как последователь-
ности d1 … dl–1 и b1 … bn–1 эквивалентны в смыс-
ле Поста, то 

(d1 … dl–1b) = (b1 … bn–1b), 

(bd1 … dl–1) = (bb1 … bn–1) 

для любого b  B. Поэтому 

B = {(b1 … bn–1b)b  B} = 
= {(d1 … dl–1b)b  B} = (d1 … dl–1B), 

B = {(bb1 … bn–1)b  B} = 
= {( bd1 … dl–1)b  B} = (Bd1 … dl–1), 
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то есть верны равенства (5.1) и (5.2), а значит и 
равенство (5.3). 

2) Если верно, например, равенство (5.1), то 
для любого c  B найдётся b  B такой, что 

 (d1 … dl–1c) = b  B. (5.4) 

А так как < B,  > – n-арная группа, то для 
c, b  B в ней разрешимо уравнение 

(x1 … xn–1c) = b. 

Следовательно, найдутся такие b1, …, bn–1  B, 
что 

 (b1 … bn–1c) = b. (5.5) 
Из равенства правых частей в (5.4) и (5.5) следу-
ет равенство 

(d1 … dl–1c) = (b1 … bn–1c), 
что означает эквивалентность в смысле Поста 
последовательностей d1 … dl–1 и b1 … bn–1. По-
этому согласно 1), верны равенства (5.2) и (5.3). 

Для равенства (5.2) доказательство утвер-
ждения 2) проводится аналогично.                        

Полагая в лемме 5.1 d1 = … = dl–1 = d, полу-
чим следствие, дополняющее следствие 3.1. 

Следствие 5.1. Пусть < A,  > – n-арная 
группа, < B,  > – её n-арная подгруппа, d  A. 
Тогда: 

1) если существуют элементы b1, …, bn–1  B 
такие, что последовательности 

1l

d d


  и 

b1 … bn–1 эквивалентны в смысле Поста, то 

 
1

( )
l

d d B


   = B, (5.6) 

 
1

( )
l

B d d


   = B, (5.7) 

 
1

( )
l

d d B


   = 
1

( );
l

B d d


   (5.8) 

2) если верно одно из равенств (5.6) или 
(5.7), то существуют элементы b1, …, bn–1  B 
такие, что последовательности 

1l

d d


  и 

b1 … bn–1 эквивалентны в смысле Поста, а так-
же верны второе из указанных равенств и ра-
венство (5.8). 

Нам понадобятся ещё две леммы. 
Лемма 5.2 [3; 4, Предложение 3.5]. Если 

элемент a n-арной группы < A,  > имеет конеч-

ный n-адический порядок m, то ][ra  = a тогда 
только тогда, когда r кратно m. 

Лемма 5.3. Если l = s(n – 1) + 1, где s ≥ 1, 
< B,  > – полуинвариантная n-арная подгруппа 
n-арной группы < A,  >, то порядок смежного 
класса 

1

( )
n

a B B


   n-арной факторгруппы 

< A / B,  > делит s тогда и только тогда, когда 
последовательность 

1l

a a


  эквивалентна в 

смысле Поста последовательности b1 … bn–1 для 
некоторых b1, …, bn–1  B. 

Доказательство. Необходимость. Так как 
порядок смежного класса 

1

( )
n

a B B


   делит s, то 

по лемме 5.2 

 [ ]

1

( ( )) s

n

a B B


   = 
1

( ),
n

a B B


   (5.9) 

откуда ввиду леммы 3.2 следует 

 [ ]

1

( )s

n

a B B


   = 
1

( ).
n

a B B


   (5.10) 

Перепишем полученное равенство, применив 
определение полиадической степени 

 
( 1) 1 1

( ( ) )
s n n

a a B B
  

      = 
1

( ),
n

a B B


   (5.11) 

то есть 

 
1

( ( ) )
l n

a a B B


     = 
1

( ),
n

a B B


   (5.12) 

откуда, учитывая нейтральность последователь-
ности 

2

,
n

a a a


  а также равенство [ ]
n

B B  = B, 

получаем 


3

(
n

a a a


  
1

( ( ) ) )
l n

a a B B B


     = 

 = 
3

(
n

a a a


 
1

( ) ),
n

a B B B


   (5.13) 


2 1

(
n l

a a a a a
 

   [ ])
n

B B  = 

 = 
2

(
n

a a a


  [ ]),
n

B B  (5.14) 

 
1

( )
l

a a B


   = B. (5.15) 

Поэтому согласно утверждению 2) следствия 5.1, 
последовательность 

1l

a a


  эквивалентна в смыс-

ле Поста последовательности b1 … bn–1 для неко-
торых b1, …, bn–1  B. 

Достаточность. Если последовательность 


1l

a a


  эквивалентна в смысле Поста последова-

тельности b1 … bn–1 для некоторых b1, …, bn–1  B, 
то согласно утверждению 1) следствия 5.1, верны 
равенства 

 
1

( )
l

a a B


   = B, (5.16) 

 
1

( )
l

a a B


   = 
1

( ).
l

B a a


   (5.17) 

Из (5.16) следует 


12

( )
ln

a B B a a B


    = 
2

( ).
n

a B B B


   

Применив к левой части полученного равенства 
n – 2 раза равенство (5.17), последовательно по-
лучим 
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
13

( )
ln

a B B a a BB


    = 
1

( ),
n

a B B


   

… 


1 2

( )
l n

aB a a B B
 

    = 
1

( ),
n

a B B


   


1 2

( )
l n

a a a B B B
 

    = 
1

( ),
n

a B B


   

то есть верно (5.12). Далее последовательно по-
лучаем (5.11), (5.10) и (5.9). Из (5.9) ввиду леммы 
5.2, следует, что порядок смежного класса 

1

( )
n

a B B


   делит s.                                                 

Полагая в лемме 5.3 s = 1, получим 

Следствие 5.2. Если < B,  > – полуинвари-
антная n-арная подгруппа n-арной группы 
< A,  >, то порядок смежного класса 

1

( )
n

a B B


   n-арной факторгруппы < A / B,  > 

равен 1 тогда и только тогда, когда последова-
тельность 

1n

a a


  эквивалентна в смысле Поста 

последовательности b1 … bn–1 для некоторых 
b1, …, bn–1  B. 

Замечание 5.1. Легко поверяется, что если 
< B,  > – полуинвариантная n-арная подгруппа 
n-арной группы < A,  >, то порядок смежного 
класса 

1

( )
n

a B B


   n-арной факторгруппы 

< A / B,  > равен 1 тогда и только тогда, когда 


1 1

( ) ( ).
n n n

a a B B a B B
 

       

Поэтому следующее следствие равносильное 
следствию 5.2. 

Следствие 5.3. Если < B,  > – полуинвари-
антная n-арная подгруппа n-арной группы 
< A,  >, a  A, то 


1 1

( ) ( )
n n n

a a B B a B B
 

       

тогда и только тогда, когда последователь-
ность 

1n

a a


  эквивалентна в смысле Поста по-

следовательности b1 … bn–1 для некоторых 
b1, …, bn–1  B. 
 

6 Основные результаты 
Применим лемму 5.3 для получения новых 

результатов, соответствующих результатам из 
[1], [2]. 

Лемма 5.3 и теорема 2.1 позволяет сформу-
лировать следующий результат, эквивалентный 
этой теореме. 

Теорема 6.1. Пусть < B,  > – полуинвари-
антная n-арная подгруппа n-арной группы 
< A,  >, в A существует такой элемент d, что 
порядок смежного класса H = 

1

( )
n

d B B


    

n-арной факторгруппы < A / B,  > делит s; под-
становка  из Sk удовлетворяет условию l = . 
Тогда: 

1) декартова степень Hk замкнута относи-
тельно l-арной операции s, , k, а универсальная 
алгебра < Hk, s, , k > является полуинвариантной 
l-арной подгруппой l-арной группы < Ak, s, , k >; 

2) для полуинвариантных в < Ak, s, , k >  
l-арных подгрупп < Hk, s, , k > и < Bk, s, , k > со-
ответствующие l-арные факторгруппы совпа-
дают: 

< Ak/Hk, s, , k > = < Ak/Bk, s, , k >; 

3) конгруэнции kН
  и kB

  l-арной группы 

< Ak, s, , k >, определяемые полуинвариантными 
l-арными подгруппами < Hk, s, , k > и 
< Bk, s, , k > совпадают: ;k kН B

    

4) если B  A, для некоторого i = 2, …, s 
подстановка (i–1)(n–1) не является тождествен-
ной, то l-арная подгруппта < Hk, s, , k > не явля-
ется n-полуинвариантной в < Ak, s, , k >. 

Замечание 5.1, следствие 5.2 и теорема 2.2 
позволяют сформулировать следующий резуль-
тат, эквивалентный этой теореме. 

Теорема 6.2. Пусть < B,  > – полуинвари-
антная n-арная подгруппа n-арной группы 
< A,  >, существует элемент a  A такой, что 


1 1

( ) ( );
n n n

a a B B a B B
 

       

подстановка  из Sk удовлетворяет условию 
l = . Тогда справедливы утверждения 1)–4) 
теоремы 6.1, а также утверждение: если под-
становка n–1 является тождественной, то 
< Hk, s, , k > – n-полуинвариантная l-арная под-
группа l-арной группы < Ak, s, , k >. 

Замечание 6.1. Утверждения 2) и 3) теоре-
мы 2.1 справедливы и для теорем  4.1 и 4.2. 

В [5] была доказана приведённая ниже тео-
рема. 

Теорема 6.3 [5, теорема 4.2.1]. Пусть B – 
нормальная подгруппа группы A, отличная от 
неё; факторгруппа A/B является циклической и 
имеет порядок, делящий l – 1; подстановка  из 
Sk удовлетворяет условию l = . Тогда для лю-
бого смежного класса H факторгруппы A / B 
декартова степень Hk замкнута относительно  
l-арной операции [ ]l, , k, а универсальная алгебра 
< Hk, [ ]l, , k > является полуинвариантной l-ар-
ной подгруппой l-арной группы < Ak, [ ]l, , k >.  
Если же  – нетождественная подстановка, то 
l-арная подгруппа < Hk, [ ]l, , k > не является ин-
вариантной в < Ak, [ ]l, , k >. 

Лемма 5.3, теорема 4.1 и замечание 6.1 по-
зволяют сформулировать следующий результат, 
обобщающий теорему 6.3. 

Теорема 6.4. Пусть < B,  > – полуинвари-
антная n-арная подгруппа n-арной группы 
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< A,  >, отличная от неё; n-арная факторгруп-
па < A / B,  > является циклической, порождае-
мой смежным классом 

1

( ),
n

a B B


   порядок ко-

торого делит s; подстановка  из Sk удовлетво-
ряет условию l = . Тогда: 

1) для любого смежного класса H n-арной 
факторгруппы < A/B,  > декартова степень Hk 

замкнута относительно l-арной операции s, , k, 
а универсальная алгебра < Hk, s, , k > является 
полуинвариантной l-арной подгруппой l-арной 
группы < Ak, s, , k >; 

2) для полуинвариантных в < Ak, s, , k >  
l-арных подгрупп < Hk, s, , k > и < Bk, s, , k > со-
ответствующие l-арные факторгруппы совпа-
дают: 

< Ak / Hk, s, , k > = < Ak / Bk, s, , k >; 
3) конгруэнции kН

  и kB
  l-арной группы 

< Ak, s, , k >, определяемые полуинвариантными 
l-арными подгруппами < Hk, s, , k > и 
< Bk, s, , k > совпадают: ;k kН B

    

4) если для некоторого i = 2, …, s подста-
новка (i–1)(n–1) не является тождественной, то  
l-арная подгруппта < Hk, s, , k > не является  
n-полуинвариантной в < Ak, s, , k >. 

Замечание 5.1, следствие 5.2 и теорема 6.4 
позволяют сформулировать следующий результат. 

Теорема 6.5. Пусть < B,  > – полуинвари-
антная n-арная подгруппа n-арной группы 
< A,  >, отличная от неё; n-арная факторгруп-
па < A / B,  > является циклической, порождае-
мой смежным классом 

1

( )
n

a B B


  , выполняется 

условие 


1 1

( ) ( ),
n n n

a a B B a B B
 

       

подстановка  из Sk удовлетворяет условию 
l = . Тогда справедливы утверждения 1)–4) 
теоремы 6.4, а также утверждение: если под-
становка n–1 является тождественной, то 
< Hk, s, , k > – n-полуинвариантная l-арная под-
группа l-арной группы < Ak, s, , k >. 

Применение леммы 5.3 позволяет получить 
следующую теорему, которая доказывается ана-
логично теореме 3.1, при этом вместо теоремы 
2.1 применяется теорема 6.4. 

Теорема 6.6. Пусть < B,  > – n-арная под-
группа полуабелевой n-арной группы < A,  >, 
отличная от неё; n-арная факторгруппа 
< A/B,  > является циклической, порождаемой 
смежным классом 

1

( )
n

a B B


  , порядок которо-

го делит s; подстановка  из Sk удовлетворяет 
условию n  , l = . Тогда справедливы все 
утверждения теоремы 6.1. Кроме того, универ-
сальная алгебра < Hk, n, , k > является полуинва-
риантной, но не n-полуинвариантной l-арной 
подгруппой в полуабелевой l-арной группе 
< Ak, n, , k >, которая не является n-полуабе-
левой. 

Замечание 6.2. В теореме 6.6, как и в тео-
реме 3.1, в качестве подстановки  можно вы-
брать нетождественную подстановку с условием 
n+1 = , и положить l = n(n – 1) + 1. 
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CRITERIA FOR π-SPECIALITY, META-π-SPECIALITY, 
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Аннотация. На протяжении всей статьи все группы конечны и G всегда обозначает конечную группу;   – множество 
всех простых чисел,     и .     Группа G называется: (i) π-специальной, если 

1
( ) ( ) ( )

tp pG O G O G O G     

для некоторых 1, , ;tp p   (ii) мета-π-специальной, если для некоторой нормальной подгруппы N группы G обе 

группы N и /G N  являются π-специальными. Подгруппа A группы G называется (1, ) -субнормальной в G, если 

существует цепь подгрупп 0 1 tA A A A G      такая, что либо 1 ,i iA A   либо секция 1/ ( )
ii i AA A  является 

 -группой. В данной работе мы доказываем новые критерии π-специальности, мета-π-специальности и сверхразре-
шимости  группы. В частности, мы доказываем, что группа G является: (i) π-специальной, если каждая максимальная 
подгруппа группы G имеет (1, ) -субнормальное дополнение в G; (ii) сверхразрешимой, если каждая вторая 

максимальная подгруппа группы G имеет субнормальное дополнение в G; (iii) мета-π-специальной, если каждая третья 
максимальная подгруппа группы G имеет (1, ) -субнормальное дополнение в G. 
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группа, (1, ) -субнормальная подгруппа. 
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Abstract. Throughout this article, all groups are finite, and G always denotes a finite group;   is the  set of all primes ,     

and .     A group G is called: (i) π-special if 
1
( ) ( ) ( )

tp pG O G O G O G     for some 1, , ;tp p    

(ii) meta-π-special if for some normal subgroup N of G both  groups N and /G N  are π-special. A subgroup A of G is called 

(1, ) -subnormal in G if  there is a subgroup chain  0 1 tA A A A G      such that either 1i iA A   or the section 

1/ ( )
ii i AA A   is a  -group. In this paper we prove new criteria for π-speciality, meta-π-speciality, and supersolvability of a 

group. In particular, we prove that a group G is: (i) π-special if every maximal subgroup of G has a (1, ) -subnormal 

complement in G; (ii) supersolvable if every second maximal subgroup of G has a subnormal complement in G;  
(iii) meta-π-special if every third maximal subgroup of G has a (1, ) -subnormal complement in G. 
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Введение 
На протяжении всей статьи все группы ко-

нечны и G всегда обозначает конечную группу; 
  – множество всех простых чисел,     и 

.     

Группа G называется: 
 (i) π-специальной [1], [2], если 

1
( ) ( ) ( )

tp pG O G O G O G     

для некоторых 1, , ;tp p    

(ii) мета-π-специальной, если для некоторой 
нормальной подгруппы N группы G обе группы 
N и /G N  являются π-специальными. 

Подгруппа A группы G называется F -суб-
нормальной в G в смысле Кегеля [3] или K-F -суб-
нормальной в G [4, 6.1.4], если существует цепь 
подгрупп  

МАТЕМАТИКА
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0 1 tA A A A G      

такая, что либо 1 ,i iA A   либо секция 

1/ ( )
ii i AA A   принадлежит .F  

 Определение 0.1. Мы говорим, следуя [5], 
что подгруппа A группы G является (1, ) -суб-

нормальной в G, если A K-F -субнормальна в G, 

где F  – класс всех  -групп. 

Главный фактор /H K  группы G называется:  
(i) F -центральным (в G), если  

( / ) ( / ( / )) ;GH K G C H K F  

(ii) (1, ) -центральным (в G), если 

( / ) ( / ( / ))GH K G C H K  – π-специальная группа.  

Нормальная подгруппа N называется F -ги-

перцентральной (соответственно, (1, ) -гипер-

центральной) в G, если каждый главный фактор 
группы G ниже N является F -центральным (со-

ответственно, (1, ) -центральным) в G.  

Определение 0.2. Мы говорим, следуя [6], 
что группа G является (1, ) -сверхразрешимой, 

если каждый главный фактор группы G ниже 
π-специального корадикала группы G является 
циклическим. 

В данной работе мы доказываем следующие 
результаты.  

Теорема 0.3. Группа G является π-специаль-
ной в том и только в том случае, когда группа G 
π-разрешима и для каждой ее максимальной под-
группы M в этой группе имеется (1, ) -субнор-

мальное добавление T к M такое, что ( )GM T  – 

(1, ) -гиперцентральная в G подгруппа.  

Следствие 0.4. Группа G является нильпо-
тентной в том и только в том случае, когда 
группа G разрешима и для каждой максимальной 
подгруппы M группы G в этой группе имеется 
cубнормальное добавление T к M такое, что 
( )GM T  – гиперцентральная в G подгруппа. 

Теорема 0.5. Если группа G π-разрешима и 
для каждой второй максимальной подгруппы M 
группы G в этой группе имеется (1, ) -субнор-

мальное добавление T к M такое, что ( )GM T  – 

(1, ) -гиперцентральная в G подгруппа, то груп-

па G является (1, ) -сверхразрешимой. 

Следствие 0.6. Если группа G разрешима и 
для каждой второй максимальной подгруппы M 
группы G в этой группе имеется субнормальное 
добавление T к M такое, что ( )GM T  – гипер-

центральная в G подгруппа, то группа G являет-
ся сверхразрешимой. 

Теорема 0.7. Если группа G π-разрешима и 
для каждой третьей максимальной подгруппы 
M группы G в этой группе имеется (1, ) -суб-

нормальное добавление T к M такое, что 

( )GM T  – (1, ) -гиперцентральная в G под-

группа, то группа G является мета-π-специ-
альной. 

Следствие 0.8. Если группа G разрешима и 
для каждой третьей максимальной подгруппы 
M группы G в этой группе имеется субнормаль-
ное добавление T к M такое, что ( )GM T  – 

гиперцентральная в G подгруппа, то группа G 
является метанильпотентной. 
 
 2 Некоторые предварительные результаты 

Лемма 1.1 [7, лемма 2.6]. Пусть A, K, N – 
подгруппы группы G, где A является (1, ) -суб-

нормальной подгруппой, а N – нормальной под-
группой в G. 

(1) A K  – (1, ) -субнормальная подгруп-

па в K. 
(2) /AN N  – (1, ) -субнормальная подгруп-

па в / .G N  
(3) Если N K  и /K N  является (1, ) -суб-

нормальной подгруппой в / ,G N  то K является 

(1, ) -субнормальной подгруппой в G. 

(4) π-специальный корадикал группы A явля-
ется субнормальным в G. 

(5) Если A является π-специальной группой, 
то GA  является π-специальной группой. Более 
того, если A –  -группа, то GA  –  -группа, и 

если A – p-группа, для некоторого ,p  то GA  – 

p-группа. 
Напомним, что класс групп F  называется 

формацией, если каждый гомоморфный образ 
каждой F -группы является F -группой, и 

/ ( )G M N  F  для любых двух нормальных 

подгрупп M и N группы G таких, что 
/ , / .G M G N F  

 Класс групп F  называется насыщенным, 

если GF  всякий раз, когда / ( ) ,G G F  

(нормально) наследственным, если H F  вся-
кий раз, когда GF  и H является (нормальной) 
подгруппой G. 

Класс групп F  называется классом Фит-
тинга, если он нормально наследственный и 
замкнут относительно взятия произведений нор-
мальных подгрупп. 

Лемма 1.2. (1) Класс всех π-специальных 
групп является одновременно наследственной 
насыщенной формацией и классом Фиттинга [7, 
следствие 2.4 и лемма 2.5]. 

(2) Класс всех мета-π-специальных групп яв-
ляется одновременно наследственной насыщенной 
формацией и классом Фиттинга [8, лемма 2.3]. 

(3) Если N – нормальная (1, ) -гиперцент-

ральная в G подгруппа и /G N  π-специальна то 
G π-специальна [9, 1, 2.6]. 
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 Лемма 1.3 [9, 1, 2.6]. Пусть A, K, N – под-
группы группы G, где A является (1, ) -гипер-

центральной подгруппой, а N – нормальной под-
группой в G. 

(1) A K  – (1, ) -гиперцентральная под-

группа в K. 
(2) /AN N  – (1, ) -гиперцентральная под-

группа в / .G N  
 (3) Если N K  и /K N  является (1, ) -ги-

перцентральной подгруппой в / ,G N  то K явля-

ется (1, ) -гиперцентральной в G. 

 Лемма 1.4. Если G является минимальной 
не π-специальной группой, то G является груп-
пой Шмидта. 

Доказательство. Понятно, что G является ми-
нимальной не π-разложимой группой. Следователь-
но, G является группой Шмидта согласно [10].     

Лемма 1.5 [11, III, 5.2]. Если G – группа 
Шмидта, то ,G P Q   где P P G N  – си-

ловская p-подгруппа G, / ( )P P  – главный фак-

тор G, и Q x    – циклическая силовская q-под-

группа G с ( ) ( ).qx Z G G     

 
 3 Доказательство основных результатов 

Доказательство теоремы 0.3. Предполо-
жим, что эта теорема не является верной и пусть 
G – контрпример минимального порядка. Пусть 
R – минимальная нормальная подгруппа группы 
G. Тогда R является либо  -группой, либо p-
группой для некоторого ,p  поскольку G яв-

ляется π-разрешимой по условию. 
(1) /G R  – π-специальная группа. 
Если /M R  – максимальная подгруппа 

/ ,G R  то M – максимальная подгруппа G и, сле-

довательно, M имеет (1, ) -субнормальное до-

бавление T в группе G такое, что ( )GM T  – 

(1, ) -гиперцентральная в G подгруппа согласно 

условию. Ввиду леммы 1.1 (2), /TR R  – (1, ) -суб-

нормальная в группе /G R  подгруппа. Кроме 
того, ( / )( / ) /TR R M R G R  и 

/ / ( ) / ,TR R M R R T M R    
где  

/ /

/

( / / ) (( ) / )

( ( ) / )

G R G R

G R

TR R M R TR M R

R T M R

   

  

( ( )) / ( ) /G GR T M R R T M R     

и ( ) /GR T M R  – (1, ) -гиперцентральная в 

/G R  подгруппа ввиду G-изоморфизма 

( ) / ( ) / (( ) )G G GR T M R T M T M R     

и леммы 1.3 (2). Таким образом, /TR R  – такое 
(1, ) -субнормальное добавление к подгруппе 

/M R  в группе / ,G R  что /( / / )G RM R TR R  – 

(1, ) -гиперцентральная в /G R  подгруппа. 

Следовательно, гипотеза верна для / ,G R  поэто-

му /G R  является π-специальной группой по 
выбору G.  

(2) R – единственная минимальна подгруппа 
в G и ( ).R G  В частности, ( )GC R R  и в G 

имеется такая максимальная подгруппа M, что 
G RM  и 1.GM   

Если N – минимальная нормальная под-
группа группы G и ,N R  то 1N R   и по-

этому /1 / ( )G G G N R   является π-специ-

альной группой согласно леммы 1.2 (1), в отли-
чие от выбора группы G. Отсюда следует, что R – 
единственная минимальна подгруппа в G и 

( ),R G  поскольку, согласно лемме 1.2 (1), 

класс всех π-специальных групп является насы-
щенной формацией.  

Пусть теперь M – такая максимальная под-
группа в G, что RM G  и пусть ( ).GC C R  То-

гда 1.GM   Предположим, что 1.C   Тогда 

,R C  поскольку C – нормальная в G подгруппа 
и R – единственная минимальна подгруппа в G. 
Следовательно,  

( ) ( ( ) ),G GC R RM R C R M    

где ( )GC R M  нормальна в G и поэтому 

( ) 1.G GC R M M    Следовательно, ( ) .GC R R  

(3) R не является  -группой. 
Предположим, что R является  -группой и 

пусть /V R  – холлова  -подгруппа в / .G R  
Поскольку /G R  является π-специальной гру-
пой, то /V R  – нормальная подгруппа в / .G R  
Следовательно, ( )V O G  является холловской 

 -подгруппой группы G и V  -специальна, 
поэтому .R V G   Тогда M не содержит V. 
Пусть T – такое (1, ) -субнормальное добавле-

ние к M в группе G, что ( )GT M  является 

(1, ) -гиперцентральной в G. Если ( ) 1,GT M   

то ( )GR T M   поскольку R – единственная 

минимальная нормальная подгруппа G. Но тогда 
R (1, ) -центральна в G и это влечет π-специ-

альность группы ввиду леммы 1.2 (2). Получен-
ное противочечие показывает, что ( ) 1GT M   

и поэтому T дополнением к M в G. 
Тогда 1T   и 1,T V   следовательно, 

/T TV V  является π-специальной π-группой 
ввиду утверждения (1). Отсюда следует, что T 
нильпотентна. Пусть теперь ( )p T  и p – си-

ловския p-подгруппа в T. Тогда p –  
(1, ) -субнормальная подгруппа в группе G и, 
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следовательно, 1 ( )pP O G   согласно лемме 

1.1 (5), что влечет ( )pR O G  ввиду утверждения 

(1) и поэтому .p   Полученное противоречие 

завершает доказательство утвеждения (3).  
Заключительное противоречие. Рассуждая 

аналогично рассуждениям, применяемым при 
доказательстве утвеждения (3), можно показать, 
что R не является p-группой для всех .p  Но 

это невозможно ввиду утвеждения (3), поскольку 
группа G является π-разрешимой согласно усло-
вию. Это заключительное противоречие завер-
шает доказательство теоремы.                               

Доказательство теоремы 0.5. Предполо-
жим, что эта теорема не является верной и пусть 
G – контрпример минимального порядка. Тогда 
G не является π-специальной группой и если R – 
минимальная нормальная подгруппа группы G, 
то R является либо  -группой, либо p-группой 
для некоторого .p  

(1) Каждая максимальная подгруппа группы 
G является π-специальной. 

Пусть M – произвольная  максимальная под-
группа в G и пусть L – произвольная максималь-
ная подгруппа в M. Тогда, согласно условию 
теоремы, в G имеется такое (1, ) -субнормаль-

ное добавление к L в группе G, что подгруппа 
( )GT L  является (1, ) -гиперцетральной в G. 

Тогда ( ),M M LT L M T     где M T  яв-

ляется (1, ) -субнормальным добавлением к L в 

группе M согласно лемме 1.1 (1).С другой сторо-
ны, ввиду леммы 1.3 (1), подгруппа M T   
является (1, ) -гиперцент-ральной в M. Таким 

образом, M является π-специальной согласно 
теореме 1.2. 

(2) G является группой Шмидта. В частно-
сти, ,G P Q   где P G G N  является си-

ловской p-подгруппой G, а Q x    является цик-

лической силовской q-подгруппой G для некото-
рых простых чисел p и q. 

Согласно утверждению (1), каждая макси-
мальная подгруппа группы G является π-спе-
циальной. Таким образом, G – минимальная не  
π-специальная группа и поэтому G – группа 
Шмидта ввиду леммы 1.4. Следовательно, мы 
имеем (2) ввиду леммы 1.5.  

(3) Каждая (1, ) -гиперцетральная в G 

подгруппа является гиперцентральной в G, а 
каждая (1, ) -субнормальная в G подгруппа яв-

ляется субнормальной в G. 
Действительно, группа G не является π-спе-

циальной и поэтому холловская  -под-группа 
группы G является силовской в G ввиду утвер-
ждения (2). Таким образом, каждая секция /K L  
группы G, являющаяся  -группой, является  

R-группой для некоторого простого числа R.  
Из этого вытекает утвеждение (3). 

Заключительное противоречие. Заметим, что 
/ ( )P P  является нециклическим главным фак-

тором G, поскольку G не является (1, ) -сверх-

разрешимой, и, в частности, G не является 
сверхразрешимой. Сначала предположим, что 
| | .Q q  Тогда p является максимальной под-

группой G, поэтому максимальная подгруппа V 
группы p имеет субнормальное добавление T в G 
такое, что ( )GT V  является гиперцентральной 

подгруппой в G. 
 Прежде предположим, что .T G  Тогда 

( ) ( ),GP T V Z G    что влечет нильпотент-

ность группы G, что противоречит выбору этой 
группы, поэтому T G  и, следовательно, T яв-
ляется нильпотентной  группой. Тогда група 
G PT  является π-специальной группой со-
гласно лемме 1.1 (5), поскольку G является 
произведением двух π-специальных групп  
(1, ) -субнормальных подгрупп p и T, что при-

водит к противоречию. 
Следовательно, | | .Q q  Пусть V – вторая 

максимальная подгруппа группы q и .M PV  
Тогда  

2| : | | : | | : | ,G M PQ PV Q V q    
следовательно, для некоторой субнормальной под-
группы T группы G имеем G VT  и ( )GV T  

является гиперцентральной подгруппой в G. 
Тогда T G  и ( ).Q V Q T    Отсюда 

следует, что 1,V   следовательно, p является 
второй максимальной подгруппой группы G, 
поэтому q является cубнормальной в G по гипо-
тезе, что влечет G PQ  является нильпотентной 

и мы снова приходим к противоречию.                
Доказательство теоремы 0.7. Предполо-

жим, что эта теорема не является верной и пусть 
G – контрпример минимального порядка. Тогда 
G не является π-специальной группой и если R – 
минимальная нормальная подгруппа группы G, 
то R является либо  -группой, либо p-группой 
для некоторого .p  

Пусть H – холлова  -подгруппа и p – си-
ловская p-подгруппа в G. 

(1) Группа /G R  мета-π-специальна. 
Если /G R  не имеет третьей максимальной 

подгруппы, то это очевидно. 
Теперь предположим, что /G R  имеет тре-

тью максимальню подгруппу / .M R  Тогда M – 
третья максимальная подгруппа в группе G и 
поэтому в этой группе имеется (1, ) -субнор-

мальное добавление T к M такое, что ( )GM T  – 

(1, ) -гиперцентральная в G подгруппа по гипотезе.  
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Тогда /TR R  является (1, ) -субнормаль-

ным добавлением к /M R  в /G R  по лемме 
1.1 (2). Кроме того, 

/( / / ) ( ) /G R GTR R M R R T M R    

– (1, ) -гиперцентральная в /G R  подгруппа 

(см. утверждение (1) в доказательстве теоремы 
0.3). Следовательно, гипотеза верна для / ,G R  

поэтому /G R  является мета-π-специальной 
группой  по выбору G.  

(2) R – единственная минимальна подгруппа 
в G и ( ).R G  В частности, ( ) .GC R R  Кроме 

того, фактор /1R  не является (1, ) -цент-

ральной в G. 
Если N – минимальная нормальная под-

группа группы G и ,N R  то 1N R   и по-

этому /1 / ( )G G G N R   является мета-π-спе-

циальной группой, поскольку класс всех  
мета-π-специальных групп является насыщенной 
формацией (см. лемму 1.2 (3)), что противоречит 
выбору группы G. Отсюда следует, что R – един-
ственная минимальна подгруппа в G и 

( ).R G   

Пусть теперь M – такая максимальная под-
группа в G, что RM G  и пусть ( ).GC C R  То-

гда 1GM   и ( )GC R R  (см. утверждение (1) в 

доказательстве теоремы 0.3.  
(3) | R | не является простым числом. 
Действительно, если | |R p  – простое чис-

ло, то ввиду (2), / / ( )GG R G C R  – подгруппа 

циклической группы ( )Aut R  и поэтому G явля-

ется метанильпотентной и, следовательно, мета-
π-специальной группой, что противоречит выбо-
ру группы G. Таким образом, имеет место (3).  

(4) Если R –  -группа, то в группе G имет-
ся такая неединичная третья максимальная 
под-группа V, что | G : V | не является  -числом 
и либо V – максимальная подгруппа в R, либо 

.R V  
Пусть W – максимальная подгруппа в R. То-

гда 1W   ввиду утверждения (3). 
Понятно, что R H G   и поэтому 
( ) .G    Пусть M – максимальная подгруп-

па в G, содержащая H. Тогда | : | nG M p  явля-

ется p-числом для некоторого ,p  поскольку 

группа G π-разрешима и | G : M | является  
π-чисом.  

Если ,H M  то ,R H  поскольку в про-

тивном случае R и /G R  являются π-специ-
альными группами и поэтому группа G в этом 
случае является мета-π-специальной, что проти-
воречит выбору группы G. Если R максимальна в 
H, то W V  – третья максимальная подгруппа в 
G и | G : V | не является  -числом. Если же 

R L H   для некоторой максимальной под-
группы L группы H, то в G имеется такая третья 
максимальная подгруппа V, что либо ,V W  
либо R V  и V H  и поэтому | G : V | не явля-
ется  -числом.  

Предположим теперь, что H L M   для 
некоторой второй максимальной подгруппы L 
группы G. Предположим, H L  и пусть V – та-
кая максимальна подгруппа в группе L, что 

.R H V   Тогда | G : V | не является  -числом 
поскольку H – холлова  -подгруппа в G. 

Теперь предположим, .H L  Если ,R H  
то W – 3-максимальная подгруппа в G и | G : W | 
не является  -числом. Пусть теперь H L   
и V – максимальная подгруппа в L такая, что 

.H V  Тогда | G : V | не является  -числом и 
.R V  

(5) Если R – p-группа для некоторого ,p  

то в группе G имется такая неединичная тре-
тья максимальная подгруппа V, что | G : V | не 
является p-числом и либо V – максимальная под-
группа в R, либо .R V    

Это утверждение доказывается аналогично 
утверждению (4). 

(6) Если T – (1, ) -субнормальное добавле-

ние к V в G такое, что ( )GV T  является  

(1, ) -гиперцентральной в G, то ( ) 1GV T    

и π-специальный корадикал W группы T не явля-
ется единичной группой. 

Действительно, предположим, что 1.W   
Тогда, ввиду леммы 1.2 (1), W является π-специ-
альной группой. 

Прежде предположим, что R –  -группа. 
Тогда ввиду утверждения (4), для некоторого 
p  имеет место : ( ) 1pE O T   и E является 

(1, ) -субнормальной подгруппой в G и поэтому 

( ( ))G
pO T  – нормальная p-подгруппа в G соглас-

но лемме 1.1 (5), что невозможно ввиду (1). Если 
же R – p-группа, для некоторого ,p  то ввиду 

утверждения (4), имеет место : ( ) 1B O T   и 

тогда ( ( ))G
pO T  – нормальная  -подгруппа в G 

согласно лемме 1.1 (5), что невозможно ввиду 
(1). Таким образом, мы имеем (6). 

Заключительное противоречие. Ввиду (6), 
π-специальный корадикал W группы T является 
неединичной группой и W субнормальна в G по 
лемме 1.1 (4). Но тогда ( )GR N W  и  

G = VT = RT, 
что влечет нормальность подгруппы W в G.  
Таким образом,  

,R W T G    
согласно утверждению (2). Это заключительное 
противоречие завершает доказательство теоремы.  
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Аннотация. Пусть F и G – простые конечные неориентированные графы. Граф G называется F-иррегулярным, если 
любые две его различные вершины принадлежат различному числу подграфов из G, изоморфных графу F. В 1987 году 
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вершинах существует нетривиальный F-иррегулярный граф. Мы подтверждаем эту гипотезу для каждой простой цепи 
Pn порядка 3.n   Кроме того, для любого целого числа 6k   мы строим P4-иррегулярный граф порядка k и показываем, 
что не существует нетривиального P4-иррегулярного графа на пяти и менее вершинах. 
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 Introduction 
 All the graphs considered in this paper are 
assumed to be simple, finite, and undirected. For a 
graph G, let V(G) and E(G) denote its vertex set and 
edge set, respectively. The order of G, denoted by 

,G  is the number of its vertices, i. e., ( ) .G V G  

A graph G is called nontrivial if 2.G   An edge 

incident to distinct vertices u and v is written as uv 
or (u, v). The degree of a vertex v in G is the number 
of edges incident to v. A graph is regular if all its 
vertices have the same degree. The neighborhood 
and closed neighborhood of a vertex v in G are 
defined as ( ) { ( ) | ( )}GN v u V G uv E G    and 

[ ] ( ) { },G GN v N v v   respectively. A graph is 

connected if there exists a path between any pair of 
its vertices.  
 This paper investigates F-irregular graphs, a 
topic pioneered in 1987 by Chartrand, Holbert, 
Oellermann, and Swart [1] and based on a 
generalization of the classical notion of vertex degree. 

 Definition 0.1. For a graph F, the F-degree of 
a vertex v in a graph G, denoted by ( ),GFdeg v  is 

the number of subgraphs of G that are isomorphic to 
F and contain v. A graph G is called F-irregular if 
any two distinct vertices in G have different  
F-degrees. 
 A central problem in this field is to characterize 
the connected graphs F for which a nontrivial  
F-irregular graph exists. Chartrand et al. [1] proved 
that stars and complete graphs of order at least 3 
satisfy this condition and proposed the following 
conjecture.  
 Conjecture 0.1. For every connected graph F 
of order 3,F   there exists a nontrivial  

F-irregular graph. 
 In 2024, Dovzhenok, Filuta, and Chuhai [2], 
for any biconnected graph F containing a vertex of 
degree 2, constructed an infinite series of F-irregular 
graphs and made a stronger statement than 
Conjecture 0.1. 

МАТЕМАТИКА
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 Conjecture 0.2. For each connected graph F 
with 3,F   there are infinitely many F-irregular 

graphs. 
 Currently, Conjectures 0.1 and 0.2 remain 
open, and much of the research in this area focuses 
on the study of 3K -irregular graphs, where nK  is a 

complete graph on n vertices. Berikkyzy et al. [3] 
proved that the order of a 3K -irregular graph 

(triangle-distinct graph) can be any integer not less 
than 7, and discovered some structural properties of 
triangle-distinct graphs concerning their degrees and 
number of edges. Stevanović et al. [4] constructed 
regular 3K -irregular graphs, thereby providing an 

affirmative answer to the question of the existence 
of such graphs which was posed in 1988 by 
Chartrand, Erdős, and Oellermann [5]. 
 In this article we explore the problem of  
F-irregular graphs in the case where F is a path. 
 Definition 0.2. Let 1n   be an integer.  
A graph nP  with vertex set 1 2( ) { , ,..., }n nV P v v v  

and edge set 1( ) { |1 1}n i iE P v v i n     is called a 

path of order n. Vertices 1v  and nv  are the 

endpoints of .nP  The path nP  is denoted by 1 2 ... nv v v  

or 1 2( , ,..., ),nv v v  where 1 1 1...v v v  by convention.  

It is evident that the degree and the 2P -degree 

of a vertex in a graph coincide. And since it is 
known that any nontrivial graph has at least two 
vertices with the same degree, it follows that a  

2P -irregular graph does not exist. Figure 0.1 

illustrates a 3P -irregular graph of order 6, with each 

vertex labeled by its 3P -degree. Moreover, Salehi 

[6] constructed a 3P -irregular graph of order k for 

every integer 6.k   This implies that Conjecture 0.2 
holds for the path 3.P  

 

 
 

Figure 0.1 – P3-irregular graph H6 of order 6 
 

In this paper, we confirm Conjecture 0.1 for 
each path nP  on 3n   vertices (Section 2). We also 

construct a 4P -irregular graph of any order starting 

from 6, in particular, this confirms Conjecture 0.2 
for a path 4 ,P  and prove that a nontrivial  

4P -irregular graph of order less than 6 does not exist 

(Section 1). Finally, in Section 3, we present the 
concept of 2( , )F P -irregular graphs.  

The following basic statements will be useful 
in our work. 

Рroposition 0.1. If vertices u, v are symmetric 
in a graph G, i. e., there exists an automorphism f 
 of G such that ( ) ,f u v  then for any graph F, the 

vertices u, v have the same F-degrees in G. 
Lemma 0.1. Let F and G be graphs, 

, ( ),u v V G  with ( ) ( )G GN u N v  or [ ] [ ].G GN u N v  

Then ( ) ( ).G GFdeg u Fdeg v  

Proof. From the condition of Lemma 0.1, it 
follows that there exists an automorphism f of G 
such that ( ) ,f u v  ( ) ,f v u  and ( )f w w  for each 

( ) \{ , }.w V G u v  Consequently, by Proposition 0.1, 

the vertices u, v have the same F-degrees in G.        
 

1 On the order of 4P -irregular graphs 

 We begin our investigation of the existence of 

nP -irregular graphs by examining the case when 

4,n   with our primary interest being the order of a 

4P -irregular graph. 

 First, we will construct a 4P -irregular graph of 

any odd order, starting from 9. 
 Definition 1.1. Let 4l   be an integer. We 
define a graph 2 1lH   of order 2 1l   (see Figure 1.1) 

as follows:  

2 1 1 2( ) {2 1},lV H V V l      

1 {1, 2, ..., },V l  

2 { 1, 2, ..., 2 },V l l l    

2 1 1( ) {( , ) | , , }lE H i j i j V i j      

2 1{( , ) | , , }

{(1, 2 1)}.

i j i V j V i j l

l

     
 

 

 

 
  

Figure 1.1 – Graph 2 1lH   

  
 Theorem 1.1. For every integer 4,l   the 

graph 2 1lH   is 4P -irregular. 

 Proof. Fix an integer 4l   and consider the 
graph 2 1.lH   We denote by P the set of all 

subgraphs of 2 1lH   that are isomorphic to 4 ,P  and 

let 
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2 14 2 1( ) ( ).
li H lh P deg i i V H
     

 We show that the 4P -degrees of vertices in 

2 1lH   satisfy the following inequalities: 

 2 2 1,l lh h   (1.1) 

 1 { 1, ..., 2 1},i ih h i l l      (1.2) 

 1 1,lh h   (1.3) 

 2 1,h h  (1.4) 

 1 {2, ..., 1}.i ih h i l      (1.5) 

 First, we calculate 2 .lh  There are exactly 3 

disjoint sets of copies of 4P  in 2 1lH   that contain 

vertex 2l: 

1 2{(2 , , , ) | {2 }, { , ..., 1}}\ ,A l l u v u V l v u l l      

2 1{(2 , , , ) | { }, {1, ..., } \{ , }},A l l u v u V l v l u l u     

3 {(2 , , 1, 2 1)}.A l l l   

Therefore,  

2 1 2 3lh A A A     
2 1 1

1 1

(2 ) ( 2) 1
l l

u l u

l u l u
 

  

         

( 1) (3 4)( 1)
1

2 2

l l l l  
     

 22( 1) 1.l    (1.6) 

 Next, we find 2 1.lh   We have exactly 2 disjoint 

sets of copies of 4P  in 2 1lH   that contain vertex 

2 1:l    

1 1{(2 1, 1, 1 \, ) | {1}},B l l u u V     

2 1{(2 1, 1, , ) | {1}, {2, ...\ , } \{ }}.B l u v u V v l u u      

 Therefore,  

2 1 1 2

2

1 ( 2)

l

l

u

h B B

l l u





  

     
 

 
(3 2)( 1) 3 ( 1)

1 .
2 2

l l l l
l

  
     (1.7) 

 From (1.6), (1.7), and the inequality 4,l   we 
have (1.1): 

2 2 1 ( 1)( 4) 2 0.l lh h l l       

 Next, we prove (1.2). Fix { 1, ..., 2 1}.i l l    

Let H  (see Figure 1.2) be the graph formed from 

2 1lH   by removing the edge ( , ).i i l   

 Note that vertices i and i + 1 have the same 
neighborhoods in H: 

( ) ( 1) { 1 , ..., }.H HN i N i i l l      

 Therefore, by Lemma 0.1,  

4 4( ) ( 1).H HP deg i P deg i   

For the graph 2 1,lH   this means that vertices i and 

i + 1 belong to the same number of subgraphs of 

2 1lH   that are isomorphic to 4P  and do not contain 

the edge ( , ).i i l  Thus,  

1 , { 1, ..., 2 1},i ih h X i l l      

{ | ( , ) ( ), 1 ( )}.X F P i i l E F i V F       (1.8) 

 

   

Figure 1.2 – Graph 2 1 {( , )}\lH H i i l   

  
And since the path ( , , , ) ,i i l x y X   where 

1, { }, ,\x y V i l x y    then 0,X   and together 

with (1.8) this guarantees the truth of (1.2). 
 Next, to prove (1.3), consider the graph G 
which is formed from 2 1lH   by removing the edge 

(1, 2 1).l   Note that the closed neighborhoods of 

vertices 1 and l + 1 coincide in graph G: 

[1] [ 1] {1, ..., 1}.G GN N l l     

Therefore, by Lemma 0.1, 

4 4(1) ( 1),G GP deg P deg l   
and hence, 

 1 1 ,lh h Y    

{ | (1, 2 1) ( ), 1 ( )}.Y F P l E F l V F       (1.9) 

For (1.3) to be true, taking into account (1.9), it 
remains to note that 0,Y   since the path 

(2 1, 1, 2, 3) .l Y   

 We now prove (1.4). Let W (see Figure 1.3) be 
the graph obtained from 2 1lH   by removing the two 

edges (1, 2 1)l   and (2, 2).l   Note that the closed 

neighborhoods of vertices 1 and 2 in the graph W are 
equal: 

[1] [2] {1, ..., 1}.W WN N l    

 Therefore, by Lemma 0.1, 

4 4(1) (2),W WP deg P deg  
and hence, 

 2 1 ,h h M K     

      { | (1, 2 1) ( ), 2 ( )},K F P l E F V F       
{ | (2, 2) ( ), 1 ( )}.M F P l E F V F      (1.10) 
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Figure 1.3 – Graph 2 1 {(1, 2 1), (2, 2)\ }lW H l l    

  
 The set M can be represented as the union of 
five disjoint sets: 

1 {( 2, 2, 1, ) | {3, ..., }},M l l v v l     

2 {( 1, 2, 2, ) | {3, ..., }},M l l v v l     

3 {(2, 2, , ) | {3, ..., },

{3, ..., } \{ , 2}},

M l u v u l

v l u u l

  

  
 

4 {( 2, 2, , ) | {3, ..., },

{3, ..., } \{ , 2}},

M l u v u l

v l u u l

  
  

 

5 {( , 2, 2, ) | , {3, ..., }, }.M u l v u v l u v     

 Therefore,  

1 2 3 4 5M M M M M M       

3

2( 2) 2 ( 4) ( 2)( 3)
l

u

l l u l l


          

 ( 2)(4 6).l l    (1.11) 

 Then, taking into account (1.7), (1.10), (1.11), 
and the inequality 4,l   we have  

2 1 2 1lh h M K M h        

2

3 ( 1)
( 2)(4 6)

2
1

(5 25 24) 0,
2

l l
l l

l l


    

   
 

from which (1.4) follows. 
 Finally, we prove (1.5). Fix {2, ..., 1}i l   and 

similarly to proof (1.2), we obtain  

 1 , {2, ..., 1},i ih h Z i l       

{ | ( 1, 1) ( ), ( )}.Z F P i i l E F i V F       (1.12) 

Note that the path ( 1, 1, , ) ,i l i z w Z     where 

1, { , 1 .\ },z w V i i z w    Therefore, 0Z   and, 

consequently, according to (1.12), inequality (1.5) is 
true. 
 From (1.1)–(1.5) it follows that the 4P -degrees 

of the vertices in 2 1lH   are pairwise distinct. 

Therefore, the graph 2 1lH   is 4P -irregular.               

 Now we will formulate a criterion for the 
existence of a nontrivial 4P -irregular graph of order k. 

 Theorem 1.2. There exists a nontrivial  

4P -irregular graph of order k if and only if k is an 

integer and 6.k   
 Proof. Sufficiency. Figure 1.4 shows the  

4P -irregular graphs 6 7, ,H H  of order 6, 7, 

respectively, and each vertex of these graphs is 
labeled with its 4P -degree. An example of a  

4P -irregular graph of odd order 9,k   according to 

Theorem 1.1, is the graph .kH  A 4P -irregular graph 

of even order 8k   can be constructed by adding an 
isolated vertex to the graph 1,kH   whose  

4P -degrees of vertices, based on Figure 1.4 and the 

proof of Theorem 1.1, are distinct and positive.  
 

 
 

Figure 1.4 – 4P -irregular graphs 6 7,H H  of order 6, 7 

   
Necessity. Consider any nontrivial 4P -irregular 

graph of order k. By definition, k is an integer. 
Moreover, 4,k   since in any graph of order 2, 3, or 4, 

the 4P -degrees of all vertices are equal. Next, 

referring to the graph diagrams [7, Appendix 1,  
P. 216–217], it is straightforward to verify that each 
of the 34 existing graphs of order 5 has two 
symmetric vertices. Consequently, by Proposition 0.1, 
the 4P -degrees of such vertices are equal in every 

graph of order 5, which implies that no 4P -irregular 

graph of order 5 exists. From the foregoing, it 
follows that 6.k   This completes the proof.           
  
 2 Main result 
 Our goal in this section is to confirm 
Conjecture 0.1 for any path nP  with 3n   vertices. 

 Theorem 2.1. For every integer 3,n   there 

exists a nontrivial nP -irregular graph. 

 Proof. Since the graph 6H  (Figures 0.1, 1.4) is 

3P -irregular and 4P -irregular, Theorem 2.1 is true 

for 3n   and 4.n   
 Let 5n   be an integer. Consider a graph 

3 4nS   (Figure 2.1) with a set of vertices  

3 4 1 2 3( ) ,nV S V V V     

1 1 2 1{ , , ..., },nV a a a   

2 1 2{ , , ..., },nV b b b  
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3 1 2 3{ , , ..., },nV c c c   

and a set of ages  

3 4 1

1

( ) { |1 2}

{ |1 1}
n i i

i i

E S a a i n

b b i n
 



    

    
 

1 1 1 3 3{ |1 4} { , , }.i i n n n n n nc c i n a b a c b c          
 

 
 

Figure 2.1 – Graph 3 4nS   

  
 Let us prove that 3 4nS   is a nP -irregular graph. 

 We define an n-path as any subgraph of 3 4nS   

that is isomorphic to .nP  

 First, we find the nP -degrees of vertices from 

the set 1.V   

 The vertex 1a  belongs to exactly two n-paths: 

1 1 ,n na a b  1 1 3.n na a c   Therefore,  

 
3 4 1( ) 2.

nn SP deg a


  (2.1) 

 Further, let {2, ..., 3}.i n   The graph 3 4nS   

contains exactly 4 n-paths with endpoint :ia  

1 3 2 ,i n n n ia a c c      

1 3 2 ,i n n n n ia a c b b      

1 1,i n n n ia a b b     

 1 3 1.i n n n n ia a b c c                 (2.2) 

 Note that any n-path containing a vertex ia  

either contains a vertex 1,ia   or, alternatively, has 

ia  as an endpoint. From this, taking into account 

(2.1), (2.2), we obtain  

3 4 3 4

3 4

1

1

( ) ( ) 4

{2, , 3}, ( ) 2.
n n

n

n S i n S i

n S

P deg a P deg a

i n P deg a
 



 

   
 

 Thus, the nP -degrees of the vertices 

1 3, , na a   in 3 4nS   form an arithmetic progression 

with a difference of 4 and a first term of 2. 
Therefore,  

 
3 4

( ) 4 2 {1, , 3}.
nn S iP deg a i i n


      (2.3) 

 Consider the vertex 2 .na   The graph 3 4nS   

contains exactly 3 n-paths with endpoint 2 :na    

2 1 3 4 ,n n n na a c b b      

2 1 3 ,n n na a b b    

 2 1 3 1.n n n na a b c c     (2.4) 

 Similar to finding the nP -degrees of vertices 

2 3,..., ,na a   taking into account (2.3), (2.4), we 

deduce that 

3 4 2( )
nn S nP deg a
    

 
3 4 3( ) 3 4 11.

nn S nP deg a n
      (2.5) 

Let’s look at the vertex 1.na   Given the 

structure of 3 4 ,nS   the set of all n-paths containing 

1na   can be represented as the union of two disjoint 

subsets 1G  and 2 ,G  where 1G  is the set of all  

n-paths containing 2 ,na   and 2G  is the set of all  

n-paths containing 1na   and not having vertices in 

1 1{ }.nV a   From (2.5), it follows that   

 
3 41 2( ) 4 11.

nn S nG P deg a n
     (2.6) 

 Let us calculate 2 .G  Clearly, for every  

n-path from 2 ,G  one of its endpoints, but not both, 

belongs to the set 2 1{ , }.\ nV b b  

 Next, for each {2, , 1},i n   we list all n-

paths with endpoint ib  that contain 1na   and do not 

contain vertices from 1 1\{ }:nV a   

2 2 1: ,n nb b b a   

3 3 1 3 3 3 1: , ,n n n n n nb b b a c b b c a      

1 3: {4, , 1}.i i n n n n ib b b a c c i n         (2.7) 

 From (2.7), it follows that  

 2 1.G n   (2.8) 

Therefore, using (2.6) and (2.8), we obtain  

 
3 4 1 1 2( ) 5 12.

nn S nP deg a G G n
       (2.9) 

 Let us find nP -degrees of vertices from the set 

2 .V  Since the vertex 1b  belongs to only one n-path 

1( ),nb b  then 

 
3 4 1( ) 1.

nn SP deg b


  (2.10) 

 Let 1H  be the graph obtained from 3 4nS   by 

removing the vertex 1.b  It is easy to see that in 1H  

the vertices 2 , , nb b  are symmetric to the vertices 

1 1, , ,na a   respectively. 

 Therefore, by Proposition 0.1, we have 

1 1 1( ) ( ) {2, , }.n H i n H iP deg b P deg a i n     (2.11) 

 And since when deleting 1b  from 3 4 ,nS   

exactly one n-path 1 nb b  is “lost”, then 

1 3 4
( ) ( ) {1, , 1},

nn H i n S iP deg a P deg a i n


     

1 3 4
( ) ( ) 1 {2, , }.

nn H i n S iP deg b P deg b i n


     (2.12) 

 Taking into account (2.3), (2.5), (2.9), (2.11), 
and (2.12), we have 
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3 4 3 4 1( ) ( ) 1
n nn S i n S iP deg b P deg a
      

4 5 {2, , 2},i i n      

3 4

3 4

1

2

( )

( ) 1 4 10,
n

n

n S n

n S n

P deg b

P deg a n










   
 

3 4
( )

nn S nP deg b


  

 
3 4 1( ) 1 5 11.

nn S nP deg a n
       (2.13) 

 Finally, we find the nP -degrees of the vertices 

from the set 3.V  Let 2H  be the graph obtained from 

3 4nS   by removing vertices 1a  and 2.a  In 2 ,H  the 

vertices 1 3, , nc c   are symmetric to the vertices 

3 1, , ,na a   respectively. Therefore, by Proposition 

0.1, we have 

2 2 2( ) ( )n H i n H iP deg c P deg a   

 {1, , 3}.i n    (2.14) 

 Note that when deleting vertices 1,a  2a  from 

3 4 ,nS   exactly 6 n-paths were “lost”: 

1 1 ,n na a b  1 1 3 ,n na a c    

2 1 1,n n na a b b   2 1 3 ,n n na a b c   

 2 1 3 ,n n na a c b   2 1 3 4 .n n na a c c    (2.15) 

 From (2.15), it follows that 

2 3 4
( ) ( ) 6

{3, , 1},
nn H i n S iP deg a P deg a

i n


 

  
 

2 3 4
( ) ( )

{1, , 5},
nn H i n S iP deg c P deg c

i n




  
 

2 3 44 4( ) ( ) 1,
nn H n n S nP deg c P deg c
    

 
2 3 43 3( ) ( ) 4.

nn H n n S nP deg c P deg c
    (2.16) 

 Based on (2.3), (2.5), (2.9), (2.14), and (2.16), 
we come to the conclusion that  

3 4 3 4 2( ) ( ) 6 4

{1, , 5},
n nn S i n S iP deg c P deg a i

i n
    

  
 

3 4 3 44 2( ) ( ) 5 4 16,
n nn S n n S nP deg c P deg a n
       

3 4 3( )
nn S nP deg c
    

 
3 4 1( ) 2 5 14.

nn S nP deg a n
      (2.17) 

 To complete the proof of Theorem 2.1, it 
remains to note that for any integer 5,n   according 
to (2.3), (2.5), (2.9), (2.10), (2.13), and (2.17), the 

nP -degrees of all vertices in 3 4nS   are pairwise 

distinct. Consequently, 3 4nS   is a nP -irregular graph 

for every integer 5.n                                               
  
 Conclusion 
 In this paper, for each integer 6,k   we 

constructed a 4P -irregular graph of order k and 

proved that for every path nP  on 3n   vertices, 

there exists a nontrivial nP -irregular graph.  

 Ali, Chartrand, and Zhang [8, p. 31] suggest 
several other research directions based on variations 
of the F-degree of a vertex in a graph. In relation to 
paths, we highlight for further study the problem of 
the existence of [ ]nP -irregular graphs. In such 

graphs, any two distinct vertices belong to a 
different number of induced subgraphs isomorphic 
to the path .nP   

 We also present a new concept of irregularity 
in graphs, shifting the focus from the vertices of a 
graph to its edges. For graphs F and G, we say that 
G is 2( , )F P -irregular if any two distinct edges of 

the graph G belong to different numbers of 
subgraphs of G that are isomorphic to F. 
Specifically, regarding paths, we pose the following 
problem: for which integers 4,n   does a  

2( , )nP P -irregular graph with two or more edges 

exist? 
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Введение 
 Теория массового обслуживания является 
одним из фундаментальных направлений при-
кладной вероятности и играет ключевую роль в 
анализе телекоммуникационных, вычислитель-
ных, производственных и социальных систем. 
Классические результаты [2], [3] показали, что 
для широкого класса сетей массового обслужи-
вания стационарные распределения обладают 
простой факторизуемой структурой и могут быть 
найдены в явном виде. 

Особый интерес в теории представляет свой-
ство нечувствительности (insensitivity) стацио-
нарных распределений – инвариантности по от-
ношению к форме распределений времен обслу-
живания при фиксированных средних. Это свой-
ство существенно упрощает анализ сложных сис-
тем, поскольку позволяет игнорировать детали 

распределений и опираться лишь на их первые 
моменты. 

В ряде работ Гомельской школы по мульти-
пликативным сетям была подробно исследована 
стохастическая динамика сетей массового об-
служивания с экспоненциальным ограничением 
на время пребывания заявок в узлах. В частно-
сти, в одной из работ был проанализирован ста-
ционарный режим функционирования таких се-
тей и получены условия их эргодичности [4].  
В последующих исследованиях для этого же 
класса моделей было доказано, что стационарное 
распределение числа заявок в узлах является ин-
вариантным относительно распределений времен 
обслуживания при фиксированных первых мо-
ментах [5]. Кроме того, в рамках исследований 
Гомельской школы по мультипликативным се-
тям были получены результаты, касающиеся 
свойства нечувствительности стационарного 
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распределения для сетей массового обслужива-
ния с обходами узлов заявками [6]. 

В работе [1] был исследован стационарный 
режим открытой сети массового обслуживания с 
контрольными очередями и карантинным узлом 
(все узлы являются однолинейными), а также 
получены условия эргодичности данной модели. 
Однако вопрос о нечувствительности стационар-
ного распределения для этой сети оставался от-
крытым. 
 

1 Постановка задачи 
В открытую сеть массового обслуживания, 

состоящую из N однолинейных узлов с кон-
трольными очередями и  1N  -го узла, который 

назовем карантинным. В сеть поступает про-
стейший поток заявок с параметром λ. Каждая 
заявка независимо от других заявок направляется 
в i-ый узел с контрольной очередью с вероятно-

стью 0,ip  0,
1

1, 1, .
N

i
i

p i N


   
 
  Каждая заявка, 

поступающая в i-ый узел с контрольной очере-
дью, присоединяется к контрольной очереди, где 
проверяется на стандартность. Времена проверки 
независимы, не зависят от процессов поступле-
ния, обслуживания и имеют показательное рас-
пределение с параметром ,i  i  – некоторая 

положительная постоянная  1, .i N  Каждая 

заявка после окончания проверки в i-ом узле с 
вероятностью ip  признается нестандартной и 

независимо от других заявок мгновенно направ-
ляется в очередь  1N  -го узла, а с вероятно-

стью 1 ip  присоединяется к очереди стандарт-

ных заявок в i-ом узле. Каждая стандартная заяв-
ка после завершения обслуживания в i-ом узле 
независимо от других заявок мгновенно направ-
ляется в j-ый узел с вероятностью , ,i jp  а с веро-

ятностью ,0ip  покидает сеть  

, ,0
1

1, 1, .
N

i j i
j

p p i N


 
   

 
  

В  1N  -ом узле, который назовем каран-

тинным, осуществляется восстановление качеств 
(лечение) нестандартных заявок или их обезвре-
живание. Каждая заявка после обслуживания в 

 1N  -ом узле независимо от других заявок 

мгновенно направляется в очередь j-го узла с 
вероятностью 1, ,N jp   т. е. «вылечивается» и про-

должает движение по сети, а с вероятностью 

1,0Np   обезвреживается, т. е. покидает сеть  

1, 1,0
1

1 .
N

N j N
j

p p 


 
  

 
  

Стандартные заявки, а также заявки, прохо-
дящие «лечение» в карантинном узле, обслужи-
ваются единственным прибором i-го узла 

 1, 1 ,i N   времена обслуживания заявок неза-

висимы, не зависят от процесса поступления, 
процесса проверки заявок на стандартность и 
имеют произвольную функцию распределения 

( ),iB t  для которой верно равенство 

  1

0

1 ( ) , 1, 1,i iB t dt i N


      (1.1) 

где i  скорость обслуживания заявок i-ым при-

бором. 
Дисциплина обслуживания стандартных 

заявок, а также заявок, находящихся в карантин-
ном узле, – LCFS PR. Заявка, поступающая в 
узел, вытесняет заявку с прибора и начинает об-
служиваться, а вытесненная заявка становится в 
начало обычной очереди на обслуживание, сдви-
гая стоящие в ней заявки. При повторном посту-
плении на прибор заявка продолжает дообслу-
живаться оставшееся время. Таким образом, по-
ступающая в узел заявка имеет абсолютный при-
оритет перед всеми остальными заявками, нахо-
дящимися в узле. Нумерация заявок в очереди 
каждого узла осуществляется от конца очереди к 
прибору. 

Состояние сети в момент времени t будем 
описывать вектором 

 1 2 1( ) ( ), ( ),..., ( ) ,Nt t t x tx x x  

где  ( ) ( ), ( )i i it m t n tx  – состояние i-го узла с 

контрольной очередью в момент времени t,  
( )im t  – число заявок в контрольной очереди, 

( )in t  – число заявок очереди на обслуживание в 

i-ом узле в момент времени t  1, ;i N  

1 1( ) ( )N Nx t n t   – число заявок в карантинном 

 1N  -ом узле в момент времени t. 

Для марковского случая, т. е. когда 

 ( ) 1 exp , 0, 1, 1,i iB t t t i N       

процесс ( )tx  – однородный марковский процесс 

с непрерывным временем и счетным пространст-
вом состояний 1 2 1... ,NX X X X      где 

  
 1 1 1 1

, : , 0, 1, ,

: 0 .

i i i i i i

N N N N

X x m n m n i N

X x n n   

   

  
 

Изолируем i-й узел с контрольной очередью 

от сети  1, ,i N  помещая его в фиктивную сре-

ду и предполагая, что в него поступает простей-
ший поток заявок интенсивности λ. Под изоли-
рованным узлом будем понимать изолированный 
от сети узел, в который поступает простейший 
поток заявок с интенсивностью, равной 
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интенсивности потока заявок, входящих в этот 
узел сети. Каждая поступающая заявка присое-
диняется к контрольной очереди, где проверяет-
ся экспоненциальным прибором на стандарт-
ность. Времена проверки независимы, не зависят 
от процессов поступления, обслуживания и име-
ют показательное распределение с параметром ν, 
ν – некоторая положительная постоянная. Дис-
циплина проверки заявок произвольная. Каждая 
заявка после окончания проверки либо с вероят-
ностью p признается нестандартной и покидает 
систему, либо с вероятностью 1 – p присоединя-
ется к очереди стандартных заявок. 

Времена обслуживания заявок в системе не-
зависимы, не зависят от процессов поступления, 
проверки на стандартность и имеют произволь-
ную функцию распределения ( ),B t  для которой 

выполняется 

  1

0

1 ( ) ,B t dt


    (1.2) 

где   – скорость облуживания заявок из обыч-

ной очереди единственным прибором изолиро-
ванного узла с контрольной очередью 

 , 1, .i i N      

Функционирование рассматриваемой сис-
темы массового обслуживания в момент времени 
t описывается случайным процессом  

 ( ) ( ), ( ) ,x t m t n t  

где ( )m t  – количество заявок в контрольной оче-

реди в момент времени t, ( )n t  – количество зая-

вок в обычной очереди в момент времени t.  
Тогда x(t) – однородный марковский процесс с 
непрерывным временем и счетным пространст-

вом состояний   , : , 0 .X x m n m n    

 Цель настоящей работы – доказать для дис-
циплины обслуживания LCFS PR инвариант-
ность стационарного распределения числа заявок 
при фиксированных первых моментах для сети 
массового обслуживания с контрольными очере-
дями и карантинным узлом, а также для изоли-
рованного узла с контрольной очередью. 
 

2 Марковский случай 
 Стационарный режим функционирования 
данной сети массового обслуживания при 

 ( ) 1 exp , 0, 1, 1,i iB t t t i N       был ис-

следован в [1]. Приведем из [1] уравнения гло-
бального равновесия для данной сети массового 
обслуживания в марковском случае 

10 1 0 0
1 1

( )
i N i

N N

i n N n i m
i i

p I I I
   
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 

 x  
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0 0
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 2 1
0

1 1
i

N N

j i j ji m
i j

p p I 
 

     x e e  

 1
1 1 1 0

1

, .
i

N

N i N N i m
i

p p I X   


     x e e x  (2.1) 

Здесь и далее ie  – единичный вектор i-го на-

правления. 
Разобьем уравнение глобального равнове-

сия (2.3) на уравнения локального равновесия 
следующим образом 

 2
0

1

( )
N

i i i
i

p p p


    x x e  

  1 1 10 ;N N Np p    x e  (2.2) 
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 Также в [1] исследован стационарный ре-
жим работы изолированного узла с контрольной 
очередью при  ( ) 1 exp , 0.B t t t     Приве-

дем ниже глобальные уравнения равновесия для 
такого изолированного узла из [1] 
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      01, 1 1 , , .np m n p I m n X       (2.4) 

 
3 Немарковский случай 
3.1 Инвариантность финального распределе-

ния изолированного узла с контрольной очередью 
Теперь откажемся от предположения, что 

времена обслуживания заявок в изолированном 
узле с контрольной очередью имеют показатель-
ное распределение. Однако по-прежнему пред-
полагается независимость процесса поступления 
заявок, процесса обслуживания единственным 
прибором изолированного узла заявок из обыч-
ной очереди и проверка на стандартность заявок 
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в контрольной очереди. В этом случае процесс, 
описывающий число заявок в изолированном 
узле с контрольной очередью в момент времени 
t, не является марковским. Далее докажем, что 
для такого процесса справедлива следующая 
теорема. 

Теорема 3.1. При выполнении условий (1.2) и  

 1
1 , 1 ,

p 
 

 
 

случайный процесс, описывающий число заявок в 
изолированном узле в момент времени t, имеет 
финальное строго положительное распределе-
ние вида  
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( , ) 1 1 .

1
nm p p

p m n
                        

 
 

Доказательство. Пусть ( )k t  – остаточное 

время обслуживания заявки в изолированном 
узле с момента t до момента окончания времени 
обслуживания, где k – номер позиции, на кото-
рой находится заявка от «хвоста» очереди к при-
бору. Таким образом,  1( ) ( ),..., ( )nt t t  τ  – век-

тор, описывающий остаточные времена обслу-
живания заявок в изолированном узле. Посколь-
ку, вообще говоря, ( )tx  не является марковским 

процессом, рассмотрим марковский процесс 
( ) { ( ), ( )},t t tζ x τ  добавляя к ( )tx  непрерывную 

компоненту ( )tτ . Введем обозначение 

1( , , ) ( , , ,..., )nF m n F m n y y y

11lim { ( ) , ( ) ,..., ( ) }.n nt
P x t x t y t y


       

В [1] доказано, что марковский процесс ( )tx  при 

выполнении условий теоремы 1 в марковском слу-
чае эргодичен. Используя теорему Смита [7] для 
регенерирующих процессов, можно доказать, что 
существуют финальные вероятности ( , , ).F m n y  

Так как ( )tx  – марковский процесс, сущест-

вует стационарное эргодическое распределение 
( ),tx  а следовательно, в общем случае и процес-

са ( )tζ , так как ( )tζ  получается из ( )tx  добавле-

нием непрерывных компонент.  
 Пусть h – положительная малая величина.  
Используя определение полной вероятности, 
рассмотрим вероятность события 

1 1 1{ ( ) , ( ) ,..., ( )( , }) ;nmP t h t h y t h yn       x  

описывая все способы появления данного события 
при различных гипотезах в момент времени t: 

а) в контрольной очереди изолированного 
узла было на одну заявку меньше, чем в состоя-
нии  ( ) ( ), ( ) ,t m t n tx  за время h заявка пришла 

в контрольную очередь извне (вероятность 
( ))h o h   и за остаточное время не успела об-

служиться в узле (вероятность 1( ));nB у h   ве-

роятность данного способа 
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здесь и далее 0 1i   ; 

б) в обычной очереди изолированного узла 
было на одну заявку больше, чем в состоянии 

 ( ) ( ), ( ) ,t m t n tx  и за время h заявка обслужилась 

и покинула узел; вероятность данного способа 
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x
 

в) изолированный узел находился в состоя-
нии  ( ) ( ), ( ) ,t m t n tx  за время h заявки не поки-

дали узел за счет обслуживания (вероятность 

2( ))nB у h   и заявки не переходили в обычную 

очередь из контрольной (вероятность 
1 ( ));h o h   вероятность данного способа 

 
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1 1
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г) изолированный узел находился в состоя-
нии  ( ) ( ), ( ) ,t m t n tx  остаточное время обслу-

живания заявки, находящейся в узле на месте n, 
было в диапазоне  , ,nh h y  за время h заявки не 

поступали в узел (вероятность 1 ( ));h o h   ве-

роятность данного способа 
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д) в контрольной очереди изолированного 
узла было на одну заявку больше, чем в состоя-
нии  ( ) ( ), ( ) ,t m t n tx  а в обычной очереди на 

одну заявку меньше, чем в состоянии 

 ( ) ( ), ( ) ;t m t n tx  за время h заявка после про-

верки на стандартность была признана стандарт-
ной и перешла в обычную очередь изолирован-
ного узла (вероятность  ( ) (1 ))h o h p    и за 

остаточное время не успела обслужиться в изо-
лированном узле (вероятность 3( ));nB у h   ве-

роятность данного способа 

 
 

1 1

0

1 1

3

{ ( ) 1, 1 , ( ) ,..., ( )

( ) (1 ) ( ) ;

}n n

n nh o h p B у

P t m n t y t y

h I

 

 

      

  





x
 

е) в контрольной очереди изолированного 
узла было на одну заявку больше, чем в состоя-
нии  ( ) ( ), ( ) ,t m t n tx  а в обычной очереди было 

столько же заявок, сколько и в состоянии 

 ( ) ( ), ( ) ;t m t n tx  за время h заявка после про-

верки на стандартность была признана нестан-
дартной и покинула изолированный узел (веро-
ятность  ( ) );h o h   вероятность данного способа  

  1 1{ ( ) 1, , ( ) ,..., ( ) }n nP t m n t y t y      x  
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 ( ) ;h o h p    

вероятность того, что произойдет не менее двух 
изменений состояний узла равна ( ).o h  

В силу сказанного выше имеем 
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Далее, каждую вероятность выразим через функ-
цию вида 
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Получим следующую систему уравнений 
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Рассматривая ( , , , )F m n t y  как сложные функции 

от t и предполагая, что у них существуют част-
ные производные первого порядка по перемен-
ным t, ny  и 1,ny   запишем разложение этих 

функций по формуле Тейлора 
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а также, приводя подобные слагаемые, деля обе 
части полученного соотношения на h и устрем-
ляя h к нулю, получим 
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Так как предельные функции не зависят от вре-
мени, имеем 
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 1 1 01, 1, ,..., (1 ) ( )n n nF m n y y p B у I        

  1, , .F m n p  y  (3.1) 

Разобьем уравнение глобального равновесия 
(3.1) на уравнения локального уравнения сле-
дующим образом 
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  1 1 01, 1, ,..., (1 ) ( ) .n n nF m n y y p B у I      (3.3) 

Нетрудно убедиться, что неотрицательным, 
абсолютно непрерывным по y решением 
уравнений локального равновесия (3.2), (3.3),  
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а следовательно, и уравнения глобального рав-
новесия (3.1) является 
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где ,( )p n m  – стационарная вероятность состоя-

ния x процесса ( )tx  в марковском случае. Дейст-

вительно, подставив (3.4) в (3.2), умножив обе 
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получим 

     0, 1, 1, .mp m n p m n I p m n p        

Затем, подставив (3.4) в (3.3), поделив обе части 
полученного равенства на    , , nF n m B yy  и 

умножив на  

 
0

( , ) 1 ( ) ,
ny

p n m B u du  

получим 
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
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Сложив оба полученных уравнения, получим 
уравнение глобального равновесия (2.4) для изо-
лированного узла с контрольной очередью для 
марковского случая.                                                
 

3.2 Инвариантность финального распреде-
ления открытой сети с контрольными очередя-
ми и карантинным узлом 

Теперь рассмотрим инвариантность фи-
нального распределения открытой сети массово-
го обслуживания с контрольными очередями и 
карантинным узлом. Сохранив предположения о 
независимости процессов поступления, проверки 
на «стандартность» и обслуживания заявок, бу-
дем предполагать, что ( )iB t  – произвольная 

функция распределения неотрицательной слу-
чайной величины, в таком случае процесс ( ),tx  

описывающий число заявок в узлах открытой 
сети обслуживания в момент времени t, не явля-
ется марковским, тем не менее для него справед-
лива следующая теорема. 

Теорема 3.2. При выполнении условий  
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p
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и (1.1), случайный процесс, описывающий число 
заявок в открытой сети обслуживания в мо-
мент времени t, имеет финальное строго поло-
жительное распределение вида 

2 21 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ), ,N Np p x p x p x x X   x  
с множителями 
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Доказательство. Пусть ( )ik t  – остаточное 

время обслуживания заявки в i-ом узле с момен-
та t до момента окончания времени обслужива-
ния, где k – номер позиции, на которой находит-
ся заявка в обычной очереди от «хвоста» очереди 
к прибору. Тогда вектор 

1 2( ) ( ), ( ),..., ( )
ii i i int t t t   τ  

описывает остаточные времена обслуживания 
всех задач i-го узла, находящихся в обычной 
очереди. Поскольку, вообще говоря, ( )tx  не яв-

ляется марковским процессом, рассмотрим мар-
ковский процесс ( ) { , )},( ()tt tζ x τ  добавляя к 

( )tx  непрерывную компоненту 

1 2( ) ( ( ); ( );...; ( )).Nt t t tτ τ τ τ  
Введем обозначение 
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1
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В [1] доказано, что марковский процесс ( )tx  при 

выполнении условий теоремы 2 в марковском 
случае эргодичен. Используя теорему Смита [7] 
для регенерирующих процессов, можно доказать, 
что существуют финальные вероятности ( , ).F x y  

Так как ( )tx  – марковский процесс, существует 

стационарное эргодическое распределение ( ),tx  

а следовательно, в общем случае и процесса ( ),tζ  

так как ( )tζ  получается из ( )tx  добавлением не-

прерывных компонент.  

Положим, что [ ]iy  – вектор, все элементы 

которого совпадают с элементами вектора 

1 2 1( , ,..., ),Ny y y   а на месте i-го элемента нахо-

дится элемент .iy  

Пусть h – положительная малая величина. 
Рассмотрим вероятность события  

,1 1

, ,

,{ ( ) , ( ) ,...

..., ( ) , 1, 1},
i i
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i n i n

iP t h t h y

t h y i N
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описывая все способы появления данного события 
при различных гипотезах в момент времени t: 
 а) хотя бы в одном из узлов с контрольной 
очередью, скажем в i-ом, в контрольной очереди 
было на одну заявку меньше, чем в состоянии 

( ),tx  вероятность 
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за время h заявка пришла в контрольную очередь 
извне (вероятность 0, ( ))ip h o h   и за остаточное 

время не успела обслужиться в узле (вероятность 

1,( ));
ii i nB у h   таким образом, вероятность дан-

ного способа 

1 1

,1 ,1 , 1 , 1

1,1 1,1 1, 1
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i ii i i n mp h o h B у h I       

б) хотя бы в одном из узлов с контрольной 
очередью, скажем в i-ом, в обычной очереди бы-
ло на одну заявку больше, чем в состоянии ( ),tx  

вероятность 
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и за время h заявка обслужилась и покинула узел 
(вероятность 0 );ip  таким образом, вероятность 

данного способа 
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в) сеть находилась в состоянии ( ),tx  веро-

ятность 

,1 ,1 , ,{ ( ) , ( ) ,..., ( ) , 1, 1};
i ii i i n i nP t t y t y i N      x x  

за время h заявки не покидали i-й узел, за счет 
обслуживания (вероятность 2,( )

ii i nB у h  ) и не 

переходили в обычную очередь из контрольной 
(вероятность 1 ( )ih o h  ); таким образом, ве-

роятность данного способа 
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г) сеть находилась в состоянии ( ),tx  веро-

ятность остаточное время обслуживания заявки, 

находящейся в i-ом  1, 1i N   узле на месте 

,in  было в диапазоне ,,
ii nh h y    

,1 ,1 , ,{ ( ) , ( ) ,..., ( ) ,

1, 1},
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и за время h заявки не поступали в узел (вероят-
ность 01 ( ));ip h o h   таким образом, вероят-

ность данного способа 

,1 ,1 , ,{ ( ) , ( ) ,..., ( ) ,
i ii i i n i nP t t y h t h y      x x  

 011, 1} ( ) ;ip h oi N h    

д) хотя бы в одном из узлов, скажем в i-ом 

 1, ,i N  в контрольной очереди изолированно-

го узла было на одну заявку больше, чем в со-
стоянии ( ),tx  а в обычной очереди на одну заяв-

ку меньше, чем в состоянии ( ),tx  вероятность 
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за время h заявка после проверки на стандарт-
ность была признана стандартной и перешла в 
обычную очередь i-го узла (вероятность 

 ( ) (1 )),i ih o h p    и за остаточное время не 

успела обслужиться (вероятность 2( ));
ii inB у h   

таким образом, вероятность данного способа 
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е) хотя бы в одном из узлов с контрольной 
очередью, скажем в i-ом, в контрольной очереди 
было на одну заявку больше, чем в состоянии 

( ),tx  а в карантинном узле было на одну заявку 

меньше, чем в состоянии ( ),tx  вероятность 
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за время h заявка после проверки на стандарт-
ность была признана нестандартной и отправи-
лась в карантинный узел (вероятность 

 ( ) ),i ih o h p   и за остаточное время не успела 

обслужиться в карантинном узле (вероятность 

11 21( ));
NN N nB у h
     таким образом, вероятность 

данного способа 
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ж) в карантинном узле было на одну заявку 
больше, чем в состоянии ( ),tx  вероятность 
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за время h заявка после обслуживания в каран-
тинном узле была обезврежена и покинула сеть 
(вероятность 10 );Np   таким образом, вероятность 

данного способа 
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з) в карантинном узле было на одну заявку 
больше, чем в состоянии ( ),tx  а в контрольной 

очереди i-го узла было на одну заявку меньше, 
чем в состоянии ( ),tx  вероятность 
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за время h заявка после обслуживания в каран-
тинном узле была восстановлена и перешла в  
i-ый узел (вероятность 1, ),N ip   и за остаточное 

время не успела обслужиться в i-ом узле (веро-
ятность 2,( ));

ii i nB у h   таким образом, вероят-

ность данного способа 
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и) хотя бы в одном из узлов, скажем в j-ом 

 1, ,j N  в обычной очереди было на одну за-

явку больше чем в состоянии ( ),tx  а в каком-то 

другом, скажем i-ом  1, ,i N  было на одну за-

явку меньше, чем в состоянии ( ),tx  вероятность 
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за время h заявка после обслуживания в j-ом узле 
перешла в контрольную очередь i-го узла (веро-
ятность )jip  и за остаточное время не успела 

обслужиться (вероятность 2( ));
ii inB у h   таким 

образом, вероятность данного способа 
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вероятность того, что произойдет не менее двух 
изменений состояний сети, равна ( ).o h  

В силу сказанного выше имеем 
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Разобьем уравнение глобального равновесия 
(3.5) на уравнения локального равновесия сле-
дующим образом 

 

 ,

,

0,
1

2
,1

,0
1 1

,

,[ ,. ,. ]0.,
i

i

i n

N

i
i

N
i i

i
i i n

p F

F y y
p

y 



















x y

x e
 

 
 1 ,1 ,

1,0
, 1

,[ ,..., ,0]
;N

N

N N N n

N
N n

F y y
p

y






 




x e
 (3.6) 

 

 

, 0
1

1
0, , 0

1

, ( )

, ( )

i i

i i

N

i i n i m
i

N

i i i i n m
i

F B у I

F p B у I













  





x y

x e y

 



Нечувствительность стационарного распределения открытых сетей обслуживания с контрольными очередями и карантинным… 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (66), 2026 69

 1
1 ,1 ,

1 , 1

0 , 1,

,[ ,..., , ]

( )

N

N

i i

N
N i N N n

i N n

m i i n N i

F y y h

y

I B у p



 

 

  
 



 


x e e

 

   ,1 , 1

0
1 , ,

,[ , , ,0],
i

i

i i

N
i i n

n
i i n i n

F y yF
I

y y






    
 
 


xx y 

 

 1 2
,1 , 1

1

, 0

,[ ,..., ]

(1 ) ( )

i

i i

N

i i i i n
i

i i i i n n

F y y

p B у I






   

  

 x e e
 

 
1 1

1
1 ,1 , 1

1

1 1, 0

,[ ,..., ]

( )

N

N N

N

i N N N n
i

i N N n n i

F y y

B у I p
 

 


  

   

 

 x e e
 

 

 

1

1

1

1

1,1 1,

1,

1,1 1, 1

0
1,

, ,[ , , ]

, ,[ , , ,0]

N

N

N

i

N

N N n

N n

N N n

n
N n

F t y y

y

F t y y
I

y









 



  




 
 
 



 



x

x




 

 2 1
,1 ,

1 1 , 1

,[ ,..., ,0]
j

j

N N j i j j n

i j j n

F y y

y  

  
 


x e e

 

 , 0 ,( ) , .
i ii i n m j iB у I p x X   (3.7) 

Далее, разобьем уравнение локального равнове-
сия (3.7) на еще более детальные уравнения ло-
кального равновесия следующим образом 
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Не трудно убедиться, что неотрицательным 
абсолютно непрерывным по y решением уравне-
ний локального равновесия (3.6), (3.8) и (3.9), а 
следовательно, и уравнения глобального равно-
весия (3.5), является 
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где ( )p x  – стационарная вероятность состояния 
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Далее, подставив равенство (3.10) в (3.9), поде-
лив обе части полученного равенства на  
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Сложив уравнения (3.11) и (3.12), получим урав-
нение локального равновесия для открытой сети 
обслуживания для марковского случая (2.3).       
 

Заключение 
В данной работе рассмотрена открытая сеть 

массового обслуживания с контрольными очере-
дями и карантинным узлом. На основе ранее по-
лученных условий эргодичности, установленных 
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в [1], доказано, что стационарное распределение 
числа заявок в узлах сети является инвариант-
ным относительно распределений времен обслу-
живания при фиксированных средних значениях. 

Полученный результат подтверждает нали-
чие у данной модели свойства нечувствительно-
сти и, тем самым, существенно расширяет класс 
сетей массового обслуживания, для которых 
возможно применение универсальных стацио-
нарных характеристик без учета конкретной 
формы распределений обслуживания. 

Результаты работы могут быть использова-
ны при моделировании и анализе систем с меха-
низмами контроля, фильтрации и карантина зая-
вок, в том числе в телекоммуникациях, логисти-
ке и биоинформационных системах. В дальней-
шем представляется перспективным исследова-
ние аналогичных свойств для сетей с более 
сложными маршрутными и приоритетными 
структурами. 
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ПРИМЕНЕНИЕ ФУНКЦИЙ БЕССЕЛЯ ДЛЯ НАХОЖДЕНИЯ 
ОЖИДАЕМЫХ ДОХОДОВ G-СЕТИ С НЕНАДЁЖНЫМ ОБСЛУЖИВАНИЕМ 

И НЕТЕРПЕЛИВЫМИ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ 
И ОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ ЗАЯВКАМИ 

Д.Я. Копать 

Гродненский государственный университет имени Янки Купалы 
 

APPLICATION OF BESSEL FUNCTION FOR FINDING EXPEXTED REVENUES 
OF G-NETWORK WITH UNRELIABLE SYSTEMS AND IMPATIENT POSITIVE 

AND NEGATIVE CUSTOMERS 

D.Y. Kopats 

Yanka Kupala State University of Grodno 
 

Аннотация. Объектом исследования в статье является G-сеть, состоящая из ненадёжных систем массового 
обслуживания (СМО), в которую поступают нетерпеливые положительные и отрицательные заявки. Нетерпеливость 
отрицательных заявок проявляется в уничтожении ими положительных заявок не сразу, а по истечении случайного 
времени, а нетерпеливость положительных – в ограничении времени ожидания начала обслуживания положительных 
заявок, по истечении которого она может перемещаться по системам сети или покидать сеть. С использованием 
модифицированных функций Бесселя первого рода удалось избавиться от ограничения на функционирование систем 
сети в режиме насыщения при нахождении ожидаемых доходов систем сети в случае, когда доходы от переходов 
между системами сети являются случайными величинами с известными средними значениями. 
 
Ключевые слова: G-сеть, ненадёжные линии обслуживания, функции Бесселя, ожидаемые доходы, нетерпеливые 
положительные и отрицательные заявки. 
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Введение  
G-сети как разновидность сетей массового 

обслуживания (СеМО), в которых помимо зая-
вок, требующих обслуживания, функционируют 
объекты, которые не требуют обслуживания, но 
приносят вред СеМО, в стационарном режиме 
были введены в рассмотрение в статье [1], а в 
переходном режиме впервые исследовались в 
статье [2]. В статье [3] была исследована G-сеть с 
ненадёжными линиями обслуживания в пере-
ходном режиме в случае, когда линия обслужи-
вания (ЛО) приходила в неисправность из-за 
причин, не связанных с компьютерными вирусами. 

В статье [4] данная сеть исследовалась в стацио-
нарном режиме, но предполагалось, что только 
вирусы способны приводить ЛО в неисправ-
ность. В статье [5] исследуется G-сеть с нетерпе-
ливыми положительными и отрицательными 
заявками, а статья [6] исследует данную сеть в 
переходном режиме. Данная модель объединяет 
модели статей [3], [6], но для количества исправ-
ных ЛО условие смягчено: здесь функция Хеви-
сайда для исправных ЛО аппроксимируется не 
единицей, а своим средним значением. Для ко-
личества положительных и отрицательных зая-
вок в системах сети снимается условие на 
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функционирование систем сети в режиме насы-
щения, при этом, в отличие от существующих 
методов, например, последовательных прибли-
жений, совмещённого с методом рядов, выраже-
ния являются аналитическими, а доходы от пе-
реходов между состояниями сети случайными 
величинами (СВ) с известными средними значе-
ниями. 
 

1 Описание сети 
Рассмотрим открытую G-сеть массового 

обслуживания [1] с n однолинейными системами 
массового обслуживания (СМО). В i-ю СМО из 
внешней среды поступают простейшие потоки 
положительных и отрицательных заявок с ин-

тенсивностями соответственно 0 ,i
  0 ,i

  1,  .i n  

Все поступающие потоки независимы. Времена 
обслуживания заявок в i-й СМО независимы, не 
зависят от процессов поступления и для 
положительных заявок являются показательной 
случайной величиной (ПСВ) с параметром .i  

Каждая положительная заявка в i-й СМО имеет 
ограниченное ПСВ с параметром i  время пре-

бывания, по истечении которого переходит в j-ю 
систему с вероятностью ijq  как положительная 

заявка, а с вероятностью ijq  как отрицательная 

заявка, и с вероятностью  

 0
1

1
n

i ij ij
j

q q q 



    

уходит из сети, , 1,  .i j n  Линии обслуживания 

(ЛО) подвергаются случайным поломкам, при-
чем время исправной работы ЛО системы Si  яв-

ляется ПСВ с параметром , 1, .i i n   После по-

ломки ЛО немедленно начинает восстанавли-
ваться и время восстановления также является 

ПСВ с параметром , 1, .i i n   

Каждая отрицательная заявка находится в 
системе случайное время, имеющее распределе-
ние ПСВ с параметром ,i

  по истечении кото-

рого уменьшает число положительных заявок на 
единицу при их наличии, и не производит 
никаких воздействий на систему в противном 
случае.  

После окончания обслуживания заявки в i-й 
СМО, она направляется в j-ю СМО с 
вероятностью ijp  как положительная заявка, с 

вероятностью ijp  как отрицательная заявка, и с 

вероятностью  

 0
1

1
n

i ij ij
j

p p p 



    

уходит из сети, 1,  .i n  
 
 

2 Система ДУ для ожидаемых доходов 
систем сети  

Рассмотрим динамику изменения доходов  

i-й СМО сети, 1, .i n  Пусть доход этой СМО в 

начальный момент времени был равен 0 ,iv  

1, .i n  Нам нужно найти доход системы ( )iV t  в 

момент времени t, 1, .i n  Доход i-й СМО в мо-

мент времени t t   можно записать в виде  

      , ,i i iV t t V t V t t       (2.1) 

где  ,iV t t   − изменение дохода системы iS  

на интервале  , .t t t   Равенство (2.1) можно 

переписать в виде: 

      1

0
lim , .i it

V t V t t t


 
       

Чтобы найти доход, выпишем условные вероят-
ности событий, которые могут произойти за вре-
мя ,t  а также изменения доходов i-й СМО, ко-

торые связаны с этими событиями, 1, .i n  Воз-

можны следующие ситуации: 
1) в i-ю СМО из внешней среды за время t  

поступит положительная заявка с вероятностью 

 0 ,iλ t o t     1,i n ; доход i-й СМО увеличится 

на 0 ,ir  где 0ir  – СВ с математическим ожижани-

ем  0 0 ,i iM r a  1, ;i n  

2) в i-ю СМО за время t  из внешней среды 
поступит отрицательная заявка с вероятностью 

 0 ,iλ t o t     1, ;i n  изменение дохода сети в 

данном случае не произойдет; 
3) положительная заявка после обслужива-

ния или по истечении времени ожидания в i-ой 
СМО покинет сеть с вероятностью  

    0 0  ( ),i i i i i iu d p q u k t o t       1, ;i n  

убыток i-ой СМО составит 0 ,iR  где 0iR  – СВ  

с математическим ожиданием  0 0 ,i iM R b   

1, ,i n  где ik  – количество положительных зая-

вок в i-ой СМО, id  – число исправных ЛО в i-ой 

СМО,  u x  – функция Хевисайда; 

4) в i-й СМО по окончании времени ожида-
ния в ней отрицательной заявки она уничтожает 
в этой СМО положительную заявку с вероятно-
стью  

      ,i i iu l u k t o t     1, ;i n  

доход для i-ой системы уменьшится на 0 ,iR  где 

 0 0 ,i iM R b   1, ;i n  

5) в i-й СМО время ожидания отрицатель-
ной заявки закончилось, если в момент времени t 
в ней отсутствовали положительные заявки; ве-
роятность этого события равна  
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      1   ,i i iu l u k t o t      1, ;i n  

изменение дохода сети в данном случае не про-
изойдет;  

6) время обслуживания или ожидания по-
ложительной заявки в i-ой СМО закончилось и 
она переходит в j-ую СМО опять как положи-
тельная заявка с вероятностью  

       ,i i ij i ij iu d p q u k t o t        , 1, ;i j n  

доход i-ой СМО уменьшится на величину ijR ,  

а доход j-ой СМО увеличится на эту величину, 

где   ,ij ijM R a  , 1, , .i j n i j   Аналогично, 

когда время обслуживания или ожидания поло-
жительной заявки в j-ой СМО закончилось и она 
переходит в i-ую СМО опять как положительная 
заявка, доход i-ой СМО увеличится на вели- 
чину ;jiR  

7) время обслуживания или ожидания по-
ложительной заявки в i-ой СМО закончилось и 
она переходит в j-ую СМО как отрицательная 
заявка; вероятность такого события будет равна 

        1  ,i i ij i i ij iu d p k q u k t o t         

, 1, ;i j n  

доход i-ой СМО уменьшится на величину ,ijR   

а доход j-ой СМО не изменится, где 

  ,ij ijM R a   , 1, , .i j n i j   

8) c вероятностью  

 1 ( ) ( ),i iu d t t o t      1, ,i n  

при этом за время t  восстановится одна линия 
обслуживания; доход СМО iS  умень-шится на 

СВ ,ig  где   ,i iM g h  1, .j n  

9) c вероятностью  

 ( ) ( ) , 1, ,i iu d t t o t i n      

при этом за время t  одна линия обслуживания 
выйдет из строя; доход сети не изменится; 

10) при этом в каждую i-ую СМО, 1, ,i n  

не поступают ни положительные, ни отрица-
тельные заявки, и в них за время t  не обслужи-
лось ни одной заявки, не уйдет из очереди ни 
одной отрицательной заявки; вероятность такого 
события равна  

    
         

0 0
1

1  

1 ,

1, ;

n

i i i i i i
i

i i i i i i i

u k u k

l u l u d u d t o t

i n

 





        

        




 

суммарный доход системы iS  может увеличиться 

(уменьшиться) на величину ,ir t  где   ,i iM r c  

, 1, .i j n  

Пусть t  СВ 0 ,ir  0 , ,i iR g ,ijr ,ijr  не зависят 

от СВ .ir  Тогда получаем, что: 

 

 

     

    

      

0

0

0

0

0 0

, с вероятностью

,

, с вероятностью

,

, с вероятностью

( ),

, с вероятностью

,

, с вероятн

,

i i

i

i i

i i i

i i

i i i i i i

ij  i

i i ij i ij i

ji  i

i

r r t

t o t

R r t

u l u k t o t

R r t

u d p q u k t o t

R r t

u d p q u k t o t

R r t

V t t









 

 

   

  

   

  

    

  

    

 

         

      

    

 

 

0 0
1

остью

,

, с вероятностью

,

, 1, , ,

, с вероятностью

1 ( ) ,

, с вероятностью

1 ( ) ( )

( ) 1

j j ji j ji j

ij  i

i i ij i ij i

i  i

i i

i

n

i i i i
i

i i i

u d p q u k t o t

a r t

u d p q u k t o t

i j n  i j

g r t

u d t t o t

r t  

u k t

u d t u d
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

 

 



     

  

    

 
  

    



    

  


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

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




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





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
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









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Тогда математическое ожидание изменения до-
хода равно: 

       0 0,i i i iM V t t a c t t o t           

        0i i i i ib c t Mu l Mu k t o t           

 
     

0

0 0  ( )

i i

i i i i i i

b c t

Mu d p q Mu k t o t

    

       
 

 
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
 

       1 ( )i  i i ih c t Mu d t t o t           
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     ( ) 1 ( ) .i i i iMu d t u d t t o t
       

 

Рассмотрим математическое ожидание от 
функций Хевисайда. По определению математи-
ческого ожидания и с учётом состояний в одно-
линейной СМО  

 ( ) 0;1id t      ( ) ( ) 1 .i iMu d t P d t   

Используя результаты работы [7] получим 
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Количество заявок простейшего потока с интен-
сивностью λ за время t, как известно например в 
[8], [9], подчиняется распределению Пуассона  

   
.

!

k

t
k

t
P t e

k

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Отсюда следует, что при k = 0 получаем 

 0 ,tP t e  при k = 1  1 .tP t te   При малом 

значении t обозначим это значение как Δt в силу 
ординарности простейшего потока 

   1 .totP    Отсюда из условия нормировки 

получаем,    1 1 .tt tP e o     Как извест-

но, в марковских СеМО длительности времен 
обслуживания заявок имеют показательное рас-
пределение, то есть вероятность обслуживания 1 
заявки за время t имеет вид: 1 ,te  а вероят-
ность того, что это время будет больше, то есть 
за время t не обслужиться ни одной заявки, равно 

.te  Последняя вероятность совпадает с вероят-
ностью поступления нуля заявок при простей-
шем потоке. Таким образом приходим к выводу, 
что при малом значении времени данные распре-
деления близки друг к другу, а именно разность 
вероятностей при замене показательного распре-
деления простейшим потоком равна  .o t  
С учётом того, что суперпозиция простейших 
потоков является простейшим потоком [8], [9], 
то при малых значениях времени каждую оче-
редь в описываемой СМО можно считать СМО 
М / М / 1. То есть такая замена будет иметь по-
грешность суммы конечного количества   ,o t  

то есть будет равна  .o t  Отсюда следует, что 

для каждой СМО сети можно применить резуль-
таты работы [10], согласно которым получим 
следующие результаты: 
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i  – интенсивность входящего в i-ую СМО по-

тока, *
i  – интенсивность выходящего из i-ой 

СМО потока, ia  – начальное состояние i-ой 

СМО,  nI x  – модифицированная функция Бес-

селя первого рода (МФБ1) n-го порядка (для 
СеМО нас будет интересовать случай целого 
неотрицательного порядка), 0 ia  – символ Кро-

некера. Входящий поток в нашей сети разделим 
на 2 части: входящий поток положительных зая-

вок с интенсивностью  p
i  и входящий поток 

отрицательных заявок с интенсивностью   .n
i  

Аналогично для выходящего потока    , .p n
i i   

Для нашей сети данные параметры равны: 
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Отсюда введём обозначения:  
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И наконец рассмотрим     0 .i iMu l P l t   

Аналогично прошлому случаю получим 
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Введем обозначение     .i iv t M V t  Из 

(2.1) имеем 

  ( )i iv t t v t     ,iM V t t   , 

откуда, перейдя к пределу при 0t   и задавая 
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начальные условия 0(0) ,i iv v  1, ,i n  получим 

выражения для ожидаемых доходов систем сети 
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Рассмотрим интегралы от функций Хевисайда. 
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Перейдём к интегралам от произведения функ-
ций Хевисайда в предложении, что потоки при-
ходящих в каждую СМО положительных и отри-
цательных заявок, а также положительных зая-
вок и интенсивности выхода из строя и восста-
новления ЛО независимы. Тогда получим: 
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Пример. Рассмотрим СеМО, состоящую из 
5n   СМО с интенсивностями входного потока 

положительных и отрицательных заявок 0i
  и 

0i
  равными соответственно 01 30,   02 10,   

03 20,   04 20,   05 20,   01 02 03 15,         

04 0515, 15.      Ожидаемые доходы от поступ-

ления положительных заявок в системы сети 

извне 0ia  равны соответственно 0 10, 1, 5.ia i   

Пусть интенсивности обслуживания заявок и 
активации отрицательных заявок в СМО сети 

равны: 50, 1, 5.i i i      Убытки сети от ак-

тивации отрицательных заявок 0ib  и себестои-

мость обслуживания заявки 0ib  равны соответст-

венно 0 0 , 1,5 .i ib b i i     Параметры времени 

работы неисправной и времени восстановления 

равны соответственно 4,i   5,i   1, 5 .i   

Средняя величина убытка за восстановление ЛО 

равна 2, 1,5 .ih i   Положим, что вероятности 

перехода положительных и отрицательных зая-
вок между СМО сети равны:  

ji iip q   0,1; ;ij ijq q i j     , 1, 5 .i j   
 

 
 

Рисунок 2.1 – График ожидаемого дохода систем 
сети на отрезке времени [0; 4] 

 
Интенсивности досрочного перехода заявок ме-
жду системами сети равны соответственно 

2; 1, 5 .j j    Выражения для ожидаемых до-

ходов от перехода положительных заявок между 



Д.Я. Копать 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (66), 2026 76 

системами сети ija  имеют вид 5,ija   а в случае 

перехода заявок в другие СМО как отрицатель-
ных – следующий вид 3.ija   На рисунке 2.1 

представлен график изменения ожидаемых дохо-
дов систем сети на отрезке времени [0; 4], если в 
начальный момент времени все системы сети 
были с нулевым доходом. 
 

Заключение 
В статье представлена G-сеть, состоящая из 

ненадежных систем с нетерпеливыми положи-
тельными и отрицательными заявками. С помо-
щью МФБ1 найдены ожидаемые доходы систем 
сети в случае, когда доходы от переходов между 
состояниями сети являются СВ с известными 
средними значениями. Показано, что если систе-
мы сети не находятся в режиме насыщения, то 
ожидаемый доход является нелинейной функци-
ей времени даже если параметры сети не зависят 
от времени и состояний сети. 
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Аннотация. Для полулинейного волнового уравнения со смешанной производной, заданного в первом квадранте,  
рассматривается смешанная задача, в которой на пространственной полупрямой заданы условия Коши, а на временной – 
условия Дирихле. Оператор в уравнении представляет собой композицию двух операторов переноса с постоянными 
коэффициентами. Решение строится методом характеристик в неявном аналитическом виде как решение некоторых 
интегральных уравнений. Исследуется разрешимость этих уравнений, а также зависимость от начальных данных 
и гладкость их решений. Для рассматриваемой задачи доказана единственность решения и установлены условия 
существования ее классического решения. Построено слабое решение в случае недостаточно гладких данных задачи. 
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Introduction  
Nonlinear wave equations of the form 

2 2 2( ) ( , ) ( , , ( , ))t xa u t x f t x u t x     

appear in many applications, including the propaga-
tion of spin waves in liquid 3He, the propagation of 
resonant light pulses in a medium with atoms having 
degenerate energy levels [1], the quantum field the-
ory [2, 3], rapidly rotating baroclinic fluid [4], su-
perconductors [4], Bloch-wall motion, the propaga-
tion of a crystal dislocation [5]. It demonstrates the 
importance of studying mixed problems for the 
nonlinear wave equations. The simplest generaliza-
tion of Eq. 2 2 2( ) ( , ) ( , , ( , ))t xa u t x f t x u t x     is the 

following equation 

1 2( )( ) ( , ) ( , , ( , )),t x t xa a u t x f t x u t x        

which will be studied in the present paper. 
 

1 Statement of the problem 
In the domain (0, ) (0, )Q      of two inde-

pendent variables 2( , ,)t x Q    consider the one-

dimensional nonlinear equation 

1 2( )( ) ( , ) ( , , ( , )),t x t xa a u t x f t x u t x        (1.1) 

where 1 0,a   2 0,a   and f is a function given on 

the set [0, ) [0, ) .     Equation (1.1) is equipped 

with the initial conditions 

МАТЕМАТИКА



V.I. Korzyuk, J.V. Rudzko 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (66), 2026 78 

(0, ) ( ),u x x   (0, ) ( ),t x xu   [0, ),x   (1.2) 

and the boundary condition 

 ( ,0) ( ),u t t   [0, ),t   (1.3) 

where φ, ψ, and μ are functions given on the half-
line [0, ∞). 
 We call Eq. (1.1) a semilinear wave equation 
with a mixed derivative, because its principal part is 
of the form: 

2 2
1 2 1 2 1 2)( (( ) ,)t x t x t t x xa a a aa a            

where terms 2
t  and 2

1 2 xa a   correspond to the 

terms 2
t  and 2 2

xa   of the classical wave equation, 

respectively, and the term 1 2( ) t xa a    corresponds 

to an additional mixed derivative. 
In the case 21a a  problem (1.1)–(1.3) was 

considered in [6]–[9]. Mixed problems for Eq. (1) in 
the linear case, i. e., ( , , ) ( , ) ( , ) ,f t x u F t x q t x u   

were considered in [10]–[13].  
 

2 Linear homogeneous equation 
First, we consider problem (1.1)–(1.3) when 

 ( , , ) 0.f t x u   (2.1) 

We find the solution to problem (1.1)–(2.1) using 
the method of characteristics. The general solution 
to Eq. (1.1) with (2.1) is given by the formula: 

 1 1 2 2( ( ) )., ) (x a t g x tu t x g a    (2.2) 

To define the solution of problem (1.1)–(2.1) on the 
set ,Q  the functions 1g  and 2g  must be defined for 

all real numbers and nonnegative real numbers, re-
spectively. Substituting (2.2) into the Cauchy condi-
tions (1.2) yields the following system of equations: 

1 2( ) ( ) ( ),g x g x x     

1 1 2 2( ) ( ) ( ),a g x a g x x     [0, ),x   

which has the following solution (see source [14] for 
an algorithm to solve this system): 

2
1

1 12 2 21 0

( )
( ) (

1
) ,

xa x
g x z dz

a a a a

C

a a


   

     (2.3) 

[0, ),x   

1 1 2 02 2 1

1
2

( )
( ) ( ,

1
)

xa x
g x z dz

a a a a a a

C
   

     (2.4) 

[0, ),x   

where C is an integration constant. 
We can use the boundary conditions (1.3) to 

define the function 1g  for negative values of the 

argument. Substituting (2.2) into the boundary con-
ditions (1.3) yields the following representation: 

1 1 2 2( ) ( ) ( ),g a t g a t t     

which implies 

2
1 2

1 1

( ) ,
a x x

g x g
a a

   
       

   
 ( ,0].x   (2.5) 

Combining (2.5) with (2.3), we get 

2
2

1
1

1 21

( )

a x
a

ax
g x

a a a

 
            

 

 

2

1

1 1 2 02

1
( ) ,

a x

a

z dz
a a a a

C


  
   ( ,0].x   (2.6) 

Formulas (2.3), (2.4), and (2.6) imply that 

2 1 21

1 2

( ) ( )
( , )

a x a t a x a t
u t x

a a

    
 


 

 
2

11 2

1
( ) ,

x a t

x a t

z dz
a a





 
  (1)( , ) ,t x Q  (2.7) 

1 2
11 2

1 1 2 1 2

( )
( , )

x
a a t

aa x ax
u t x t

a a a

t

a a

  
                   

 

 
2

2
1

1 2

1
( ) ,

x a t

x
a t

a

z dz
a a



 
  

 


   (2)( , ) ,t x Q  (2.8) 

where ( )
1{( , ) : ( , ) ( )( 1 0},)j jQ Qt x t x a t x      

1, 2.j   

Now, let us analyze the smoothness of the con-
structed solution. Under the smoothness conditions 

2 [0,( )),C   1 [0,( )),C   and 2 [0 )( , )C   

the function u defined by formulas (2.7) and (2.8) 

belongs to the classes 2 (1)( )C Q  and 2 (2)( ).C Q  Thus, 

this function u belongs to the class 2 ( )C Q  if and 

only if the following conditions are met: 

 ( , 0) ( , 0),p p
t t

k k
x xu t x at u t x at          (2.9) 

, 0,1,2,p k   0 2.p k    

Substituting (2.7) and (2.8) into conditions (2.9), we 
obtain the following equalities: 

 (0) (0),    (2.10) 

 (0) (0),    (2.11) 

 1 2 1 2(0) (0) (0) (0).a a a a           (2.12) 

 Thus, we have proved the following assertion. 
 Assertion 2.1. Let the conditions be satisfied 

2 [0,( )),C   1 [0,( )),C   2 [0,( )).C   

The first mixed problem (1.1)–(2.1) has a unique 
solution :u Q    in the class 2 )(C Q  if and only 

if conditions (2.10)–(2.12) are satisfied. This solu-
tion is determined by formulas (2.7) and (2.8). 
 Proof. 1. The existence of the solution follows 
from the construction. 2. The uniqueness of the solu-
tion follows from the rigorous justification of each 
step in the construction process.                                

 
3 Linear inhomogeneous equation 
Now consider Eq. (1.1) with 

 ( , , ) ( , ),Ff x tu xt   (3.1) 
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where F is some function given on the set .Q  

According to Duhamel’s method [14], we seek 
a solution to problem (1.1)–(1.3) and (3.1) in the 
form inhom ,u u v   where u is a solution to problem 

(1.1)–(1.3) and (3.1) for 0F   and v is determined 
in terms of the function  

: [0, ) [0, ) [0, ) ( , , ) ( , , )t x t x            

by the formula 

 
0

( , ) , , .( )
t

tv dt x x       (3.2) 

where the function ω solves the following problem: 

1 2( )( ) ( , , ) 0,t x t xa a t x          ( , ) ,t x Q  

(0, , ) 0,x    (0, , ) ( , ),t x F x      [0, ),x   

( , , ) 0,0t    [0, ).t   

According to Section 2, the function ω has the 
following form: 

1

2

1 2

1
( , , ) ( , ) ,

x a t

x a t

t x F z dz
a a





   
   (1)( , ) ,t x Q  (3.3) 

2

2
1

1 2

1
( , , ) ( , ) ,

x a t

x
a t

a

t x F z dz
a a



 
  

 

   
  (2)( , ) .t x Q (3.4) 

So, according to formulas (3.2)–(3.4), the function v 
takes the form 

 

 2

11 2 0

1
( ,, ) ,( )

x a tt

x a t

d F z dzv t x
a a

 

 

 


    (2)( , ) ,t x Q  

 

 

 

1

1

1

2

2

1

2

1 2

(2)

1 2 0

1
( , )

1
( , ) , ( , ) .

( , )
x a tt

x x a tt
a

x
t

x a ta

x
a t

a

d F z dz
a a

d F z dz t x Q
a a

v t x
 

 


 

 
   

 

  


   


  

 

 

Thus, we have constructed the solution to problem 
(1.1)–(1.3) and (3.1) in the form 

2 1 21

1 2

( ) ( )
( , )

a x a t a x a t
u t x

a a

    
 


 

1

2

1 2

1
( )

x a t

x a t

z dz
a a





  
   

 

 2

11 2 0

1
( , ) ,

x a tt

x a t

d F z dz
a a

 

 

  
    (1)( , ) ,t x Q  (3.5) 

2

2
1

1 2

1 1 2

1 2
1

1 2 1 2

( )
( , )

1
( )

x a t

x
a t

a

a x ax
u t x t

a a a

x
a a

t

t
a

z dz
a a a a



 
  

 

   
       

  
         

  

 

 

 

 2

1

1

1 2

1
( , )

x a tt

x x a tt
a

d F z dz
a a

 

 

   
    

 1

2

2

1

1 2 0

1
( , ) ,

x
t

x a ta

x
a t

a

d F z dz
a a


 

 
   

 

  
    (2)( , ) .t x Q  (3.6) 

Now, let us analyze the smoothness of the con-
structed solution. Under the smoothness conditions 

1( ),F C Q  2 [0,( )),C   1 [0,( )),C   and 
2 [0 )( , )C   the function u defined by formulas 

(3.5) and (3.6) belongs to the classes 2 (1)( )C Q  and 
2 (2)( ).C Q  Thus, this function u belongs to the class 
2 ( )C Q  if and only if conditions (2.9) are met. Sub-

stituting (3.5) and (3.6) into conditions (2.9) yields 
(2.10), (2.11), and 

1 2 1 2(0) (0,0) (0) (0) (0).F a a a a           (3.7) 

The following assertion holds. 
Assertion 3.1. Let the conditions be satisfied 

1( ),F C Q  2 [0,( )),C   1 [0,( )),C   
2 [0,( )).C   

The first mixed problem (1.1)–(1.3) and (3.1) has a 
unique solution :u Q    in the class 2 )(C Q  if 

and only if conditions (2.10), (2.11), and (3.7) are 
satisfied. This solution is determined by formulas 
(3.5) and (3.6). 
 Proof. 1. The existence of the solution follows 
from the construction. 2. Let us prove the unique-
ness. Assume that problem (1.1)–(1.3) and (3.1) has 
two solutions, namely, (1)u  and (2) .u  Denote 

(1) (2) .U u u  Then the function U solves the fol-
lowing problem  

1 2( )( ) ( , ) 0,t x t xa a U t x        ( , ) ,t x Q  

( , ) ( , ) 0,tU t x U t x    [0, ),x   

 ( ,0 0,)U t   [0, ).t   (3.8) 

According to Assertion 2.1, problem (3.8) has a 
unique solution 0.U   Thus, (1) (2)u u  and the 
uniqueness is proved. 
 
 4 Integral equation 
 Under certain smoothness and matching condi-
tions, it turns out that the classical solution to prob-
lem (1.1)–(1.3) is equivalent to the solution to two 
coupled integral equations. The following theorem 
addresses this equivalence. 
 Theorem 4.1. Let the conditions be satisfied 

1 ),(f C Q   2 [0,( )),C   
1 [0,( )),C   2 [0,( )).C   

The function :u Q    belongs to the class 2 )(C Q  

and satisfies Eq. (1.1) with conditions (1.2) and (1.3) 
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if and only if it is a continuous solution of the  
following coupled integral equations 

2 1 21

1 2

( ) ( )
( , )

a x a t a x a t
u t x

a a

    
 


 

1

2

1 2

1
( )

x a t

x a t

z dz
a a





  
   

  
 

 2

11 2 0

1
, , ( , ) ,

x a tt

x a t

d F z u z dz
a a

 

 

   
    (4.1) 

(1)( , ) ,t x Q  

1 2

1 1 2

( )
( , )

a x ax
u t x t

a a

t

a

   
       

 

2

2
1

1 2
1

1 2 1 2

1
( )

x a t

x
a t

a

x
a a t

a
z dz

a a a a



 
  

 

  
         

    

 
 

 

1

1

2

1 2

1
, , ( , )

x a tt

x x a tt
a

d F z u z dz
a a

 

 

    
    

  
 1

2
1

2

1 2 0

1
, , ( , ) ,

x
t

x a ta

x
a t

a

d F z u z dz
a a


 

 
   

 

   
    (4.2) 

(2)( , ) ,t x Q  

and the matching conditions (2.10), (2.11), and 

1(0) (0,0, (0)) (0)f a      

 2 1 2(0) (0)a a a      (4.3) 

are satisfied. 
Proof. 1. Let a function 2 )(u C Q  satisfy Eq. 

(1.1) and conditions (1.2), (1.3).   
We will use the scheme proposed in [8] to de-

rive the matching conditions (2.10), (2.11), and 
(4.3). By differentiating the initial and boundary 
conditions, we find that 

(0, ) ( ),xu x x  2 (0, ) ( ),x x xu   

 ( ( ,, ) )0xt u x x   [0, ),x   (4.4) 

( ,0) ( ),tu t t  2 ( ,0) ( ),t u tt   [0, ).t   (4.5) 

Thus, we have the following: 

(0,0) (0),u    (0,0) (0),tu    

 2 (0,0) (0),t u   (4.6) 

 (0,0) ( ),u x   (0,0) ( ).t xu   (4.7) 

Formulas (4.6) and (4.7) imply conditions (2.10) and 
(2.11). From Eq. (1.1) we find the quantity 

2 ( ,0),t u t  namely, 
2

1(0,0, (0,0))( ,0 (0,) 0)t t xf u au t u       

 2
2 1 2(0,0) (0,0).t x xa u a a u      (4.8) 

Substituting (4.4), (4.6), and (4.7) into (4.8) yields 
condition (4.3). 

We seek the expression for a solution to prob-
lem (1.1)–(1.3) in the form ,u v w   where v is a 
solution to the problem 

1 2( )( ) ( , ) 0,t x t xa a v t x        ( , ) ,t x Q  

(0, ) ( ),v x x   (0, ) ( ),tv x x    [0, ),x   

( ,0) ( ),v t t   [0, ),t   

and w is a solution to the problem 

 1 2( )( ) ( , ) , , ( )( , ) ,t x t xa a w t x f t x v w t x         
( , ) ,t x Q  

( , ) ( , ) 0,tw t x w t x    [0, ),x   

( ,0 0,)w t   [0, ).t   

Then, the results of Assertion 3.1 allow us to write 
formulas (4.1) and (4.2). 

2. Suppose that the function u can be repre-
sented as (4.1)–(4.2) and the conditions (2.10), 
(2.11), and (4.3) are satisfied. Due to the smoothness 
conditions 1 ),(f C Q   2 [0,( )),C   

1 [0,( )),C   and 2 [0,( )),C   similarly to [6], 

we conclude that 2 (1)( )u C Q  and 2 (2)( ).u C Q  

Substituting (4.1)–(4.2) into Eq. (1.1) and conditions 
(1.2), (1.3), we verify that the function u satisfies 

Eq. (1.1) in each of the subdomains (1)Q  and (2) ,Q  

and the initial and boundary conditions everywhere. 
In order for the function u to belong to the class 

2 ( ),C Q  it is necessary and sufficient that equalities 

(2.9) be satisfied. For this, it suffices to satisfy con-
ditions (2.10), (2.11), and (4.3), as can be deduced 
from the representations (4.1) and (4.2), and to act 
exactly according to the algorithm described in [6], 
[8]. The proof of the theorem is complete. 

Theorem 4.2. Let the conditions be satisfied 
),(f C Q   [0,( )),C   1

loc ([0, )),L   

[0,( )),C   

and let the function f satisfy the Lipschitz condition 
with a function 1

loc )(LL Q  with respect to the third 

variable, i. e., ( , , ) ( , , ) ( , ) .f t x z f t x w L t x z w    

Then there exist unique solutions of Eqs. (4.1) and 

(4.2) in the classes (1)( )C Q  and (2)( ),C Q  respec-

tively, and these solutions continuously depend on 
the source data. 

Proof. The proof of the theorem will be carried 
out by the scheme set forth in [6], [8], [15] (in com-
plete form) and in [14], [16] (briefly). 

To be definite, consider Eq. (4.1). It will be 
solved by the successive approximation method. Set	

1

2

2 1 1

1 2

1

2

2

( ) ( )
( , )

1
( ) .

x a t

x a t

a x a t a x a t
G t x

a a

z dz
a a





    
 



 
 

 

Take the initial approximation (0) ( , ) ( , ),u t x G t x  
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(1)( , ) .t x Q  Then every subsequent approximation 

will be calculated by the formula 
( ) ( , ) ( , )mu t x G t x   

 
 

 2

1

( 1)

1 2 0

1
, , ( , ) ,

x a tt
m

x a t

d F z u z dz
a a

 


 

   
    (4.9) 

(1)( , ) ,t x Q  1,2,m    

Let us establish the estimates for the successive 
approximations. Let 

1 2

1

12

,Conv (0,0), (0, ), ,m

a mm

a
m

a a a

      
  


 

 

2 ( )
,

m
m L

L


  1,2,m    

Then (1) (0)( , ) ( , ,) mu t x u t x   

(2) (1)( , ) ( , )u t x u t x   

 
 

 

 
 

 

2

1

2

1

(1)

1 2 0

(0)

1 2 0

1
, , ( , )

1
, , ( , )

x a tt

x a t

x a tt

x a t

d F z u z dz
a a

d F z u z dz
a a

 

 

 

 

    


    


 

 
 

 
 

 

 

2

1

(1)

1 2 0

(0)

1
, , ( , )

, , ( , )

x a tt

x a t

d F z u z
a a

F z u z dz

 

 

    


   

 
 

 

 2

1

(1) (0)

1 2 0

1
( , ) ( , ) ( , )

x a tt

x a t

d L z z u z d
a

u z
a

 

 

      
    

 

 2

11 2 0

1
( , )

x a tt

x a t

d L z dz
a a

 

 

   
     

 

 

 

 2 2

1 1

2 2

1 2 0 0

1
( , )

x a t x a tt t

m

x a t x a t

d L z dz d dz
a a

   

   

    
       

1 2

,
2

m mt

a a







 ( , ) ,mt x   1,2,m    

In what follows, by induction in which the last ine-
quality is chosen as the base case, one can readily 
prove the estimate 

 
( 1) ( )

/2

1 2

( , ) ( , ) ,
(2 )!

i i
i i m m

i

t
u t x u t x

i a a

 
 




 (4.10) 

( , ) ,mt x   1,2,m    

Note that  

 
1

( ) (0) ( 1) ( )

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .
m

m i i

i

u t x u t x u t x u t x






    

The estimate (4.10) implies the absolute and uniform 
convergence of the series  

 ( ) (0) ( 1) ( )

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,i i

i

u t x u t x u t x u t x


 



    

on the set m  for any 0,m   since its terms are 

majorized in magnitude by the terms of the uni-
formly converging series 

 
(0)

/ 2( )
0 1 2

.
(2 )!m

i i
m m

iC
i

t
u

i a a










 

 

Thus, the successive approximations by the 
continuous functions ( )mu  uniformly tend on the set 

m  to a function ( ) : mu      continuous in ,m  

and, by virtue of arbitrariness of m and the fact that 

(1)

1

,m
m

Q




   to a function ( ) (1): ,u Q    con-

tinuous in (1) .Q  Passing to the limit as m   in 

(4.10), we conclude that the function ( )u   is a solu-

tion of Eq. (4.1) on the set (1) .Q  

Let us prove the uniqueness of the solution of 
Eq. (4.1) by contradiction. Let Eq. (4.1) have two 
solutions, 1u  and 2.u  Denote 1 2 .U u u   

Then 

 
 

 2

1

1
1 2 0

1
( , ) , , ( , )

x a tt

x a t

U t x d F z u z dz
a a

 

 

    
    

  
 

 2

1

2
1 2 0

1
, , ( , ) ,

x a tt

x a t

d F z z dzu
a a

 

 

   
    (4.11) 

(1)( , ) .t x Q  

The function U  is continuous, and hence 

;( , ) U mU t x M  under the condition ( , ) ,mt x   

where ;U mM  is some constant. It follows from rela-

tion (4.11) in view of the Lipschitz condition and the 
Cauchy – Bunyakovsky – Schwarz inequality that 

 

 

 

 

2

1

2

1

2

1 2 0

;

2

;2

0 1

1
( , ) ( , )

,
2

x a tt

x a t

U

x a tt
m U

x a t

m
m

U t x d L z dz
a a

t
d dz

a a

M
M

 

 

 

 

   



  



 

 

 

( , ) ,mt x   1, 2,m    

By induction, we arrive at the estimate 

 2

/2

1

( , )
(2 )!

i i
m m

i

t
U t x

i a a







 

for any positive integer i and any pair ( , ) ,mt x   

1, 2,m    It follows that 0U   on the set ,m  

and since m  is arbitrary and (1)

1

,m
m

Q




   we have 

0U   on the set (1) .Q  This proves the existence of 

a unique continuous solution of Eq. (4.1). 
 To prove the continuous dependence of the 
solution on the initial data, along with Eq. (4.1), 
consider the perturbed equation 

( )( , ) ( )( , )u u t x G G t x       
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 
 

 2

11 2 0

1
, , ( )( , ) ,

x a tt

x a t

d F z u u z dz
a a

 

 

     
    (4.12) 

(1)( , ) ,t x Q  

and the difference of the perturbed equation (4.12) 
and the unperturbed equation (4.1), 

( , ) ( , )u t x G t x     

 
 

 2

11 2 0

1
, , ( )( , )

x a tt

x a t

d F z u u z dz
a a

 

 

      
    

 
 

 2

11 2 0

1
, , ( , ) ,

x a tt

x a t

d F z u z dz
a a

 

 

    
    (4.13) 

(1)( , ) .t x Q  

For Eq. (4.13) for the disturbance ,u  one has the 
following estimate of the disturbance modulus: 

 

 2

11 2 0

( , ) ( , )

1
( , ) ( , ) .

x a tt

x a t

u t x G t x

d L z u z dz
a a

 

 

   

    
  

 

Applying the multidimensional Grönwall lemma 
[17, Ch. 13] to the preceding inequality, we obtain 

(1)

( )
( , ) ,

mC
u Gt x C


   ( , ) ,mt x   1,2, ,m    

where (1)C  is some positive constant depending only 
on the set ,m  the function L, and the numbers 1a  

and 2.a  It follows from the resulting inequality that 

however small the perturbation ,G  
( )

,
mC

G


   is 

taken, the perturbation of the solution satisfies the 
inequality (1)( , )u t x C      on the set ,m  

1,2,m    Since m  is arbitrary and (1)

1

,m
m

Q




   

we conclude that the solution u  to Eq. (4.1) con-
tinuously depends on the source data. 

The existence of a unique continuous solution 
of Eq. (4.2), which continuously depends on the 
source data, can be proved in a similar way. The 
proof of the theorem is complete.                              
 

5 Classical solution 
The main results of this paper are presented be-

low: the existence and uniqueness of a classical so-
lution to problem (1.1)–(1.3). 

Theorem 5.1. Let the conditions be satisfied 
1 ),(f C Q   2 [0,( )),C   
1 [0,( )),C   2 [0,( )),C   

and let the function f satisfy the Lipschitz condition 
with a function 1

loc )(LL Q  with respect to the third 

variable, i. e., ( , , ) ( , , ) ( , ) .f t x z f t x w L t x z w    

The first mixed problem (1.1)–(1.3) has a unique solu-
tion :u Q    in the class 2 )(C Q  if and only if 

conditions (2.10), (2.11), and (4.3) are satisfied. This 
solution is determined by formulas (4.1) and (4.2). 

The proof follows from Theorem 4.1 and 4.2. 
 

6 Mild solution 
Now consider problem (1.1)–(1.3) for the case 

in which the functions µ, φ, ψ, and f do not have a 
sufficient degree of smoothness. 

Definition 6.1. We call a function u represent-
able in the form (4.1) and (4.2) a mild solution of 
problem (4.1)–(4.3). 

Remark 6.1. Any classical solution of problem 
(4.1)–(4.3) is also a mild solution of this problem. 

Remark 6.2. It is also obvious that if the addi-
tional smoothness conditions 1 ),(f C Q   

2 [0,( )),C   1 [0,( )),C   and 2 [0 )( , )C   

are satisfied, as well as the matching conditions 
(2.10), (2.11) and (4.3), then the mild solution of 
problem (1.1)–(1.3) is classical. 

The following assertion holds. 
Theorem 6.1. Let the conditions be satisfied 

),(f C Q   [0,( )),C   
1
loc ([0, )),L   [0,( )),C   

and let the function f satisfy the Lipschitz condition 
with a function 1

loc )(LL Q  with respect to the third 

variable, i. e., ( , , ) ( , , ) ( , ) .f t x z f t x w L t x z w    

The first mixed problem (1.1)–(1.3) has a unique 

mild solution :u Q    in the class )( ,C Q  where 

1{( , ) : [0, )}.Q Q t a t t     

The proof follows from Theorem 4.2. 
The smoothness of a mild solution to problem 

(1.1)–(1.3) can also be increased if the matching 
condition (2.10) is true. 

Theorem 6.2. Let the conditions be satisfied 

),(f C Q   [0,( )),C   
1
loc ([0, )),L   [0,( )),C   

and let the function f satisfy the Lipschitz condition 
with a function 1

loc )(LL Q  with respect to the third 

variable, i. e., ( , , ) ( , , ) ( , ) .f t x z f t x w L t x z w    

The first mixed problem (1.1)–(1.3) has a unique 
mild solution :u Q    in the class )(C Q  if and 

only if condition (2.10) is satisfied. 
 Proof. In view of (4.1) and (4.2), we derive 

( , 0) ( , 0) (0) (0).u t x at u t x at         

Since the constructed mild solution belongs to the 

class )(C Q , it also belongs to the class )(C Q  if and 

only if (0) (0) 0.    It proves the theorem. 

The following theorem further improves the 
smoothness of the mild solution. 

Theorem 6.3. Let the conditions be satisfied 

),(f C Q   1 [0,( )),C   
[0,( )),C   1 [0,( )),C   

and let the function f satisfy the Lipschitz condition 
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with a function 1
loc )(LL Q  with respect to the third 

variable, i. e., ( , , ) ( , , ) ( , ) .f t x z f t x w L t x z w    

The first mixed problem (1.1)–(1.3) has a unique 
mild solution :u Q    in the class 1 )(C Q  if and 

only if conditions (2.10) and (2.11) are satisfied. 
Proof. In view of (4.1) and (4.2), we derive that 
1 )(u C Q   under the smoothness conditions 

),(f C Q   1 [0,( )),C   [0,( )),C   and 
1 [0,( )).C   Thus, this function u belongs to the 

class 1( )C Q  if and only if the following conditions 

are met: 

 ( , 0) ( , 0),p p
t t

k k
x xu t x at u t x at          (6.1) 

, 0,1,p k   0 1.p k    

Substituting (4.1) and (4.2) into conditions (6.1), we 
obtain equalities (2.10) and (2.11). The proof of the 
theorem is complete.                                                  

 
Conclusions 
In this paper, we derive the necessary and suf-

ficient conditions for the existence of a unique clas-
sical solution to the first mixed problem in a quarter-
plane for a semilinear wave equation with a mixed 
derivative. When the initial and boundary data are 
not sufficiently smooth, we construct a mild solution 
to the initial problem and prove its uniqueness. 
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Введение 
Матричное задание является одним из спо-

собов введения линейных операторов, дейст-
вующих между гильбертовыми пространствами 
(см, например, [1]). Хотя универсальный удоб-
ный критерий ограниченности при таком зада-
нии не известен, имеется ряд достаточных и не-
обходимых условий (см, например, [4], [5]). В то 
же время для таких важных классов операторов, 
как операторы Тёплица и Ганкеля, известны кри-
терии их ограниченности в гильбертовых про-
странствах в терминах их матриц (см., например, 
[6], [7], [9]). В последнее время появился ряд 
работ (см., например, [10]–[14]), в которых рас-
смотрены некоторые обобщения ганкелевых 
операторов, также допускающие матричное за-
дание. В настоящей работе вводятся два типа 
операторов, действующих в гильбертовом про-
странстве, которые обобщают  класс операторов, 
введенный в [11]. Получены описания операто-
ров этих классов в терминах коммутационных 
соотношений, содержащих оператор сдвига, и 
критерии ограниченности, ядерности и  

принадлежности классу Гильберта – Шмидта в 
терминах матриц этих операторов. Даны прило-
жения этих результатов к интегральным опера-
торам в пространстве Харди H2 в единичном 
круге. Часть результатов данной работы была 
анонсирована в [15]. 
 

1 Типы скошенных -ганкелевых опера-
торов 

Напомним, что матрица линейного операто-
ра T в сепарабельном гильбертовом пространстве 
  в ортонормированном базисе 0( )k ke   этого 

пространства состоит из элементов вида  

, .jk k jt Te e    

Пусть   – комплексное число, 0{ } ,j j    

0{ }j j    – последовательности комплексных 

чисел, ,p  и пусть   – сепарабельное гиль-

бертово пространство. Введем операторы сле-
дующих двух типов. 

Определение 1.1. Оператор C в сепарабель-
ном гильбертовом пространстве   назовем 

МАТЕМАТИКА
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скошенным -ганкелевым типа [С], если для не-
которого ортонормированного базиса 

0( )k ke     матрица этого оператора состоит из 

элементов вида 

 .j
jk pk jc     (1.1) 

 Матрица скошенного -ганкелева оператора 
типа [C] имеет вид , 0 , 0( ) ( ) ,j

jk k j pk j k jc       т. е.  

 

0 2 3 4

1 1 2 1 3 1
2 2 2

2 2 2 2
3 3

3 3
4

4

: .

p p p p

p p p

p p

p

C

  

 



      
      
       

  
     
   
  
 

 (1.2) 

Далее операторы, удовлетворяющие определе-
нию 1.1, будем обозначать также , , .pC   

Определение 1.2. Оператор D в сепарабель-
ном гильбертовом пространстве   назовем 
скошенным -ганкелевым типа [D], если для 
некоторого ортонормированного базиса 

0( )k ke     матрица этого оператора состоит из 

элементов вида  

 .j
jk k pjd     (1.3) 

Матрица скошенного -ганкелева оператора 
типа [D] имеет вид , 0 , 0( ) ( ) ,j

jk k j k pj k jd       т. е.  

 

0 1 2 3 4

1 2 3
2 2 2

2 1 2 2 2
3 3

3 1 3
4

4

: .

p p p p

p p p

p p

p

D
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 



      
      
       

  
     
   
  
 

 (1.4) 

Далее операторы, удовлетворяющие опре-
делению 1.2, будем обозначать также , , .pD   

Связь между операторами указанных типов 
устанавливает следующая 

Лемма 1.1. Оператор T, действующий в ,  

есть скошенный -ганкелев оператор , , pC   ти-

па [C] тогда и только тогда, когда его сопря-
женный *T  есть оператор , , pD   типа [D], где 

1
,

p
 


 .n

n n     

Доказательство. Оператор T имеет вид 

, , pC   тогда и только тогда, когда его сопряжен-

ный имеет матрицу, состоящую из элементов вида 

  * 1
,

j
k pjk j

jk kj k pj k pj k pjp
t c


  

 
           

 

где 
1

,
p

 


 .n
n                                                             

Можно охарактеризовать скошенные -ган-
келевы операторы рассматриваемых типов как 
операторы, удовлетворяющие некоторым комму-
тационным соотношениям. 

Теорема 1.1. Справедливы следующие ут-
верждения: 

1. Ограниченный оператор C в пространстве 
2 ( )   является скошенным -ганкелевым типа 

[C] в том и только том случае, когда выполнено 
следующее коммутационное соотношение: 

 *1
.p

p
CS S C


 (1.5) 

 2. Ограниченный оператор D в пространстве 
2 ( )   является скошенным -ганкелевым типа 

[D] в том и только том случае, когда выполнено 
следующее коммутационное соотношение: 

 * ,pDS S D   (1.6) 

где S – оператор сдвига в 2 ( ).   

 Доказательство. 1. Пусть оператор C удов-
летворяет (1.1). При всех ,k j   имеем 

1 ( 1)

( )

*

, ,

1
,

1 1
, , .

j
k j k j p k j

j p

pk j p k j pp p

p p
k j k jp p

CSe e Ce e

Ce e n

Ce S e S Ce e

  



  

        


     

 

     
 

 

В силу ограниченности оператора C, отсюда сле-
дует (1.5). 

Обратно, пусть выполняется (1.5). Тогда 
при , ,k j   0k   имеем 

1

*
1 1

1 ( ),( 1)

: , ,

1 1
, ,

1 1
, .

jk k j k j

p p
k j k jp p

k j p j p kp p

c Ce e CSe e

S Ce e Ce S e n

Ce e c



 

   

      

      
 

   
 

 

Итерируя полученное равенство, имеем  

( )
( ),0 ( ),0 ( ),0

1
( ).pk j pk j

jk pk j pk j pk jpk
c c c c  

       


 

Так как при 0k   последнее равенство очевид-
но, оператор C – скошенный  -ганкелев типа 

[C],  причем ,0 .n
n nc    

2. Переходя к сопряженному в (1.5), полу-
чаем, что оператор C будет -ганкелевым типа 
[C], если и только если  

 * * *1
.p

p
S C C S


 (1.7) 

С другой стороны, в силу леммы 1.1 C будет  
-ганкелевым типа [C], если и только если *C  

будет -ганкелевым типа [D], причем 
1

.
p

 

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Поэтому, полагая в (1.7) *C D  и подставляя 
1

,
p

 


 получаем второе утверждение теоремы.  

 
2 Скошенные -ганкелевы операторы. 

Неунимодулярный случай 
В этом разделе будет рассмотрен случай 

| | 1.   

Следующие теоремы дают, в частности, ус-
ловия ограниченности операторов рассматри-
ваемых классов.  
 Теорема 2.1. Пусть   – сепарабельное 
бесконечномерное гильбертово пространство, 

, , :pC C     – скошенный -ганкелев опе-

ратор типа [C].  
1. Пусть 1.   Оператор , , pC C   огра-

ничен тогда и только тогда, когда 2( ) ( ).n     

При этом C является ядерным с нормой Гиль-
берта – Шмидта 

 
2

1/ 2
22

S
0 0

j

pk j
j k

C
 


 

 
   
 
  (2.1) 

и следом 

 
( 1)

0

tr .n
p n

n

C





    (2.2) 

2. Пусть 1.   Оператор , , pC C   явля-

ется ограниченным, если и только если 2( ) .n
n     

При этом C является ядерным с нормой Гиль-
берта – Шмидта и следом, задаваемыми форму-
лами (2.1) и (2.2) соответственно. 
 Доказательство. 1. Так как 

*, , ,jk k j k jc Ce e e C e       

то 
* , .j

j k jk pk jC e e c        

Следовательно, если оператор C ограничен, то 
при всех 0j   

2 22 2

22 * .

j j
pk j pk j

k k

jk j
k

c C e

      

   

 


 

В частности, при всех 0,1, , 1j p    сходится 

ряд 
2
.pk j

k
  Из этого следует, что 2( ) ( ),n     

что и доказывает необходимость. 
Для доказательства достаточности рассмот-

рим норму Гильберта – Шмидта 
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Поскольку сейчас 2( ) ( ),n     1,   то  
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Следовательно, C есть оператор Гильберта – 
Шмидта. Кроме того, он ядерный, поскольку его 
след 

( 1)
0 0

tr n
nn p n

n n

C c
 


 

      

конечен в силу неравенства Коши – Буняковского: 

22

2 2

( 1)
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.n n
p n n

n






     
 

2. Пусть 1.   Если оператор C ограничен, то 

0 .j
j j

j

Ce e    и 
2

0
0

.j
j

j

Ce




      

Из этого следует, что 2( ) ( ),n
n       что и до-

казывает необходимость. 
Пусть теперь 2( ) ( ).n

n       Рассмотрим 

норму Гильберта-Шмидта оператора C  

 
 

 

2
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2 22 2
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22
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.

1
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pk pk j
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 


 


    

    

    

 
   
  

  



 



 



 

 



 

Следовательно, оператор C является оператором 
Гильберта – Шмидта. 

Более того, оператор C является ядерным, 

поскольку его след ( 1)
0

tr n
p n

n

C





    конечен.  

В самом деле, последовательность ( )n
n   огра-

ничена. Поэтому найдется такая константа 

0,K   что /
n

n K    при всех n. Следова-

тельно,  

 ( 1) ( 1)

1
.

n

nn
p n p n p

K
K 

 
     
   

  

Теорема 2.2. Пусть   – сепарабельное бес-
конечномерное гильбертово пространство, 

, , :pD D     – скошенный -ганкелев опе-

ратор типа [D].  



О двух типах скошенных µ-ганкелевых операторов в гильбертовых пространствах 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (66), 2026 87

1. Пусть 1.   Оператор , , pD   ограничен, 

если и только если последовательность 
2 /( )n p

n
   принадлежит 2 .  При этом условии 

он также принадлежит к классу Гильберта – 
Шмидта и является ядерным, и  

 
2

1/2
22

S
,

j

k pj
j k

D 

 
   
 
  (2.3) 

 и следом 

 ( 1)
0

tr .n
p n

n

D





    (2.4) 

2. Пусть 1.   Оператор , , pD   ограничен, 

если и только если последовательность 
/( )n p

n
   принадлежит 2 .  При этом условии он 

также является ядерным с нормой Гильберта –
Шмидта и следом, задаваемыми формулами 
(2.3) и (2.4) соответственно. 
 Доказательство. По лемме 1.1 

*
, , , , ,p pD C     

где ,p    .n
n n     Следовательно, 1/ ,p    

/ .n p
n n

      

 1. Если 1,   то 1.   Поскольку ограни-

ченность оператора равносильна ограниченности 
его сопряженного, в силу теоремы 2.1 оператор 

*
, , ,pC   а вместе с ним и оператор , , ,pD   будут 

ограничены тогда и только тогда, когда ограни-
чен оператор , , ,pC   т. е. когда последователь-

ность 2 /n n p
n n

      принадлежит 2 ,  что рав-

носильно первому утверждению. 
Аналогично, поскольку принадлежность 

оператора классу Гильберта – Шмидта (ядер-
ность) равносильна принадлежности классу 
Гильберта – Шмидта (соответственно ядерности) 
его сопряженного, то при условии 2 / 2( )n p

n
     

оператор , , pD   принадлежит к классу Гильбер-

та – Шмидта и является ядерным, причем 

2

1/2 1/2
2 22

S
,

j

jk k pj
j k j k

D d 

   
      
   
   

и 

( 1)tr .n
nn p n

n n

D d       

2. Пусть 1,   т. е. 1.   Как и в случае 1 

в силу теоремы 2.1 операторы *
, , pC   и , , pD   бу-

дут ограничены тогда и только тогда, когда ог-
раничен оператор , , ,pC   то есть когда последо-

вательность /n p
n n

     принадлежит 2 ,  что 

равносильно первому утверждению. 
Поскольку ядерность оператора равносиль-

на ядерности его сопряженного, то при условии 

/ 2( )n p
n

    оператор , , pD   также является 

ядерным с нормой Гильберта – Шмидта и сле-
дом, задаваемыми формулами (2.3) и (2.4) соот-
ветственно.                                                               
 

3 Скошенные -ганкелевы операторы. 
Унимодулярный случай 

В этом разделе будет рассмотрен случай 
1.   Ниже будет показано, что теория таких 

операторов фактически сводится к теории ско-
шенных ганкелевых операторов, рассмотренных 
в [18], [10]. 

Определение 3.1 [18]. Оператор L в сепара-
бельном гильбертовом пространстве   называ-
ется скошенным ганкелевым порядка p, если для 
некоторого ортонормированного базиса 

0( )k ke     матрица этого оператора состоит из 

элементов вида 

: , .jk k j pk jl Le e       

Следующая теорема показывает, что в уни-
модулярном случае скошенные -ганкелевы опе-
раторы типов [C] и [D] сводятся к скошенным 
ганкелевым. 
 Теорема 3.1. Пусть 1.   

1. Пусть , , pC C   – скошенный -ганкелев 

оператор типа [C] порядка p. Тогда существует 
такой унитарный оператор : ,V    что для 
некоторого скошенного ганкелева оператора L 
порядка p в   
 

1 .C V L  

2. Пусть , , pD D   – скошенный -ганкелев 

оператор типа [D] порядка p. Тогда существует 
такой унитарный оператор : ,V    что для 
некоторого скошенного ганкелева оператора L 
порядка p в   

* .D LV  

 Доказательство. Определим линейный 
оператор :V    по правилу : k

k kVe e
     

(и далее по линейности). Он является унитар-
ным, так как биективен и изометричен в силу 
условия 1.    

1. Определим оператор :V    формулой 

0 0

: .j
j j j j

j j

V x e x e
 

 

 
  

 
   

Этот оператор в данном базисе имеет диагональ-
ную матрицу  

2, diag(1, , , ).k jVe e       

Он унитарен, поскольку 1   (имеем * 1).V V   

Пусть : .L VC  Так как  
* 1 ,j

j j jV e V e e    
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то ,j k  
*, , , ,

, .

j
k j k j k j k j

j j j
k j pk j pk j

Le e VCe e Ce V e Ce e

Ce e  

            

         
 

Значит, L – скошенный ганкелев порядка p в .  
2. Пусть , , pC C   –сопряженный к опера-

тору  , , pD D   (лемма 1.1). Переходя в преды-

дущем равенстве к сопряженному и учитывая, 
что 1 * ,V V   получаем, что * * ,D C LV   что и 
требовалось доказать.                                              

 Следствие 3.1. Пусть 1.   

1. Скошенный -ганкелев оператор , , pC C   

ограничен в пространстве ,  если и только 
если ограничен скошенный ганкелев оператор L. 

2. Скошенный -ганкелев оператор , , pD D   

ограничен в пространстве ,  если и только 
если ограничен скошенный ганкелев оператор L. 
 

4 Приложения к интегральным операто-
рам в пространстве Харди 2H  

В данном разделе будут рассмотрены клас-
сы интегральных операторов в пространстве 
Харди, являющихся операторами типа [C] и [D]. 

Напомним, что пространство Харди 
2 ( )H   состоит из таких функций f, аналитиче-

ских в открытом единичном круге   комплекс-
ной плоскости, для которых последовательность 
( )nf  их тейлоровских коэффициентов в нуле 

принадлежит пространству 2 ( ).   Это сепара-

бельное гильбертово пространство  относительно 
скалярного произведения  

0

, : .j j
j

f g f g




     

Последовательность мономов ( ) k
ke z z  ( )k   

образует ортонормированный базис пространст-
ва 2 ( )H   (см. например, [16]). 

Всюду ниже  обозначает ограниченную 
положительную меру на ,  а  

: ( ) ( )n
n d n       


 

– последовательность моментов меры . 
Рассмотрим следующий оператор в про-

странстве 2 ( )H   ( )p  

 , ,

( )
( )( ) ( )( ) : ( ) 1 .

1

p

p

f
Hf z H f z d z

z 


    

  

Этот оператор принадлежит классу хаусдо-
рофовых операторов с ядром, зависящим  от 
внешней переменной, впервые рассмотренному в 
работе первого автора [17]. 
 Теорема 4.1. Будем предполагать, что 

1.   Для того чтобы оператор , , pH   был 

ограничен в пространстве 2 ( )H   необходимо, 

чтобы выполнялось условие 

 
2

sup .j
kp j

k j
     (4.1) 

При условии (4.1) справедливы следующие 
утверждения: 

1. , , , , .p pH C     

2. Оператор , , pH   ограничен в простран-

стве 2 ( ),H   если и только если последователь-

ность ( )n  принадлежит 2 .  При этом условии 

он принадлежит классу Гильберта – Шмидта и 
является ядерным, причем 

  2S

( )
,

1 1
p

d
H

 


   
  

1

( )
tr .

1 p

d
H 

 


  

 Доказательство. Если оператор , , pH   ог-

раничен, то, разлагая подынтегральную функцию 
в геометрический ряд, получаем в результате 
почленного интегрирования 

, ,( )( ) ( )
1

( ) ( )

kp

p k

kp j j j j j kp j

j j

H e z d
z

z d z d

 




   



           
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  


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 ( ).j
kp j j

j

e z    (4.2) 

Почленное интегрирование законно в силу тео-
ремы Лебега о почленном интегрировании ряда, 
поскольку 

( )

1
( ) ( ) .

1

j j kp j

j

j

j

z d

z d
z

    

       
 



 




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Отсюда следует (4.1), так как при всех 0k    
2 2

, , , , .j
kp j p k p

j

H e H         

1. Из (4.2) следует, что при всех , 0k j   

, , , ,j
p k j kp jH e e        

что доказывает первое утверждение теоремы. 
 2. Теперь в силу утверждения 1 теоремы 2.1 
(при )n n    оператор , , pH   ограничен, если и 

только если последовательность ( )n  принадле-

жит 2.  При этом условии он также принадлежит 
классу Гильберта – Шмидта и является ядерным, и 
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S
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 
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j kp j
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0 0
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p

d 


   
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Выше мы воспользовались неравенством  
1/ 2

2
n n

n n

a a
   
 
   ( 0).na   

Наконец, снова по теореме 2.1 
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1 p

d
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

                

Рассмотрим также следующий оператор в про-
странстве 2 ( )H   ( )p  

 , ,

( )
( )( ) ( )( ) : ( ) 1 .

1p p

f
f z f z d z

z 


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  

Теорема 4.2. Будем предполагать, что 
1.   Для того чтобы оператор , , p   был ог-

раничен в пространстве 2 ( )H   необходимо, 

чтобы выполнялось условие 
2

sup .j
k pj

k j
     

При условии (4.3) справедливы следующие 
утверждения: 

1. , , , , .p pD      

2. Оператор , , p   ограничен в простран-

стве 2 ( ),H   если и только если последователь-

ность 2 / 2( ) .n p
n

     При этом условии он так-

же принадлежит классу Гильберта – Шмидта и 
является ядерным, и 
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1 1
p

d 
 

    
  

1

( )
tr .

1 p

d


 
 

  

 Доказательство. Как в доказательстве тео-
ремы 4.1, разлагая подынтегральную функцию в 
геометрический ряд, получаем в результате по-
членного интегрирования  

, ,
0

( )( ) ( ) ( )k p j
p k

j

e z z d


 

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0

( ).j
k pj j

j

e z





    (4.4) 

Почленное интегрирование законно в силу 
теоремы Лебега о почленном интегрировании 
ряда, поскольку  

0 0

( ) ( ) .
jj k pj j

j j

z d
 



 

            

Отсюда следует (4.4), так как при всех 0k   
2 2

, , , , .j
k pj p k p

j

e           

1. Из формулы (4.4) следует, что 

, , , ,j
p k j k pje e        

что доказывает первое утверждение теоремы. 
2. Следовательно, в силу утверждения 1 

теоремы 2.2 (при )n n    оператор , , p   огра-

ничен, если и только если последовательность 
2 /( )n p

n
   принадлежит 2.  При этом условии он 

также принадлежит классу Гильберта – Шмидта 
и является ядерным, и  

2

1/ 2
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p

d 
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Наконец, как и в доказательстве предыду-
щей теоремы 

( 1) 1
0

( )
tr .

1
n

p n p
n

d

 


 
    

                       

 
Заключение 
В данной статье вводятся два типа операто-

ров, действующих в гильбертовом пространстве, 
которые обобщают как класс -ганкелевых опе-
раторов, так и класс скошенных ганкелевых опе-
раторов. Были сформулированы и доказаны кри-
терии их ограниченности и ядерности. Получен-
ные результаты применяются к интегральным 
операторам в пространстве Харди. Эти результа-
ты могут использоваться в теории операторов и 
ее приложениях, а также при чтении специаль-
ных дисциплин для студентов математических 
специальностей. 
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ON  -SUBNORMAL SUBGROUPS OF FINITE GROUPS 

A.N. Skiba 

Francisk Skorina Gomel State University 
 

Аннотация. В данной работе: G – конечная группа; { {0} }i i I     ∣  – некоторое разбиение множества всех 

простых чисел ,  где 0 ;I    – класс конечных 0 -групп, который замкнут относительно расширений, эпиморфных 

образов и подгрупп и который содержит все конечные разрешимые 0 -группы. Группа G называется:  

(i)  -примарной, если G является конечной i -группой для некоторого i I  и ,G  если 0;i    

(ii)  -нильпотентной, если G является прямым произведением  -первичных групп. Подгруппа A группы G  

называется  -субнормальной в G, если существует цепь подгрупп 0 1 tA A A A G      такая, что либо 1 ,i iA A   

либо 1/ ( )
ii i AA A  является  -примарной для всех 1, , .i t   В данной работе мы изучаем  -нильпотентные группы, 

 -субнормальные подгруппы и соотношения между  -нильпотентностью и  -субнормальностью в группах.  

В частности, мы доказываем, что группа G является  -нильпотентной в том и только в том случае, когда все ее  

подгруппы  -субнормальны. 
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  is a class of finite 0 -groups which is closed under extensions, epimorphic images and subgroups and which contains all 

finite soluble 0 -groups. A group G is said to be: (i)  -primary provided G is a finite i -group for some i I  and G  if 

0;i   (ii)  -nilpotent if G is the direct product of  -primary groups. A subgroup A of G is said to be  -subnormal in G if 

there is a subgroup chain 0 1 tA A A A G      such that either 1i iA A   or 1/ ( )
ii i AA A  is  -primary for all 1, , .i t   

In this paper, we study  -nilpotent groups,  -subnormal subgroups and relations between   -nilpotency and  

 -subnormality in the groups. In particular, we prove that a group G is  -nilpotent if and only if all its subgroups are  

 -subnormal. 
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1 Introduction 
Throughout this paper, all groups are finite, 

and G always denotes a finite group.  
In what follows,  

{ {0} }i i I     ∣  
is some partition of the set of all primes ,  where 

0 ;I    is a class of 0 -groups which is closed 

under extensions, epimorphic images and subgroups 
and which contains all soluble 0 -groups. More-

over, ,    \  �  and  

,    \ .     

Definition 1.1. We say that a group G is:  
(i)  -primary provided G is a i -group for 

some i I  and G  if 0;i    
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(ii)  -nilpotent if G is the direct product of 

 -primary groups; 

(iii)  -soluble if every chief factor of G is 

 -primary. 

Definition 1.2. We say that a subgroup A of G 
is  -subnormal in G if there is a subgroup chain  

 0 1 tA A A A G      (1.1) 

such that either 1i iA A   or 1/ ( )
ii i AA A   is  

 -primary for all 1, , .i t    

Remark 1.3. (i) In what follows, we always 
omit the symbol   in all definitions and notations in 
the case when   is the class of all 0 -groups.  

Thus we say, for example, that G is [1]–[3]:  
(i) -primary if G is a i -group for some ;i I   

(ii) -nilpotent if G is the direct product of  
-primary groups; (iii) -soluble if every chief 
factor of G is -primary.  
 We also say that a subgroup A of G is  
-subnormal in G [1]–[3] if G has a subgroup chain 
(1.1) such that either 1i iA A   or 1/ ( )

ii i AA A   is  

-primary for all 1, , .i t   

(ii) If 02 ,  then every 0 -group is soluble 

by the Feit-Thompson’s theorem, so   coinsides 
with the class of all 0 -groups since every soluble 

0 -group belongs to   by the definition. 

In the literature, one can find several special 
versions of  -subnormality. The next results 

describe the first two of them. 
 Recall that a subgroup A of G is called  
F -subnormal in G in the sense of Kegel [4] or  
K- -subnormal in G [5, 6.1.4] if there is a subgroup 
chain  

0 1 tA A A A G      

such that either 1i iA A   or 1/ ( )
ii i AA A   belongs to 

F  for all 1, , .i t   
Theorem 1.4. If a class of groups F  is closed 

under extensions, epimorphic images and 
subgroups, then the set ( )sn GF  ( 1),G   of all  

K- F -subnormal subgroups of G, coinsides with the 

set of all  -subnormal subgroups of G, where 

  F  and  

0 1{ ,{ }, ,{ }, },np p      0 ( ),
X

X


    

and 

1 0{ , , , } \ .np p     

Let  

{ {0} }i i I     ∣  
be some partition of ,  where 0 .I  Let 

0     and   be a class of 0 -groups which 

is closed under extensions, epimorphic images and 

subgroups. Then G is said to be  -primary [6] 

provided either G  or G is a i -group for some 

0\{ }.i    A subgroup A of G is said to be  

 -subnormal in G [6] if there is a subgroup chain 

0 1 tA A A A G      

such that either 1i iA A   or 1/ ( )
ii i AA A   is  

 -primary for all 1, , .i t   

 Our next observation shows that the  

 -subnormality is also a special case of the  

 -subnormality. 

Theorem 1.5. A subgroup A is  -subnormal 

in G if and only if A is  -subnormal in G, where  
*

0 0 1( \{ }) {{ }} {{ }, ,{ }, },np p          
*
0 ( ),

X
X


    

and 
0

*
1 0

{ }
{ , , , ) ( ).

i
n ip p

  
     


  

 A group G is said to be: (i)  -decomposable if 
( ) ( );G O G O G    (ii)  -special [3], [7] if  

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

tp pG F G O G O G O G O G         

where 1, , .tp p   

In order to consider further useful examples, 
we first introduce the following three special 
partitions of the set :  

(i) 1 : {{2},{3},{5}, };       

(ii) : { , };         

(iii) 1,
1: {{ }, ,{ }, , },np p         where 

1{ , , , }.np p      

Example 1.6. (i) In the limiting case, when 
{ },    0 ,    all soluble groups are contained in 

,  and  every group G  is  -primary and so 

 -nilpotent.  

(ii) In the second limiting case, when 1,    

0 { }p   for some prime p and so   is the class of 

all p-groups. Thus, G is  -primary (respectively, 

 -nilpotent,  -soluble) if and only if G is a  

q-group for some prime q (respectively, G is 
nilpotent, soluble).  

A subgroup A of G is  -subnormal in G if 

and only if A is subnormal in G. 
(iii) Let 0 1{ , } ,       where 0     and 

1 .    

Then G is  -primary (respectively,  -nil-

potent) if and only if G is either an  -group or a 

1 -group (respectively, 0 1,G H H   where 

0H   and 1H  is a Hall 1 -subgroup of G by 

Lemma 2.1 below). Moreover, G is  -soluble if 
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and only if every chief factor of G is either an  
 -group or 1 -group.  

If 12 ,  then G is  -primary (respectively, 

 -nilpotent,  -soluble) if and only if G is  

-primary (respectively, -nilpotent, -soluble). 
Moreover, in this case a subgroup A of G is  -sub-

normal in G if and only if A is -subnormal in G. 
(iv) Now, let  

1,
0 1{ ,{ }, ,{ }, ,} ,np p         

where 0     and  

1{ , , , }.np p     

First assume that 2 .  Then G is  -primary 

(respectively,  -nilpotent,  -soluble) if and only 

if G is a  -group or a p-group for some prime 
p  (respectively, ( ) ,G F G H   where ( )F G  

is a Hall  -subgroup and H   by Lemma 2.1 
below).  

Finally, if 2 ,  then G is  -primary 

(respectively,  -nilpotent,  -soluible) if and 

only if G is -primary (respectively, -nilpotent,  
-soluble). 

Let F  be a class of groups containing all 
identity groups. Then F  is said to be: 

(i) a formation if the following two conditions 
hold: (1) F  is closed under taking subdirect 

products, that is, / ( )G N M F  whenever 

,N M G  and / , / ,G N G M F  and (2) F  is 
closed under taking homomorphic images, that is, 

/G N F  whenever N G  and ;GF  
(ii) hereditary (Mal’cev [8]) if GF  

whenever ;G A F  
(iii) saturated if GF  whenever 

/ ( ) ;G G F   

(iv) a Fitting class if the following two 
conditions hold: (1) F  is normally hereditary, that 
is, GF  whenever ,G A F  and (2) F  is closed 
under taking products of normal subgroups, that is, 
GF  whenever ,G AB  where ,A B G  and 

, .A BF   
If ,K H G   where , ,K H G  then we say 

that /H K  is a normal factor or a normal section of G. 
Definition 1.7. (i) If G is  -nilpotent, where  

0 1{ , }        

and 0 ,    1 ,    then we say that G is  

( , )  -decomposable. 

(ii) If G is  -nilpotent, where 
1,

0 1{ ,{ }, ,{ }, ,}np p         

and 0 ,    1{ , , , }np p     then we say that G 

is (1, ) -special.  

Definition 1.8. (i) If a subgroup A of G is  

 -subnormal in G, where 0 1{ , }        and 

0 ,    0 ,    then we say that A is ( , )  -sub-

normal in G.  
(ii) If a subgroup A of G is  -subnormal in G, 

where  
1,

0 1{ ,{ }, ,{ }, ,}np p         
and  

0 ,    1{ , , , },np p     

then we say that A is (1, ) -subnormal in G.  

Definition 1.9. Let /H K  be a normal factor 
of G. Then we say that /H K  is: 

(i)  -central in G if the semidirect product  

( / ) ( / ( / ))GH K G C H K  

is  -primary; 

(ii) ( , )  -central in G if the semidirect 

product  

( / ) ( / ( / ))GH K G C H K  
is either an  -group or is a  -group; 

(iii) (1, ) -central in G if the semidirect 

product  

( / ) ( / ( / ))GH K G C H K  
is either an  -group or a p-group for some prime 

.p  

Applications of the  -nilpotent groups and 

 -subnormal subgroups are based on our three 

results as follows. 
Theorem 1.10. (i) The class ,


N  of all  

 -nilpotent groups, is both a hereditary saturated 

formation and a Fitting class. 
(ii) If G is  -nilpotent, then every subgroup 

of G is  -subnormal in G. 

Theorem 1.11. Any two of the following 
conditions are equivalent: 

(i) G is  -nilpotent. 

(ii) Every subgroup of G is  -subnormal in G. 

(iii) Every maximal subgroup of G is  

 -subnormal in G. 

(iv) G has a  -subnormal Hall i -subgroup 

for every ( ).i G   

(v) Every chief factor of G is  -central in G. 

(vi) every factor of some normal series of G is 

 -central in G. 

In view of Example 1.6 (iii) (iv) we get from 
Theorem 1.11 the following results.  

Corollary 1.12. A group G is ( , )  -decompo-

sable if and only if every subgroup of G is  
( , )  -subnormal in G. 
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Corollary 1.13 (Kegel [4]). A group G is 
(1, ) -special if and only if every subgroup of G is 

(1, ) -subnormal in G. 

In the case when   is the class of all  

0 -groups we get from Corollaries 1.12 and 1.13 

the following new results. 
Corollary 1.14. A group G is  -decomposable 

if and only if for every subgroup A of G there is a 
subgroup chain  

0 1 tA A A A G      

such that either 1i iA A   or 1/ ( )
ii i AA A   is either a 

 -group or a  -group. 
Corollary 1.15. A group G is  -special if and 

only if for every subgroup A of G there is a subgroup 
chain  

0 1 tA A A A G      

such that either 1i iA A   or 1/ ( )
ii i AA A   is a  

 -group. 
We get also from Theorem 1.11 the following 

results.  
Corollary 1.16. A group G is ( , )  -decompo-

sable if and only if every chief factor of G is  
( , )  -central in G. 

Corollary 1.17. A group G is ( , )  -special if 

and only if every chief factor of G is (1, ) -central 

in G. 
In the case when   is the class of all  

0 -groups we get also from Theorem 1.11 the 

following known result. 
Corollary 1.18 (W. Guo, A.N. Skiba [9]). Any 

two of the following conditions are equivalent:  
(i) G is -nilpotent. 
(ii) Every chief factor of G is -central in G. 
(iii) G has a -subnormal Hall i -subgroup 

for every ( ).i G   

(iv) Every subgroup of G is -subnormal in G. 
(v) Every maximal subgroup of G is -subnor-

mal in G. 
We use ( )O G  to denote the subgroup of G 

generated by all its  -subgroups, where 
;     ( )O G  is the product of all normal  

 -subgroups of G. We also use G   to denote the 

 -nilpotent residual of G, that is, the intersection of 

all normal subgroups N of G with  -nilpotent / .G N  

Theorem 1.19. Let A, K and N be subgroups of 
G, where A is  -subnormal and N is normal in G. 

(i) A K  is  -subnormal in K. 

(ii) If K is a  -subnormal subgroup of A, then 

K is  -subnormal in G. 

(iii) /AN N  is  -subnormal in / .G N  

(iv) If N K  and /K N  is  -subnormal in 

/ ,G N  then K is  -subnormal in G. 

(v) If K A  and A is  -primary, then K is 

 -subnormal in G. 

(vi) The  -nilpotent residual A 
N

 of A is 

subnormal in G. 
(vii) If A is  -nilpotent, then GA  is  

 -nilpotent and ( ) ( ).GA A    

(viii) If (| : |) ,G A   then ( ) ( ).O A O G   

(ix) If A is a -Hall subgroup of G, then A is 
normal in G. 
 

2 Proofs of the results 
Proof of Theorem 1.4. First assume that A is 

K- -subnormal in G and  

0 1 ,tA A A A G      

where either 1i iA A   or  

1/ ( )
ii i AA A    

for all 1, , ,i t   then either 1i iA A   or 

1/ ( )
ii i AA A   is  -primary. Hence A is  -subnormal 

in G. 
 Now assume that A is  -subnormal in G and 

let  

0 1 ,tA A A A G      

where either 1 ,i iA A   or 1/ ( ) ,
ii i AA A    or  

1/ ( )
ii i AA A   

is a p-group for some prime p. But if 1/ ( )
ii i AA A   is a 

p-group, then 1iA   is subnormal in .iA  Therefore 

there is a subgroup chain  

0 1 nA B B B G      

such that either 1i iB B   or  

1/ ( )
ii i BB B    

for all 1, , ,i n   so A is K- -subnormal in G.       
Proof of Theorem 1.5. First suppose that  A is 

 -subnormal in G and let  

0 1 ,tA A A A G      

where 1 ,i iA A   or  

1/ ( ) ,
ii i AA A    

or 1/ ( )
ii i AA A   is a j -group for some  

0{ }.j    

But in the last two cases, 1/ ( )
ii i AA A   is  -primary 

and so A is  -subnormal in G.  

Finally, if A is  -subnormal in G and 

0 1 ,tA A A A G      
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where 1/ ( )
ii i AA A   is  -primary for some i, then 

1/ ( )
ii i AA A   is  -primary (see Part (i)) and so 

every  -subnormal is also  -subnormal in G.    

Lemma 2.1. Let 1G   and 
1

( ) { , , }.
ti iG      

Then G is  -nilpotent if and only if 

1 ,tG H H    

where jH  is a Hall 
ji -subgroup of G for all 

1, ,j t   and kH   for 0.ki    

Proof. Indeed, assume that 1 ,nG A A    

where iA  is  -primary for all 1, , ,i n   and let 

jH  be the product of all factors lA  such that lA  is a 

ji -group. Then jH  is a Hall 
ji -subgroup of G for 

all j and, clearly, kH   for 0ki   since the   is 

closed under extensions and epimorphic images.  
In particular, 1 .tG H H                                    

Proof of Theorem 1.10. In view of Lemma 2.1, 
this theorem can be proved by the direct checking. 

Proof of Theorem 1.19. Assume that this 
theorem is false and let G be a counterexample of 
minimal order. Then 1 A G   since, in the cases 

1A   and ,A G  the Statemets (i)–(ix) trivially 
hold for G.  

By hypothesis, there is a subgroup chain 

0 1 rA A A A G      

such that either 1iA   is normal in iA  or 1/ ( )
ii i AA A   

is  -primary for all 1, , .i r   Let 1.rM A   We 

can assume without loss of generality that M G  
since .A G   

(i) Consider the chain 

0 0 1 .rK K A K A K A K         

If 1iA   is normal in ,iA  then 1iK A   is normal in 

.iK A  

Suppose that 1/ ( )
ii i AA A   is an  -group. Then  

1 1 1( )( ) / ( ) ( ) / (( ) )
i i ii i A i A i i AA K A A A K A K      

is an  -group, where 1( )
ii AA K   is normal in 

iA K  and so  

1 1( ) ( ) .
i ii A i K AA K K A      

Hence 1( ) / ( )
ii i K AK A K A     is an  -group. 

Finally, if 1/ ( )
ii i AA A   is a j -group for some 

0,j   then similarly we get that 

1( ) / ( )
ii i K AK A K A     is a j -group. Therefore 

1( ) / ( )
ii i K AK A K A     is  -primary for all 

1, , ,i r   so A K  is  -subnormal in K. 

(ii) Assume that K is  -subnormal in A and let 

0 1 ,mK K K K A      

where either 1i iK K   or 1/ ( )
ii i KK K   is  -primary 

for all 1, , .i m   Then the subgroup series 

0 1 0 1m rK K K K A A A A G            
has the same property in G and so K is  

 -subnormal in G. 

(iii) Consider the chain 

0 1/ / / / / .rAN N A N N A N N A N N G N      

Assume that 1 /iA N N  is not normal in / .iA N N  

Then 1iL A   is not normal in iT A  and so / TT L  

is  -primary. Hence 

( / ) / ( ( ) / )

( / ) / (( ) / )
T T T

T T T

T L L T N L

T L T NL L

 
  

 

/ ( ) / ( / ) / ( / )T T TT T NL TN L N TN N L N N    

is  -primary. But  

// ( / ) .T TN NL N N LN N  

Hence /( / ) / ( / )TN NTN N LN N  is  -primary, so 

/AN N  is  -subnormal in / .G N  

(iv) Consider the chain 

0 1/ / / / /nK N K N K N K N G N      

be a subgroup chain such that either 1 /iK N  is 

normal in /iK N  or 1 /( / ) / ( / )
ii i K NK N K N  is  

F -primary for all 1, , .i n   Suppose that 1iK   is 

not normal in .iK  Then 1 /iK N  is not normal in 

/ ,iK N  so 

1 /

1 1

( / ) / ( / )

( / ) / (( ) / ) / ( )
i

i i

i i K N

i i K i i K

K N K N

K N K N K K



 



 
 

is F -primary. Hence K is F -subnormal in G. 

(v) Since A is  -primary, every subgroup of 

A is  -subnormal in A. Thus this assertion is a 

corollary of Part (ii). 

(vi) First we show that : .GV A M N
 

Indeed, if M is normal in G, it is clear. Now assume 
that / GG M  is an  -group. Then from the 

isomorphism  

/ / ( )G G GAM M A A M


  N  

it follows that .GV A M   

Finally, if / GG M  is a j -group for some 

0,j   then similarly we get that .GV M   

The choice of G implies that V is subnormal in 
M, so A is subnormal in .GM  Therefore V is 

subnormal in G.  
(vii) Let .E NA  Then 1 nN N N    for 

some minimal normal subgroups 1, , nN N  of E and 

iN  is not  -primary for all i by Lemma 2.1. 
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Assume that .E G  By Part (i), A is  

 -subnormal in E, so due to the choice of G this 

means that ( )E iA C N  for all i. Hence ( ).EA C N  

Finally, assume that .NA E G   Then 

N M  and hence / GG M  is not  -primary, 

since /G GN NM M  is not  -primary. This 

implies that M is normal in G and hence 1.N M   
Therefore ( )GM C N  and so ( ).GA C N  

(viii) Since ,A M  it follows that |M : A| and 

|G : M| are  -numbers. Moreover, A is  -subnormal 

in M, so the choice of G implies that  

( ) ( ).O A O M   

Now we show that / GG M  is a  -number. If 

M is normal in G, then GM M  and so 

| : | | : |GG M G M  is a  -number. Now assume 

that / GG M  is i -group for some .i I  Then 

| / |G M  is a i -number, so i   since |G : M| is 

a  -number. Hence / GG M  is a  -number.  

Now let V be any  -subgroup of G. Then 
from / /G G GVM M G M  and  

/ / ( )G G GVM M V V M  

it follows that /G GVM M  is simultaneously a  

 -group and a  -group, so /G GVM M  is the 

identity group, that is, .GV M  Therefore every 

 -subgroup of G is contained in ,GM  so  

( ) ( ) ( ) ( ).GO G O M O M O G       
Hence  

( ) ( ) ( ).O G O M O A     

(ix) By hypothesis, A is a Hall  -subgroup of 
G for some .    Then xA  is a Hall  -subgroup 

of G for every ,x G  so xA A  is a Hall  

 -subgroup of A. Hence | : |xA A A  is a  

 -number and so .xA A A   Therefore ,xA A  

so xA A  for all .x G                                            
Lemma 2.2 [11, 3.29]. Let R be an abelian 

minimal normal subgroup of G such that G RM  
for a maximal subgroup M of G. Then  

/ ( / ( )).G GG M R G C R   

Now, we are in position to prove Theorem 1.11. 
Proof of Theorem 1.11. Since Conditions (i) 

and (iv) are equivalent by Lemma 2.1 and Theorem 
1.19 (ix), (ii)   (iii), and Conditions (v) and (vi) are 
equivalent by the Jordan – Hölder theorem for the 
chief series. it is enough to prove the implications  
(i)   (ii), (i)   (vi), (iii)   (i), (v)   (i).  

Let 1G   and  

1
( ) { , , }.

ti iG      

(i)   (ii), (i)   (vi). 

Assume that G is  -nilpotent, so 

1 ,tG H H    where jH  is a Hall 
ji -subgroup 

of G for all 1, ,j t   and kH   for 0,ki   by 

Lemma 2.1.  
Suppose that some subgroup A of G is not  

 -subnormal in G. Then 1t   by Theorem 1.19 (v) 

and 1 ,A G   so A M  for some maximal 
subgroup M of G and for some i, for 1i   say, we 

have 1 .H M   

It follows that  

2 ,tH H M  

so 2/ tM H H  is  -subnormal in 2/ tG H H  

by induction since 2/ tG H H  is  -nilpotent by 

Theorem 1.10 (i). Therefore M is  -subnormal in 

G by Theorem 1.19 (iv). In view of Theorem 
1.10 (i), M is also  -nilpotent, so A is  

 -subnormal in M by induction on |G|. Therefore 

A is  -subnormal in G Theorem 1.19 (ii). This 

contradiction shows that (i)   (ii). 
Now, consider the normal series 

1 1 2 1 1 11 t tH H H H H H H G           

of G. If /H K  is a chief factor of G such that 

1 1 1 ,j jH H K H H H      

then /H K  is a 
ji -group since  

1 1 1/ ,i j jH H H H H    

and  

1 1 ( / ).j GH H C H K   

On the other hand, from  

1 1( )j j tG H H H H    

it follows that 

1 ( / ),j t GH H C H K   

so / ( / )GG C H K  is a 
ji -group. 

Moreover, if 0,ji   then /H K  and 

/ ( / )GG C H K  belong to ,  hence  

( / ) ( / ( / )) .GH K G C H K   
Hence G has a chief series whose all factors are  

 -central in G, so Statement (vi) holds for G.  

Now, we show that if every maximal subgroup 
of G is  -subnormal in G, then G is  -nilpotent. 

Assume that this is false. Then G is not  -primary 

and, by Theorem 1.19 (iii), the hypothesis holds for 
/ ,G R  so /G R  is  -nilpotent by induction on 

| G |. Therefore R is a unique minimal normal 
subgroup of G and ( )R G  by Theorem 1.10 (i). 

Hence for some maximal subgroup M of G we have 
G RM  and 1.GM   It is clear that 1,M   so M 
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is not normal in G. Therefore / GG G M  is  

 -primary, a contradiction. Hence (iii)   (i). 

Next we show that if every chief factor of G is 

 -central in G, then G is  -nilpotent. Assume 

that this is false and let R be a minimal normal 
subgroup of G. It is clear that the hypothesis holds 
for / ,G R  so G is  -nilpotent by induction. 

Therefore R is a unique minimal normal subgroup of 
G and ( )R G  by Theorem 1.10 (i). Hence for 

some maximal subgroup M of G we have G RM  
and 1,GM   so ( )GC R R  by Lemma 2.2. If R is 

non-abelian, ( ) 1,GC R   hence / ( )GG G C R  is 

 -primary. Therefore  -nilpotent, a contradic-

tion. Hence ( )GC R R  is abelian group, so  

/ ( / ( ))G GG G M R G C R    

is  -primary by Lemma 2.2, so G is  -nilpotent. 

Thus, (v)   (i).                                                        
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Аннотация. В статье представлена разработанная математическая модель изображения, содержащая гиперспектральные 
и спектрально-поляризационные характеристики наблюдаемой сцены для оптико-электронных систем. Особенностью 
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Введение 
Отраженное солнечное излучение от объек-

тов и фонов на входе любой оптико-электронной 
системы содержит значительно больше характе-
ристик и параметров, чем те, которые она спо-
собна зарегистрировать. Это и ультрафиолето-
вый, видимый, инфракрасный диапазоны, гипер-
спектральные, поляризационные и другие харак-
теристики. Поэтому на входе каждый элемент 
наблюдаемой сцены – это вектор. К сожалению, 
нет таких систем, которые позволяют измерять и 
обрабатывать все характеристики сразу. Однако, 
системы, которые позволяют регистрировать от-
дельные характеристики, существуют и приме-
няются в различных отраслях человеческой дея-
тельности. Основными направлениями, где уже 
применяются гиперспектральные или спектраль-
но-поляризационные характеристики, являются 

оценка состояния сельскохозяйственных куль-
тур, лесов, атмосферы, контроль качества неко-
торых изделий и т. п. Одним из перспективных 
(неисследованных) направлений, где могут при-
менятся данные характеристики, является обна-
ружение малоразмерных, малоконтрастных объ-
ектов, в том числе замаскированных средствами 
искусственного происхождения [1]–[3]. Настоя-
щая статья посвящена разработке математической 
модели изображения местности, учитывающей 
гиперспектральные и спектрально-поляризацион-
ные характеристики. Наличие такой адекватной 
математической модели позволит вести разработ-
ку оптимальных алгоритмов обнаружения за счет: 
во-первых, формализации фоноцелевой обстанов-
ки; во-вторых, обоснования параметров и харак-
теристик результатов работы алгоритмов обра-
ботки в заданных условиях применения. 

ИНФОРМАТИКА
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1 Формирования гиперспектрально-
поляризационного изображения 

Постановка задачи. Для создания адекват-
ной математической модели изображения, со-
держащего гиперспектральные и спектрально-
поляризационные характеристики наблюдаемой 
сцены требуется: 

– формализовать модель изображения мест-
ности содержащего гиперспектральные и спек-
трально-поляризационные характеристики; 

– провести сравнение разработанной и су-
ществующих моделей с реальными изображе-
ниями. 

При этом исходными данными являются: 
– размер изображения (в пикселях); 
– число классов с (объектов и фонов), со-

ставляющих фоноцелевую обстановку; 
– параметры принадлежности к определен-

ным классам на изображении (объектов и фонов); 
– набор гиперспектральных характеристик 

объектов и фонов; 
– математические выражения для расчета 

степеней поляризации; 
– методика расчета параметров адекватно-

сти математической модели изображения [4]; 
– перечень существующих моделей изобра-

жений, являющихся объектом сравнения. 
Целесообразно разделить процесс формиро-

вания изображения на несколько этапов, в статье 
предложено выполнить разделение на три этапа, 
подробное описание которых приведено ниже. 
Общий вид трехэтапного алгоритма формирова-
ния гиперспектрально-поляризационного изобра-
жения наблюдаемой сцены представлен на рисун-
ке 1.1. 

Этап 1. На первом этапе формируется карта 
расположения областей фона и объектов интере-
са. Карта представляет собой двухмерную мат-
рицу M: 

,
1, 1( ) ,row col

ij i jM m    

где mij – значение класса, к которому относится 
элемент матрицы M; 

row – количество строк матрицы M; 
col – количество колонок матрицы M. 
Сначала выполняется формирование только 

фоновой составляющей. Значение класса, к кото-
рому относится каждый отдельный элемент мат-
рицы M, определяется выражением [5]: 

1

11

( ) ( , )
( ) ,

( ) ( , )

ij

ij

c ij cor c cor cm

ij n

c ij cor c cor cmc

W W i z tm
P c

W W i z tm









 

где [1, ]c n  – номер класса, к которому отно-

сится элемент матрицы; 
n – общее число классов; 
Ωij – соседние элементы матрицы; 
z – номер итерации; 
Wc(Ωij)cor – скорректированный коэффици-

ент появления класса c от значения соседних 
элементов матрицы; 

Wc(i, z)cor – скорректированный коэффици-
ент появления класса c от значения номера стро-
ки матрицы; 

 
1

0,1
ijcmtm

  – элемент матрицы, который 

определяет, может ли элемент матрицы ijm  при-

нять значение класса с при условии, что элемент 
матрицы с координатами i, j – 1 относится к 
классу 1.ijm   
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Рисунок 1.1 – Алгоритм формирования гиперспектрально-поляризационного изображения 
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После формирования карты расположения 
областей фоновой составляющей выполняется 
размещение областей целевой составляющей. На 
данном этапе на матрице M выполняется разме-
щение областей, представляющих собой проек-
ции типовых объектов интереса, примеры их 
изображений представлены на рисунках1.2 а), б). 

 

  
 

а) боковая проекция объекта 
интереса типа «танк»; 

б) фронтальная 
проекция объ-
екта интереса 
типа «БМП» 

 

Рисунок 1.2– Примеры изображений проекций 
типовых объектов интереса 

 
Положение нижнего левого угла области, 

представляющей объект интереса на матрице M, 
определяется как совокупность значений дискрет-
ных равномерных распределений с функциями 
вероятности P(i) для колонок и P(j) для рядов: 

1
, 0 ;

1( )

0, иначе;

obj
obj

i col col
col colP i

      
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
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j row row
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
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где  objcol  – количество колонок, занимаемых 

областью, представляющей объект интереса; 

objrow  – количество строк, занимаемых об-

ластью, представляющей объект интереса. 
Количество строк, занимаемой областью 

объекта интереса, является входным параметром 
и задается пользователем, а количество занимае-
мых колонок определяется выражением: 

,obj org obj
obj

obj org

col row
col

row
  

где  objorgcol  – количество колонок оригинально-

го изображения типового объекта интереса; 

objorgrow  – количество строк оригинального 

изображения типового объекта интереса. 
Этап 2. После того, как на матрицу M раз-

мещены объекты интереса, выполняется обход 
каждой области для определения необходимости 
формирования ее структурной составляющей. 
Формирование структуры производится только 
для областей, относящих к классам, имеющим 
ярко выраженное разделение на разные подклас-
сы, например хвойный лес – хвоя и кора, поле – 
сельскохозяйственная культура и пашня, сад – 
листва деревьев, кора деревьев и подстилающая 

растительность и т. п. Если для текущей области 
требуется формирование текстуры, то определя-
ются параметры (координаты i и j верхнего лево-
го угла, ширина и высота) прямоугольника, ог-
раничивающего область. В соответствии с раз-
мерами ограничивающего прямоугольника вы-
полняется формирование изображения-маски 
текстуры, представляющей собой двумерную 
матрицу T: 

,
1, 1( ) ,t trow col

kl k lT t    

где  rowt – количество строк матрицы T; 
colt – количество колонок матрицы T. 
Авторский метод создания текстур основан 

на методе А.А. Эфроса и В. Фримана [6] с рядом 
внесенных изменений и дополнений. Сущность 
нововведений заключается в следующем: во-
первых, размер изображения текстуры задается 
размерами ограничивающего прямоугольника; 
во-вторых, одновременно происходит формиро-
вание двух новых изображений (первое – это 
изображение, используемое базовым алгоритмом 
для подбора лучшего соседнего блока и форми-
рования границы между блоками, второе – это 
изображение-маска, используемое для определе-
ния расположения областей подклассов). При 
формировании текстуры области используются 
два изображения: первое – изображение настоя-
щей целевой структуры, второе – изображение-
маска, на которой разными цветами выделены 
интересующие подклассы, примеры пар изобра-
жений, используемых для генерации текстур, 
представлены на рисунке 1.3. На рисунках 
1.2 а), б) представлены изображения настоящих 
целевых структур, а на рисунках 1.3 в), г) соот-
ветствующие им изображения-маски. 

 

  
а) б) 

 
 

в) г) 
 

Рисунок 1.3– Изображения целевых структур и 
их изображения-маски 

 
После того, как формирование изображе-

ния-маски завершится, значения элементов мат-
рицы M, относящиеся к оцениваемой области, 
заменяются значениями матрицы T. После об-
новления значений элементов матрицы M вы-
полняется переход к следующей области матри-
цы. Если оцениваемая область не требует фор-
мирования текстуры, то осуществляется переход 
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к следующей области. Данные действия выпол-
няются до тех пор, пока не будут проверены все 
области матрицы M. 

Этап 3. По завершении обхода всех облас-
тей матрицы M начинается заключительный этап – 
формирование гиперспектральной и спектраль-
но-поляризационной составляющих: 

, ,
1, 1, 1( ) ,row col v

ijk i j kH h    , ,
1, 1, 1( ) ,row col v

ijk i j kPL pl     

где  H – тензор гиперспектральной составляющей; 
hijk – значение интенсивности излучения; 
υ – число каналов; 
PL – тензор спектрально-поляризационной 

составляющей; 
plijk – значение степени поляризации излу-

чения. 
Далее будет представлено описание проце-

дуры формирования тензора H. Для каждого век-
тора hij формируется собственная гиперспек-
тральная характеристика, соответствующая клас-
су mij. Для гиперспектральной характеристики 
классов с малым числом примеров для обучения 
(менее 10) применялись реальные гиперспек-
тральные характеристики с наложенной Гауссо-
вой шумовой составляющей. Для остальных 
классов применялось генеративно-состязатель-
ная искусственная нейронная сеть (ИНС), позво-
ляющая добиться уникальности каждого нового 
спектра с одновременным сохранением формы, 
идентичной настоящим. Инициализирующим зна-
чением для ИНС-генератора является вектор S: 

1( ) ,rd
i iS s    

где rd = 128 – количество элементов вектора S; 
ϕ – нормальное распределение (с нулевым 

средним и единичной дисперсией). 
Путем последовательного прохождения од-

номерных сверточных слоев происходит преоб-
разование вектора S в выходной вектор. Выход-
ным слоем ИНС-генератора является сигмои-
дальная функция, гарантирующая, что  0,1 .ijh   

Для уменьшения затухания градиента на этапе 
обучения в структуре ИНС-генератора использу-
ется техника «пропуск соединения», при исполь-
зовании которой часть из последующих слоев 
ИНС на вход получают данные нескольких пре-
дыдущих слоев. Так, в используемой ИНС на 
вход 3-го блока «Слой увеличения размера» по-
ступают выходные значения 1-го и 2-го блоков 
«Слой увеличения размера», а на вход 4-го блока 
«Слой увеличения размера» поступают значения 
1-го, 2-го и 3-го блоков «Слой увеличения разме-
ра». Структура ИНС-генератора представлена на 
рисунке 1.4. Подробная структура блоков, со-
ставляющих ИНС-генератор, представлена на 
рисунках 1.6 а), б), в). 

Входным значением ИНС-классификатора 
является вектор TR (реальная или сгенерирован-
ная гиперспектральная характеристика): 

1( ) ,v
i iTR tr   

где [0,1]itr   – гиперспектральная характеристи-

ка излучения. 
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Рисунок 1.4– Структура ИНС-генератора 
 

На первом шаге на входной вектор накла-
дывается шум Гаусса. Необходимость добавле-
ния шума обусловлена имитацией реальных ус-
ловий, когда измеренным оценкам характерно 
наличие ошибок. Далее путем последовательного 
прохождения одномерных сверточных слоев 
происходит извлечение информационных при-
знаков. Аналогично с ИНС-генератором для 
уменьшения затухания градиента в структуре 
ИНС-классификатора применяется техника «про-
пуск соединения». Структура ИНС-классифика-
тора представлена на рисунке 1.4. Подробная 
структура блоков, составляющих ИНС-класси-
фикатор представлены на рисунках1.5 г), д). 

Для формирования тренировочных наборов 
данных использовались гиперспектральные ха-
рактеристики объектов, которые размещены в 
открытом доступе [7], [8], а также каталог спек-
тров объектов и фонов, полученный сотрудника-
ми НИИ ПФП им. А.Н. Севченко БГУ [1], а так-
же данные, полученные авторами. Обучение 
ИНС выполнялось с использованием следующей 
методики: 

1. Формирование тренировочной выборки в 
соответствии с целевым классом. Нормализация 
и аппроксимация данных (при необходимости). 

2. Установка параметров обучения ИНС. 
3. Инициализация весовых коэффициентов 

ИНС. 
4. Обучение ИНС: 
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Рисунок 1.5 – Структура ИНС-классификатора 
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Рисунок 1.6 – Структура блоков, составляющих ИНС-генератор и ИНС-классификатор 
 

– шаг обучения ИНС-классификатора: 
а) создание тренировочного набор данных, 

состоящего из реальных и сгенерированных гипер-
спектральных характеристик в пропорции 1 : 1; 

б) предсказание отметок классов; 
в) расчет ошибки; 
г) корректировка весовых коэффициентов 

слоев ИНС-классификатора; 
– шаг обучения ИНС-генератора: 
а) генерация гиперспектральных характери-

стик; 
б) присвоение сгенерированным данным 

отметки «реальная»; 
в) предсказание отметок классов с помощью 

ИНС-классификатора; 
г) расчет ошибки; 
д) корректировка весовых коэффициентов 

слоев ИНС-генератора. 
5. Сохранение весовых коэффициентов обе-

их ИНС. 

Для расчета ошибки на всех шагах исполь-
зовалось бинарная кросс-энтропия [9]: 

1

( , )

1
( log( ) (1 ) log(1 )),

o

i i i i
i

BCE R PR

r pr r pr
o 



    
 

где  1( )o
iR r   – вектор с реальными отметками 

спектров; 1( )o
iPR pr   – вектор с оценками спек-

тров, полученных от ИНС-классификатора; o – 
число спектров, используемых на шаге обучения. 

Поскольку для каждого класса обучение 
ИНС выполнялось отдельно, это позволило соз-
дать набор весовых коэффициентов ИНС-гене-
ратора и ИНС-классификатора. На рисунке 1.6 
представлен пример, где красным цветом ото-
бражена реальная гиперспектральная характери-
стика сосновых иголок, а синим цветом отобра-
жена их сгенерированная гиперспектральная ха-
рактеристика, которые практически совпадают. 
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– реальная гиперспектаральная характеристика сосновых иголок; 

       – сгенерированная гиперспектаральная характеристика сосновых иголок 
 

Рисунок 1.7– Пример реальных и сгенерированных гиперспектральных характеристик 
 

Непосредственно при генерации нового 
спектра сначала выполняется установка весовых 
коэффициентов ИНС соответствующих классу mij. 
После загрузки весовых коэффициентов осуще-
ствляется генерация гиперспектральной характе-
ристики, которая далее поступает на вход ИНС-
классификатора. Если ИНС-классификатор оце-
нивает сгенерированную характеристику как 
настоящую, то новая гиперспектральная харак-
теристика присваивается вектору hij и выполня-
ется переход к следующему элементу тензора H, 
если же характеристика была оценена как нена-
стоящая, то выполняется генерация новой. Новая 
характеристика будет генерироваться до тех пор, 
пока она не будет классифицирована как настоящая.  

Далее выполняется формирование спек-
трально-поляризационной характеристики. Для 
этого выполняется расчет степени поляризации 
заданных длин волн [10]: 

 ,
pk sk

ijk

pk sk

K K
pl

K K





 (1.1) 

где pkK  – коэффициент отражения компоненты 

параллельной плоскости падения; 

skK  – коэффициент отражения компоненты 

перпендикулярной плоскости падения. 
Коэффициенты отражения для обоих ком-

понент определяются как [10]: 
2

,sk skK r  
2

,pk pkK r  

где rpk – амплитудный коэффициент отражения 
компоненты параллельной плоскости падения; 

rsk – амплитудный коэффициент отражения 
компоненты перпендикулярной плоскости падения. 

Исходя из закона преломления, амплитуд-
ные коэффициенты отражения рассчитываются 
по выражениям [10]: 
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  


  
 (1.3) 

где α0 – угол падения излучения на объект сцены; 
rick – показатель преломления класса c; 
α1 – угол преломления излучения. 
Для каждого элемента тензора PL, который 

в соответствии с картой расположения областей 
М относится к природным объектам, значение 
угла падения принадлежит диапазону 

 0 0 ,90     и принимает случайное значение. 

Для элементов тензора, относящихся к объектам 
интереса, угол падения принадлежит аналогич-
ному диапазону, но остается постоянным внутри 
отдельной области класса. 

Для определения угла преломления исполь-
зовался закон Снелиуса [11], таким образом вы-
ражения (1.2), (1.3) примут вид: 
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2 Анализ полученных результатов 
Сравним предложенную математическую 

модель изображения, включающую гиперспек-
тральные и спектрально-поляризационные ха-
рактеристики наблюдаемой сцены с другими 
математическими моделями. Для этого восполь-
зуемся методикой оценки адекватности матема-
тической модели изображения [4]. В ее основе 
лежит искусственная нейронная сеть, решающая 
задачу оценки сходства двух изображений по 
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нормированному показателю сходства и ее  
k-кратная перекрестная проверка. 

На сегодняшний день для моделирования 
гиперспектральной составляющей распростране-
ние получило три способа: представление спек-
тров как набора распределений Гаусса с различ-
ными параметрами; Марковские поля; реальные 
спектры, принадлежащие моделируемым объек-
там [12]. Спектрально-поляризационную состав-
ляющую зачастую рассчитывают также в соот-
ветствии с выражением (1.1). Для формирования 
карты разбиения областей широко применяются: 
марковская модель изображения, модель изо-
бражения Гиббса, блочная модель изображения 
Гиббса [4]. 

Для карт расположения областей, получен-
ных с использованием трех моделей, формирова-
лись гиперспектральные характеристики с ис-
пользованием распределений Гаусса с различ-
ными параметрами, Марковских полей и реаль-
ных спектров. Спектрально-поляризационные 
характеристики рассчитывались в соответствии с 
выражением (1.1), всего 9 типов моделей. 

Сравнение смоделированных изображений 
проводилось с реальными изображениями, со-
держащими гиперспектральные и спектрально-
поляризационные характеристики сцен, соответ-
ствующих заданным условиям. В таблице 2.1 
представлены результаты оценки адекватности 
существующих и разработанной математических 
моделей с реальными изображениями. 
 

Таблица 2.1 – Результаты оценки адекват-
ности сравниваемых математических моделей с 
реальными изображениями 

 

Наименование оцениваемой 
модели 

Нормированная 
оценка сходства

Марковская модель изображе-
ния + распределение Гаусса 

0,36 

Модель изображения Гиббса + 
распределение Гаусса 

0,43 

Блочная модель изображения 
Гиббса + распределение Гаусса 

0,45 

Марковская модель изображе-
ния + Марковские поля 

0,37 

Модель изображения Гиббса + 
Марковские поля 

0,42 

Блочная модель изображения 
Гиббса + Марковские поля 

0,47 

Марковская модель изображе-
ния + реальные спектры 

0,5 

Модель изображения Гиббса + 
реальные спектры 

0,52 

Блочная модель изображения 
Гиббса + реальные спектры 

0,6 

Модель изображения с учетом 
гиперспектральных и спек-
трально-поляризационных 

характеристик (разработанная) 

0,85 

Исходя из полученных результатов видно, 
что существующие в настоящее время математи-
ческие модели не могут обеспечить адекватное 
формирование изображения, содержащего ги-
перспектральные и спектрально-поляризацион-
ные характеристики, соответствующие заданным 
условиям съемки. Предложенная в статье модель 
напротив обеспечивает адекватное построение 
такого изображения. Нормированные оценки 
сходства математических моделей показали, что 
разработанная модель позволяет повысить адек-
ватность итогового изображения наблюдаемой 
сцены в диапазоне 1,41–2,36 раза. 

 
Заключение 
Разработанная математическая модель изо-

бражения местности, отличающаяся во-первых, 
наличием гиперспектральных и спектрально-
поляризационных характеристик; во-вторых, 
использованием авторской математической мо-
дели для построения карты областей фоновой 
составляющей; в-третьих использованием искус-
ственной-нейронной сети для формирования ги-
перспектральных характеристик, что в совокуп-
ности позволило повысить оценку адекватности, 
основанную на нормированном показателе сход-
ства до 2,36 раза по сравнению с существующи-
ми моделями. Разработанная модель может быть 
применена при разработке новых методов обра-
ботки гиперспектральных и спектрально-поляри-
зационных изображений, а также разработки ал-
горитмов автоматического обнаружения и со-
провождения в перспективных оптико-электрон-
ных системах.  
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ПРАВИЛА ДЛЯ АВТОРОВ 
 

Статья, направляемая в редакцию журнала 
«Проблемы физики, математики и техники», 
должна:  

– соответствовать профилю журнала;  
– являться оригинальным произведением, 

которое не предоставлялось на рассмотрение и 
не публиковалось ранее в объеме более 25% в 
других печатных и (или) электронных изданиях, 
кроме публикации препринта (рукописи) статьи 
авторов (соавторов) на собственном сайте;  

– содержать все предусмотренные дейст-
вующим законодательством ссылки на цитируе-
мых авторов и источники опубликования заим-
ствованных материалов, автором (соавторами) 
должны быть получены все необходимые разре-
шения на использование в статье материалов, 
правообладателем (лями) которых автор (соавто-
ры) не является (ются). 

Статья не должна содержать материалы, не 
подлежащие опубликованию в открытой печати, 
в соответствии с действующими законодатель-
ными актами Республики Беларусь.  

Статья представляется на русском, белорус-
ском или английском языках в двух экземплярах 
на белой бумаге формата A4 c пронумерованны-
ми страницами. Одновременно в редакцию на-
правляется электронный вариант статьи на CD, 
или по электронной почте (e-mail: pfmt@gsu.by). 

Для подготовки статьи можно использовать 
редактор MS Word for Windows (2000/2003), 
шрифт – Times New Roman, 14 pt, все поля – 
2 см, или систему LaTeX c опцией 12 pt в стан-
дартном стиле article без переопределения стан-
дартных стилей LaTeX'а и введения собственных 
команд (все поля – 2 см). 

В левом верхнем углу первой страницы ста-
тьи ставится индекс УДК, ниже по центру на 
русском и английском языках: название статьи 
прописными буквами, инициалы и фамилия ав-
тора (авторов), название организации, в которой 
он (они) работает, аннотация (до 10 строк) и пе-
речень ключевых слов. 

Статья, как правило, должна содержать: вве-
дение, основную часть, заключение и литературу. 

Название статьи должно отражать основную 
идею исследования, быть кратким.  

Во введении дается краткий обзор литера-
туры, обосновывается цель работы и, если необ-
ходимо, отражается связь с научными и практи-
ческими направлениями. Обязательными явля-
ются ссылки на работы других авторов, публи-
кации последних лет в области исследования, 
включая зарубежные. 

Основная часть должна содержать описание 
методики, объектов исследования с точки зрения 
их научной новизны. Она может делиться на 
подразделы (с разъясняющими заголовками)  
и содержать анализ публикаций, относящихся  
к содержанию данных подразделов. 

 

Формулы, рисунки, таблицы нумеруются  
в пределах раздела, например: (1.1), (2.3), рису-
нок 1.1, таблица 2.1. Нумерации подлежат только 
те формулы, на которые имеются ссылки. Номер 
формулы прижимается к правому краю страни-
цы, а сама формула центрируется. Рисунки и 
таблицы располагаются непосредственно в тек-
сте. Размер рисунков и графиков не должен пре-
вышать 1015 см. Полутоновые фотографии 
должны иметь контрастное изображение. Повто-
рение одних и тех же данных в таблицах и ри-
сунках не допускается. 

Каждая таблица должна иметь заголовок, 
в ней обязательно указываются единицы измере-
ния рассматриваемых величин. Размерность всех 
величин должна соответствовать Международ-
ной системе единиц измерений (СИ). Не допус-
кается сокращение слов, кроме общепринятых 
(т. е., и т. д., и т. п.). 

В заключении в сжатом виде формулируются 
полученные результаты, их новизна, преимущест-
ва и возможности практического использования.  

Список литературы должен содержать пол-
ные библиографические данные. Он составляет-
ся в порядке упоминания ссылок в тексте. Ссыл-
ки на неопубликованные работы не допускаются. 
Ссылки даются в оригинальной транслитерации. 
Порядковые номера ссылок по тексту указыва-
ются в квадратных скобках (например, [1], [2]). 
 Статья подписывается всеми авторами.  
К статье прилагаются: 

– сопроводительное письмо организации,  
в которой выполнена работа с просьбой об опуб-
ликовании; 

– сведения об авторах; 
– экспертное заключение о возможности 

опубликования статьи в открытой печати; 
– договор о передаче авторского права  

(в двух экземплярах). 
Сведения об авторах представляются на от-

дельной странице и содержат: фамилию, имя, от-
чество автора (авторов), ученую степень, звание, 
место работы и занимаемую должность, специа-
листом в какой области является автор, почтовый 
индекс и точный адрес для переписки, телефоны 
(служебный или домашний), адрес электронной 
почты. Следует указать автора, с которым нужно 
вести переписку и направление, к которому отно-
сится представленная работа (физика, математика, 
техника). 
 Поступившая в редакцию статья направля-
ется на рецензирование. В случае её отклонения 
редакция сообщает автору решение редколлегии 
и заключение рецензента, рукопись автору не 
возвращается. Решение о доработке статьи не 
означает, что она принята к печати. После дора-
ботки статья вновь рассматривается рецензентом 
и редакционной коллегией. 
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Редакция оставляет за собой право произво-
дить редакционные изменения и сокращения, не 
искажающие основное содержание статьи. 
 Статьи, не отвечающие перечисленным тре-
бованиям, к рассмотрению не принимаются и 
возвращаются авторам. Датой получения руко-
писи считается день получения редакцией окон-
чательного варианта. 
 Авторы несут ответственность за направление 
в редакцию уже ранее опубликованных статей или 
статей, принятых к печати другими изданиями.  

Редакция предоставляет право первоочередно-
го опубликования статей лицам, осуществляющим 
послевузовское обучение (аспирантура, докторанту-
ра, соискательство) в год завершения обучения. 
Плата за опубликование статей не взимается. 

 Всю корреспонденцию следует направлять 
простыми или заказными письмами (бандероля-
ми) на адрес редакции.  

Образец оформления статьи, сведений об ав-
торах, экспертного заключения и текст договора о 
передаче авторского права размещены на сайте 
журнала по адресу http://pfmt.gsu.by.  
 Журнал включен в каталог печатных 
средств массовой информации Республики Бела-
русь. Индекс журнала: 01395 (для индивидуаль-
ных подписчиков), 013952 (для предприятий и 
организаций). 
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GUIDELINES FOR AUTHORS 
 

In order for papers submitted to be published in 
the journal “Problems of Physics, Mathematics and 
Technics” the following rules should be taken into 
account: 
 – the paper should be in agreement with the 
type of the journal; 

– the paper should be an original work, it 
should not have been submitted for consideration or 
previously published in the bulk over 25% in  
another scientific edition and (or) electronic  
publications with the exception of preprint  
publication (manuscript) of the paper of the authors 
(coauthors) on their own website; 
 – the paper should contain all statutory  
references to the cited authors and published sources 
of the borrowed material. The author (coauthors) 
must obtain all the necessary permissions for the use 
of materials in the article, in the event that he is 
(they are) not their right holder (right holders). 

The paper should not contain the materials 
suppressed for publication in the press in accordance 
with the laws of the Republic of Belarus. 

Contents of a paper should be written in line 
with the scope of the journal. The paper should be 
written in Russian, Belarusian and English, edited 
thoroughly and submitted in two copies to the  
Editorial Office. The manuscript should be printed 
on A4 white paper with all pages numbered.  
In addition, the authors must submit the electronic  
version  of their manuscript  either  on a CD or by 
e-mail  (e-mail: pfmt@gsu.by). 

To prepare a paper it is possible to use MS 
Word for Windows (2000/2003), Times New Roman 
type, 14 pt. All margins are 2 cm. The author may 
also use 12 pt LaTeX in standard style article  
without redefinition of the margins and introduction 
of the author’s commands. 

Index UDC is sited in the left corner of the first 
page. The title of the paper in capital letters is  
followed by the name(s) of the author(s), authors' 
affiliations and full postal addresses next to which 
are an abstract of no more than ten lines and  
keywords. Relevant keywords should be placed just 
after the Abstract. 

A paper, as a rule, should include Introduction, 
Body Text, Conclusion and Literature. The title of 
the paper must be concise. It describes the main idea 
of your research. 

In the Introduction the author gives a brief  
review of literature, his grounds and specific  
objectives, he describes links with scientific and 
practical branches. All background information such 
as reference to the papers of others authors and some 
previous publications (including foreign ones) in the 
field of investigation is necessary. 

The main part should contain description of the 
techniques used and objects of investigation within a 
large scientific framework. This part may be divided 
into subsection (with explanatory headings). It provides 

the readers with the analysis of the publications on 
the problem described in these subsections. 

Formulas, figures and tables should be  
sequentially numbered in the framework of the  
section, for example: (1.1), (2.3), figure 1.1, table 2.1. 
The author should number only the formulas with 
appropriate references. The formula number is placed 
on the right side of the page and the formula itself is 
centred. 

Figures and tables should be put into a  
contextual framework. The size of figures and charts 
does not exceed 10х15 cm. Halftone photos should be 
glossy and contrast. Do not repeat extensively in the 
text the data you have presented in tables and figures. 

Each table should have the heading, in which 
units of measure describe the values under  
consideration. All measurements and data should be 
given in SI units, or if SI units do not exist, in an 
international accepted unit. The authors are advised 
to avoid abbreviations except for generally accepted 
ones (i. e., etc.). Define all abbreviations the first 
time they are used. 

In the Conclusion the received data are  
described in concise form. The novelty of these  
results, advantages and possibility of practical use 
are presented. 

Publications cited in the text should be  
presented in a list of references following the text of 
the manuscript. References should be given in their 
original spelling, numbered in the order they appear 
in the text and contain full bibliography. Please, do 
not cite unpublished papers. The numbers of  
references are sited in square brackets (e. g. [1], [2]). 

The paper should be signed by all authors. 
The following documents should be attached to 

the article: 
– covering letter of the organization in which 

the work was done with a request for publication; 
– information about the authors; 
– expert opinion on the possibility of  

publishing an article in the press; 
– treaty on the transfer of the copyright (two 

copies). 
The authors should provide the following  

information on a separate sheet: surname, first name, 
patronymic, science degree, rank and correct postal 
address for correspondence, organization or  
company name and position, title, research field, 
home or office phone numbers, and e-mail address. 

Then the paper is sent to the Editorial Board to 
be reviewed. The Editorial Office informs the  
authors of paper denial and the reviewer's conclu-
sion without returning the manuscript. A request to 
revise the manuscript does not imply that the paper 
is accepted for publication since it will be  
re-reviewed and considered by the Editorial Board. 
The authors of the rejected paper have the right to 
apply for its reconsideration. 

 
 



 109

The Editorial Board has the right to edit the 
manuscript and abridge it without misrepresenting 
the paper contents. 

Papers not meeting the above requirements are 
denied and returned to the authors. The date of  
receipt of the final version by the Editorial Office is 
considered as the submission date. 

Authors are responsible for the submission of 
their publication because submission is a representation 
that the paper has not been previously published and 
is not currently under consideration for publication 
elsewhere. The Editorial Board charters top-priority 
for postgraduate students (postgraduate course,  
persons working for doctor’s degree, competitors for 
scientific degree) during the current year 

of the completion of a course. Publication of the 
paper is free of charge. 

Samples of the preparation of an article,  
information about the authors, expert opinion and 
the text of the treaty on the transfer of the copyright 
are placed on the site http://pfmt.gsu.by. 

The journal «Problems of Physics, Mathematics 
and Technics» is included in the mass media  
catalogue of the Republic of Belarus. Index: 01395 
(for personal subscribers), 013952 (for enterprises 
and organizations). 
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