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Аннотация. Проведен анализ основных технологических приемов регулирования структуры и свойств композиционных 
углеродных покрытий. Обобщены экспериментальные данные о влиянии напряжения разряда, формы, длительности и 
частоты импульсов разрядов при генерации углеродной плазмы на фазовый состав и свойства углеродных покрытий. 
Проанализированы основные особенности формирования, фазовый состав и свойства углеродных покрытий, 
легированных карбидообразующими и инертными по отношению к углероду химическими элементами и соединениями, 
их изменения при термообработке. 
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Abstract. An analysis of the main technological methods for controlling the structure and properties of composite carbon 
coatings has been carried out. The experimental data on the influence of discharge voltage, as well as the shape, duration,  
and frequency of discharge pulses during carbon plasma generation on the phase composition and properties of carbon coatings, 
have been summarized. The main features of the formation, phase composition, and properties of carbon coatings doped with 
carbide-forming and chemically inert elements and compounds with respect to carbon, as well as their changes during heat 
treatment, have been analyzed. 
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Введение 
Среди материалов на основе углерода важ-

ное место отводят осаждаемым различными ва-
куумными методами углеродным покрытиям 
(УП), находящим широкое применение в маши-
ностроении, электронике, медицине и других 
отраслях [1]. Свойства углеродных покрытий 
определяются, в первую очередь, их структурой, 
типом связи между атомами, наличием леги-
рующих элементов, которые, в свою очередь, 
определяются в значительной степени методом и 
условиями их осаждения [2]. В числе углеродных 
тонкопленочных материалов, характеризующихся 

высокими механическими свойствами и наибо-
лее широким применением, выделяют углерод-
ные алмазоподобные покрытия, структура, фазо-
вый состав и свойства которых в зависимости от 
метода осаждения и последующей обработки 
может изменяться в широких пределах [3], [4].  

В настоящее время разработаны и достаточ-
но эффективно используются на практике ряд 
методов осаждения углеродных покрытий, в 
числе которых доминируют термические и плаз-
мохимические методы синтеза углеродных по-
крытий. В основе плазмохимических методов 
лежат процессы диссоциации и активации, 

ОБЗОРЫ
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ионизации углеродсодержащих газов в электри-
ческих разрядах различной природы и мощности 
[2]. К термическим относят методы, при реали-
зации которых основным фактором является те-
пловое воздействие на углеродную мишень и 
образование в результате потока ионов углерода 
с энергией ~ 100 эВ. В качестве теплового воз-
действия наиболее эффективным является ис-
пользование импульсного катодно-дугового раз-
ряда в парах углерода, приводящего к образова-
нию потока углеродной плазмы. Данный метод 
характеризуется, в сравнении с другими, техно-
логичностью, возможностью регулирования дос-
таточно простыми приемами химического соста-
ва и конструкции осаждаемых слоев, наиболее 
высокой скоростью роста покрытий. 

Алмазоподобные покрытия проявляют вы-
сокие механические свойства, имеют микро- на-
нотвердость (10…70 ГПа), низкий коэффициент 
трения (~ 0,1), прозрачны в видимом и ИК диа-
пазоне, являются стойкими при действии агрес-
сивных химических сред. К основным недостат-
кам таких покрытий относят высокие внутренние 
напряжения (5..10 ГПа), невысокую термиче-
скую стойкость в кислородсодержащих средах 
(до 600 К), низкую прочность адгезионного со-
единения при осаждении на стальные поверхно-
сти, высокую хрупкость. При нанесении покры-
тий из плазмы импульсного катодно-дугового 
разряда в потоке содержатся микро-, наночасти-
цы графита, которые при осаждении на поверх-
ность создают высокую структурную неодно-
родность, дефектность. С целью снижения дан-
ных недостатков, повышения их эксплуатацион-
ных характеристик предложен ряд технологиче-
ских решений. В их числе наиболее эффектив-
ным является введение на стадии осаждения по-
крытий в его состав легирующих элементов, мо-
дифицирующее влияние которых заключается в 
направленном изменении фазового состава угле-
родной матрицы (соотношения sp3 и sp2 гибриди-
зированных атомов углерода, дисперсность кла-
стеров), возможном образовании с углеродом 
химических соединений или же в формировании 
твердых растворов и даже отдельных самостоя-
тельных фаз. Степень и характер модифицирова-
ния углеродных покрытий определяется в значи-
тельной степени природой и механизмом проте-
кающих физико-химических процессов, поэтому 
их изучение является актуальной задачей [5]. 

Основной целью настоящей работы являет-
ся анализ технологических особенностей форми-
рования композиционных углеродных покрытий 
из импульсной катодной плазмы, результатов 
исследований зависимости их структуры и 
свойств от химической природы и концентрации 
легирующих элементов, условий и режимов ле-
гирования, последующей обработки. 

 

1 Влияние условий и режимов осаждения 
углеродного потока на фазовый состав и свой-
ства покрытий 

Наиболее эффективные варианты устройств 
формирования композиционных углеродсодер-
жащих покрытий из импульсной катодной плаз-
мы представлены на рисунке 1.1. 

Представленные схемы устройств позволя-
ют реализовать следующие основные технологи-
ческие процессы нанесения композиционных 
углеродных покрытий: 

1. Формирование многослойных покрытий 
на основе углерода и легирующего элемента с 
регулируемыми толщинами слоев. Осаждение 
углеродного слоя осуществляется из потока уг-
леродной импульсной плазмы, слой легирующе-
го элемента – из потока, генерируемого электро-
дуговым испарителем (рисунок 1.1 а, б). 

2. Формирование композиционных покры-
тий из плазмы импульсного катодно-дугового 
разряда, создаваемого при использовании со-
ставного или композиционного, содержащего 
легирующий элемент углеродного катода. При 
этом возможно применение ассистирующей об-
работки ионами инертных газов, а также много-
компонентное легирование покрытий ионами 
азота, генерируемых ионным источником (рису-
нок 1.1 а, г). Легирование УП азотом проводят и 
путем его напуска в вакуумную камеру. 

3. Осаждение многокомпонентно легиро-
ванных углеродных покрытий при использова-
нии дополнительно размещенных в камере элек-
тродугового (рисунок 1.1, а), ионного (рисунок 
1.1, б) источника или же магнетронного распы-
лителя (рисунок 1.1, г). 

Данные технологические варианты нанесе-
ния покрытий характеризуются различной сте-
пенью активации и концентрации легирующих 
элементов, энергетическими параметрами угле-
родной плазмы, изменение которых имеет место 
не только при использовании различных режи-
мов испарения углеродного катода, но и в ре-
зультате взаимодействия ионов углерода с ато-
мами легирующих элементов в газовой фазе. 
Данные особенности определяют в значительной 
степени зависимость структуры и свойств по-
крытий от используемой технологической схемы 
их нанесения. 

В числе важнейших технологических пара-
метров, влияющих на скорость осаждения угле-
родных слоев, их морфологию и механические, 
физико-химические свойства, выделяют режимы 
генерации углеродной плазмы: напряжение раз-
ряда, форма, длительность и частота импульсов. 
В [6] показано, что при использовании двухста-
дийного импульса с амплитудами 350 и 150 В, в 
сравнении с моноимпульсом такой же длитель-
ностью и амплитудой 350 В, микротвердость воз-
растает в 2,5…3,5 раза, уровень внутренних на-
пряжений снижается в 4…5 раз, при этом однако  
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1 – дуговой испаритель постоянного тока с металлическим (Ti, Cu, Zr, Al, Cr) катодом; 
2 – источник плазмы импульсного катодно-дугового разряда с графитовым катодом; 
2a – источник плазмы импульсного катодно-дугового разряда с композиционным  
       (металл, кремний)-графитовым катодом;  
3 – ассистирующий ионный источник;  
4 – вращающаяся технологическая оснастка с подложками;  
5 – распыляющий ионный источник;  
6 – вакуумная камера; 
7 – регулятор расхода газа (азот);  
8 – поток N2; 
9 – магнетронная распылительная система постоянного тока; 
10 – система откачки  
 

Рисунок 1.1 – Схемы вакуумных установок для получения композиционных покрытий на основе углерода
 

наблюдается снижение скорости роста в покры-
тии в 1,5…2 раза, что объясняется снижением 
интегральной энергии в импульсе. 

В работах [7]–[9] определены закономерно-
сти влияния частоты следования разрядных им-
пульсов на структуру углеродных покрытий. По-
казано, что с увеличением частоты импульсов от 
3 Гц до 20 Гц имеет место уменьшение размера, 
увеличение количества и степени упорядочения 
Csp2-кластеров, возрастание твердости и внут-
ренних напряжений в покрытии, а также сниже-
ние ширины запрещенной зоны покрытий от 
1,35 эВ до 0,9 эВ. При толщине 80–106 нм и час-
тоте импульсов разряда 3 Гц углеродное покры-
тие имеет максимальное содержание Сsp3 связей, 
характеризуется высокими механическими и оп-
тическими свойствами. 

Данные закономерности проявляются при 
осаждении однокомпонентных покрытий и при 
их легировании. Как правило, влияние частоты 
следования импульсов на свойства покрытий 
имеет немонотонный характер. Так при нанесе-
нии покрытий в среде молекулярного азота их 
твердость незначительно уменьшается с повы-
шением частоты от 3 до 10 Гц, а затем возрастает 
на 16% с увеличением частоты до 20 Гц. При 
этом ширина оптической запрещенной зоны та-
ких покрытий снижается незначительно с 0,85 эВ 
(3 Гц) до 0,71 эВ (20 Гц). Установлено, что при 
ионном легировании углеродного слоя при час-
тоте импульсов 10 Гц относительное содержание 
С-N связей максимально и значительно превы-
шает число связей при легировании покрытия 
путем напуска в камеру молекулярного азота. 
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Значительное влияние на фазовый состав 
покрытий и их свойства оказывают геометриче-
ские параметры нанесения. Так, в [10] установ-
лено, что при увеличении расстояния между ис-
точником генерации углеродной плазмы и под-
ложкой происходит увеличение числа sp2 гибри-
дизированных атомов углерода, монотонное 
снижение твердости и модуля упругости покры-
тий, что в значительной степени определяется 
изменением энергии ионов и снижением плотно-
сти углеродного потока при его транспортировке 
от катода к подложке. При осаждении потока 
ионов углерода, имеющих практически одинако-
вую энергию и различную плотность, что дости-
гается изменением ориентации поверхности под-
ложки относительно осаждаемого потока, уста-
новлено немонотонное изменение твердости и 
модуля упругости, показателя преломления по-
крытий от угла падения углеродного потока 
(твердость и модуль упругости при угле падения 
15°, а показатель преломления при 45° имеет 
максимальное значение) [11], [12]. 

 
2 Особенности формирования, фазовый 

состав и свойства композиционных углерод-
ных покрытий 

Представленные на рисунке 1.1 схемы уста-
новок позволяют осаждать композиционные уг-
леродные покрытия практически любого хими-
ческого состава с различной концентрацией ин-
гредиентов и при заданном распределении их по 
толщине слоя. Изменяя при этом степень иони-
зации и плотность потока осаждаемых атомов, 
температуру поверхности подложки, проведя 
дополнительную ионную обработку, предостав-
ляется возможность инициирования на стадии 
осаждения протекание различных химических и 
физических (диффузии, структурообразования, 
фазовые превращения и другие) процессов. Ана-
лиз основных протекающих процессов достаточ-
но подробно рассмотрен в работах [13], [14]. При 
легировании УП металлами их влияние на струк-
туру и свойства определяется, прежде всего, ре-
акционной активностью по отношению к углеро-
ду, способностью металлов образовывать с угле-
родом химические соединения. При этом, в зави-
симости от условий и режимов осаждения, при-
роды и концентрации, металл в объёме углерод-
ного покрытия может находиться, кроме химиче-
ского соединения, также в виде самостоятельной 
фазы, либо в твердом растворе [13]–[15].  

В числе наиболее перспективных для прак-
тического применения УП, легированных хими-
чески активными металлами, кроме детально 
изученных покрытий а-C:Ti, следует отметить 
композиционные покрытия а-C:Si и а-C:B. При 
введении Si в структуру покрытия происходит 
образование карбида и оксида кремния (SiC и 
SiOx), и с ростом концентрации кремния уста-
новлено увеличение содержания более твердой 

sp3 фазы. При осаждении таких покрытий имеет 
место замещение атомами кремния атомов угле-
рода преимущественно в sp2 кластерах [16]–[18]. 
Легирование а-С покрытий бором приводит к 
образованию в покрытии карбидов и оксида бора 
либо выделению его в виде отдельной фазы. При 
концентрации бора меньше 17 масс. % установ-
лено высокое содержание атомов углерода с sp3 
гибридизацией связей, с ростом концентрации 
бора происходит уменьшение отношения фаз 
Csp3 / Csp2 . Покрытия характеризуются низкими 
значениями коэффициентов трения (0,12…0,15) 
и износа контртела [19]–[21].  

Введение в состав УП инертных металлов 
сопровождается выделением его в виде само-
стоятельной фазы, дисперсность которой зависит 
от природы металла, его концентрации и условий 
осаждения. При этом проявляется его активное 
влияние на фазовый состав углеродной матрицы, 
заключающееся, как правило, в ее графитизации. 
Такие покрытия имеют достаточно низкий уро-
вень внутренних механических напряжений. На 
примере УП, легированных медью и серебром, 
показана высокая эффективность их применения 
в узлах трения в качестве не только антифрикци-
онных, но и электротехнических слоев [22]–[24]. 

Одним из наиболее эффективных техноло-
гических приемов повышения механических 
свойств УП является их многокомпонентное ле-
гирование, в частности металлами и азотом [25], 
[26]. Отметим, что при легировании УП молеку-
лярным азотом снижается размер углеродных 
Csp2 кластеров, уровень внутренних механиче-
ских напряжений, повышается износостойкость 
контртела в сравнении с однокомпонентными а-
С покрытиями. При их обработке в процессе 
осаждения ионами азота установлено преимуще-
ственное образование соединений азота с атома-
ми углерода с sp2-гибридизацией связей, концен-
трация которых в значительной степени зависит 
от частоты импульсов разряда, плотности потока 
ионов азота [27]. При осаждении покрытий а-
C:Ме:N протекающие физико-химические про-
цессы значительно усложняются. Химически 
активные металлы в таких слоях образуют не 
только карбиды, но нитриды, карбонитриды, 
оказывают более сложное влияние на дисперс-
ность размеров Csp2 кластеров [7], [27]–[29]. 

Перспективным является и комплексное ле-
гирование УП металлами различной природы. 
Так, при осаждении a-C:(Ni+Cr) покрытий уста-
новлен эффект неаддитивного влияния концен-
трации легирующих элементов на структуру, 
отношение Сsp3 / Сsp2 и механические свойства, 
обусловленные образованием в покрытии дис-
персных фаз сложного состава на основе карбида 
хрома и интерметаллических соединений [30].  
В целом это технологическое направление не-
достаточно разработано, и при оптимальном под-
боре ингредиентов, проявляющих комплексное 
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каталитическое влияние на процессы образова-
ния Сsp3 фаз, возможно существенное повыше-
ние служебных свойств УП. 

 
3 Влияние термообработки на свойства 

композиционных углеродных покрытий 
Нагрев легированных УП вследствие более 

интенсивного протекания процессов межфазной 
диффузии, релаксации внутренних механических 
напряжений, активации фазовых и структурных 
превращений является эффективным технологи-
ческим приемом изменения физико-химических, 
механических свойств [6], [7], [31]. Особенно 
значительное влияние нагрева проявляется при 
обработке слоистых композиционных УП. Ха-
рактер протекающих процессов, а, следователь-
но, и степень изменения структуры и свойств 
определяются условиями термообработки, хими-
ческим составом покрытия. Так, установлено, 
что отжиг покрытий на воздухе практически все-
гда сопровождается монотонным при повыше-
нии температуры снижением доли sp3 гибриди-
зированных атомов углерода, твердости. При 
термообработке УП, легированных карбидообра-
зующими металлами, температурная зависи-
мость внутренних напряжений имеет экстре-
мальный характер: при нагреве до 300 С имеет 
место их снижение и при дальнейшем повыше-
нии температуры значение напряжений возрас-
тет вследствие интенсификации процесса обра-
зования карбидов [32]. Следует отметить, что 
значительное влияние на структуру и свойства 
композиционных покрытий при таких условиях 
нагрева оказывают процессы окисления. Значи-
тельную роль эти процессы оказывают, напри-
мер, при термообработке композиционных  
a-С:Al покрытий [26].  

При термообработке покрытий в вакууме 
характер протекающих изменений иной. На при-
мере (TiN:Al) / а-С, (CrN:Al) / а-C покрытий по-
казано, что после термообработки в вакууме при 
400° С имеет место формирование более одно-
родной структуры, повышение твердости, сни-
жение модуля упругости в сравнении с не ото-
жжёнными покрытиями [7], [30]. 

Главная проблема импульсного вакуумно-
дугового испарения графитового катода – это 
образование при испарении катода «капельной 
фазы» (макрочастиц). При испарении графита из 
катодного пятна, помимо ионов углерода, выле-
тают микроскопические осколки горячего графи-
та (от долей микрометра до десятков микромет-
ров). Следовательно, необходим поиск решений. 
Одним из наиболее простых и технологических 
является использование сепаратора потока, кото-
рый отклоняет поток ионов углерода, направляя 
их на подложку. Тяжелые нейтральные макро-
частицы и осколки графита не взаимодействуют 
с магнитным полем, летят по прямой и оседают 
на стенках фильтра, не попадая на изделие.  

Как показано в работах [33], [34], использование 
сепарации импульсного потока углеродной 
плазмы является технологически приемом, по-
зволяющим получить твердые, атомарно-гладкие 
и однородные покрытия. 
 

Заключение 
Проведен анализ основных технологиче-

ских приемов регулирования структуры и 
свойств композиционных углеродных покрытий. 
Рассмотрены основные схемы установок, реали-
зующих различные варианты нанесения компо-
зиционных углеродных покрытий. Обобщены 
закономерности влияния напряжения разряда, 
формы, длительности и частоты импульсов раз-
ряда при генерации углеродной плазмы на фазо-
вый состав и свойства углеродных покрытий. 
Проанализированы основные особенности фор-
мирования, фазовый состав и свойства углерод-
ных покрытий, легированных карбидообразую-
щими и инертными по отношению к углероду 
металлами. Отмечена высокая перспективность 
многокомпонентного легирования углеродных 
покрытий с целью достижения оптимального 
сочетания механических свойств. Проведена 
оценка влияния условий и режима термообра-
ботки композиционных покрытий на их фазовый 
состав и свойства.  
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Введение 
Общий подход для изучения циркулярных 

световых пучков был предложен в [1], [2]. Такие 
пучки мы будем называть циркулярными пучка-
ми Куммера – Гаусса (КГ). Скалярные оптиче-
ские циркулярные пучки КГ исследовались в [1]–
[3]. Обобщение на векторный случай – в [4]. 

Более общие пучки КГ возникнут, если 
осуществить комплексное смещение поперечных 
координат. Авторы [5] называют такого типа 
пучки смещенными. Мы будем называть такие 
пучки децентрированными. Децентрированные 
пучки Бесселя – Гаусса обсуждались в [6], а де-
центрированные декартовы пучки КГ – в [7]. 
 В настоящей работе будут исследоваться 
децентрированные циркулярные пучки КГ. Кро-
ме того, будут учитываться возможные различ-

ные типы угловой симметрии: ime   и cos( ).m   

 
1 Децентрированные циркулярные пучки 

Куммера – Гаусса 
 Ограничимся обсуждением параксиальных 
скалярных оптических пучков. Параболическое 

нормированное уравнение имеет форму 
2 2

, ,( 4 ) 0.X X Y Y Zi f       Здесь 0/ ,X x x  

0/ ,Y y x  0/ ,Z z z  2 2 .R X Y   Параметры 

0x  и 2
0 0 / 2z kx  – некоторые характерные веще-

ственные размеры пучка в направлениях, парал-
лельных осям OХ и OY соответственно. 

Согласно [3], [4], комплексную амплитуду 
параксиального скалярного циркулярного пучка 
Куммера – Гаусса с цилиндрической симметрией 
в безразмерной форме можно записать как  

2
1exp v m viR

f Q P M
Q

   
  

 
 

3

1 1
, 1, ( , ),mv m i R f m

P Q

  
      

  
      (1.1) 

где Q и P – введенные безразмерные комплекс-
ные параметры пучка: 

0 0, ,Q Z Q P Z P                    (1.2) 

причем 0 0 0Q Q iQ    и аналогично для 0.P  Здесь 

и далее штрихами помечаем вещественные и 
мнимые части различных величин.  

ФИЗИКА
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 Обобщим формулу (1.1) в двух направлениях. 
Во-первых, осуществим комплексную де-

центровку поперечных координат соотношениями 

0 ,dX X i X   0 ,dY Y iY    0 0arctan , .d X Y   

Во-вторых, для децентрированных цирку-
лярных пучков КГ азимутальную зависимость 

2 3 ( , ) { ,cos }m m imf R f m R e m     представим 

двояким образом: 

2f   

      1
, .
2

m m m

d d d d d dX iY X iY X iY
      
 

(1.3) 

Комплексная амплитуда децентрированного 
циркулярного пучка КГ теперь имеет форму 

1 2 ,f f f  где для множителя 1f  достаточно ис-

пользовать два варианта: 
2

1

2

1

2 2
1

exp

1 1
, 1; , .

exp , 1;

v m vd

d

v md d

iR
Q P M

Q

v m i Rf
P Q

iR iR
Q M v m

Q Q

  

  

  
  

  
           

   
          
     

 (1.4) 

В итоге, всё множество циркулярных де-
центрированных пучков КГ с различными ази-
мутальными зависимостями можно представить 
в компактном виде, как совокупность четырех 
типов 1 2 ,k jf f f  где , 1, 2k j  . 

 
2 Исследование влияния свободных 

параметров на картины интенсивности 
децентрированных циркулярных пучков КГ 

Будем анализировать сначала случай обоб-
щенных циркулярных децентрированных пучков 
Куммера – Гаусса (gcdKG), комплексная ампли-
туда которых равна 

2
1exp v m vd

gcdKG

iR
f Q P

Q
   

  
 

 

2
2

1 1
, 1; dM v m i R f

P Q

  
     

  
         (2.1) 

с азимутальной зависимостью .ime   Для физиче-
ской реализуемости пучков, описываемых фор-
мулой (2.1), необходима квадратичная интегри-
руемость (КИ) функций .gcdKGf  Последняя осу-

ществляется при следующих ограничениях 

0 0{ 0 ,Q   0 0},P  налагаемых на свободные па-

раметры. Существенно, что при этом радиаль-
ный индекс v может быть произвольным ком-
плексным.  
 С помощью системы компьютерной мате-
матики Mathematica далее будет изучаться влия-
ние различных свободных параметров на ненор-
мированные картины интенсивности gcdKG пуч-
ков. Для большей наглядности мы изображаем 
интенсивность в условных единицах в попереч-
ном сечении пучка не плоской, а 3D картиной. В 
большинстве вариантов будем использовать уг-
ловую зависимость в виде ,ime   если не оговоре-

но обратное. Везде полагаем 0 0,Y   поскольку 

влияние параметра 0Y  на физические свойства 

пучка совершенно такое же, как и влияние пара-
метра 0.X  Компьютерное моделирование интен-

сивности в поперечном сечении gcdKG пучков 
показывает, что, как правило, наблюдается одно 
кольцо или одно пятно. 

Простейший случай, когда 0.v   Тогда 
возникает гауссов пучок с внедренным оптиче-
ским вихрем, который уже исследовался. 

Интересен вариант, когда v iv , т. е. ради-
альный индекс v  – чисто мнимый. Такие пучки 
пока не исследовались. Возьмем, для определен-
ности, следующие значения параметров 

0{ 0,02;Q   0 0;X   0 0 0;P Q    0;m   0;v   

0,5;Z   4,5}v    и рассмотрим трансформа-

цию картин интенсивности пучка при вариациях 
параметра 0P  (рисунок 2.1). 

Видим, что при возрастании параметра 0P  
вокруг центрального пика постепенно возникает 
кольцо, а центральное пятно пропадает. Так как 

0m   и 0 0 0,X Y   то картины интенсивности 

обладают вращательной симметрией вокруг оси 
пучка OZ. 

 

                    
                а) 0 0,02;P                                         б) 0 0,04;P                                         в) 0 0.06P  

 

Рисунок 2.1 – Влияние параметра 0P  на интенсивность gcdKG  пучка 
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      а) 0 00, 2; 0,02;X P                          б) 0 00,1; 0,06;X P                 в) 0 00,1; 0,06;X P    0 0,1P   
 

Рисунок 2.2 – Совместное влияние параметров 0X  и 0P  на интенсивность gcdKG пучка 

 

                     
                      а) m = 0;                                                б) m = 1;                                        в)  m = 1, cos( )  
 

Рисунок 2.3 – Зависимость интенсивности gcdKG пучка от индекса m. Общие параметры: 0 00; 0,02X P   

 

                     
                    а) m = 0;                                                  б) m = 3;                                          в) m = 3, cos( )  

 

Рисунок 2.4 – Зависимость интенсивности gcdKG пучка от параметров 0P  и индекса m.  

Общие параметры: 0 00,1; 0,02X P    
 

При возрастании параметров ,v  0 ,Q  0 ,P  

0Q  картины интенсивности расширяются и ка-

чественно почти не изменяются (рисунки 2.2, 2.3). 
Таким образом, децентровка поперечных 

координат X и Y качественно видоизменяет кар-
тины интенсивности, возникает полумесяц. Ина-
че, изменение параметра 0X  приводит к сильной 

деформации и смещению картины вдоль оcи OY. 
Сейчас будем менять угловой индекс m. Ес-

ли 1, , 2, ... ,m   то вместо пика имеем кольцеоб-

разную картину. 
Картины рисунка 2.4, б) аналогичны карти-

нам стандартных пучков Лагерра – Гаусса. Под-
черкнем, однако, что здесь радиальный параметр 
v не целочисленный, а чисто мнимый нецелый. 
Замена азимутального множителя ime   на cos m  

качественно изменяет картины интенсивности  
(рисунок 2.4, в). 

2. Будем анализировать теперь случай gcdKG 
пучков, у которых комплексная амплитуда 

2
1exp n m vd

gdKG

iR
f Q P

Q
   

  
 

 

2
2

1 1
, 1; .dM n m i R f

P Q

  
     

  
         (2.2) 

Здесь, по-прежнему, 0 00 ,Q   однако 0,1,2,...,v n   

а мнимая часть 0P  второго комплексного пара-

метра пучка P  может принимать любые значе-
ния, исключая 0.P   

Если теперь исключить децентровку попе-
речных координат, то приходим к обобщенным 
пучкам Лагерра – Гаусса, по терминологии [1], [2]. 

2.1. Пусть 0 0.P  Такие пучки для произ-

вольных 0 0P  пока еще не исследовались. 
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                   а) 0 0,01;P                                     б) 0 0,07;P                                    в) 0 0,11P   

 

Рисунок 2.5 – Влияние параметра 0P  на интенсивность gcdKG пучка 

 

                 
                   а) 0 0,02;P                                     б) 0 0,07;P                                     в) 0 0,1X    
 

Рисунок 2.6 – Влияние параметров 0P  и 0X  на интенсивность gcdKG пучка. Постоянный параметр 0 0,1X    

 
В качестве примера рассмотрим пучки с па-

раметрами { 0,7;Z   0;m   3;n   0 0,8;Q   

0 0 0}.Q P    При 0 0,01P   наблюдается яркий  

центральный пик и практически одно кольцо. 
При последующем убывании параметра 0P  по-

степенно появляются еще три кольца. В даль-
нейшем самое широкое кольцо относительно 
растет, а остальные уменьшаются. Децентровка и 
приводит к деформации и смещению картины 
интенсивности вдоль оси OY (рисунок 2.6). 

2.2. При 0 0P Q    приходим фактически к 

стандартным пучкам Лагерра – Гаусса. Для кон-
кретности возьмём первоначальные параметры 
{ 0,7;Z   0 0;X   1;m   3;n   0 0,8;Q   

0 0,8;P   0 0 0}.Q P    При этом кольца интен-

сивности наиболее четкие. При дальнейшем 
убывании параметра 0P  центральное кольцо 

продолжает возрастать, а остальные постепенно 
уменьшаются.  
 При увеличении параметров ,Z  0 ,Q  0 ,P  

наоборот, центральное кольцо уменьшается, а 
остальные относительно растут. 
 Теперь проанализируем влияние  мнимых 
децентровок 0X  и 0Y  поперечных координат на 

картины интенсивности рассматриваемых gcdKG 
пучков. При росте 0X  (либо 0Y ) картины ин-

тенсивности сплющиваются вдоль оси OY (либо 
OX). Если же 0 0( 0, 0),X Y   то наблюдается 

пятно эллипсовидной формы. 

Если азимутальный параметр 0,m   то на-
блюдаются аналогичные закономерности. Толь-
ко вместо центрального кольца выступает цен-
тральный пик (яркое пятно). 

3. Теперь обсудим случай, когда 0 00 ,Q   

0 ,P    а параметр v v iv    – комплексный. 

Здесь параметр пучка P отсутствует. Получаем 
циркулярные децентрированные элегантные 
Куммера – Гаусса (cdeKG) пучки 

2
1exp v md

сdeKG

iR
f Q

Q
   

  
 

 

2

2, 1; .diR
M v m f

Q

 
   

 
               (2.3) 

Если свободный комплексный параметр v  
удовлетворяет условию [1] (1 ) / 2,v m     тогда 

функция сdeKGf  обладает КИ. Отметим, что это – 

новый тип пучков, который не фигурирует в ра-
ботах [1], [2]. Здесь, если параметр v  становится 
вещественным, тогда пучки (2.3) редуцируются к 
децентрированным элегантным фракционным 
пучкам Лагерра – Гаусса (defLG) [8]. Если  
дополнительно 0, 1, 2, ...,v n   то мы приходим 

к обычным децентрированным элегантным пуч-
кам Лагерра – Гаусса, введенным Сигмэном 
(dеLG) [9].  

Обсудим теперь влияние различных сво-
бодных параметров на картины интенсивности 
cdeKG пучков. Пусть ' (1 ) / 2v m   . 
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Если 1,m   тогда ' 0.9v    удовлетворяет 
условию КИ (1.11). Этот вариант характеризует  
не eKG пучки и даже не defLG, а новый тип пуч-
ков ЛГ. Существенно, что здесь фигурируют не 
полиномы Лагерра, а функции Лагерра с непре-
рывным комплексным индексом v.  
 В простейшем случае 0,Z   0 0,X   

0 0.Q   Возьмем параметр 0 0,8,Q   чтобы вы-

полнялось условие физической реализуемости 
пучка. Тогда картина интенсивности представля-
ет собой простое кольцо. При возрастании пара-
метра v  кольцо расширяется.  

Если 0,Z   то образуется множество колец 
(рисунок 2.7). При возникновении децентровки 

0 0;X   с ее увеличением край кольца в области 

0Y   начинает постепенно убывать и картина 
кольца последовательно трансформируется в 
картину пика (максимума). При убывании пара-
метра 0X  эти процессы происходят в обратном  

направлении. 
Еще интереснее ситуация, когда 0Q  мало 

(рисунок 2.8). Например, возьмем параметры 
{ 0,9;v    " 0;v   0 0,02;Q   0 0;X   0 0;Q   

0}.m   Тогда картины интенсивности представ-

ляют собой бесконечное множество колец. 
 

           
                          а) Z = 0,                                               б) Z = 2,                                            в) Z = 4 
 

Рисунок 2.7 – Зависимость интенсивности cdeKG пучка от параметров 0P  и индекса m.  

Общие параметры: 0 0 00,1; 0,02; 0,02X P Q      
 

     
                          а) Z = 0,                                               б) Z = 2,                                            в) Z = 4 
 

Рисунок 2.8 – Зависимость интенсивности cdeKG пучка от параметров 0P  и индекса m. 

Общие параметры: ' 0,9;v    0;v   0 0,02;Q   0 0;Y   0 0;Q   0;m   0 0, 4X    
 

      
             а) m = 1, 0,9;v                                 б) cos( ),  1;m                                       в) 2,m   cos( )  
 
 

Рисунок 2.9 – Зависимость интенсивности cdeKG пучка от параметров 0P  и индекса m.  

Общие параметры: 0,9;v    0;v   0 0,02;Q   0 0;Q   1;Z   0 0,1X    
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Совершенно необычная картина интенсив-
ности, изображенная на рисунке 2.9, в). Она обу-
словлена совместным влиянием двух факторов: 

0,m   0 0.X   

Итак, на рисунках 2.7–2.9 представлены не-
которые характерные результаты графического 
моделирования интенсивности для пучков КГ. 
Картины интенсивности в поперечном сечении 
исследуемых световых пучков представляют 
собой кольца. Хотя число колец бесконечно, 
мощность пучка конечна. Однако чаще всего 
видно одно или несколько колец. Остальные 
кольца не видны из-за их слабой интенсивности. 
Кольца хорошо наблюдаются, если параметр v  
близок к min( ) ,v  а 0Q  мало. При 0m   измене-

ние параметра v  слабо влияет на картину. По-
следняя качественно не изменяется.  

 
 Заключение 

В данной работе выведены выражения, опи-
сывающие практически не изучавшиеся типы 
пучков – параксиальные децентрированные цир-
кулярные световые пучки КГ различных типов, 
переносящие конечную мощность и поэтому фи-
зически реализуемые. Они характеризуются ше-
стью свободными параметрами: тремя вещест-
венными – (m, 0 0, )X Y  и тремя комплексными 

параметрами 0 0( , , ).Q P v  

Сформулированы условия физической реа-
лизуемости циркулярных параксиальных пучков 
КГ с переносимой конечной мощностью во всем 
пространстве. Выполнено графическое модели-
рование их интенсивности для целочисленных 
значений m, непрерывных вещественных пара-
метров 0 0,X Y  и для непрерывных комплексных 

значений параметров 0 0, ,Q P v. Проведен соот-

ветствующий анализ. Установлено, что выбор 
различных свободных параметров пучка приво-
дит к качественно различным физическим кар-
тинам. Картины интенсивности – самые разно-
образные. Множество свободных параметров 
позволяет варьировать в широких пределах фи-
зические свойства исследуемых пучков и, тем 
самым, расширяет возможности выбора пучков с 
наперёд заданными свойствами. 
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Введение  
Получение материалов с изменяемыми фи-

зическими параметрами является одним из акту-
альных направлений в создании перестраивае-
мых технических устройств. Одним из способов 
изменения физических параметров материалов и 
систем является воздействие электромагнитных 
полей. При этом в сложно структурированных 
средах это позволяет эффективно использовать 
как свойства компонентов в отдельности, так и 
взаимосвязи их внутри системы. Разработка спо-
собов управления свойствами материалов явля-
ется актуальной задачей, обеспечивающей со-
вершенствование устройств микроволнового и 
оптического диапазонов [1]. 

Существуют следующие технологии управ-
ления свойствами материалов и систем, полу-
чившие наибольшее распространение: механиче-
ские, магнитные, электрические, оптические, 
термические. При этом каждая из них имеет свои 
ограничения и сложности в применении, такие 
как: сложность реализации однородности маг-
нитного поля в большом объеме или подмагни-
чивающих элементов, высокие управляющие 
напряжения, малая скорость перестройки, неста-
бильность по температуре, большое энергопо-
требление, сложность конструктивной реализа-
ции управляющих устройств, высокие стоимость 
и сложность конструктивных решений, низкая 
стойкость к механическим воздействиям, 
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ограниченное количество переключений, дребезг 
контактов, существование механических резо-
нансов и т. д.  

Управление свойствами материалов с ис-
пользованием электрического поля является од-
ним из наиболее перспективных вследствие наи-
меньшего количества недостатков. Данная тех-
нология подразумевает использование материа-
лов, обладающих изменяемыми параметрами в 
условиях воздействия электрических полей раз-
личных частотных диапазонов. Примером таких 
материалов могут быть материалы с дисперсией 
диэлектрической проницаемости, возникающей 
при помещении их в поля различной напряжен-
ности при определенных температуре, давлении 
и т. д. [2], [3]. 

Однако для такой технологии при измене-
нии свойств материалов характерно применение 
постоянных или переменных полей очень высо-
кой напряженности, что вызывает сложности в 
технической реализации. Вследствие вышеупо-
мянутого, разработка новых и усовершенствова-
ние существующих технологий управления явля-
ется актуальной задачей, решение которой по-
зволит улучшить параметры энергопотребления, 
быстродействия, эффективности, универсально-
сти и безопасности систем электродинамики. 

Проблему реализации управления электри-
ческими полями высокой напряженности можно 
решить использованием явления резонанса, по-
зволяющего уменьшить значения напряженности 
для изменения параметров материалов и систем. 
Так же это позволит упростить реализацию элек-
трической технологии управления, сделав ее 
энергетически более эффективной.  

Вопрос выбора материала и систем, для ко-
торых можно реализовать резонансное измене-
ние диэлектрической проницаемости, является 
актуальной задачей. Материалы, проявляющие 
поляризационные свойства за счет изменения 
внутренней структуры при воздействии внешне-
го электрического поля, являются перспектив-
ными при разработке новых методов управления 
электромагнитными параметрами систем. В ка-
честве примера таких материалов можно привес-
ти сегнетоэлектрики со значениями диэлектри-
ческой проницаемости свыше 100, обладающие 
доменной структурой и имеющие дисперсию 
диэлектрической проницаемости в электриче-
ских полях мегагерцового диапазона [1]–[4]. В то 
же время актуальна проблема создания материа-
лов с более низкими значениями диэлектриче-
ской проницаемости и способов управления их 
параметрами. 

В работе представлены результаты исследо-
вания взаимодействия электромагнитного поля 
СВЧ и оптического диапазонов со структурами 
из элементов с изменяемой диэлектрической 
проницаемостью. Перспективным является ис-
пользование композитных материалов на основе 

полимеров. Данные материалы характеризуются 
значениями диэлектрической проницаемости от 
2 до 120, а также обладают низким значением 
коэффициента поглощения для электромагнит-
ного поля сверхвысокочастотного и оптического 
диапазонов.  

Рассматривается возможность применения 
резонансного управления свойствами материалов 
для изменения характеристик рассеяния излуче-
ния СВЧ-диапазона на структурах с элементами 
из высокодобротного полимера [5]. Объектом 
исследования являются структуры на основе 
включений из материалов с перестраиваемой 
диэлектрической проницаемостью. Предметом 
исследования является влияние изменения ди-
электрической проницаемости композитных по-
лимерных включений периодических структур, а 
также геометрических размеров их компонентов 
на коэффициенты прохождения и отражения 
СВЧ-поля. 

 
1 Выбор материалов и методика построе-

ния периодических структур 
Для проведения исследования взаимодейст-

вия электромагнитного излучения со сложно 
структурированной средой методами численного 
моделирования была выбрана решетка, состоя-
щая из металлических лент с диэлектрическими 
вставками между ними. Диэлектрик размещается 
в зазорах между металлическими проводниками, 
расположенными параллельно друг другу. Вели-
чина зазора между металлическими проводника-
ми соответствует размеру диэлектрической 
вставки (рисунок 1.1). Пространство между ря-
дами проводников и диэлектрических включений 
заполнено материалом с диэлектрической ε и 
магнитной μ проницаемостями равными едини-
це, и не имеющим частотной дисперсии данных 
параметров во всем рассматриваемом частотном 
диапазоне (воздушная прослойка). 

Оценивалось влияние геометрических раз-
меров элементов решетки, диэлектрической про-
ницаемости и добротности диэлектрических 
вставок на коэффициенты прохождения и отра-
жения электромагнитного поля. 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Модель фрагмента решетки  
 

В случае значений диэлектрической прони-
цаемости элементов решетки от 550 и выше 
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возникает большое количество собственных ре-
зонансов. Это обуславливает наличие резкого 
изменения коэффициентов прохождения и отра-
жения поля от 0,01 до 80 дБ во всем рассматри-
ваемом частотном диапазоне (1–10 ГГц), однако 
количество экстремумов коэффициентов и бли-
зость их расположения по частоте затрудняет 
реализацию управления рассеянием поля на ре-
шетках с указанными параметрами [6]. 

Более низкие значения диэлектрической 
проницаемости материала позволяют уменьшить 
количество собственных резонансов. При этом 
сохраняется возможность управления коэффици-
ентами прохождения и отражения в широком 
диапазоне значений.  

 
2 Моделирование взаимодействия излу-

чения СВЧ и оптического диапазонов с пе-
риодическими решетками из металлических и 
диэлектрических элементов 

Для создания модели периодической ре-
шетки взяты структуры на основе проводящих 
лент. Такие решетки удобны для оценки влияния 
конструктивных и материальных характеристик 
вследствие известной постановки задачи дифрак-
ции электромагнитного поля и ее решения [7], [8]. 

Численный эксперимент проводился с помо-
щью программного продукта CST MICROWAVE 
STUDIO,    который   позволяет   выполнять   

математическое моделирование высокочастотных 
устройств и рассеяние электромагнитного излу-
чения на объектах сложной формы и структуры. 

В ходе проведения численного моделирова-
ния варьировались следующие геометрические 
параметры элементов: длина, ширина, высота 
диэлектрических включений и металлических 
фрагментов в виде лент; расстояние между ряда-
ми лент (период решетки), диэлектрическая про-
ницаемость материала. Значение тангенса ди-
электрических потерь не превышало 10-3. Рас-
сматривался только случай нормального падения 
плоской электромагнитной волны на периодиче-
скую решетку. Направление распространения 
электромагнитного поля вдоль оси Z, а его элек-
трической компоненты вдоль оси X. Используе-
мый диапазон частот от 7 до 12 ГГц. Анализиро-
вались значения коэффициентов прохождения и 
отражения электромагнитного поля для TE и TM 
гармоник. 

Для выбора оптимальных размеров метал-
лических лент было проведено моделирование 
структуры с длинами лент в диапазоне от 15 до 
30 мм. Остальные параметры не изменялись и 
равнялись: диэлектрическая проницаемость 25; 
длина, ширина, высота диэлектрической вставки 
4 мм; период по оси Y 15 мм. Коэффициенты 
прохождения и отражения для TE и TM гармо-
ник представлены на рисунках 2.1–2.2. 

 

 
 
 

 
 
а) 

 

 
 
 
 
 
б) 

 
 

Рисунок 2.1 – Коэффициенты прохождения (а) и отражения (б) для TE гармоники 
при различных значениях длины ленты 

 
 
 
 

 
 
а) 

 

 
 
 
 
 
б) 

 
 

Рисунок 2.2 – Коэффициенты прохождения (а) и отражения (б) для TМ гармоники 
при различных значениях длины ленты 
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Для ТЕ гармоники при увеличении длины 
характерно наличие нескольких минимумов в 
пределах 0,5 ГГц. При этом для всех значений 
длины минимальные значения наблюдаются в 
районе частоты 9–9,5 ГГц. Для ТМ гармоники 
расстояние между минимумами порядка 2,5–
3 ГГц, при этом они разнесены по частотному 
диапазону. Коэффициент отражения принимает 
максимальные значение на частотах, соответст-
вующих минимальным значениям коэффициента 
прохождения и принимает значения –75 – –65 дБ 
для ТЕ гармоники и до –60 дБ для ТМ гармоники. 

Изменение коэффициента отражения обу-
словлено наличием резонансного характера взаи-
модействия электромагнитного поля с решеткой. 
Наблюдаемые закономерности изменения коэф-
фициентов отражения и прохождения позволяют 
определить частоты, на которых решетка макси-
мально чувствительна к изменению диэлектри-
ческой проницаемости элементов.  

Исходя из результатов, была выбрана длина 
лент 15 мм, для которой наблюдался один мини-
мум коэффициента прохождения в диапазоне 
7,5–10 ГГц. 

Изменение расстояния между лентами по 
оси Y (периода) также оказывает влияние на кар-
тину рассеяния (рисунки 2.3, 2.4). 

 

Оптимальным расстоянием между лентами 
для дальнейшего моделирования выбрано 15 мм, 
так как увеличение периода сопровождается из-
менением частоты наблюдения минимума в сто-
рону более высоких частот и появлением допол-
нительных экстремумов. 

Исследование влияния изменения длины 
диэлектрической вставки (вдоль оси х) проводи-
лось при следующих постоянных параметрах: 
диэлектрическая проницаемость 20; ширина и 
высота диэлектрической вставки 4 мм; период по 
оси Y 15 мм, длина металлических лент 15 мм. 
Коэффициенты прохождения и отражения для TE 
и TM гармоник представлены на рисунках 2.5, 2.6. 

Изменение длины диэлектрических вставок 
влияет на частоту наблюдения минимумов коэф-
фициента прохождения. При этом для ТЕ гармо-
ники увеличение длины приводит к сдвигу ми-
нимума в сторону более низких частот, с 
11,3 ГГц для 2 мм до 8,1 ГГц для 15 мм. Для ТМ 
гармоники разброс по частоте присутствует, но 
зависимость уже не такая однозначная как для 
TE гармоники. Глубина минимумов коэффици-
ента прохождения для ТЕ гармоники составляет 
от –50 до –35 дБ, а для ТМ гармоники от –50 до  
–30 дБ. В обоих случаях коэффициент отражения 
максимален при минимальном коэффициенте 
прохождения и принимает значения до –60 дБ. 

 
 
 
 

 
 
а) 

 

 
 
 
 
 
б) 

 
 

Рисунок 2.3 – Коэффициенты прохождения (а) и отражения (б) для TE гармоники 
при различных значениях периода вдоль оси Y 
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Рисунок 2.4 – Коэффициенты прохождения (а) и отражения (б) для TМ гармоники 
при различных значениях периода вдоль оси Y 
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Рисунок 2.5 – Коэффициенты прохождения (а) и отражения (б) для TE гармоники 
при различных значениях длины диэлектрических вставок 
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Рисунок 2.6 – Коэффициенты прохождения (а) и отражения (б) для TМ гармоники 
при различных значениях длины диэлектрических вставок 
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Рисунок 2.7 – Коэффициенты прохождения (а) и отражения (б) для TE гармоники 
при различных значениях ширины диэлектрических вставок 
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Рисунок 2.8 – Коэффициенты прохождения (а) и отражения (б) для TМ гармоники 

при различных значениях ширины диэлектрических вставок 
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Варьирование ширины диэлектрической 
вставки (вдоль оси Z) осуществлялось при со-
хранении следующих значений параметров 
структуры: диэлектрическая проницаемость 20; 
длина и высота диэлектрической вставки 4 мм; 
период по оси Y 15 мм, длина металлических 
лент 15 мм. Коэффициенты прохождения и от-
ражения для TE и TM гармоник представлены на 
рисунках 2.7, 2.8. 

При изменении ширины диэлектрических 
элементов решетки, а, следовательно, и расстоя-
ния между металлическими лентами, для ТЕ 
гармоники также наблюдается сдвиг максимумов 
по частоте, только в сторону более высоких час-
тот с 9,8 ГГц до 10,8 ГГц. Для ТМ гармоники 
сдвиг по частоте присутствует, но максимумы 
находятся как на более низких, так и на более 
высоких частотах по сравнению с частотой для 
ширины, равной 2 мм. Глубина минимума при-
нимает значения от –53 до –40 для ТЕ гармоники 
и от –75 до –60 для ТМ гармоники. В обоих слу-
чаях наблюдается соответствие максимальных 
значений коэффициента отражения на частотах 
минимальных значений коэффициента прохож-
дения. Для ТЕ гармоники значение коэффициен-
та отражения до –70 дБ, а для ТМ – до –45 дБ. 

Изменение высоты диэлектрических вста-
вок (вдоль оси Y), а, следовательно, и высоты 

лент, также оказывает влияние на расположение 
и глубину минимумов коэффициента прохожде-
ния (рисунки 2.9, 2.10). 

Коэффициент прохождения для ТЕ гармо-
ники сдвигается по частоте как в сторону более 
низких, так и более высоких частот. Также на-
блюдаются дополнительные минимумы вблизи 
основных максимумов для высоты элементов 
10 мм. Для ТМ гармоники в данном случае одно-
значно можно видеть сдвиг минимумов в сторо-
ну более низких частот. При этом дополнитель-
ные минимумы вблизи основных максимумов 
отсутствуют. Изменение коэффициента прохож-
дения находится в диапазоне до –45 – –30 дБ для 
ТЕ гармоники и –75 – –70 для ТМ гармоники. 
Коэффициент отражения для ТЕ гармоники не 
менее –70 дБ, а для ТМ – до –60 дБ. 

Исходя из вышеприведенного, для даль-
нейшего исследования влияния изменения ди-
электрической проницаемости материалов на 
рассеяние электромагнитного излучения были 
выбраны следующие габаритные размеры перио-
дической структуры: длина лент 15 мм, период 
по оси у 15 мм, длина, ширина, высота диэлек-
трического элемента 4 мм.  

Рассматривалось влияние изменения ди-
электрической проницаемости элементов решет-
ки с 2 до 140 на картину рассеивания. 
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Рисунок 2.9 – Коэффициенты прохождения (а) и отражения (б) для TE гармоники 
при различных значениях высоты диэлектрических вставок 
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Рисунок 2.10 – Коэффициенты прохождения (а) и отражения (б) для TМ гармоники 
при различных значениях высоты диэлектрических вставок 
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Изменение диэлектрической проницаемости 
от 2 до 10 для ТЕ гармоники не приводит к появ-
лению минимумов коэффициента прохождения. 
Его значения не опускаются ниже –1 дБ. При 
этом для ТМ гармоники при диэлектрической 
проницаемости равной 2, коэффициент прохож-
дения плавно изменяется от –8 дБ до –0,2дБ на 
частотах от 7 до 9,5 ГГц, и затем остается посто-
янным. Для диэлектрической проницаемости 5 и 
10 наблюдаются минимумы коэффициента про-
хождения на частотах 7,6 ГГц и 8,5 ГГц соответ-
ственно. 

Зависимости коэффициентов прохождения 
и отражения от частоты для значений диэлектри-
ческой проницаемости 2, 20 и 40 для ТЕ гармо-
ники и 10, 20, 30 для ТМ гармоники приведены 
на рисунках 2.11, 2.12.  

Изменение значений диэлектрической про-
ницаемости приводит к появлению минимумов 
коэффициентов прохождения для ТЕ и ТМ гар-
моник. При этом минимумы наблюдаются на 
различных частотах. Коэффициент отражения 
имеет максимальное значение на частотах на-
блюдения минимумов прошедшего поля. Мини-
мальные значения коэффициента отражения  
–70дБ для ТЕ гармоники, и –60 дБ для ТМ гар-
моники. 

При увеличении диэлектрической прони-
цаемости до 90 для ТЕ гармоники наблюдается 
резко выраженный один минимум коэффициента 
прохождения (рисунок 2.13). В то же время для 
ТМ гармоники в рассматриваемом диапазоне 
характерно наличие большего числа экстрему-
мов коэффициентов прохождения и отражения. 
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Рисунок 2.11 – Коэффициенты прохождения (а) и отражения (б) для TE гармоники 
при различных значениях диэлектрической проницаемости вставок 
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Рисунок 2.12 – Коэффициенты прохождения (а) и отражения (б) для TМ гармоники 
при различных значениях диэлектрической проницаемости вставок 
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Рисунок 2.13 – Коэффициенты прохождения (а) и отражения (б) для TE гармоники 
при значениях диэлектрической проницаемости вставок 50, 70, 90 
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Рисунок 2.14 – Коэффициенты прохождения (а) и отражения (б) для TЕ гармоники 
при значениях диэлектрической проницаемости вставок 2, 25, 40 
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Рисунок 2.15 – Коэффициенты прохождения (а) и отражения (б) для TМ гармоники 
при значениях диэлектрической проницаемости вставок 2, 15, 40 

 
При дальнейшем увеличение значений ди-

электрической проницаемости, для ТЕ гармони-
ки происходит смещение глубоких минимумов 
в сторону более высоких частот, начиная с 
10,5 ГГц. Для ТМ гармоники наблюдается боль-
шое число минимумов, глубина которых до –50 дБ. 

Полимерные материалы за счет своих 
свойств используются для создания покрытий с 
требуемыми селективно-частотными свойствами. 
В частности, композиты с добавлением прово-
дящих или иных наполнителей, где свойства из-
меняются как по толщине, так и по площади по-
верхности материала. Некоторые технические 
приложения требуют использования тонких ме-
таллических слоев для создания градиентов и 
неоднородностей диэлектрической проницаемости. 

Сочетание материалов позволяет создать 
гладкие градиентные покрытия, отличающиеся 
широким рабочим диапазоном в случае правиль-
ного подбора электромагнитных параметров. 
Эффективность взаимодействия структуры с из-
лучением определяется подстройкой электро-
магнитных параметров материалов ее элементов. 
Толщина слоя с градиентом изменения парамет-
ров выбирается в зависимости от рабочей длины 
волны. Таким образом, однотипные структуры 
могут использоваться в различных частотных 
диапазонах с соответствующим приведением их 
габаритных размеров. 

В оптическом диапазоне при изменении ди-
электрической проницаемости материала в тех 
же пределах также возможно использование ре-
шетки с полученными выше параметрами для 
управления коэффициентами прохождения и 
отражения излучения. Параметры решетки были 
адаптированы для видимого оптического диапа-
зона 480–530 ТГц и составили: длина, ширина и 
высота диэлектрической вставки 73 нм; длина 
ленты и период по оси Y 275 нм. 

На рисунке 2.14 показано влияние различ-
ных значений диэлектрической проницаемости 
вставок на уровень прошедшего и отраженного 
излучения для ТЕ гармоники. 

Для значений диэлектрической проницае-
мости равной 2 не наблюдается изменений ко-
эффициентов прохождения и отражения в рас-
сматриваемом частотном диапазоне. При увели-
чении диэлектрической проницаемости для ТЕ 
гармоники картина рассеяния изменяется. Таким 
образом, для коэффициента прохождения суще-
ствует возможность изменения до –50 дБ. При 
этом, коэффициент отражения принимает значе-
ния до –50дБ. 

Для ТМ гармоники (рисунок 2.15) минимум 
коэффициента прохождения наблюдается для 
значения диэлектрической проницаемости 40 на 
частоте 509 ТГц.  
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Варьирование диэлектрической проницае-
мости приводит к перестройке значений мини-
мумов и максимумов коэффициентов прохожде-
ния и отражения по частоте и глубине, как для 
ТЕ, так и для ТМ гармоники. Таким образом, 
рассматриваемая структура может использовать-
ся для управления рассеянием излучения как в 
сверхвысокочастотном, так и оптическом диапа-
зонах. 

 
Заключение 
Изменение характеристик рассеяния элек-

тромагнитного излучения на приведенных пе-
риодических структурах может быть осуществ-
лено путем изменения диэлектрической прони-
цаемости элементов решеток. Это является более 
перспективным по сравнению с механической 
перестройкой структуры. 

Оптимальные размеры периодической 
структуры для проведения натурного экспери-
мента по оценке влияния изменения материаль-
ных параметров элементов решеток на характе-
ристики рассеяния электромагнитного поля оп-
тического и СВЧ-диапазона зависят от электро-
магнитных параметров используемых материа-
лов и частоты облучающего поля.  

В качестве диэлектриков с изменяемым ко-
эффициентом диэлектрической проницаемости 
могут выступать композитные материалы на ос-
нове поливинилового спирта с сегнетоэлектриче-
скими включениями, а также включениями раз-
личных материалов. Изменение диэлектрической 
проницаемости композитного материала воз-
можно при условии его размещения в электриче-
ском поле. Локальное управление диэлектриче-
ской проницаемостью элементов решетки при 
минимальных напряженностях управляющих 
электрических полей эффективно при условии 
минимизации зазоров, в которых эти поля лока-
лизованы и являются однородными. Так же это 
позволяет разработать энергетически эффектив-
но перестраиваемые структуры. 

Описанные технологические решения по-
зволят использовать решетку с приведенной 
конфигурацией в качестве чувствительного ин-
струмента для идентификации наличия измене-
ния диэлектрической проницаемости материала 
элементов решетки при воздействии внешних 
полей малой напряженности. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ ЛАЗЕРНОГО РАСКАЛЫВАНИЯ 
КРИСТАЛЛИЧЕСКОГО КВАРЦА С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ГЕНЕТИЧЕСКОГО 

АЛГОРИТМА, НЕЙРОСЕТЕВЫХ И НЕЙРО-НЕЧЕТКИХ МОДЕЛЕЙ 

Ю.В. Никитюк, Л.Н. Марченко, А.Н. Сердюков 

Гомельский государственный университет имени Франциска Скорины 
 

STUDY AND OPTIMIZATION OF LASER CLEAVING OF CRYSTALLINE 
QUARTZ USING GENETIC ALGORITHM, NEURAL NETWORK 

AND NEURO-FUZZY MODELS 

Yu.V. Nikityuk, L.N. Marchenko, A.N. Serdyukov 

Francisk Skorina Gomel State University 
 

Аннотация. Работа посвящена разработке метамодели процесса лазерного раскалывания кристаллического кварца, 
включающей моделирование и оптимизацию. На основе конечно-элементной модели с использованием языка  
программирования APDL определены температурные поля и поля термоупругих напряжений, которые формируются 
в монокристаллической кварцевой пластине в результате последовательного лазерного нагрева и воздействия 
хладагента для трех различных вариантов: I – анализ среза ZY при перемещении лазерного пучка в направлении оси X; 
II – анализ среза YX при перемещении лазерного пучка в направлении оси X; III – анализ среза XY при перемещении 
лазерного пучка в направлении оси Z. С использованием центрального композиционного плана проведен численный 
эксперимент, в котором в качестве факторов были использованы скорость обработки, геометрические параметры 
эллиптического лазерного пучка, мощность СО2-лазера и толщина кварцевой пластины. Согласно плана численного 
эксперимента выполнены расчеты для 27 комбинаций факторов с определением значений максимальных температур 
Т1, Т2, Т3 для трех вариантов обработки квадратной кварцевой пластины и трех соответствующих значений максимальных 
напряжений растяжения S1, S2, S3, действующих перпендикулярно фронту лазерно-индуцированных трещин. Выявлены 
эффективные архитектуры искусственных нейронных сетей для определения максимальных температур и максимальных 
термоупругих напряжений в зоне лазерной обработки кристаллического кварца с использованием TensorFlow.  
Построены нейро-нечеткие модели в системе ANFIS, проведено сравнение нейросетевых и нейро-нечетких моделей. 
Определены эффективные входные параметры лазерного раскалывания кристаллического кварца на основе 
оптимизационного генетического алгоритма MOGA. 
 
Ключевые слова: лазерная резка; искусственные нейронные сети; искусственная нейронная сеть, основанная 
на нечеткой системе вывода; оптимизационный генетический алгоритм MOGA; программа ANSYS. 
 
Для цитирования: Никитюк, Ю.В. Исследование и оптимизация лазерного раскалывания кристаллического кварца с 
использованием генетического алгоритма, нейросетевых и нейро-нечетких моделей / Ю.В. Никитюк, Л.Н. Марченко, 
А.Н. Сердюков // Проблемы физики, математики и техники. – 2025. – № 4 (65). – С. 29–34. – DOI: https://doi.org/ 
10.54341/20778708_2025_4_65_29. – EDN: ZXSJJW 
 
Abstract. The study focuses on developing a metamodel for the laser cleaving process of crystalline quartz, encompassing 
modeling and optimization. Using a finite element model implemented in the APDL programming language, temperature fields 
and thermoelastic stress fields were determined. These fields arise in a monocrystalline quartz plate due to sequential laser 
heating and coolant exposure, analyzed for three distinct variants: I – analysis of the ZY-plane cross-section with laser beam 
movement along the X-axis; II – analysis of the YX-plane cross-section with laser beam movement along the X-axis; III –  
analysis of the XY-plane cross-section with laser beam movement along the Z-axis. A central composite design was employed to 
conduct a numerical experiment, where the factors included processing speed, geometric parameters of the elliptical laser beam, 
CO2 laser power, and quartz plate thickness. According to the experimental design, calculations were performed for 27 factor 
combinations, determining the maximum temperature values (Т1, Т2, Т3) for three processing variants of a square quartz plate, 
along with three corresponding values of maximum tensile stress (S1, S2, S3) acting perpendicular to the laser-induced crack 
fronts. The optimal artificial neural network architectures were identified for predicting maximum temperatures and 
thermoelastic stresses in the laser processing zone of crystalline quartz using TensorFlow. Neuro-fuzzy models were developed 
in the ANFIS framework, followed by a comparative analysis of neural network and neuro-fuzzy approaches. Furthermore, the 
most effective input parameters for laser cleaving of crystalline quartz were determined through optimization using the MOGA. 
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1 Introduction  
The relevance of studying laser cleaving of 

crystalline quartz stems from increasing demands for 
precision and quality in processing brittle non-
metallic materials within microelectronics and opto-
electronics applications. Traditional machining 
methods face significant limitations, necessitating 
novel approaches to enhance the efficiency and qual-
ity of quartz cutting. Laser cleaving technology of-
fers an effective solution for brittle material process-
ing, based on generating localized thermoelastic 
stresses through combined laser irradiation and 
coolant application. The process involves material 
heating by laser radiation followed by cooling-
induced stress generation, which initiates controlled 
crack propagation. This technology provides three 
key advantages: high cutting precision, minimal 
material damage, and superior processing productiv-
ity [1]. 

Finite element modeling (FEM) has become a 
widely adopted approach for investigating laser 
cleaving processes in brittle non-metallic materials 
[2]–[5]. However, FEM implementations demand 
substantial computational resources, limiting their 
utility for real-time process analysis and parameter 
optimization. This constraint has driven growing 
interest in metamodeling techniques, which enable 
significant computational cost reduction through 

simplified yet sufficiently accurate models derived 
from FEM-generated datasets [6]. Within this para-
digm, artificial neural networks (ANNs) and adap-
tive neuro-fuzzy inference systems (ANFIS) have 
demonstrated successful applications in studying 
laser processing of brittle non-metallic materials. 
Furthermore, genetic algorithms provide an effective 
methodology for determining optimal laser process-
ing parameters [7]–[16].  

This study implements finite element modeling 
of controlled laser cleaving processes in crystalline 
quartz. The resulting simulation data was utilized to 
develop artificial neural network and neuro-fuzzy 
models, and to determine optimal parameters for 
laser-induced crack propagation in crystalline quartz 
through genetic algorithm optimization. 

 
2 Discussion 
The proposed metamodel representing the laser 

cleaving process of crystalline quartz is shown in 
Figure 2.1. 

Let us examine the key structural components 
of the metamodel. 

I. Finite Element Modeling. The simulation of 
temperature fields and thermoelastic stresses arising 
during controlled laser cleaving of crystalline quartz 
was performed using a quasi-static formulation with 
application of uncoupled thermoelasticity theory. 

 

 
 

Figure 2.1 – Metamodel of the laser cleaving process for crystalline quartz 
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           (a) Treatment configuration I           (b) Treatment configuration II          (c) Treatment configuration III 
 

Figure 2.2 – Layout diagrams of laser irradiation and refrigerant application zones in the processing plane 
 

In the finite element modeling, crystalline 
quartz was assigned the following material proper-
ties: density  = 2643 kg/m3 and specific heat capac-
ity C = 741 J/(kgK). The thermal conductivity and 
linear thermal expansion coefficients were defined 
as λ║ = 12.3 W/(mK) and ║ = 9·10-6 K-1 along the 
Z-axis (third-order symmetry axis), with perpendicu-
lar values λ┴ = 6.8 W/(mK) and ┴ = 14.8·10-6 K-1. 
The elastic stiffness constants applied in calculations 
were: С11 = 86.75·109 MPa, С12 = 5.95·109 MPa, 
С13 = 11.91·109 MPa, С14 = –17.8·109 MPa, С33 = 
= 107.2·109 MPa, and С44 = 57.8·109 MPa [5]. 

The studies were conducted on square plates 
measuring 20×20 mm, with sample thickness vary-
ing in the range of 0.5 to 2 mm. The modeling was 
performed for conditions involving laser radiation 
exposure at a wavelength of 10.6 μm.  

The modeling employed standard initial orien-
tations for the square-shaped crystalline samples. 
For each of the three cross-sections, the laser beam 
movement direction was aligned with the crystallo-
graphic axes lying within the respective processing 
plane. Notably, following the convention established 
in [17], the cross-sections were designated using 
two-letter codes indicating the crystallographic axes: 
the first letter represents the axis oriented along the 
sample’s thickness direction, while the second de-
notes the axis aligned with its length. 

The thermoelastic field calculations in the 
monocrystalline quartz plate, resulting from sequen-
tial laser heating and coolant application, were per-
formed for three distinct configurations: I – ZY-plane 
analysis with laser beam movement along the X-
axis, II – YX-plane analysis with laser beam move-
ment along the X-axis, and III – XY-plane analysis 
with laser beam movement along the Z-axis. 

Figure 2.2 illustrates the spatial arrangements 
of laser irradiation and coolant application zones 
within the processing plane for the three treatment 
configurations investigated in this study.  

The diagram is annotated as follows: (1) laser 
beam, (2) refrigerant, (3) laser-induced crack, and 
(4) quartz plate. The horizontal arrow indicates the 
direction of the sample movement relative to the 
laser beam and the refrigerant application zone. 

II – III. Experimental Design and Numerical 
Simulation. A central composite design was imple-
mented in ANSYS DesignXplorer to plan the 

numerical experiments. The following input parame-
ters were selected: P1 is the processing speed (V), P2, 
P3 are the semi-major (A) and semi-minor (B) axes 
of the elliptical laser beam, P4 is the СО2 laser 
power (P), P5 is the quartz plate thickness (H). 

In accordance with the experimental design, 
simulations were performed for 27 factor combina-
tions. The analysis determined maximum tempera-
ture values (Т1, Т2, Т3) for the three processing con-
figurations of square quartz plates described previ-
ously, along with the corresponding maximum ten-
sile stress values (S1, S2, S3) acting perpendicular to 
the laser-induced crack fronts (see Table 2.1). 

IV. Artificial Neural Network (ANN) Model-
ing. The laser processing simulation using artificial 
neural networks was implemented with the Tensor-
Flow library. The neural network implementation 
employed ReLU activation functions and mean 
squared error (MSE) as the loss metric, with model 
optimization performed using the Adam optimizer 
over 300 training epochs. The dataset incorporated 
the original 27 central composite design configura-
tions supplemented by 100 additional finite element 
simulation cases, of which 10 were reserved for test-
ing the neural network models (see Table 2.2).  

The model quality assessment used the follow-
ing performance metrics: mean absolute error 
(MAE), root mean square error (RMSE), mean abso-
lute percentage error (MAPE), and the coefficient of 
determination (R2).  

The optimal architectures for predicting maxi-
mum temperatures were achieved with a [5-50-30-6] 
neural network for Т1 and [5-40-40-6] networks for 
both Т2 and Т3. For maximum tensile stress predic-
tion (S1, S2, S3), the best-performing architectures 
selected through metric analysis were [5-20-30-6], 
[5-40-40-6], and [5-50-30-6], respectively. The 
complete evaluation results for all neural network 
models are provided in Table 2.3. 

Subsequently, a neuro-fuzzy model was devel-
oped using the ANFIS (Adaptive Neuro-Fuzzy In-
ference System) framework, i. e., a hybrid architec-
ture integrating neural networks with fuzzy logic 
principles. The optimization and training of mem-
bership functions followed standard artificial neural 
network algorithms. As detailed in [18], the ANFIS 
inference system structure comprises five distinct 
layers. 
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Table 2.1 – Experimental design and computational results  

N 
P1 

(V, m/s) 
P2 

(A, m) 
P3 

(B, m) 
P4 

(P, W)
P5 

(H,m) Т1, K Т2, K Т3, K S1, МPа S2, МPа S3, МPа

1 0.015 0.002 0.0015 45 0.00125 780 787 802 66 147 65 
2 0.005 0.002 0.0015 45 0.00125 1098 1069 1101 60 141 63 
3 0.025 0.002 0.0015 45 0.00125 678 691 698 63 142 61 
4 0.015 0.001 0.0015 45 0.00125 914 930 942 55 135 57 
5 0.015 0.003 0.0015 45 0.00125 716 712 731 75 156 72 
6 0.015 0.002 0.001 45 0.00125 897 904 924 63 143 63 
7 0.015 0.002 0.002 45 0.00125 699 706 717 67 150 67 
8 0.015 0.002 0.0015 30 0.00125 618 622 632 44 121 48 
9 0.015 0.002 0.0015 60 0.00125 942 951 972 88 174 83 

10 0.015 0.002 0.0015 45 0.0005 1172 1111 1180 60 65 67 
11 0.015 0.002 0.0015 45 0.002 736 738 740 56 129 60 
12 0.005 0.001 0.001 30 0.002 1003 1001 1008 38 100 54 
13 0.025 0.001 0.001 30 0.0005 875 911 944 35 37 25 
14 0.005 0.003 0.001 30 0.0005 1350 1186 1307 114 83 118 
15 0.025 0.003 0.001 30 0.002 544 545 546 34 100 39 
16 0.005 0.001 0.002 30 0.0005 1272 1219 1200 78 57 83 
17 0.025 0.001 0.002 30 0.002 545 546 546 27 94 33 
18 0.005 0.003 0.002 30 0.002 618 612 619 47 119 56 
19 0.025 0.003 0.002 30 0.0005 623 612 633 56 58 40 
20 0.005 0.001 0.001 60 0.0005 2885 2692 2782 163 113 174 
21 0.025 0.001 0.001 60 0.002 1210 1211 1211 54 124 65 
22 0.005 0.003 0.001 60 0.002 1118 1105 1122 87 166 93 
23 0.025 0.003 0.001 60 0.0005 1204 1121 1245 106 107 76 
24 0.005 0.001 0.002 60 0.002 1220 1217 1230 67 147 76 
25 0.025 0.001 0.002 60 0.0005 968 1037 1045 73 78 53 
26 0.005 0.003 0.002 60 0.0005 2184 1935 2057 239 180 248 
27 0.025 0.003 0.002 60 0.002 617 619 620 70 143 69 

 

Table 2.2 – Test dataset 

N 
P1 

(V, m/s) 
P2 

(A, m) 
P3 

(B, m) 
P4 

(P, W)
P5 

(H,m) Т1, K Т2, K Т3, K S1, МPа S2, МPа S3, МPа

1 0.015 0.002 0.0015 45 0.00125 780 787 802 66 147 65 
2 0.005 0.002 0.0015 45 0.00125 1098 1069 1101 60 141 63 
3 0.025 0.002 0.0015 45 0.00125 678 691 698 63 142 61 
4 0.015 0.001 0.0015 45 0.00125 914 930 942 55 135 57 
5 0.015 0.003 0.0015 45 0.00125 716 712 731 75 156 72 
6 0.015 0.002 0.001 45 0.00125 897 904 924 63 143 63 
7 0.015 0.002 0.002 45 0.00125 699 706 717 67 150 67 
8 0.015 0.002 0.0015 30 0.00125 618 622 632 44 121 48 
9 0.015 0.002 0.0015 60 0.00125 942 951 972 88 174 83 

10 0.015 0.002 0.0015 45 0.0005 1172 1111 1180 60 65 67 
 

Table 2.3 – Neural network model evaluation results 
Criterion T1 T2 T3 S1 S2 S3 

RMSE 30 K 37 K 31 K 3.8МPа 4.6 МPа 7.0 МPа 
MAE 23 K 21 K 19 K 2.7 МPа 5.4 МPа 5.1 МPа 

MAPE 2.0% 1.9% 1.7% 3.6% 3.7% 7.3% 
R2 0.9846 0.9799 0.9890 0.9680 0.9849 0.8959 

 

Table 2.4 – Neuro-fuzzy model evaluation results 
Criterion T1 T2 T3 S1 S2 S3 

RMSE 66 K 53 K 66 K 9.9 МPа 11.0 МPа 8.3 МPа 
MAE 60 K 49 K 60 K 7.9 МPа 9.3 МPа 7.3 МPа 

MAPE 7.2% 5.9% 7.0% 11.2% 10.3% 11.3% 
R2 0.9490 0.9601 0.9522 0.7808 0.9222 0.8553 
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Layer 1 (adaptive) represents fuzzification. 
This initial adaptive layer handles the conversion of 
crisp input parameters х1, …, xn into fuzzy linguistic 
variables. The layer outputs are membership func-
tion values i,j, i = 1, … k, j = 1, …, n. Various mem-
bership functions (MFs) in this layer generate mem-
bership degree assessments from the input variables. 

Layer 2 (non-adaptive) represents implication. 
This layer implements fuzzy “if-then” rules, where 
each fixed node establishes both the rule content and 
its position within the fuzzy inference system. The 
neurons in this layer output firing strengths wq 
(q = 1,…, L), which quantify the truth values of each 
rule’s premise in the system’s knowledge base.  

Layer 3 (non-adaptive) represents normaliza-
tion. This layer performs normalization of rule acti-
vation weights (firing strengths). The non-adaptive 

nodes compute: 
1

,q
q n

qq

w
w

w





 where q = 1, …, L. 

Layer 4 (adaptive) represents defuzzification. 
This adaptive layer implements the fuzzy inference 
model, calculating output values q qw f  for each 

rule’s conclusion, where fq stands for input parame-
ter functions (q = 1,…, L). 

Layer 5 (non-adaptive) represents output. This 
final layer computes the system’s crisp output value 
through weighted summation of all incoming signals 

from Layer 4: 01
.

L

q qq
Y w f w


   

The training process involves simultaneous op-
timization of both premise parameters and conse-
quent parameters.  

A neuro-fuzzy inference system was developed 
to predict maximum temperatures (Т1, Т2, Т3) and 
tensile stresses (S1, S2, S3) based on five input pa-
rameters: processing speed (V), laser beam elliptical 
axes (semi-major A and semi-minor B), СО2 laser 
power (P), and quartz plate thickness (H). The sys-
tem implements Sugeno-type if-then rules with lin-
ear consequent functions, where crisp input parame-
ters are first converted into fuzzy sets through trian-
gular, trapezoidal, and Gaussian membership func-
tions during the fuzzification stage  
If Р1 is А and Р2 is В and Р3 is С and Р4 is D and Р5 is E 
then Y is out а0 + a1P1 + a2P2 + a3P3 + a4P4 + a5P5, 

where а0, a1, …, a5 signify the coefficients to be 
determined, and Y denotes either the maximum tem-
perature (T) or maximum tensile stress (S). 

The ANFIS neuro-fuzzy model was trained us-
ing dataset obtained from numerical experiments. 
A hybrid learning algorithm combining gradient 
descent and least-squares estimation was employed, 
implementing a two-phase optimization process: 
first, while keeping the premise parameters fixed, it 
adjusts the consequent parameters using the least-
squares method; then, with the consequents held 
constant, it refines the premise parameters through 
gradient descent optimization. The training protocol 

was configured with 10 epochs and a target error 
tolerance of 0. 

Table 2.4 presents the performance metrics of 
the ANFIS neuro-fuzzy model for predicting both 
maximum temperatures (Т1, Т2, Т3) and tensile 
stresses (S1, S2, S3). The developed model demon-
strates satisfactory accuracy compared to neural 
network approaches, while requiring an order of 
magnitude smaller training dataset than equivalent 
neural network models. 

V. Parameter optimization using MOGA ge-
netic algorithm. The multi-objective genetic algo-
rithm (MOGA) in ANSYS DesignXplorer was im-
plemented to optimize crystalline quartz laser cleav-
ing parameters. This optimization procedure focused 
specifically on Processing Configuration I. Notably, 
the developed algorithm provides universal capabil-
ity for selecting optimal laser processing parameters 
across all possible crystalline plane orientations. 

The optimization considered the following criteria: 
V → max, S1 → max, T ≤ 1988 K. 

The optimal parameter set was determined for 
a quartz plate with 0.001 m thickness. The optimized 
parameters are presented in Table 2.5, with corre-
sponding finite element modeling reference values 
shown in parentheses. The MOGA algorithm dem-
onstrated high fidelity, with maximum relative error 
not exceeding 5% across all response predictions. 

 

Table 2.5 – Optimization results 
 

P1 
(V, m/s)

P2 
(A, m)

P3 
(B, m)

P4 
(P, W) 

P5 
(H, m) Т1, K

S1, 
МPа

0.0053 0.0023 0.0017 58 0.001 
1381 

(1413)
102 
(98)

 
Conclusion 
This study has developed an integrated meta-

model comprising five key components: finite ele-
ment modeling (I), experimental design (II) and nu-
merical simulation (III), neural network and neuro-
fuzzy system development (IV), genetic algorithm 
optimization (V) using MOGA methodology.  

Using APDL programming language, the finite 
element model determined temperature distributions 
and thermoelastic stress fields generated in 
monocrystalline quartz plates during sequential laser 
heating and refrigerant application. The numerical 
investigation analyzed how four key parameters, 
namely processing speed, elliptical laser beam ge-
ometry, CO₂ laser power, and plate thickness, affect 
peak temperatures and tensile stresses generated 
during laser cleaving of crystalline quartz, following 
a central composite design framework for the com-
putational experiment. The study identified optimal 
artificial neural network architectures for predicting 
maximum temperatures and stresses under specified 
input parameters. While ANN models demonstrated 
high accuracy, the developed ANFIS neuro-fuzzy 
systems, combining neural networks with fuzzy logic, 
achieved satisfactory precision with significantly 
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smaller training datasets. Parameter optimization 
using the MOGA genetic algorithm in Design-
Xplorer yielded effective processing conditions, de-
livering results with high fidelity (<5% error margin).  

The developed metamodel offers an effective 
practical solution for improving crystalline quartz 
laser cleaving quality, significantly reducing both 
time expenditures and computational resource re-
quirements compared to direct numerical simula-
tions or costly physical experiments. Its key advan-
tage lies in genetic algorithm-based process optimi-
zation that automatically identifies optimal laser 
processing parameters (power, speed, beam focus, 
and plate thickness) to produce clean fracture sur-
faces with minimal defects. By combining finite 
element analysis, neural networks, and neuro-fuzzy 
systems, the model enables rapid high-accuracy 
process simulation while substantially reducing the 
need for expensive equipment trial runs on physical 
equipment. 

The proposed metamodel serves as an effective 
tool for enhancing efficiency, reducing production 
costs, and ensuring consistent high quality in indus-
trial laser cleaving of quartz.  
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Введение 
Начало термодинамике чёрных дыр было 

положено в ныне классических работах Бекен-
стайна и Хокинга [1], [2]. Термодинамическое 
изучение чёрных дыр в пространстве анти-де-
Ситтера (АдС-пространство), начатое в пионер-
ской работе Хокинга и Пэйджа [3], было обоб-
щено на случай наличия электрического заряда в 
работе [4], где авторы обнаружили аналогию 
между фазовыми диаграммами чёрных дыр и 
ван-дер-ваальсовской жидкости. Поэтому в по-
следнее десятилетие делается акцент на возмож-
ность проведения сравнительного анализа пове-
дения чёрных дыр и реальных жидкостей [5], [6] 
также в рамках процесса Джоуля – Томсона [7].  
В данной работе мы рассмотрим и сравним джо-
уль-томсоновское расширение (или процесс 
Джоуля – Томсона) Керровской и заряженной 

АдС чёрных дыр и двухпараметрических неиде-
альных жидкостей в модели Редлиха – Квонга, 
наиболее качественно описывающей данный про-
цесс в классических макросистемах [8], а также в 
моделях Бертло, Дитеричи I, Дитеричи II. 

Суть процесса Джоуля – Томсона заключа-
ется в следующем: макросистема изоэнтальпиче-
ски при ,H = Const  из области высокого давле-
ния переходит в область более низкого давления, 
что сопровождается изменением её температуры. 
При понижении температуры (охлаждении) эф-
фект Джоуля – Томсона считается положитель-
ным, при повышении температуры (нагревании) – 
отрицательным. Производная, характеризующая 
процесс представима в виде [7] 

λ υ
,

H TP

T

P c P

             
  
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λ υ ,
υ T

P P
T

T

            
              (0.1) 

где параметры процесса µ и λ  имеют знак, сов-
падающий со знаком эффекта, в данном случае, 
дифференциального.  

Области положительного и отрицательного 
эффекта Джоуля – Томсона разделяются инвер-
сионной кривой, удовлетворяющей условию 
λ 0,  при этом полагается, что .iT T  

 
1 Джоуль-томсоновское расширение Кер-

ровской АдС чёрной дыры 
Вначале кратко коснёмся характеристик 

Керровской АдС чёрной дыры и основных её 
термодинамических свойств. Используем тради-
ционную для теоретической астрофизики рацио-
нальную систему единиц с 1.BG k c     

Керровское приближение учитывает враще-
ние чёрной дыры, что приводит к более сложной 
геометрии макросистемы, и в этом случае:  
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Здесь M – масса, допускающая интерпретацию в 
терминах энтальпии [9]; J– момент инерции. Ес-
ли учесть энтропию S и давление P, то  
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 (1.1)  

Первый закон термодинамики имеет вид 
,dM TdS VdP dJ    что приводит к следую-

щим соотношениям для температуры T, объёма V 
и угловой скорости   
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При постоянной энтальпии и моменте инер-
ции 0 :dM dJ   TdS VdP  . 

Поэтому параметр процесса   и давление 

приобретают вид 
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Совместное использование выражений 
(1.1)–(1.4), а также (1.5), (1.6) при выполнении 
условия (0.1) приводит к сложной связи  
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допускающей, однако, численный анализ, позво-
ляющий получить графики кривых инверсии и 
изоэнтальп, приведенные на рисунке 1.1 (а, б).  

Следует отметить, что этот результат очень 
хорошо согласуется с работой [5]. 

Области охлаждения и нагревания неслож-
но идентифицировать по знаку параметра µ из 
(0.1), очевидному из графического поведения 
изоэнтальп.

 

  
а) б) 

 

Рисунок 1.1 – а) семейство кривых инверсии для Керровской АдС чёрной дыры,  
параметризованное моментом инерции J; 

б) кривая инверсии для Керровской АдС чёрной дыры с J = 1, областями положительного (охлаждение) 
и отрицательного (нагревание) эффекта Джоуля – Томсона и изоэнтальпами 
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2 Джоуль-томсоновское расширение  
заряженной АдС чёрной дыры 

Пространственно-временной интервал в 
этом случае определяется как  

   2 2 1 2 2 2 ,ds f r dt f r dr r d      

где 2 2 2 2sin ( )d d d       и функция  f r  

имеет вид 
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r r l
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Радиус горизонта событий r  находится как 

наибольший корень уравнения   0f r   и вы-

ражается в виде  
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Масса чёрной дыры при этом оказывается 
равной   
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               (2.2) 

и в данном случае также сопоставляется с эн-
тальпией [9].  

Подробный анализ процесса Джоуля –Том-
сона в заряженных АдС чёрных дырах проведен 
в работе [10], подтверждающей результаты, по-
лученные в [6]. По этой причине здесь приведём 
лишь окончательное выражение для температу-
ры инверсии, параметризованное зарядом  
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   (2.3) 

Используя (2.1) и (2.3), получаем оконча-
тельный вид кривых инверсии в TP-плоскости с 
зарядовой параметризацией. Семейство кривых 
инверсии приведено на рисунке 2.1 (а). Поведе-
ние изоэнтальп, следующее из (2.2) демонстри-
руется на рисунке 2.1 (б). 

Из рисунка 2.1 (б) видно, что область поло-
жительного эффекта находится над кривыми 
инверсии для любого заряда Q, что также следу-
ет из вида изоэнтальп. 

 

 

 

 
а) б) 

 

Рисунок 2.1 – а) семейство кривых инверсии для заряженной АдС чёрной дыры,  
параметризованное зарядом Q; 

б) кривая инверсии для заряженной АдС чёрной дыры с Q = 5, областями положительного (охлаждение) 
и отрицательного (нагревание) эффекта Джоуля – Томсона и двумя изоэнтальпами 

 
3 Джоуль-томсоновское расширение 

жидкости Редлиха – Квонга 
Стандартное уравнение состояния Редлиха – 

Квонга, например [10], [11] может быть записано 
в виде 

 υ υ υ
Bk T a

P
b T b

 
 

                (3.1) 

при условии введения параметра υ = / ,V N  где  
V – объём, N – постоянное число частиц, P – дав-
ление, T – температура, Bk  – постоянная Больц-

мана, а параметры сил парного межмолекулярно-
го отталкивания и притяжения заданы заменами 

/ ,b b N  2/ .a a N  
Уравнение (3.1) и определение (0.1) дают 

явный вид параметра λ  
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Из (3.2) следует выражение для ,iT  которое 

совместно с (3.1) определяет систему уравнений 
для построения кривой инверсии  
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         (3.3) 

В свою очередь, формула (3.2) по очевид-
ному асимптотическому поведению λ 0Т   

позволяет выделить области положительного  
и отрицательного эффекта – охлаждения и  
нагревания соответственно, что позволяет не 
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использовать явный вид графического поведения 
изоэнтальпических кривых. Уравнения (18) так-
же определяют физическую область неком-
плексных и неотрицательных температур в ТР-
плоскости. Вышесказанное в случае фиксации 
параметров 1,Bk a b    по аналогии с [5] и [6], 

проиллюстрировано на рисунке 3.1 (а).  
Также следует отметить, что приведенная 

форма уравнения Редлиха – Квонга, учитываю-
щая значения критических параметров  
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где 3ξ 2 1 0,259921 0,260,     ранее изуча-

лась в рамках процесса Джоуля – Томсона в уже 
вышеупомянутой работе [11]. В этом случае 

система уравнений для инверсионной кривой 
имеет вид:  
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          (3.4) 

Приведенная кривая инверсии, следующая 
из (3.4) изображена на рисунке 3.1 (б). 

Критерий выделения областей нагревания и 
охлаждения и в этом случае тот же , 0r T   и 

также не требует явного вида изоэнтальпических 
кривых.  

 

  
а) с нормировкой 1;Ba b k     б) приведенная форма 

 

Рисунок 3.1 – Кривая инверсии для жидкости Редлиха – Квонга 
 

4 Джоуль-томсоновское расширение жид-
кости Бертло 

Уравнение состояния Бертло [7] также мо-
жет быть записано в виде с использованием 
υ = /V N  

2
.

υ υ
Bk T a

P
b T

 


                     (4.1) 

Уравнение (4.1) и определение (0.1) дают 
явный вид λ  

 2 2

3
.

υ υ
Bk Tba

T b
  


                  (4.2) 

Тогда из (4.2) следует выражение для ,iT  а 

из него находим υ :  

3 υ
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Подстановка υ  в (4.1) приводит к уравнению  

3 2

425
,

33
B iB

i

k Tak a
P

bb b T
    

которое переписывается в удобном для анализа 
виде 
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 
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    (4.3) 

Решения уравнения (4.3) задают вид верх-
ней и нижней кривых инверсии  

/ 75 3

64 8
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B B
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         (4.4) 

а также позволяют выделить физическую об-
ласть некомплексных и неотрицательных темпе-
ратур в ТР-плоскости, что изображено на рисун-
ке 4.1 (а). Физическое и максимальное значения 
давления следующие 

3
0 ,

3
Bak

P
b

   max 3
.

3
Bak

P
b

  
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При этом предельные значения температур 
также становятся известны:  

 max
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a
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Ранее приведенная форма уравнения Бертло, 
полученная с использованием критических па-
раметров  
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 3 ,крV b  

изучалась в рамках процесса Джоуля – Томсона 

в работе [12]. Полученная в этой работе приве-
денная кривая инверсии изображена на рисунке 
4.1 (б). 

В этом случае верхние и нижние кривые 
инверсии имеют вид  

 
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Идентификация на графиках областей на-
гревания и охлаждения в обоих случаях не тре-
бует явного вида изоэнтальпических кривых,  
а очевидна из (4.2), так как  0T   

 

  
а) с нормировкой 1;Ba b k    б) приведенная форма 

  

Рисунок 4.1 – Нижняя (пунктирная линия) и верхняя (непрерывная линия) 
кривые инверсии для жидкости Бертло  

 
5 Джоуль-томсоновское расширение 

жидкости Дитеричи I  
Уравнение состояния Дитеричи I записыва-

ется как 

exp .
υ υ
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k T a
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b k T
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              (5.1) 

В этом случае уравнение (5.1) и определе-
ние (0.1) дают явный вид параметра процесса  
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который при условии инверсии λ 0  и iT T  

приводит к связи 
υ2

0.
υ υ

B i
B i

k Ta
k T

b
  


                (5.2) 

Использование (5.1) и (5.2) позволяет полу-
чить формулу для кривой инверсии  
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которая представлена на рисунке 5.1 (а) с указа-
нием областей охлаждения и нагревания. 

 

  
а) с нормировкой 1;Ba b k    б) приведенная форма 

 

Рисунок 5.1 – Кривая инверсии для жидкости Дитеричи I 
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Ранее в работе [12] была получена кривая 
инверсии для уравнения Дитеричи I в терминах 
приведенных переменных, изображённая на  
рисунке 5.1 (б). В этом случае  

  5 4
8 exp .

2r r
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P T
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 
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6 Джоуль-томсоновское расширение 

жидкости Дитеричи II  
Уравнение состояния Дитеричи II представ-

ляется в виде 

5/3
.

υ υ
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P
b

 


                    (6.1) 

Уравнение состояния (6.1) и определение 
(0.1) в этом случае дают следующий вид пара-
метра процесса 
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который при инверсии λ 0  и iT T  приводит к 
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               (6.2) 

Пара уравнения из (6.2) не позволяет полу-
чить явное аналитическое выражение ( )i iT T P  

для кривой инверсии, но ее графический вид, 
представленный на рисунке 6.1 (a), легко опре-
делить численными методами. В работе [13] бы-
ла получена инверсионная кривая для уравнения 
Дитеричи II в терминах приведенных перемен-
ных, изображённая на рисунке 6.1 (б). В этом 
случае система уравнений для кривой инверсии 
имеет следующий вид:  
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а) с нормировкой 1;Ba b k    б) приведенная форма 

 

Рисунок 6.1 – Кривая инверсии для жидкости Дитеричи II 
 

7 Сходства и различия 
Предполагая физическую тождественность 

ТР-плоскостей для рассматриваемых макросис-
тем при условии использования рациональной 
системы единиц и нормировки 1,Ba b k    

укажем на их выявленные сходства и различия 
при джоуль-томсоновском расширении. 

Сходства: 
1. Термодинамические уравнения состояния 

Керровских и заряженных чёрных дыр, как и 
двухпараметрических неидеальных жидкостей, 
допускают физически корректный анализ в рам-
ках джоуль-томсоновского расширения, тем са-
мым, делая возможной реализацию процесса в 
данных макросистемах. 

2. Для всех рассмотренных макросистем 
кривые инверсии знака дифференциального эф-
фекта Джоуля – Томсона построены в ТР-плос-
кости. 

3. Для всех рассмотренных макросистем оп-
ределены и указаны на графиках области  

положительного и отрицательного эффекта на 
основе поведения параметров процесса λ или µ. 

4. Поведение кривых инверсии чёрных дыр 
допускает сравнение с поведением только «ниж-
них» кривых инверсии неидеальных газов. 

5. Влияние параметризации зарядом или 
моментом инерции на вид кривых инверсии АдС 
чёрных дыр позволяет сделать вывод о наличии 
некоторого заряда или момента инерции, при 
котором их кривые инверсии имеют точку каса-
ния А с кривыми инверсии жидкостей. Так, на-
пример, в работе [10] было показано, что для 
заряженных АдС чёрных дыр и жидкости Редли-
ха – Квонга данной ситуации соответствует за-
ряд Q = 2,75. Координаты точки касания:  
РА = 0,28; ТА = 0,43. 

6. Так как область положительного эффекта 
у чёрных дыр располагается над кривой инвер-
сии, то при прохождении кривой ниже точки 
касания эта область полностью содержит область 
положительного эффекта неидеальной жидкости, 
что позволяет в этом случае использовать 
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«жидкостную» терминологию применительно к 
чёрным дырам. 

7. Наличие точки касания с нижней стороны 
кривой инверсии говорит о правомерности ис-
пользования термина «жидкость» для вещества в 
модели Редлиха – Квонга и других, так как имен-
но нижняя часть соответствует жидкой фазе со-
стояния.  

Различия: 
1. Область положительного эффекта чёрных 

дыр не имеет ограничения сверху. 
2. У чёрных дыр в ТР-плоскости не возни-

кает нефизическая область комплексных темпе-
ратур. 

3. Область положительного эффекта для не-
идеальных жидкостей в ТР-плоскости фиксиро-
вана, в то время как область положительного 
эффекта для чёрных дыр увеличивается с 
уменьшением заряда или момента инерции. 

 
Заключение 
В работе рассмотрено джоуль-томсоновское 

расширение Керровской и заряженной черных 
дыр в АдС-пространстве и ряда двухпараметри-
ческих неидеальных жидкостей. Масса черной 
дыры в АдС пространстве отождествлялась с 
энтальпией и считалась постоянной. Во всех 
случаях получены кривые инверсии знака диф-
ференциального эффекта Джоуля – Томсона и 
определены области охлаждения и нагревания, 
то есть показано, что на уровне современных 
термодинамических представлений в рассматри-
ваемых макросистемах реализация процесса 
Джоуля – Томсона физически допустима. Прове-
ден возможный сравнительный анализ. 
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Аннотация. Предложена постановка краевой задачи об изгибе симметричной по толщине упругопластической круглой 
пятислойной пластины с двумя заполнителями. Деформирование внутреннего и внешних несущих слоев подчиняется 
гипотезам Кирхгофа. В сравнительно толстых заполнителях выполняется гипотеза Тимошенко. Физические уравнения 
состояния соответствуют теории малых упругопластических деформаций. Система нелинейных дифференциальных 
уравнений равновесия пластины получена вариационным методом Лагранжа с учетом работы касательных напряжений 
в заполнителях. Для ее решения предложен итерационный метод, основанный на методе упругих решений Ильюшина. 
Искомыми функциями являются прогиб пластины и относительный сдвиг в заполнителях. 
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Введение 
Слоистые элементы конструкций широко 

применяются в различных областях современной 
техники и строительства. Это потребовало раз-
работку методик их расчета при различных 
внешних воздействиях. В монографиях [1]–[8] 
предлагаются подходы к разработке расчетных 
моделей трехслойных конструкций, выполнен-
ных из композитных материалов, проявляющих в 
процессе деформирования физически нелиней-
ные свойства. Несущие слои, как правило, при-
няты тонкими, достаточно жесткими, подчи-
няющимися гипотезам Бернулли (Кирхгофа).  
В легких заполнителях справедлива гипотеза 
Тимошенко, т. е. учитывается деформация отно-
сительного сдвига. 

В статьях [9]–[11] рассмотрены особенности 
колебаний трехслойных стержней, связанных 

 с упругим основанием и находящихся под дей-
ствием локальных, импульсных и нестационар-
ных нагрузок. Свободные и собственные колеба-
ния трехслойных и пятислойных пластин и 
стержней исследованы в работах [12]–[14]. Для 
решения соответствующих начально-краевых 
задач использован метод разложения искомых 
перемещений в ряды по системам собственных 
функций. В статьях [15]–[17] исследованы дина-
мические характеристики цилиндрических и 
сферических оболочек с учетом влияния упруго-
го основания и нестационарного контактного 
взаимодействия.  

Деформирование трехслойных пластин, 
связанных с упругим основанием исследовано  
в публикациях [18]–[20].  

Изгиб упругой круглой пятислойной сим-
метричной по толщине пластины непрерывными 
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и локальными нагрузками рассмотрен в статьях 
[21]–[24]. Здесь приводится нелинейная система 
дифференциальных уравнений равновесия сим-
метричной по толщине упругопластической пя-
тислойной пластины.  

 
1 Постановка задачи 
В пятислойной, симметричной по толщине 

пластине введена цилиндрическая система коор-
динат, связанная со срединной плоскостью внут-
реннего несущего слоя (рисунок 1.1). В доста-
точно тонких жестких несущих слоях (1, 2, 4) 
справедливы гипотезы Кирхгофа. Для описания 
деформирования сравнительно толстых заполни-
телей (3, 5) используется гипотеза Тимошенко, 
учитывающая поворот нормали на дополнитель-
ный угол (r) – относительный сдвиг. Искомыми 
функции являются прогиб пластины w(r) и (r). 
Осесимметричная нагрузка q(r) распределена по 
поверхности пластины. На контуре (r = r0) при-
нимается наличие жесткой диафрагмы, которая 
не допускает относительный сдвиг (ψ = 0). Через 
hk – обозначена толщина k-го слоя, причем  
h2 = h4, h3 = h5.  
 

 
Рисунок 1.1 – Расчетная схема и нумерация 

слоев в пятислойной пластине 
 

Из гипотезы Тимошенко о прямолинейно-
сти нормалей заполнителей следует 

(5) (5)

(3) (3)

2 , , ψ,

2ε , , ψ,

rz r z r

rz r z r

u w

u w

   

  
                  (1.1) 

где ψ(r) – относительный сдвиг в заполнителях 
(3), (5), запятой в индексе обозначена операция 
дифференцирования по следующей за ней коор-
динате, числовые индексы здесь и далее, если 
другое не указано, обозначают номера слоев.  

После интегрирования соотношений (1.1) 
получим формулы для вычисления радиальных 
перемещений ( )k

ru  в слоях:  

(4) 1 1
5 5 5 4, , ;

2 2r r

h h
u zw h h z h h          

(5) 1 1 1
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u zw z z h
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(1) 1 1, , ;
2 2r r

h h
u zw z      

(3) 1 1 1
3, , ;

2 2 2r r

h h h
u zw z h z

           
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(2) 1 1
3 3 2 3, , ;

2 2r r

h h
u zw h h h z h           (1.2) 

где z – координата рассматриваемой точки попе-
речного сечения; 5 ,h   3h  – величины смеще-

ний верхнего и нижнего несущих слоев за счет 
относительного сдвига в предстоящих заполни-
телях.  

Искомыми функциями являются прогиб 
пластины w(r), радиальное перемещение u(r), 
относительные сдвиги ψ1(r) и ψ2(r). Деформации 
следуют из (1.2) и соотношений Коши [1]:  

(4) (4)
5 1 5 1

1
, , , ( , ),r rr r rzw h zw h
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h
zw z
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h
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(3) (3)1
2

1
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2 2r rz

h
zw z
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(2) (2)
3 2 3 2

1
, , , ( , ),r rr r rzw h zw h

r           

(2) 0.rz                             (1.3) 

Связь напряжений и деформаций в слоях 
описывается соотношениями теории малых уп-
ругопластических деформаций Ильюшина [1], 
которые справедливы также и для нелинейно 
упругих материалов при прямом нагружении:  

  ( ) ( ) ( )2 1 ,k k k
k k us G э     

( ) ( )3k k
kK    ( = r, φ; k = 1, …, 5), 

  (3) (3)
3 3 21 ,rz us G     

  (5) (5)
3 3 12 1 ,rz us G                 (1.4) 

где ( ) ,ks  (3) ,rzs  (5) ,rzs  ( )kэ  – девиаторы, ( ) ,k  
( )k  – 

шаровые части тензоров напряжений и деформа-
ций; ,k kG K  – модули сдвига и объемной де-

формации материалов слоев, причем материалы 
внешних несущих слоев одинаковы, заполните-
лей тоже 3 5 3 5( , );G G K K   ( )k

u  – интенсив-

ность деформаций, в нашем случае 

     2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
3 ,

3
k k k k k k

u r r rz            

причем (1) (2) (4) 0;rz rz rz        ( )k
k u   – функции 

пластичности и физической нелинейности мате-
риалов слоев, которые при ( ) ( )k k

u y    обращаются 

в ноль; ( )k
y  – деформационный предел текучести 
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материалов несущих слоев; ( )k
s  – предел физи-

ческой нелинейности материала заполнителей. 
Используя компоненты тензора напряжений 

( )k
  ( = r, φ), введем обобщенные внутренние 

усилия и моменты в пластине: 
5 5

( ) ( )
α α α

1 1

5 5
( ) ( )

α α α
1 1
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σ ,
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k k
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5

(5) (3)

3
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         4 2 5
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3
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1
α –

2

h
H h T T T T     

   3
α α

5 ,M M                       (1.5) 

Система дифференциальных уравнений 
равновесия во внутренних обобщенных усилиях 
рассматриваемой упругой пластины была полу-
чена с использованием принципа возможных 
перемещений Лагранжа в [26]:  

φ

1
, ( ) 0;r r rH H H Q

r
     

φ

1
, (2 , , ) .r rr r r rM M M q

r
              (1.6) 

На границе r = 1 должны выполняться силовые 
условия  

0 0, ,r r r rH H M M   

01
, ( ) .r r rM M M Q

r                 (1.7) 

Система уравнений (1.6) и силовые гранич-
ные условия (1.7) будут справедливы и в рас-
сматриваемом случае, т. к. при их выводе не бы-
ли использованы физические уравнения связи 
напряжений с деформациями.   

Используя соотношения (1.4), выразим 
компоненты тензора напряжений в слоях пла-
стины через девиаторную, шаровую части тензо-
ра деформаций и нелинейную составляющую: 

( ) ( ) ( ) ( )2 3 2k k k k
k k k kG э K G э          

( , ; 1, ..., 5),r k     
(3) (3) (3)

3 3 32 2 ,rz rz rzG э G э     
(5) (5) (5)

3 3 32 2 .rz rz rzG э G э                  (1.8) 

Выделим в компонентах тензора напряже-
ний (1.8) упругие (индекс «е») и неупругие (ин-
декс «ω») слагаемые: 

( ) ( ) ( )
α α

k k k
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где  
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Внутренние усилия и моменты (1.5) в слоях 
пластины также разложим на линейную (индекс 
«е») и нелинейную (индекс «ω») составляющие:  

( ) ( ) ( )
α ,k k k
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где упругие ( ) ( ), ,k k
e eT M   ieQ  и нелинейные со-

ставляющие ( ) ( ), ,k kT M   iQ   вычисляются по ин-

тегральным формулам (1.5), в которых напряже-
ния ( )k

  нужно заменить соответственно на ( )k
e  

и ( )
α ,k
  или (i) ,rz  на (i)

rze  и (i)
rz  из соотношений 

(1.9).  
После этого соответствующие обобщенные 

внутренние усилия, будут 
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Так как уравнения равновесия в усилиях пя-
тислойной пластины (1.6) и граничные условия 
(1.7) были получены без привлечения физиче-
ских уравнений состояния, то ими можно вос-
пользоваться и для упругопластической пласти-
ны. Подставив в них выражения для внутренних 
усилий (1.8), получим  

φ

1
, ( ) ,r r rH H H Q p h

r       

φ

1
, (2 , , ) .r rr r r rM M M q q

r          (1.12) 

На границе r = 1 должны выполняться силовые 
условия  

0 0, ,r r r r r rH H H M M M      

1
, ( )r r rM M M

r     

0 1
, ( ).r r rQ M M M
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Здесь левая часть уравнений содержит ли-
нейные составляющие внутренних усилий, в ко-
торых нижний индекс «e» опущен для простоты. 
Справа сосредоточены члены с нижним индек-
сом «ω», в которые включены добавки, отра-
жающие физическую нелинейность материалов 
несущих слоев и заполнителя:  

1
, ( ) ,r r rh H H H Q
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1
, (2 , , ).r rr r r rq M M M

r           (1.14) 

Линейные (упругие) составляющие обоб-
щенных внутренних усилий по-прежнему выра-
жаются через перемещения формулами, введен-
ными в [25]–[28], поэтому система уравнений 
равновесия в перемещениях, соответствующая 
(1.12), сохраняет левую часть и приводится к 
виду:  

52 4 3L ), 2 ,( ra a w с pG h     

53 6( ,L ) .r qa w qa               (1.15) 

где коэффициенты и операторы  
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Для замыкания краевой задачи к системе 
(1.15) необходимо добавить силовые (1.14) либо 
кинематические граничные условия.  

 
2 Методика решения задачи 
Точное решение нелинейной системы диф-

ференциальных уравнений (1.15) с граничными 
условиями (1.14) получить не представляется 
возможным, поэтому необходимо для ее иссле-
дования применять численные или приближен-
ные методы.  

Предполагается для решения применить ал-
горитм приближенного решения задачи, осно-
ванный на методе упругих решений Ильюшина, 
который позволяет на каждом шаге итерации 
рассматриваемую задачу сводить к соответст-
вующей задаче теории упругости с некоторыми 
дополнительными «внешними» нагрузками.  
В этом случае система дифференциальных урав-
нений (1.15) принимает следующий рекуррент-
ный вид:  

( ) ( ) ( ) ( 1)
4 5 32 ( ,L ,2)n n n n

ra w сG p ha 
      

( ) ( ) (
5 6

1)
3L )( ,,n n

r
na a w q q 
           (2.1) 

где n – номер приближения.  
Нелинейные добавки ( 1) ( 1),n nq h 

   вычисля-

ются на каждом шаге итерации по результатам 
предыдущего приближения по формулам типа 
(1.14) с учетом соотношений (1.11): 
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, ,n n n n n

r r rh H H H Q
r

    
         

 { 1} ( 1) ( 1) ( 1)1
, 2 , , .n n n n

r rr r r rq M M M
r

   
        (2.2) 

С силовыми граничными условиями (1.13) 
необходимо проделать подобную операцию.  
 

Выводы 
Предложенная система дифференциальных 

уравнений равновесия и методика ее решения 
позволяют при изгибе исследовать перемещения 
в пятислойной упругопластической пластине 
симметричной по толщине.  
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Аннотация. Рассматривается обобщение теоремы Фостера на случай антенны, излучающей в свободное пространство. 
Показано, что производная по частоте от фазы коэффициента отражения на входе антенны является положительной 
величиной и пропорциональна временной задержке излучаемого радиоимпульса. На основе леммы Лоренца и анализа 
энергетического баланса в объёме, окружающем антенну, выведено соотношение, связывающее эту задержку 
с запасом реактивной энергии в ближней зоне антенны. Полученное соотношение позволяет экспериментально 
определять время задержки по измеренным параметрам коэффициента отражения и использовать эту величину 
в качестве диагностической и сравнительной характеристики антенн. Теорема имеет практическую ценность для 
проектирования антенн и понимания фундаментальных физических ограничений. 
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Введение  
В классической теории цепей и пассивных 

линейных систем широко известна теорема Фос-
тера [1], утверждающая, что для любого пассив-
ного двухполюсника без потерь производная 
реактивного сопротивления (или проводимости) 
по частоте строго положительна. Эта теорема 
является прямым следствием принципа положи-
тельности запасённой реактивной энергии и иг-
рает ключевую роль при анализе резонансных 
цепей, синтезе фильтров и оценке физической 
реализуемости импедансов [2], [3]. Однако её 
применение традиционно ограничено закрытыми 
или внутренними цепями, где энергия локализо-
вана в реактивных элементах (индуктивностях и 
ёмкостях), а излучение отсутствует. 

В то же время, антенна, как физическая сис-
тема, принципиально отличается от классического 

двухполюсника: она представляет собой откры-
тую электродинамическую структуру, предна-
значенную для преобразования энергии источни-
ка в излучаемые электромагнитные волны.  
В такой системе энергия не только запасается  
в ближней зоне в виде реактивных полей, но и 
непрерывно уходит в дальнюю зону в виде излу-
чения. Это делает прямое применение классиче-
ской теоремы Фостера к антеннам некорректным 
и требует её обобщения с учётом излучательных 
процессов. 

Несмотря на значительный прогресс в ан-
тенной теории и теории электромагнитного из-
лучения, в доступной литературе отсутствует 
строгое обобщение теоремы Фостера на случай 
антенны, излучающей в свободное пространство. 
Большинство работ, посвящённых анализу час-
тотных характеристик антенн, ограничиваются 
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либо численным моделированием, либо эмпири-
ческими оценками ширины полосы пропускания 
и добротности [4], [5]. В то же время понимание 
связи между фазой коэффициента отражения, 
запасённой реактивной энергией и временной 
задержкой излучаемого сигнала имеет фунда-
ментальное значение как для теории, так и для 
практики – особенно в задачах сверхширокопо-
лосной связи, импульсной радиолокации и ми-
ниатюризации антенн. 

Интерес к этой проблеме возобновился в 
контексте анализа фундаментальных пределов 
антенн. В работах [6]–[8] показано, что мини-
мально достижимая добротность антенны связа-
на с объёмом её реактивного поля и определяет 
пределы полосы пропускания и временной дис-
персии. Особенно актуальной становится связь 
между временной задержкой радиоимпульса и 
фазовой характеристикой коэффициента отраже-
ния, поскольку именно эта задержка определяет 
искажения сигнала в импульсных системах. 

В настоящей работе предлагается обобще-
ние теоремы Фостера на случай антенны в сво-
бодном пространстве. Показано, что производная 
по частоте от фазы коэффициента отражения на 
входе антенны является положительной величи-
ной и пропорциональна временной задержке из-
лучаемого радиоимпульса. На основе леммы Ло-
ренца и анализа энергетического баланса в объё-
ме, окружающем антенну, выведено соотноше-
ние, связывающее эту задержку с запасом реак-
тивной энергии в ближней зоне. Полученный 
результат позволяет экспериментально опреде-
лять временную задержку по измеренным S-па-
раметрам и использовать её в качестве диагно-
стической и сравнительной характеристики ан-
тенн. Теорема имеет не только теоретическую, 
но и практическую ценность для проектирования 
антенн, особенно в условиях жёстких требований 
к временной и частотной стабильности сигнала. 
 

1 Формулировка задачи  

Пусть поле 1,E


 1H


 – поле антенны на час-

тоте 1,  2 ,E


 2H


 – на частоте 2 .  Поле *
2 ,E


 
*
2 ,H


 удовлетворяет уравнениям Максвелла, 

поэтому можно применить лемму Лоренца к по-

лям 1,E


 1H


 и *
2 ,E


 *
2H


 в объеме V. 

Поверхности, ограничивающие V (рисунок 
1.1), состоят из ,RS  которая охватывает антенну 

во внешнем пространстве, aS  – поверхность ан-

тенны, условно изображенной в виде рупора, 
повторяющая идеально проводящую конструк-
цию антенны, и участок фS  – поперечное сече-

ние питающего волновода, n


 – нормаль. 
Учитывая, что в объеме V отсутствуют сто-

ронние токи и на поверхности aS  тангенциальная 

составляющая поля E


 равна нулю, лемма Ло-
ренца примет следующий вид: 

 * *
2 1 1 2

ф RS S

E H E H d S


       
   

 

   * *
2 1 1 2 1 2 .

V

i E E H H dV    
  

    (1.1) 

 

 
 

Рисунок 1.1  Рупорная антенна в свободном 
пространстве 

 
В сечении волновода фS  поля представим в 

виде 
*

1 1 1 ;E a e b e 
 

 
* * * *
2 2 2 ;E a e b e 
  

 
*

1 1 1 ;H a h b h 
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* * * *
2 2 2 ,H a h b h   

  
 

где ,e


 h


 – поле рабочего типа волны; 1,a  1b  – 

амплитуды падающей от генератора на антенну и 
отраженной волны на частоте 1;  2 ,a  2b  – ам-

плитуды на частоте 2.  

Примем условия нормировки (учитывая на-

правление нормали )n


 

*1
Re 1.

2
фS

e h d S
 

     
 


 
 

После вставки в (1), получим 

   * * * *
1 2 1 2 2 1 1 24 1

фS

a a E H E H d S          
   

  

   * *
2 1 1 2 1 2 ,

V

i E E H H dV    
  

     (1.2) 

где 
b

a
   – коэффициент отражения в волноводе, 

,ie       – фаза коэффициента отражения. 

 
2 Доказательство теоремы Фостера для 

антенны 
Предположим, что поверхность RS  – сфера 

радиусом R в дальней зоне антенны. Учитывая 

связь E


 и H


 в этой области, получим 
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где w





 – волновое сопротивление про-

странства.  

Представим поле E


 антенны в дальней зоне 
в виде 
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Здесь  ,  


 определяет ненормированную 

амплитудно-фазовую и поляризованную харак-
теристику антенны в зависимости от угловых 
координат; R   – разность хода между точкой 
в сечении фS  фидера антенны и началом вы-

бранной системы координат , , .R    

После подстановки (2.2) в (2.1) получаем 
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Далее выделим мнимую часть (2.3) и най-
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Учитывая баланс энергии 
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В свободном пространстве 0 0

1
,

c
    где c – 

скорость света.  
Формулу (2.5) перепишем в виде 
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Здесь в первом слагаемом в правой части 
числитель – полная энергия электромагнитного 
поля в объёме V, а знаменатель – излучаемый 

антенной поток мощности, их отношение имеет 
размерность времени. Поэтому обозначим 
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Это время, требуемое для заполнения элек-
тромагнитным полем объёма V с момента вклю-
чения генератора, питающего антенну. В резуль-
тате получим 
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где 
 

0

R
t

c

 
  – время распространения сигна-

ла от точки в сечении фS  волноводе антенны до 

точки наблюдения в дальней зоне расходящейся 
сферической волны (2.2) на расстоянии R в вы-
бранной системе координат. 

Отметим, что в левой части (2.8) присутст-
вуют экспериментально измеряемые параметры 
сигнала в волноводном тракте антенны. Проведя 
соответствующие измерения, можно определить 
разность 

0 0,t t       (2.9) 

так как c – максимальная скорость распростра-
нения сигналов. 

Из (2.8), (2.9) следует неравенство 
 

0
d
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 
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.       (2.10) 

Время 0t t t    можно интерпретировать 

как задержку сигнала антенной данного типа 
(данной конструкции) при передаче радиоим-
пульсов по сравнению со скоростью света, что 
нужно учитывать, например, в радиолокации. 

Конструкция антенны определяет в том 
числе количество запасаемой мнимой реактив-
ной энергии в ближней зоне антенны [9]. Эта 
энергия влияет на величину объемного интеграла 
в (2.7) и увеличивает время t по сравнению с 0 ,t  

что и является причиной задержки радиоимпульса. 
Действительно, в промежуточной и дальней 

зоне антенны её электромагнитное поле имеет 
поперечный характер локально-плоской волны, 
вектор Пойнтинга направлен радиально и его 
мнимая часть равна нулю [9] 
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Баланс энергии антенны выполняется для 
любой сферы интегрирования RS  c радиусом 
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Рассмотрим в (2.7) часть объемного инте-
грала, включающего только промежуточную и 
дальнюю зоны антенны. С учетом вышеперечис-
ленных допущений получим 
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Это означает, что расстояние от бR  до R сигнал 

преодолевает со скоростью света. 
Таким образом, промежуточная и дальняя 

зоны антенны не влияют на величину задержки 
радиоимпульса. Кстати, это открывает возмож-
ность использования компактного полигона для 
прямых измерений времени t  задержки радио-
импульса с применением выносного приемного 
зонда, либо отражающей цели на расстоянии 

.бR R  

 В ближней зоне для расчета электромагнит-
ного поля антенны, которое может иметь все 
пространственные составляющие, следует при-
менять строгие формулы, вектор Пойнтинга ста-
новится комплексным, движение энергии имеет 
сложный характер [9]. 
 Теоретическое излучение конкретных ан-
тенн и определение влияния ближнего поля на их 
входные характеристики не всегда возможно из-
за трудности создания адекватных математиче-
ских моделей и громоздкости расчетов. 
 Формула (2.8) открывает реальные возмож-
ности экспериментальных исследований в этом 
направлении и использовании времени задержки 
радиоимпульсов t  в качестве одной из харак-
теристик антенн. 
 

Заключение 
В настоящей работе показано, что произ-

водная по частоте от фазы коэффициента отра-
жения на входе произвольной антенны представ-
ляет собой положительную величину, пропор-
циональную временной задержке радиоимпуль-
са, излучаемого антенной. Эта задержка обу-
словлена тем, что конструкция антенны опреде-
ляет количество реактивной энергии, запасаемой 
в её ближней зоне. Именно запас реактивной 
энергии в окрестности антенны является физиче-
ской причиной наблюдаемой временной задерж-
ки излучаемого импульса. 

Полученное соотношение (2.8) открывает 
возможности для экспериментальных исследова-
ний в данной области и позволяет использовать 
измеряемую величину временной задержки ра-
диоимпульсов t  в качестве одной из диагно-
стических и сравнительных характеристик ан-
тенн. 

Таким образом, доказательство теоремы 
Фостера представляет собой не просто формаль-
ную математическую процедуру, а обладает зна-
чительной практической ценностью. Данная тео-
рема может служить критерием физической кор-
ректности, выступать как эффективный инстру-
мент проектирования, а также способствовать 
пониманию фундаментальных физических огра-
ничений. 
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BENDING OF A FIVE-LAYER SYMMETRICAL THICKNESS ROD 
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Аннотация. Приведена постановка краевой задачи об изгибе пятислойного симметричного по толщине стержня.  
Центральный и внешние слои предполагаются несущими, тонкими, повышенной жесткости, воспринимают основную 
часть механической нагрузки. В них деформирование подчиняется гипотезам Бернулли. Два относительно толстых  
жестких заполнителя обеспечивают перераспределение усилий между несущими слоями. Для них справедливы гипотезы 
Тимошенко. Для вывода системы дифференциальных уравнений равновесия стержня применен принцип возможных 
перемещений. Получены аналитическое решение краевой задачи и расчетные формулы для перемещений при 
равномерно распределенной нагрузке. Проведена численная апробация полученного решения. 
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Введение 
Применение слоистых конструкций в раз-

личных сферах современной техники и строи-
тельства интенсивно продолжается с начала 40-х 
годов прошлого века. Это потребовало разработ-
ку методик расчета слоистых элементов конст-
рукций, учитывающих воздействие внешней 
среды. В монографиях [1]–[7] предлагаются рас-
четные модели трехслойных стержней, пластин и 
оболочек, учитывающие не только различные 
внешние силовые нагрузки, но и влияние темпе-
ратурных и радиационных воздействий.  

В статьях [8]–[13] приведены решения ряда 
частных задач о динамическом воздействии на 
композитные, в том числе трехслойные стержни 
и пластины, в которых кинематические гипотезы 
приняты индивидуально для каждого слоя. Не-
сущие слои жесткие, подчиняются гипотезам 
Бернулли (Кирхгофа). В легких заполнителях 
справедлива гипотеза Тимошенко, т. е. учитыва-
ется деформация относительного сдвига.  

В статьях [14], [15] исследованы законо-
мерности, присущие волнам в одномерных и 
двумерных элементах конструкций, проводится 
сравнение характеристик волн, распространяю-
щихся в пластинах на упругом основании. Урав-
нения свободных колебаний пятислойных круг-
лых симметричных по толщине пластин и 
стержней получены и исследованы в работах 
[16]–[18]. Решения получены в виде разложения 
искомых перемещений в ряды по системам соб-
ственных функций.  

Влияние сжимаемости заполнителя на де-
формирование трехслойной пластины исследо-
вано в [19], функция сжимаемости принята ли-
нейной по толщине заполнителя. Термосиловое 
деформирование круговой упругопластической 
пластины нагрузкой, параллельной плоскости 
пластины, рассмотрено в статье [20]. Влияние 
упругого основания на напряженно-деформиро-
ванное состояние трехслойных пластин исследу-
ется в работах [21]–[24].  

ФИЗИКА
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В статье [25] рассмотрен изгиб круглой пя-
тислойной пластины локальными нагрузками.  
В работе [26] для получения системы дифферен-
циальных уравнений равновесия пятислойного 
стержня с двумя заполнителями применен метод 
Лагранжа.  

Здесь приводится решение задачи об изгибе 
симметричного по толщине пятислойного 
стержня и его численное исследование.  

 
1 Постановка задачи об изгибе пятислой-

ного стержня 
В пятислойном, симметричном по толщине 

стержне введена декартова система координат, 
связанная со срединной плоскостью внутреннего 
несущего слоя (рисунок 1.1). В достаточно тон-
ких жестких несущих слоях (1, 2, 4) справедливы 
гипотезы Бернулли о плоскостности и нормаль-
ности поперечных сечений деформированной 
осевой линии. Для описания деформирования 
сравнительно толстых заполнителей (3, 5) при-
меняется гипотеза Тимошенко, учитывающая 
поворот нормали на дополнительный угол (x) – 
относительный сдвиг. Вместе с прогибом стерж-
ня w(x) эти функции являются искомыми. На-
грузка q равномерно распределена по поверхно-
сти стержня.  

 

 
 

Рисунок 1.1 – Нумерация слоев и нагрузка 
в пятислойном стержне 

 
Продольные перемещения ( )k

xu  в слоях  

(k = 1, 2, 3, 4, 5 – номер слоя) выражаются через 
искомые функции формулами, следующими из 
принятых гипотез:  

(4)
1, ψ, при ,x xu zw c c h z c h h         

 (5) , ψ, при ,x xu zw z h h z c h        
(1) , , при ,x xu zw h z h      

 (3) , ψ, при ,x xu zw z h h c z h          
(2)

1, ψ, при ,x xu zw c h h c z h c          (1.1) 

где z – координата рассматриваемой точки попе-
речного сечения; h, h1 c – толщины слоев; запя-
той в индексе обозначена операция дифференци-
рования по координате x.  

Используя перемещения (1.1) и соотноше-
ния Коши [1], получим продольные деформации 
(нумерация в соответствии с рисунком 1.1):  

(4) (4), , ; 0;x xx x xzzw c        

(5) (5), ( ) , ; ;
2x xx x xzzw z h


         

(1) (1), ; 0;x xx xzzw      

(3) (3), ( ) , ; ;
2x xx x xzzw z h


         

(2) (2), , ; 0.x xx x xzzw c                 (1.2) 

Напряжения в слоях определяются через 
деформации (1.2) с помощью закона Гука в де-
виаторно-шаровой форме: 

( ) ( ) ( ) ( )2 , σ 3 ,k k k k
xx k xx ks G э K    
(3) (3) (5) (5)

3 52 , 2 ,xz xz xz xzs G э s G э             (1.3) 

где ( ) ,k
ijs  ( )k

ijэ  – девиаторы тензоров напряжений 

и деформаций, ( ) ,k  ( )k  – средние напряжения и 

деформации в слоях; ,k kG K  – модули упругости 

материалов слоев.  
Система дифференциальных уравнений 

равновесия рассматриваемого стержня получена 
с использованием принципа возможных переме-
щений Лагранжа: 

δA = δW,                             (1.4) 
где δA – вариация работы внешней нагрузки; 
δW  – виртуальная работа внутренних усилий 

0

0

δ δ = δ ;
l

S

A q wdS b q wdx    

5
( ) ( ) (3) (3) (5) (5)

3 5
1

δ

(σ δε σ δε σ δε ) ;
k

k k
x x xz xz k xz xz k

kS h

W

dzdS




     
 

b0 – ширина поперечного сечения; δ – оператор 
варьирования; δki – символы Кронекера.  

С помощью соотношений (1.1)–(1.4) полу-
чена [26] система дифференциальных уравнений 
равновесия в виде: 

1 2 3, , 0,xx xxxa a w a      

2 4, , ,xxx xxxxa a w q                     (1.5)  

где коэффициенты 

2
1 2 3 1

2
2 ,

3
a c K c K h        

 

2
2 2 3 1 1

1
(2 3 ) ( 2 2 ) ,

3
a K c c h K h c h h c        

 

(2)
3 2 ,a G c   

 

3
2 2

4 2 1

2
3 1 1 1

2 2
( 3 3 )

3 3

2
3( )( ) .

3

h
a K c c hc h K

K h h h h c h c

 




    


     

 

Для замыкания краевой задачи к системе 
(1.5) необходимо добавить граничные условия. 
В этом качестве принимаем условия жесткой 
заделки торцов стержня (x =0; l): 

( ) ( ) , ( ), 0.xx w x w x t                (1.6) 
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2 Аналитическое решение краевой задачи 
Проинтегрируем второе уравнение системы 

(1.5) и с его помощью из первого уравнения по-
лучим отдельное уравнение для определения 
относительного сдвига ψ(x):  

2
1, ,xx qx C                      (2.1) 

где C1 – константа интегрирования, 

2 3 4 2
2 2

1 4 2 1 4 2

, .
a a a

a a a a a a
   

 
 

Вид решения уравнения (2.1) зависит от 
знака перед коэффициентом 2.  Численное ис-

следование показало, что разность 2
1 4 2 0a a a   и 

не уходит в бесконечность [26].  
В результате решение уравнения (2.1) и 

прогиб стержня, следующий из второго уравне-
ния системы (1.5), будут 

0 1
2 3 2 2

sh( ) ch( ) ,
q x C

C x C x
 

      
 

 

2
3 2 02 2

2
4 4

ch( ) sh( )
2

C a q xa C
w x x

a a

 
         

4 30 2
1 2

4 44

1

24 6

q a
x C x x

a aa

 
      

 

2
4 5 6

1
.

2
C x C x C                     (2.2) 

Определим константы интегрирования для 
случая жесткого защемления торцов стержня. 
Удовлетворяя решением (2.2) требованиям (1.6) 
получим следующую алгебраическую систему 
уравнений 

0 1
2 3 2 2

sh( ) ch( ) 0,
q l C

C l C l
 

     
 

 1
3 2

0,
C

C


 


 

 
3

2 0 02
2 3 2

4 44

2
2

1 4 52
4 4

sh( ) ch( )
6

0,
2

a q l q la
C l C l

a aa

al
C lC C

a a


     



 
      

 

2 2
3 1 52

4 4
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a a

C C C
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
  


 2

2 6
4
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a

C C
a

 


 

 
2 3

2 02 1
2 3 2

4 44

sh( ) ch( )
62

a q la C l
C l C l

a aa


     

 
 

4 2
01 2 4

5 62
44

0.
24 2

q lC a l C l
lC C

aa


     


     (2.3) 

Решив систему уравнений (2.3) получим 
константы интегрирования при жесткой заделке 
торцов стержня: 

 
  

  
   

2 3
2

2 0

1 2 2
2

2

12 sh( )

24 ch 1
,

2 6 1 sh( )

24 ch 1 1

l l a l

a l q
С

l l a l l

a l l
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    
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5 0,C   

2
6 2

4

.
a

С С
a

 


                     (2.4) 

 
3 Численные результаты 
Получены при равномерно распределен-

ной нагрузке 0 2,5 МПа.q   Для основной рас-

четной модели принимаем несущие слои выпол-
ненными из дюралюминия Д16-Т, заполнители – 
из фторопласта-4. Толщины слоев, отнесенные к 
длине стержня, в (2.2), (2.3) полагались 

1 0,02,h h   0,1,c   1l   м. Упругие характе-

ристики используемых материалов заимствованы 
в [1]. 

На рисунке 3.1 приведены графики измене-
ния прогиба – а) и относительного сдвига – б) по 
длине стержня с различными материалами 
внешних несущих слоев: 1 – Д16-Т; 2 – титано-
вый сплав; 3 – кордиерит. Центральный несущий 
слой – Д16-Т, заполнители – фторопласт-4. При 
замене дюралюминия на титановый сплав мак-
симальный прогиб уменьшается примерно на 
12%, относительный сдвиг практически не изме-
няется. В случае кордиерита расчетный прогиб 
уменьшается на 43%. Относительный сдвиг 
уменьшается на 38%.  

На рисунке 3.2 показано уменьшение мак-
симального прогиба – а) и максимального отно-
сительного сдвига – б) при увеличении толщины 
внешних несущих слоев h1. Нумерация кривых 
прежняя. Центральный несущий слой – Д16-Т, 
заполнители – фторопласт-4. При замене дюра-
люминия на более жесткие материалы скорость 
уменьшения максимальных прогибов и относи-
тельных сдвигов возрастает с увеличением тол-
щины несущих внешних слоев.  
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Рисунок 3.1. – Изменение перемещений по длине стержня 
 

      
 

Рисунок 3.2. – Изменение максимальных перемещений 
в зависимости от толщины  внешних несущих слоев h1 

 
Выводы 
Предложенная система дифференциальных 

уравнений равновесия, полученное аналитиче-
ское решение и проведенный численный анализ 
позволяют исследовать перемещения при изгибе 
пятислойного упругого стержня с двумя запол-
нителями, симметричного по толщине.  
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Аннотация. Определены молекулярная структура, морфология и электрическая проводимость покрытий полипиррола, 
нанесенных на подслой хлорида железа. Установлены изменения молекулярной структуры и электрической 
проводимости при термообработке сформированных слоев полипиррола. С целью эффективного снижения разрушения 
покрытий полипиррола при нагреве предложено формирование на их поверхности сульфатного или фосфатного слоя. 
Снижение проводимости при термообработке и повышение порогового значения напряжения, при превышении 
которого регистрируется возрастание проводимости, при хранении и является следствием химического взаимодейст-
вия медного электрода с хлоридом железа. 
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Введение 
Проводящие полимерные покрытия находят 

эффективное применение при решении широкого 
круга технических задач. Так, покрытия поли-
пиррола обладают антистатическими и антикор-
розионными свойствами [1], перспективны при 
создании радиопоглощающих элементов [2]. 
Модифицирование электродных материалов на-
несением на их поверхность проводящих слоев 
полипиррола является основными направления-
ми повышения эксплуатационных характеристик 
литий-ионных аккумуляторов за счет снижения 
электрического сопротивления электродов, сте-
пени их деградации при эксплуатации.  

В числе проводящих полисопряженных по-
лимеров полипиррол является наиболее изучен-
ным, для него характерна высокая электрическая 
проводимость. Однако значительные перспективы 

его применения существенно ограничены, так 
как он является сшитым и неплавким полиме-
ром, что исключает использование при его пере-
работке характерных для полимеров технологи-
ческих методов. Наиболее часто синтез таких по-
крытий осуществляется электрохимическим спо-
собом, который заключается в электроокислении 
растворенного мономера на поверхности электро-
да с формированием полимерной пленки. Успеш-
ная реализация этого метода, достижение доста-
точной адгезии и приемлемых механических 
свойств получаемых покрытий возможно при 
строгом контроле условий проведения процесса. 
Отметим также, что использование растворных 
технологий весьма ограничено, так как этим ме-
тодом невозможно формирование сплошных на-
норазмерных слоев и их легирование затруднено. 

ФИЗИКА
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Недостатком покрытий полипиррола явля-
ется их низкая стойкость к химическому и тер-
мическому окислению [3]. Одним из методов ее 
повышение является формирование на поверхно-
сти покрытий наноразмерных экранирующих 
слоев и определение их оптимального состава, 
условий и режима осаждения является актуаль-
ной задачей. 

Основной целью настоящей работы являет-
ся изучение особенностей синтеза композицион-
ных покрытий на основе полипиррола из газовой 
фазы с повышенной стойкостью к окислению, 
определение их молекулярной структуры, мор-
фологии.  

 
1 Методика нанесения покрытий и их 

исследования 
Осаждение покрытий полипиррола прово-

дили путем полимеризации паров пиррола на 
подложке, содержащей тонкий слой хлорида же-
леза (III) (FeCl3·6 Н2О) или хлорида меди (II) 
(CuCl2·2Н2О).  

Покрытия хлоридов металла формировали 
из активной газовой фазы, генерирование кото-
рой осуществлялось в результате воздействия на 
однородный порошок или механическую смесь 
порошков потока электронов с энергией  
800–1600 эВ и плотностью 0,01–0,03 A/см2. Про-
цесс осаждения покрытий производился при на-
чальном давлении остаточных газов в вакуумной 
камере ≈ 4∙10-2 Пa.  

В качестве материала диспергируемой ми-
шени использовали порошки хлорида железа 
(III), хлорида меди (II), P2O5 (Sigma-Aldrich), а 
также серную кислоту (ХЧ).  

Подложками при осаждении слоев служили 
пластины NaCl (для ИК-спектроскопических ис-
следований), кварцевые резонаторы для опреде-
ления адсорбционной активности покрытия по-
липиррола. 

Спектроскопические исследования прово-
дили на ИК-Фурье спектрофотометре Vertex-70 
(Bruker) и УФ-Вид спектрофотометре Cary-50 
(Varian) с использованием стандартной термо-
ячейки, установленной в кюветное отделение 
прибора. Скорость нагрева и охлаждения состав-
ляла 10° С/мин. 

Адсорбционную активность тонкого слоя 
полипиррола определяли с помощью кварцевого 
измерителя толщины. Для этого на поверхности 
кварцевых резонаторов осаждали слой полипир-
рола. В дальнейшем измеритель толщины с раз-
личными кварцевыми резонаторами (чистый и с 
покрытием полипиррола), помещали в емкость с 
насыщенными парами кислоты. Датчик в парах 
кислоты находился в течение 1 минуты, после на 
1 минуту извлекался на атмосферу воздуха. Про-
цедура повторялась 5 раз. В ходе эксперимента 
фиксировали изменение частоты кварцевого ре-
зонатора. 

Для построения ВАХ проводящих покрытий 
на основе пиррола были изготовлены встречно-
штыревые электроды, состоящие из двух чере-
дующихся полосок меди на диэлектрической 
подложке (стеклотекстолит). Первоначально на 
встречно-штыревые электроды осаждали покры-
тие на основе хлористого железа. После электро-
ды с подслоем FeCl3 помещали в пары пиррола. 
Для всех образцов толщина подслоя хлористого 
железа и время выдержки электродов в парах 
пиррола являлись одинаковыми. Построение 
ВАХ осуществляли с использованием измерите-
ля иммитанса (RLC) E7-20. 

 
2 Результаты экспериментов и их  

обсуждение 
ИК-спектры покрытия полипиррола до и 

после нагрева до 190° С представлены на рисун-
ке 2.1.  

 

 
 

Рисунок 2.1 – ИК-спектры покрытия 
полипиррола (подслой FeCl3):  

1 – до нагрева; 2 – после нагрева до 190° С 
 

При анализе представленного ИК-спектра 
следует учитывать возможное наложение полос 
поглощения хлорида железа на ИК-спектр по-
крытия полипиррола. Для ИК-спектра двухслой-
ной системы FeCl3 + полипиррол характерно ин-
тенсивное поглощение в области волновых чисел 
(3600–3000) см-1. В отмеченной области прояв-
ляются валентные колебания ОН-групп и N – H 
связей [4], [5]. При этом валентные колебания 
ОН-групп фиксируются в виде широкой полосы. 
По этой причине наличие узких полос поглоще-
ния в области (3600–3000) см-1 обусловлено ва-
лентными колебаниями N – H связей вторичных 
аминов. Полосу при 3223 см-1 можно соотнести с 
комбинированными валентными колебаниями 
N – H и O – H связей в условиях возникновения 
водородного взаимодействия [6]. Положение 
полосы N – H связи определяется уровнем меж-
молекулярного взаимодействия [6]. Полосу при 
3440 см-1 можно соотнести с колебаниями N – H 
связей, свободных от межмолекулярного взаи-
модействия. Полосы при 3390 см-1 и 3150 см-1 – 
валентные колебания вторичного амина в услови-
ях межмолекулярного взаимодействия [4], [5], [7]. 

Следует отметить, что наличие интенсивной 
полосы поглощения при 3390 см-1 характерно 
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для ИК-спектра слоя FeCl3. Поглощение обу-
словлено способностью соли железа сорбировать 
различные соединения из атмосферы воздуха, в 
том числе и содержащие азот. В целом, согласно 
данным ИК-спектроскопии, в двухслойной сис-
теме существует выраженное межмолекулярное 
взаимодействием между полярными группами. 
Поглощение в области (3200–3000) см-1 может 
быть соотнесено с валентными колебаниями  
С – Н связей гетероатомного каркаса, адсорбиро-
ванными солью из атмосферы воздуха углеводо-
родными фрагментами [7]. В ИК-спектре покры-
тия присутствуют слабоинтенсивные полосы 
поглощения при 2270 см-1 и в области валентных 
чисел (2200–2100) см-1. Отмеченные полосы по-
глощения указывают на присутствие в молеку-
лярной структуре покрытия NH+ групп. Дефор-
мационные колебания молекул воды проявляют-
ся в виде полосы поглощения при 1640 см-1. По-
глощение при 1612 см-1 характерно для ИК-
спектра слоя FeCl3. Ранее было сделано предпо-
ложение, что данная полоса может быть обу-
словлена присутствием в составе с хлоридом 
железа углеводородных и азотсодержащих фраг-
ментов. Данные соединения поглощаются из ат-
мосферы воздуха при длительном хранении соли 
железа. Полосы поглощения при 1545, 1460, 
1340 см-1 могут быть соотнесены с валентными 
колебаниями C = C/C – C/C – N, при 1170 и 
1040 см-1 – с плоскостными деформационными 
колебаниями С – Н в кольце, при 914, 860,  
790 см-1 – внеплоскостные деформационные ко-
лебания С – H связей [8], [9]. Полосу поглощения 
при 965 см-1 соотносят не только с деформаци-
онными колебаниями С – Н связей, но и с ва-
лентными колебаниями C = N+ – C [10]. Таким 
образом, двухслойная система представлена хло-
ридом железа, пирролом и адсорбированными из 
атмосферы воздуха низкомолекулярными соеди-
нениями (вода, углеводородные и азотсодержа-
щие фрагменты).  

Нагрев покрытия сопровождается снижени-
ем оптической плотности полос поглощения в 
области (3600–3000) см-1 и при 1640 см-1. Это 
обусловлено процессом десорбции молекул во-
ды. Снижение поглощения в области (3600–
3000) см-1 не сопровождается появлением выра-
женных узких полос поглощения. Подобное из-
менение ИК-спектра указывало бы на структури-
рование тонкого слоя с возникновением сильно-
го межмолекулярного взаимодействия. Таким 
образом, сформированный тонкий слой поли-
пиррола характеризуется относительно низкой 
сегментальной подвижностью. Термообработка 
не приводит к исчезновению заряженных NH+ 
групп, она проявляется в заметном уменьшении 
оптической плотности всех полос поглощения. 
Наиболее заметное уменьшение оптической 
плотности характерно для полос, соотносимых с 
деформационными колебаниями С – H связей 

(900–700) см-1. Термообработка не сопровожда-
ется появлением новых полос поглощения. Из-
менение ИК-спектра указывает на постепенное 
снижение количества материала покрытия при 
его нагреве. Снижение оптической плотности мо-
жет являться следствием интенсивной десорбции 
низкомолекулярных фрагментов полипиррола.  

Согласно данным ИК-спектроскопии, крат-
ковременное повышение температуры не приво-
дит к заметному окислению тонкого слоя. В ИК-
спектре не фиксируется появление кислородсо-
держащих групп. Отсутствие окисленных угле-
водородных фрагментов может являться следст-
вием интенсивной десорбции низкомолекуляр-
ных фрагментов в атмосферу воздуха. Для под-
тверждения данного предположения покрытие 
подвергалось длительному низкотемпературному 
(120° С) отжигу на атмосфере воздуха. Относи-
тельно низкая температура нагрева снижает ин-
тенсивную десорбцию низкомолекулярных 
фрагментов покрытия. ИК-спектры покрытий 
при таком нагреве представлены на рисунке 2.2.  

 

 
 

Рисунок 2.2 – ИК-спектры двухслойной системы  
FeCl3 + полипиррол до и после отжига 

при 120 С (2 ч) 
 
Отжиг в течение 2 ч не сопровождался за-

метным окислением тонкого покрытия. На тер-
моокисление полимерного слоя в ИК-спектре 
указывает появление только малоинтенсивного 
поглощения при 1700 см-1 (валентные колебания 
C = O связей). В ИК-спектре после отжига фик-
сируется снижение оптической плотности полос 
поглощения в области (3600–3000) см-1, исчезно-
вение полос поглощения при 1640 и 1612 см-1. 
Таким образом, при термообработке в первую 
очередь происходит десорбция молекул, адсор-
бированных покрытием влаги и низкомолеку-
лярных соединений. Снижение величины опти-
ческой плотности полос при 3390 и 1612 см-1 
подтверждает правильность их соотнесения с ад-
сорбированным слоем хлорида железа низкомо-
лекулярными соединениями. Важным является 
то, что продолжительная низкотемпературная 
обработка  не  приводит  к  заметному снижению 
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а) 

  

б) 

 
 

 

Рисунок 2.3 – АСМ изображения покрытий FeCl3 (а) и FeCl3 + полипиррол (б), осажденных при 250 С 
 

оптической плотности полос деформационных 
колебаний С – H связей ((900–700) см-1). Таким 
образом, формируемый на поверхности поли-
мерный слой интенсивно разрушается при тем-
пературах выше 120° С. 

Результаты АСМ, представленные на ри-
сунке 2.3, показывают, что покрытие полипирро-
ла содержит достаточно равномерно располо-
женные по поверхности поры и его морфология 
в значительной степени определяется геометри-
ческими параметрами подслоя. Возникновение 
пор может являться следствием присутствия на 
поверхности хлорида железа молекул воды. 

 

 
 

Рисунок 2.4 – ИК-спектры трехслойных систем: 
1 – FeCl3 + полипиррол + H2SO4 (до нагрева);  

2 – FeCl3 + полипиррол + H2SO4  
(после нагрева 190° С); 3 – покрытие H2SO4 

Методом ИК-спектроскопии оценены изме-
нения молекулярной структуры покрытий при 
нагреве в присутствии окислителя (рисунок 2.4).  

Нанесение верхнего слоя на основе серной 
кислоты снижает способность трехслойной сис-
темы к поглощению влаги из атмосферы воздуха. 
Высокотемпературный нагрев (190° С) приводит 
к снижению оптической плотности всех полос 
поглощения. Наибольшие изменения фиксиру-
ются в области волновых чисел области (3600–
3000) и (900–700) см-1. Изменения ИК-спектра 
указывают на десорбцию адсорбированных мо-
лекул воды и разрушение/десорбцию колец пир-
рола. В ИК-спектре трехслойной системы поло-
сы поглощения, характерные для серной кисло-
ты, не накладываются на полосы поглощения 
полипиррола в области (900–700) см-1. Это по-
зволяет определить влияние отжига на измене-
ние значения оптической плотности полос в от-
меченной области (таблица 2.1).  

Согласно ИК-спектроскопии, нанесение се-
росодержащего слоя снижает величину соотно-
шения оптических плотностей полос поглощения 
в области (900–700) см-1 до и после нагрева. Как 
ранее было отмечено, нанесение серосодержаще-
го слоя уменьшает способность тонкослойной 
системы сорбировать влагу. Это означает, что на 
достоверность полученного результат не оказы-
вает влияние присутствие в рассматриваемой 
частотной области поглощения ОН-групп.  
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Таблица 2.1 – Значения оптической плотно-
сти полос до и после нагрева покрытия на атмо-
сфере воздуха 

 

Полоса поглощения
Покрытие 

(температура нагрева) 914 
см-1 

860 
см-1 

790 
см-1 

FeCl3 + полипиррол 
(190° С) 

1,5 3,7 3,9 

FeCl3 + полипиррол  
(120° С, 2 ч) 

1 1,5 1,6 

FeCl3 + полипиррол + H2SO4 
(190° С) 

1,5 3,1 2,3 

FeCl3 + полипиррол + P2O5  
(190° С) 

0,8 1,3 2,1 

 
Следует отметить, что продолжительный 

низкотемпературный отжиг слоя FeCl3 + поли-
пиррол в наименьшей степени сказывается на 
изменении оптической плотности полос дефор-
мационных колебаний С – H связей. Таким обра-
зом, верхний слой способен препятствовать вы-
сокотемпературной десорбции низкомолекуляр-
ных фрагментов полипиррола. Для подтвержде-
ния данного предположения в качестве третьего 
слоя было сформировано покрытие на основе 
P2O5. В ИК-спектре фосфорсодержащего слоя 
полосы поглощения при 900 и 888 см-1 соотно-
сятся с колебаниями P – OH связей. В работе [11] 
показано, что высокотемпературный (190° С) 
нагрев слоя на основе P2O5 не приводит к замет-
ному изменению оптической плотности полос в 
области (900–700) см-1. Изменения оптической 
плотности полос в области (900–700) см-1 для 
трехслойной системы FeCl3 + полипиррол + P2O5 
после высокотемпературного отжига заметно ни-
же, чем для системы FeCl3 + полипиррол + H2SO4. 
Таким образом, нанесение на поверхность двух-
слойной системы FeCl3 + полипиррол верхнего 
химически активного слоя является эффектив-
ным приемом повышения стойкости проводяще-
го слоя к термодеструкции. Результаты исследо-
вания позволяют сделать предположение об от-
сутствии интенсивной деструкции проводящего 
слоя полипиррола в окислительных средах (элек-
тролитах). 

Проведена оценка адсорбционной активно-
сти тонкого слоя полипиррола к насыщенным 
парам азотной кислоты (рисунок 2.5).  

При помещении кварцевого резонатора в 
насыщенный пар азотной кислоты ее молекулы 
адсорбируются на поверхности металлического 
слоя (никель). Это приводит к увеличению час-
тоты колебаний резонатора. Количество адсор-
бированных молекул кислоты непрерывно уве-
личивается с увеличением числа циклов нахож-
дения резонатора в парах кислоты. Подобное 
может являться следствием химического взаимо-
действия кислоты с металлом. Нанесение тонко-
го покрытия пиррола позволяет повысить 

стойкость металлического слоя к воздействию 
паров кислоты. В каждом цикле поверхность 
кварцевого резонатора сорбируется приблизи-
тельно одно и тоже количество молекул кислоты. 
Косвенно это может являться следствием низкой 
химической активности полипиррола по отно-
шению к азотной кислоте. 

 
 

 
 

Рисунок 2.5 – Изменение частоты кварцевого 
резонатора без покрытия (1) и с покрытием 

полипиррола (2) от времени при периодическом 
нахождении в парах HNO3 

 
Определение ВАХ покрытий полипиррола 

показало, что они являются проводящими (рису-
нок 2.6).  

При этом электрическая проводимость в 
значительной степени зависит от времени хране-
ния сформированной двухслойной системы и 
химического состава подслоя. Повышение поро-
гового значения напряжения, при превышении 
которого регистрируется повышение проводимо-
сти, при хранении и снижение проводимости при 
термообработке является следствием химическо-
го взаимодействия медного электрода с хлори-
дом железа. При нанесении покрытий полипир-
рола на подслой CuCl2   снижение проводимости 
связано с образованием более тонкого слоя из-за 
его низкой поимеразационной эффективности, а 
повышение электрического сопротивления в 
процессе хранения может являться следствием 
окисления металла. 

 
Выводы 
Определена молекулярная структура, мор-

фология и электрическая проводимость покры-
тий полипиррола, нанесенных на подслой хлори-
да железа. Установлено, что термообработка 
сформированного тонкого слоя полипиррола 
сопровождается процессами его термоокисли-
тельной деструкции и десорбцией образующихся 
низкомолекулярных соединений. Формирование 
на поверхности покрытий полипиррола сульфат-
ного или фосфатного слоя препятствуют разру-
шению слоя полипиррола при нагреве.  

Электрическая проводимость покрытий по-
липиррола на подслое хлоридов зависит от вре-
мени  хранения  сформированной    двухслойной  
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а) 

 

б) 

 

с) 

 

д) 

 
 

Рисунок 2.6 – ВАХ покрытий FeCl3 + полипиррол после хранения 1 час (а), 
24 часа (б), 96 часов(с) и покрытий CuCl2 + полипиррол (д) 

 

системы и химического состава подслоя. Повы-
шение порогового значения напряжения, при 
превышении которого регистрируется повыше-
ние проводимости, при хранении является след-
ствием химического взаимодействия медного 
электрода с хлоридом железа. 
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Введение 
Данная статья, посвящённая изучению  

l-арных факторгрупп l-арной группы < Ak, s, , k > 
специального вида по её полуинвариантным  
l-арным подгруппам, является продолжением 
статьи [1] и составляет с ней единое целое, что 
отражено в названиях обеих статей. В связи с 
этим нумерация разделов в настоящей статье 
продолжает нумерацию разделов в [1]. Сохраня-
ется преемственность в отношении соглашений, 
определений и обозначений из [1], все они оста-
ются в силе и в данной статье. В ней ссылки на 
результаты из работы [1] даются без указания на 
эту работу. Например, ссылка на теорему 2.1 
означает, что имеется в виду теорема 2.1 из раз-
дела 2 в [1]. Одной из основных целей данной 
статьи является доказательство того, что в случае 
цикличности n-арной факторгруппы < A / B,  > 
любой её смежный класс может быть l-арной 
подгруппой l-арной группы < Ak, s, , k >. 

3 Вспомогательные результаты 
Сформулируем несколько утверждений, ис-

пользуемых при получении основного результата. 
Лемма 3.1. Пусть < A,  > – n-арная группа, 

< B,  > – её полуинвариантная n-арная подгруп-
па. Тогда 

1

( )
n

a B B
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( ).
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a B B

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Доказательство. Используя полуинвари-
антность < B,  > в < A,  > и определение косого 
элемента, получим 
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Следовательно, доказываемое равенство верно.  

Лемма 3.2. Пусть < A,  > – n-арная группа, 
< B,  > – её полуинвариантная n-арная подгруп-
па. Тогда 

[ ]
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( ( )) m
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1

( )m
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для любого целого m. 
Доказательство. Для n = 2 доказываемое 

равенство верно. Поэтому считаем n  3. 

МАТЕМАТИКА
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Используя определение полиадической сте-
пени для случая m = 0, получим 

[0]
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Если m  0, то, используя определение по-
лиадической степени и полуинвариантность 
< B,  > в < A,  >, получим 
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то есть для m  0 доказываемое равенство верно. 
Если m  0, то, снова используя определе-

ние полиадической степени, полуинвариантность 
< B,  > в < A,  >, а также лемму 3.1, получим 
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 = 

= 
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    
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
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то есть для m  0 доказываемое равенство верно.  
Замечание 3.1. Так как 

[ 1]

1

( ))
n

a B B 



   = 
1

( ),
n

a B B


   [ 1] ,a a   

то лемма 3.1 содержится в лемме 3.2 при m = – 1. 
Лемма 3.3. Пусть < A,  > – n-арная группа, 

< B,  > – её n-арная подгруппа, d1, …, dl–1  A. 
Тогда: 

1) если существуют элементы b1, …, bn–1  B 
такие, что последовательности d1 … dl–1 и 
b1 … bn–1 эквивалентны в смысле Поста, то 

(d1 … dl–1B) = B,             (3.1) 
(Bd1 … dl–1) = B;                (3.2) 

2) если верно равенство (3.1) или равенство 
(3.2), то существуют элементы b1, …, bn–1  B 
такие, что последовательности d1 … dl–1 и 
b1 … bn–1 эквивалентны в смысле Поста. 

Доказательство. 1) Так как последователь-
ности d1 … dl–1 и b1 … bn–1 эквивалентны в смыс-
ле Поста, то 

(d1 … dl–1b) = (b1 … bn–1b) 
для любого b  B, откуда следует 

(d1 … dl–1B)   B. 

Так как для любого b  B уравнение 
b = (b1 … bn–1x) 

имеет решение x = c  B, то 
b = (b1 … bn–1c), 

откуда и из эквивалентности в смысле Поста по-
следовательностей d1 … dn–1 и b1 … bn–1 следует 

b = (d1 … dl–1c). 
Следовательно, 

B   (d1 … dl–1B). 
Из доказанных включений следует требуе-

мое равенство. 
2) Если верно равенство (3.1), то для любого 

c  B имеем 
(d1 … dl–1c) = b  B.          (3.3) 

А так как < B,  > – n-арная группа, то для 
c, b  B, в ней разрешимо уравнение 

(x1 … xn–1c) = b. 
Следовательно, найдутся такие b1, …, bn–1  B, 
что 

(b1 … bn–1c) = b.                (3.4) 
Из равенства правых частей в (3.3) и (3.4) следу-
ет равенство 

(d1 … dl–1c) = (b1 … bn–1c), 
что означает эквивалентнсть в смысле Поста по-
следовательностей d1 … dl–1 и b1 … bn–1. 

Для равенства (3.2) доказательство прово-
дится аналогично.                                                    

Следствие 3.1. Пусть < A,  > – n-арная 
группа, < B,  > – её n-арная подгруппа, d  A. 
Тогда: 

1) если существуют элементы b1, …, bn–1  B 
такие, что последовательности 

1l

d d


  и 

b1 … bn–1 эквивалентны в смысле Поста, то 

1

( )
l

d d B


   = B,             (3.5) 

1

( )
l

B d d


   = B;             (3.6) 

2) если верно равенство (3.5) или равенство 
(3.6), то существуют элементы b1, …, bn–1  B 
такие, что последовательности 

1l

d d


  и 

b1 … bn–1 эквивалентны в смысле Поста. 
Лемма 3.4. Пусть < A,  > – n-арная группа, 

< B,  > – её n-арная подгруппа, существуют 
натуральное i и элементы a  A, b1, …, bn–1  B 
такие, что последовательности 

( 1)i n

a a


  и 

b1 … bn–1 эквивалентны в смысле Поста. Тогда 
последовательность 

( 1)i n

a a


  эквивалентна в 

смысле Поста последовательности c1 … cn–1 для 
некоторых элементов c1, …, cn–1  B. 

Доказательство. Так как последователь-
ность 

2n

a a a


  – нейтральная, то нейтральной 

является и последовательность 
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 
2 2

( 1)

,
n n

i n

a a a a a a
 



  


 

которая в силу перестановочности любого эле-
мента со своим косым, эквивалентна в смысле 
Поста последовательности 

( 1)i n

a a


 
( 1) ( 1)

2

,
i n i n

n

a a a a
 



  


 

также являющейся нейтральной. Заменив в этой 
последовательности каждую последовательность 


( 1)i n

a a


  эквивалентной в смысле Поста последо-

вательностью b1 … bn–1, получим нейтральную 
последовательность 

( 1)i n

a a


 1 1 1 1

2

,n n

n

b b b b 



          (3.7) 

которая эквивалентна в смысле Поста последова-
тельности 

( 1)i n

a a


 b1 … bn–2c,               (3.8) 

где 
c = ( 1 1 1 1 1

3

n n n

n

b b b b b  



   )  B. 

Из нейтральности последовательности (3.7), 
а значит и последовательности (3.8), следует 

(
( 1)i n

a a


 b1 … bn–2cb) = b 

для любого b  B, откуда 
(

( 1)i n

a a


 d) = b,              (3.9) 

где 
d = (b1 … bn–2cb)  B. 

Так как < B,  > – n-арная группа, то для 
b, d  B в ней разрешимо уравнение 

(x1 … xn–1d) = b. 
Следовательно, найдутся такие c1, …, cn–1  B, 
что 

(c1 … cn–1d) = b.             (3.10) 
Из (3.9) и (3.10) следует равенство 

(
( 1)i n

a a


 d) = (c1 … cn–1d), 

что означает эквивалентнсть в смысле Поста по-
следовательностей 

( 1)i n

a a


  и c1 … cn–1.                  

Полагая в лемме 3.4 i = 1, получим 
Следствие 3.2. Пусть < A,  > – n-арная 

группа, < B,  > – её n-арная подгруппа, сущест-
вуют элементы a  A, b1,…,bn–1  B такие, что 
последовательности 

1n

a a


  и b1 … bn–1 эквива-

лентны в смысле Поста.  Тогда последователь-
ность 

1n

a a


  эквивалентна в смысле Поста 

последовательности c1 … cn–1 для некоторых 
c1, …, cn–1  B. 

 

Нам понадобится также следующая 
Теорема 3.1. Пусть < B,  > – n-арная под-

группа полуабелевой n-арной группы < A,  >, 
отличная от неё; существуют элементы d  A, 
b1, …, bn–1  B такие, что последовательности 

1l

d d


  и b1 … bn–1 эквивалентны в смысле По-

ста; подстановка  из Sk удовлетворяет усло-
вию n  , l = . Тогда справедливы все ут-
верждения теоремы 2.1. Кроме того, универ-
сальная алгебра < Hk, n, , k > является полуинва-
риантной, но не n-полуинвариантной l-арной 
подгруппой в полуабелевой l-арной группе 
< Ak, n, , k >, которая не является n-полу-
абелевой. 

Доказательство. 1) В полуабелевой n-арной 
группе < A,  > n-арная подгруппа < B,  > явля-
ется полуинвариантной. Кроме того, по условию 
теоремы, при i = 2 подстановка (i–1)(n–1) = n–1 не 
является тождественной. Таким образом, выпол-
няются все условия теоремы 2.1. Следовательно, 
справедливы все утверждения этой теоремы. Ос-
талось применить теорему 4.5 из [2], по которой 
< Ak, n, , k > – полуабелева l-арная группа, не 
являющаяся n-полуабелевой.                                 

Замечание 3.2. Если  – нетождественная 
подстановка, для которой подстановка n являет-
ся тождественной, то n  , l = , где  
l = n(n – 1) + 1. Поэтому в теореме 3.1 в качестве 
подстановки  можно выбрать нетождественную 
подстановку с условием n+1=  и положить 
l = n(n – 1) + 1. 

 
4 Основные результаты 
Теорема 4.1. Пусть < B,  > – полуинвари-

антная n-арная подгруппа n-арной группы 
< A,  >, отличная от неё; n-арная факторгруп-
па < A / B,  > является циклической, порождае-
мой смежным классом 

1

( );
n

a B B


   последова-

тельность 
1l

a a


  эквивалентна в смысле Поста 

последовательности b1 … bn–1 для некоторых 
b1, …, bn–1  B; подстановка  из Sk удовлетво-
ряет условию l = . Тогда: 

1) для любого смежного класса H n-арной 
факторгруппы < A / B,  > декартова степень Hk 

замкнута относительно l-арной операции s, , k, 
а универсальная алгебра < Hk, s, , k > является 
полуинвариантной l-арной подгруппой l-арной 
группы < Ak, s, , k >; 

2) если для некоторого i = 2, …, s подстанов-
ка (i–1)(n–1) не является тождественной, то  
l-арная подгруппта < Hk, s, , k > не является  
n-полуинвариантной в < Ak, s, , k >. 

Доказательство. 1) Так как n-арная фактор-
группа < A / B,  > является циклической, 
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порождаемой элементом 
1

( ),
n

a B B


   то любой 

элемент H этой n-арной факторгруппы совпадает 
с некоторой степенью порождающего элемента. 
Будем для определенности считать 

H = [ ]

1

( ( )) r

n

a B B


   

для некоторого целого r. По лемме 3.2 
H = [ ]

1

( ).r

n

a B B


   

Пусть r ≥ 0. Так как последовательность 


1l

a a


  эквивалентна в смысле Поста последова-

тельности b1 … bn–1 для некоторых элементов 
b1, …, bn–1  B, то 
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то есть 
[ ] [ ]
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

  .  (4.1) 

Если теперь r ˂ 0, то по лемме 3.4 последо-
вательность 

1l

a a


  = 
( 1)s n

a a




 эквивалентна в смысле Поста последовательно-
сти c1 … cn–1 для некоторых c1, …, cn–1  B. А так 
как, кроме того, последовательность 

1l

a a


  эк-

вивалентна в смысле Поста последовательности 
b1 … bn–1 для некоторых b1, …, bn–1  B, то 
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

   

то есть и для r ˂ 0 верно равенство (4.1), следст-
вием которого является следующее равенство 

[ ] [ ] [ ]
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( r r r

n
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Из этого равенства в силу нейтральности после-

довательности [ ] [ ] [ ]

2

r r r

n

a a a


  следует равенство 

[ ] [ ]

1

( )r r

l

a a B


   = B. 

Поэтому, согласно утверждению 2) следствия 
3.1, последовательность [ ] [ ]

1

r r

l

a a


  эквивалентна 

в смысле Поста последовательности u1 … un–1 
для некоторых u1, …, un–1  B. Осталось приме-
нить утверждение 1) теоремы 2.1. 

2) Применяется утверждение 4) теоремы 2.1. 
Полагая в теореме 4.1 i = 2, получим сле-

дующий результат. 
Теорема 4.2. Пусть < B,  > – полуинвари-

антная n-арная подгруппа n-арной группы 
< A,  >, отличная от неё; n-арная факторгруп-
па < A / B,  > является циклической, порождае-
мой смежным классом 

1

( );
n

a B B


   последова-

тельность 
1l

a a


  эквивалентна в смысле Поста 

последовательности b1 … bn–1 для некоторых 
b1, …, bn–1  B; подстановка  из Sk удовлетво-
ряет условию l = . Тогда: 

1) для любого смежного класса H n-арной 
факторгруппы < A / B,  > декартова степень Hk 

замкнута относительно l-арной операции s, , k, 
а универсальная алгебра < Hk, s, , k > является 
полуинвариантной l-арной подгруппой l-арной 
группы < Ak, s, , k >; 

2) если подстановка n–1 не является тож-
дественной, то l-арная подгруппа < Hk, s, , k > 
не является n-полуинвариантной в < Ak, s, , k >. 

Следующая теорема доказывается анало-
гично теореме 3.1, при этом вместо теоремы 2.1 
применяется теорема 4.1. 

Теорема 4.3. Пусть < B,  > – n-арная под-
группа полуабелевой n-арной группы < A,  >, 
отличная от неё; n-арная факторгруппа 
< A / B,  > является циклической, порождаемой 
смежным классом 

1

( );
n

a B B


   последователь-

ность 
1l

a a


  эквивалентна в смысле Поста по-

следовательности b1 … bn–1 для некоторых 
b1, …, bn–1  B; подстановка  из Sk удовлетво-
ряет условию n  , l = . Тогда справедливы 
все утверждения теоремы 4.1. Кроме того, уни-
версальная алгебра < Hk, n, , k > является полу-
инвариантной, но не n-полуинвариантной  
l-арной подгруппой в полуабелевой l-арной группе 
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< Ak, n, , k >, которая не является n-полу-
абелевой. 

Замечание 4.1. В теореме 4.3, как и в тео-
реме 3.1, в качестве подстановки  можно вы-
брать нетождественную подстановку из замеча-
ния 3.2. 

Бинарный случай (n = 2) Сформулируем 
следствия из теорем 4.1–4.3 для n = 2. 

Теорема 4.4. Пусть B – нормальная под-
группа группы A, отличная от неё; факторгруп-
па A / B является циклической, порождаемой 
смежным классом aB; al–1  B, подстановка  из 
Sk удовлетворяет условию l = . Тогда: 

1) для любого смежного класса H фактор-
группы A / B декартова степень Hk замкнута 
относительно l-арной операции [ ]l, , k, а универ-
сальная алгебра < Hk, [ ]l, , k > является полуин-
вариантной l-арной подгруппой l-арной группы 
< Ak, [ ]l, , k >; 

2) если для некоторого i = 2, …, l – 1 под-
становка i–1 – не является тождественной, то 
l-арная подгруппа < Hk, [ ]l, , k > не является ин-
вариантной в < Ak, [ ]l, , k >. 

Теорема 4.5. Пусть B – нормальная под-
группа группы A, отличная от неё; факторгруп-
па A / B является циклической, порождаемой 
смежным классом aB; al–1  B, подстановка  из 
Sk удовлетворяет условию l = . Тогда: 

1) для любого смежного класса H фактор-
группы A / B декартова степень Hk замкнута 
относительно l-арной операции [ ]l, , k, а универ-
сальная алгебра < Hk, [ ]l, , k > является полуин-
вариантной l-арной подгруппой l-арной группы 
< Ak, [ ]l, , k >; 

2) если подстановка  не является тожде-
ственной, то l-арная подгруппта < Hk, s, , k > не 
является инвариантной в < Ak, [ ]l, , k >. 

Теорема 4.6. Пусть B – подгруппа абелевой 
группы A, отличная от неё; факторгруппа A / B 
является циклической, порождаемой смежным 
классом aB; al–1  B, подстановка  из Sk удов-
летворяет условию 2  , l = . Тогда для лю-
бого смежного класса H факторгруппы A / B 

декартова степень Hk замкнута относительно  
l-арной операции [ ]l, , k, а универсальная алгебра 
< Hk, [ ]l, , k > является полуинвариантной, но 
неинвариантной l-арной подгруппой в полуабеле-
вой l-арной группе < Ak, [ ]l, , k >, которая 
не является абелевой. 

Полагая в теореме 4.6 l = 3, получим 
Следствие 4.1. Пусть для нетождествен-

ной подстановки   Sk подстановка 2 являет-
ся тождественной, B – подгруппа абелевой 
группы A, отличная от неё; факторгруппа A / B 
является циклической, порождаемой смежным 
классом aB; a2  B. Тогда для любого смежного 
класса H факторгруппы A / B декартова степень 
Hk замкнута относительно тернарной операции 
[ ]3, , k, а универсальная алгебра < Hk, [ ]3, , k > 
является полуинвариантной, но неинвариантной 
тернарной подгруппой в полуабелевой тернарной 
группе < Ak, [ ]3, , k >, которая не является 
абелевой. 
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Аннотация. Конечная ненильпотентная группа называется B-группой, если в ее фактор-группе по подгруппе  
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z-подгруппы взаимно простых порядков. Устанавливается, что если группа G разрешима, то ее второй коммутант  
нильпотентен, производная длина ее фактор-группы по подгруппе Фраттини не превышает трех, а p-длина не больше 

двух. Если группа G простая, то 2 ( )mG PSL p  и все значения для mp  указаны. 
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Введение 
Конечная группа, у которой все силовские 

подгруппы циклические, называется z-группой. 
B-группа – это конечная ненильпотентная груп-
па, у которой в фактор-группе по подгруппе 
Фраттини все собственные подгруппы примар-
ны. Группа Шмидта также является B-группой. 
Обе эти группы бипримарны, одна из силовских 
подгрупп в этих группах – нормальная, а другая – 
циклическая, см. лемму 2.2 [1]. Фактор-группа 
нормальной силовской подгруппы по подгруппе 
Фраттини – главный фактор и в группе Шмидта, 
и в B-группе. Однако между B-группами и груп-
пами Шмидта есть и различия. Так, если в груп-
пе Шмидта подгруппа Фраттини нормальной 
силовской подгруппы содержится в центре груп-
пы, то в B-группе это свойство нарушается.  
 В работе [1] установлены  основные свойст-
ва B-групп и изучена группа, факторизуемая  
B-группой и примарной группой. В частности, 
доказано, что если конечная группа G = HK 
представима в виде произведения B-подгруппы 

H и примарной подгруппы K, и если порядок 
ненормальной силовской подгруппы в H не ра-
вен 3 и 7, то группа G разрешима. В работе [2] 
мы установили, что конечная p-разрешимая 
группа, представимая в виде произведения двух 
своих подгрупп Шмидта, имеет p-длину не более 
2. Эта оценка точная. Примером является сим-
метрическая группа 4.S  В работе [3] была иссле-

дована конечная группа G = HK, факторизуемая 
двумя B-подгруппами H и K. Такая группа может 
быть простой, например, знакопеременная груп-
па 5A  степени 5, которая факторизуется двумя 

своими B-подгруппами 4H A  и 5 2 .[ ]K C C   

В случае, если конечная группа G = HK p-раз-
решима, установлены достаточные условия, при 
которых p-длина группы G равна единице. Если 
B-подгруппы H и K сверхразрешимы, то конеч-
ная группа G = HK разрешима. Кроме того, если 
группа G нечетного порядка, то G сверхразре-
шима. 
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Конечная факторизуемая группа, у которой 
оба сомножителя являются z-группами, исследо-
валась в [4]–[6]. В работе [7] было доказано, что 
конечная разрешимая группа, которая предста-
вима в виде произведения холловой z-подгруппы 
и группы Шмидта, содержит нильпотентную 
нормальную подгруппу, фактор-группа по кото-
рой метабелева. 

В настоящей работе исследуются свойства 
конечной группы G = HK, представимой в виде 
произведения нильпотентной или B-подгруппы 
H и z-подгруппы K взаимно простых порядков. 
Устанавливается, что если группа G разрешима, 
то ее второй коммутант нильпотентен, производ-
ная длина ее фактор-группы по подгруппе Фрат-
тини не превышает трех, p-длина группы G не 
превышает 2 для каждого ( )p H  и равна 1 

для каждого ( ).p K  Если группа G простая, 

то 2 ( )mG PSL p  и все значения для mp  указаны. 

 
1 Вспомогательные результаты 
В статье рассматриваются только конечные 

группы. Мы используем стандартные обозначения, 
определения, а также терминологию из [8], [9]. 

Приведем некоторые наиболее часто ис-
пользуемые обозначения. Центр, коммутант, 
подгруппы Фраттини и Фиттинга группы G обо-
значаются соответственно через ( ),Z G  ,G  

( )G  и ( ).F G  Запись Y X  ( )Y X  использу-

ется для обозначения подгруппы (собственной 
подгруппы) группы X, а ( )pO X  – наибольшая 

нормальная p-подгруппа группы X. 
Для определенных групп будем использо-

вать следующие обозначения:  

mZ  – циклическая группа порядка M,  

mp
E  – элементарная абелева группа порядка ,mp  

2nD  – диэдральная группа порядка 2n,  

nS  и nA  – симметрическая и знакоперемен-

ная группы степени N, 
N  – класс всех нильпотентных групп, 
A  – класс всех абелевых групп, 

2 NA NAA  – формационное произведение. 
Полупрямое произведение двух подгрупп A 

и B с нормальной подгруппой A мы будем запи-
сывать двумя способами: [A]B либо A B  в свя-
зи тем, что в цитируемых источниках оно обо-
значается по-разному. Группа G с нормальной 
силовской p-подгруппой pG  называется p-зам-

кнутой. Если в группе G есть нормальная под-
группа pG   такая, что [ ] ,p pG G G  то группа G 

называется p-нильпотентной. 
Для B-группы с нормальной силовской  

p-подгруппой и ненормальной силовской 
q-подгруппой будем использовать обозначение 

, .p qB    

Приведем свойства B-групп, которые мы 
будем использовать при доказательстве теоремы. 

Лемма 1.1 [1, леммы 2.2 и 2.4]. Пусть B – 

,p qB  -группа, p и q – ее силовские p- и q-подгруп-

пы. Тогда справедливы следующие утверждения: 
(1) B = [P]Q; 
(2) ( ) ( ),P B P    P B  и / ( )P P  – 

главный фактор группы B порядка ,mp  где M – 

показатель числа p по модулю q; 
(3) Q y    – циклическая подгруппа и 

( ).qy Z B  Кроме того, ( ) ( ) qB P y      и 

( ) ( );Z B B   

(4) Если H – нормальная в B подгруппа и 
,H B  то H нильпотентна; 

(5) Если M – максимальная в B подгруппа, то 
либо M нормальна в B и ,qM P y    либо 

[ ( )] xM P Q   для некоторого .x B  

(6) Если N – нормальная подгруппа  

,p qB  -группы B, ,N B  то 

(6.1) cиловская p-подгруппа 1P  из N либо 

совпадает с силовской p-подгруппой группы B, 
либо 1 ( ) ( );P B P P      

(6.2) cиловская q-подгруппа 1Q  из N содер-

жится в ( ),qy Z B    где y   – силовская q-под-

группа группы B; 
(6.3) либо ,P N  либо ( );N B   

(6.4) фактор-группа /B N  либо является 

,p qB  -группой, либо циклической q-группой. 

Лемма 1.2 [7, лемма 2.1]. Пусть F  – фор-
мация. Тогда произведение NF  является насы-
щенной формацией. 

Лемма 1.3. Пусть F  – насыщенная форма-
ция и G – разрешимая группа. Предположим, 
что G не принадлежит ,F  но /G N F  для 
каждой неединичной нормальной подгруппы N 
группы G. Тогда G – примитивная группа. 

Доказательство. Утверждение легко выво-
дится из соответствующих определений.             

Если H – подгруппа группы G, то пересече-
ние всех подгрупп, сопряженных с H, называется 
ядром подгруппы H в группе G. Группа называ-
ется примитивной, если она содержит макси-
мальную подгруппу с единичным ядром. 

Лемма 1.4 [9, теоремы 4.41, 4.42]. Пусть G – 
примитивная группа с примитиватором M. Тогда: 
 (1) ( ) 1;G   

(2) ( ) ( ( )) ( )G pF G C F G O G   и ( )F G  явля-

ется элементарной абелевой p-подгруппой по-
рядка np  для некоторого простого p; 

(3) в группе G единственная минимальная 
нормальная подгруппа, совпадающая с F(G); 

(4) [ ( )]G F G M  и ( ) 1;pO M   
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(5) M изоморфна неприводимой подгруппе 
группы ( , ).GL n p  

Лемма 1.5 [9, теорема 2.8]. Если ,K G  то 

( ) / ( )G GN K C K  изоморфна подгруппе из Aut( ).K  

Лемма 1.6 [9, теорема 2.16]. Если N – нор-
мальная подгруппа в группе G и N циклическая, 
то Aut( )N  абелева. Кроме того, если | | ,N p  

то 1Aut( ) .pN Z   

Лемма 1.7 [10, лемма 5]. Если G – мета-
нильпотентная группа, то p-длина группы G не 
превышает 1 для любого простого p. 

Лемма 1.8 [11, лемма 7]. Пусть G = AB – 
простая неабелева группа, где A и B – собствен-
ные холловы разрешимые подгруппы группы G. 
Тогда G является группой одного из следующих 
типов и допускает только приведенные факто-
ризации: 

1. 2 (2 ),nG SL  2,n   причем 2 2 1
,n

nA C C


   

2 1nB C


  и 1;A B   

2. 2 ( ),G PSL q  1( 4),q mod   {7,11},q  

причем 1
( 1)

2
q

A U Z


   (| | ),U q  1qB D   и 1;A B   

3. 2 (7)G PSL  

 (a) 7 ,A C  4B S  и 1,A B   

(b) 7 3 ,A C C   4B S  и 3 ,A B C   

(c) 7 3 ,A C C   8B D  и 1;A B   

4. 2 (11)G PSL  

(a) 4 ,A A  11 5B C C   и 1,A B   

(b) 12 ,A D  11 5B C C   и 1;A B   

 5. 3 (3),G PSL  причем 11,A C  2
43 : 2 ,B S  

1;A B   

6. 11,G M  причем 11 5,A C C   2
83 : .2,B Q  

1.A B   
 

2 Основные результаты 
Теорема 2.1. Пусть G HK  – конечная 

группа, H – B-подгруппа или нильпотентна, K – 
z-подгруппа и (| |,| |) 1.H K   

(1) Если группа G разрешима, то 
(1.1) второй коммутант ( )G   является 

нильпотентной подгруппой; 
 (1.2) производная длина фактор-группы 

/ ( )G G  не превышает 3; 

(1.3) p-длина группы G не превышает 2 для 
каждого ( )p H  и равна 1 для каждого ( ).p K   

(2) Если группа G – простая, то G – группа 
одного из следующих типов: 
 (2.1) 2 (2 ),nG SL  2,n   2 1n   – простое 

число, 2 2 1
,n

nH C C


   
2 1

;nK C


  

(2.2) 2 ( ),G PSL q  2 1mq    – простое чис-

ло, 5,m   1,qH D   1
( 1)

2

;q
q

K C C


   

(2.3) 2 (7),G PSL  8 ,H D  7 3;K C C   

(2.4) 2 (7),G PSL  4H A  или 12 ,H D  

11 5.K C C   

Доказательство. (1) Воспользуемся индук-
цией по порядку группы G. Докажем, что 

2.GNA  Пусть N – неединичная нормальная 
подгруппа группы G. Фактор-группа  

/ ( / )( / ),G N HN N KN N  
где / / ,HN N H H N   поэтому /HN N  либо 
B-группа, (см. лемму 1.1), либо нильпотентная 
группа. А фактор-группа / / ,KN N K K N   

поэтому /KN N  является z-группой. Ясно, что  
(| / |,| / |) 1.HN N KN N   

По индукции 2/ .G NNA  По лемме 1.2 произве-
дение 2NA  – насыщенная формация. Следова-
тельно, по лемме 1.3, группа G примитивна. А по 
лемме 1.4 G содержит единственную минималь-
ную нормальную подгруппу, которая совпадет с 
подгруппой Фиттинга ( ),F F G  а подгруппа 

Фраттини ( )G E   – единичная подгруппа. 

Кроме того, группа [ ] ,G F M  ( )GF C F  и 

( )pF O G  – элементарная абелева p-группа для 

некоторого простого числа ( ).p G  

Предположим, что подгруппа F цикличе-
ская. Тогда | | .F p  По леммам 1.5 и 1.6 фактор-

группа /G F  изоморфна подгруппе из 1.pZ    

Теперь 2 2.G A NA  
Значит будем считать, что подгруппа F не-

циклическая. Так как H и K – холловы подгруп-
пы группы G, то возможны следующие включе-
ния: F H  или .F K   

Предположим, что .F K  Так как F – эле-
ментарная абелева p-группа, содержащаяся в 
циклической силовской p-подгруппе z-группы K, 
то F имеет простой порядок p. Противоречие. 

Теперь предположим, что .F H  Если под-
группа H нильпотентна, тогда ,p pH H H    где 

pH  – силовская p-подгруппа, а pH   – p -хол-

лова подгруппа группы H. Ясно, что .pF H  

Так как ( ),GF C F  то 1.pH    По лемме 1.4 

( / ) 1,pO G F   следовательно 2( / ) /F G F F F  – 

p -группа. Теперь  

2 / / / ,F F KF F K K F    
значит все силовские подгруппы фактор-группы 

2 /F F  циклические, а так как 2 /F F  нильпо-

тентна, то 2 /F F  – циклическая. Из свойств под-

группы Фиттинга разрешимой группы следует, 
что / 2 2( / ) / .G FC F F F F  По лемме 1.5  

/ 2

2 2 2

( / ) / ( ( / ))

( / ) / ( / ) / Aut( / ).
G FG F C F F

G F F F G F U F F


   
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Так как 2 /F F  – циклическая, то по лемме 1.6 

группа 2Aut( / )F F  – абелева. Теперь 2/ ,G F A  

2 /F F A  и ,F A  поэтому 3 2.G A NA   

Предположим теперь, что подгруппа H не-
нильпотентна. Тогда она является B-группой. По 
лемме 1.1 H = [R]Q, где R – нормальная силов-
ская R-подгруппа, а Q – циклическая силовская 
q-подгруппа, причем r и q – простые числа и 

.r q  Так как подгруппа F нециклическая, то F –  

r-подгруппа и значит r = p. По лемме 1.4 
( / ) 1,pO G F   следовательно, 2( / ) /F G F F F  – 

p -группа. Теперь  в 2( / ) /F G F F F  все си-

ловские подгруппы циклические, поэтому 

2( / ) /F G F F F  – циклическая подгруппа.  

Повторяя доказательство из предыдущего абза-
ца, заключаем, что 2.GNA  Из определения 
произведения формаций ,N  A  и A  следует, что 
второй коммутант группы G нильпотентен.  
Утверждение (1.1) доказано.  
 По лемме 1.4 фактор-группа ( ) / ( )F G G  

абелева, значит 3/ ( ) .G G A  Это означает, что 

производная длина фактор-группы / ( )G G  не 

превышает 3, и утверждение (1.2) справедливо.  
Из утверждения (1.1) следует, что 2.GNA  

Поэтому группа G является расширением мета-
нильпотентной группы с помощью метанильпо-
тентной. Так как по лемме 1.7 метанильпотент-
ная группа имеет p-длину не более 1, то p-длина 
группы G не превышает 2 для всех ( ).p G  

Если ( ),p K  то силовская p-подгруппа в G 

циклическая ввиду условий: (| |,| |) 1H K   и K – 

z-подгруппа. Теперь ( ) 1pl G   согласно [8, 

IV.6.6] и утверждение (1.3) справедливо. 
Утверждение (1) доказано полностью.  
(2) Пусть теперь группа G – простая. Тогда 

применима лемма 1.8, согласно которой для 
группы имеется шесть возможностей.  

Предположим, что 2 (2 ),nG AB SL   2,n   

причем 2 2 1
,n

nA C C


   
2 1nB C


  и 1.A B   

Так как A ненильпотентна и содержит нецикли-
ческую силовскую подгруппу 2 ,nC  то 

2 2 1n

nA H C C


    – B-группа. Поскольку 

2 2 2( ) ,n
GC G G C   то ( ) 1H   и H – группа 

Шмидта. По свойствам групп Шмидта заключа-
ем, что 

2 1
| |nC


 –простое число. Теперь G – груп-

па из пункта (2.1). 
Пусть теперь 2( ),G AB PSL q   1( 4),q mod   

{7,11},q  причем 1
( 1)

2
q

A U Z


   (| | ),U q  

1qB D   и 1.A B   Так как 1| |qD   делится на 4, 

то силовская 2-подгруппа в 1qD   не циклическая и 

1qB D   не может быть z-группой.  

Поэтому 1qH B D    либо 2-группа, либо  

B-группа. Но B-группой она быть не может, по-
скольку 1qD   не 2-замкнута и ее силовская  

2-подгруппа нециклическая. Следовательно, 

1qH B D    – диэдральная 2-группа и 1 2mq    

для некоторого 4.m   Подгруппа A K  должна 
быть z-группой, значит, q – простое число. По-
этому 2 1mq    – простое число Мерсенна. Те-

перь G – группа из пункта (2.2). 
Так как H и K не могут быть изоморфны 

группе 4 ,S  то при 2 (7)G PSL  подгруппа 

8 ,H D  а подгруппа 7 3.K C C   

Так как 4A  и 12D  являются B-группами, то 

при 2 (7)G PSL  подгруппа 4H A  или 

12 ,H D  а подгруппа 11 5.K C C   

Изоморфизмы 3 (3)G PSL  и 11G M  в 

нашем случае исключаются, поскольку в факто-
ризациях этих групп не участвуют в качестве 
сомножителей нильпотентные группы и  
B-группы.                                                                  

Пример. Симметрическая группа 4S  степе-

ни 4 имеет производную длину, равную 3, и  
2-длину, равную 2. Группа 4S  является произве-

дением 2-подгруппы и циклической подгруппы 
порядка 3. 4S  также является произведением  

B-подгруппы 3S  и циклической подгруппы по-

рядка 4. Этот пример указывает на то, что полу-
ченные оценки производной длины и p-длины 
являются точными. 
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ON A CLASS OF SUBLATTICES OF THE SUBGROUP LATTICE 
OF A FINITE GROUP 

N.S. Kosenok, I.V. Blisnets 
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Аннотация. В данной работе: G – конечная группа; = { | }i i I    – некоторое разбиение множества всех простых 

чисел ; ;    ( ) = { | ( ) }i in n       (n – целое число) и ( ) = (| |).G G   Группа G называется: (i) -примарной, 

если G является i -группой для некоторого ;i I  (ii) -нильпотентной, если G – прямое произведение -примарных 

групп; П-группой, если ( ) .G    Подгруппа A конечной группы G называется: (i) -субнормальной в G, если в G  

существует цепь подгрупп 0 1= =tA A A A G    такая, что либо 1 ,i iA A   либо 1/ ( )i i Ai
A A  является -примарной 

группой для всех i = 1 ,…, t; (ii) холловской П-подгруппой G, если А является П-группой и (| : |) = .G A     

Мы говорим, что подгруппа H группы G является строго -субнормальной, если /G
GH H  является -нильпотентной 

группой. В данной работе мы доказываем, что множество всех строго -субнормальных подгрупп, перестановочных  
с холловой П-подгруппой конечной группы G, образует подрешётку решётки всех подгрупп L(G) группы G. 
 
Ключевые слова: конечная группа, решетка подгрупп, группа операторов, подрешетка решетки, холлова  
П-подгруппа. 
 
Для цитирования: Косенок, Н.С. Об одном классе подрешеток решетки подгрупп конечной группы / Н.С. Косенок, 
И.В. Близнец // Проблемы физики, математики и техники. – 2025. – № 4 (65). – С. 72–74. – DOI: https://doi.org/ 
10.54341/20778708_2025_4_65_72. – EDN: KEQNCF 
 

Abstract. In this paper: G is a finite group; = { | }i i I    is some partition of the set of all primes ; ;    

( ) = { | ( ) }i in n       (n is an integer) and ( ) = (| |).G G   A group G is said to be: (i) -primary provided G is a  

i -group for some ;i I  (ii) -nilpotent if G is the direct product of -primary groups; a П-group if ( ) .G    A subgroup A 

of a finte group G is said to be: (i) -subnormal in G if there is a subgroup chain 0 1= =tA A A A G    such that either 

1i iA A   or 1/ ( )i i Ai
A A  is -primary for all i = 1 ,…, t; (ii) a Hall П-subgroup of G if A is a П-group and (| : |) = .G A    

We say that a subgroup H of G is strongly -subnormal if /G
GH H  is -nilpotent. In this paper, we prove that the set of all 

strongly -subnormal subgroups which permute with a Hall П-subgroup of a finite group G forms a sublattice of the lattice of 
all subgroups L(G) of G. 
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Introduction 
Throughout this paper, all groups are finite and 

G always denotes a finite group. Moreover,   is the 
set of all primes and = { | }i i I    is some parti-

tion of ;      and = \ .    

If n  is an integer, the symbol ( )n  denotes the 

set of all primes dividing n; as usual, 
( ) = (| |),G G   the set of all primes dividing the 

order of G; ( ) = { | ( ) }i in n       and 

( ) = (| |)G G   [1]–[4]. 

A -property of a group [1]–[4] is understood 
to be any of its properties that depends on  and 
which does not imply any restrictions on . 

Before continuing, let us recall some of the 
most important concepts of the theory of  
-properties of a group. 

A group G is said to be [1]–[4]: 
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(i) -primary if G is a i -group for some iI; 

(ii) -nilpotent if G is the direct product of  
-primary groups; 

A subgroup A  of G is said to be [1]–[4]: 
(i) -subnormal in G if there is a subgroup 

chain  

0 1= =nA A A A G    

such that either 1i iA A   or 1/ ( )i i Ai
A A   is  

-primary for all = 1, , ;i n  

(ii) -permutable in G provided G is -full, 
that is, G has a Hall i -subgroup for all i I  and A 

permutes with all Hall i -subgroups of G for all i. 

We use GH  to denote the normal closure of 
the subgroup H in G (so GH  is the intersection of all 
normal subgroups of G containing H), and GH  is 

the core of H in G, that is, the subgroup of H gener-
ated by all normal subgroups of G contained in H. 

Let us recall that a subgroup H of G is strongly  
-subnormal in G [6] if /G

GH H  is -nilpotent. 

If ( ) ,H    then H is called a П-subgroup of 

G. A П-subgroup H of G is called a Hall  
П-subgroup of G if (| : |) = .G H    

In this paper, we prove the following result. 
Theorem 0.1. Let G be a group. If H is a Hall 

П-subgroup of G, then the set of all strongly  
-subnormal subgroups of G which permute with H 
forms a sublattice in (G). 

Taking in Theorem 0.1 = ,H G  we get from 
this theorem the following two results. 

Corollary 0.2 (A.N. Skiba [6]). The set of all 
strongly -subnormal subgroups of G forms a 
sublattice in (G). 

Corollary 0.3. Let G be a group. If H is a Hall 
П-subgroup of G, then the set of all strongly  
-subnormal subgroups of G which permute with H 
forms a sublattice in (G). 

Let us recall that G is said to be: (i) a D -group 

if G possesses a Hall π-subgroup E and every  
π-subgroup of G is contained in some conjugate of 
E; (ii) a -full group of Sylow type [2] if every sub-
group E of G is a 

i
D -group for every ( ).i E   

In view of [8, Theorem 1.2.14], every Sylow 
permutable subgroup of G is strongly subnormal in 
G. On the other hand, if G is a -full group of Sylow 
type, then every -pemutable subgroup is strongly 
-subnormal in G by Theorem B in [2]. Therefore, 
since the intersection of any set of sublattices of a 
lattice is a sublattice of this lattice, we also get from 
Theorem 0.1 the following two known results. 

Corollary 0.4 (Kegel [9]). The set of all Sylow 
permutable subgroups of G forms a sublattice in 
(G). 

Corollary 0.5 (A.N. Skiba [2]). If G ia a -full 
group of Sylow type, then the set of all -permutable 
subgroups of G forms a sublattice in (G). 

 
1 Lemmas used 
Lemma 1.1 (A.N. Skiba [2]). The class ,N  of 

all -nilpotent groups, is a hereditary Fitting forma-
tion.  

Lemma 1.2 [5, Ch. A, Proposition 1.6]. Let 
,A B  and H  be subgroups of G. If =AH HA  and 

= ,BH HB  then , = , .A B H H A B      

We use ( )O G  to denote the subgroup of G 

generated by all its  -subgroups, where 
= \ ;    ( )O G  is the product of all normal  

П-subgroups of G. 
Lemma 1.3 (A.N. Skiba [2, Lemma 2.6]). If A 

is -subnormal in G and (| : |)G A   -number, 

then ( ) = ( ).O A O G   
 
2 Proof of Theorem 0.1 
Proof. Let us assume that this theorem is false 

and let G be a counterexample of minimal order. 
Let  be the set of all strongly -subnormal 

subgroups L of G which permute with H. 
Let ,A B  and let = , ,K A B   = .V A B  

First we show that K is strongly -subnormal 
in G. By hypothesis, /G

GA A  is -nilpotent. There-

fore, in view of the isomorphisms  
( ) / / ( )G G G

G G G G G GA A B A B A A A B   

= / ( )G G
G GA A A B   

( / ) / ( ( ) / ),G G
G G G AA A A A B A  

we get that  
( ) /G

G G G GA A B A B N  

since the class N  is closed under taking homomor-

phic images by Lemma 1.1. 
Similarly, we can get that  

( ) / .G
G G G GB A B A B N  

Moreover,  
/ =

( ( ) / )( ( ) / )

G G
G G

G G
G G G G G G G G

A B A B

A A B A B B A B A B
 

and so, we have  
/G G

G GA B A B N  

since the class N  is a Fitting formation by Lemma 

1.1. 
Next note that , =G G GA B A B   and 

, .G G GA B A B    Therefore we get that  

, / ,G
GA B A B     N  

since the class N  is closed under taking homomor-

phic images by Lemma 1.1. Hence ,A B   is 

strongly -subnormal in G. 
Moreover, in view of Lemma 1.2,  
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, = ,A B H H A B     
since =AH HA  and =BH HB  by the choice of A  
and .B  Therefore .K   

Now we show that .V   First note that  
( ) = .G G GA B A B   

On the other hand, from the isomorphism  
( ) / ( ) =

( ) / ( )

G G G
G

G G G G
G

A B A B

A B A B A

 

    
 

( ) / /G G G
G G GA B A A A A   

we get that  
( ) / ( )G G G

GA B A B   N  

since the class N  is closed under taking normal 

subgroup by Lemma 1.1. Similarly, we get that  
( ) / ( ) .G G G

GB A B A   N  

But then we get that  
 ( ) / ( )G G

G GA B A B   N  

since the class N  is a formation by Lemma 1.1. 

It is also clear that  
( ) .G G GA B A B    

Therefore we get that  
( ) / ( ) .G

GA B A B   N  

Therefore A B  is strongly -subnormal in G. 
Finally, we show that =V A B  is permutable 

with H. Let us assume that this is false. Then G is 
not a П-group, since otherwise we have =H G  and so  

= ( ) = ( ).G A B H H A B   

First, let us assume that := ( ) 1.GR A B   Then  

( / ) / ( / ) = ( / ) / ( / ) /G G G
G G GA R A R A R A R A A  

is -nilpotent, so /A R  is strongly -subnormal in 
/ .G R  Similarly, /B R  is strongly -subnormal in 
/ .G R  It is also clear that /HR R  is a Hall  

П-subgroup of /G R  and /A R  and /B R  permute 
with / ,HR R  so the choice of G implies that  

(( ) / )( / ) =

(( / ) ( / ))( / ) =

( / )(( / ) ( / ))

A B R HR R

A R B R HR R

HR R A R B R


 
  

 

= ( / )(( ) / ).HR R A B R  

But then  
( ) = ( ) = ( ) = ( ),A B H A B HR HR A B H A B     

which is a contradiction. 
Thus, ( ) = 1,GA B  so ( )GA B  is -nilpo-

tent and hence ( ) = ,GA B V W   where W is a Hall 

П-subgroup of ( ) .GA B  Then .W H  It is also 

clear that = ,A B L K   where K is a Hall П-sub-
group of A B  and that .K H  Moreover,  

= ( ) = ( ).L O A B O A B
   

Now we show that ( ).GH N L  Indeed, we 

have ( ( ))GH N O A  and ( ( ))GH N O B  by 

Lemma 1.3, so ( ( ) ( )).GH N O A O B    

Now observe that ( ) ( )O A O B   is normal 

in A B  and from  
( ) / ( ( ) ) ( ) ( ) / ( )A B A O A B A B O A O A       

and  
( ) / ( ( ) ) ( ) ( ) / ( )A B B O B A A B O B O B       

we get that  

( ) / ( ( ) ( )) =

( ) / (( ( ) ) ( ( ) ))

A B O A O B

A B A O A B B O B A

 

 

 

      
 

is a П-group. Hence  
= ( ) = ( ( ) ( )),L O A B O O A O B 

     

so ( ).GH N L  

Since = ,A B L K   where K H  and 

( ),GH N L  we have  

( ) = ( ) = = =

( ) = ( ),

A B H L K H LH HL

H L K H A B

 
  

 

a contradiction. Therefore ,V   so   is a sublat-

tice of the lattice ( ).G                                                        
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AN ANALOGUE OF THE EULER EQUATION AND NECESSARY CONDITIONS 

FOR SECOND-ORDER OPTIMALITY IN ONE TWO-STAGE CONTROL 
PROBLEM FOR INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS OF VOLTERRA TYPE 

K.B. Mansimov1,2, A.F. Mansimzade1 
1Baku State University 
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Аннотация. Рассматривается одна двухэтапная (ступенчатая) задача оптимального управления, описываемая на двух 
отрезках времени различными интегро-дифференциальными уравнениями типа Вольтерра. При предположении  
открытости области управления вычислены первая и вторая вариации функционала качества типа Больца. Получен 
аналог уравнения Эйлера (необходимое условие оптимальности первого порядка). Используя условие не отрицатель-
ности второй вариации функционала качества вдоль оптимального управления, доказан ряд конструктивно  
проверяемых необходимых условий оптимальности второго порядка. Изучен случай классически особых управлений. 
 
Ключевые слова: ступенчатая задача оптимального управления, интегро-дифференциальное уравнение типа  
Вольтерра, вариация функционала, аналог уравнения Эйлера, оптимальное управление, особое в классическом смысле 
управление. 
 
Для цитирования: Мансимов, К.Б. Аналог уравнения Эйлера и необходимые условия оптимальности второго порядка 
в одной двухступенчатой задаче управления интегро-дифференциальными уравнениями типа Вольтерра /  
К.Б. Мансимов, А.Ф. Мансимзаде // Проблемы физики, математики и техники. – 2025. – № 4 (65). – С. 75–84. – DOI: 
https://doi.org/10.54341/20778708_2025_4_65_75. – EDN: OBWYCA 
 
Abstract. We consider one two-stage (step) optimal control problem, described in two-time intervals by various Volterra-type 
integro-differential equations. Under the assumption that the control domain is open, the first and second variations of the 
Boltz-type quality functional are calculated. An analogue of the Euler equation (first order necessary optimality condition) has 
been received. Using the condition of non-negativity of the second variation of the quality functional along the optimal control, 
a number of constructively verifiable necessary conditions for second-order optimality are proved. The case of classically  
singular controls is studied. 
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Введение 
Многие процессы являются многоэтапными 

(их называют также ступенчатыми) [1]–[6]. По-
добные процессы в различных отрезках времени 
описываются различными уравнениями. В рабо-
тах [1]–[6] и др. исследованы ряд ступенчатых 
задач оптимального управления, описываемые 
обыкновенными дифференциальными уравне-
ниями. В этих работах доказаны аналоги прин-
ципа максимума Л.С. Понтрягина. 

Как известно (см., напр., [7]–[9]), многие 
модели управляемых динамических систем 

описываются интегро-дифференциальными ура-
внениями типа Вольтерра.  

Выводу ряда необходимых условий опти-
мальности первого порядка типа принципа мак-
симума Понтрягина в задачах оптимального уп-
равления, описываемых интегро-дифференциаль-
ными уравнениями, посвящены работы [10]–[12]. 

В работе [13] была рассмотрена одна сту-
пенчатая задача оптимального управления, опи-
сываемая на различных отрезках времени нели-
нейными интегро-дифференциальными уравне-
ниями.  
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Был доказан аналог принципа максимума, а 
в случае выпуклости областей управления уста-
новлен аналог линеаризованного условия макси-
мума. 

В предлагаемой работе аналогичная задача 
(т. е. задача оптимального управления из [13]) 
исследуется при предположении открытости об-
ластей управления.  

Получен аналог уравнения Эйлера (необхо-
димое условие оптимальности первого порядка) 
[14], [15] и установлено общее необходимое ус-
ловие оптимальности второго порядка, носящее 
конструктивный характер. 

Отдельно изучен случай особых, в класси-
ческом смысле (см., например, [16]–[18]), управ-
лений. 

 
1 Постановка задачи 
Предположим, что  1 0 1, ,T t t   1 1 2,T t t  

0 1 2( )t t t   – заданные отрезки, 1 2,r qU R U R   – 
заданные непустые, ограниченные и открытые 
множества. 

Допустим, что ступенчатый процесс описы-
вается двумя системами нелинейных интегро-
дифференциальных уравнений типа Вольтерра 

1 1 1 1( ) ( , ( ), ( ))x t f t x t u t   

0

1 1 1 1( , , ( ), ( )) , ,
t

t

K t x u d t T               (1.1) 

 1 0 10 ,x t x                         (1.2) 

2 2 2 2( ) ( , ( ), ( ))x t f t x t u t   

1

2 2 2 2( , , ( ), ( )) , .
t

t

K t x u d t T              (1.3) 

 2 1 1 1( ( )).x t G x t                   (1.4) 

Здесь ( , , ),i i if t x u  ( , , , ),i i iK t x u  1, 2i   – за-

данные n-мерные вектор-функции, непрерывные 
по совокупности переменных вместе с частными 
производными по ( , ), 1, 2i ix u i   до второго по-

рядка включительно,  1G x  – дважды непрерыв-

но-дифференцируемая n-мерная вектор-функция, 

10x  – постоянный вектор, 1( )u t   2 ( )u t  –  

 r q -мерный кусочно-непрерывный вектор уп-

равляющих функций со значениями из множест-
ва  1 2 ,U U  т. е.  

1 1 1( ) , ,nu t U R t T    

2 2 2( ) , .qu t U R t T                  (1.5) 

Такие управляющие функции назовем до-
пустимыми управлениями, пару  1 2( ), ( )u t u t  – 

допустимым управлением. 
Будем предполагать, что каждому допусти-

мому управлению  1 2( ), ( )u t u t  соответствует 

единственное кусочно-гладкое (в смысле,  

например, [14]) решение  1 2( ), ( )x t x t  задачи 

(1.1)–(1.4). 
На решениях задач (1.1), (1.2) и (1.3), (1.4), 

порожденных всевозможными допустимыми 
управлениями, определим функционал типа 
Больца 

1

0 0

1 2 1 1 1 2 2 2

1 1 1

( , ) ( ( )) ( ( ))

( , , ( ), ( ))
t t

t t

J u u x t x t

F t x u d dt
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 
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 
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2

1 1

2 2 2( , , ( ), ( )) .
t t

t t

F t x u d dt
 

      
 
           (1.6) 

Здесь ( ), 1, 2i ix i   – заданные дважды не-

прерывно-дифференцируемые скалярные функ-
ции, ( , , , ),i i iF t x u  1,2i   – скалярные функции, 

непрерывные по совокупности переменных вме-
сте с частными производными по ( , ), 1,2i ix u i   

соответственно. 
Допустимое управление  1 2( ), ( ) ,u t u t  дос-

тавляющее минимальное значение функционалу 
(1.6) при ограничениях (1.1)–(1.5), назовем оп-
тимальным управлением, а соответствующий 
процесс  1 2 1 2( ), ( ), ( ), ( )u t u t x t x t  – оптимальным 

процессом.  
Целью настоящей работы является вывод 

необходимых условий оптимальности первого и 
второго порядков в рассматриваемой задаче оп-
тимального управления. 

 
2 Формула приращения второго порядка 

критерия качества 
Пусть  1 2 1 2( ), ( ), ( ), ( )u t u t x t x t  – некоторый 

допустимый процесс, 

 1 1 1( ) ( ) ( ),u t u t u t    2 2 2( ) ( ) ( ),u t u t u t    

1 1( ) ( )x t x t 1( ),x t  2 2 2( ) ( ) ( )x t x t x t    
– произвольный допустимый процесс.  

Запишем приращение функционала (1.6), 
отвечающее допустимым управлениям 

 1 2( ), ( )u t u t  и  1 2( ), ( ) :u t u t  
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F t x u
 




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   


    





  

 

( , , ( ), ( )) .i i iF t x u d dt

    



         (2.1) 

В силу введенных обозначений ясно, что 
приращения 1 2( ), ( )x t x t   траекторий 1( )x t  и 

2 ( )x t  будут соответственно решениями задач 

 1 1 1 1 1 1 1( , ( ), ( )) ( , ( ), ( ))x t f t x t u t f t x t u t     
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 
0

1 1 1 1 1 1( , , ( ), ( )) ( , , ( ), ( )) ,
t

t

K t x u K t x u d         (2.2) 

 1 0 0,x t                           (2.3) 

 2 2 2 2 2 2 2( , ( ), ( )) ( , ( ), ( ))x t f t x t u t f t x t u t     

 
1

2 2 2 2 2 2( , , ( ), ( )) ( , , ( ), ( )) ,
t

t

K t x u K t x u d         (2.4) 

 2 1 1 1 1 1( ( )) ( ( )).x t G x t G x t             (2.5) 

Пусть ( ), 1, 2i t i   – пока неизвестные  

n-мерные кусочно-гладкие вектор-функции. 
Применяя формулу Дирихле (см., например, 

[15]) доказывается, что  
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
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      (2.6) 
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      (2.7) 
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
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
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
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


  


 
            (2.9) 

Далее, учитывая  начальные условия (2.3) и 
(2.5), получаем, что 

   
1

0

1 1

t

t

t x t dt     

       
1

0

1 1 1 1 1 1 ,
t

t

t x t t x t dt             (2.10) 

       
2

1

2 2 2 2 2 2

t

t

t x t dt t x t         

      
2

1

2 1 1 1 1 1 2 2( ( )) ( ( )) .
t

t

t G x t G x t t x t dt       (2.11) 

Введем аналоги функции Гамильтона – 
Понтрягина в виде 

 

( , ( ), ( ), ( )) ( ) ( , ( ), ( ))

( , , ( ), ( ))

( , , ( ), ( )) , 1, 2.

i

i

i i i i i i i i

t

ii i i i

t

t

i i i

t

H t x t u t t t f t x t u t

K t x t u t d

F t x t u t d i

   
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   





 

Учитывая тождества (2.7)–(2.11), а также 
введенные обозначения, приращение (2.1) функ-
ционала (1.6) записывается в виде 

        
2

1 2
1
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i

J u u x t x t
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
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2
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i

t
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
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   

       
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i

t
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t x t t x t dt


 

            

  2 1 1 1 1 1( ( )) ( ( )) .t G x t G x t        (2.12) 

Введем обозначение 

    2 1 1 2 1 1, ( )M t x t G x    

и преобразуем отдельные слагаемые в формуле 
приращения (2.12). 

Используя формулу Тейлора, получим, что 

          i i i

i i i i i i i i
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 
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i
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x
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(2.13) 

1, 2,i   

( , ( ), ( ), ( )) ( , ( ), ( ), ( ))i i i i i i i iH t x t u t t H t x t u t t     
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  2

2 ( ) ( ) , 1,2,i i io x t u t i        (2.14) 

         2 1 1 1 2 1 1 1, ,M t x t M t x t     
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 2

5 1 1( ) .o x t                   (2.15) 

Здесь   – норма вектора 1 2( , ,..., ) ,n       

определяемая формулой 
1

,
n

i
i

    а 2( )o   – 

величина более высокого порядка малости, чем 

2 ,  т. е. 
2

2

( )
0

o 



 при 0.   

Учитывая разложения (2.13)–(2.15), форму-
ла приращения (2.12) функционала (1.6) будет 
иметь вид: 
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Предположим, что вектор-функции   ,i t  

1, 2i   являются решениями линейных интегро-
дифференциальных уравнений 
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Тогда формула приращения (2.16) принима-
ет вид 
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Из результатов работы [13] следует, что при 
сделанных предположениях в случае 2 ( ) 0u t   

 
1

0

1 1 1 1( ) , ,
t

t

x t L u d t T               (2.19) 

 
1

0

2 2 1 2( ) , ,
t

t

x t L u d t T              (2.20) 

0, 1, 2.iL const i    

В случае, когда 1( ) 0,u t   2 ( ) 0,u t   име-

ют место оценки: 

 1 10, ,x t t T    

 
1

1

2 3 2 2( ) , ,
t

t

x t L u d t T           (2.21) 

3 0.L const   

Используя эти оценки, с помощью формулы 
приращения (2.18), найдем выражения первой и 
второй вариаций функционала качества. 
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3 Вариации функционала 
В силу независимости управляющих функ-

ций, полагая  2 ( ) 0,u t   определим 1( )u t  сле-

дующим специальным образом 

   1 1 1; , .u t u t t T                   (3.1) 

Здесь ε – достаточно малое по абсолютной 
величине число, а  1 1,ru t R t T    – произволь-

ная, кусочно-непрерывная вектор-функция. 
Через  1 ; ,x t    2 ;x t   обозначим 

специальные приращения траекторий  1x t  и 

 2 ,x t  отвечающие специальному приращению 

(3.1) управляющей функции  1 .u t  

Из оценок (2.19) и (2.20) следует, что 

 1 ;x t   и  2 ;x t   имеют порядок малости ε. 

Из задач Коши (2.2), (2.3) и (2.4), (2.5) полу-
чаем, что  1x t  и  2x t  являются решениями 

следующих линеаризованных задач Коши: 

   

   

1 1 1
1 1

1

1 1 1
1 6

1

( , ( ), ( ))

( , ( ), ( ))
( ) ( )i i

f t x t u t
x t x t

x

f t x t u t
u t o x t u t

u


   




      



 

 
0

1 1 1
1

1

( , , ( ), ( ))t

t

K t x u
x

x

    
    
  

 1 1 1
1

1

( , , ( ), ( ))K t x u
u d

u

   
     

 

 
0

7 1 1( ) ( ) ,
t

t

o x u d                  (3.2) 

 1 0 0,x t                         (3.3)   

   

   

2 2 2
2 2

2

2 2 2
2 8 2

2

( , ( ), ( ))

( , ( ), ( ))
( )

f t x t u t
x t x t

x

f t x t u t
u t o x t

u


   




    



 

 
1

2 2 2
2

2

( , , ( ), ( ))t

t

K t x u
u d

x

   
    

  

 
1

9 2 ( ) ,
t

t

o x d                    (3.4) 

   1 1
2 1 1 1 10 1 1

1

( ( ))
( ) ( ) .

G x t
x t x t o x t

x


   


 (3.5) 

Заметим, что при 1( ) 0u t   линеаризован-

ная задача для 2 ( )x t  имеет вид: 

   2 2 2
2 2

2

( , ( ), ( ))f t x t u t
x t x t

x


   


  

 2 2 2
2

2

( , ( ), ( ))f t x t u t
u t

u


  


 

 11 2 2( ) ( )o x t u t      

 

 
1

2 2 2
2

2

2 2 2
2

2

( , , ( ), ( ))

( , , ( ), ( ))

t

t

K t x u
x

x

K t x u
u

u

    
    

   
   




 

 12 2 2( ) ( ) ,o x u d


      


        (3.6) 

 2 1 0.x t                          (3.7) 

Учитывая формулу (3.1) и того, что при 

этом  1 ;x t   и  2 ;x t   имеют порядок ма-

лости ε, с помощью задач (3.2), (3.3) и (3.4), (3.5) 
доказывается следующее утверждение 

Лемма 3.1. Для  1 ; ,x t    2 ;x t   имеют 

место следующие разложения: 

     1 1 13; ; ,x t x t o t               (3.8) 

     2 2 14; ; .x t x t o t               (3.9) 

Здесь  1x t  и  2x t  являются решениями 

уравнений в вариациях 

   1 1 1
1 1

1

( , ( ), ( ))f t x t u t
x t x t

x


   




 1 1 1
1

1

( , ( ), ( ))f t x t u t
u t

u


  


 

 
0

1 1 1
1

1

( , , ( ), ( ))t

t

K t x u
x

x

    
    
  

 1 1 1
1

1

( , , ( ), ( ))
,

K t x u
u d

u

   
    

     (3.10) 

 1 0 0,x t                        (3.11) 

   2 2 2
2 2

2

( , ( ), ( ))f t x t u t
x t x t

x


   


  

 
1

2 2 2
2

2

( , , ( ), ( ))
,

t

t

K t x u
x d

x

   
   

      (3.12) 

  1 1
2 1 1 1

1

( ( ))
( ).

G x t
x t x t

x


  


         (3.13) 

Положим 1( ) 0,u t   тогда 2 ( )u t  опреде-

лим по формуле 

   2 2 2; , .u t u t t T              (3.14) 

Здесь,   – достаточно малое по абсолютной 

величине число, а  2 2,qu t R t T    произволь-

ная, кусочно-непрерывная и ограниченная век-
тор-функция (допустимая вариация управления 

2 ( )).u t  

Через  2 ;x t   обозначим специальное 

приращение траектории  2 ,x t  отвечающие спе-

циальному приращению (3.14) управляющей 
функции  2 .u t  

При этом, с помощью линеаризованной сис-
темы (3.6), (3.7) доказывается 
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Лемма 3.2. Для  2 ;x t   имеет место сле-

дующее разложение: 

     2 10; ; .x t y t o t               (3.15) 

Здесь  y t  является решением задачи 

   

 

2 2 2

2

2 2 2
2

2

( , ( ), ( ))

( , ( ), ( ))

f t x t u t
y t y t

x

f t x t u t
u t
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
 




  



 

 
1

2 2 2

2

( , , ( ), ( ))t

t

K t x u
y

x

    
   
  

 2 2 2
2

2

( , , ( ), ( ))
,

K t x u
u d

u

   
    

    (3.16) 

 1 0.y t                        (3.17) 

Используя формулы (3.1), (3.14), (3.8), (3.9) 
и (3.15), из формулы приращения (2.18) получа-
ем справедливость разложений 

   1 1 2 1 2, ,J u u u J u u     

1

0

1 1 1 1
1

1
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t

t
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u t dt

u
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   

  
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(3.18) 

   1 2 2 1 2, ,J u u u J u u    
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2( ).o                              (3.19) 

Из разложений (3.18) и (3.19) следует, что 
первая и вторая вариации функционала (1.6) 
имеют соответственно вид: 

 1
1 2 1, ;J u u u    

1

0

1 1 1 1
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 (3.23) 

 
4 Необходимые условия оптимальности 
Доказанные выражения первой и второй ва-

риации функционала качества (1.6) позволяют 
установить необходимые условия оптимальности 
первого и второго порядков. 

В силу открытости областей управления 
вдоль оптимального управления  1 2( ), ( )u t u t  

первые вариации функционала должны равнять-
ся нулю. Поэтому из формул (3.20) и (3.21) по-
лучаем, что вдоль оптимального управления 
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 1 2( ), ( ) ,u t u t  для всех  1 1,ru t R t T    и 

 2 2,qu t R t T    
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Из этих соотношений, в силу произвольно-
сти  1u t  и  2 ,u t  следует 

Теорема 4.1. Для оптимальности допусти-
мого управления  1 2( ), ( )u t u t  необходимо, чтобы 

соотношения 
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H x u
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
         (4.1) 

2 2 2 2
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( , ( ), ( ), ( ))
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H x u

u
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


         (4.2) 

выполнялись для всех  0 1,t t  и  1 2,t t  со-

ответственно. 
Соотношения (4.1) и (4.2) являются необхо-

димыми условиями оптимальности первого по-
рядка и представляют собой аналог уравнения 
Эйлера из классического вариационного исчис-
ления (см., например, [2]–[4]). 

Каждое допустимое управление  1 2( ), ( ) ,u t u t  

являющееся решением уравнения Эйлера (4.1) и 
(4.2), следуя, например, [4], назовем классиче-
ской экстремалью.  

Для сужения множества классических экс-
тремалей надо иметь необходимые условия оп-
тимальности второго порядка, носящие конст-
руктивный характер. 

Из выражений (3.22), (3.23) вторых вариа-
ций функционала качества (1.6) следует, что для 
оптимальности классической экстрема-
ли,  1 2( ), ( )u t u t  необходимо, чтобы неравенства 
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выполнялись для всех допустимых вариаций 

 1u t  и  2u t  классической экстремали 

 1 2( ), ( ) .u t u t  

Как видно, необходимые условия опти-
мальности (4.3) и (4.4.) носят неявный характер. 
Поэтому их практическая ценность невелика. 

Учитывая это, получим необходимые усло-
вия оптимальности явно выраженные через па-
раметры рассматриваемой задачи оптимального 
управления. 

Пусть  1 ,F t   и  2 , ( )F t n n   матричные 

функции, являющиеся решениями матричных 
интегро-дифференциальных уравнений 
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 1 , ,F t t E   2 , .F t t E  

Здесь E  единичная матрица. 
Имеет место следующее утверждение 
Лемма 4.1. Решения задач (3.10), (3.11), 

(3.12), (3.13) и (3.16), (3.17) имеют вид: 
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Учитывая формулы (4.5) и (4.6), получим 
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Введя обозначения  
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формулы (4.5), (4.6) и (4.7) записываются в виде 
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Полученные формулы позволяют доказать 
конструктивно проверяемые необходимые усло-
вия оптимальности второго порядка. 

Преобразуем отдельные слагаемые в нера-
венствах (4.3), (4.4). 

Используя (4.8) и (4.9) доказывается, что  
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Далее используя (4.10) доказывается, что  
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Введем обозначения 
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Учитывая доказанные тождества (4.11)–
(4.18) и обозначения (4.19), (4.20) в неравенствах 
(4.3), (4.4), получим справедливость неравенств 
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Теорема 4.2. Для оптимальности классиче-
ской экстремали  1 2( ), ( )u t u t  необходимо, что-

бы неравенства (4.21) и (4.22) выполнялись для 
всех  1 1,ru t R t T    и  2 2,qu t R t T    соот-

ветственно. 
Эти неравенства (необходимые условия оп-

тимальности второго порядка) являются общими. 
Из них, используя произвольность допусти-

мых вариаций  1u t  и  2u t , можно получить 

ряд новых необходимых условий оптимальности. 
Cледствием теоремы 4.2 является 
Теорема 4.3. Для оптимальности классиче-

ской экстремали  1 2( ), ( )u t u t  необходимо, что-
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выполнялись для всех 1 ,rv R   0 1,t t  и 

2 ,qv R   1 2,t t  соответственно. 

Неравенства (4.23) и (4.24) являются анало-
гом условия Лежандра – Клебша (см., например, 
[4]) для рассматриваемой задачи оптимального 

управления из классического вариационного ис-
числения. 

Как видно, аналог условия Лежандра – 
Клебша менее информативен, чем условия опти-
мальности (4.21) и (4.22). 

Более того, во многих задачах оптимального 
управления аналог условия Лежандра – Клебша 
может вырождаться (см., например, [4]–[6]). 

Определение 4.1. Классическую экстремаль 

 1 2( ), ( )u t u t  назовем особой, в классическом 

смысле в рассматриваемой задаче, если соотно-
шения 
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выполняются для всех 1 ,rv R   0 1,t t  и 

2 ,qv R   1 2,t t  соответственно. 

Получим необходимое условие оптимально-
сти особых, в классическом смысле, управлений. 

Пусть  1 2( ), ( )u t u t  особое, в классическом 

смысле, оптимальное управление.  
В силу произвольности допустимых вариа-

ций   1 ,u t  2u t  управления  1 2( ), ( ) ,u t u t  

полагая 2 ( ) 0,u t   1( )u t  определим по формуле  

 
 
 

1

1

1

, , ,
;

0, \ , .

v t
u t

t T

       
   

      (4.25) 

Здесь 1
rv R  – произвольный вектор, 

 0 1,t t  произвольная точка непрерывности 

управления 1( ),u t  а ε > 0 произвольное малое 

число, такое, что 1.t    

Учитывая формулу (4.25), определение осо-
бого, в классическом смысле, управления 1( ),u t  

из неравенства (4.21) получим, что 
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2
1 1
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1 1
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Разделяя обе части этого неравенства на 2  
и переходя к пределу при 0,   получим, что  

 
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1 1
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(4.26) 

Полагая 1( ) 0,u t   допустимую вариацию 

2 ( )u t  управления определим по формуле 
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     (4.27) 
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Здесь 2
qv R  произвольный вектор, 

 1 2,t t  произвольная точка непрерывности 

управления 2 ( ),u t  а   > 0 произвольное малое 

число, такое, что 2.t   

Учитывая формулу (4.27) в неравенстве 
(4.22), получим, что 

 
2

2 2 2 2 2
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H x u
v K

u x

              
 

 2 2, 0.Q v


     
              (4.28) 

Отсюда в силу произвольности   > 0 при-

ходим к неравенству   

 
2

2 2 2 2
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 2 2, 0.Q v


   
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               (4.29) 

Следовательно, доказана 
Теорема 4.4. Для оптимальности особого,  

в классическом смысле, управления  1 2( ), ( )u t u t  

необходимо, чтобы неравенства (4.28) и (4.29) 
выполнялись для всех 1 ,rv R   0 1,t t  и 

2 ,qv R   1 2,t t  соответственно. 
 

Заключение 
Рассматривается двухэтапная задача опти-

мального управления, описываемая на различ-
ных отрезках времени различными интегро-
дифференциальными уравнениями типа Воль-
терра. Начальное условие второго уравнения 
связано с конечным значением решения первого 
уравнения. 

При предположении открытости областей 
управления получен аналог уравнения Эйлера 
(необходимое условие оптимальности первого 
порядка).  

Установлено общее необходимое условие 
оптимальности второго порядка, позволяющее 
получить ряд конструктивно проверяемых необ-
ходимых условий оптимальности второго поряд-
ка, в частности, необходимое условие оптимально-
сти особых, в классическом смысле управлений. 
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ON THE PROPERTIES OF VANADIUM OXIDE THIN FILMS 
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Аннотация. Исследован процесс магнетронного распыления ванадиевой мишени в среде аргона и кислорода. Получены 
гистерезисные зависимости изменения тока катода от содержания кислорода и мощности распыления. Температурный 
коэффициент сопротивления полученных тонких пленок оксида ванадия при их удельном сопротивлении до 0,1 Ом∙м 
достигает 2,6% / °С. Установлено, что наиболее подходящие пленки оксида ванадия для инфракрасных фотоприемных 
устройств имеют аморфную структуру с кристаллическими фазами. 
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Введение  
В настоящее время микроболометры широ-

ко используются в различных сферах и их произ-
водство с каждым годом увеличивается [1]. 
Микроболометр представляет собой детектор 
инфракрасного излучения, состоящий из матри-
цы терморезисторов и интегральной системы 
считывания. В качестве термочувствительного 
слоя используются такие материалы, как оксид 
ванадия и аморфный кремний [2]. Наибольшее 
распространение получили микроболометры с 
терморезисторами на основе оксида ванадия 
ввиду того, что данный материал обладает высо-
ким отрицательным температурным коэффици-
ентом сопротивления (ТКС) при невысоком 
удельном сопротивлении [3]. Терморезисторы 
могут изготавливаться на основе тонких пленок 
оксида ванадия с температурным коэффициен-
том сопротивления более 2% / °С и удельным 
сопротивлением менее 0,1 Ом∙м, измеренными 
при температуре 25° С [3], [4]. Для получения 
требуемых пленок оксида ванадия применим 

метод реактивного магнетронного распыления 
[5], [6]. Разрядные параметры, ток и напряжение 
катода (мишени) магнетронной распылительной 
системы (МРС) определяют свойства наносимых 
пленок. При этом ванадий с кислородом образу-
ет множество соединений, описываемых рядом 
Магнели, с постоянной валентностью ванадия от 
2 до 5 и соединений с переменной валентностью 
ванадия, насчитываемых более 15 [7], [8]. В свя-
зи с этим получение тонких пленок оксида вана-
дия магнетронным распылением представляет 
собой сложный процесс, требующий точных на-
строек технологического процесса.  

Целью данной работы является исследова-
ние режимов магнетронного распыления вана-
диевой мишени в среде аргона и кислорода для 
последующего применения полученных тонких 
плёнок в микроболометрах. В рамках работы 
планируется исследовать влияние параметров 
осаждения на структурные свойства и электро-
физические характеристики тонких плёнок окси-
да ванадия. 

ТЕХНИКА
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1 Материалы и методика исследования 
Пленки оксида ванадия были получены ме-

тодом импульсного реактивного магнетронного 
распыления. Распыление проводилось из мише-
ни ванадия (чистота 99,5%) в среде аргона (Ar) и 
кислорода (O2). Импульсный режим распыления 
позволяет снизить накопление отрицательного 
заряда на поверхности мишени и повысить ста-
бильность процесса нанесения. Блок питания 
МРС работал в режиме стабилизации мощности. 
Во всех режимах распыления фиксированными 
параметрами были частота отрицательных им-
пульсов 100 кГц, длительность положительных 
импульсов 1 мкс, рабочее давление в камере 
0,6 Па. В качестве подложки использовались 
кремниевые пластины с термическим оксидом 
кремния. Перед нанесением пленок оксида вана-
дия исследовались зависимости тока катода МРС 
от расхода О2 в смеси Ar / O и мощности распы-
ления.  

Рентгеноструктурный анализ пленок прово-
дился на рентгеновском дифрактометре Ultima 
IV. Фазовый состав оксида ванадия изучался ме-
тодом спектроскопии комбинационного рассея-
ния на Рамановском микроскопе Confotec NR500 
с длиной волны лазера 633 нм при мощности 
1,5 мВт. Толщину и морфологию поверхности 
пленок оксида ванадия определяли с помощью 
растрового электронного микроскопа (РЭМ) 
HITACHI S-4800 и атомно-силового микроскопа 
(АCM) NTEGRA Prima. Поверхностное сопро-
тивление пленок оксида ванадия измеряли четы-
рехзондовым методом. Удельное сопротивление 
пленок рассчитывали, исходя из известной тол-
щины и величины поверхностного сопротивле-
ния. Температурный коэффициент сопротивле-
ния пленок оксида ванадия рассчитывался из 
уравнения [9]: 

2

1
,

dR E

R dT kT


                      (1.1) 

где ΔE – энергия активации; k – постоянная 
Больцмана; T – температура. 

Отношение энергии активации к постоян-
ной Больцмана определяется из зависимости по-
верхностного сопротивления от температуры: 

0( ) exp ,
E

R T R
kT

   
 

   (1.2) 

где R(T) – функция поверхностного сопротивле-
ния от температуры; R0 – поверхностное сопро-
тивление при нулевой температуре. 
 

2 Результаты и их обсуждение 
В данной работе показаны два подхода оп-

ределения рабочих параметров МРС для нанесе-
ния пленок оксида ванадия, применяемых в изго-
товлении терморезисторов.  

В первом подходе фиксированными пара-
метрами являлись мощность распыления 300 Вт, 

при общем расходе Ar и O2 
2Ar+ O( )Q  12 и 

40 см3/мин. Изменяемым параметром было со-
держание расхода О2 в среде Ar / O2. На рисунке 
2.1 показана зависимость тока катода МРС от 
расхода О2. Стрелками показано изменение тока 
катода при увеличении и уменьшении расхода 
О2, а штриховыми линиями необратимые пере-
ходы. 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Зависимость тока катода от О2 при 

2Ar+ OQ  12 и 40 см3/мин 

 
Из рисунка 2.1 видно, что зависимости тока 

катода от расхода О2 имеют гистерезисный ха-
рактер. С увеличением расхода О2 ток катода 
снижается, происходит локальное окисление по-
верхности мишени ванадия. При повышении 

2Ar+ OQ  ширина гистерезисной области уменьша-

ется. Это связано с увеличением количества по-
ложительных ионов Ar в плазме магнетронного 
разряда, повышением скорости распыления ок-
сидных слоев на мишени, и, в следствии, к более 
быстрому восстановлению мишени. Эти харак-
терные особенности указывают на то, что время 
пребывания реактивных частиц над мишенью 
является обратной функцией от скорости откач-
ки. При низких скоростях откачки потока реак-
тивные газовые частицы имеют достаточно вре-
мени, чтобы повлиять на состояние мишени. На-
пример, при фиксированном общем давлении, по 
мере увеличения расхода реактивного газа, необ-
ходимо увеличивать скорость откачки камеры.  
В результате изменения на поверхности мишени 
происходят тем быстрее, чем выше общий рас-
ход газов. Величина тока катода и ее положение 
на гистерезисной петле определяется отношени-
ем расхода реактивного газа O2 к расходу инерт-
ного газа Ar. 

Процесс реактивного распыления металли-
ческой мишени ванадия можно разделить на три 
режима в зависимости от массового расхода O2 и 
величины тока катода. Первый режим распыле-
ния определяется при малых расходах O2, а им-
педанс плазмы практически не изменяется. Это 
режим металлической мишени. Во втором режиме, 
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по мере увеличения расхода O2, происходит на-
сыщение O2 растущей пленки, и она способна 
меньше поглощать O2. Данный режим распыле-
ния является промежуточным и характеризуется 
гистерезисом тока катода от расхода O2. Возни-
кающий избыток O2 в камере приводит к окисле-
нию мишени и увеличению площади окисленной 
поверхности. Происходит уменьшение зоны рас-
пыления ванадиевой мишени, снижается поток 
ванадия на подложку, что приводит к снижению 
скорости нанесения. Эта последовательность 
событий в конечном итоге приводит к резкому 
увеличению импеданса плазмы до тех пор, пока 
мишень не приближается в предельное состоя-
ние. Площадь зоны распыления мишени значи-
тельно уменьшается, распыление происходит в 
режиме окисленной мишени.  

Во втором подходе фиксированным пара-
метром был расход 

2Ar+ O ,Q  равный 12 см3/мин. 

Изменяемым параметром была мощность распы-
ления при различном процентном содержании 
расхода О2 в среде Ar / O2. На рисунке 2.2 пред-
ставлены зависимости тока катода от мощности 
распыления.  

 

 
 

Рисунок 2.2 – Зависимость тока катода 
от мощности распыления 

 
Как видно из рисунка 2.2, зависимость тока 

катода от мощности распыления также характе-
ризуется гистерезисом. Для каждой зависимости 
тока катода от мощности при различном расходе 
O2 имеются переходы с резким изменением тока 
катода. Это границы перехода поверхности со-
стояния мишени из металлического в окисленное 
и окисленного в металлическое состояние. Мощ-
ность распыления, при которой происходят такие 
изменения, можно назвать граничной. В рас-
смотренных процентных содержаниях O2, в слу-
чае повышения мощности, поверхность мишени 
практически сразу переходит в окисленное со-
стояние, как на рисунке 2.1. Превышение мощ-
ности распыления приводит к резкому увеличе-
нию тока катода до величины, характерной для 
металлического состояния мишени (первая гра-
ничная мощность). В случае снижения мощности 

распыления мишень переходит из металлическо-
го состояния в окисленное и ток катода снижает-
ся. Происходит переход через вторую граничную 
мощность. В данном случае рабочий диапазон 
нанесения плёнок оксида ванадия располагается 
на обратной ветви тока катода при снижении 
мощности распыления. С увеличением содержа-
ния O2 наблюдается повышение граничной мощ-
ности. Данный характер зависимости объясняет-
ся конкурирующими процессами на поверхности 
мишени, ее распыления и окисления в среде 
Ar/O2. В плазме магнетронного разряда от мощ-
ности распыления, по-видимому, изменяется 
отношение образуемых ионов Ar к O2 из-за раз-
личной их степени ионизации. При постоянном 
расходе O2 выйти из режима окисленной мишени 
можно увеличением мощности распыления. 

Как в первом, так и во втором подходе клю-
чевым параметром является количество кисло-
рода в камере и его поддержание в стабильном 
состоянии. Для этого необходима газовая систе-
ма с регуляторами расхода газа (РРГ) с наи-
меньшим шагом и высокой стабильностью под-
держания заданного потока газа и рабочего дав-
ления.  

Для определения структуры и фазового со-
става пленок оксида ванадия был проведен рент-
геноструктурный анализ. На рисунке 2.3 показа-
ны рентгеновские дифракционные спектры нане-
сенных пленок оксида ванадия в различных ре-
жимах распыления мишени. 
 

 
 

Рисунок 2.3 – Рентгеновские дифракционные 
спектры пленок оксида ванадия 

 
В режиме распыления металлической ми-

шени на рентгеновских спектрах имеются выра-
женные пики кремниевой подложки и фазы VO. 
Данные пики оксида ванадия указывают на на-
личие в пленке кристаллических фаз. На спектре 
пленки, нанесенной в промежуточном режиме, 
наблюдается широкая полоса низкой интенсив-
ности на 35 градусах. Идентифицировать данную 
полосу с определённой фазой оксида ванадия не 
удалось, возможно, имеет место сложение не-
скольких пиков в один, на рисунке пик обозна-
чен как VOx. При нанесении пленок в режимах 
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промежуточной и окисленной мишени отчетли-
вых пиков оксида ванадия на спектрах не наблю-
дается, можно говорить, что пленки рентгеноа-
морфны. Это объясняется тем, что в этих режи-
мах нанесения ток катода меньше и растущая 
пленка бомбардируется ионами с меньшей энер-
гией, которой недостаточно для формирования 
кристаллических фаз оксида ванадия. 

Для определения фазового состава пленок 
оксида ванадия, в дополнение к рентгенострук-
турному анализу, было проведено исследование 
методом спектроскопии комбинационного рас-
сеяния. На рисунке 2.4 показаны спектры комби-
национного рассеяния нанесенных пленок окси-
да ванадия в различных режимах распыления 
мишени и подложки без пленки оксида ванадия. 
Математическая обработка полученных спектров 
комбинационного рассеяния не проводилась. 

 

 
 

Рисунок 2.4 – Спектры комбинационного 
рассеяния пленок оксида ванадия и подложки 

без пленки оксида ванадия 
 

На всех образцах с плёнкой оксида ванадия 
наблюдается повышенная интенсивность спек-
тральных линий, нанесенных в режиме металли-
ческой мишени в диапазоне 100–300 см-1, в ре-
жиме окисленной мишени 800–1000 см-1. Дан-
ный эффект возможен за счет шумов в результа-
те фотолюминесценции в пленках. Из получен-
ных результатов видно, что на спектрах образцов 
с пленками оксида ванадия можно выделить пик 
при 130 см-1, широкие пики в области 650 и 
880 см-1, которые относятся к связям V – O [10]. 
Ширина пика при 880 см-1 говорит о наличии в 
пленке аморфных фаз оксида ванадия. Другие 
ярко выраженные пики при 300, 520 и  
940–980 см-1 относятся к подложке Si / SiO2.  

Для определения морфологии поверхности 
и скола пленок оксида ванадия в различных ре-
жимах распыления мишени было проведено ис-
следование образцов с использованием РЭМ. 
Полученные изображения сколов пленок оксида 
ванадия на РЭМ представлены на рисунке 2.5. 

На представленных изображениях видно, 
что морфология поверхности пленок отличается 

при распылении мишени в различных режимах. 
Пленка, нанесенная в режиме металлической 
мишени, имеет столбчатую структуру. В режиме 
промежуточной мишени наблюдается структура 
из протяженных и округлых зерен и кристалли-
тов. В режиме окисленной мишени формируются 
сплошные пленки с небольшими кристалличе-
скими включениями. Такое изменение морфоло-
гии поверхности согласуется с рентгеновскими 
спектрами.  
 
 
 
 
 
а) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
б) 
 
 
 
 
 
 
 
 
в)
 

 

Рисунок 2.5 – Изображения сколов пленок 
оксида ванадия, полученные на РЭМ, 

нанесенные в различных режимах распыления 
мишени: а) металлическая, б) промежуточная, 

в) окисленная 
 

Изображения поверхности пленки оксида 
ванадия, полученные на АСМ, представлены на 
рисунке 2.6. 

Из полученных на АСМ изображений опре-
делялась шероховатость пленок по Ra. При пере-
ходе из режима распыления мишени от металли-
ческой к окисленной Ra снижается с 1,3 до 
0,8 нм. Такая низкая шероховатость поверхности 
характерна для аморфных пленок [11]. Можно 
утверждать, что пленки, нанесенные в режиме 
окисленной мишени, более аморфны, чем нане-
сенные в других режимах. 
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а) 

б) 

в) 

 

Рисунок 2.6 – Изображение поверхности пленок 
оксида ванадия, полученные на АСМ, 

нанесенные в различных режимах распыления 
мишени: а) металлическая, б) промежуточная, 

в) окисленная 
 

На основании проведенных исследований 
установлено, что методом импульсного магне-
тронного распыления формируются пленки ок-
сида ванадия смешанной аморфной и кристалли-
ческой структуры или преимущественно аморф-
ной структуры в зависимости от режима распы-
ления. 

Режимы распыления мишени определяют 
электрофизические параметры наносимых пле-
нок оксида ванадия. Для измерения ТКС пленок 
проводился их нагрев в диапазоне от 25 до 85° С. 
С повышением температуры их сопротивление 
уменьшается. Пленки оксида ванадия демонст-
рируют линейную зависимость поверхностного 
сопротивления от температуры в логарифмиче-
ском масштабе, коэффициент достоверности ап-
проксимации составляет более 0,98. Электрофи-
зические параметры пленок оксида ванадия 
представлены в таблице 2.1. Удельное сопротив-
ление ТКС пленок рассчитано при температуре 
25° С.  

 
Таблица 2.1 – Электрофизические парамет-

ры пленок оксида ванадия 
 

Режим распыления 
мишени 

Удельное сопро-
тивление, Ом·м 

ТКС, 
%/С 

металлическая ≤ 0,001 ≤ 1,5 
промежуточная 0,004 – 0,086 2,0 – 2,6

окисленная 0,1 – 2,8 1,7 – 2,9

Пленки, нанесенные в режиме металличе-
ской мишени, имеют низкое удельное сопротив-
ление и ТКС, в режиме промежуточной мишени – 
умеренное удельное сопротивление при высоком 
ТКС, а в режиме окисленной мишени – высокое 
удельное сопротивление при умеренном и высо-
ком ТКС. Прослеживается прямая корреляция 
структуры пленок оксида ванадия к их удельно-
му сопротивлению. В результате наиболее под-
ходящие пленки оксида ванадия для изготовле-
ния эффективных терморезисторов получены в 
режиме распыления промежуточной мишени. 

На основе полученных плёнок оксида вана-
дия были изготовлены матрицы терморезисторов 
с размером пикселя 25 мкм, представляющие 
собой подвесные структуры, где в качестве не-
сущих и пассивирующих слоёв использовались 
плёнки нитрида кремния, а для металлизации – 
плёнки титана [12]. На рисунке 2.7 показаны за-
висимости сопротивления единичного терморе-
зистора при циклическом нагреве и охлаждении 
(1-й, 3-й и 5-й термоциклы) в диапазоне от 25 до 
85° C. Результаты демонстрируют стабильность 
электрофизических свойств: разброс сопротивле-
ния в контрольных точках не превышает ± 2 %. 

 

 
 

Рисунок 2.7 – Зависимость сопротивления 
терморезистора от температуры при первом, 

третьем и пятом термоцикле 
 

Заключение 
Рассмотрены два подхода по определению 

рабочих параметров МРС для нанесения пленок 
оксида ванадия, которые зависят как от регули-
рования и расхода реактивного газа, так и мощ-
ности распыления. Эти подходы могут быть ис-
пользованы при работе с установками магне-
тронного нанесения, учитывая их конфигурацию 
и исполнение. Установлены структурные и элек-
трофизические изменения параметров пленок 
оксида ванадия в зависимости от режимов реак-
тивного магнетронного распыления. Пленки с 
высоким ТКС и подходящим сопротивлением 
для использования в качестве термочувствитель-
ных слоев микроболометров имеют аморфно-
кристаллическую структуру. 
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Аннотация. Определена аномальная зависимость коэффициента Блоха (B) от магнитного поля в пленках двойного 
перовскита Sr2FeMoO6-, которая противоречит классической модели, предсказывающей уменьшение B. Установлено, 
что величина B монотонно возрастает с увеличением магнитного поля (в диапазоне 0,01–0,16 Тл). Показано, что  
данный эффект обусловлен не доминированием магнонного вклада, а конкуренцией механизмов размагничивания,  
связанных с дефектами структуры. Исследования демонстрируют, что внешнее магнитное поле изменяет баланс  
между магнонным и дефектным вкладами в термическое размагничивание. 
 
Ключевые слова: двойной перовскит, Sr2FeMoO6, закон Блоха, коэффициент Блоха, термическое размагничивание, 
магноны, катионный беспорядок, антифазные границы. 
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Abstract. The anomalous dependence of the Bloch coefficient (B) on the magnetic field in double perovskite Sr2FeMoO6- thin 
films was determined, which contradicts the classical model predicting the decrease of B. It has been found that the value of B 
increases monotonically with the increase of the magnetic field (in the range of 0.01–0.16 T). It was shown that this effect is not 
due to the dominance of the magnon contribution but is caused by the competition of demagnetization mechanisms associated 
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Введение  
Двойные перовскиты типа Sr2FeMoO6 при-

влекают значительное внимание исследователей 
благодаря своим уникальным магнитным и 
транспортным свойствам, что делает их перспек-
тивными материалами для устройств спинтрони-
ки [1]–[4]. Одной из фундаментальных характе-
ристик, определяющих магнитное поведение 
этих соединений, является температурная зави-
симость намагниченности в низкотемпературной 

области, которая традиционно описывается за-
коном Блоха [5], [6]. Согласно этому закону, 
уменьшение намагниченности с ростом темпера-
туры обусловлено возбуждением спиновых волн 
(магнонов) и следует зависимости  

3/2(( ) (0) 1– ),M T M T B  

где параметр B (постоянная Блоха) содержит 
информацию о жесткости спиновых волн и осо-
бенностях микроструктуры материала. 

ТЕХНИКА
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Особый интерес представляет исследование 
влияния внешнего магнитного поля на коэффи-
циент Блоха, поскольку анализ зависимости B(H) 
позволяет не только верифицировать магнонный 
механизм размагничивания, но и получить цен-
ную информацию о дефектах структуры. В слу-
чае двойных перовскитов, где свойства критиче-
ски зависят от катионного упорядочения и сте-
хиометрии, такой анализ приобретает особую 
значимость. 

В настоящей работе систематически иссле-
дуется зависимость коэффициента Блоха от маг-
нитного поля в пленках Sr2Fe1-xMo1+xO6-δ с раз-
личным составом: как с избытком железа – 
Sr2Fe1.2Mo0.8O6-δ (SF1.2M0.8O), так и с его дефици-
том – Sr2Fe0.9Mo1.1O6-δ (SF0.9M1.1O). Целью рабо-
ты является установление корреляции между 
химическим составом, типом структурных де-
фектов и характером зависимости B(H), что 
представляет не только фундаментальный инте-
рес для понимания механизмов размагничива-
ния, но и имеет практическое значение для 
управления функциональными свойствами этих 
перспективных материалов. 

Проведенное исследование демонстрирует, 
что анализ полевой зависимости коэффициента 
Блоха может служить эффективным диагности-
ческим инструментом для характеристики мик-
роструктурных особенностей сложных магнит-
ных материалов. 

 
1 Синтез, материалы и методы исследо-

вания 
Пленки составов SF1.2M0.8O и SF0.9M1.1O, 

толщиной порядка ~1 мкм, наносились методом 
ионно-плазменного напыления на вакуумной 
установке Z-400 (“Leybold-Heraeus”), оснащен-
ной безмасляной системой откачки на базе 
турбомолекулярного насоса. В качестве распы-
ляемого материала использовались мишени со-
ставов SF1.2M0.8O и SF0.9M1.1O, диаметром 50 мм 
и толщиной 5 мм. Камера вакуумной установки 
была оборудована фланцевым двухлучевым ион-
ным источником с замкнутым дрейфом электро-
нов на основе ускорителя с анодным слоем и 
магнетронной распылительной системой. Осо-
бенностью ионного источника является возмож-
ность генерирования двух независимых ионных 
пучков, один из которых служит для распыления 
материала мишени, а второй – для очистки под-
ложек. Предварительно производилась очистка 
подложек ионным пучком. Для этого камера ва-
куумной установки откачивалась до остаточного 
давления 10-3 Па. В ионный источник подавался 
Ar до рабочего давления 2,010-2 Па. Время очи-
стки, энергия ионов и ток разряда во всех экспе-
риментах были постоянными и составляли, соот-
ветственно, 3 мин, 700 эВ, 40 мА. Расход газов 
контролировался автоматическими регуляторами 
расхода газа РРГ-1. Распыление мишеней 

осуществлялось аргоном (энергия ионов 1250 эВ, 
ток 65 мА) на подложки поликора (Al2O3), что 
обеспечивало химическую инертность и высо-
кую адгезию к пленкам системы Sr2Fe1-xMo1+xO6-δ. 
Остаточное давление аргона в газовой камере 
соответствовало 510-2 Па. Температура подлож-
ки, согласно техническим возможностям уста-
новки, была 670 К. Толщина нанесенных пленок 
измерялась на различных участках пленок – сви-
детелей при помощи интерферометра МИИ-4 и 
корректировалась изменением времени нанесе-
ния слоев. 

Дополнительный отжиг пленок в потоке 
смеси газов 5%Н2/Аr осуществлялся в термоус-
тановках, температура в которых поддержива-
лась с помощью регулятора температуры 
РИФ-101 и контролировалась Pt – Pt/Rh(10%) 
термопарой с точностью 0,5 К.    

Фазовый состав пленок и степень сверх-
структурного упорядочения катионов железа и 
молибдена (P,%) определялись на основании 
анализа дифракционных данных, полученных на 
установке ДРОН-3 в СuKα-излучении, с исполь-
зованием базы данных “ICSD-PDF2” (Release 
2000), программ “POWDERCELL” и “FULL-
PROF” [7], [8].  

Микроструктура и морфология зёрен изуча-
лись на металлографическом микроскопе 
“OLYMPUS GX-41”, а также методом скани-
рующей электронной микроскопии на установке 
“Hitachi S-4800”. Температурные зависимости 
намагниченности пленок исследовались на уни-
версальной установке фирмы “Cryogenic 
Limited“ в диапазоне 4.2–300 К в магнитном поле 
0,1 Тл с точностью не более 2%. 
 

2 Результаты исследования и их обсуждение 
Эффективной представляется двухступен-

чатая стратегия напыления пленок: начальная 
пониженная скорость способствует формирова-
нию буферного слоя между пленкой и подлож-
кой для увеличения адгезии и уменьшению на-
пряжения на границе «пленка – подложка». По-
следующая повышенная скорость напыления 
уменьшает временные затраты на напыление и 
увеличивает однородность основной части плен-
ки [9]. Скорость осаждения при толщине пленки 
до 20 нм составляла 2 нм/мин; при дальнейшем 
увеличении толщины плёнки до 1 мкм скорость 
увеличивалась до 8 нм/мин.  

Достижение структурного совершенства 
тонких пленок Sr2Fe1-xMo1+xO6-δ, синтезируемых 
методом ионно-лучевого напыления (ИЛН), тре-
бует тщательной оптимизации ряда взаимосвя-
занных технологических параметров, включая 
скорость осаждения, температуру послеростово-
го отжига пленок и парциальное давление кисло-
рода. Преимуществом метода ИЛН является воз-
можность формирования плотной плёнки при 
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относительно низких температурах, что способ-
ствует снижению количества дефектов [9].  

При скорости напыления на втором этапе 
8 нм/мин и толщине пленки до 3 мкм с после-
дующим отжигом при T = 1173 К в течение  
1 часа в потоке смеси инертных газов 1% Н2/Аr 
привело к однофазности пленок SF0.9M1.1O и 
концентрации антиструктурных дефектов  
n ≈ 18% при P ≈ 64%. В то же время, в пленках 
состава SF1.2M0.8O также наблюдается однофаз-
ность, тогда как сверхструктурное упорядочение 
отсутствует (P ≈ 0%), рисунок 2.1. При изучении 
микроструктуры пленок наблюдается увеличе-
ние их плотности, адгезии и уменьшение шеро-
ховатости рельефа поверхности (рисунок 2.2).  

При проведении сравнительного анализа 
магнитных свойств полученных пленок было 
обнаружено, что пленки SF1.2M0.8O и SF0.9M1.1O 
характеризуются различными величинами на-
магниченности насыщения Ms (рисунок 2.3). При 
температуре 10 К и магнитном поле, приложен-
ном вдоль плоскости пленки, намагниченность 

насыщения составила Ms ~ 1,8 µB/ф.е. для пленки 
SF1.2M0.8O и Ms ~ 2,47 µB/ф.е. для пленки SF1.1M0.9O. 

Эти значения значительно ниже теоретиче-
ски предсказанной величины Mтеор = 4 µB/ф.е. [4]. 
При этом, коэрцитивная сила составляет 0Hc = 
0,031Тл для пленки SF1.2M0.8O и 0Hc = 0,018Тл 
для пленки SF0.9M1.1O. 

Меньшее значение намагниченности насы-
щения пленки SF1.2M0.8O обусловлено более вы-
сокой концентрацией антиструктурных дефектов 
([FeMo] и [MoFe]), чем в пленках SF0.9M1.1O. Дан-
ные дефекты нарушают катионное упорядочение 
Fe/Mo, изменяют ориентацию сильно гибридизи-
рованных 24 gdt -орбиталей катионов Mo5+ (S = 1/2) 

и 3 2
2 )3 ( g gd t e -орбиталей катионов Fe3+ (S = 5/2), 

что подавляет ферримагнитное упорядочение 
между подрешетками Fe и Mo [2]–[4]. Кроме 
того, в условиях кислородного дефицита (δ > 0) 
часть катионов Fe3+ (3d5) может восстанавли-
ваться до Fe2+ (3d6), которые в октаэдрическом 
кристаллическом поле Fe2+, как правило, нахо-
дятся в высокоспиновом состоянии 4 2

2( , )2 .g gt e S   
 

 
 

Рисунок 2.1 – Рентгеновские дифрактограммы пленок SF1.2M0.8O (a) и SF0.9M1.1O (б), напыленных 
в два этапа. Пленки осаждались на втором этапе со скоростью 8 нм/мин с последующим отжигом 

при T = 1173 К в течение 1 часа в потоке смеси инертных газов 1%Н2/Аr 
 

 
Рисунок 2.2 – Изображения сканирующей электронной микроскопии микроструктуры пленок SF1.2M0.8O 
(a) и SF0.9M1.1O (б), напыленных в два этапа. Пленки осаждались на втором этапе со скоростью 8 нм/мин 

с последующим отжигом при T = 1173 К в течение 1 часа в потоке смеси инертных газов 1%Н2/Аr 
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Появление ионов Fe2+ способствует образованию 
кластеров типа Fe2+ – O2- – Fe2+, в которых сверх-
обменное взаимодействие является антиферро-
магнитным, согласно правилам Гуденафа –
Канамори – Андерсена [10]. Таким образом, в 
структуре пленки SF1.2M0.8O могут присутство-
вать как антиструктурные дефекты, так и анти-
ферромагнитные кластеры на основе Fe2+, что в 
совокупности способствует формированию маг-
нитно-неоднородной структуры, которая увели-
чивает коэрцитивную силу [1], [3]. Пленки 
SF0.9M1.1O характеризуются более однородной 
магнитной структурой по сравнению с 
SF1.2M0.8O, что подтверждается бóльшими значе-
ниями намагниченности насыщения Ms и мень-
шими величинами µ0Нс для составов с избытком 
молибдена по сравнению с пленками, содержа-
щими избыток железа (рисунок 2.3).  
 

 
Рисунок 2.3 – Полевые зависимости 

намагниченности пленок SF0.9M1.1O (a) 
и SF1.2M0.8O (б), которые осаждались на втором 
этапе со скоростью 8 нм/мин с последующим 

отжигом при T = 1173 К в течение 1 часа 
в потоке смеси инертных газов 1%Н2/Аr 

 

Поскольку закон Блоха лежит в основе мо-
делирования, прогнозирования и реализации 
функциональности современных магнитных уст-
ройств, представляет значительный интерес ис-
следование зависимости его параметров от хи-
мического состава и дефектной структуры в 
пленках Sr2Fe1-xMo1+xO6-δ. Особый интерес вызы-
вает влияние внешнего магнитного поля на вели-
чину коэффициента Блоха B, характеризующего 
вклад спиновых волн в термальное размагничи-
вание, как в пленках Sr2Fe1-xMo1+xO6-δ с избытком 
железа (x > 0), так и с его дефицитом (x < 0). 

В данной работе исследуется влияние маг-
нитного поля в диапазоне от 0,01 Тл до 0,16 Тл 
на температурную зависимость намагниченности 
и полевой зависимости коэффициента Блоха в 
плёнках SF1.2M0.8O и SF0.9M1.1O. Сравнительный 
анализ этих систем позволяет выявить взаимо-
связь между составом, микроструктурой  
(в частности, концентрацией антиструктурных 
дефектов) и эффективностью подавления магнон-
ных возбуждений внешним магнитным полем. 

Поведение M(T) при увеличении температу-
ры определяется сложным взаимодействием 
магнитных подрешёток, структурных дефектов и 
тепловых флуктуаций. В низкотемпературной 
области основным механизмом размагничивания 
является термальное возбуждение магнонов – 
квазичастиц спиновых волн. 

Для акустических магнонов с квадратичной 
дисперсией E(k)  k², плотность состояний воз-
растает пропорционально T 3/2, что приводит к 
уменьшению намагниченности. В этом прибли-
жении температурная зависимость удовлетвори-
тельно описывается законом Блоха: 

3/2(( ) (0) 1– ),M T M T B               (2.1) 

где M(0) – намагниченность при абсолютном 
нуле, а B – коэффициент Блоха, характеризую-
щий вклад магнонных возбуждений в термальное 
снижение намагниченности. 

 

  
 

Рисунок 2.4 – Температурные зависимости намагниченности (измеренные в режимах ZFC – “zero-field 
cooling” и FC – “field cooling”) пленок SF1.2M0.8O (a) и SF0.9M1.1O (б), которые осаждались на втором эта-

пе со скоростью 8 нм/мин с последующим отжигом при T = 1173 К в течение 1 часа в потоке смеси 
инертных газов 1%Н2/Аr. Черные линии – экспериментальные данные; красные линии –  аппроксимация 

экспериментальных данных функцией (2.1) 



Магнитные свойства пленок Sr2Fe1-ХMo1+XO6-, осажденных методом ионно-плазменного напыления 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 4 (65), 2025 95

Ключевым фактором, влияющим на вели-
чину B, является дефектная структура материала. 
В исследуемых пленках наличие антиструктур-
ных дефектов ([FeMo] и [MoFe]) нарушает идеаль-
ное чередование магнитных подрешеток ионов 
Fe3+ (S = 5/2) и Mo5+ (S = 1/2). Эти дефекты дей-
ствуют как центры рассеяния для спиновых 
волн, что приводит к увеличению коэффициента 
B и, как следствие, к более быстрому спаду на-
магниченности с ростом температуры. 

Анализ зависимости коэффициента Блоха B 
от величины внешнего магнитного поля H явля-
ется эффективным методом диагностики маг-
нитного состояния и дефектной структуры слож-
ных материалов, таких как двойные перовскиты 
Sr2Fe1-xMo1+xO6-δ . Хотя для ферримагнетиков в 
общем случае может потребоваться обобщённая 
модель, в низкотемпературной области вклад 
члена T3/2 является доминирующим. В этом при-
ближении параметр B, связанный с жесткостью 
спиновых волн (обменным взаимодействием) и 
плотностью состояний магнонов, адекватно опи-
сывает спектр длинноволновых магнонных воз-
буждений. 

Экспериментально обнаружено, что для 
пленок SF0.9M1.1O наилучшая аппроксимация 
температурной зависимости намагниченности 
M(T) законом Блоха в полях 0,01 Тл, 0,06 Тл,  
0,11 Тл и 0,16 Тл достигается в интервале 
4,2 К < T < 150 К, а для пленок SF1.2M0.8O –  
в интервале 4.2 К < T < 300 К (рисунок 2.4). По-
лученные величины подгоночных коэффициен-
тов представлены в таблицах 2.1 и 2.2. 

Сравнение значений коэффициента Блоха B, 
измеренных в магнитных полях 0,01 Тл, 0,06 Тл, 
0,11 Тл и 0,16 Тл, выявляет четкую тенденцию:  
с ростом магнитного поля 0H величина B моно-
тонно увеличивается (таблицы 2.1, 2.2). Данное 
явление имеет прямую физическую интерпрета-
цию: внешнее магнитное поле подавляет маг-
нонные возбуждения, создавая энергетическую 
щель в их спектре. Это приводит к уменьшению 
вероятности термального возбуждения магнонов 
и, как следствие, к снижению их вклада в раз-
магничивание, что проявляется в уменьшении 
эффективного значения коэффициента Блоха. 
Наблюдаемая тенденция уменьшения B(H) слу-
жит не только убедительным подтверждением 
магнонной природы размагничивания, но и пре-
доставляет количественный метод для диагно-
стики обменных взаимодействий в спиновой              
системе. 

Рассчитанные для пленок SF1.2M0.8O значения 
коэффициента Блоха B = (3,11 – 0,786)·10−5 К−3/2  и 
для пленок SF0.9Mo1.1O B = (2,04 – 0,902)·10−5 К−3/2 
практически соответствуют значениям, обнару-
женным другими авторами (например, 7,03·10−5 К−3/2 
для Sr2FeMoO5.5S0.5 [11]; 5,9·10−5 К−3/2 для 
Fe29Hi49P14B6Si2 [12]). Близкие значения полу-
ченных результатов с другими авторами можно 

связать с помощью хорошей подгонки, согласно 
выражению (2.2), при коэффициенте детермина-
ции (R2 > 0,98) (таблицы 2.1, 2.2). 

Рассмотрим физический механизм подавле-
ния магнонных возбуждений в рамках закона 
Блоха. Магноны, как кванты спиновых волн, 
представляют собой коллективные возбуждения 
в системе спинов и играют определяющую роль 
в процессе теплового размагничивания. Энерге-
тический спектр магнонов во внешнем магнит-
ном поле описывается соотношением: 

   ²  ,Bq Dq g H    		           (2.2) 

где D – жёсткость спиновых волн, g – фактор 
Ланде, μB – магнетон Бора, H – магнитное поле.  
 

Таблица 2.1 – Подгоночные коэффициенты, 
полученные при аппроксимации температурной 
зависимости намагниченности пленок SF0.9M1.1O 
с помощью функции (2.1) 

 

Параметры Значение Погрешность 
µ0H = 0,01 Тл 

M(0), µВ/ф.е. 1,2158 3,7660510−4 
B, К3/2 3,9555110−4 4,7917510−6 

R2 0,9575  
µ0H = 0,06 Тл 

M(0), µВ/ф.е. 2,08667 8,0120510−4 
B, К3/2 4,9132410−4 5,9163610−6 

R2 0,9579  
µ0H = 0,11 Тл 

M(0), µВ/ф.е. 2,92251 0,00114 
B, К3/2 5,9101810−4 5,9853910−6 

R2 0,9693  
µ0H = 0,16 Тл 

M(0), µВ/ф.е. 3,27217 0,00136 
B, К3/2 6,4056410−4 6,1234910−6 

R2 0,9728  
 

Таблица 2.2 – Подгоночные коэффициенты, 
полученные при аппроксимации температурной 
зависимости намагниченности пленок SF1.2M0.8O 
с помощью функции (2.1) 

 

Параметры Значение Погрешность 
µ0H = 0,01 Тл 

M(0), µВ/ф.е. 0,77265 4,35053·10-5 
B, К3/2 1,2504710−4 2,78059·10-7 

R2 0,9934  
µ0H = 0,06 Тл 

M(0), µВ/ф.е. 1,10374 2,05646·10-4 
B, К3/2 1,59333·10−4 9,24921·10-7 

R2 0,9820  
µ0H = 0,11 Тл 

M(0), µВ/ф.е. 1,45528 6,09042·10-5 
B, К3/2 2,68984·10−4 6,44623·10-7 

R2 0,9976  
µ0H = 0,16 Тл 

M(0), µВ/ф.е. 1,91755 9,64898·10-5 
B, К3/2 4,15516·10−4 6,41·10-7 

R2 0,9987  
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Увеличение напряженности магнитного по-
ля приводит к сдвигу вверх всей энергетической 
шкалы магнонных возбуждений, что, в соответ-
ствии со статистикой Бозе – Эйнштейна, снижает 
вероятность их теплового возбуждения. В ре-
зультате вклад магнонов в уменьшение намагни-
ченности M(T) ослабевает. 

Сравнение значений коэффициента Блоха B, 
измеренных в магнитных полях 0,01 Тл, 0,06 Тл, 
0,11 Тл и 0,16 Тл, выявляет четкую тенденцию: с 
ростом магнитного поля μ₀H величина B моно-
тонно увеличивается (таблицы 2.1, 2.2). Данное 
явление имеет важное физическое значение: в 
классической модели Блоха рост магнитного 
поля подавляет магнонные возбуждения, что 
должно приводить к уменьшению B. Наблюдае-
мый рост B свидетельствует о том, что вклад 
магнонов в термическое размагничивание не яв-
ляется основным, и доминирующую роль играют 
другие механизмы. В пленках двойного перов-
скита со значительным катионным беспорядком 
внешнее магнитное поле может модифицировать 
вклад различных магнитных подсистем в общее 
размагничивание. 

Например, плёнки с избытком Mo 
(SF0.9M1.1O) характеризуются более слабой зави-
симостью B от поля. Избыток молибдена, веро-
ятно, приводит к образованию вакансий на Fe-
позициях или появлению немагнитных ионов Mo 
в магнитной подрешётке, создавая эффект маг-
нитного разбавления. Такой тип дефектов в 
меньшей степени формирует протяжённые не-
упорядоченные области, а скорее приводит к 
образованию локализованных магнитных момен-
тов. Особенности их реакции на поле объясняют, 
почему разница между значениями B в слабом и 
сильном поле оказывается менее выраженной по 
сравнению с Fe-обогащённой плёнкой.  

При рассмотрении плёнок с избытком желе-
за (например, SF1.2M0.8O) его избыток приводит к 
появлению антиструктурных дефектов и росту 
числа антифазных границ [13], [14]. Это разру-
шает дальний магнитный порядок и создаёт маг-
нитно-неупорядоченные области. В слабых маг-
нитных полях спины в таких областях легко ра-
зориентируются тепловыми флуктуациями. 
Сильное магнитное поле поляризует эти локали-
зованные, неупорядоченные спины, выстраивая 
их вдоль поля. Хотя это и увеличивает мгновен-
ную намагниченность, «замороженные» в поле 
дефекты становятся более эффективными цен-
трами рассеяния для спиновых волн, что в тер-
минах закона Блоха ведёт к увеличению эффек-
тивного коэффициента B. Кроме того, наблюда-
ется изменение баланса между магнонным и де-
фектным вкладами. В пленках SF1.2M0.8O и 
SF0.9M1.1O конкурируют два механизма размаг-
ничивания: магнонный (коллективные возбуж-
дения) и дефектный (локализованные моменты). 
Магнитное поле подавляет магнонные 

возбуждения, увеличивая энергетическую щель в 
их спектре [15]. В результате относительный 
вклад от тепловых флуктуаций локализованных 
моментов, связанных с дефектами, становится 
более значимым. Таким образом, даже если аб-
солютный вклад дефектов не меняется, их отно-
сительная роль в процессе размагничивания уси-
ливается. 

 
Заключение 
Наблюдаемый рост коэффициента Блоха B с 

увеличением магнитного поля H в пленках 
Sr2Fe1-xMo1+xO6-δ служит индикатором смены 
доминирующего механизма размагничивания. 
Этот эффект связан с тем, что поле подавляет 
коллективные магнонные возбуждения и одно-
временно усиливает роль тепловых флуктуаций 
локализованных спинов, связанных с дефектами 
структуры (антиструктурными-дефектами, анти-
фазными границами, вакансиями). 
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Аннотация. Рассчитаны температурные поля в процессах лазерного управляемого термораскалывания хрупких 
неметаллических материалов с использованием двух пучков лазерного излучения в присутствии хладагента.  
На основании данных о распределении температуры по поверхности и в объёме материалов проведена оценка верхнего 
предела термического микронапряжения. Эта информация необходима для обоснованного выбора режимов лазерной 
обработки указанных материалов, в частности, кварцевого и силикатного стёкол, в технологических процессах  
микроэлектроники. 
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Abstract. The study presents calculations of temperature fields in controlled laser thermal cleaving of brittle non-metallic 
materials using two laser beams with a coolant. An estimation of the upper limit of thermal micro-stress was conducted based 
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Introduction 
Laser cleaving is a technique for cutting brittle 

non-metallic materials such as silicate glasses. This 
procedure separates the material by initiating a crack 
through sequential laser heating followed by coolant 
application to the treated surface [1], [2]. Currently, 
the dual-beam laser thermal cleaving method for 
brittle non-metallic materials is widely employed 
[3]–[7]. This technique utilizes three processing 
tools simultaneously: radiation from a solid-state 
laser (1.06 μm), radiation from a CO2 laser 
(10.6 μm), and a flow of air-water mixture serving 
as a coolant. Figure 0.1 illustrates a schematic dia-
gram of the experimental setup for dual-beam laser 
thermal cleaving of glass.  
 

 

 
 

Figure 0.1 – Schematic diagram of the laser beams 
and coolant arrangement in the processing plane 

ТЕХНИКА
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Item 1 represents the CO2 laser beam, item 2 
denotes the YAG laser beam, and item 3 refers to the 
coolant. The optical system forms the laser beam 
with a wavelength of λ = 10.6 μm into an elliptical 
spot on the sample surface, oriented with its major 
axis along the material processing line. Directly fol-
lowing this beam is the laser beam with a wave-
length of λ = 1.06 μm, which is focused on the sam-
ple surface, with its center located on the material 
processing line. The coolant, in the form of an air-
water mixture, is delivered directly after the beam 
with a wavelength of λ = 1.06 μm and is formed into 
a circular spot on the sample surface, whose center 
also lies on the material processing line.  

 
1 Problem Statement for the Modeling 
Such combined thermal impact on the surface 

of the processed material can be modeled by a com-
bination of heat sources (laser radiation) and heat 
sinks (coolant action), as shown in Figure 1.1. 

 

 

Figure 1.1 – Visualization of the laser beams and 
coolant model in the processing plane: 1 – CO2 laser 

beam, 2 – YAG laser beam, 3 – cooling zone 
 
In this case, the solution to the heat conduction 

problem can be obtained using the Green’s function 
method. The Green’s function for a semi-infinite 
medium, dependent on spatial coordinates r = (x, y, z) 
and time t, is given by [8], [9]:  

 
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( , , )

2

Q r t
G r r t t

at
   
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4 ( )
x x y y z z

a t t
       

   
  (1.1) 

where a = /(c) is the thermal diffusivity;  is the 
thermal conductivity, с is the specific heat capacity, 
 is the density, Q(r, t) is the volume heat generation 
rate,  , , .r x y z     

Thus, the solution to the heat conduction equa-
tion can be represented as: 

3( , ) ( , ; , ) ( ; ) .T r t r t r t Q r t dt d r         (1.2) 

Based on equations (1.1) and (1.2), it is possi-
ble to model the dynamics of the temperature field 

within the region of the described combined action. 
Here, the heat source model Q(r, t) can be repre-
sented as a superposition of the effects from both 
types of laser radiation and the coolant, according to 
Table 1.1.  

 
2 Evaluation of Model Parameters and 

Computation of Values  
The calculations were conducted in the Math-

cad system to represent the dynamics of the tem-
perature field resulting from the combined action, 
using equations (1.1) and (1.2) along with Table 1.1. 
The heat source model represented a superposition 
of the three impacts listed in Table 1, shifted along 
the x-axis in the direction of the controlled thermal 
cleaving line formation. Figure 2.1 shows the ther-
mal impact profile along the processing direction 
(left to right) for the case of P0 = 1·06 W/m2,  
A1 = 10-4 m, A2 = 2·A1, A3 = 3·A1 (see Table 1.1).  

 

 
Figure 2.1– Thermal impact profile along 

the processing direction  
 

Figure 2.2 depicts the temperature distribution 
as a function of the distance from the center of the 
coolant impact zone at a processing speed of v = 10-3 m/s 
at different time instances from the onset of the 
thermal influence on the surface of quartz glass (see 
Figure 2.2, a) and silicate glass (see Figure 2.2, b) 
with their respective thermophysical characteristics. 

The primary criterion for optimizing the tech-
nological parameters, derived from the temperature 
field data, is the maximum temperature value in the 
processing zone, which determines the material frac-
ture mechanism.  

For glasses, the corresponding glass transition 
temperature of the specific glass grade is selected as 
the upper limit of allowable temperatures. Specifi-
cally, the glass transition temperature is 789 K for 
sheet silicate glass and 1473 K for quartz glass.  

Furthermore, the information about the deve-
lopment of thermoelastic fracture can be obtained 
from the temperature distribution data through the 
depth of the studied materials. Figure 2.3 shows the 
temperature distribution across the material depth at 
different time instances. 
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Table 1.1 – Models of energy impact on the material surface during dual-beam laser thermal cleaving, im-

plemented in the computer mathematics system Mathcad.  
 

1.Type of impact Elliptical CO2 laser beam (λ = 10.6 μm)   

Mathcad Formula 
     

2 22 2
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2 2 2 2 2
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Model Visualization 

 
2. Type of impact Circular YAG laser beam (λ = 1.06 μm) 

Mathcad Formula 
 2 2

1 0 2 2
1 1

( , , , ) : exp
x vt y

Q x y z t P z
A B

  
    
 
 

 

Model Visualization 

 
3. Type of impact Coolant 

Mathcad Formula 
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Model Visualization 

 
 

Under high-temperature micro-deformation 
conditions, these materials may exhibit brittle frac-
ture. To analyze the feasibility of implementing 
dual-beam laser cleaving [10], [11] of glasses with 

subsequent formation of a laser-induced crack, it is 
essential to obtain information regarding the distri-
bution of thermoelastic stresses within the volume of 
the materials being processed.  
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                                                   а)                                                                                     b) 

 

Figure 2.2 – Temperature distribution profile on the surface of quartz (a) and silicate (b) glass 
at different processing time instances 

 

      
                                                   а)                                                                                     b) 

 

Figure 2.3 – Temperature distribution through the depth of quartz (a) and silicate (b) glass 
at different processing time instances 

 

      
                                                   а)                                                                                     b) 

 

Figure 2.4 – Distribution profile of thermomechanical micro-stresses along the scanning axis at different time 
instances for quartz (a) and silicate (b) glass 

 
An important challenge involves studying the 

thermal response of a region with a time-varying 
boundary under heating and/or cooling. According 
to the methodology proposed in [12], the upper  
estimate of thermal micro-stress  during surface 

processing along the direction r can be calculated 
using the formula: 
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where: E is the Young’s modulus for diamond,  is the 
linear expansion coefficient,  is the Poisson’s ratio. 

Figure 2.4 presents the computed values of the 
upper estimate of thermal micro-stress   along the 
sample processing line at different time instances for 
a scanning speed of v = 10-3 m/s at a depth of 10-4 m. 

The analysis of the distribution of the upper 
stress estimates  shown in Figure 2.4 reveals that 
the initiation of a separating micro-crack occurs in 
the material's surface layers, starting from a crack-
like microstructural defect within the tensile stress 
zone generated by the coolant supply. Subsequently, 
the initial micro-crack begins to propagate and ex-
tends until it reaches the compressive stress zone 
created by the laser radiation. The distribution of 
compressive stresses within the sample volume de-
termines the shape and penetration depth of the mi-
cro-crack, whose initiation and intensive develop-
ment occur in the tensile stress zone generated in the 
coolant application area. 

After the micro-crack reaches its maximum 
penetration depth, unsteady crack growth ceases, 
and its subsequent propagation is determined by 
changes in the spatial distribution of tensile and 
compressive stress zones. The observed changes 
result from the relative movement between the proc-
essed material, laser radiation, and coolant. 
 

Conclusion 
The constructed model for dual-beam thermal 

cleaving of brittle non-metallic materials provides a 
straightforward means to assess the feasibility of 
forming thermoelastic micro-stress fields both on the 
surface and within the material volume. This enables 
informed selection of laser processing parameters 
for silicate glasses and other brittle non-metallic 
materials in electronics technologies. 
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ACTIVE TRANSMITTING BIANISOTROPIC METASURFACE 
WITH PHASE CONTROL FUNCTION FOR B5G/6G APPLICATIONS 
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Аннотация. Предложена конструкция активного микрорезонатора, предназначенного для реализации реконфигури-
руемой метаповерхности, применимой в системах беспроводной связи поколений B5G/6G. Разработанная структура 
обеспечивает управление фазой прошедшей электромагнитной волны и позволяет динамически изменять фазовый 
фронт. Проведено численное моделирование в Ка-диапазоне СВЧ волн, подтвердившее возможность широкодиапазонного 
управления фазой за счёт изменения электроёмкости варикапов. Полученные результаты демонстрируют 
потенциал использования разработанной метаповерхности в антеннах нового поколения беспроводной связи B5G/6G 
для адаптивного управления диаграммой направленности. 
 
Ключевые слова: принцип Гюйгенса, активная метаповерхность, варикап, приложения B5G, фаза прошедшей волны. 
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Abstract. A design of an active microresonator intended for the implementation of a reconfigurable metasurface applicable to 
B5G/6G wireless communication systems is proposed. The developed structure enables phase control of the transmitted 
electromagnetic wave and allows dynamic modification of the transmitted wavefront. The numerical simulations carried out 
in the Ka-band of microwave waves have confirmed the capability of wide-range phase tuning through the variation of varicap 
capacitance. The obtained results demonstrate the potential of employing the proposed metasurface in a new generation 
of wireless communications B5G/6G antennas for adaptive beam steering. 
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Введение 
В условиях стремительного развития высо-

коскоростной беспроводной связи [1] и радиоло-
кационных систем наблюдается высокий спрос 
на динамическое управление диаграммами на-
правленности антенн [2], [3]. Перенастраиваемые 
антенны с управляемым лучом являются эффек-
тивным решением для повышения адаптивности 
и производительности подобных систем [4]. 

Традиционные антенны с фиксированной диа-
граммой направленности не обеспечивают тре-
буемого уровня управляемости излучением.  
Использование миллиметрового диапазона час-
тот предоставляет значительные преимущества, 
включая более высокие скорости передачи дан-
ных, увеличенную пропускную способность  
и снижение уровня взаимных помех. 

ТЕХНИКА
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Фазированные антенные решётки широко 
применяются для формирования направленного 
излучения, однако их недостатком является вы-
сокая стоимость из-за сложной структуры пи-
тающей сети и необходимости использования 
большого числа передающих и приёмных моду-
лей [5]. Фазовый сдвиг в таких системах обычно 
реализуется с помощью активных компонентов, 
таких как p-i-n диоды [6], ВЧ МЭМС-переклю-
чатели [7] и варакторные диоды [8], [9]. Ранние 
подходы к фазовой компенсации нередко требо-
вали многослойных конфигураций с большим 
числом активных элементов, что приводило к ус-
ложнению конструкции и росту стоимости изго-
товления. Многослойные структуры на основе 
каскадных частотно-избирательных поверхно-
стей (FSS) [10] также характеризуются сложно-
стью и высокой стоимостью, особенно в милли-
метровом диапазоне частот. В отличие от варак-
торов, обеспечивающих непрерывное управле-
ние фазой при низком энергопотреблении, p-i-n 
диоды из-за своей дискретной природы вносят 
фазовые ошибки, вызывают появление выражен-
ных боковых лепестков и снижение усиления 
при сканировании. 

Особое внимание в последние годы уделя-
ется метаповерхностям, способным управлять 
фазой [11], амплитудой [12] и поляризацией [13] 
электромагнитного излучения. Такие структуры 
позволяют реализовать динамическую адапта-
цию диаграммы направленности и эффективное 
формирование луча без применения механиче-
ских приводов [14]. 

Настоящая работа посвящена разработке и 
численному исследованию активной бианизо-
тропной метаповерхности с функцией управле-
ния фазой прошедшей электромагнитной волны 
для приложений B5G/6G беспроводной связи. 
Предлагаемая метаповерхность предназначена 
для динамической манипуляции фазовым фрон-
том прошедшей волны за счёт использования в 
каждом элементе активного компонента, такого 
как варикап, с последующим включением её в 
состав антенны перспективных систем связи 
стандарта B5G. 

1 Структура и принцип действия элемен-
тарной ячейки Гюйгенса  

Элементарная ячейка состоит из пары анти-
симметричных П-образных проводников (рису-
нок 1.1), расположенных на верхней и нижней 
поверхностях диэлектрической подложки F4B 
(диэлектрическая проницаемость ε = 2,2, тангенс 
угла потерь 0,002). Период ячейки составляет 
p = 7,2 мм. Элемент на нижней стороне является 
зеркальным отражением элемента на верхней 
стороне в плоскости, ортогональной оси Y. Чис-
ленные значения геометрических параметров ми-
крорезонатора: n = 5 мм, g = 3,7 мм, d = 0,7 мм, 
w = 0,35 мм, wp = 0,2 мм, d = 0,7 мм. Толщина 
медного слоя t = 18 мкм, диэлектрическая под-
ложка толщиной h = 2,1 мм. Варикапы показаны 
на рисунке в виде квадратов серого и зелёного 
цвета. 

Активная метаповерхность основана на ис-
пользовании активных микрорезонаторов для 
фазового управления прошедшей волны. Пред-
лагаемая конструкция активного микрорезонато-
ра включает П-образный проводящий элемент и 
варикап MAVR-011020-1411, подключённый в 
его центральной части (рисунок 1.1, а). Также 
имеются две медные полоски питания варикапов 
по обе стороны диэлектрического слоя, на кото-
рые будет подаваться постоянное напряжение от 
0 до 20 В. При описании модели метаповерхно-
сти были использованы граничные условия, по-
зволяющие анализировать ее по одной элемен-
тарной ячейке. 

Возбуждение колебаний в таком элементе 
осуществляется за счет энергии электромагнит-
ной волны при её нормальном падении. Вектор 
напряженности электрического поля падающей 
волны был направлен вдоль оси Х. Предлагаемая 
структура вследствие использования варикапа 
позволяет путём изменения напряжения на нем 
менять электрическую емкость, и как следствие – 
реактивное сопротивление. Это дает возмож-
ность изменять фазу прошедшей электромагнит-
ной волны в некоторых пределах. 
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a)            б) 

Рисунок 1.1  Конструкция активного микрорезонатора c варикапами как элементарной ячейки 
метаповерхности (а) вид сверху и (б) вид под углом 
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Физический механизм работы структуры 
основан на возбуждении так называемого резо-
нанса Гюйгенса, при котором отраженная от ме-
таповерхности волна отсутствует. То есть мета-
поверхность ведёт себя аналогично поверхности 
Гюйгенса, создающей проходящую волну при 
отсутствии обратной волны. В рассматриваемом 
нами случае антисимметричное расположение 
элементов приводит к тому, что поверхностные 
токи на верхней и нижней сторонах подложки 
проходят в противоположных направлениях. Это 
формирует замкнутый контур тока, индуцирую-
щий искусственный магнетизм, характеризуе-
мый магнитным моментом элементарной ячейки. 
Одновременное существование в элементарной 
ячейке ортогональных электрических и магнит-
ных моментов при выполнении условия их ба-
ланса приводит к возникновению резонанса 
Гюйгенса. Рассматривая метаповерхность явля-
ется бианизотропной, поскольку одновременно 
проявляет как диэлектрические, так и магнитные 
свойства. 

Возникновение магнитных моментов в 
близкорасположенных элементарных ячейках по-
зволяет ввести в рассмотрение, для метаповерхно-
сти в целом, так называемые магнитные токи, 
выражаемые через поверхностную плотность 
магнитных моментов. Рассмотрение таких маг-
нитных токов в совокупности с поверхностными 
электрическими токами облегчает расчёты [15]. 

При падении плоской электромагнитной 
волны на метаповерхность Гюйгенса по обе сто-
роны подложки возникают эквивалентные по-
верхностные электрические и магнитные токи. 
Эти токи можно охарактеризовать тензором 
электрической поверхностной проводимости Yes 
и тензором магнитного поверхностного импе-
данса Zms [16]. 

Исходя из теории электромагнетизма и гра-
ничных условий, нормированные на импеданс 
свободного пространства поверхностная прово-

димость Yes  и магнитный импеданс 
Zms


 

удовлетворяют следующим уравнениям [17]:  

1
2 ,

1

T R
Yes

T R

 
  

 
        (1.1) 

1
2 ,

1

Zms T R

T R

 
 

  
        (1.2) 

где Т – коэффициент прохождения, R – коэффи-
циент отражения, вычисленные для амплитуд 
волн, η – импеданс свободного пространства.  

Исследования показали [17], что когда нор-
мированные электрическая поверхностная про-
водимость и магнитное поверхностное сопро-
тивление равны и являются чисто мнимыми, т. е.  

 Im Im ,
Zms

Yes
 

    
 может быть возбужден 

резонанс Гюйгенса, что приводит к полному 
прохождению электромагнитной волны и близ-
кому к нулю отражению от метаповерхности. 

 
2 Численное исследование метаповерхности 
Проведено численное моделирование мета-

поверхности, в ходе которого построены частот-
ные зависимости нормированных поверхностной 
проводимости Yes  и магнитного импеданса 

Zms


 (рисунок 2.1). Исследования выполнялись 

в диапазоне частот от 24 до 26 ГГц. 
По результатам моделирования, как и пред-

полагалось, наблюдается резонанс Гюйгенса 
предлагаемой структуры на частоте 25,2 ГГц. 
Это следует из равенства мнимых частей  

 Im Im 1,
Zms

Yes
 

     
 

а действительные части этих величин близки к 

нулю,  Re 0,055Yes   и Re 0, 22
Zms 

  
 со-

ответственно.  
Также в ходе численного моделирования 

активной метаповерхности были построены час-
тотные зависимости коэффициентов отражения, 
прохождения и фазы прошедшей электромагнит-
ной волны (рисунки 2.2 и 2.3) при различных 
значениях электроемкости варикапа (0,04 пФ; 
0,07 пФ; 0,09 пФ; 0,2 пФ).  
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Рисунок 2.1  Частотная зависимость нормированных электрической поверхностной проводимости и 

магнитного поверхностного импеданса элементарной ячейки  
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Рисунок 2.2  Частотная зависимость коэффициентов прохождения Т и отражения R электромагнитных 
волн при различных значениях емкости варикапа. Индексы хх у всех величин показывают, что векторы 

напряженности электрического поля падающей и отраженной волн направлены вдоль оси Х 
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Рисунок 2.3  Частотная зависимость фазы прошедшей волны при различных значениях емкости варика-
па. Индексы хх у всех величин показывают, что векторы напряженности электрического поля падающей 

и отраженной волн направлены вдоль оси Х 
 

Резонанс Гюйгенса обеспечивает практиче-
ски полное прохождение электромагнитной вол-
ны (коэффициент передачи близок к 0 дБ) и низ-
кий уровень отражения в широкой полосе частот. 
На резонансной частоте при разных значениях 
ёмкости варикапа коэффициент прохождения T 
не превышает –4 дБ, а коэффициент отражения R 
остаётся ниже –15 дБ. 

Как видно из рисунка 2.3, изменение ёмко-
сти варикапа существенно влияет на фазу про-
шедшей волны, при этом наблюдается её выра-
женная зависимость от частоты. Моделирование 
показало, что изменение управляющего напря-
жения на варикапе в пределах от 0 до 20 В по-
зволяет динамически варьировать фазу прошед-
шей волны в диапазоне около 330°. Это свойство 
обеспечивает возможность интеграции предло-
женной активной метаповерхности в антенные 
структуры для динамического управления диа-
граммой направленности, что делает её перспек-
тивной для приложений B5G/6G беспроводной 
связи. 

Предложенный подход отличается тем, что 
приводит к формированию искусственного маг-
нитного отклика, характеризуемого магнитным 
моментом элементарной ячейки, который созда-
ется исключительно за счёт геометрии асиммет-
ричных электрических диполей без необходимости 

введения отдельных магнитных резонансных 
элементов. Это обеспечивает компактность эле-
ментарной ячейки и упрощает технологию её 
изготовления. В ходе численных исследований 
также установлено, что толщина подложки 
h = 2,1 мм является критически важным парамет-
ром для эффективного возбуждения резонанса. 
 

Заключение 
В работе представлена и численно исследо-

вана конструкция активной передающей биани-
зотропной метаповерхности на основе элемен-
тарных ячеек, обладающих сбалансированными 
электрическим и магнитным моментами, с ин-
тегрированными варикапами, предназначенная 
для применения в перспективных системах бес-
проводной связи B5G/6G.  

Результаты моделирования подтвердили 
существование эффекта, при котором активная 
метаповерхность с варикапами ведёт себя анало-
гично поверхности Гюйгенса, создающей прохо-
дящую волну при отсутствии обратной волны. 
Имеет место возбуждение так называемого резо-
нанса Гюйгенса на частоте 25,2 ГГц, при кото-
ром достигается прохождение волны, близкое к 
полному (коэффициент передачи ≥ –4 дБ) и по-
давление отражения (коэффициент отражения 
≤ –15 дБ). Благодаря динамической настройке 
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ёмкости варикапа удалось реализовать фазовый 
сдвиг прошедшей волны до ~330°, что открывает 
возможности для адаптивного формирования и 
сканирования диаграммы направленности антенн 
без использования механических или сложных 
многослойных конструкций. 

Особенностью предложенной метаповерх-
ности является компактность и технологическая 
простота элементарной ячейки, основанной на 
антисимметричных П-образных проводниках, 
формирующих искусственный магнитный от-
клик без отдельных магнитных резонаторов.  
Полученные результаты демонстрируют значи-
тельный потенциал разработанной структуры 
для интеграции в антенные системы следующих 
поколений с функцией программного управле-
ния лучом, однако для практического внедрения 
необходима дальнейшая оптимизация как гео-
метрии ячейки, так и схемы управления актив-
ными элементами. 
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Аннотация. Рассматривается постановка диагноза «остеохондроз» поясничного отдела на основании измерения  
межпозвонковых расстояний на рентгеновских снимках в поясничном отделе. Для более точной диагностики 
и автоматизации предлагается комплекс методов математического анализа данных, позволяющих во множестве 
снимков пациентов и соответствующих измерений межпозвонковых расстояний отделить здоровых пациентов, 
заболевших и пограничные случаи заболевания. 
 
Ключевые слова: поясничный отдел позвоночника, диагностика остеохондроза, многомерные данные, кластерный 
анализ, нейрон «возрастания», обработка экспериментальных данных. 
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Abstract. The diagnosis of lumbar osteochondrosis based on measurement of intervertebral distances on lumbar x-rays 
is reviewed. For more accurate diagnosis and automation, a set of methods of mathematical data analysis is proposed, allowing 
to separate healthy patients, diseased patients and borderline cases of the disease in a set of patient images and corresponding 
measurements of intervertebral distances. 
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Введение  
Точный анализ и правильная обработка ре-

зультатов рентгенологических исследований по-
зволяют эффективно выделять патологические 
состояния и процессы. Проблему повышения 
качества диагностирования требуется решать на 
всех этапах распознавания изображений: сегмен-
тации, выделении и анализе объектов, парамет-
рическом описании, классификации [1]. Форму 
позвоночника определяют множество характери-
стик, таких как наличие или отсутствие отклонения 

позвоночного столба или его отделов вперед или 
назад относительно положения вертикальной 
линии, а также степень выраженности естествен-
но существующих изгибов. Большое количество 
параметров, требуемых для объективной оценки 
состояния позвоночника, делает процесс их вы-
числения очень трудоемким [2]. 

Вопросы повышения эффективности приня-
тия решений о диагностике и лечении различных 
заболеваний с применением информационных 
систем решаются на основе табличных методов 

ИНФОРМАТИКА



Применение комплекса математических методов для диагностики дегенеративно-дистрофических изменений поясничного… 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 4 (65), 2025 109

формализации алгоритмов принятия решения, 
методов логического проектирования, а также 
нейросетевых методов обработки изображений и 
машинного обучения [3]–[6]. Однако все сущест-
вующие средства автоматизации диагностики 
имеют узкую специализацию и не могут приме-
няться для оценки состояния позвоночника без 
существенной модификации.  

Несмотря на все более широкое использо-
вание компьютерной томографии (КТ) и магнит-
но-резонансной томографии (МРТ) при изучении 
заболеваний позвоночника, рентгенография по-
прежнему играет важную роль при многих забо-
леваниях, поражающих позвоночник. Разработа-
ны показания к рентгенографии при различных 
патологических состояниях, которые поражают 
позвоночник, включая врожденные, травматиче-
ские, дегенеративные, воспалительные, инфек-
ционные и опухолевые заболевания [7]. Для по-
строения моделей радиомики (извлечение коли-
чественных характеристик из медицинских изо-
бражений) использовались алгоритмы логисти-
ческой регрессии, алгоритмы машинного обуче-
ния для классификации и регрессии, и др. [8]. 
Для уменьшения размерности данных и выделе-
ния признаков была применена многомерная 
логистическая регрессия при построении комби-
нированной клинико-радиомической модели, 
включающей радиомикроскопические признаки 
и клинические характеристики [9]. 

 
1 Материалы и методы  
 

 
 

Рисунок 1.1 – Измерение расстояний между  
1 и 2, 2 и 3, 3 и 4, 4 и 5 позвонками 

 

В настоящей работе рассматривается ком-
плексное применение методов кластерного ана-
лиза и нейросетевой модели в процессе поста-
новки диагноза «остеохондроз» поясничного 
отдела на основании измерения расстояний на 
рентгеновских снимках между 1 и 2 позвонком, 2 
и 3, 3 и 4, 4 и 5 в поясничном отделе. Далее для 
краткости расстояние между 1 и 2 позвонком 
обозначим «1 позвонок», между 2 и 3 – «2 позво-
нок», между 3 и 4 – «3 позвонок», между 4 и 5 – 
«4 позвонок». При постановке диагноза эксперт-
диагност руководствуется наличием последова-
тельного возрастания расстояний между рас-
сматриваемыми позвонками поясничного отдела.  

В результате работы рентген-кабинета на-
коплено определенное количество снимков, по 
каждому из которых измерены расстояния  
«1 позвонок», …, «4 позвонок» (рисунок 1.1), 
известны диагнозы пациентов.  
Для формирования групп пациентов со сходны-
ми признаками заболевания или их отсутствием 
применены методы кластерного анализа много-
мерных данных. 

 
2 Анализ методов кластеризации 
Описание методов кластеризации данных 

достаточно широко отражено в различных ис-
точниках [10]–[13]. Большинство алгоритмов, 
при всём их разнообразии, основано на гипотезе 
компактности, состоящей в том, что объекты 
одного класса по результатам измерений близко 
расположены по отношению друг к другу, а объ-
екты разных классов заметно различаются между 
собой. 

Методы разбиения множеств на кластеры 
можно разделить на иерархические (подразделя-
ют на агломеративные: Tree Clastering, CURE, 
CACTUS и дивизимные: Смита Макнаотона и 
Кауфмана – Роузеува) и неиерархические (под-
разделяют на сравнение по статистикам: EM 
(Expectation Maximization, Scalable EM и сравне-
ние по расстоянию, которые в свою очередь раз-
деляют на сравнение по расстоянию до центра 
кластера: семейство K-Means и на сравнение по 
расстоянию между образцами: Fuzzy Relation 
Clustering)). Семейство K-Means в свою очередь 
подразделяют на числовые: K-Means (Hard 
C-Means), Scalable K-Means, Fuzzy C-Means, 
Гюстафсона-Кесселя; категорийные: K-Modes; 
смешанные: K-prototypes. Для исследования ото-
браны методы кластеризации Fuzzy Relation 
Clustering, Tree Clustering, Fuzzy C-Means, EM 
(Expectation Maximization), Смита Макнаотона, 
которые являются представителями основных 
видов методов кластеризации для разделения 
множества исследуемых данных. 

Метод нечеткого кластерного анализа Fuzzy 
Relation Clustering (FRC) имеет следующие осо-
бенности: не требует охвата каждого кластера 
отдельным выпуклым множеством, т. е. 
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не накладывает ограничения на геометрическую 
форму кластеров.  

Метод нечеткого кластерного анализа Fuzzy 
C-Means является представителем семейства не-
иерархических методов кластерного анализа 
группы K-Means и, следовательно, накладывает 
ограничения на геометрию кластеров, требуя 
охвата каждого кластера отдельным выпуклым 
множеством. Трудоемкость метода меньше тру-
доемкости метода нечеткого кластерного анализа 
Fuzzy Relation Clustering (FRC) и, следовательно, 
скорость работы Fuzzy C-Means превысит ско-
рость работы FRC на больших объёмах данных  

Метод кластерного анализа Tree Clustering 
является представителем группы иерархических 
агломеративных методов. Скорость работы ме-
тода по сравнению с Fuzzy C-Means и FRC более 
выигрышна, точность работы метода сравнима с 
Fuzzy Relation Clustering.  

Метод ожидания-максимизации EM – это 
неиерархический алгоритм кластеризации, осно-
ванный на статистических методах, который 
предполагает, что данные можно представить как 
линейную комбинацию многомерных нормаль-
ных распределений. Преимущества EM-
алгоритма включают эффективную обработку 
больших данных, устойчивость к шумам и про-
пускам, возможность создания заданного числа 
кластеров и быструю сходимость при удачной 
инициализации. 

Алгоритм максимального локального рас-
стояния, предложенный британским ученым 
Смитом Макнаотоном, рассматривает каждый 
объект как отдельный кластер. Объекты объеди-
няются в один кластер, если максимальное ло-
кальное расстояние между кластерами мини-
мально. Алгоритм основан на подходе, который 
минимизирует максимальное расстояние между 
объектами разных кластеров, обеспечивая фор-
мирование групп на основе наименьшего макси-
мального расстояния между элементами. Пре-
имущества алгоритма включают возможность 
обрабатывать разнородные данные, минимизи-
ровать межкластерные расстояния и обеспечи-
вать более компактные кластеры в сравнении с 
другими методами кластеризации. 

 
3 Постановка задачи кластеризации 
Предлагается комплексное применение 

, 3L L   методов кластерного анализа, позво-

ляющее учесть и обобщить достоинства выбран-
ных методов. 

На вход каждого из выбранных методов 
кластерного анализа подаются многомерные дан-
ные (вектора действительных чисел – данные 
пациентов, количественные данные) вида  

 { | , 1, ..., }, 3n
i iX x x R i m m          (3.1) 

и также качественные данные – информация о 
пациентах (шифровки, означающие наименование, 

код пациента), управляющие параметры методов. 
Например, необходимым параметром методов 
кластерного анализа группы K-Means является 
параметр k – количество кластеров (задаваемое 
исследователем-экспертом), которое необходимо 
построить в результате кластеризации. Для более 
точной идентификации кластеров предлагается 
указание контрольных точек (КТ) кластеров (за-
даваемое исследователем-экспертом).  

В результате разбиения множества X на кла-
стеры каждый метод кластерного анализа ставит 
в соответствие номерам 1, ,  i m   элементов ix  

соответствующие им номера кластеров 
, 1, ,  Kj  j k  , где k – количество построенных 

кластеров. В идеальном случае результаты рабо-
ты всех методов кластерного анализа совпадают. 

 
4 Решение задачи комплексной кластери-

зации в общем виде 
Утверждение 1. Результат кластеризации 

многомерного множества X для каждого из ме-
тодов кластеризации 1 2, , ..., LM M M  может быть 

представлен в виде матрицы вероятностей при-
надлежности объектов , 1, ..., | |rb B r B   опре-

деленным кластерам:  
|| ||, [0,1], 1, .., , 1, ..., .l lrj lrj lP p p l L j k    (4.1) 

Определение 1. Объект rb B  является эле-

ментом определённого кластера , 1, ,  jK  j k   

тогда и только тогда, когда он отнесен к данному 
кластеру, по крайней мере, *L  из L выбранных 
методов кластерного анализа, причём * ,LE L L   

3L  , пороговое значение LE определяется экс-
пертом. 

Утверждение 2. Пусть 1 2, , ..., LP P P  – мат-

рицы вида (4.1) вероятностей принадлежности 
объектов , 1, ..., | |rb B r B   определенным кла-

стерам , 1, ,  ,jK  j k   согласно методам класте-

ризации 1 2, , ..., LM M M  соответственно. 

Методика определения кластеров объектов 
состоит из нескольких этапов. 

Этап 1. Кластеризация множества X мето-
дами , 1, ..., .lM l L  Интерпретация результатов 

кластеризации; подготовка к этапу обобщения. 
Этап 2. Обобщение результатов кластери-

зации. Определение кластеров объектов.  
Пусть Экспертом заданы следующие до-

полнительные начальные условия кластеризации 

:nX R  
1)   – предполагаемое количество класте-

ров , 1, , ;jK  j     

2) Y – множество контрольных точек кла-
стеров: 

{ | , 1, ..., }, , .n
j jY y y R j Y X         (4.2) 
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Обозначим через EP  – (эталонную, соглас-

но оценке Эксперта) матрицу вероятностей при-
надлежности контрольных точек (КТ) – началь-
ное условие кластеризации, определённое экс-
пертом; TP  – (тестируемую) матрицу вероятно-

стей принадлежности элементов множества X, 
соответствующих КТ, построенную по результа-
там кластеризации X методом .lM  

Определение 2. Перестановкой из элемен-
тов конечного множества I называется всякое 
упорядочивание элементов этого множества. 
Обозначим через ( )T tP I  матрицы, образованные 

из матрицы TP  перестановками tI  её столбцов 

1, , :j k   

0 1( ) , ( ), , ( ),T T T T tP I P P I P I   0, ... , ! 1,t k   

0 (1, 2, ... , ),I k  1 (2, 1, ... , ),I k  

 ,tI  0, ... , ! 1,t k                   (4.3) 

где t – номер выполненной перестановки tI  

столбцов матрицы ,TP  с целью задания порядка 

их следования, общее количество возможных пе-
рестановок k столбцов матрицы TP  составляет k!.  

Могут рассматриваться перестановки толь-
ко тех столбцов матрицы ,TP  которые не совпа-

дают со столбцами .EP  

Определение 3. Для матричных пар ( ( ), ),T t EP I P  

0, ! 1,t k   определяется метрика вида: 

1 1
( ( ), ) min( ( ), ),

B k
T t E Trj t Erjr j

P I P p I p
 

     

0, ! 1,t k                           (4.4) 

где ( )Trj tp I  – элементы матрицы ( )T tP I  со 

столбцами j, следующими в порядке, соответст-
вующем произведённой перестановке tI  столб-

цов матрицы ,TP  Erjp  – элементы матрицы .EP  

Метрика ( ( ), ) 0T t EP I P   позволяет опре-

делить меру совпадения элементов соответст-
вующих матриц. Значение   прямо пропорцио-

нально количеству общих элементов ix X  в 

кластерах матричной пары.  

Утверждение 3. Перестановка *I  столбцов 
матрицы TP  по отношению к матрице EP  опти-

мальна тогда и только тогда, когда выполняется 
условие 

*( ( ), )T EP I P   

max{ ( ( ), ) | 0, ..., ! 1},T t EP I P t k       (4.5) 

где   – метрика вида (4.4). 

Возвращаясь к прежним обозначениям, ре-
зультат упорядочивания столбцов TP  относи-

тельно эталонной матрицы EP   
*( ).T TP P I                        (4.6) 

 

На практике методы кластерного анализа 
могут применяться в следующей последователь-
ности:  

Шаг 1. Метод Tree Clustering строит денд-
рограмму, по которой Эксперт определяет необ-
ходимое количество кластеров k и их элементы, 
разрезая дендрограмму на определенном уровне 

, 0 1     (экспериментально изменяя уровень 

  до получения необходимого количества кла-
стеров). Определяются элементы кластеров. 

Шаг 2. Метод Fuzzy C-Means строит k кла-
стеров, определяются их элементы. 

Шаг 3. Применяется метод кластерного ана-
лиза Fuzzy Relation Clustering (FRC), в котором 
экспериментально изменяется уровень ,  
0 1    до получения необходимого количест-
ва кластеров. 

Шаг 4. Если результаты работы первых трех 
методов эквивалентны, процесс кластеризации 
завершается. Иначе – применяются последова-
тельно методы кластеризации Expectation 
Maximization (EM) и Кауфмана – Роузеува. 

Утверждение 4. Объект , 1, ..., | |rb B r B   

принадлежит кластеру 
0 0, {1, ..., }jK j k  тогда и 

только тогда, когда вероятность принадлежности 
объекта кластеру в r-й строке j обобщённой мат-
рицы P максимальна.  

Методы кластерного анализа присваивают 
номера построенным кластерам в произвольном 
порядке. Для более информативного описания 
кластеров и возможности присваивания им неко-
торых характеристик предлагается проведение 
качественного анализа для определения элемен-
тов, вошедших в данные кластеры, их особенно-
стей и причину включения в кластер.  

 
5 Определение оценочных характеристик 

для кластеров 
Предложена математическая модель опре-

деления возрастания расстояний между позвон-
ками – нейрон «возрастания» (перцептрон) с вы-
ходом Y: 

1 1 2 2 3 3 4 4 ,Y z w z w z w z w      (5.1) 

где входные значения , 1, ..., 4iz i   – не отрица-

тельные действительные числа – расстояния (ма-
тематические ожидания расстояний, полученных 
по четырем позвонкам) между 1 и 2, 2 и 3, 3 и 4, 
4 и 5 позвонками; , 1, ..., 4iw i   – весовые на-

грузки нейрона (веса синапсов), соответственно 

1 6,w    2 1,w   3 2,w   4 3.w   Если значения 

, 1, ..., 4iz i   возрастают (или, по крайней мере, 

не убывают), выход Y нейрона будет положи-
тельным. В противном случае, выход Y будет 
отрицательным. 

В таблице 5.1 приведен пример определения 
наличия возрастания расстояний между позвон-
ками.
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Таблица 5.1 – Определение наличия возрас-

тания расстояний между позвонками 
 

№ z1 z2 z3 z4 Y 
Пороговое  
значение 

Классификация 

1 1 1 1 1 0 1 0Y   Расстояния 
постоянны 

2 1 2 3 4 14 2 0Y   Возрастание 
расстояний 

3 5 4 3 2 –18 3 0Y   Убывание 
расстояний 

 
Ниже определяются выходные значения Y 

при входных 1 2 3 4( , , , ).z z z z  

Случай 1: 1 2 3 4( , , , )z z z z  = (1, 1, 1, 1),  

1Y  = –6·1 + 1·1 + 2·1 + 3·1 = 0. 

Классификация: 1 0,Y   значения 1 2 3 4, , ,z z z z  

постоянны – не убывают. 
Случай 2: 1 2 3 4( , , , )z z z z  = (1, 2, 3, 4),  

2Y  = –6·1 + 1·2 + 2·3 + 3·4 = 14. 

Классификация: 2 0,Y   имеет место возрас-

тание значений 1 2 3 4, , , .z z z z  

Случай 3: 1 2 3 4( , , , )z z z z  = (5, 4, 3, 2),  

3Y  = –6·5 + 1·4 + 2·3 + 3·2 = –18. 

Классификация: 3 0Y   – отрицательное 

значение, убывание значений 1 2 3 4, , , .z z z z  

 
6 Классификация остеохондроза 
В таблице 6.1 приведены нормированные 

значения (определены относительно максималь-
ного расстояния в исследуемой выборке) расстоя-
ний между 1 и 2 позвонком (1 позвонок, z1), …,  

4 и 5 позвонком (4 позвонок, z4) для 10 пациен-
тов a1, …, a10. Известны диагнозы пациентов Д1 – 
условно здоров, Д2 – патология (остеохондроз 
поясничного отдела позвоночника), Д3 – погра-
ничные состояния относительно диагноза остео-
хондроз. 

По результатам кластерного анализа с при-
менением комплекса из L = 5 методов определе-
ны кластеры (таблица 6.2), сгруппировавшие 
пациентов с близкими показателями расстояний 

1 2 3 4( , , , )z z z z  относительно диагноза остеохонд-

роз, значения метрик нейрон (5.1) возрастания и 
Евклидовой метрики. 

Ниже определяются выходные значения Y 
(5.1) при входных 1 2 3 4( , , , ).z z z z  

Случай 4: Входные (нормированные) значе-
ния 1 2 3 4( , , , )z z z z  – элемент (пациент) a7 (клас-

тер 1) – имеет место возрастание после 1 позвон-
ка, убывание после 2 позвонка, возрастание 
после 3 позвонка: 

1 2 3 4( , , , )z z z z  = (0,729; 0,928; 0,624; 0,635); 

Y4 = –6·0,729 + 1·0,928 + 2·0,624 + 3·0,635 = –0,293. 
Классификация: Отрицательное значение Y 

нейрона (5.1), убывание значений 1 2 3 4, , ,z z z z  – 

наличие патологии (остеохондроз крестцового 
отдела позвоночника, поскольку в кластере при-
сутствует элемент a7 с диагнозом Д2). 

Случай 5: Входные (нормированные) значе-
ния 1 2 3 4( , , , )z z z z  – кластер 2 с элементами a6, a9, 

a10 – (имеет место возрастание после 1, 2 позвон-
ков, убывание после 3 позвонка): 

1 2 3 4( , , , )z z z z  = (0,799; 0,838; 0,936; 0,915); 

Y5 = 0,659. 

 
Таблица 6.1 – Элементы исследуемой выборки 

 

Элементы 
выборки 

Диагноз 
1 позвонок, 

расстояния (z1) 
2 позвонок, 

расстояния (z2) 
3 позвонок, 

расстояния (z3) 
4 позвонок, 

расстояния (z4) 
a1 Д3 0,680 0,735 0,912 0,691 
a2 Д3 0,552 0,580 0,680 0,630 
a3 Д3 0,613 0,663 0,862 0,729 
a4 Д3 0,597 0,564 0,586 0,807 
a5 Д3 0,569 0,680 0,762 0,580 
a6 Д3 0,669 0,735 0,890 0,917 
a7 Д2 0,729 0,928 0,624 0,635 
a8 Д3 0,586 0,613 0,724 0,895 
a9 Д1 0,807 0,829 0,917 0,978 
a10 Д3 0,923 0,950 1,000 0,851 
 

Таблица 6.2 – Определение центров кластеров 
 

Элементы 
выборки 

z1 z2 z3 z4 Нейрон, Y 
Евклидова 

метрика 
Кластер Патология 

a7 0,729 0,928 0,624 0,635 –0,293<0 1,479min 1 + 
a6, a9, a10 0,799 0,838 0,936 0,915 0,659>0 1,748max 2 – 
a1–a5, a8 0,599 0,639 0,754 0,722 0,716>0 1,363 3 ± 
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Таблица 6.3 – Кластеры, построенные согласно диагнозам Д1, Д2, Д3 
 

Элементы 
выборки 

z1 z2 z3 z4 Нейрон, Y 
Евклидова 

метрика 
Кластер 

a7 0,729 0,928 0,624 0,635 –0,293 1,479min 1 
a9 0,807 0,829 0,917 0,978 0,757 1,771max 2 

a1–a6, a8, a10 0,648 0,690 0,802 0,762 0,690 1,456 3 
 

Классификация: Положительное значение Y 
нейрона (5.1), возрастание значений 1 2 3 4, , ,z z z z  – 

отсутствие патологии, поскольку в кластере при-
сутствует элемент a9 с диагнозом Д1.   

Случай 6: Входные (нормированные) значе-
ния 1 2 3 4( , , , )z z z z  – кластер 3 с элементами a1–a5, 

a8 (имеет место возрастание после 1, 2 позвон-
ков, убывание после 3 позвонка): 

1 2 3 4( , , , )z z z z  = (0,599; 0,639; 0,754; 0,722); 

Y6 = 0,716. 
Классификация: Положительное значение Y 

нейрона (5.1), возрастание значений 1 2 3 4, , ,z z z z  – 

пограничная ситуация относительно наличия 
либо отсутствия патологии, поскольку в кластере 
не присутствуют элементы a9, a7. Все пациенты 
кластера 3 имеют диагноз Д3. 

В таблице 6.3 приведены кластеры (сгруп-
пированы пациенты), построенные согласно ди-
агностики врачом. 

Кластер 1 (элемент а7) в таблицах 6.2 и 6.3 
совпадает, Y4 = –0,293. 

Кластер 2: Входные (нормированные) зна-
чения 1 2 3 4( , , , )z z z z  – элемент а9, имеет место 

возрастание расстояний 1 2 3 4, , , :z z z z  

1 2 3 4( , , , )z z z z  = (0,807; 0,829; 0,917; 0,978); 

Y7 = 0,757. 
Классификация: Положительное значение Y 

нейрона (5.1), возрастание значений 1 2 3 4, , , .z z z z  

Кластер 3: Входные (нормированные) зна-
чения 1 2 3 4( , , , )z z z z  – элементы a1–a6, a8, a10 

(имеет место возрастание после 1 – 3 позвонков): 

1 2 3 4( , , , )z z z z  = (0,648; 0,690; 0,802; 0,762), 

Y8 = 0,690. 
Классификация: Положительное значение Y 

нейрона (5.1), возрастание значений 1 2 3 4, , , .z z z z  

В таблице 6.4 представлены результаты ди-
агностики поликлиникой. 

 
Таблица 6.4 – Диагнозы пациентов а7, а9 

(контрольные точки кластеров) 
 

Нейрон, Y 
Классификация, 

элемент 

Заключение по-
ликлиники по 

пациентам 

Y4 = –0,293 < 0
Убывание 

расстояний, 
(патология), а7 

R-признаки  
межпозвонково-
го остеохондроза 

II степени 

Y7 = 0,757 > 0 

Возрастание 
Расстояний 
(отсутствие 

патологии), а9 

Минимальные 
признаки межпо-

звонкового  
остеохондроза 
поясничного 
отдела позво-

ночника 
 

Диагностика методами кластерного анализа 
(реальный случай): Y4 (Кластер 1, патология) < Y5 
(Кластер 2, отсутствие патологии) < Y6 (Кластер 1, 
пограничное состояние). 

Диагностика врача поликлиники (идеаль-
ный случай): Y4 (Кластер 1, патология) < Y8 (Кла-
стер 1, пограничное состояние) < Y7 (Кластер 3, 
отсутствие патологии). 

Оценка погрешности диагностики пред-
ставлена в таблице 6.5. 

Погрешности (отклонения) между оцен-
кой Эксперта и оценкой комплекса методов кла-
стерного анализа вычислены посредством ис-
пользования Евклидовой метрики – стандартной 
метрики для пространства Rn, применяемой для 
вычисления расстояний между n-ками координат 
соответствующих векторов.  

 
Таблица 6.5 – Погрешности (отклонения) между оценками Эксперта и комплекса методов 

кластерного анализа 
 

Кластер Оценка Элементы выборки Нейрон, Y Евклидова метрика 
Погрешность 

оценки, % 
Эксперт a9 0,757 1,771 2 
Кластерный анализ a6, a9, a10 0,659 1,748 

10 

Эксперт a1–a6, a8, a10 0,690 1,456 
3 

Кластерный анализ a1–a5, a8 0,716 1,363 
10 

Эксперт 
1 

Кластерный анализ 
a7 –0,293 1,479 0 
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Так для кластера 2 и кластера 3 погрешно-
сти составили 10%: 

   

   

2 2

2 2

0,757 0,659 1,771 1,748 0,1;

0,690 0,716 1, 456 1,363 0,1.

   

   
 

Для кластера 1 погрешность между резуль-
татами диагностирования составила 0%. 

Замечание (классификация по сортировке 
значений выходов): можно использовать не-
сколько нейронов возрастания, подобных нейро-
ну (5.1) (например, по 2 нейрона для каждой па-
ры позвонков) для более точного анализа. Сор-
тировка значений выходов этих нейронов может 
более точно определить наличие остеохондроза. 

 
Заключение 
Таким образом, в комплексе с методами 

кластерного анализа модель нейрона «возраста-
ния» позволяет диагностировать остеохондроз с 
погрешностью до 10% по сравнению с оценкой и 
постановкой диагноза Экспертом.  

Нейрон «возрастания» с четырьмя входами 
может быть использован для индикации возрас-
тания значений на входе, что может быть полез-
но для выявления соответствующих тенденций. 
Однако для точного определения остеохондроза 
требуется более сложная модель, учитывающая 
множество факторов и контекст.  

В качестве дополнительного этапа анализа 
исследуемых исходных данных может быть 
предложено применение кластерного и корреля-
ционного анализа данных на основании расстоя-
ний между позвонками и метрик, построенных 
для каждого пациента на основании нейрона 
«возрастания». 
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ческими направлениями. Обязательными явля-
ются ссылки на работы других авторов, публи-
кации последних лет в области исследования, 
включая зарубежные. 

Основная часть должна содержать описание 
методики, объектов исследования с точки зрения 
их научной новизны. Она может делиться на 
подразделы (с разъясняющими заголовками)  
и содержать анализ публикаций, относящихся  
к содержанию данных подразделов. 

 

Формулы, рисунки, таблицы нумеруются  
в пределах раздела, например: (1.1), (2.3), рису-
нок 1.1, таблица 2.1. Нумерации подлежат только 
те формулы, на которые имеются ссылки. Номер 
формулы прижимается к правому краю страни-
цы, а сама формула центрируется. Рисунки и 
таблицы располагаются непосредственно в тек-
сте. Размер рисунков и графиков не должен пре-
вышать 1015 см. Полутоновые фотографии 
должны иметь контрастное изображение. Повто-
рение одних и тех же данных в таблицах и ри-
сунках не допускается. 

Каждая таблица должна иметь заголовок, 
в ней обязательно указываются единицы измере-
ния рассматриваемых величин. Размерность всех 
величин должна соответствовать Международ-
ной системе единиц измерений (СИ). Не допус-
кается сокращение слов, кроме общепринятых 
(т. е., и т. д., и т. п.). 

В заключении в сжатом виде формулируются 
полученные результаты, их новизна, преимущест-
ва и возможности практического использования.  

Список литературы должен содержать пол-
ные библиографические данные. Он составляет-
ся в порядке упоминания ссылок в тексте. Ссыл-
ки на неопубликованные работы не допускаются. 
Ссылки даются в оригинальной транслитерации. 
Порядковые номера ссылок по тексту указыва-
ются в квадратных скобках (например, [1], [2]). 
 Статья подписывается всеми авторами.  
К статье прилагаются: 

– сопроводительное письмо организации,  
в которой выполнена работа с просьбой об опуб-
ликовании; 

– сведения об авторах; 
– экспертное заключение о возможности 

опубликования статьи в открытой печати; 
– договор о передаче авторского права  

(в двух экземплярах). 
Сведения об авторах представляются на от-

дельной странице и содержат: фамилию, имя, от-
чество автора (авторов), ученую степень, звание, 
место работы и занимаемую должность, специа-
листом в какой области является автор, почтовый 
индекс и точный адрес для переписки, телефоны 
(служебный или домашний), адрес электронной 
почты. Следует указать автора, с которым нужно 
вести переписку и направление, к которому отно-
сится представленная работа (физика, математика, 
техника). 
 Поступившая в редакцию статья направля-
ется на рецензирование. В случае её отклонения 
редакция сообщает автору решение редколлегии 
и заключение рецензента, рукопись автору не 
возвращается. Решение о доработке статьи не 
означает, что она принята к печати. После дора-
ботки статья вновь рассматривается рецензентом 
и редакционной коллегией. 
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Редакция оставляет за собой право произво-
дить редакционные изменения и сокращения, не 
искажающие основное содержание статьи. 
 Статьи, не отвечающие перечисленным тре-
бованиям, к рассмотрению не принимаются и 
возвращаются авторам. Датой получения руко-
писи считается день получения редакцией окон-
чательного варианта. 
 Авторы несут ответственность за направление 
в редакцию уже ранее опубликованных статей или 
статей, принятых к печати другими изданиями.  

Редакция предоставляет право первоочередно-
го опубликования статей лицам, осуществляющим 
послевузовское обучение (аспирантура, докторанту-
ра, соискательство) в год завершения обучения. 
Плата за опубликование статей не взимается. 

 Всю корреспонденцию следует направлять 
простыми или заказными письмами (бандероля-
ми) на адрес редакции.  

Образец оформления статьи, сведений об ав-
торах, экспертного заключения и текст договора о 
передаче авторского права размещены на сайте 
журнала по адресу http://pfmt.gsu.by.  
 Журнал включен в каталог печатных 
средств массовой информации Республики Бела-
русь. Индекс журнала: 01395 (для индивидуаль-
ных подписчиков), 013952 (для предприятий и 
организаций). 
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GUIDELINES FOR AUTHORS 
 

In order for papers submitted to be published in 
the journal “Problems of Physics, Mathematics and 
Technics” the following rules should be taken into 
account: 
 – the paper should be in agreement with the 
type of the journal; 

– the paper should be an original work, it 
should not have been submitted for consideration or 
previously published in the bulk over 25% in  
another scientific edition and (or) electronic  
publications with the exception of preprint  
publication (manuscript) of the paper of the authors 
(coauthors) on their own website; 
 – the paper should contain all statutory  
references to the cited authors and published sources 
of the borrowed material. The author (coauthors) 
must obtain all the necessary permissions for the use 
of materials in the article, in the event that he is 
(they are) not their right holder (right holders). 

The paper should not contain the materials 
suppressed for publication in the press in accordance 
with the laws of the Republic of Belarus. 

Contents of a paper should be written in line 
with the scope of the journal. The paper should be 
written in Russian, Belarusian and English, edited 
thoroughly and submitted in two copies to the  
Editorial Office. The manuscript should be printed 
on A4 white paper with all pages numbered.  
In addition, the authors must submit the electronic  
version  of their manuscript  either  on a CD or by 
e-mail  (e-mail: pfmt@gsu.by). 

To prepare a paper it is possible to use MS 
Word for Windows (2000/2003), Times New Roman 
type, 14 pt. All margins are 2 cm. The author may 
also use 12 pt LaTeX in standard style article  
without redefinition of the margins and introduction 
of the author’s commands. 

Index UDC is sited in the left corner of the first 
page. The title of the paper in capital letters is  
followed by the name(s) of the author(s), authors' 
affiliations and full postal addresses next to which 
are an abstract of no more than ten lines and  
keywords. Relevant keywords should be placed just 
after the Abstract. 

A paper, as a rule, should include Introduction, 
Body Text, Conclusion and Literature. The title of 
the paper must be concise. It describes the main idea 
of your research. 

In the Introduction the author gives a brief  
review of literature, his grounds and specific  
objectives, he describes links with scientific and 
practical branches. All background information such 
as reference to the papers of others authors and some 
previous publications (including foreign ones) in the 
field of investigation is necessary. 

The main part should contain description of the 
techniques used and objects of investigation within a 
large scientific framework. This part may be divided 
into subsection (with explanatory headings). It provides 

the readers with the analysis of the publications on 
the problem described in these subsections. 

Formulas, figures and tables should be  
sequentially numbered in the framework of the  
section, for example: (1.1), (2.3), figure 1.1, table 2.1. 
The author should number only the formulas with 
appropriate references. The formula number is placed 
on the right side of the page and the formula itself is 
centred. 

Figures and tables should be put into a  
contextual framework. The size of figures and charts 
does not exceed 10х15 cm. Halftone photos should be 
glossy and contrast. Do not repeat extensively in the 
text the data you have presented in tables and figures. 

Each table should have the heading, in which 
units of measure describe the values under  
consideration. All measurements and data should be 
given in SI units, or if SI units do not exist, in an 
international accepted unit. The authors are advised 
to avoid abbreviations except for generally accepted 
ones (i. e., etc.). Define all abbreviations the first 
time they are used. 

In the Conclusion the received data are  
described in concise form. The novelty of these  
results, advantages and possibility of practical use 
are presented. 

Publications cited in the text should be  
presented in a list of references following the text of 
the manuscript. References should be given in their 
original spelling, numbered in the order they appear 
in the text and contain full bibliography. Please, do 
not cite unpublished papers. The numbers of  
references are sited in square brackets (e. g. [1], [2]). 

The paper should be signed by all authors. 
The following documents should be attached to 

the article: 
– covering letter of the organization in which 

the work was done with a request for publication; 
– information about the authors; 
– expert opinion on the possibility of  

publishing an article in the press; 
– treaty on the transfer of the copyright (two 

copies). 
The authors should provide the following  

information on a separate sheet: surname, first name, 
patronymic, science degree, rank and correct postal 
address for correspondence, organization or  
company name and position, title, research field, 
home or office phone numbers, and e-mail address. 

Then the paper is sent to the Editorial Board to 
be reviewed. The Editorial Office informs the  
authors of paper denial and the reviewer's conclu-
sion without returning the manuscript. A request to 
revise the manuscript does not imply that the paper 
is accepted for publication since it will be  
re-reviewed and considered by the Editorial Board. 
The authors of the rejected paper have the right to 
apply for its reconsideration. 
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The Editorial Board has the right to edit the 
manuscript and abridge it without misrepresenting 
the paper contents. 

Papers not meeting the above requirements are 
denied and returned to the authors. The date of  
receipt of the final version by the Editorial Office is 
considered as the submission date. 

Authors are responsible for the submission of 
their publication because submission is a representation 
that the paper has not been previously published and 
is not currently under consideration for publication 
elsewhere. The Editorial Board charters top-priority 
for postgraduate students (postgraduate course,  
persons working for doctor’s degree, competitors for 
scientific degree) during the current year 

of the completion of a course. Publication of the 
paper is free of charge. 

Samples of the preparation of an article,  
information about the authors, expert opinion and 
the text of the treaty on the transfer of the copyright 
are placed on the site http://pfmt.gsu.by. 

The journal «Problems of Physics, Mathematics 
and Technics» is included in the mass media  
catalogue of the Republic of Belarus. Index: 01395 
(for personal subscribers), 013952 (for enterprises 
and organizations). 
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