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АНАЛИЗ СТОП-ЗОН ФОТОННО-КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ СТРУКТУР 
АНОДНОГО ОКСИДА АЛЮМИНИЯ 

И.В. Гасенкова, Н.И. Мухуров, И.М. Андрухович 

ГНПО «Оптика, оптоэлектроника и лазерная техника», Минск 
 

ANALYSIS OF STOP ZONES OF PHOTONIC-CRYSTALLINE STRUCTURES 
OF ANODIC ALUMINUM OXIDE 

I.V. Gasenkova, N.I. Mukhurov, I.M. Andrukhovich 

SSPA “Optics, Optoelectronics and Laser Technology”, Minsk 
 

Аннотация. Изучено влияние температуры и состава электролита, количества и величины периодов фотонно-
кристаллических (ФК) структур анодного оксида на алюминии и без алюминия на спектральное положение стоп-зон 
(СЗ). Установлены гипсохромный сдвиг максимума СЗ на 76 нм при увеличении температуры электролита от 7 до 
12° С и на 103 нм при изменении количества периодов от 52 до 230, батохромный сдвиг на 160 нм при увеличении пе-
риода структуры в 1,5 раза. Получены ФК структуры с коэффициентом пропускания 0,1% и коэффициентом отражения 
83% в области СЗ. ФК структуры имеют окраску, колориметрические характеристики определены, представлены на 
диаграмме цветности и согласуются с положением СЗ. 
 
Ключевые слова: фотонно-кристаллическая структура, анодный оксид алюминия, спектр зеркального отражения, 
стоп-зона. 
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Abstract. The influence of the temperature and composition of the electrolyte, the number and value of the periods of photonic 
crystal (PC) structures of anodic oxide on aluminum and without aluminum on the spectral position of the stop zones (SZ) was 
studied. A hypsochromic shift of the SZ maximum by 76 nm was established with an increase in the electrolyte temperature 
from 7 to 12° C and by 103 nm with a change in the number of periods from 52 to 230, a bathochromic shift by 160 nm with an 
increase in the structure period by 1.5 times. PC structures with a transmittance of 0.1% and a reflectivity of 83% in the SZ  
region were obtained. The PC structures have a color, the colorimetric characteristics are determined, presented on the chroma-
ticity diagram and are consistent with the SZ position. 
 
Keywords: photonic crystal structure, anodic aluminum oxide, specular reflection spectrum, stop zone. 
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Введение  
Наличие в энергетическом спектре запре-

щенных зон является основным свойством для 
ФК структур, спектральное положение которых 
необходимо прогнозировать для управления оп-
тическими свойствами при практических прило-
жениях. Анодный оксид алюминия с чередую-
щимися слоями различной пористости проявляет 
свойства фотонных кристаллов [1], [2]. В по-
следнее время фотонно-кристаллические струк-
туры на основе анодного оксида алюминия нахо-
дят применение в качестве оптических микроре-
зонаторов [3], распределенных брэгговских от-
ражателей [4]–[6], оптических фильтров [7]–[9] и 
оптических сенсоров [10]–[13] благодаря избира-
тельности в различных областях спектра. 

АОА является пористым материалом с вы-
сокой химической стабильностью, свойства 

оксида варьируются с помощью условий аноди-
рования (плотность тока и напряжения анодиро-
вания, состав и температура электролита и т. д.), 
что позволяет формировать ФК структуры с за-
данными функциями [14][17]. Период ФК 
структуры, показатель преломления, а также 
угол падения излучения на поверхность ФК 
структур определяют спектральное положение 
стоп-зон. Периодом структуры и показателем 
преломления слоев АОА можно управлять в 
процессе анодирования. Для описания оптиче-
ских свойств используют термины эффективной 
среды, поскольку длина волны света существен-
но больше диаметра пор, который может варьи-
роваться от 15 до 100 нм в зависимости от усло-
вий формирования.  

Рассмотрены технологические аспекты и 
влияние условий формирования на оптические 
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свойства ФК структур, сформированных в элек-
тролитах на основе серной кислоты с добавкой 
этиленгликоля в различных соотношениях. Элек-
тролиты на основе серной кислоты широко ис-
пользуются в промышленности для формирова-
ния анодных оксидных пленок и, согласно лите-
ратурным данным, наиболее распространены для 
формирования ФК. 

 
1 Методика эксперимента 
Формирование фотонных кристаллов на ос-

нове анодного оксида алюминия проводилось в 
двухэлектродной ячейке с принудительным пе-
ремешиванием, в качестве катода использовалась 
пластина алюминия А99, в качестве анода – об-
разец. Образец представлял собой алюминиевую 
пластину толщиной 100 мкм, полированную в 
импульсном режиме в растворе ортофосфорной 
кислоты и шестивалентного оксида хрома [18]. В 
качестве электролита использовался водный рас-
твор серной кислоты с добавлением этиленгли-
коля различной концентрации. Режимы анодиро-
вания при периодически изменяющейся плотно-
сти тока с прямоугольной формой импульса с 
составами электролитов и величинами плотности 
электрического заряда (Q) в течение периода 
формирования ФК структуры и суммарной плот-
ности заряда (Qс) представлены в таблице 1.1. 
Суммарная плотность заряда Qс = Q·N, где N 
количество периодов. 

Спектры зеркального отражения в диапазоне 
длин волн 190–1100 нм были исследованы с помо-
щью спектрофотометра МС 122 Proscan special 
instrument при угле падения излучения относитель-
но вертикали к поверхности образцов 10° и на 
спектрофотометре PB 2201 при углах падения из-
лучения 25°–55°.  

Координаты цвета и цветности ФК опреде-
ляли, исходя из диаграммы цветности с исполь-
зованием стандартных данных колориметриче-
ского наблюдателя МКО 1931 г. (XYZ) и освети-
теля D65. 

Изучение морфологии поверхности получен-
ных фотонных кристаллов было проведено c ис-
пользованием сканирующего электронного ми-
кроскопа MIRA 3 TESCAN с детекторами вторич-
ных электронов SE при ускоряющем напряжении 
20 кВ. 

2 Результаты эксперимента и их обсуждение 
Появление осцилляций Фабри – Перо на 

спектрах обусловлено интерференцией света, 
отраженного от поверхности АОА и границы 
АОА – алюминий (рисунок 2.1). По мере увели-
чения количества периодов интенсивность осцил-
ляций убывает. В коротковолновой области ос-
цилляции не разрешены. Различие спектров со-
стоит в изменяющемся спектральном положении 
СЗ и их смещении в коротковолновую область с 
увеличением количества периодов структуры. 

Исследовали спектральное положение СЗ в 
структурах с количеством периодов равным 52, 
67, 111, 180, 230, сформированных в водном рас-
творе 1,1 М Н2SO4, спектры зеркального отраже-
ния при угле падения излучения 10° которых 
представлены на рисунке 2.1. Качественно спек-
тры имеют схожий вид: на спектрах присутствуют 
области, в которых коэффициент отражения имеет 
высокое значение, и области с малым значением 
коэффициента отражения. Коэффициент отраже-
ния в СЗ находится в диапазоне значений от 70 до 
84%. Увеличение периода с 52 до 67 приводит к 
сдвигу с 478 нм до 476 нм (рисунки 2.1, а, б), при 
111 периодах спектральное положение зоны равно 
420 нм (рисунок 2.1, в) сдвиг составляет 58 нм. 
Дальнейшему увеличению количества периодов 
до 180 и 230 соответствует спектральное положе-
ние максимумов 411 и 375 нм (рисунки 2.1, г, д). 

Спектральное положение определяется 
формулой [19]:  

2 2
эф2 sin ,m d n       (2.1) 

где m – порядок отражения; λ – длина волны, 
соответствующая максимуму коэффициента от-
ражения, нм; d – период структуры, нм; nэф – эф-
фективный показатель преломления; θ – угол 
отражения, при котором снят спектр. 

Поскольку период структуры оставался по-
стоянным, то смещение максимума СЗ в корот-
коволновую область в соответствии с формулой 
(2.1) обусловлено изменением показателя пре-
ломления, который в свою очередь зависит от 
пористости оксида [20]:  

2 3

2 2
0эф Al O (1 ) ,n n P P                  (2.2) 

где 
2 3Al On  – показатель преломления стенок ячеек 

анодного оксида алюминия, P – пористость 
анодного оксида алюминия. 

 

Таблица 1.1 – Режимы анодирования 
 

Состав электролита Плотность заряда
за период 
Q, Кл/см2 

Плотность
тока, 

j, мА/см2 

Темпе-
ратура, 
Т, °С 

Количество 
периодов, 

N, шт. 

Суммарная  
плотность заряда,

Qс, Кл/см2 
1,1М H2SO4 0,44 0,4–2,27 5 

52, 67, 111, 
180, 230 

22,3; 29,8; 
47,5; 72; 90,0 

1М H2SO4,  
50 об.% этиленгликоля 

0,44 0,4–1,8 5 165 66,8 

0,44; 0,59; 0,66 0,4–1,8 9 85, 91, 84 35,7; 51,2; 51,0 1М H2SO4,  
25 об.% этиленгликоля 0,44 0,4–1,8 7,12,17 85 35,7 
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Рисунок 2.1 – Спектры зеркального отражения образцов ФК, сформированных в 1,1 М растворе серной 
кислоты при количестве периодов: a) 52, б) 67, в) 111, г) 180, д) 230 

 
Следовательно, изменяется пористость ок-

сида с увеличением количества периодов в про-
цессе формирования анодного оксида алюминия. 
Это вызвано расширением пор вследствие хими-
ческого травления. Чем длительнее процесс фор-
мирования ФК, тем больше изменения. Поэтому 
в верхних слоях фотонно-кристаллической стру-
ктуры пористость всегда выше, чем в нижних. 
Это объясняет меньшее значение показателя 
преломления и, соответственно, сдвиг максиму-
ма стоп-зоны в коротковолновую область с уве-
личением количества периодов. Изменение по-
ристости согласуется с данными, приведенными 
в работе [21]. 

Фотонно-кристаллические структуры полу-
чены в 1,0 М серной кислоте в растворе воды и 
этиленгликоля в соотношениях 50:50 об.%. Сра-
внение спектров зеркального отражения ФК 
структур на алюминии и отделенных от алюми-
ния (рисунок 2.2, a) показало отличие в различ-
ных спектральном положении СЗ и интенсивности 
фоновой составляющей спектров. Отделение ФК от 
алюминиевой основы проводилось в течение  

15–20 минут в водном растворе соляной кислоты 
и хлорида меди (II) при температуре 22±1° C. 
Большая интенсивность фона структур на алю-
минии вызвана отражением от поверхности 
алюминия. Сдвиг максимума пика СЗ на 53 нм в 
область коротких волн связан с изменением оп-
тической толщины в соответствии с формулой 
(2.1). Изменением геометрической толщины 
АОА можно пренебречь, так как общая толщина 
структуры намного больше диаметра пор. Сле-
довательно, происходит преимущественное хи-
мическое растворение стенок пор, растет порис-
тость, которая определяет уменьшение показате-
ля преломления оксида. Это согласуется с кине-
тикой растворения оксида, приведенной в [22]. 

Дальнейшая выдержка в травителе свобод-
ных от алюминия структур в условиях, соответ-
ствующих отделению от алюминия, приводит к 
аналогичному результату (рисунок 2.3, а). Вели-
чины сдвигов максимумов стоп-зон близки по 
значению и составляют 53 и 56 нм. Подтвержда-
ется хорошая воспроизводимость изменения по-
ристости ФК структур в данных условиях, что 
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позволяет управлять спектральным положением 
СЗ. Наблюдается согласие в положении СЗ в 
спектрах пропускания (рисунок 2.3, б) и отраже-
ния (рисунок 2.3, а). Коэффициент пропускания 
в СЗ достигает 0,1%, снижаясь с 58%, коэффици-
ент отражения равен 83%. 

На рисунке 2.2, б, представлены цветовые 
координаты в цветовой диаграмме CIE максиму-
мов СЗ спектров зеркального отражения ФК 
структур на алюминии, свободных и дополни-
тельно травленных, свободных от алюминия. 
Различные цвета и значения координат цвета 
подтверждают смещение стоп-зон при травлении 
фотонно-кристаллических структур, следова-
тельно, возможно получать различные цвета, 
изменяя время травления. 

 

 
a) спектры зеркального отражения образцов ФК 
при угле падения 10° на алюминии (1) и отде-

ленного от алюминия (2);  
 

   

1- ФК на алюмиинии
2- ФК отделенный
3- ФК отделенный 

после травления 
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б) диаграмма цвета ФК 

 

Рисунок 2.2 – Сравнение спектров зеркального 
отражения ФК структур на алюминии 

и отделенных от алюминия 

 

 
 

Рисунок 2.3 – Спектры зеркального отражения 
при угле падения 10° (a) и пропускания (б)  

образцов ФК 
 

Особенностью ФК структур, полученных в 
электролите с 50% этиленгликоля, является не 
наблюдаемая и нехарактерная для структур, полу-
ченных в других электролитах, морфология по-
верхности (рисунок 2.4, а). Она имеет развитый 
рельеф в виде точечных выступов. Они становятся 
заметны после 75 периодов, затем сливаются друг 
с другом, образуя характерный рисунок в виде 
линий. Часть линий образует концентрические 
окружности, в центре которых располагается оди-
ночный выступ. Наблюдается упорядочение в 
рисунке линий. При этом изменяются колоримет-
рические характеристики, образуя дополнитель-
ный золотистый к основному зеленому цвет. Ме-
жду линиями наблюдается, характерная для ФК 
структуры, морфология поверхности со стороны 
барьерного слоя (рисунок 2.4, б).  

На рисунке 2.5 приведены спектры зеркаль-
ного отражения в диапазоне длин волн от 350 до 
1000 нм при угле падения излучения, равном 45°, 
структур с разной величиной периода ФК. В соот-
ветствие с формулой (2.1) при увеличении значе-
ния периода спектральные положения СЗ смеща-
ются в длинноволновую область. При увеличении 
плотности заряда на период на 0,15 Кл/см2 на-
блюдается смещение максимума СЗ на 138 нм, 
при угле излучения 45°, увеличение на 0,22 Кл/см2 
приводит к смещению на 160 нм. Сдвиг СЗ при-
водит к изменению визуально определяемого цве-
та. В таблице 2.2 приведены данные для фотонно-
кристаллических структур с плотностью заряда на 
период 0,44 Кл/см2, 0,59 Кл/см2 и 0,66 Кл/см2, об-
щей плотностью заряда 35,8 Кл/см2, 51,2 Кл/см2, 
51,0 Кл/см2 и количеством периодов 85, 91 и 84 
соответственно. Изменение цвета подтверждает 
смещение пика СЗ, приведенные колориметриче-
ские характеристики соответствуют положению СЗ. 



Анализ стоп-зон фотонно-кристаллических структур анодного оксида алюминия 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (62), 2025 11

 

 
 

Рисунок 2.4 – Морфология поверхности образца ФК, полученного в электролите 
с добавлением 50% этиленгликоля (а); увеличенный масштаб (б) 

 
Таблица 2.2 – Основные параметры цветности ФК структур при различных плотностях заряда 
                        и количествах периодов 

Координаты цвета Плотность заряда на 
период, Q, Кл/см2 

Угол, 
Θ, ° 

Положение СЗ, 
λ, нм X Y Z 

Цвет 

0,44 25 504 1375.9188 1716.9317 1528.2883 
 

 45 450 1298.5556 1143.2592 2319.4635 
 

0,59 25 667 224.5916 213.1972 231.4438 
 

 45 588 2178.0591 2204.4718 1427.3478 
 

0,66 25 700 1778.6567 1842.3455 1746.1523 
 

 45 610 2564.7755 2405.8881 1906.2879 
 

 
 

 
 

Рисунок 2.5 – Спектры зеркального отражения 
ФК структур с Q 0,44 Кл/см2 (1), 0,59 Кл/см2 (2), 

0,66 Кл/см2 (3) 
 

На рисунке 2.6, a, представлены спектры зер-
кального отражения при угле 25° образцов ФК, 
полученных в диапазоне температуры от 7° С до 
17° С. Увеличение температуры до 12° С приво-
дит к смещению спектрального положения 

максимума СЗ на 76 нм в коротковолновую об-
ласть, при дальнейшем увеличении температуры 
до 17° С происходит размытие фотонной зоны. 
Поскольку анодирование проводили при перио-
дическом изменении плотности тока, то напря-
жение также периодически изменялось с макси-
мального до минимального значений. При этом 
максимальное напряжение формирования струк-
тур при заданных неизменных токовых значени-
ях уменьшалось с ростом температуры электро-
лита от 19,4 В при 7° С до 15,4 В при 12° С и 
10,9 В при 17° С. Минимальные значения со-
ставляли 7,0 В, 5,6 В и 4,1 В при температурах 
7° С, 12° С, 17° С, соответственно. Напряжение 
анодирования и межпоровое расстояние / диа-
метр ячейки связаны выражением [23]: 

,intU k D                            (2.3) 

где k – коэффициент пропорциональности, рав-
ный 2,5 [23], [24]. 

Согласно (2.3), уменьшение напряжения 
анодирования приведет к уменьшению межпоро-
вого расстояния / диаметра ячейки анодного ок-
сида алюминия. В свою очередь пористость оп-
ределяется по формуле: 
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                    (2.4) 

где Dp – диаметр поры; Dint – межпоровое рас-
стояние/диаметр ячейки.  

Поэтому уменьшение межпорового рас-
стояния / диаметра ячейки приведет к увеличе-
нию пористости (2.4), тем самым, согласно (2.2), 
к уменьшению показателя преломления и, со-
гласно (2.1), к сдвигу в коротковолновую область.  

Изменения в положении максимумов СЗ 
проявляются изменением цвета структур и соот-
ветствующим изменением цветовых координат 
на диаграмме цветности (рисунок 2.6, б). Таким 
образом, изменяя температуру электролита, мож-
но формировать ФК структуры различной цвето-
вой гаммы при прочих одинаковых условиях 
анодирования.  

 

 
 

1
2

3

0,9

0,8

0,7

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

Y

0,1  0,2  0,3    0,4    0,5  0,6 0,7   0,8

X  
б) 

 

Рисунок 2.6 – Спектры зеркального отражения  
при угле 25° (а) и диаграмма цвета (б) образцов 

ФК, полученных при температуре: 1 – 7° С;  
2 – 12° С; 3 – 17° С 

Заключение 
Определены спектральные положения стоп-

зон фотонно-кристаллических структур анодного 
оксида алюминия, полученных в сернокислых 
электролитах с добавкой различного количества 
этиленгликоля при различных температуре и 
величине периода СЗ. Для ФК структур, получен-
ных в растворе 1,0 М серной кислоты с 50% эти-
ленгликоля, при плотности тока 0,41,8 мА/см2 и 
количестве периодов 165, коэффициент пропус-
кания равен 0,1%, коэффициент отражения 83% 
в области CЗ. Увеличение температуры электро-
лита c 7 до 12° С приводит к гипсохромному 
сдвигу CЗ на 76 нм, при температуре 17° С на-
блюдается размытие фотонной зоны. Вследствие 
этого формирование ФК структур необходимо 
проводить при низких температурах электроли-
та, не выше 12° С. К гипсохромному сдвигу CЗ 
на 103 нм приводит и рост количества периодов 
с 52 до 230. Увеличение периода ФК структуры с 
0,44 Кл/см2 до 0,66 Кл/см2 приводит к батохром-
ному сдвигу на 160 нм в соответствии с законом 
Брэгга – Снелла. Существенное изменение мор-
фологии поверхности ФК структур наблюдается 
при формировании в водном растворе серной 
кислоты с добавлением этиленгликоля в объёме 
50%. Развитый рельеф не характерен для струк-
тур, сформированных в электролитах, как в вод-
ном растворе серной кислоты, так и с добавкой 
25% этиленгликоля. 

Для исследования колориметрических ха-
рактеристик использованы диаграммы цветности 
цветового пространства МКО 1931г (XYZ). Фо-
тонно-кристаллические структуры на алюминии 
и отделенные от алюминия существенно отли-
чаются окраской. При прочих одинаковых усло-
виях анодирования, изменяя температуру элек-
тролита и величину периода, можно формиро-
вать ФК структуры различного цвета.  
 

ЛИТЕРАТУРА 
1. Optical engineering of nanoporous photonic 

crystals by Gaussian-Like pulse anodization / L. Liu 
[et al.] // Microporous and Mesoporous Materials. – 
2021. – Vol. 312. – P. 110770. 

2. Structural coloring of aluminum / L. Yisen 
[et al.] // Electrochem. Commun. – 2011. – Vol. 13. – 
P. 1336–1339. 

3. Facile synthesis of optical microcavities by a 
rationally designed anodization approach: Tailoring 
photonic signals by nanopore structure / Y. Wang 
[et al.] // ACS Appl. Mater. Interfaces. – 2015. – 
Vol. 7. – P. 9879–9888. 

4. Sulka, G.D. Distributed Bragg reflector 
based on porous anodic alumina fabricated by pulse 
anodization / G.D. Sulka, K. Hnida // Nanotechno-
logy. – 2012. – Vol. 23. – P. 075303–7. 

5. Tuning the photonic stop bands of nanopor-
ous anodic alumina-based distributed Bragg reflec-
tors by pore widening / M. Rahman [et al.] // ACS 



Анализ стоп-зон фотонно-кристаллических структур анодного оксида алюминия 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (62), 2025 13

Appl. Mater. Interfaces. – 2013. – Vol. 5. – 
P. 13375–13381. 

6. Interferometric nanoporous anodic alumina 
photonic coatings for optical sensing / Y. Chen [et 
al.] // Nanoscale. – 2015. – Vol. 7. – P. 7770–9. 

7. Sukarno, K.T. Realization and optical engi-
neering of linear variable bandpass filters in nano-
porous anodic alumina photonic crystals / K.T. Su-
karno, Ch. Law, A. Santos // Nanoscale. – 2017. – 
Vol. 9. – P. 7541–7550. 

8. Nanoporous anodic alumina rugate filters 
for sensing of ionic mercury: Toward environmental 
point-of-analysis systems / T. Kumeria [et al.] // 
ACS Appl. Mater. Interfaces. – 2014. – Vol. 6. –  
P. 12971–12978. 

9. From gradient-index to step-index filters: A 
switch between the two types of photonic crystals 
induced by the amplitude and period of sinusoidal 
function applied during high-temperature anodiza-
tion of aluminium / G. Szwachta [et al.] // Applied 
Surface Science. – 2023. – Vol. 607. – P. 155031. 

10. Nemati, M. Fabrication and Optimization of 
Bilayered Nanoporous Anodic Alumina Structures 
as Multi-Point Interferometric Sensing Platform /  
M. Nemati, A. Santos, D. Losic // Sensors (Basel). – 
2018. – Vol. 18. – P. 470. 

11. Anodic Alumina Photonic Crystals as Re-
fractive Index Sensors for Controlling the Composi-
tion of Liquid Mixtures crystals / C. S. Law [et al.] // 
Nanomaterials. – 2018. – Vol. 8. – P. 788–154. 

12. Nanoporous Anodic Alumina Photonic 
Crystals for Optical Chemo- and Biosensing: Fun-
damentals, Advances, and Perspectives / M. Ashu-
rov [et al.] // Photonic Sensors. – 2020. – Vol. 10. – 
P. 147–154. 

13. Stacked Nanoporous Anodic Alumina Gra-
dient-Index Filters with Tunable Multispectral Pho-
tonic Stopbands as Sensing Platforms / L.K. Acosta 
[et al.] // ACS Applied Materials & Interfaces – 
2019. – Vol. 11, № 3. – P. 3360–3371. 

14. Anodic alumina photonic crystals: Struc-
ture engineering, optical properties and prospective 
applications / G. Shang [et al.] // Materials Today 
Communications. – 2023. – Vol. 34. – P. 105052. 

15. One-dimensional photonic crystals based 
on porous anodic alumina: Optical and morphology 
changes under thermal and chemical treatments /  
N.A. Shirin [et al.] // Optical Materials. – 2024. – 
Vol. 152. – P. 115518. 

16. Tuning the optical properties of nanopor-
ous anodic alumina photonic crystals by control of 
allowed voltage range via mixed acid concentration / 

S. Abbasimofrad [et al.] // Journal of Physics and 
Chemistry of Solids. – 2018. – Vol. 118. – P. 221–
231. 

17. The effect of the voltage waveform on the 
microstructure and optical properties of porous an-
odic alumina photonic crystals / S. Zhang [et al.] // 
Optical Materials. – 2019. – Vol. 98. – P. 109488.  

18. Гасенкова, И.В. Угловые зависимости 
спектров зеркального отражения и цвета анодного 
оксида алюминия со свойствами фотонного кри-
сталла / И.В. Гасенкова, Н.И. Мухуров, И.М. Анд-
рухович // Нано- и микросистемная техника. – 
2024. – Т. 26, № 1. – С. 18–24. 

19. Transmission spectra of one-dimensional 
porous alumina photonic crystals / V.S. Gorelik [et 
al.] // Photonics and Nanostructures – Fundamentals 
and Applications. – 2018. – Vol. 32. – P. 6–10. 

20. Schwarz, J.A. Dekker Encyclopedia of 
Nanoscience and Nanotechnology / J.A. Schwarz, 
C.I. Contescu, K. Putyera. – Vol. 4. Issues in Sci-
ence and Technology Librarianship. M. Dekker: 
New York, 2004. – 34 p. 

21. Kushnir, S.E. Thickness-dependent irides-
cence of one-dimensional photonic crystals based on 
anodic alumina / S.E. Kushnir, K.S. Napolskii // 
Materials & Design. – 2018. – Vol. 144. – P. 140–
150.  

22. Кинетика формирования и растворения 
анодного оксида алюминия в электролитах на 
основе серной и селеновой кислот / А.И. Садыков 
[и др.] // Журнал неорганической химии. – 2021. – 
T. 66, № 2. – С. 265–273.  

23. Sulka, G.D. Highly ordered anodic porous 
alumina formation by self-organized anodizing / 
G.D. Sulka // Nanostructured Materials in Electro-
chemistry. Edited by Ali Eftekhari. – Weinheim: 
WILEY-VCH, 2008. – P. 1–116. 

24. Lee, W. Structural engineering of nanopor-
ous anodic aluminium oxide by pulse anodization of 
aluminium / W. Lee, K. Steinhart, E. Pippel,  
R. Scholz // Nature Nanotechnology. – 2008. –  
Vol. 3. – P. 234–239. 
 

Поступила в редакцию 09.12.2024. 
 
 
Информация об авторах 
Гасенкова Ирина Владимировна – д.ф.-м.н., доцент 
Мухуров Николай Иванович –д.т.н., профессор 
Андрухович Ирина Михайловна – к.т.н. 

 
 

 

 
 



Проблемы физики, математики и техники, № 1 (62), 2025 ISSN 2077-8708 
 

© Гиргель С.С., 2025            

14 

 

УДК 535.42                                                                      DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2025_1_62_14 
EDN: VHVSNG 

 

ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ И ПОЛЯРИЗАЦИОННЫЕ СВОЙСТВА ВЕКТОРНЫХ 
ГАУССОВЫХ СВЕТОВЫХ ПУЧКОВ СО СЛОЖНЫМ АСТИГМАТИЗМОМ 

С.С. Гиргель 

Гомельский государственный университет имени Франциска Скорины 
 

ENERGY AND POLARIZATION PROPERTIES OF VECTOR 
GAUSSIAN LIGHT BEAMS WITH COMPLEX ASTIGMATISM 

S.S. Girgel 

Francisk Skorina Gomel State University 
 

Аннотация. Исследованы новые решения параболического уравнения, описывающие векторные декартовы паракси-
альные ТМ световые пучки Гаусса со сложным астигматизмом. Установлены допустимые значения свободных  
параметров, при которых пучки Гаусса переносят конечную мощность. Предложены явные выражения, описывающие 
энергетические и поляризационные свойства векторных гауссовых световых пучков со сложным астигматизмом.  
Выполнено графическое моделирование и проведен соответствующий анализ эллипсов поляризации, интенсивности и 
поперечных потоков энергии векторных параксиальных световых пучков Гаусса с однородной и неоднородной  
(ТМ-моды) поляризацией. 
 
Ключевые слова: поляризация, векторные пучки, пучки Гаусса, сложный астигматизм, ТМ-моды, поперечные потоки 
энергии. 
 
Для цитирования: Гиргель, С.С. Энергетические и поляризационные свойства векторных гауссовых световых пучков 
со сложным астигматизмом / С.С. Гиргель // Проблемы физики, математики и техники. – 2025. – № 1 (62). – С. 14–19. – 
DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2025_1_62_14. – EDN: VHVSNG 
 
Abstract. The new solutions of the parabolic equation describing vectorial Cartesian paraxial TM Gaussian light beams with 
complex astigmatism are investigated. The admissible values of the free parameters at which Gaussian beams carry finite power 
are established. The explicit expressions describing energy and polarization properties of vector Gaussian light beams with 
complex astigmatism are proposed. The graphical modeling and corresponding analysis of polarization ellipses, intensity and 
transverse energy fluxes of vector Gaussian paraxial light beams with homogeneous and inhomogeneous (TM-modes)  
polarization are performed. 
 
Keywords: polarization, vector beams, Gauss beams, complex astigmatism, TM-modes, transverse energy fluxes. 
 
For citation: Girgel, S.S. Energy and polarization properties of vector Gaussian light beams with complex astigmatism /  
S.S. Girgel // Problems of Physics, Mathematics and Technics. – 2025. – № 1 (62). – P. 14–19. – DOI: https://doi.org/10.54341/ 
20778708_2025_1_62_14 (in Russian). – EDN: VHVSNG 

 
 

Введение 
В настоящее время широко используются 

лазерные круговые гауссовы световые пучки, у 
которых пучки обладают круговой симметрией 
относительно оси пучка z [1]. Пучки с общим 
астигматизмом изучены значительно меньше 
[2]–[6]. Данная работа представляет собой разви-
тие предыдущей работы автора [7]–[11], где ис-
следовались энергетические и поляризационные 
свойства векторных астигматических световых 
пучков. Здесь используемый математический 
формализм распространяется на более общие 
векторные гауссовы световые пучки со сложным 
астигматизмом. 

Сначала обсуждается общий формализм для 
описания скалярных гауссовых световых пучков 
со сложным астигматизмом. В следующих раз-
делах сначала обсуждаются энергетические и 
поляризационные свойства векторных гауссовых 

световых пучков со сложным астигматизмом и 
однородной поляризацией по сечению пучка, 
затем гауссовы ТМ-моды со сложным астигма-
тизмом и неоднородно поляризованные по сече-
нию пучка. 

 
1 Общий скалярный астигматический гаус-

сиан, характеризующий скалярные гауссовы 
световые пучки со сложным астигматизмом 

Начнем с обсуждения свойств скалярных 
пучков Гаусса с общим астигматизмом. Предва-
рительно обсудим необходимый математический 
формализм для описания пучков со сложным ас-
тигматизмом. Для 3D параболического уравнения 

 2 2 0zik f                       (1.1) 

общий скалярный астигматический гауссиан 
1det (0)

exp
det ( ) 2

ik QQ
G

Q z


  

  
 

r r
 

ФИЗИКА



Энергетические и поляризационные свойства векторных гауссовых световых пучков со сложным астигматизмом 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (62), 2025 15

является его точным решением [4]. Здесь (22)-мат-
рица пучка 0 ,Q z I Q   Q – комплексный мат-

ричный параметр пучка, 0 0 0 .Q Q iQ    Поворо-

том системы координат вокруг оси Z матрицу 0Q  
можно привести к диагональному виду, а после-
дующим сдвигом вдоль оси Z привести к про-
стейшей форме:  

0

0
;

0

a
Q

a

    
 

 11 12
0

012 22

.Q
  

     
 

Поэтому 
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12 22
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z a i i
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i z a i

     
       

 

(2х2) матрица 0Q  для выполнения квадратичной 

интегрируемости гауссиана G должна быть по-
ложительно определенной, т. е. ее компоненты 
должны удовлетворять ограничениям 

 2
11 22 12 11 22{ 0, 0}.                (1.2) 

Обратная матрица  
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Матрицу 1Q  можно представить также в инва-

риантной форме:  
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r
 и здесь / detc cQ Q   – след матри-

цы Г. Детерминант det ,Q Q Q i Q     где 

2 2
0 ,Q z a Q     где 2

0 11 22 12Q     . Здесь и 

далее символ  означает детерминант. 
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После некоторых преобразований мнимую часть 
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2 Однородно поляризованные гауссовы 

моды с общим астигматизмом 
Для однородно поляризованных паракси-

альных векторных гауссовых пучков с общим 

астигматизмом возьмем поперечную часть век-
тора электрического поля в форме: ;f E e  

где нормированный 2(| | 1) e  вектор поляриза-

ции x y .x y    e e e  Как и в предыдущем раз-

деле, в качестве решения возьмем .f G  Гео-

метрические характеристики эллипса поляриза-
ции электрического вектора светового пучка за-
даются комплексным параметром [8] 
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При этом азимут главной оси эллипса поляриза-
ции относительно оси OX равен ,  а эллиптич-
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равны  

  ,z G    E e r b e  
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где   2 det (0)
exp Im .
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Q z    r b  Плотности 

продольного ,zS  поперечного орбитального oS  

и спинового sS  потоков энергии параксиального 

пучка соответственно равны  
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причем .s  oS S S  

Картина интенсивности гауссова светового 
пучка с общим астигматизмом представляет со-
бой световое пятно эллиптической формы (ри-
сунки 2.1–2.3). Азимуты главных осей эллипса 
интенсивности светового пятна определяются 

формулой 12

11 22

2
tg(2 ) .


 

  
 Параметр эллип-

тичности светового пятна 
2

11 22 12

11 22

22
sin(2 ) .

c

    
  

     
 

Для графического моделирования получен-
ных результатов для наглядности был выполнен 
переход к безразмерным переменным 0/ ,X x x  

0/ ,Y y x  0/ ,Z z z  где 0 0,x   2
0 0 / 2z k x  – 

характерные линейные размеры пучка в попе-
речном и продольном направлениях соответст-
венно. Некоторые результаты графического мо-
делирования поперечных потоков энергии и ин-
тенсивности однородно поляризованного пара-
ксиального светового гауссова пучка с общим 
астигматизмом изображены в относительных 
единицах на рисунках 2.1–2.3 при различных 
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значениях свободных параметров. Чтобы обес-
печить квадратичную интегрируемость (КИ) 
функций векторной амплитуды пучков Гаусса и, 
тем самым, переносимую конечную мощность 
через поперечное сечение пучка, выбирались 
параметры, удовлетворяющие условиям (1.2). 

Световое пятно не может вырождаться в 
прямую линию, так как 0.   В круг тоже не 

может превращаться. В отличие от пучков Гаус-
са с простым астигматизмом азимуты главных 
осей эллипса интенсивности не фиксированные, 

0, / 2    и зависят от расстояния Z. Размеры 

эллипса интенсивности возрастают с расстояни-
ем Z. Компьютерное моделирование показывает, 
что линии спинового потока энергии эллиптиче-
ской формы и полностью повторяют очертания 

эллипса интенсивности. Линии полных попереч-
ных потоков энергии S  образуют спиральные 

вихри. Линии потоков 0S  и sS  при удалении от 

оси Z стремятся к радиальным направлениям. 
При выравнивании коэффициентов 11  и 22  

пятно интенсивности стремится к круговому. 
Интенсивности поперечных потоков 0 ,sS S  

что иллюстрируют рисунки 2.1 и 2.2.  
При распространении пучков Гаусса c об-

щим астигматизмом и однородной поляризацией 
их световое пятно деформируется и вращается. В 
интервале ( )Z     главная ось эллипса ин-

тенсивности вращается на 180 градусов. Практи-
чески основное вращение происходит в интерва-
ле (–1 > Z > 1) (рисунок 2.3). 

 

       
                         а)                                         б)                                          в)                                          г) 

Рисунок 2.1 – Поперечные потоки энергии векторного однородно поляризованного светового гауссова 
пучка с общим астигматизмом: (a) орбитальный, (б) спиновый, (в) суммарный поперечный потоки 

энергии и (г) общая интенсивность пучка. Свободные параметры: 1,67;Z   11 1;   22 0,5;   12 0,6.   

 

       
                         а)                                         б)                                          в)                                          г) 

Рисунок 2.2 – Поперечные потоки энергии векторного однородно поляризованного светового гауссова 
пучка с общим астигматизмом: (a) орбитальный, (б) спиновый, (в) суммарный поперечный потоки 

энергии и (г) общая интенсивность пучка. Свободные параметры: 3,0;Z   11 3;   22 0,5;   12 0.6.   

 

       
                    а) 0;Z                           б)  0, 23;Z                          в) 0, 46;Z                           г) 0,94Z   
Рисунок 2.3 – Деформация и вращение эллипсов интенсивности пучков Гаусса c общим астигматизмом 

и однородной поляризацией. Свободные параметры: 11 0,6;   22 3;   12 1,3;   0, 2a   
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3 Гауссовы ТМ-моды с общим астигма-
тизмом 

Перейдем к анализу свойств гауссовых све-
товых пучков с общим астигматизмом и неодно-
родной по сечению поляризацией (ТМ-моды). 

Возьмем в (1.1) 
1

.f G
k

   Тогда для ТЕ мод по-

перечная часть вектора электрического поля га-
уссового пучка с общим астигматизмом  
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После некоторых преобразований, учитывая, что 
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 На рисунках 3.1–3.6 показаны некоторые 
характерные картины поперечных потоков энер-
гии и общих интенсивностей в относительных 
единицах для ТМ мод Гаусса с общим астигма-
тизмом. Чтобы обеспечить КИ функций вектор-
ной амплитуды пучков Гаусса и, тем самым, пе-
реносимую конечную мощность через попереч-
ное сечение пучка, выбирались параметры, удов-
летворяющие условиям (1.2). На всех рисунках 
3.1–3.6 взят одинаковый свободный параметр 

2.k   Видно, что линии орбитальных и спино-
вых потоков энергии ориентированы самыми 
разнообразными способами. Картины общей ин-
тенсивности содержат одно или два пика  интен-
сивности. Поляризация ТМ мод Гаусса с общим 
астигматизмом является сильно неоднородной 
по поперечному сечению пучка и, в общем слу-
чае, эллиптической. При изменениях расстояния 
Z от оси пучка поляризация периодически видо-
изменяется от линейной до круговой. 

 

      
                                    а)                                             б)                                                           в) 

Рисунок 3.1 – Эллипсы поляризации (a), интенсивность (б ) и линии поперечных спиновых потоков 
энергии ТМ-моды гауссового пучка с общим астигматизмом.  
Свободные параметры: 0;Z   11 2;   22 6;   12 1;   1a   

 
 



С.С. Гиргель 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (62), 2025 18 

 

     
                                  а)                                            б)                                                               в) 

Рисунок 3.2 – Эллипсы поляризации (a), интенсивность (б ) и линии поперечных спиновых потоков 
энергии ТМ- моды гауссового пучка с общим астигматизмом.  

Свободные параметры: 2;Z   11 0,9;   22 6;   12 1;   1a   

 

       
                          а)                                          б)                                          в)                                          г) 

Рисунок 3.3 – Орбитальный (а), спиновый (б), общий поперечный потоки энергии векторных пучков 
 Гаусса (ТМ моды) с общим астигматизмом (в), интенсивность пучка (г).  

Свободные параметры: 3;Z   11 1,7;   22 3;   12 1,1;   0, 2a   

 

       
                         а)                                         б)                                          в)                                          г) 

Рисунок 3.4 – Орбитальный (а), спиновый (б), общий поперечный потоки энергии векторных пучков 
Гаусса (ТМ моды) с общим астигматизмом (в), интенсивность пучка (г).  

Свободные параметры: 0;Z   11 1,7;   22 3;   12 1,1;   0, 2a   

 

       
                          а)                                          б)                                          в)                                          г) 

Рисунок 3.5 – Орбитальный (а), спиновый (б), общий поперечный потоки энергии векторных пучков 
Гаусса (ТМ моды) с общим астигматизмом (в), интенсивность пучка (г). 
Свободные параметры: 2,72;Z    11 1,7;   22 3;   12 1,1;   0, 2a   
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Интересно, что линии спиновых потоков 
энергии ТМ пучков Гаусса образуют замкнутые 
кривые. Это соответствует общим спиралевид-
ным энергетическим спиновым потокам. Как и 
для однородной поляризации, на рисунках 3.3–
3.5 эллипсы поперечных спиновых потоков энер-
гии по форме такие же, как эллипсы интенсивно-
сти. Однако на рисунках 3.1–3.2 формы замкну-
тых линий поперечных спиновых потоков энер-
гии не соответствуют форме интенсивности пуч-
ка, хотя их симметрии совпадают. 

Отметим также, что при распространении 
пучков Гаусса c общим астигматизмом и ТМ 
поляризацией их световое пятно деформируется 
и вращается, как и для однородно поляризован-
ных пучков Гаусса. В интервале ( )Z     

главная ось эллипса интенсивности снова враща-
ется на 180 градусов. 

 
Заключение 
В данной работе представлены новые реше-

ния векторного параболического уравнения, 
описывающие параксиальные векторные свето-
вые пучки Гаусса с однородной и неоднородной 
поляризацией (ТМ-моды). Представлены явные 
выражения для векторов поля, интенсивности, 
орбитального, спинового и общего потоков энер-
гии пучков Гаусса с однородной и неоднородной 
поляризацией. 

Проведенное графическое моделирование 
эллипсов поляризации, интенсивности и попе-
речных потоков энергии (орбитального ,oS  спи-

нового sS  и общего )o s  S S S  потоков под-

твердило и проиллюстрировало аналитические 
расчеты. 

 Наличие нескольких свободных параметров 
позволяет в определенных пределах изменять 
физические свойства рассматриваемых пучков 
Гаусса с общим астигматизмом. Дальнейшее их 
изучение может открыть новые перспективы ис-
пользования таких пучков. 
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ДИФРАКЦИЯ ИГОЛЬЧАТЫХ СВЕТОВЫХ ПУЧКОВ НА УЛЬТРАЗВУКЕ 

В КРИСТАЛЛАХ ПАРАТЕЛЛУРИТА 
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DIFFRACTION OF NEEDLE LIGHT BEAMS 
BY ULTRASONIC WAVES IN PARATELLURITE CRYSTALS 

G.V. Kulak1, V.I. Kazakov2, T.V. Nikolaenko1, P.I. Ropot3 
1Mozyr State Pedagogical University 

2State University of Aerospace Instrumentation, St. Petersburg 
3Institute of Physics of the National Academy of Sciences of Belarus, Minsk 

 
Аннотация. Исследована брэгговская дифракция циркулярно поляризованных игольчатых световых пучков на  
медленной сдвиговой ультразвуковой волне в кристаллах парателлурита. Показано, что при изменении угла конусности 
падающего на диафрагму бесселевого светового пучка достигается высокая эффективность дифракции ~90% для 
сформированного и падающего на акустооптическую ячейку игольчатого пучка. Установлено, что при увеличении 
длины акустооптического взаимодействия эффективность дифракции игольчатых световых пучков достигает  
максимального значения при меньших мощностях ультразвука. Показано, что при малых углах конусности светового 
пучка эффективность дифракции игольчатого светового пучка сравнима с эффективностью дифракции гауссового. 
 
Ключевые слова: игольчатый световой пучок, брэгговская дифракция света, дифракционная эффективность,  
одноосный гиротропный кристалл, кристалл парателлурита. 
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Abstract. Bragg diffraction of circularly polarized needle light beams by a slow shear ultrasound wave in paratellurite crystals 
is studied. It is shown that by changing the cone angle of the Bessel light beam incident on the diaphragm, a high diffraction  
efficiency of ~90% is achieved for the needle beam formed and incident on the acousto-optic cell. It is found that with an  
increase in the length of the acousto-optic interaction, the diffraction efficiency of the needle light beams reaches a maximum 
value at lower ultrasound powers. It is shown that at small cone angles of the light beam, the diffraction efficiency of the needle 
light beam is comparable to the diffraction efficiency of the Gaussian one. 
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Введение 
В работе [1] показано, что для кольцевой 

апертуры светового поля с равномерным осве-
щением длина фокальной области увеличивается 
по сравнению с обычными пучками. Метод фор-
мирования кольцевого пучка посредством аподи-
зации апертуры светового поля рассмотрен в [2]. 
Особенности преобразования кольцевой струк-
туры светового поля с использованием двухак-
сиконной схемы изучены в [3]. В работе [4] рас-
смотрены особенности формирования игольча-
тых световых пучков (ИП) с использованием ак-
сиконной схемы и апподизирующей диафрагмы. 
ИП отличаются высокой интенсивностью, высо-
кой разрешающей способностью и увеличенной 

глубиной фокуcировки. Такие пучки, имеющие 
более удлиненную фокальную область по срав-
нению с гауссовыми, находят широкое примене-
ние в лазерных технологиях для резки, сварки, 
гравировки и др. В работе [5] исследованы осо-
бенности брэгговской дифракции ограниченных 
световых пучков различных амплитудных рас-
пределений (гауссового, прямоугольного и ло-
рентцевого) на ультразвуке. Показано, что ди-
фракционная эффективность уменьшается при 
переходе от пучка прямоугольного профиля, па-
дающего на акустооптическую ячейку, далее пе-
реходя к гауссовому и, наконец, к лорентцевому 
профилю. Отметим, что при этом использовалась 
двумерная теория связанных волн, естественным 
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образом учитывающая сложное амплитудное 
распределение падающего светового пучка. В 
настоящей работе с использованием теории свя-
занных волн впервые исследуются особенности 
брэгговской дифракции ИП на ультразвуке. 
 

1 Геометрия анизотропной брэгговской 
дифракции 

На рисунке 1.1 представлена схема форми-
рования ИП и анизотропной брэгговской ди-
фракции циркулярно поляризованных световых 
пучков.  

 

 
 

а) Схема формирования ИП (ЛИ – лазерный ис-
точник), АК1 – аксикон с углом конусности 1, 
АК2 – аксикон с углом конусности 2, Д – диа-
фрагма, ГП – гауссов пучок, БП – бесселев пу-
чок, ИП – игольчатый пучок, d – размер щели) 

 
б) Схема АО взаимодействия БСП и УЗ волны 
(ПП – пьезопреобразователь, ПГ – поглотитель 
ультразвука, 1 и 2 – угол падения и дифракции 
соответственно) 

 
 

в) геометрия расположения преломленной и ди-
фрагированной плосковолновых компонент ИП в 
плоскости дифракции на медленной сдвиговой 

УЗ волне в кристалле ТеО2 1,2(K


 – волновые век-

торы ультразвука, , ,o ek


 ,'o ek


 – волновые векторы 

преломленной и дифрагированной волн, 2 – 

угол между волновыми векторами 1K


 и 2 )K


  

 
Рисунок 1.1 – Схема формирования ИП 
и анизотропной брэгговской дифракции 

циркулярно поляризованных световых пучков 

Здесь гауссов пучок от лазерного источника 
проходит через систему двух аксиконов с раз-
личными преломляющими углами 1  и 2 ,  при-

чем 2 1.    За вторым аксиконом в области ква-

зибездифракционного распространения форми-
руется бесселев световой пучок (БСП), который 
при малых  = γ2 – γ1 имеет широкий централь-
ный максимум диаметром d по уровню нулевой 
интенсивности. На пути БСП расположен экран с 
круговой щелевой диафрагмой, причем край 
диафрагмы совпадает с первым нулем БСП. В 
результате за экраном формируется пучок в 
форме осевого максимума с нулевой интенсив-
ностью по краю апертуры, который принято на-
зывать ИП [4]. 

Рассмотрим геометрию АО взаимодействия 
(рисунок 1.1), для которой УЗ волна распростра-
няется в кристалле парателлурита под малым 
углом  к оси Х и занимает пространство между 
плоскостями z = 0 и z = l. Ось падающего ИП 
расположена в плоскости XZ под углом 1  к 

фронту УЗ волны. Сечение поверхности волно-
вых векторов плоскостью дифракции XZ и рас-
положение плосковолновых компонент падаю-
щего (ko и ke) и плосковолновых компонент ди-
фрагированного e(  и  )ok k   ИП показано на ри-

сунке 1.1, б. При этом, как показано на рисунке 
1.1, б, реализуются два дифракционных процес-

са: o 1 e e 2 o, ,k K k k K k    
    

 где 1 2,K K
 

 – плос-

коволновые компоненты акустического пучка. 
Для рассматриваемой геометрии АО взаимодей-
ствия следует положить:  

1 2 0arcsin( / 2 ),n          
где 0 – длина световой волны в вакууме, 
n = (no + ne) / 2 – средний показатель преломле-
ния кристалла (no, ne – обыкновенный и необык-
новенный показатели преломления кристалла),  
 – фазовая скорость УЗ волны. 
 
 2 Расчет эффективности дифракции 

В рамках двумерной теории связанных волн 
система связанных дифференциальных уравне-
ний для комплексных амплитуд дифрагирован-
ных волн A0(r), A1() имеет вид [5]: 

0 1
1 00, 0,

A A
i A i A

r

 
     

 
   (2.1) 

где коэффициент связи дифрагированных волн  
выражается через свертки тензора изменения 
диэлектрической проницаемости  

ij ik lj klmn mnp U     
( ,ij mnU  – компоненты тензора диэлектрической 

проницаемости и тензора УЗ деформации) с век-
торами поляризации 0 1,e e

 
 дифрагированных 

волн нулевого «0» и первого «1» порядка, то есть  
2

0 1
ˆ( ) / 2;k e e  

 
 sin cos ,z x     
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sin cos ;r z x    02 / .k n    
Если искать решение системы уравнений (2.1) 
методом Римана с использованием граничных 
условий: 0 0( 0) ,iA z A   1( 0) 0A z   , то общее 

решение можно представить в виде: 

 
 

0

2
1 1

2
1

( ) ( )

11
(1 )sin ,

2 1

i

i

A r A r

J q
A r l q dq

q





 

 
    




 (2.2) 

   
1

1
2

0

1

( )

1
(1 )sin 1 ,

2 i

A

i A l q J q dq




 

       
 (2.3) 

где 2/ cosl kn     – индекс модуляции УЗ вол-

ной; J0(x), J1(x) – функции Бесселя первого рода, 
соответственно нулевого и первого порядка. При 
этом индекс модуляции выражается через коэф-
фициент акустооптического качества М2: 

2

0

2
,

cos 2
aM P l

h


 

 
 где Pa – мощность ультра-

звука, h – ширина пьезопреобразователя.  
Выражения (2.2), (2.3) позволяют рассчи-

тать амплитудное распределение дифрагирован-
ного ИП нулевого и первого порядка для любого 
уровня акустической мощности и широкого 
класса падающих световых пучков. Эффектив-
ность АО дифракции (η) определяется соотно-
шением 

1

1

1 1

1 1

2

1

2 2

0 1

( )

.

( ) ( )
r

r

A d

A r dr A d





 

 

 

 

  



 
  (2.4) 

 
 3 Численный анализ дифракционной  
эффективности 

Численные расчеты проводились для АО 
дифракции излучения с длиной волны 0 = 532 
нм на медленной сдвиговой УЗ волне, распро-
страняющейся под малым углом  << 1 к оси 
[110] кристалла парателлурита (ТеО2). Полага-
лось, что коэффициент АО качества для цирку-
лярно-поляризованной падающего волнового 
пучка равен [6]: М2 = 79310-18 с3/г. В соответст-
вии со схемой, представленной на рисунке 1.1, а, 
бесселев световой пучок нулевого порядка на 
выходе второго аксикона имеет вид 

0( ) ( ),i niA r A J qr         (3.1) 

где (2 / )sin ,q      причем 0 / ;n    полага-

ется, что относительное изменение угла конус-
ности системы из двух аксиконов составляет 

2/ 10 ,    где 2 1.      Пределы интегри-

рования в выражении (2.4) находились из усло-
вия достижения первого нуля функции Бесселя 
(3.1), то есть 1 2,4,qr   тогда 1 1, 2 / sin( ).r      

При интегрировании в (2.4) полагалось, что 
r1 = 1. Как следует из рисунка 3.1, а, диаметр 
диафрагмы 12 ,d r  причем величина r1  1 мм. 

Для эффективной АО дифракции ИП необходи-
мо, чтобы выполнялось соотношение: 

/ 2f     (f – центральная частота источника 

УЗ волны,  – фазовая скорость УЗ волны), то 
есть угловая расходимость светового пучка 
должна быть меньше, чем угловая ширина брэг-
говского синхронизма [7]. 

Для гауссового светового пучка  
2( ) exp ( / ) ,i gA r A r w       (3.2) 

где w – радиус гауссового светового пучка (по 
интенсивности). 
 Амплитуды световых пучков находились из 
условия равенства единице мощности светового 
пучка. В таком случае следует в выражениях 
(3.1), (3.2) полагать:  

1 0 11 / ( ),niA r J qr   2 / .gA w   

 На рисунке 3.1 представлены амплитудные 
пространственные распределения бесселевого (а) 
и гауссового (б) светового пучка. 
 

 
а) 

 

 
б) 

 

Рисунок 3.1 – Зависимость амплитуды (Аi ) 
бесселевого световогёо пучка (а) и гауссового 

пучка (б) от поперечной координаты r 
( 0,01 ,о   0 = 532 нм (а); w = 1 мм (б)) 



Дифракция игольчатых световых пучков на ультразвуке в кристаллах парателлурита 
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На рисунке 3.2 для ИП представлена зави-
симость дифракционной эффективности  от 
мощности ультразвука Ра, рассчитанная по фор-
муле (2.4), при различных значениях длины АО 
взаимодействия l.  
 

 
 

Рисунок 3.2 – Зависимость эффективности 
дифракции ИП  от мощности ультразвуковой 

волны Pa при различных длинах АО взаимодей-
ствия l: 1 – 5, 2 – 10, 3 – 15, 4 – 20 мм (кристалл 
ТеО2, 0 = 532 нм, М2 = 79310-18 с3/г, h = 4 мм, 

w = 1 мм,  = 10, 1 )о   
 

Максимальное значение дифракционная 
эффективность  = 95% достигает, например, 
при l = 1 мм для мощности УЗ Pa = 0,043 Вт. При 
увеличении длины АО взаимодействия величина 
мощности УЗ, при которой достигается макси-
мальная эффективность дифракции, смещается в 
сторону меньших УЗ мощностей.  

Зависимость эффективности дифракции  
ИП от мощности ультразвука Ра при различных 
 = γ2 – γ1 представлена на рисунке 3.3. 
 

 
Рисунок 3.3 – Зависимость эффективности 

дифракции ИП  от мощности ультразвуковой 
волны Pa при различных углах : 1 – 0,01о,  
2 – 0,02о, 3 – 0,03о, 4 – 0,04о (кристалл ТеО2, 
0 = 532 нм, М2 = 79310-18 с3/г, h = 4 мм,  

l = 10 мм,  = 10) 

 Максимальное значение дифракционная 
эффективность  = 98% достигает, например, 
при  = 0,01o для мощности УЗ Pa = 0,093 Вт. 
При увеличении угла конусности  величина 
мощности УЗ, при которой достигается макси-
мальная эффективность дифракции, смещается в 
сторону мениших УЗ мощностей. При этом, од-
нако, максимальное значение эффективности 
дифракции снижается до 82% при  = 0,04o. 

На рисунке 3.4 для гауссового светового 
пучка представлена зависимость дифракционной 
эффективности  от мощности ультразвука Ра, 
рассчитанная по формуле (2.4), при различных 
значениях длины АО взаимодействия l. Пределы 
интегрирования соответствовали соотношению 

1 1,2 / sin( ).r      Заметим, что при увеличении 

угла  от 0,01о до 0,04о, то есть при изменении 
величина параметра r1, эффективность дифрак-
ции не изменялась. 
 

 
 

Рисунок 3.4 – Зависимость эффективности 
дифракции гауссового светового пучка  от 

мощности ультразвуковой волны Pa при 
различных длинах АО взаимодействия l: 

1 – 5, 2 –10, 3 – 15, 4 – 20 мм (кристалл ТеО2, 
0 = 532 нм, М2 = 79310-18 с3/г, h = 4 мм,  

w = 1 мм,  = 10) 
 

Эффективность дифракции гауссового све-
тового пучка сравнима (однако, несколько выше) 
с эффективностью дифракции игольчатого. При 
увеличении длины АО взаимодействия макси-
мум эффективности дифракции игольчатых и 
гауссовых пучков смещается в сторону меньших 
акустических мощностей. 
 

Заключение 
Таким образом, теоретически исследована 

брэгговская дифракция циркулярно поляризо-
ванных ИП на медленной сдвиговой ультразву-
ковой волне в кристаллах парателлурита. Пока-
зано, что при изменении угла конусности, па-
дающего на диафрагму бесселевого светового 
пучка, в условиях выделения центральной части 
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пучка, достигается высокая эффективность ди-
фракции ~82–98% для сформированного падаю-
щего на акустооптическую ячейку ИП. Установ-
лено, что при увеличении длины акустооптиче-
ского взаимодействия эффективность дифракции 
игольчатых и гауссовых световых пучков дости-
гает максимального значения при меньших мощ-
ностях ультразвука. Показано, что при малых 
углах конусности светового пучка эффектив-
ность дифракции ИП сравнима с эффективно-
стью дифракции гауссового. 
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Аннотация. Разработана математическая модель исследования собственных колебаний пятислойной несимметричной 
по толщине круглой пластины при защемленном или шарнирном опертом контурах. Для нахождения собственных 
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слоя и упругих характеристик материалов слоев на собственные числа и частоты. Показано, что увеличение упругих 
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Введение 
Из-за повсеместного использования слои-

стых конструкций в технике и промышленности, 
возникает потребность в создании расчетных 
математических моделей для определения проч-
ности конструкций.  

В последние годы в различных отраслях на-
родного хозяйства наблюдается повышенный 
интерес к применению композитных элементов 
конструкций. Это обуславливает необходимость 
разработки соответствующих математических 
моделей и методов расчета. Этой проблеме по-
священы монографии [1]–[8]. Колебания неодно-
родных цилиндрических оболочек и стержней 
при резонансных и нестационарных нагрузках 
исследованы в статьях [9]–[13].  

Изгиб трехслойных стержней в температур-
ном поле рассмотрен в работах [14]–[16]. Публика-
ции [17], [18] посвящены деформированию трех-
слойных пластин, связанных с упругим основа-
нием Пастернака. Аналитическое исследование и 

численная апробация полученных решений задач 
об изгибе трехслойных пластин различными на-
грузками приведены в [19]–[22]. 

Работы [23]–[28] посвящены разработке ма-
тематической модели и решению частных задач 
о собственных колебаниях симметричной по 
толщине круговой пятислойной пластины с лег-
кими заполнителями. Здесь предложена поста-
новка и приведено аналитическое решение зада-
чи о собственных колебаниях несимметричной 
по толщине пятислойной круговой пластины.  
 

1 Постановка начально-краевой задачи 
Рассматриваются поперечные колебания 

несимметричной по толщине круглой пятислой-
ной пластины (рисунок 1.1). Постановка началь-
но-краевой задачи осуществляется в цилиндри-
ческой системе координат, связанной со средин-
ной плоскостью внутреннего несущего слоя.  

Три тонких несущих слоя, толщины кото-
рых h1, h2, h4 (внешние (2, 4), внутренний (1)), 
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изготовлены из высокопрочного материала. Для 
них принимаются гипотезы Кирхгофа, т. е. нор-
мали в этих слоях сохраняют свою длину и ос-
таются прямолинейными и перпендикулярными 
к деформированной срединной поверхности. 
Менее прочные легкие заполнители (3, 5) имеют 
большую толщину, служат связующими для 
обеспечения совместной работы слоев. Их де-
формирование подчиняется гипотезе Тимошен-
ко, согласно которой нормаль после приложения 
нагрузки не изменяет длины, остается прямоли-
нейной, но не перпендикулярной срединной по-
верхности. Они поворачиваются на некоторые 
углы i(r, t) (i = 1, 2) относительно новой норма-
ли (относительный сдвиг). Касательные напря-
жения в легких заполнителях не велики и их ра-
бота не принимается во внимание. Деформации 
малые. Между слоями склейка, предотвращаю-
щая проскальзывание.  
 

 
 

Рисунок 1.1 – Расчетная схема пятислойной 
пластины 

 
Предполагается, что осесимметричная рас-

пределенная нагрузка q(r, t) действует на внеш-
нюю поверхность верхнего несущего слоя (2). На 
границе пластины (r = r0) могут быть приложены 

погонные силы и моменты 0 0 0
1 2, , ,r r rT H H 0 0, .rM Q  

На контуре пластины жесткая диафрагма, кото-
рая препятствует относительному сдвигу слоев 
(ψi = 0 при r = r0).  

Радиальные перемещения изменяются ли-
нейно по толщине каждого слоя, тангенциальные 
смещения в этих слоях отсутствуют (uφ

(k) = 0, 
k = 1, 2, 3, 4, 5 – номер слоя, здесь и далее) в силу 
осесимметричности нагрузки. Согласно приня-
тым гипотезам слои несжимаемые по толщине, 
следовательно, перемещения вдоль оси z для лю-
бой точки пластины совпадают с прогибом в 
срединной плоскости заполнителя:  

( ) ( , ) ( , ).k
zu r t w r t  

Прогиб пластины, относительные сдвиги в 
заполнителях и радиальное перемещение сре-
динной плоскости не зависят от угловой коорди-
наты φ, т. е. w(r, t), ψi(r, t), u(r, t). В дальнейшем 
эти функции являются искомыми.  

Согласно предположению о прямолинейно-
сти нормалей в заполнителях, в них возникают 
сдвиговые деформации: 

(5) (5)
12 , , ψ ,rz r z ru w     

(3) (3)
22ε , , ψ .rz r z ru w    

Используя интегралы от этих деформаций, 
и исходя из геометрических соображений, полу-
чим выражения для радиальных перемещений в 
слоях ur

(k) через искомые функции 
(4)

5 1

1 5 1 5 4

, ψ , 

(0,5 0,5 ),
r ru u zw h

h h z h h h

  

    
 

 (5)
1 1

1 1 5

, 0,5 ψ ,

(0,5 0,5 ),
r ru u zw z h

h z h h

   

  
 

(1)
1 1, , ( 0,5 0,5 ),r ru u zw h z h      

 (3)
1 2

1 3 1

, 0,5 ψ ,

( 0,5 0,5 ),
r ru u zw z h

h h z h

   

    
 

(2)
3 2

1 3 2 1 3

, ψ ,

( 0,5 0,5 ),
r ru u zw h

h h h z h h

  

      
     (1.1) 

где 5 1( ψ )u h  – смещение верхнего несущего 

слоя, вызванное деформацией заполнителя; 

3 2( ψ )u h  – смещение нижнего несущего слоя; 

запятой в нижнем индексе обозначена производ-
ная по радиальной координате. 

Деформации в слоях получим из (1.1), ис-
пользуя соотношения Коши [2]:  

(4)
5 1

(4) (4)
5 1

, , , ;

1
( , ); 0;

r r rr r

r rz

u zw h

u zw h
r

    

      
 

(5) 1
1

(5) (5)1 1
1

, , , ;
2

1
, ; ;

2 2

r r rr r

r rz

h
u zw z

h
u zw z

r

       
 

            
  

 

(1) (1) (1)1
, , ; ( , );   0;r r rr r rzu zw u zw

r         

(3) 1
2

(3) (3)1 2
2

, , , ;
2

1
, ;  ;

2 2

r r rr r

r rz

h
u zw z

h
u zw z

r

       
 

            
  

 

(2)
3 2

(2) (2)
3 2

, , , ;

1
( , );  0.

r r rr r

r rz

u zw h

u zw h
r

    

      
      (1.2) 

Физические уравнения состояния (1.2) соот-
ветствуют закону Гука: 

( ) ( )
α α2 ,k k

ks G э   
( ) ( )σ 3 ε ,k k

kK  

(α = r, φ; k = 1, 2,..,5); 
( ) ( )2 ,k k
rz k rzs G э  (k = 3, 5),               (1.3) 

где sα
(k), эα

(k) – девиаторы тензоров напряжений и 
деформаций; σ(k), ε(k) – гидростатическое напря-
жение и средняя деформация, Gk, Kk – модули 
сдвига и объемного деформирования. 
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Используя выражения (1.3), введем внут-

ренние силы ( )kT  и моменты ( ) ,kM  ( )k
iH  в слоях 

пластины: 
5 5

( ) ( )
α α α

1 1

5 5
( ) ( )

α α α
1 1

σ ,

σ ,

k

k

k k

k k h

k k

k k h

T T dz

M M zdz

 

 

 

 

  

  
 

(4) (5) (5)
α1 5 α 1 α α

(2) (3) (3)
α2 3 α 1 α α

0,5 ,

0,5  , ., r

H h T h T M

H h T h T M

  

    
 (1.4) 

С помощью вариационного принципа Ла-
гранжа и выражений (1.1), (1.4), получим систе-
му дифференциальных уравнений, описывающих 
колебания рассматриваемой пластины в переме-
щениях: 

2 1 2 3 1 4 2L ( , ) 0,ra u a w a a       

2 3 5 6 1L ( , ) 0,ra u a w a     

2 4 7 8 2L ( , ) 0,ra u a w a      

3 2 9 5 1 7 2 0L ( , ) ,ra u a w a a M w q         (1.5) 

где 0M w  – инерционные силы при поперечных 

колебаниях; точка вверху обозначает производ-
ную по времени; M0 = ρ1h1 + ρ2h2 + ρ3h3+ ρ4h4 + 
+ ρ5h5; ρk – плотность материала; L2, L3 – диффе-
ренциальные операторы 

2 2

,
L ( ) , ,r

rr
g g

g g
r r

    

3 2 3

2 , ,
L ( ) , ;rr r

rrr
g g g

g g
r r r

     

ai – коэффициенты  
5

1
1

,k k
k

a h K 


   

2 4 4 4 1 5 5 5 1 5

3 3 1 3 2 2 2 1 3

(0,5 0,5 ) 0,5 ( )

0,5 ( ) (0,5 0,5 ) ,

a K h h h h K h h h

K h h h K h h h h

 

 

     
     

 

2
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2
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2
1 5 5
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h h h
a K h h h h h K h 

  
          

 

3
2 5
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h
a K h h K  

  
  

 

2
1 3 3

7 2 2 3 1 2 3 3 3(0,5 0,5 ) ,
4 3

h h h
a K h h h h h K h 

  
          

 

3
2 3

8 2 3 2 3 ,
3

h
a K h h K  

  
  

 

2 2
24 1 1 4

9 4 4 5 4 5 1 53 4 2

h h h h
a K h h h h h h  

           
 

2 22 2
1 5 5 1 3 31 1

5 5 3 34 2 3 4 2 3

h h h h h hh h
K h K h    

            
   

 

3 2 2
21 2 1 1 2

1 2 2 3 2 3 1 3 .
12 3 4 2

h h h h h
K K h h h h h h   

          
 

В качестве кинематических граничных ус-
ловий в дальнейшем принимается защемление 
или шарнирное опирание контура. При защемле-
нии должны выполняться требования 

u = ψ1 = ψ2 = w = w,r = 0, при r = r0.      (1.6) 
При шарнирном опирании –  

1 2 00, при ,ru w M r r             (1.7) 

где Mr – радиальный момент, введенный в (1.4).  
В начальный момент перемещения и ско-

рость колебаний принимаются нулевыми: 
 u = ψ1 = ψ2 = w = w  = 0, при t = 0.      (1.8) 

 
2 Решение краевой задачи  
Положив в (1.5) нагрузку q = 0, получим 

систему уравнений, описывающую собственные 
колебания пластины. С помощью простых пре-
образований и последующего двукратного ин-
тегрирования первых трех уравнений эта система 
приводится к виду 

1 1 2, / ,ru b w C r C r    

1 2 3 4, / ,rb w C r C r     

2 3 5 6, / ,rb w C r C r     
4

3L ( , ) 0,rw M w                    (2.1) 

где           8 6 2 3 5 4 6 7
1 2 2

8 1 6 3 4 6

( )
,

( )

a a a a a a a a
b

a a a a a a

 


 
 

2
3 2 8 4 7 5 1 8 4

2 2 2
3 8 6 1 8 4

( ) ( )
;

( )

a a a a a a a a a
b

a a a a a a

  


 
 

2
4 2 6 3 5 7 1 6 3

3 2 2
8 1 6 3 4 6

( ) ( )
;

( )

a a a a a a a a a
b

a a a a a a

  


 
 

4
0 ,M M D  6 8 4

4 7 5 6

,
a a b

D
b b b b




 

2 2
4 8 2 6 3 4 6( ) ,b a a a a a a    

5 8 2 6 3 5 4 6 7( ) ,b a a a a a a a a    

6 8 2 6 3 5 4 6 7( ) ,b a a a a a a a a    
2 2

7 8 6 9 5 6 7( ) .b a a a a a a    

В начале координат перемещения u, ψ1, ψ2 
ограничены по величине, поэтому необходимо 
положить C2 = C4 = C6 = 0.   

Для удовлетворения четвертому уравнению 
системы (2.1) прогиб принимается в виде 

( , ) ( )( cos( ) sin( )),w r t v r A t B t           (2.2) 

где v(r) – неизвестная функция; ω – частота соб-
ственных колебаний; A и B – константы, сле-
дующие из начальных условий.  

После подстановки прогиба (2.2) в (2.3) по-
лучим дифференциальное уравнение четвертого 
порядка для нахождения функции v(r):  
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4
3L ( , ) β 0,rv v                        (2.3) 

или 

4
2 3

2 1 1
, , , , β 0,rrrr rrr rr rv v v v v

r r r
      

где 4 4 2β ω .M  

Решение уравнения (2.4) следующее  

7 0 8 0

9 0 10 0

(β ) (β ) (β )

(β ) (β ),

v r C J r C I r

C Y r C K r

  

 
           (2.4) 

где J0, Y0, I0, K0 – разновидности функций Бессе-
ля; C7, ..., C10 – константы интегрирования.  

Исходя из ограниченности радиального пе-
ремещения и относительных сдвигов в центре 
пластины, в (2.4) следует положить C9 = C10 = 0, 
т. к. функции Y0(βr) и K0(βr) неограниченны в 
начале координат. Тогда решение системы (2.1) 
представляется в виде: 

1 1( , ) , ,ru r t b w C r   

1 2 3( , ) , ,rr t b w C r    

2 3 5( , ) , ,rr t b w C r    

7 0 8 0( , ) ( (β ) (β ))

( cos( ) sin( )).

w r t C J r C I r

A t B t

  

   
         (2.5) 

При защемленном контуре пластины долж-
ны выполняться требования (1.6). Два последние 
из них приводят к однородной системе алгебраи-
ческих уравнений для определения C7, C8:  

7 0 0 8 0 0( ) ( ) 0,C J r C I r     

7 1 0 8 1 0( ) ( ) 0,C J r C I r                 (2.6) 

где J1, I1 – функции Бесселя первого порядка.  
Для существования ненулевых решений у систе-
мы (2.6) должен быть нулевой детерминант: 

1 0 0 0 0 0 1 0(β ) (β ) (β ) (β ) 0.I r J r I r J r        (2.7) 

Это трансцендентное уравнение служит для 
определения собственных чисел пластины с за-
щемленным контуром. 

При шарнирном опирании пластины и на-
личии на контуре жесткой диафрагмы, при  
r = r0, должны выполняться условия (1.7). Следо-
вательно,  

1 2 00 при ,u w r r        

0

5
( )

1
k

k
r r

k h r r

M zdz
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3 2 2
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1 2 2 3 2 3 1 3 .
12 3 4 2

h h h h h
K K h h h h h h   

          
 

Аналогичное уравнение для определения 
собственных чисел пластины с шарнирно опер-
тым контуром следует из двух последних требо-
ваний (2.8): 

1 0 11
0 0 10 0 0 1 0

0 0

( )
( ) ( ) ( )

I r a
J r a I r I r

r r

  
        

   
(2.9) 

1 0 11
0 0 10 0 0 1 0

0 0

( )
( ) ( ) ( ) 0,

J r a
I r a J r J r

r r

  
         

   
 

где коэффициенты 
10 9 2 1 5 2 7 3

11 90 2 1 5 2 7 3

,

.

a a a b a b a b

a a a b a b a b

   

   
 

После вычисления собственных чисел βn  
(n = 0, 1, 2, …) из уравнений (2.7) и (2.9), частоты 
собственных колебаний следуют из соотноше-

ния, введенного в (2.3) 2 4 4ω =β .M  

 
3 Численные результаты 
Параметры собственных колебаний иссле-

дованы для пластины единичного радиуса, со-
ставленной из материалов ДТ16-Т–фторопласт-
4-ДТ16-Т–фторопласт-4–Д16-Т. Геометрические 
размеры слоев, отнесенные к радиусу r0, следую-
щие: h1 = 0,01, h2 = h4 = 0,015, h3 = h5 = 0,025.  
В таблице 3.1 приведены отношения собствен-
ных чисел βn при защемленном и при шарнирно 
опертом контурах пластины.  

 
Таблица 3.1 – Собственные числа пяти-

слойной пластины 
 

Номер
n 

βn 
заделка / 
шарнир 

Номер 
n 

βn 
заделка / 
шарнир 

0 3,196 / 3,165 8 28,279 / 28,063
1 6,306 / 6,248 9 31,378 / 31,186
2 9,439 / 9,354 10 34,561 / 34,311
3 12,577 / 12,466 11 37,702 / 37,436
4 15,716 / 15,582 12 40,844 / 40,562
5 18,857 / 18,700 13 43,985 / 43,690
6 21,997 / 21,819 14 47,126 / 46,817
7 25,138 / 24,940   

 
Собственные числа при шарнирном опира-

нии несколько меньше. Они отличаются, как 
правило, по второй значащей цифре.  

В таблице 3.2 приведены отношения собст-
венных частот колебаний n при защемленном и 
при шарнирно опертом контурах пластины. 

Здесь, как и у собственных чисел, частоты 
колебаний при шарнирном опирании несколько 
ниже, что объясняется меньшей жесткостью кон-
струкций. 

На рисунке 3.1 показано изменение собст-
венных чисел β0 и соответствующих собствен-
ных частот ω0 в зависимости от толщины внут-
реннего несущего слоя при шарнирном опирании 
(1, 2) и при защемлении контура (1’, 2’). 
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Интересно отметить, что у шарнирно опертой 
пластины жесткость увеличивается вместе с h1, 
что приводит к росту частот, в то время как соб-
ственные числа уменьшаются. 

 
Таблица 3.2 – Собственные частоты пяти-

слойной пластины 
 

Номер 
n 

ωn 
заделка /  
шарнир 

Номер 
n 

ωn 
заделка /  
шарнир 

0 223,129 / 
218,821 

8 17469,090 / 
17203,246 

1 868,661 / 
852,755 

9 21507,638 / 
21245,235 

2 1946,230 / 
1911,336 

10 26092,446 / 
25716,3284 

3 3455,384 / 
3394,661 

11 31050,670 / 
30614,070 

4 5395,432 / 
5303,818 

12 36441,709 / 
35940,236 

5 7767,610 / 
7638,805 

13 42262,131 / 
41697,142 

6 10569,857 / 
10399,486 

14 48513,584 / 
47879,473 

7 13803,958 / 
13587,361 

  

 

 
 

Рисунок 3.1. – Зависимость собственных чисел 
(частот) пятислойной пластины от толщины 

внутреннего несущего слоя:  
1 – β0 (шарнир), 2 – ω0 (шарнир),  
1’ – β0 (заделка), 2’ – ω0 (заделка) 
 

На рисунке 3.2 показана аналогичная зави-
симость собственных чисел (частот) пятислой-
ной пластины при других материалах пакета: для 
несущих слоев – титан, для заполнителей – пе-
нополиуретан. Здесь наблюдается подобный эф-
фект: с ростом h1 растут частоты, собственные 
числа убывают.  

 

 

 
 

Рисунок 3.2. – Изменение собственных чисел и 
частот при росте толщины внутреннего несущего 

слоя: 1 – β0 (шарнир), 2 – ω0 (шарнир), 
1’ – β0 (заделка), 2’ – ω0 (заделка) 

 
Заключение 
Предложенная постановка задачи и полу-

ченное общее решение уравнений свободных 
колебаний позволяют исследовать собственные 
числа и частоты круговой несимметричной по 
толщине пятислойной пластины в зависимости 
от материалов слоев и их размеров.  
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Введение  
В современном мире сложно представить 

отрасли промышленности, где не нашлось бы 
применение трехслойных конструкций, так, на-
пример, в строительстве широкое распростране-
ние получили сэндвич панели, в авиастроении 
трехслойные конструкции используются в каче-
стве покрытия самолетов и космических аппара-
тов, в судостроении – покрытия бортов. Трех-
слойные конструкции позволяют достичь суще-
ственного снижения массы и повышения жестко-
сти. Постепенно повышаются и требования по 
прочности и весу, чтобы сделать использование 
таких конструкций ещё более эффективным. В 
связи с этим возникает необходимость разработ-
ки новых и уточнения уже существующих мето-
дов их расчета. 

В монографиях [1]–[3] приведены различ-
ные кинематические и математические модели 
деформирования трехслойных инженерных 

конструкций. В публикациях [4]–[8] рассмотрено 
поведение слоистых конструкций при воздейст-
вии на них температуры. Деформирование круг-
лых пластин при воздействии на них нейтронно-
го потока представлено в работах [9]–[10]. В [11] 
проведен анализ напряженного состояния в 
слоистом теле при взаимодействии цилиндриче-
ского индентора с упругим покрытием. В рабо-
тах [12]–[14] исследовано динамическое воздей-
ствие на неоднородные элементы конструкций. 
Здесь выполнена постановка и решение задачи о 
деформировании упругопластической прямо-
угольной трехслойной пластины со сжимаемым 
заполнителем в терморадиационном поле. 
 

1 Постановка краевой задачи 
Рассматривается несимметричная по толщи-

не трехслойная прямоугольная пластина, состоя-
щая из двух несущих слоев и сжимаемого запол-
нителя. Постановка задачи дается в прямоугольной 
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Рисунок 1.1 – Расчетная схема пластины 
 
системе координат, где ось х проходит вдоль сре-
динной плоскости заполнителя (рисунок 1.1). 

Для изотропных несущих слоев приняты 
гипотезы Кирхгофа. В жестком заполнителе 
справедливы точные соотношения теории упру-
гости с линейной аппроксимацией перемещений 
его точек от поперечной координаты z . На гра-
ницах контакта используются условия непре-
рывности перемещений. Материалы несущих 
слоев несжимаемы в поперечном и продольном 
направлении, в заполнителе учитывается обжа-
тие. Деформации малые.  

 
2 Решение краевой задачи  
Упругопластическая пластина находится в 

температурном поле ( )kT z  (k – номер слоя) и 

облучается нейтронным потоком I t   (  – 

интенсивность потока в нейтрон/с, t – время). 
Допустим, что в начальный момент времени на 
трехслойную пластину со сжимаемым заполни-
телем, находящуюся в естественном состоянии, 
начинают действовать внешние распределенные 
нагрузки ( ),q x  ( ).xp x  

В слоях используем физические уравнения 
состояния, соответствующие теории малых уп-
ругопластических деформаций: 

    ( ) ( ) ( ) ( )2 1 , , ,k k k k
ij k k u k ijs G T T I э    

( ) ( )
03 ( )( )k k

k k k kK T T BI       
( , , , ,i j x y z 1,2,3).k         (2.1) 

Уравнения равновесия термоупругопласти-
ческой пластины были получены ранее в [7]. От-
личием является то, что здесь функция пластич-
ности зависит не только от интенсивности де-
формаций и температуры, но также и от величи-
ны нейтронного потока ( ) ( )( , , ).k k

u kT I   Ее при 
( ) ( )

т ( , )k k
u kT I    следует положить равной нулю. 

Интегральный нейтронный поток в пределах 
малых доз облучения приводит к увеличению 
радиационного упрочнения материала и росту 
предела текучести. Радиационное увеличение 
объемной деформации учитывается величиной 
ВI, где B – константа. 

Исходя из соотношений (2.1) выделим в 
тензоре напряжений упругие (с индексом «0») и 
нелинейные (с индексом «») слагаемые, кото-
рые будут включать и терморадиационные до-
бавки: 

– в несущих слоях 
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– в заполнителе 
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Проведем подобную (2.2) операцию с внут-
ренними усилиями, получим 

– в несущих слоях 
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Обобщенные усилия также разбиваются на 
линейные и нелинейные слагаемые. Система 
уравнений равновесия в обобщенных усилиях и 
силовые граничные условия приводятся к виду, 
совпадающему с [7], только входящие в них до-
полнительные составляющие (с индексом «») 
вычисляются через напряжения и деформации по 
формулам (2.3), учитывающими и нейтронный 
поток. Подставив в уравнения равновесия в 
обобщенных усилиях выражения линейных и 
нелинейных составляющих внутренних усилий 
через искомые функции 1 ,xu  1 ,yu  2 ,xu  2 ,yu  1,w  

2w  получим систему нелинейных дифференци-

альных уравнений равновесия в перемещениях, 
описывающую изгиб упругопластической пла-
стины в терморадиационном поле. Система 

уравнений в итерационном виде выглядит сле-
дующим образом 
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где n – номер приближения.  
Дополнительные нагрузки с индексом «» 

включают все нелинейные и терморадиационные 
добавки 
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    (2.5) 

Обобщенные усилия в (2.5) зависят от внутрен-
них усилий и выражаются следующим образом 
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В дополнительных нагрузках (2.5) на пер-
вом шаге приближения нелинейные слагаемые 
принимаются равными нулю, а в дальнейшем 
вычисляются по результатам предыдущей итера-
ции. Первым приближением будет служить ана-
литическое решение задачи упругости. 

Применение метода упругих решений по-
зволяет на каждом шаге приближения сводить 
задачу об упругопластическом изгибе рассмат-
риваемой трехслойной пластины со сжимаемым 
заполнителем в терморадиационном поле к соот-
ветствующей задаче теории упругости с допол-
нительными нагрузками. 

В качестве граничных условий примем ки-
нематические условия свободного опирания пла-
стины на неподвижные в пространстве жесткие 
опоры. Искомое решение можно представить в 
тригонометрических рядах. Также в тригономет-
рические ряды разлагается поперечная нагрузка 
и дополнительные усилия. Подставляя их в урав-
нения равновесия, получим для вычисления ис-
комых амплитуд перемещений 1 ,n

xpmU  2 ,n
xpmU  

1 ,n
ypmU  2 ,n

ypmU  1 ,n
pmW  2

n
pmW  систему линейных ал-

гебраических уравнений. Отличие здесь в нели-
нейных добавках, которые и учитывают влияние 
нейтронного облучения: 
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Коэффициенты ib  выражаются через вели-

чины ia  и зависят от параметров p и m. 

 
Заключение 
Полученное в работе аналитическое решение 

позволяет исследовать деформирование физически 
нелинейных трехслойных прямоугольных пластин 
при действии терморадиационных нагрузок. 
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Введение 
Зубчатые колеса считаются очень важной 

частью взаимодействующих элементов деталей 
машин в машиностроении и на транспорте. Для 
зубчатых колес используются многочисленные 
покрытия, которые обеспечивают их защиту от 
износа. В настоящем исследовании ограничимся 
рассмотрением покрытий из композитов, в кото-
рых материал покрытия обладает анизотропны-
ми свойствами, а основание – изотропными. 

В данной работе развиты математические и 
численные модели и теории о контактном взаи-
модействии изотропных и анизотропных цилин-
дрических тел (в том числе с покрытиями), кото-
рые применимы для построения методики по 

расчету износа, напряженного состояния и де-
формативности зубьев зубчатых колес из компо-
зитов.  

 
1 Постановка задачи 
Принципиальная схема взаимодействия эле-

ментов зубчатых передач показана на рисунке 1.1. 
Износ и напряжения в зубьях и в покрытиях 

из композита при взаимодействии зубьев определя-
ется по разработанной методике [1]–[3]. 

Теоретической основой реализации постав-
ленной задачи являются решения о контактном 
взаимодействии цилиндров с покрытием из орто-
тропного материала, которые моделируют контакт 
зубьев зубчатых колес. В работах [1], [2] дана 
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методика расчета параметров контакта и напряже-
ний при взаимодействии жесткого цилиндра с орто-
тропным покрытием. Для определения линейного 
износа зубьев с покрытием необходимо знать раз-
меры зоны контакта, которые легко можно опреде-
лить исходя из графиков на рисунке 1.2. Отно-
шение модулей упругости ортотропного по-
крытия к основанию E2 / E соответственно будут: 
1 – 24; 2 – 12; 3 – 2,5; 4 – 1; 5 – 0,05 (рисунок 
1.2). 
 

 
 

Рисунок 1.1 – Схема, моделирующая контакт 
зубьев с покрытием: а) математическая модель 

расчета контактного взаимодействия;  
б) схема контакта зубьев 

 

 

 
Рисунок 1.2 – Зависимость относительной  

полуширины площадки контакта a / a0 от a / h 
 

На рисунке 1.2 приведены зависимости из-
менения зоны контакта 0/a a a  от 0 / ,a h   

где 0

2PR
a

m



 – полуширина площадки контак-

та при контакте с ортотропным цилиндром, ос-
новные обозначения используемых параметров 
представлены в [1], [2]. Полученные результаты 
являются оценочными, они показывают качест-
венное влияние упругих свойств материалов и их 
упругих соотношений на параметры контакта и 
могут использоваться в инженерных расчетах. 
Здесь 2 12 12; ; , ,y xy j ijE E E G      – технические 

постоянные материала (модули упругости и ко-
эффициенты Пуассона).

 Следует отметить, что расчет параметров 
контакта (размеров зон контакта, напряжений, 

износа и т. д.) применительно к работе таких 
передач, как зубчатые колеса из композитов, яв-
ляется многопрофильным, включает расчеты, 
связанные с напряжениями зубьев и трибологи-
ческими отказами, такими как износ. Для авто-
матизации процесса расчета на износ зубьев 
написана компьютерная программа, по которой 
можно прогнозировать и определять ресурс ра-
боты такой передачи, делать визуализацию ре-
зультатов расчета в виде графических зависимо-
стей, таблиц и т. д. 

Для расчета параметров контакта при взаи-
модействии зубьев зубчатых колес, в которых 
одно колесо имеет покрытие из композита, жест-
ко скрепленного с упругим основанием, а другое – 
металлическое (изотропное), необходимо рас-
смотреть следующие математические модели 
контактного взаимодействия: 

а) теоретическое описание контакта жестко-
го цилиндра с изотропным цилиндром, имею-
щим покрытие из композита; 

б) теоретическое описание контакта упруго-
го (изотропного) цилиндра с изотропным цилин-
дром, имеющим покрытие из композита. 

Для дальнейшего исследования рассмотрим 
более подробно расчет параметров контакта, 
принимая модель а) (рисунок 1.1). 

Например, рассмотрен расчет износа зубьев
 

зубчатого колеса с покрытиями из волокнистого 
материала на упругом основании по созданной 
программе. Формула для определения линейного 
износа зубьев зубчатого колеса из композита при 
заданной интенсивности износа I будет [3, 4] 

2 / ,и ckh a nztI    

здесь размер зоны контакта a определяется по 
графикам на рисунке 1.2;  z – количество пар 
зацепления (z = 1); t – время работы, мин; 
N nzt  – количество циклов зацепления;   – 
скорость качения (обозначения параметров, вхо-
дящих в формулу даны в [3], [4]). 

Далее исследовалась сходимость численных 
решений в зависимости от толщины покрытий и 
отношений свойств материала. 

 
2 Методика расчета параметров контакта 
Вначале представим асимптотические зави-

симости для определения зон контакта для по-
крытия на жестком основании. Рассматриваем 
следующие возможные случаи: 

1. Толщина покрытия больше полуширины 
зоны контакта (h > a), тогда следуя работе [1], 
исходя из полученных решений для симметрич-
ной нормальной нагрузки ( )p x  перемещение 

(осадка поверхности) будет 
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.x a  

Тогда теоретический расчет значения по-
луширины контакта производился по асимптоти-
ческой зависимости:  

2 2 2
1 0

1

1 1 4 /
,

2

d a ha

h d

     
 

которую после некоторых преобразований мож-
но записать в удобную формулу для вычислений 
в виде: 

2 2
0 2 2

1

1
,

1 ( )
a a

d a h



 

где коэффициенты jd  (ограничимся j = 1) 

определяются вычислением интегралов: 
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Входящие здесь коэффициенты определяются из 
работы [1], [2]: 

22
12 ;i i

i

S
Q S  


 2

11 12 ;i iR S S    1,2;i   

коэффициенты Sij в случае плоской деформации: 

3 31
;i i

ii
i

S
E

 
  i = 1, 2; 66

12

1
;S

G
  

12 13 31
12

1

( )
.S

E

    
  

Здесь ,jE  G12, – технические постоянные 

материала, параметр i, i = 1, 2 – это действи-
тельные корни характеристического уравнения  

4 2
11 12 66 22(2 ) 0,S S S S       

которые определяются по формулам 

 2

66 12 66 12 11 22

11

2 2 4
,

2i

S S S S S S

S

   
   i = 1, 2. 

Обозначив 1 ,i
i

    i = 1, 2, на основании 

свойств корней характеристического уравнения 
имеем: 

11
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    2 2 12 66

1 2
22
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S S
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Для изотропного покрытия имеем: 1 = 2 = 1. 

2. Методику расчета строим в случае тонко-
го покрытия (h < a), полуширина контакта 

3
3

;
2

a PhRS  давление 
2 2

( )
2

a x
p x

RhS


  или 

 2 2
3

3
( ) ,

4

P
p x a x

a
   где R – радиус индентора, h – 

толщина покрытия; 2
22 12 11/ .S S S S   

После некоторых преобразований можно 
также записать формулу, удобную для расчетов:  

12 2
0 (3 / 2) ,( ) sa a ka h    

где 
 2

12 11 22

1 2

1 /
.

2( )s

S S S
k




 
 

Применяя эти асимптотические зависимо-
сти, построены графики изменения размера зоны 
контакта от толщины покрытия на жестком ос-
новании (рисунок 2.1). 

 

       
 

Рисунок 2.1 – Зависимость относительной 
полуширины площадки контакта a / a0 от a / h 

для жесткого основания 
 

3 Методика расчета параметров контакта 
жесткого цилиндра с волокнистым покрыти-
ем на упругом основании 

Рассматривая расчет размеров зон контакта 
жесткого цилиндра с волокнистым покрытием на 
упругом основании можно построить инженер-
ную методику расчета износа, используя графи-
ческие зависимости рисунка 1.2, полученные на 
основе работы [1]. Для удобства в инженерных 
расчетах графического описания изменения зоны 
контакта цилиндров была сделана аппроксима-
ция кривых с помощью аналитических зависи-
мостей (уравнения кубической регрессии) 

3 2
3 2 1 0 ,a b b b b       

где 0/ ,a a a  / ;a h   коэффициенты ib
 
опре-

деляются из таблицы 3.1. 
Построенные графики (рисунок 2.1) и зави-

симости для определения зон контакта весьма 
неудобны, так как отношение размеров зон кон-
такта 0/a a a  является функцией отношения 

/ ,a h  которое неизвестно. Поэтому используя 
уравнения кубической регрессии, выразим 

0/a a a  через 0 / .a h  Для этого кубическое 

уравнение регрессии решаем методом Кардано с 
уточнением по численному методу Ньютона. Для 
этой процедуры был разработан алгоритм и ком-
пьютерная программа. 
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Рисунок 3.1 – Графики, показывающие изменения параметров контакта a / a0  для 0 /a h   

(штрихова линия – расчет по приближенным формулам) 
 

Таблица 3.1 – Коэффициенты bi 
 

№ графика 
на рисунке 

1.2 
b3 b2 b1 b0 

1 0,0114 –0,1592 1,015 0,9762 
2 0,0002 –0,0424 0,5847 0,985 
3 0,0031 –0,0461 0,2486 0,9979 
4 0,0006 –0,0079 0,034 0,9958 
5 0,0072 –0,0651 0,0478 1,0005 

 
При разработке алгоритма расчета износа 

материала зубьев зубчатого колеса с покрытием 
необходимо выполнять следующие пункты: 

а) рассчитываются координаты характерных 
точек зуба [2]. Строится профиль зуба. Формула 
для определения линейного износа зубьев зубча-
того колеса из композита при заданной интен-
сивности износа I: 2 / ,и ckh a nztI    здесь по-

луширина контакта a определяется по вышеука-
занной методике. 

б) Для каждого типа материала определяет-
ся величина износа иh . Задается hI  – безразмер-

ная характеристика износа (вычисляется из экс-
перимента).  

Для отработки методики расчета рассмот-
рим простейший пример. 

Пусть зубчатая передача без смазки выпол-
нена из шестерни с покрытием из композита 
h = 2 мм, состоящего из полиамидной матрицы и 
стеклянных волокон с модулями упругости 

 3500mE   кг/мм2,  85000fE   кг/мм2, коэффици-

ентами Пуассона  0,35,mv   0,2,fv   модулями 

сдвига Gm=1300 кг/мм2, Gf=35420 кг/мм2, с раз-
личным процентным содержанием волокон, за-
цепляется с таким же колесом. Например, по 
вышеприведенным зависимостям сделан расчет 
механических постоянных коэффициентов мате-
риала (ортотропного) для шестерни и колеса из 
композита с процентным содержанием волокон 
V = 40%: E1 = 36100 кг/мм2; η = 0,92; E2 = 7582 кг/мм2; 
G12 = 2838 кг/мм2; ν12 = ν13 = 0,29; ν21 = ν31 =0,06; 

47222fK  кг/мм2; Km = 3889 кг/мм2; K = 6144 кг/мм2; 

ν23 = ν32 = 0,53. Зубчатая передача имеет сле-
дующие геометрические размеры в общеприня-
тых обозначениях [2]–[4] и режим работы: m = 4, 
zs = 23, zk = 23, А = 92 мм, o20 ,   b = 20 мм, 

ds = 92 мм, dk = 92 мм, 852,6крМ   н ...мм; 

ns = 2000 об/мин, передаточное число – u = 1. По 
результатам испытаний износ зубьев шестерни и 
колеса определялся числом циклов нагружения 
Ns = 4,15∙107. Необходимо определить изнашива-
ние зубьев hи при заданной интенсивности изна-
шивания Is = 4,1∙10-8.  

Математическая модель контакта будет 
следующая. При продольном расположении (ри-
сунок 3.2) волокна ориентированы параллельно 
оси X. 

Для приближенных инженерных расчетов 
упругих постоянных волокнистых материалов 
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можно воспользоваться соотношениями для мо-
дулей упругости 

1 (1 ) ;x f f f mE E V E V E     

2

(1 )
,

1
m f

y
f

E V
E E

V

 
 


 

где ,f m

f m

E E

E E


 


 Vf – объемное содержание во-

локна в матрице, а коэффициенты Пуассона оп-
ределяются по формуле  

12 (1 ) ,f f f mV V       
из свойств симметрии следует:  

E3 = E2; 13 12 ;    2
31 21 32 23 21 12

1

; ; .
E

E
          

Индексы f и m обозначают волокно и матрицу 
соответственно. 

 

 
 

Рисунок 3.2 – Контакт жесткого цилиндра 
с ортотропным покрытием при продольном 

расположении волокна в матрице 
 

Возьмем интенсивность изнашивания зуба 
шестерни Is = 4,1∙10-8. Используя приведенные 
ранее формулы для расчета исходных данных 
[2]–[4] и определения зон контакта, износа зубь-
ев из композита зависимости 2 / ,и ckh a nztI v   

строим график влиянии объемного содержания 
волокон на толщину изношенного слоя для h > a 
(рисунок 3.3).

   

  

Рисунок 3.3 – График зависимости величины 
hи (мм) износа покрытия от объемного 

содержания волокон fV  

 

4 Методика и алгоритм решения задачи 
определения напряжений  

Расчет напряжений в упругом теле зубьев 
зубчатых колес из композита показал совпадение 
с известными данными расчета для зубьев из 
изотропных материалов, в частном случае, при 
выбранных определенных параметрах. Предло-
женный алгоритм и результаты расчета могут 
найти применение в вычислениях деформатив-
ности и напряженного состояния зубьев зубча-
тых колес из композитов для зубчатых передач. 

Рассматривается реализация задачи расчета 
напряжений в покрытии из композита зуба зуб-
чатого колеса при контакте с металлическим зу-
бом, используя работу [1]. Сначала рассматрива-
ем случай для ортотропного покрытия на жест-
ком основании: 

а) исходя из введенных пользователем 
начальных данных (модули Юнга, коэффициен-
ты Пуассона, величину действующего давления 
и др.) программа по формулам из п.1 находит все 
необходимые величины для определения 
напряжений и перемещений; 

б) далее по формулам (см. (3.19)–(3.22) из 
[1]) находим необходимые значения напряжений 
и перемещений  

Разработана программа расчета напряжений 
для изотропных покрытий с волокнистым осно-
ванием, используя формулы из [1]. 

Создана систематизация по расчету напря-
жений и деформативности зубьев зубатых колес 
применительно к композитам, учитывая: парал-
лельное, нормальное расположение волокон и 
радиальное; рассматривается волокнистый мате-
риал изготовления зуба и определение его на-
пряженного состояния при контактном взаимо-
действии. В этом случае можно рассматривать 
также расположение волокон и для функцио-
нально-градиентного материала зуба зубчатого 
колеса, считая, что зуб имеет покрытие из ком-
позита и основание может быть изотропным, 
жестким, ортотропным, транверсально-
изотропным. Для определения контактных пере-
мещений зубьев из однородного изотропного 
полимерного колеса, находящегося в зацепле-
нии, исходят из преобразованных формул Гер-
ца – Беляева, которые приведены, например, в 
[1]. Если материал зуба является волокнистым 
композитом, то для определения упругих посто-
янных, таких как модули упругости, коэффици-
енты Пуассона, можно применять приближенные 
формулы, определяющие эти постоянные через 
модули упругости матрицы и волокна по прави-
лу «смесей». 

 
Заключение 
Износ контактирующих зубьев зубчатых 

колес зависит от множества факторов. Влияние 
всех факторов в предлагаемой модели одновре-
менно учесть затруднительно. Поэтому в работе 
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приводятся примеры для расчета параметров 
контакта и износа зубьев с целью описания 
асимптотической методики и иллюстрации рабо-
ты компьютерной программы. Для инженерного 
расчета необходимо проводить эксперименталь-
ные исследования для определения интенсивно-
сти изнашивания различных контактирующих 
волокнистых материалов. Таким образом, в ре-
зультате выполнения данной работы была напи-
сана программа, позволяющая строить профиль 
зубьев зубчатых колес, определять зону контакта 
взаимодействующих зубьев зубчатых колес, вы-
числять толщину изношенного слоя, учитывать 
расположение волокон в матрице композицион-
ного материала на параметры износа. 
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Аннотация. Предложена методика формирования композиционных медь-углеродных покрытий осаждением из 
совмещенных потоков углеродной плазмы и электродугового испарения меди с возрастающим содержанием углерода 
в процессе роста слоя. Исследования структурно-фазового состава, выполненные методом КР и РФЭ спектроскопии, 
показали, что увеличение концентрации меди стимулирует графитизацию углеродной матрицы, приводит к уменьше-
нию размеров Csp2 кластеров и увеличению их концентрации. Методом атомно-силовой микроскопии установлено 
присутствие меди в покрытии в виде отдельных частиц размером 100…500 нм. Для покрытий характерно снижение 
твёрдости и упругости с увеличением глубины индентирования. 
 
Ключевые слова: нанокомпозиционные медь-углеродные покрытия, химический состав, твердость, импульсное 
катодно-дуговое испарение. 
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Введение  
Одной из важных задач современного ма-

шиностроения, микроэлектроники, является раз-
витие технологии осаждения покрытий, обла-
дающих высокой твердостью, износостойкостью, 
тепло- и электропроводностью, при этом обеспе-
чивающих низкие значения коэффициента тре-
ния. Такие покрытия применяются в микроэлек-
тронике, в частности, при изготовлении сколь-
зящих электрических контактов, используются 
при формировании топологии и выводов инте-
гральных микросхем и плат [1]. Активное ис-
пользование покрытий из платины, золота и  

меди связано с их относительно низким коэффи-
циентом трения и высокой электро- и теплопро-
водностью, необходимой для эффективного от-
вода тепла из зоны трения. Однако применение 
золота и платины ограничено в связи с их высо-
кой стоимостью, также использование платины в 
качестве подслоя не желательно в высокотемпе-
ратурных процессах, что связано с ее кристалли-
зацией в процессе отжига [1]–[3]. В последнее 
время для формирования элементов электронных 
устройств получило активное развитие исполь-
зование металл-углеродных композитов. Уста-
новлено, что повышение механических свойств 
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медных покрытий можно добиться путем введе-
ния в их объём углерода, который, формируя 
различные фазовые включения, выполняет роль 
твердой смазки. Как показано в работах [4]–[6], с 
ростом содержания графита в объёме компози-
ционного медь-углеродного покрытия было ус-
тановлено монотонное уменьшение коэффици-
ента трения. Композиционные Cu–C покрытия 
формируют с использованием различных ваку-
умных методов (катодно-дугового испарения, 
магнетронного распыления, термоионного и др.), 
а также методами химического осаждения. В 
связи с этим перспективным представляется ис-
пользование метода импульсного катодно-
дугового разряда, позволяющего формировать 
покрытия с высокой концентрацией sp3 гибриди-
зированных атомов углерода. 

Известно, что механические свойства по-
крытий, такие как твердость, остаточные напря-
жения, определяются структурой покрытия, а 
именно отношением sp2/sp3 компонент [4], [7], 
[8]. Данное отношение зависит от энергетиче-
ских параметров разряда: частоты и напряжения 
разрядных импульсов.  

Высокие остаточные напряжения и хруп-
кость в сочетании с плохой адгезией к полимер-
ным и стеклянным подложкам ограничивает об-
ласть применения композитных покрытий при 
нанесении на мягкие и деформирующиеся под 
нагрузкой подложки. Наиболее перспективными, 
в сравнении с композиционными и многослойны-
ми, являются градиентные покрытия с перемен-
ной концентрацией состава по толщине [9]–[11]. 

Основной целью работы является установ-
ление закономерностей влияния элементного и 
структурно-фазового состава медь-углеродных 
покрытий на их механические свойства. 

 
1 Методика формирования покрытий и 

исследования 
Осаждение покрытий с переменным по 

толщине составом проводилось на предвари-
тельно нанесенный медный подслой, что позво-
ляло обеспечить необходимые значения прочно-
сти адгезионного соединения с материалом под-
ложки (рисунок 1.1).  

 

 
 

Рисунок 1.1 – Схематическое изображение 
медь-углеродного покрытия,  

осаженного на медный подслой 
 

Следующим этапом процесса осаждения яв-
ляется введение в плазму, генерируемую в 

результате электродугового испарения медного 
катода, ионов углерода, в результате испарения 
графита импульсной дугой с последующим уве-
личением концентрации ионов углерода в потоке 
металлической плазмы в результате возрастания 
частоты работы генератора углеродной плазмы с 
помощью устройства, схема которого представ-
лена на рисунке 1.2.  
 

 
1 – вакуумная камера,  
2 – сепаратор дугового испарителя,  
3 – катод дугового испарителя,  
4 – блок питания дугового испарителя,  
5 – система управления дуговым разрядом, 
6 – система контроля давления в вакуумной  
      камере,  
7 – импульсный источник углеродной плазмы, 
8 – блок питания импульсного источника,  
9 – система поджига и анодный узел  
      импульсного источника углеродной 
      плазмы,  
10 – откачка,  
11 – вращающаяся оснастка с подложками, 
12 – блок питания напряжения смещения 

 

Рисунок 1.2 – Схема осаждения медь-углеродных 
покрытий 

 
На предварительно сформированном подслое 

меди толщиной 100–150 нм осаждали нанокомпо-
зиционные медь-углеродные Cu/а-С (5…20 Гц):Cu 
слои. Изменение Cu/С отношения по толщине 
покрытия осуществляли путем увеличения час-
тоты следования импульсов разряда углеродного 
источника от 5 до 20 Гц (шаг 5 Гц) при неизмен-
ном токе дугового испарителя меди. Покрытия 
осаждали при различном токе дугового испари-
теля (60–90 А) с катодом из меди, что позволило 
изменять концентрацию меди в покрытии. 

Микроструктура покрытий была определена 
методом спектроскопии комбинационного рас-
сеивания с помощью КР микроскопа Senterra 
(Bruker). Возбуждение спектров осуществлялось 
длинной волны 532 нм мощностью 20 мВт. 
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Химический состав и распределение хими-
ческих элементов в поперечном сечении компо-
зиционных покрытий определяли методом рентге-
новской фотоэлектронной спектроскопии (РФЭС). 
Измерения производили посредством прибора 
ULVAC-PHI Quantera II при возбуждении веще-
ства Kα-излучением алюминия с энергией кванта 
1486,6 эВ и суммарной мощностью 25 Вт. 

Измерение твердости и модуля упругости 
покрытий проводили с использованием наноин-
дентора «НаноСкан 4D» (ФГБНУ «ТИСНУМ»  
г. Троицк, Россия). В качестве индентора исполь-
зовали алмазную трехгранную пирамидку Берко-
вича (ГОСТ 9377-81). Измерение проводили со-
гласно ISO 14577-1:2015 методом динамического 
механического анализа при максимальной на-
грузке на индентор 40 мН. Обработка получен-
ных результатов выполнялась согласно ГОСТ  
Р 8.736-2011. 

2 Полученные результаты и их анализ 
На рисунках 2.1, 2.2 представлены КР спек-

тры Cu/а-С (5…20 Гц):Cu покрытий с различным 
содержанием меди по толщине слоя. Для всех 
покрытий характерно наличие широкого асси-
метричного пика в области 1000–2000 см-1, что 
характерно для спектров покрытий, содержащих 
sp2 и sp3 углеродные фазы. В них наблюдаются 
две sp2 полосы: G с частотой максимума 1560–
1600 см-1 и D с частотой максимума 1350–
1420 см-1. Относительное содержание sp3 фазы в 
покрытии рассчитывалось согласно методике, 
предложенной в работах [12]–[14]. 

Результаты математической обработки, та-
кие как положение максимума и полуширина G 
пика, а также отношение интенсивностей D и G 
пиков приведены в таблице 2.1. 

 

 

  
а) Cu60А/a-C(5…20):Cu60А б) Cu70А/a-C(5…20):Cu70А 

 

Рисунок 2.1 – Спектры КР медь-углеродных покрытий 
 

  
а) Cu80А/a-C(5…20):Cu80А б) Cu90А/a-C(5…20):Cu90А 

 

Рисунок 2.2 – Спектры КР медь-углеродных покрытий 
 

Таблица 2.1 – Параметры КР спектров медь-углеродных покрытий 
 

Покрытие ID / IG отношение
Положение G 

пика, см-1 
Ширина G пика, 

см-1 
La, нм sp3, % 

Cu60А/a-C(5…20):Cu60А 0,36 1533,1 164,7 12 26,2 
Cu70А/a-C(5…20):Cu70А 0,68 1535,9 154,1 7 16,3 
Cu80А/a-C(5…20):Cu80А 0,93 1544,5 156,4 5 18,5 
Cu90А/a-C(5…20):Cu90А 1,65 1557,2 113,9 3 * 

*– согласно полученным значениям можно утверждать, что в данном покрытии не содержится sp3 фаза. 
Покрытие представляет собой композит из меди и графита. 
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Представленные в таблице 2.1 параметры 
спектров КР медь-углеродных покрытий показы-
вают, что с ростом тока дугового разряда, опре-
деляющим изменение концентрации меди в по-
крытии, значения отношения ID / IG резко увели-
чиваются, ширина G пика при этом уменьшается, 
что указывает на изменение структуры углерод-
ной матрицы. 

Увеличение отношения ID / IG указывает на 
рост количества Csp2 кластеров, что хорошо со-
гласуется с уменьшением ширины G пика. Су-
жение G пика свидетельствует о формировании 
более упорядоченных Csp2 кластеров графита, 
характеризующихся малым размером [15], [16]. 
Таким образом, имеются основания считать, что 
рост концентрации меди приводит к уменьше-
нию размеров Csp2 кластеров и увеличению сте-
пени их упорядочения в покрытии.  

При высоком токе дугового разряда (более 
80 А) энергия ионов меди в потоке достигает 
максимальных значений, что приводит к интен-
сивному нагреву подложки, которая изменяет 
условия конденсации за счет увеличения под-
вижности атомов углерода на подложке. Это 
приводит к увеличению sp2 фазы в покрытии.  

Смещение центра G пика в сторону более 
высоких волновых чисел (таблица 2.1) может 
быть обусловлено искажением валентных углов 
в атомах sp2 кластеров и уменьшением содержа-
ния sp3 связей [16], [17]. Смещение G пика в сто-
рону высоких волновых чисел с ростом тока ду-
гового разряда не связано с увеличением содер-
жания sp3 гибридизированных связей, так как их 
концентрация уменьшается с увеличением со-
держания меди в покрытии. Минимум положе-
ния G пика регистрируется при токе дугового 
испарителя 60 А, что объясняется искажением 
углов связи атомов углерода в графитовых кла-
стерах. Скорость формирования медной состав-
ляющей покрытия значительно превышает ско-
рость формирования структуры углеродной мат-
рицы. Поэтому углерод начинает диффундиро-
вать и расти между медными зернами. При 

высоких значениях тока дугового испарителя 
(более 90 А) рост количества sp2 связей определя-
ется увеличением концентрации меди в покрытии, 
что подтверждается методом РФЭС (рисунок 2.3).  

Медь является относительно инертным эле-
ментом по отношению к углероду, поэтому для 
дальнейшего исследования изменения состава 
химических связей и структуры углеродной мат-
рицы анализировали изменение C1s состояния 
атомов углерода на поверхности (без травления) 
и в глубине слоя (время травления 2 минуты). 
Кроме того, химическая активность меди может 
приводить к формированию оксидов в объеме 
покрытий в результате взаимодействия с атмо-
сферным кислородом, а также его диффузии из 
верхнего слоя. 

На рисунках 2.4 и 2.5 приведены РФЭ спек-
тры состояния углерода, полученные при раз-
личном времени травления, которые показывают 
изменение химического состава по глубине слоя. 
Спектры C1s состояния атомов углерода  
а-Cu60А/a-C(5…20):Cu60А и а-Cu90А/a-C(5…20):Cu90А 
покрытий с различной концентрацией меди 
представляют собой широкие пики асимметрич-
ной формы, которые могут быть разложены на 
три компоненты с центрами при 284,5, 285,2 и 
286,5–287,5 эВ и определяют такие типы связей 
атомов углерода, как Csp2 (графит), Csp3 (алмаз) 
и C – O соответственно [1], [7], [16].  

Как видно из рисунков 2.4 и 2.5, интенсив-
ность пика, ответственного за Csp3 состояние 
атомов углерода в поверхностном слое покры-
тия, ниже, чем в объёме покрытия. Такое пове-
дение параметров РФЭ спектров согласуется с 
результатами анализа КР спектров и указывает 
на влияние меди на процессы графитизации а-C 
слоя, вызванные как процессами взаимодействия 
в плазме, так и наличием меди. В качестве пара-
метра, указывающего на изменение структурно-
фазового состава покрытий, использовали значе-
ние Csp2/Csp3 отношения, определяемое как от-
ношение интегральных интенсивностей соответ-
ствующих пиков (таблица 2.1). 

 

  
а) а-Cu60А/a-C(5…20):Cu60А б) Cu90А/a-C(5…20):Cu90А 

 

Рисунок 2.3 – Профиль распределения химических элементов по толщине покрытия 
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а) б) 

 

Рисунок 2.4 – Спектры С1s состояния атома углерода в а-Cu60А/a-C(5…20):Cu60А покрытии:  
а) на поверхности, б) после травления 2 минуты 

 

  
а) б) 

 

Рисунок 2.5 – Спектры С1s состояния атома углерода в  а-Cu90А/a-C(5…20):Cu90А покрытии:  
а) на поверхности, б) после травления 2 минуты 

 
Таблица 2.2 – Анализ РФЭ спектров С1s состояния атомов углерода 
 

Csp2/Csp3 отношение 
Покрытие 

Поверхность Травление 2 минуты 
Cu60А/a-C(5…20):Cu60А 1,5 1,2 
Cu90А/a-C(5…20):Cu90А 1,7 1,3 

 
На рисунке 2.6 представлены АСМ изобра-

жения поверхностности покрытий. Изображения 
фазового контраста характеризуют изменение 
механических свойств, в данном случае твердо-
сти, и позволяют качественно оценить их рас-
пределение на поверхности медной и углеродной 
составляющей покрытий. Согласно представлен-
ным изображениям, углерод находится на по-
верхности покрытия в виде сплошной матрицы 
(на снимке углерод представлен более светлыми 
участками поверхности).  

Медь на поверхности покрытия содержится 
в виде самостоятельной фазы, образуя несвязан-
ные с углеродом единичные включения разме-
ром от 100 до 500 нм. Можно отметить, что с 
ростом тока дугового испарителя до 80–90 А 
наблюдается увеличение количества частиц на 
поверхности, что связано с локальным перегре-
вом поверхностных слоев катода, последующим 

формированием капельной фазы в потоке испа-
ряемого материала и, несмотря на наличие маг-
нитной сепарации, их захват и транспортировка в 
потоке ионов меди, с последующим закреплени-
ем на поверхности покрытия.  

Параметры поверхностной морфологии 
(шероховатость и размер зерна) определяли в 
результате обработки АСМ изображений, полу-
ченных с площадки размером 4×4 мкм и 30×30 
мкм и представленых в таблицах 2.2 и 2.3 соот-
ветственно. С ростом тока дугового испарителя 
от 60 А до 90 А, а также с увеличением содержа-
ния углерода на поверхности покрытия, поверх-
ность покрытия становится более развитой, ее 
формирование зависит как от условий генерации 
ионных потоков углерода и металла (ток дуги и 
плотность потока), так и от эффективности сепа-
рации потока металлической плазмы [18], [19].  
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Рисунок 2.6 – АСМ изображения поверхности покрытий:  
а) Cu60А/a-C(5…20):Cu60А, б) Cu70А/a-C(5…20):Cu70А, в) Cu80А/a-C(5…20):Cu80А, г) Cu90А/a-C(5…20):Cu90А 

 
Таблица 2.3 – Параметры поверхностной морфологии приведены в таблице 
 

Покрытие Шероховатость RMS, нм Шероховатость Ra, нм Размер зерна Dср, нм 
Cu60А/a-C(5…20):Cu60А 3,9 1,8 9,1 
Cu70А/a-C(5…20):Cu70А 1,9 1,5 4,8 
Cu80А/a-C(5…20):Cu80А 2,3 1,1 5,7 
Cu90А/a-C(5…20):Cu90А 1,7 1,4 6,8 

 
Таблица 2.4 – Параметры поверхностной морфологии приведены в таблице 
 

Покрытие Шероховатость RMS, нм Шероховатость Ra, нм Размер зерна Dср, нм 
Cu60А/a-C(5…20) :Cu60А 6,4 3,8 16,1 
Cu70А/a-C(5…20):Cu60А 6,1 3,7 38,1 
Cu80А/a-C(5…20):Cu80А 15,3 13,7 15,7 
Cu90А/a-C(5…20):Cu90А 10,3 7,2 24,7 

 
Как видно из таблицы 2.3, параметры по-

верхностной шероховатости вне областей с вы-
соким содержанием макрочастиц на поверхности 
достаточно низкие и определяют параметры уг-
леродной матрицы. 

Результаты анализа участка поверхности 
размером 30×30 мкм позволяют оценить пара-
метры поверхностной морфологии на микро-
уровне. Установлено, что при токе дуги 80 А 
эффективность работы сепаратора снижается по 
сравнению с током дуги 90 А, что приводит к 
увеличению в потоке количества макрочастиц 
меди и, как следствие этого, поверхностной ше-
роховатости (таблица 2.4).  

Сравнивая результаты, приведенные в таб-
лицах 2.3 и 2.4, можно сделать вывод, что на 
макроуровне (площадь сканирования 30×30 мкм) 
параметры поверхностной морфологии преиму-
щественно зависят от режима генерации метал-
лического потока и определяются условиями 
конденсации медной компоненты покрытия и 
эффективностью работы сепаратора. 

Также, согласно таблице 2.1, с ростом тока 
дуги происходит уменьшение размера графито-
вых кластеров La, что может быть связано с осо-
бенностями осаждения и роста углеродной ком-
поненты покрытия. В соответствии с [18] угле-
род, который не имеет растворимости в меди, 
осаждаясь по границам зерен меди, препятствует 
формированию крупных кристаллитов Cu, фор-
мируя при этом графитовые кластеры с мини-
мальным размером.  

Результаты исследования механических 
свойств приведены на рисунке 2.7. Показано, что 
значения твердости и модуля упругости отдель-
ных слоев покрытия зависят от распределения в 
нем меди. Согласно результатам исследований, 
выполненных методом РФЭ и КР спектроскопии, 
увеличение концентрации углерода в покрытии 
приводит к формированию нанокомпозиционной 
структуры с малым размером зерна, как графита, 
так и меди, что и определяет увеличение их твер-
дости. 
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Рисунок 2.7 – Распределение твердости (а) и модуля упругости (б) по глубине покрытий:  
а – Cu60А/a-C(5…20):Cu60А; б – Cu70А/a-C(5…20):Cu70А;  
в – Cu80А/a-C(5…20):Cu80А; г – Cu90А/a-C(5…20):Cu90А 

 
Заключение 
Предложена методика формирования ком-

позиционных медь-углеродных покрытий с кон-
тролируемым химическим, структурно-фазовым 
составом по толщине покрытия. Показано, что 
распределение углерода и меди по толщине по-
крытия определяется режимами формирования 
как углеродной, так и медной компонент покры-
тия. Установлено, что, изменяя частоту импуль-
сов генератора углеродной плазмы, при постоян-
ном потоке ионов меди возможно изменять как 
элементный состав покрытия, так и отношения 
Csp3/Csp2 фаз в объёме покрытия. Исследования 
структурно-фазового состава, выполненные ме-
тодом КР и РФЭ спектроскопии, показали, что 
увеличение концентрации меди приводит к 
уменьшению размеров Csp2 кластеров и увели-
чению степени их упорядочения в покрытии, 
стимулирует графитизацию углеродной матри-
цы. Методом атомно-силовой микроскопии оп-
ределена морфология поверхности сформиро-
ванных медь-угле-родных покрытий. В режиме 
фазового контраста проанализировано изменение 
фазового состава медь-углеродных слоев, осаж-
денных на поверхности меди. Установлено, что 
твёрдость и упругость покрытий снижаются с 
увеличением глубины индентирования, что на-
ходится в соответствии с изменением их струк-
туры. 
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Введение 
Молекула ДНК представляет интерес не 

только в качестве хранителя генетической ин-
формации, но и как наноразмерный элемент 
электрических цепей нового поколения. Из ре-
зультатов экспериментов следует, что водород-
ные связи между парами оснований передают 
электрические импульсы, но не пропускают по-
стоянный ток между ними, что является типич-
ным свойством электрических конденсаторов. 
Следовательно, структуру ДНК можно смодели-
ровать как схему, состоящую из цепей, содер-
жащих эффективные резисторы и конденсаторы. 
В работе предложена эквивалентная электриче-
ская схема молекулы ДНК как наноразмерного 

проводника, которая в первом приближении 
описывает перенос носителей заряда вдоль двой-
ной спирали.  В настоящее время не сделан чет-
кий вывод об электрической проводимости мо-
лекулы ДНК, поскольку она проявляет очень 
разные проводящие свойства в различных усло-
виях, подобно изолятору, проводнику или полу-
проводнику. Поэтому в статье используется мо-
дель ДНК-подобной спирали как электрического 
проводника, которая может послужить основой 
для дальнейших более углубленных исследова-
ний и сравнения с экспериментальными данными. 
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1 Теоретические сведения 
В настоящее время функциональные нано-

проводники и наноэлектроника весьма востребо-
ваны для применения в интегральных схемах 
следующего поколения, но использование боль-
шинства наноразмерных устройств в больших 
масштабах ограничивается рядом проблем. ДНК 
обладает большим потенциалом для применения 
в качестве молекулярного наноразмерного про-
водника благодаря хорошему качеству синтеза, 
высокой степени очистки, близкой к единице, и 
наноразмерной самоорганизации. Тем не менее, 
отсутствует полное понимание процесса перено-
са заряда в основном состоянии (В-форма) моле-
кулы ДНК для электронных конфигураций в 
биологически подходящих условиях, где сохраня-
ется полностью парная двуспиральная структура.  

Экспериментальная часть работы [1], с ре-
зультатами которой ведется сравнение в данной 
статье, заключается в следующем: были прове-
дены исследования процесса переноса заряда в 
двуцепочечных монослоях ДНК, помещенных на 
золотой подложке. С помощью окислительно-
активного зонда измерялась сила тока в различ-
ных парах азотистых оснований (в том числе в 
первой и семнадцатой паре) для одной и той же 
молекулы ДНК, то есть при неизменной после-
довательности нуклеотидов. Эксперимент про-
ходил в строго контролируемых температурных 
условиях. Измерения выполнялись при помощи 
циклической и прямоугольной вольтамперомет-
рии. Полученные результаты использовались для 
оценки скорости переноса заряда и подвижности 
носителей. Установлено, что скорость переноса 
заряда зависит от температуры и имеет обратную 
зависимость от расстояния, что согласуется со 
скачкообразным механизмом переноса. Эти ре-
зультаты устанавливают основные факторы ско-
рости передачи заряда и подвижности носителей 
в молекулярных ДНК-проводниках, определяя 
их последующие применения для наноразмерной 
электроники [1].  

В статье [1] молекула ДНК рассматривается 
как нелинейный полупроводник с прыжковым 
механизмом переноса заряда. Установлено, что 
энергия активации переноса заряда в таком по-
лупроводнике зависит от длины рассматриваемо-
го сегмента, что не характерно для обычных по-
лупроводников.  Энергия активации принимает 
значения от 74 до 144 миллиэлектронвольт, при 
этом она зависит от длины исследуемого сегмен-
та немонотонным образом, сначала увеличиваясь 
для пар оснований с номерами 4, 9 и 13, а затем 
уменьшаясь для пары оснований с номером 17. 
Такая немонотонная зависимость энергии акти-
вации переноса заряда требует дополнительного 
обоснования.  

В статье [1] делается вывод, что получен-
ные экспериментальные результаты больше со-
ответствуют модели прыжкового механизма пе-

реноса заряда, чем модели туннельного переноса 
заряда. Хотя подробное исследование проводи-
мости в зависимости от частоты тока не прово-
дилось, в статье [1] отмечено, что при вольтам-
перометрии с использованием прямоугольных 
импульсов результат очень чувствителен к выбо-
ру частоты импульсов, которая была равна 40 Гц. 
Для циклической вольтамперометрии с эффек-
тивной частотой 0,05 Гц максимальная измерен-
ная сила тока существенно отличалась, прибли-
зительно в 77 раз, по сравнению с квадратно-
волновой вольтамперометрией. Однако хорошо 
известно, что для прыжкового механизма пере-
носа заряда, которому в статье [1] отдаётся пред-
почтение, в низкочастотном пределе проводи-
мость полупроводника не зависит от частоты 
[2]–[4]. Указанные обстоятельства приводят к 
необходимости разработки новых, дополнитель-
ных моделей электропроводности ДНК, в том 
числе с учётом активных сопротивлений и емко-
стей нуклеотидов и водородных связей.  

Молекула ДНК может быть охарактеризо-
вана колебательным контуром, состоящим из 
блоков, где каждая пара оснований и водородная 
связь обладают активным сопротивлением и ем-
костью. Такая схема объясняет перенос заряда в 
ДНК как на малые, так и на большие расстояния 
в хорошем согласии с экспериментальными дан-
ными, которые привели к идентификации так 
называемых механизмов суперобмена и много-
ступенчатого перехода. Однако, в отличие от 
случайных скачкообразных событий и супероб-
мена, схема отражает четко определенный меха-
низм переноса заряда, подтверждающий боль-
шую надежность генетического вещества в дос-
тавке электронов [5]. Проводящие свойства мо-
лекулы ДНК представляют интерес не только в 
связи с возможными использованиями макромо-
лекулы в наноструктурах, но и в плане анализа 
вредных факторов, которые могут привести к 
повреждению ДНК. Поэтому электропровод-
ность молекулы ДНК и ее механизмы продол-
жают привлекать внимание исследователей [6]–
[25], но они еще не полностью изучены. Водяная 
оболочка, в которой находится молекула ДНК, 
может привести к возрастанию электропровод-
ности макромолекулы. Электропроводящие 
свойства молекулы ДНК должны быть тщатель-
но изучены и учтены, наряду с другими физиче-
скими свойствами, в связи с перспективой ис-
пользования ДНК в качестве элемента наноуст-
ройств. Наличие проводящих свойств молекулы 
ДНК было предсказано на основании теоретиче-
ских исследований в работе [26]. Затем в статье 
[27] была рассмотрена роль переноса заряда в 
биохимических процессах клетки, таких как реп-
ликация, транскрипция и репарация ДНК. Ин-
формация об открытии быстрого переноса заряда 
между донором и акцептором в молекуле ДНК 
была опубликована в работе [28]. В результате 
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возникла нанобиоэлектроника как новое направ-
ление исследований, которое представляет собой 
совершенствование молекулярной электроники и 
использует ДНК, с учетом ее проводящих 
свойств, в новых микроэлектронных устройствах 
[29]–[31]. В случае биомолекул, включая ДНК, с 
целью анализа проблемы переноса заряда могут 
быть использованы различные модели и взаимо-
дополняющие методы теоретического исследо-
вания. В ряде работ применяется основное урав-
нение [32] и уравнение матрицы плотности в 
формах Редфилда [33] и Линдблада [34], [35]. В 
основу используемых методов могут быть поло-
жены также численные решения квантовых мо-
делей, в том числе с учетом эффектов многочас-
тичного взаимодействия заряженного носителя 
со средой. При этом принимаются во внимание 
молекулярные колебания и, возможно, другие 
степени свободы окружающего вещества [36]–
[38]. Отметим, что механизмы проводимости 
молекулы ДНК и их детали в нашей статье рас-
сматриваются, в основном, в обзорном плане. 

 
2 Расчет и моделирование 
Структуру молекулы ДНК в расплетенном 

виде визуально можно представить в виде блоч-
ной конструкции, у которой в роли каркасных, 
ведущих элементов выступают азотистые осно-
вания, или нуклеотиды, а поперечными соедини-
тельными элементами являются водородные свя-
зи (рисунок 2.1). Рассмотрим эти азотистые ос-
нования и водородные связи как резисторы и 
конденсаторы с некоторым эффективным сопро-
тивлением и электрической емкостью. В рамках 
приближенных вычислений предполагается, что 
все нуклеотиды имеют одинаковый усредненный 
импеданс, включающий в себя активное и емко-
стное сопротивления, и все водородные связи – 
также одинаковый усредненный импеданс. Такой 
подход является приближенным, поскольку мо-
лекула ДНК содержит четыре типа нуклеотидов, 
каждый из которых может иметь свое активное 
сопротивление и электроемкость. Аналогично, 
водородные связи могут иметь различные элек-
трические характеристики, зависящие от типов 
соединяемых нуклеотидов. Однако молекула 
ДНК имеет очень большую длину и может со-
держать десятки тысяч пар азотистых оснований. 
Для такой длинной электрической цепи главную 
роль играют именно усредненные значения со-
противлений и емкостей нуклеотидов и водород-
ных связей между ними. Ниже в статье показано, 
что для фрагментов ДНК, состоящих из ста пя-
тидесяти и более пар нуклеотидов, с учетом ос-
лабевания электрического тока вдоль нитей, мо-
жет быть применена модель очень длинной (в 
пределе – бесконечной) электрической цепи с 
повторяющимися звеньями. Такая длинная элек-
трическая цепь может быть охарактеризована 
усредненными эффективными значениями со-

противлений и емкостей азотистых оснований и 
водородных связей. Цель статьи – найти значе-
ния импедансов, позволяющие в первом прибли-
жении получить значения силы тока на различ-
ных нуклеотидах и для различных частот пере-
менного тока, измеренные в эксперименте [1].  

Эквивалентная электрическая схема моле-
кулы ДНК показана на рисунке 2.1. 

 

 
 

Рисунок 2.1  ДНК-подобная электрическая цепь 
 

Здесь ||R  и ||C   усредненные эффективные 

значения активного сопротивления и емкости 
нуклеотидов, R  и C   усредненные эффектив-

ные значения активного сопротивления и емко-
сти водородных связей. 

Данная цепь может быть представлена в эк-
вивалентном виде с использованием комплекс-
ных импедансов нуклеотидов и водородных свя-
зей (рисунок 2.2). 

 

 
 

Рисунок 2.2  Эквивалентный вид  
ДНК-подобной электрической цепи,  

характеризуемой комплексными импедансами 
 

Поскольку два резистора ||R  и две емкости 

||C  соединены последовательно в каждом замк-

нутом контуре, комплексные импедансы прини-
мают вид  
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где i – мнимая единица.   
Используя метод, применяемый в сборнике 

задач И.Е. Иродова [39] для расчета бесконечных 
цепей, получаем полный импеданс очень длин-
ной ДНК-подобной цепи 
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   (2.2) 

Эта формула позволяет найти силу тока в 
первом азотистом основании, ближайшем к ис-
точнику тока, который создает напряжение меж-
ду нитями, равное UAB: 
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1 .AB

AB

U
I

Z
                          (2.3) 

Если выполняется неравенство 

|| ,Z Z           (2.4)  

которое может выполняться для ДНК-подобной 
цепи, и подтверждается данными, приведенными 
ниже, то выражение для полного импеданса (2.2) 
принимает вид  

|| .ABZ Z Z Z                  (2.5) 

Рассчитывая последовательно токи в каж-
дом следующем звене ДНК-подобной цепи и 
используя неравенство (2.4), получаем прибли-
женную формулу для силы тока в нуклеотиде с 
номером k: 

||
1 1 ( 1) ,k

Z
I I k

Z

 
   
 
 

           (2.6) 

где k = 1, 2, 3,…  номер звена цепи, при этом 
отсчет ведется от точки приложения напряжения. 
Сила тока в первом звене I1 вычисляется по фор-
мулам (2.1)–(2.5). Аналогично, при выполнении 
неравенства (2.4), сила тока в водородной связи 
звена с номером k равна  

 ||
1 .k

Z
I I

Z


                      (2.7) 

В статье [1] в процессе эксперимента изме-
рены значения силы тока в первом (1)

1I  и семна-

дцатом (1)
17I  нуклеотидах выбранного сегмента 

молекулы ДНК для одной частоты электрическо-
го тока v1 = 40 Гц, а также значения силы тока в 
этих же нуклеотидах (2)

1I  и (2)
17I  того же сегмента 

ДНК для другой частоты v2 = 0,05 Гц. Используя 
формулы (2.3)–(2.5), получаем следующее выра-
жение  

2

1(1) (1)
|| 2(1)

1

,
2

U
Z Z

I
                   (2.8) 

где индекс в скобках обозначает первую частоту 
тока, U1 – напряжение, создаваемое источником. 
Такая же формула справедлива для второй час-
тоты. Далее, находя отношение электрических 

токов в различных нуклеотидах на двух часто-
тах, получаем выражения для параметров  
ДНК-подобной электрической цепи  

2 2
1 2
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|| ||
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Здесь (1)
||Z  и (1)Z  – импедансы для первой 

частоты тока; (2)
||Z  и (2)Z  – импедансы для вто-

рой частоты. Значения, полученные из формул 
(2.9)–(2.12), далее играют роль первого шага в 
процессе моделирования ДНК-подобной цепи. 

Используя экспериментальные данные из 
статьи (2.1) и аналитические расчеты, проведено 
численное моделирование и анализ электриче-
ской эквивалентной схемы в программе Micro-
Cap. В результате получены усредненные значе-
ния сопротивлений и емкостей для нуклеотидов и 
водородных связей: 3

|| 6 10R    Ом, 61,1 10R    Ом, 
6

|| 46 10C    Ф, 93,6 10C 
    Ф, при которых 

значения силы тока в различных звеньях цепи 
приблизительно соответствуют эксперименталь-
ным данным. 

На рисунке 2.3 представлены результаты 
моделирования и анализа бесконечной эквива-
лентной цепи в программе Micro-Cap для часто-
ты v1 = 40 Гц. Значения токов на схеме указаны в 
микро- (мА) и наноамперах (нА). Как показыва-
ют расчеты, модель бесконечной цепи можно 
использовать, если сегмент ДНК-подобного про-
водника содержит более ста пятидесяти пар нук-
леотидов. Для такой длинной цепи сила тока в ее 
элементах практически не изменяется при изме-
нении числа звеньев.  

 

 
 

Рисунок 2.3  Результаты моделирования и анализа электрической схемы для частоты тока v1 = 40 Гц 
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Рисунок 2.4 – Результаты моделирования и анализа электрической схемы для частоты тока v2 = 0,05 Гц 
 

Таблица 2.1  Сравнение экспериментальных и рассчитанных значений 
силы тока в нуклеотидах для двух частот  

 

Частота v1 = 40 Гц v2 = 0,05 Гц 

Сила тока при моделировании
I1(модел) = 1404 (нА) 

I17(модел) = 382,6 (нА) 
I1(модел) = 17,9 (нА) 
I17(модел) = 14,7 (нА) 

Сила тока в эксперименте 
I1(экспер) = 1400 (нА) 
I17(экспер) = 350 (нА) 

I1(экспер) = 18 (нА) 
I17(экспер) = 15 (нА) 

 
На рисунке 2.4, представлены результаты 

для аналогичной схемы, но уже для другой час-
тоты v2 = 0,05 Гц. 

Значения токов, полученные в эксперименте 
в статье [1] и в результате моделирования, пред-
ставлены в таблице 2.1 для более наглядного 
сравнения.  

Установлено, что погрешности полученных 
результатов не превышают 9 процентов для всех 
значений токов.  

Таким образом, значения активного сопро-
тивления и емкостей нуклеотидов, усредненные 
для четырех типов нуклеотидов, равны 

3
нукл 6 10R    Ом, 6

нукл 46 10С    Ф. Аналогично, 

усредненные значения активного сопротивления 
и емкостей водородных связей равны 

6
водор. связь 1,1 10R    Ом, 9

водор. связь 3,6 10С    Ф. 

Используя найденные значения активного 
сопротивления и емкостей нуклеотидов и водо-
родных связей, можно на основе формул (2.1)–
(2.5) вычислить импеданс очень длинной моле-
кулы ДНК. Например, для частоты v1 = 40 Гц 

модуль импеданса равен (1) 397 10Z    Ом. Ана-

логично, для частоты v2 = 0,05 Гц модуль импе-
данса очень длинной молекулы ДНК равен 

(2) 67,9 10Z    Ом. 

Отметим, что при увеличении длины ДНК-
подобной цепи ее импеданс уменьшается. На-
пример, для частоты v1 = 40 Гц импеданс беско-
нечно длинной цепи меньше импеданса ее одно-
го звена приблизительно в 16 раз. Аналогично, 
для частоты v2 = 0,05 Гц импеданс очень длин-
ной молекулы ДНК меньше импеданса одной 
пары нуклеотидов и их водородной связи при-
близительно в 112 раз. 

Найденные усредненные значения активных 
сопротивлений и емкостей нуклеотидов и водо-
родных связей могут быть в дальнейшем исполь-
зованы при проектировании наноразмерных 
электрических схем на основе молекулы ДНК. 

 
Заключение 
Предложена упрощенная электрическая 

схема молекулы ДНК как наноразмерного про-
водника. Введено эффективное комплексное со-
противление, усредненное для всех нуклеотидов, 
а также эффективное комплексное сопротивле-
ние водородной связи между нуклеотидами, об-
разующими пары. Получены выражения для 
полного сопротивления двойной спирали и для 
силы тока на различных участках ДНК, если 
электрическое напряжение приложено между 
двумя нитями. Вычислены усредненные значе-
ния сопротивлений и емкостей нуклеотидов и 
водородных связей, которые могут быть в даль-
нейшем использованы при проектировании на-
норазмерных электрических схем, состоящих из 
сегментов молекулы ДНК.  
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Аннотация. Для прогнозирования характеристик метаматериала-фазоманипулятора проведена оптимизация соответ-
ствующих параметров такого устройства с использованием искусственной нейронной сети и генетического алгоритма. 
Показано, что относительная погрешность определения значений исследуемых параметров не превысила 1% по срав-
нению со значениями, рассчитанными методом конечных элементов. 
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Abstract. To predict the characteristics of the metamaterial-phase-manipulator, the optimization of the relevant parameters of 
such a device was carried out using an artificial neural network and a genetic algorithm. It is shown that the relative error in  
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Introduction 
Metamaterials and metasurfaces have signifi-

cant scientific interest for many research groups 
around the world. These artificial structures possess 
unique properties not observed in natural materials: 
a negative refraction index, low diffraction limit of 
an object image, complete absorption in a specific 
frequency range, etc. [1]–[4]. 

Currently, artificial neural networks and ge-
netic algorithms are successfully used in various 
fields of science and technology. Artificial neural 
networks provide the ability to find complex nonlin-
ear dependencies in the studied functions of many 
arguments, which manifest when modeling the  

interaction of electromagnetic waves with metamate-
rials. Genetic algorithms are a specific case of evolu-
tionary methods based on collective learning within 
a population and imitating natural selection. Genetic 
algorithms provide the search for the best solutions 
by inheriting and enhancing the useful properties of 
many objects during the simulation of their evolu-
tion [5]–[11]. 

In this work, artificial neural networks and ge-
netic algorithms are applied to predict and optimize 
the parameters of a metamaterial for the possibility 
of phase manipulation of electromagnetic waves 
when interacting with a metasurface based on planar 
resonators.  

ФИЗИКА
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1 Modeling 
The project of a metamaterial phase manipula-

tor consisting of 25-paired planar spiral resonators 
located on a dielectric layer is built via Ansys HFSS 
software (Figure 1.1, a). The resonators are copper 
strips and cylinders connecting both sides of the 
structure. Each resonator also contains a varicap. 

The metamaterial modeling was based on dou-
ble-sided FR4 fiberglass with a core thickness of 
1.5 mm and copper layers with a thickness of 35 
microns. As a screen behind the metamaterial, a sin-
gle-sided FR4 fiberglass surface was used with the 
same core and copper layer thickness. 

The wavefront emitted by the metasurface with 
given radiation pattern diagram parameters (Figure 
1.1, b) is formed due to the presence of a difference 
in wave paths or phase shift of the wave. This is 
achieved by changing the capacitance of the varicaps 
on neighboring resonators. By setting the capaci-
tance value C of the varicaps in the first row (since 
in each row C is the same), and then in the next row 
according to the required phase difference, it is pos-
sible to control the tilt of the main lobe of the meta-
material’s radiation pattern diagram in the XOZ 
plane. 
 

 

 
 

Figure 1.1 – The project of the metamaterial consist-
ing of 25-paired planar spiral resonators located on 
the dielectric layer (a); an example of a radiation 
pattern diagram formed by the metasurface (b). 

Here, dx is the distance between the centers 
of resonators in the metasurface, Cvr is the varicap 

with the specified capacitance. 

To form the training and testing data arrays for 
artificial neural networks, the radiation pattern cal-
culations were performed using the finite element 
method in Ansys HFSS. 

The input parameters are adjusted in such a 
way that the metamaterial has a radiation pattern 
diagram with the minimum lobe width, which allows 
obtaining concentrated space radiation of maximum 
power. During the research, it was found that the 
most effective parameters for solving this problem 
are the inter-element distance (spatial period of the 
metasurface dx) and the capacitance of the varicaps. 

The geometric parameters of the planar spiral 
resonators were pre-determined by analytical meth-
ods for calculating the polarizations of any particle 
of arbitrary shape, the linear dimensions of which 
are small compared to the wavelength, as described 
in the work [12]. 

 
2 Solving optimization problem 
During the numerical experiment, a sample 

formed in the DesignXplorer module of the Ansys 
Software was used. 

According to the experiment plan, the calcula-
tions were performed for two input parameters: P1 is 
varicap capacitance Cvr, P2 is inter-element distance 
dx.  At the same time, the following output parame-
ters were determined: the electric field intensity at 
the maximum of the radiation pattern diagram E and 
the lobe width of the radiation at half the power of 
the radiation dTheta. Thus, the research object 
model was response functions linking the output 
parameters (E, dTheta) with the factors (dx, Cvr) 
(Table 2.1). 

Figure 2.1 shows the dependencies of E and 
dTheta on the input parameters, and Figure 2.2 
shows their response surfaces. 

 
Table 2.1 – Parameters of planar spiral 
                    resonators 
 

Input parameters Value of input parameters 
P2 (dx, mm) 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 

36, 37, 38, 39, 40 
P1 (Cvr, pF) 0.1–0.5 

 
The calculations were performed for 533 com-

binations of input parameters (Figure 2.1), 513 of 
which used for training artificial networks and 20 for 
testing (Table 2.2). 

Artificial neural networks were formed using 
the TensorFlow machine-learning library. The ReLu 
activation function, Adam optimizer, and MSE loss 
function were used in creating the networks. The 
neural network underwent training for a total of 700 
epochs. As a result, 25 artificial neural networks 
were created with the number of neurons in the two 
hidden layers ranging from 10 to 50 with an interval 
of 10. 
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Figure 2.1 – Dependence of electric field intensity on the angle of rotation of the radiation pattern diagram 
 

      
                                                a)                                                                                        b) 

 

Figure 2.2 – Response surfaces of E (a) and dTheta (b) 
 

Table 2.2 Test dataset  
 

N Cvr, pF dx, mm E, dB dTheta, deg 
1 0.24 30 11.31 29 
2 0.24 32 10.36 28 
3 0.21 38 8.31 25 
4 0.12 31 12.97 34 
5 0.44 29 10.80 31 
6 0.45 36 6.87 25 
7 0.22 33 11.78 29 
8 0.39 30 10.34 31 
9 0.38 28 11.19 32 

10 0.32 34 11.12 42 
11 0.48 34 8.26 27 
12 0.17 36 9.28 23 
13 0.37 33 9.20 29 
14 0.14 33 11.51 25 
15 0.49 38 5.94 23 
16 0.43 33 8.84 28 
17 0.41 29 10.71 31 
18 0.11 31 12.14 30 
19 0.12 35 11.02 31 
20 0.19 28 13.35 63 

 
The following criteria were used to evaluate 

the obtained models: root mean squared error 
(RMSE), mean absolute error (MAE) and the coeffi-
cient of determination R2: 
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where id  represents the values, calculated using 

finite element analysis; iy  denotes the values, calcu-

lated using neural network predictions. 
Figure 2.3 shows the heat maps illustrating the 

distribution of validation errors in determining the 
output parameters. The vertical and horizontal axes 
show the number of neurons in the first and second 
hidden layers of artificial neural networks, respec-
tively. The intensity of the color-coding indicates the 
magnitude of the error: the error increases as the 
color transitions from light to dark.  
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a) d) 

  
b) e) 

  
c) f) 

 

Figure 2.3 – Heat maps of distribution RMSE (a), MAE (b), R2 (c) (darker color there means higher 
determination) for E and heat maps of distribution RMSE (d), MAE (e), R2 (f) (darker color there means higher 

determination) for dTheta 
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Figure 2.4 – Candidate points calculated via finite element analysis  
 

The neural network with the architecture [2-10-
40-2] demonstrated superior performance in deter-
mining the values of E, whereas the network with 
the architecture [2-50-40-2] achieved the highest 
accuracy in determining the values of dTheta. Here, 
the numbers 2 in square brackets indicate the fact 
that the analysis is performed using two input and 
two output parameters. Table 2.2 presents the 
evaluation results of the corresponding neural net-
work models. 

 

Table 2.2  Results of neural network model 
evaluation  

 

Criteria E dTheta, 
RMSE 0.3 dB 2.1 deg 
MAE 0.2 dB 1.3 deg 

R2 0.9715 0.9398 
 

The optimization problem was to find the 
minimum module of the intensity E, expressed in 
decibels, and the minimum dTheta. The lobe width 
of the radiation at half power was calculated from 
the maximum intensity of the obtained directional 
diagram by subtracting 4 dB.  

Table 2.3 presents the values of the candidate 
points found through the genetic algorithm. Figure 
2.4 shows the actual values of these points, calcu-
lated via the finite element analysis. The minus signs 
on the Y-axis indicate that the values taken in deci-
bels; however, we considered the modules of these 
values and it is easy to notice that the values pre-
dicted by the neural network closely match the ana-
lytical ones. 

 

Table 2.3  Values of candidate points 
 

Point 1 2 3 
P2 – dx, mm  40 37.6949 36.0617 
P1 – Cvr, pF  0.4551 0.1013  0.4957 
P3 – E, dB  5.1408 5.6246 6.8716 

P4 – dTheta, deg 21.8735 22.7504 23.8187 

Conclusion 
The obtained results allow us to conclude that 

neural network models are sufficiently effective in 
predicting the parameters of metamaterials, which in 
turn provides the possibility of optimizing the corre-
sponding parameters using genetic algorithms. At 
the same time, the relative error in determining the 
values of the studied parameters did not exceed 1% 
compared to the values calculated using the finite 
element method. 
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Введение 
Данная статья, посвящённая изучению по-

лиадических аналогов нормальных подгрупп в 
полиадических группах специального вида, яв-
ляется продолжением статей [1], [2] и составляет 
с ними единое целое. В связи с этим нумерация 
разделов в настоящей статье продолжает нуме-
рацию разделов в [2]. Сохраняется преемствен-
ность в отношении соглашений, определений и 
обозначений из [1], [2], все они остаются в силе и 
в новой статье. В ней ссылки на результаты из 
работ [1], [2] даются без указания на эти работы. 
Например, ссылка на следствие 5.1 означает, что 
имеется в виду следствие 5.1 из раздела 5 в [2]. 

 
6 Условия полуинвариантности, но не 

n-полуинвариантности 
Теорема 6.1. Пусть подстановка  из Sk 

удовлетворяет условию n  , l = , < B,  > – 
n-арная подгруппа полуабелевой n-арной группы 
< A,  >, B  A. Тогда l-арная подгруппа < Bk, s, , k > 
полуинвариантна, но не n-полуинвариантна в 
полуабелевой l-арной группе < Ak, s, , k >, кото-
рая не является n-полуабелевой. 

Доказательство. n-Арная подгруппа < B,  > 
полуабелевой n-арной группы < A,  > является 
полуинвариантной в ней. Поэтому, согласно 

утверждению 2) теорем 3.1, l-арная подгруппа 
< Bk, s, , k > полуинвариантна в < Ak, s, , k >, а 
согласно утверждению 2) следствия 5.1 
< Bk, s, , k > не является n-полуинвариантной в 
< Ak, s, , k >. Тогда по теореме 4.5 из [3] 
< Ak, s, , k > – полуабелева l-арная группа, не 
являющаяся n-полуабелевой.                                 

Замечание 6 .1 .  В доказательстве теоремы 
6.1 полуинвариантность < Bk, s, , k > в 
< Ak, s, , k > может быть получена как следствие 
полуабелевости < Ak, s, , k >. 

Кроме того, если в теореме 6.1 < B,  > – 
неодноэлементная n-арная подгруппа, то l-арная 
подгруппа < Bk, s, , k > является полуабелевой, 
но не n-полуабелевой. Это следует из теоремы 
4.5 из [3] ввиду полуабелевости < B,  >. 

Полагая в теореме 6.1 n = 2, получим 
Следствие 6.1. Пусть нетождественная 

подстановка  из Sk удовлетворяет условию 
l = , B – подгруппа абелевой группы A, B  A. 
Тогда l-арная подгруппа < Bk, [ ]l, , k > полуинва-
риантна, но не инвариантна в полуабелевой  
l-арной группе < Ak, [ ]l, , k >, которая не являет-
ся абелевой. 

Ясно, что в теореме 6.1  – нетождествен-
ная подстановка. Если при этом подстановка n 

МАТЕМАТИКА
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является тождественной, s = n, то получим при-
ведённую ниже теорему. 

Теорема 6.2. Пусть для нетождественной 
подстановки   Sk подстановка n является 
тождественной, l = n(n – 1) + 1, < B,  > – n-ар-
ная подгруппа полуабелевой n-арной группы 
< A,  >, B  A. Тогда l-арная подгруппа 
< Bk, n, , k > полуинвариантна, но не n-полуин-
вариантна в полуабелевой l-арной группе 
< Ak, n, , k >, которая не является n-полу-
абелевой. 

Замечание 6.2. Если в теореме 6.2 < B,  > – 
неодноэлементная n-арная подгруппа, то l-арная 
подгруппа < Bk, s, , k > является полуабелевой, 
но не n-полуабелевой. Это следует из теоремы 
4.5 из [3] ввиду полуабелевости < B,  >. 

Следующее следствие вытекает из теоремы 
6.2, если в ней положить  – цикл длины k  2 из 
Sk, n = k. 

Следствие 6.2. Пусть l = k(k – 1) + 1,  – 
цикл длины k  2 из Sk, < B,  > – k-арная под-
группа полуабелевой k-арной группы < A,  >, 
B  A. Тогда l-арная подгруппа < Bk, k, , k > по-
луинвариантна, но не k-полуинвариантна в полу-
абелевой l-арной группе < Ak, k, , k >, которая не 
является k-полуабелевой. 

Полагая в следствии 6.2  = (12  k), получим 
Следствие 6.3. Пусть l = k(k – 1) + 1, < B,  > – 

k-арная подгруппа полуабелевой k-арной группы 
< A,  >, B  A. Тогда l-арная подгруппа 
< Bk, k, (12  k), k > полуинвариантна, но не k-полу-
инвариантна в полуабелевой l-арной группе 
< Ak, k, (12  k), k >, которая не является k-полу-
абелевой. 

Полагая в следствиях 6.2 и 6.3 k = 3, полу-
чим ещё два следствия. 

Следствие 6.4. Пусть  – цикл длины 3 из 
S3, < B,  > – тернарная подгруппа полуабелевой 
тернарной группы < A,  >, B  A. Тогда 7-арная 
подгруппа < Bk, 3, , 3 > полуинвариантна, но не 
3-полуинвариантна в полуабелевой 7-арной груп-
пе < Ak, 3, , 3 >, которая не является 3-полу-
абелевой. 

Следствие 6.5. Пусть < B,  > – тернарная 
подгруппа полуабелевой тернарной группы 
< A,  >, где B  A. Тогда 7-арная подгруппа 
< Bk, 3, (123), 3 > полуинвариантна, но не 3-полу-
инвариантна в полуабелевой 7-арной группе 
< Ak, 3, (123), 3 >, которая не является 3-полу-
абелевой. 

 
7 Случай тождественной подстановки 
Согласно утверждению 1) следствия 5.1,  

l-арная подгруппа < Bk, s, , k > l-арной группы 
< Ak, s, , k > может быть инвариантной в ней 
только в случае тождественности подстановки . 
Следующая теорема показывает, что это дейст-
вительно так. 

Теорема 7.1.  Если ε – тождественная под-
становка из Sk, < B,  > – n-арная подгруппа  
n-арной группы < A,  >, то l-арная подгруппа 
< Bk, s, ε, k > инвариантна в l-арной группе 
< Ak, s, ε, k > тогда и только тогда, когда  
n-арная подгруппа < B,  > инвариантна в  
n-арной группе < A,  >. 

Необходимость. Инвариантность < Bk, s, ε, k > 
в < Ak, s, ε, k > означает, что 

, ,

1

)k k
s k

l

B B



 (x  = , ,

1

( )k k k k
s k

t l t

B B B B

 

  x   (7.1) 

для любого x = (x1, …, xk)  Ak и любого 
t = 2, …, l. Тогда, применив к левой части полу-
ченного равенства утверждение 3) леммы 2.1, а к 
правой части – предложение 2.2 при B = C, полу-
чим 

1

1 1

( ) ( )k
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x B B x B B
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= 1 (1)
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      … 
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( ).t k
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                    (7.2) 

Это равенство, ввиду тождественности подста-
новки ε, переписывается следующим образом 
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    (7.3) 

Так как < B,  > – n-арная подгруппа n-арной 
группы < A,  >, то равенство (7.3) при 
t = 2, …, n – 1 принимает вид 

1

1 1

( ) ( )k

n n

x B B x B B
 

      = 

= 1

1

( )
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      … 
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    (7.4) 

Следовательно, 

1

( )j

n

x B B


   = 
1

( )j

t n t

B B x B B
 

          (7.5) 

для любого t = 2, …, n и любого j = 1, , k, что 
означает инвариантность < B,  > в < A,  >. 

Достаточность. Пусть x = (x1, …, xk) – про-
извольный элемент из Ak. Из инвариантности 
< B,  > в < A,  > следует (7.5) для любого 
t = 2, …, n и любого j = 1, , k, откуда получаем 
(7.4). Так как < B,  > – инвариантная n-арная 
подгруппа n-арной группы < A,  >, то равенство 
(7.4) может быть переписано в виде (7.3). Далее 
последовательно получаем (7.2) и (7.1). Следова-
тельно, l-арная подгруппа < Bk, s, ε, k > инвари-
антна в l-арной группе < Ak, s, ε, k >.                      

 
8 Новое доказательство теоремы 4.1 
Приведём доказательство первого утвержде-

ния теоремы 4.1, отличное от приведённого в [2]. 
Теорема 8.1. Пусть подстановка  из Sk 

удовлетворяет условию l =  и для некоторого 
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t = 2, …, l – 1 подстановка t–1 не является то-
ждественной, < B,  > – n-арная подгруппа n-ар-
ной группы < A,  >, отличная от неё. Тогда су-
ществует элемент x = (x1, …, xk)  Ak такой, что 
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  ( x  (8.1) 

Доказательство. Зафиксируем элементы 
b  B, u  A, u  B. Пусть для определённости  
t–1(j) = m, где j  m. Положим 

x = (x1, …, xj–1, xj, xj+1,… 
…, xm–1, xm = u, xm+1, …, xk), 

где               x1 = … = xj–1 = xj = xj+1 = … 
 = xm–1 = xm+1 = … = xk = b. 

Тогда, используя второе равенство из предложе-
ния 2.1, получим 
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то есть 
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Аналогично, используя первое равенство из 
предложения 2.1 и учитывая, что 1 ( )t r

x b
  для 

любого r  {1, …, j – 1, j + 1, …, m – 1, m, m + 1, , 
k}, получим 
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Если предположить 
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то из (8.2) и (8.3) следует 
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 Сравнивая множители, стоящие в левой и 
правой частях полученного равенства на j-ом и 
m-ом местах, получим 
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    B = 
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что невозможно, так как 
B    

1

( )
t l t

B B u B B
 

    = , B   
1

( )
n

u B B


   = . 

Следовательно, сделанное предположение невер-
но, а верно неравенство (8.1) для выбранного x.  

 

ЛИТЕРАТУРА 
1. Гальмак, А.М. Полиадические аналоги нор-

мальных подгрупп в полиадических группах специ-
ального вида. I / А.М. Гальмак // Проблемы физики, 
математики и техники. – 2024. – № 2 (60). – С. 54–58. 

2. Гальмак, А.М. Полиадические аналоги нор-
мальных подгрупп в полиадических группах специ-
ального вида. II / А.М. Гальмак // Проблемы физики, 
математики и техники. – 2024. – № 3 (61). – С. 45–47. 

3. Гальмак, А.М. Перестановочность элемен-
тов в полиадических группоидах специального 
вида / А.М. Гальмак // Проблемы физики, мате-
матики и техники. – 2018. – № 3 (36). – С. 70–75. 

 

Поступила в редакцию 06.01.2025. 
 

 

Информация об авторах 
Гальмак Александр Михайлович – д.ф.-м.н., профессор 

 



Проблемы физики, математики и техники, № 1 (62), 2025 ISSN 2077-8708 
 

© Казимиров Г.Н., Бураковский В.В., 2025                    67 

 
УДК 517.5                                                                        DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2025_1_62_67 

EDN: NEPSMJ 
 

ЭКВИВАЛЕНТНАЯ СТРУКТУРНАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ФУНКЦИИ 
ИЗ ПРОСТРАНСТВА ЛЕБЕГА 

Г.Н. Казимиров, В.В. Бураковский 

Гомельский государственный университет имени Франциска Скорины 
 

EQUIVALENT STRUCTURAL CHARACTERISTIC OF A FUNCTION 
FROM A LEBESGUE SPACE 

G.N. Kazimirov, V.V. Burakovskiy 

Francisk Skorina Gomel State University 
 

Аннотация. Доказывается эквивалентность итерированного модуля гладкости и К-функционала Петре. 
 
Ключевые слова: итерированный модуль гладкости, К-функционал. 
 
Для цитирования: Казимиров, Г.Н. Эквивалентная структурная характеристика функции из пространства Лебега / 
Г.Н. Казимиров, В.В. Бураковский // Проблемы физики, математики и техники. – 2025. – № 1 (62). – С. 67–69. – DOI: 
https://doi.org/10.54341/20778708_2025_1_62_67. – EDN: NEPSMJ 
 
Abstract. The equivalence of the iterated modulus of smoothness and the Petre K-functional is proved. 
 
Keywords: iterated modulus of smoothness, K-functional. 
 
For citation: Kazimirov, G.N. Equivalent structural characteristic of a function from a Lebesgue space / G.N. Kazimirov,  
V.V. Burakovskiy // Problems of Physics, Mathematics and Technics. – 2025. – № 1 (62). – P. 67–69. – DOI: https://doi.org/ 
10.54341/20778708_2025_1_62_67 (in Russian). – EDN: NEPSMJ 

 
 

Введение 
Ранее в [1]–[3] были получены теоремы о 

связи итерированных обобщённых модулей 
гладкости с К-функционалом Петре. В настоя-
щей работе рассматривается обычный итериро-
ванный модуль гладкости и его связь с К-функ-
ционалом Петре. 

 
1 Основные определения 
Будем говорить, что 2 -периодическая 

функция ,pf L  1 ,p    если для 1 p    
она измерима на отрезке [0, 2 ]  и  

1/2

0
( ) ,
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f f x dx
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Для pf L  введём К-функционал Петре по 

формуле: 
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2 Вспомогательные утверждения 

Положим 1

0

( , ) ( ) ,
x

H f x f z dz    

МАТЕМАТИКА
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1

0

1
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а для k = 2,3,…   
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Лемма 2.1. Если 1,f L  то для любых 

k   справедливо равенство: 
1

( , ) ( ( , ), ).k k k
h hk

L f x H f x x
h
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2. Предположим Лемма 2.1 справедлива для 
k – 1, т. е.  
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3 Основной результат  
Теорема 3.1. Пусть даны числа ,p r  такие, 

что 1 ,p    1, 2,3,...r   Тогда для pf L  

справедливы неравенства: 
(1 2, ) ( , ) ( , ) ,r p r p pC f K f C f         

где положительные постоянные С1 и С2 не зави-
сят от f и .  

Доказательство. Для любой функции 
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Переходя к точной нижней грани по всем 
функциям ( ) ,r

pg W  получим:  
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где положительные постоянные 2C  и 3C  не за-

висят от h.  
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Из неравенства (3.1) следует, что 
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Таким образом, 
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Заключение 
В статье рассмотрена эквивалентная струк-

турная характеристика функций .pf L  Ранее 

этот результат был получен для обобщённого 
модуля гладкости, определяемого при помощи 
оператора обобщённого сдвига типа Чебышева 
[1]. 
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G-NETWORK WITH UNRELIABLE SYSTEMS WITH CONTROL 
AND QUARANTINE QUEUES AND THE OPTION OF MOVING 

NEGATIVE ORDERS BETWEEN SYSTEMS 

D.Y. Kopats 

Yanka Kupala State University of Grodno 
 

Аннотация. Объектом исследования в статье является G-сеть, состоящая из ненадёжных карантинных, контрольных и 
обслуживающих очередей в системах (СеМО). Отрицательные заявки после уничтожения одной положительной могут 
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Введение  
G-сети как разновидность сетей массового 

обслуживания (СеМО), в которых помимо 
заявок, требующих обслуживания, функциони-
руют объекты, которые не требуют обслужива-
ния, но приносят вред СеМО в стационарном 
режиме были введены в рассмотрение в статье 
[1], а в переходном режиме впервые исследова-
лись в статье [2]. В статье [3] была исследована 
G-сеть с ненадёжными линиями обслуживания в 
переходном режиме в случае, когда линия об-
служивания (ЛО) приходила в неисправность из-
за причин, не связанных с компьютерными виру-
сами. Модели информационных систем и сетей 
(ИСС) с установленным антивирусным про-
граммным обеспечением (АПО), основанные на 

использовании СеМО, как известно автору ста-
тьи, впервые были исследованы в статье [4]. В 
статье [4] предполагается наличие в каждой сис-
теме массового обслуживания (СМО) контроль-
ной очереди (КонО), которая проверяет заявку на 
стандартность и, в случае успешного прохожде-
ния данной проверки, заявка попадает в очередь 
на обслуживание. В случае, если заявка не про-
ходит проверку на стандартность, она попадает в 
карантинную очередь (КарО), которая является 
отдельной СМО, и проходит лечение. В случае 
его успешности она возвращается в ту же СМО 
на обслуживание, иначе покидает СеМО. КонО 
является математической моделью функциони-
рования АПО, которое проверяет заявку на на-
личие вируса. В работе [4] не предполагалось 
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наличие в любой момент времени прихода отри-
цательных заявок в СМО сети. Такая модель оз-
начает наличие только одного карантина во всей 
ИСС. Но в большинстве современных ПК уста-
новлено АПО, то есть в каждой СМО должен 
быть карантин. В статье [5] предполагалось, что 
в каждой СМО СеМО, помимо КонО и обслужи-
вающей очереди, присутствует ещё и КарО, ко-
торая в случае признания заявки отрицательной 
лечит её, но в случае, если отрицательной заявке 
удаётся обмануть АПО, она уничтожает одну 
положительную заявку и уходит из СеМО. В 
работе [6] предлагалось, что отрицательная заяв-
ка способна после уничтожения одной положи-
тельной заявки перемещаться между СМО сети, 
пока не будет найдена в КонО. 

Данная статья посвящена нахождению ве-
роятностно-временных характеристик для мар-
ковской G-сети с ненадёжными системами с Кон 
и КарО с помощью ММПФ. Данная модель 
обобщает модель в статье [6] на случай ненадёж-
ности функционирующих в СМО ЛО. Данная 
модель соответствует ИТСС, ПК которой на не-
которое время могут потерять отклик некоторого 
числа ПО или из-за значительного перегрева 
процессора ПК на определённое время. В отли-
чие от моделей исследования G-сети, например, 
в статье [3] условие для ЛО смягчено: здесь 
функция Хевисайда для исправных ЛО аппрок-
симируется не единицей, а своим средним значе-
нием. Для количества заявок в СМО сети накла-
дываются условия функционирования сети в ре-
жиме насыщения. 
 

1 Описание сети  
Рассмотрим G-сеть [1], состоящую из n СМО. 

В СМО , 1,iS i n  поступают простейшие потоки 

положительных и отрицательных заявок с интен-

сивностями соответственно 0 0, , 1, .i i i n     Пер-

воначально поступившая в i-ю СМО заявка ста-
новится в КонО, где проверяется на стандарт-
ность, т. е. на наличие вируса в течении времени, 
имеющего показательную функцию распределе-

ния (ПФР) с параметром   , 1, .v
i i n   После про-

верки на стандартность в i-ой СМО положитель-
ная заявка признается таковой с вероятностью 

ip  и поступит в очередь на обслуживание в этой 

СМО, а с вероятностью 1 ip  будет признана 

отрицательной и отправится в КарО на лечение. 
С вероятностью ip  отрицательная заявка после 

проверки на стандартность в i-ой СМО признает-
ся таковой и переходит в КарО на лечение, а с 
вероятностью 1 ip  может ошибочно быть при-

знана положительной и поступит в очередь на 
обработку, где она уничтожает одну положи-
тельную заявку в непустой системе, после чего 
с вероятностью 0in  покидает сеть или 

с вероятностью ijn  переходит в КонО j-ой СМО, 

0

1, 1, .
n

ij
j

n i n


   В пустой очереди на обслужи-

вание отрицательная заявка не имеет влияния на 
систему. Пусть длительности обслуживания по-
ложительных заявок в СМО iS  имеют ПФР  

с параметром ,i  1,  ,i n  по завершении кото-

рого с вероятностью ijp  переходит в КонО СМО 

jS  как положительная заявка, с вероятностью 

ijp  – как отрицательная и с вероятностью 

 0
1

1
n

i ij ij
j

p p p 



    покидает сеть, ,  1,  .i j n  

ЛО в КонО, КарО и обслуживающих очередях 
могут подвергаться случайным поломкам. Тогда 
приходят в неисправность все ЛО системы, а 
заявки, находившиеся на обслуживании, стано-
вятся первыми в очередь. Поэтому время ис-
правной работы СМО Si  обозначим через 

, 1, ,i i n   а время восстановления СМО Si 

, 1, .i i n   В карантине заявки, признанные от-

рицательными, становятся в КарО. Предполо-
жим, что длительность лечения заявки в i-ом 

узле имеет ПФР с параметром   , 1, .c
i i n   Если 

лечение успешное, то заявка с вероятностью 
  , 1, ,s
ip i n , переходит в очередь на обработку в 

i-ой СМО, иначе с вероятностью  1 s
ip  отрица-

тельная заявка удаляется, т. е. покидает сеть. 
Пусть вирус не может обмануть при его лечении. 
Состояние сети описывается вектором: 

   1 1 1, , , ,.., , ,..., , ,..., ; ,n n nd k l t d d k k l l t
      

  (1.1) 

где  

          , , , ; ; ; ; ; ,p s n c
i i i i i i i id k l t d k k l l t
  

 
   ;p n
i ik l  − соответственно число положительных 

и отрицательных заявок, находящихся в КонО  

i-ой СМО;  s
ik  − число положительных заявок на 

обслуживании в i-ой СМО;  c
il  − число заявок на 

КарО в i-ой СМО, id  – равно 1, если все ЛО в  

i-ой СМО исправны и 0 в противном случае. 
Дисциплина обслуживания в КонО RS. Тогда 
вероятность проверки на стандартность положи-
тельной заявки в режиме насыщения равна 
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1 1
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n n
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В [7] данный коэффициент представлен в ста-

ционарном режиме. Пусть ,I I  − вектора раз-

мерностей 2n и n соответственно, состоящие из 
0, кроме компоненты с номером ,  равной еди-
нице.  
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2 Система РДУ Колмогорова для неста-
ционарных вероятностей состояний сети 

Возможны следующие переходы нашего 

марковского процесса в состояние  , , ,d k l t t 
  

 

за время :t  

1) из состояния  2 1, , ,id k I l t
    с вероятно-

стью     0 ,p
i iu k t o t     в КонО i-ой СМО 

извне за время t  поступит положительная заяв-

ка 1, ;i n  

2) из состояния  2 1, , ,id k l I t
     в КонО i-ой 

СМО за время t  извне поступит отрицательная 

заявка с вероятностью    0 ( ) ,n
i iu l t o t     1, ;i n  

3) из состояния  2 1 2, , , ,i id k I I l t 
     поло-

жительная заявка после проверки на стандарт-
ность в i-ой СМО будет признана таковой и пе-
рейдет в очередь для обслуживания с вероятно-

стью          ,v s
i i i i iu d q p u k t o t      1, ;i n  

4) из состояния  2 1 2, , ,i id k I l I t 
     с веро-

ятностью      ( ) (1 ) ( ) ,v c
i i i i iu d q p u l t o t        

1,i n  положительная заявка после проверки на 

стандартность в i-ой СМО будет признана отри-
цательной и перейдет в КарО; 

5) из состояния  2 1 2, , , ,i id k l I I t 
      с веро-

ятностью        1 ( ) ( ) ,v c
i i i i iq u d p u l t o t        

1,i n  отрицательная заявка после проверки на 

стандартность в i-ой СМО будет признана отри-
цательной и перейдет в КарО; 

6) из состояния  2 2 1, , , ,i id k I l I t 
     с веро-

ятностью         0 1 1 ( )v s
i i i i i in q p u d u k t        

  ,o t   1,i n  отрицательная заявка после про-

верки на стандартность в i-ой СМО будет при-
знана положительной, перейдет в очередь на об-
служивание и удалит 1 положительную заявку, 
уйдя из сети; 

7) из состояния  2 1, , , ,id k l I t
     1,i n  

            01 1 1v s
i i i i i iu d q p n u k t o t          

отрицательная заявка после проверки на стан-
дартность в i-ой СМО будет признана положи-
тельной, перейдет в пустую очередь на об-
служивание и уйдет из сети; 

8) из состояния  2 2 1 2 1, , , ,i i jd k I l I I t   
      с 

вероятностью            1 1v s n
i i i i ij jq p u k n u l      

    ,iu d t o t     1,i n  отрицательная заявка 

после проверки на стандартность в i-ой СМО 

будет признана положительной, перейдет в оче-
редь на обслуживание и удалит 1 положитель-
ную заявку, перейдя в КонО j-ой СМО; 

9) из состояния  2 1 2 1, , , ,i jd k l I I t  
      

1,i n            1 1 1v s
i i i i ij iq p u k n u d       

    n
ju l t o t     отрицательная заявка после 

проверки на стандартность в i-ой СМО будет 
признана положительной, перейдет в очередь на 
обслуживание, но застанет систему пустой и пе-
рейдет в КонО j-ой СМО; 

10) из состояния  , , , ,id I k l t
  

 с вероят-

ностью    1 ( ) , 1,i iu d t o t i n       СМО Si 

восстановится и начнёт обслуживать заявку; 

11) из состояния  , , , ,id I k l t
  

 с вероятно-

стью  ( ) , 1,i iu d t o t i n      СМО Si выйдет из 

строя; 

12) из состояния  2 2, , , ,i id k I l I t 
    с ве-

роятностью        ( ) ( ) ,c s s
i i i ip u d u k t o t     1,i n  

КарО i-ой СМО удастся вылечить отрицатель-
ную заявку и она отправляется в очередь на об-
служивание в i-ую СМО; 

13) из состояния  2, , , ,id k l I t
     с вероятно-

стью         1 ,c s
i i ip u d t o t      1,i n  КарО 

невылеченная отрицательная заявка покидает 
сеть; 

14) из состояния  2 2 1, , ,i jd k I I l t 
    , c ве-

роятностью    ( ) ( ) ,p
i ij i jp u d u k t o t     , 1,i j n  

время обслуживания заявки в i-ой СМО закончи-
лось и она направится в КонО j-ой СМО снова 
как положительная заявка; 

15) из состояния  2 2 1, , , ,i jd k I l I t 
     c ве-

роятностью    ( ) ( ) ,n
i i ij ju d p u l t o t     , 1,i j n  

время обслуживания заявки в i-ой СМО закончи-
лось и она направляется в КонО j-ой СМО как 
отрицательная заявка; 

16) из состояния  2, , , ,id k I l t
    c вероятно-

стью    0 ,i i iu d p t o t     1,i n  после обслу-

живания заявки в i-ой СМО она уходит из сети; 

17) из состояния  , , , ,d k l t
  

 с вероятностью  
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Аппроксимируем функцию ( )iu d  её мате-

матическим ожиданием, которое по определе-
нию функции Хевисайда равна  ( 1)iP d t  . 

Представив исправность ЛО процессом гибели и 
размножения с множеством состояний {0; 1}, по-
ложив, что в начальный момент времени все сис-
темы исправны, используя работу [9], получим:  
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С помощью формулы полной вероятности в 
которой, перейдя к пределу при ∆t→0, можно 
показать, что нестационарные вероятности со-

стояний в режиме насыщения, т. е.   0,p
it k   

  0,s
ik      0, 0, 0n c

i i il l d   . Тогда  
       ( ) ( ) u( ) u( ) 1, 1,p s n c
i i i iu k u k l l i n      

удовлетворяют системе РДУ: 
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3 Метод многомерных производящих 

функций 
Для решения системы РДУ (2.1) используем 

методику, изложенную в [2]. Обозначим через 

 5 , ,n z t  где  1 2 5, ,..., ,nz z z z  производящую 

функцию размерности 5n: 
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Суммирование берется по каждому 
       , , , ,p s n c
i i i ik k l l  от 0 до ,  а значения id  от 0 до 

1 1, .i n  Пусть X – множество всевозможных 
состояний нашей СеМО. Обозначим через  

 

          
1 1 1 1 1

, ,

1 1

0 0 0 0 0 00 0 0 0

... ... ... .
p s p s n c n c

n n n n n

d k l X

d d k k l lk k l l





       

        

 

 



         

  

 

Из (3.1) следует, что 

 

 
 

       

5

2 1 2 3 2 1 3 2
1, ,

,

, ,
.

p s n c
i i i i i

n

n
k k l ld

i n i n i n i n i
id k l X

d z t

dt

dP k l t
z z z z z

dt



     





    

  (3.2) 

Умножив каждое из уравнений (2.2) на 
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Рассмотрим суммы последнего равенства. 
Аналогично [2], получим: 
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Рассмотрим другие суммы: 
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Последний переход возможен в силу функцио-
нирования СМО сети в режиме насыщения. Ана-
логично данной сумме можно получить:  
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Аналогично [3] получим: 
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С учётом данных сумм, последнее равенство 
примет вид: 
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Решение данного ДУ с учётом начального 

состояния    
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4 Нахождение среднего числа заявок 
С помощью производящей функции (3.4), 

аналогично работе [9], можно находить выраже-
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То есть среднее число положительных зая-
вок в КонО равно: 
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Аналогично найдём остальные характеристики 
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Пример. Рассмотрим СеМО, состоящую из 
n = 3 СМО. Интенсивности входящих потоков 
положительных и отрицательных заявок в СМО 

сети 0 0,i i
    равны соответственно 01 4,   

02 03 08, 7, 1, 1, 3.i i          Интенсивности 

выхода из строя i  и интенсивности восстанов-

ления i  равны соответственно , 1, 3,i i i    

1 2 34, 7, 3.       Интенсивности обслужива-

ния заявок в различных очередях представлены в 
таблице 4.1. Вероятности правильного определе-

ния положительных ip  и отрицательных заявок 

ip  в КонО систем сети равны соответственно 

1 20,9 0,02 , 0,97, 0,85,ip i p p       3 0,9.p   

Вероятности вылечить заявку в карантине  s
ip  

следующие   0,8 0,1 , 1,3.s
ip i i    В таблице 4.2 

представлены вероятности перехода обслужен-
ных заявок в КонО других СМО. 

 
Таблица 4.1 – Интенсивности обслуживания 

заявок в различных очередях СМО 
 

i 
  

1 2 3 

 v
i  7 5 4 

i  6 4 2 

 c
i  1 8 3 

 
Таблица 4.2 –Вероятности перехода заявок 

после обслуживания 
 

 
ijp  ijp  

j 
i 

1 2 3 1 2 3 
0ip  

1 0,2 0,2 0,1 0,1 0,1 0,1 0,2 
2 0,1 0,2 0,1 0,1 0,1 0,1 0,3 
3 0,1 0,2 0,1 0,2 0,2 0,1 0,1 

 
Расчеты ПФ выполнены в пакете компью-

терной алгебры WolframMathematica.  
 

Заключение 
В статье представлена G-сеть, состоящая из 

ненадежных систем с КонО, КарО, и обслужи-
вающими очередями и возможностью переме-
щения отрицательных заявок между СМО сети 
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в качестве модели ИСС с АПО и способностью 
перехода вирусов по ПК сети и выхода много-
ядерных процессоров ИСС из строя. С помощью 
ММПФ найдены нестационарные вероятности 
состояний сети в режиме насыщения и средние 
характеристики сети. Показано, что число невре-
доносных файлов при проверке на наличие виру-
сов при функционировании ИСС в режиме на-
сыщения зависит от числа этих заявок, пришед-
ших в ИСС извне и в ре зультате перехода после 
обслуживания в данную СМО, а также от интен-
сивности проверки их на стандартность. Число 
вирусов в АПО зависит от числа вирусов, при-
шедших в КС извне, и также от эффективности 
работы ПО в других ПК ИСС при обнаружении 
резидентных и нерезидентных вирусов, то есть 
АПО в каждом ПК ИСС определяет загружен-
ность работы другого. 
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Введение 
Задачи, в которых вместе с решением того 

или иного дифференциального уравнения надо 
определить также коэффициент (коэффициенты) 
самого уравнения, либо же правую часть уравне-
ния, в математике и в математическом модели-
ровании называют обратными задачами. Други-
ми словами, задача определения правой части 
дифференциального уравнения или (и) восста-
новления неизвестных коэффициентов по неко-
торым данным называется обратной краевой за-
дачей в теории уравнений математической физи-
ки. Если в обратной задаче неизвестными явля-
ются решение и правая часть, то такая обратная 
задача называется линейной; если же 

неизвестными являются решение и хотя бы один 
из коэффициентов, то обратная задача будет не-
линейной.  

Теория обратных задач ведет начало с XVII 
века. Это задачи нахождения фигуры равновесия 
вращающейся жидкости, кинематическая про-
блема в сейсмологии, обратная задача Штурма – 
Лиувилля и др. 

Обратные задачи являются благоприятно 
развивающимся разделом современной матема-
тики и в последнее время широко применяются в 
различных областях науки. Обратные задачи для 
различных типов дифференциальных уравнений 
в частных производных изучались во многих 
работах. Отметим работы А.Н. Тихонова [1], 

МАТЕМАТИКА
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М.М. Лаврентьева [2], [3], А.М. Денисова [4], 
М.И. Иванчова [5] и их последователей. 

Псевдо гиперболические уравнения возни-
кают в теории нестационарного течения вязкого 
газа при распространении начальных уплотнений 
в вязком газе [6], в теории солитонов [7] при 
описании процесса движения электронов в сис-
теме «сверхпроводник – диэлектрик с туннель-
ной проводимостью – сверхпроводник».  

Разрешимость обратных задач в различных 
постановках с теми или иными условиями пере-
определения для псевдо гиперболических урав-
нений была предметом исследования в работах 
[8]–[13]. 

Данная работа посвящена исследованию не-
линейной обратной задачи с неизвестным коэф-
фициентом и правой части для псевдо гипербо-
лического уравнения третьего порядка с перио-
дическим и интегральным условиями. 
 

1 Постановка задачи и ее сведение к эк-
вивалентной задаче 

Рассмотрим для уравнения  
( , ) ( , ) ( , )

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )
tt txx xxu x t u x t u x t

a t u x t b t g x t f x t

  
  

        (1.1) 

в области  ( , ) : 0 1, 0TD x t x t T      обрат-

ную краевую задачу с начальными условиями 

1

0

2

0

( ,0) ( ) ( , ) ( ),

( ,0) ( ) ( , ) ( ) (0 1),

T

T

t

u x p t u x t x

u x p t u x t x x

  

   




 (1.2) 

периодическим  условием 

 (0, ) (1, ) 0 ,u t u t t T               (1.3) 

нелокальным интегральным условием 

 
1

0

( , ) 0 0u x t dx t T                (1.4) 

и с дополнительным условием 
 ( , ) ( ), ( 1,2; 0 ),i iu x t h t i t T           (1.5) 

где (0,1),ix   1, 2;i   1 2x x  – фиксированное, 

0, 0     – заданные числа, ( , ),f x t  ( , ),g x t  

( ),x  ( ),x  ( ) ( 1,2)ih t i   – заданные функции, а 

( , ),u x t  ( )a t  и ( )b t  – искомые функции. 

Введем обозначения  

 

2

2

( )

( , ) : ( , ) ( ) , ( , ) ( ) .

T

T txx T

C D

u x t u x t C D u x t C D



  


 

Определение 1.1. Тройку { ( , ), ( ), ( )}u x t a t b t  

функций 2( , ) ( ),Tu x t C D   ( ) [0, ]a t C T  и 

( ) [0, ],b t C T  удовлетворяющих уравнению (1.1) 

в ,TD  условиям (1.2) в [0,1],  условиями (1.3)–

(1.5) в [0, ],T  назовем классическим решением 

обратной краевой задачи (1.1)–(1.5). 

Для исследования (1.1)–(1.5) рассмотрим 
следующую задачу: 

( ) ( ) ( ) (0 ),y t a t y t t T                 (1.6) 

1 2

0 0

(0) ( ) ( ) , (0) ( ) ( ) ,
T T

y p t y t dt y p t y t dt     (1.7) 

где 1 2( ), ( ), ( ) [0, ]p t p t a t C T  – заданные функ-

ции, а ( )y y t  – искомая функция, причем под 

решением задачи (1.6), (1.7) понимаем функцию 
( ),y t  принадлежащую 2[0, ]C T  и удовлетво-

ряющую условиям (1.6), (1.7) в обычном смысле.  
Справедлива следующая 
Лемма 1.1 [14]. Пусть 1 2( ), ( ),p t p t  

( ) [0, ]a t C T  и выполняется неравенство 

2 1[0, ] [0, ] [0, ]
( ) ( ) ( ) 1,

2C T C T C T

T
T p t p t a t T
    
 

 

то задача (1.6), (1.7) имеет только тривиальное 
решение. 

Теперь наряду с обратной краевой задачей 
(1.1)–(1.5) рассмотрим следующую вспомогатель-
ную обратную краевую задачу. Требуется опреде-

лить { ( , ), ( ), ( )}u x t a t b t  функций 2( , ) ( ),Tu x t C D   

( ), ( ) [0, ]a t b t C T , из соотношений (1.1)–(1.3) и  

(0, ) (1, ) (0 ),x xu t u t t T                 (1.8) 

( ) ( , ) ( , )i txx i xx ih t u x t u x t      

( ) ( ) ( ) ( , ) ( , )

( 1, 2; 0 ).
i i ia t h t b t g x t f x t

i t T

  

  
       (1.9) 

Справедлива следующая 
Теорема 1.1. Пусть  

1( ) [0,1],x C   ( ) [0,1],x C   (0) (1),     

( ) [0, ],ip t C T  2( ) [0, ]ih t C T ( 1, 2),i   

1( ) 0p t  (0 ),t T   ( , ),f x t  ( , ) ( ),Tg x t C D  
1

0

( , ) 0,f x t dx   
1

0

( , ) 0,g x t dx     

1 2 2 1( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) 0h t h t g x t h t g x t    (0 )t T   
и выполняются условия согласования 

1 1

0 0

( ) ( ) 0,x dx x dx                  (1.10) 

1

0

2

0

(0) ( ) ( ) ( ),

(0) ( ) ( ) ( ), 1, 2.

T

i i i

T

i i i

h p t h t dt x

h p t h t dt x i

  

   




 (1.11) 

Тогда верны следующие утверждения: 
1. Каждое классическое решение 

{ ( , ), ( ), ( )}u x t a t b t  задачи (1.1)–(1.5) также явля-

ется решением задачи (1.1)–(1.3), (1.8), (1.9); 
2. Каждое решение { ( , ), ( ), ( )}u x t a t b t  зада-

чи (1.1)–(1.3), (1.8), (1.9) такое, что 

2 1[0, ] [0, ] [0, ]
( ) ( ) ( ) 1,

2C T C T C T

T
T p t p t a t T
    
 

(1.12) 
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является классическим решением (1.1)–(1.5). 
Доказательство. Пусть { ( , ), ( ), ( )}u x t a t b t  

является классическим решением задачи (1.1)–
(1.5). Интегрируя уравнение (1.1) по x от 0 до 1, 
имеем:  

12

2
0

( , ) ( (1, ) (0, ))

( (1, ) (0, ))

tx tx

x x

d
u x t dx u t u t

dt

u t u t

  

   

  

1 1

0 0

1

0

( ) ( , ) ( ) ( , )

( , ) (0 ).

a t u x t dx b t g x t dx

f x t dx t T

  

  

 


     (1.13) 

Допуская, что  
1 1

0 0

( , ) ( , ) 0, 0 ,f x t dx g x t dx t T      

из (1.13) находим:  
( (1, ) (0, )) ( (1, ) (0, )) 0

(0 ).
tx tx x xu t u t u t u t

t T

    
 

(1.14) 

В силу (1.2), с учетом (0) (1),     нетруд-

но видеть, что 

1

0

(1,0) (0,0) ( )( (1, ) (0, ))
T

x x x xu u p t u t u t dt     

1

0

1

0

(1,0) ( ) (1, ) ( (0,0)

( ) (0, ) ) (1) (0) 0.

T

x x x

T

x

u p t u t dt u

p t u t dt

   

     




 (1.15) 

Очевидно, что общее решение (1.14) имеет вид: 

(1, ) (0, ) (0 ).
t

x xu t u t Ce t T



       (1.16) 

Отсюда, с учетом (1.15), получаем:  

1

0

1 ( ) 0.
T

t
C p t e dt





 
  

 
             (1.17) 

В силу 1( ) 0p t   (0 )t T   из (1.17) полу-

чим 0,C   подставляя его в (1.16), заключаем, 

что y (1, ) (0, ) 0 (0 ).x xu t u t t T     Следова-

тельно, ясно, что выполняется и условие (1.8).  
Подставляя в уравнение (1.1), ( 1,2)ix x i   

находим: 
2

2
( , ) ( , ) ( , )i txx i xx i

d
u x t u x t u x t

dt
    

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )

( 1,2; 0 ).
i i ia t u x t b t g x t f x t

i t T

  

  
   (1.18) 

Далее, считая 2( ) [0, ] ( 1,2)ih t C T i   и 

дифференцируя два раза (1.5), имеем: 
( , ) ( ) ( 1, 2; 0 ).tt i iu x t h t i t T        (1.19) 

Из (1.18), с учетом (1.5) и (1.19), приходим к 
выполнению (1.9).  

Теперь предположим, что { ( , ),u x t  ( ),a t  

( )}b t  является решением задачи (1.1)–(1.3), (1.8), 

(1.9). Тогда из (1.13),  с учетом 
1 1

0 0

( , ) ( , ) 0 (0 )f x t dx g x t dx t T      

и (1.8), находим: 
1 12

2
0 0

( , ) ( ) ( , ) (0 ).
d

u x t dx a t u x t dx t T
dt

     (1.20) 

В силу (1.2), с учетом (1.10), нетрудно ви-
деть, что 

1 1

1

0 0 0

1 1

1

0 0 0

( ,0) ( ) ( , )

( ,0) ( ) ( , ) ( ) 0,

T

T

u x dx p t u x t dx dt

u x p t u x t dt dx x dx

 
  

 
 

     
 

  

  
 

1 1

2

0 0 0

( ,0) ( ) ( , )
T

tu x dx p t u x t dx dt
 

  
 

     (1.21) 

1 1

2

0 0 0

( ,0) ( ) ( , ) ( ) 0.
T

tu x p t u x t dt dx x dx
 

     
 
    

Так как, в силу леммы 1.1, задача (1.20), 
(1.21) имеет только тривиальное решение, то  

1

0

( , ) 0, 0 ,u x t dx t T    

т. е выполняется условие (1.4). 
Далее, из (1.9) и (1.18) находим: 

   
2

2
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

( 1, 2; 0 ).

i i i i

d
u x t h t a t u x t h t

dt
i t T

  

  
 (1.22) 

В силу (1.2) и условий согласования (1.11), 
имеем: 

1

0

1

0

( ,0) (0) ( )( ( , ) ( ))

( ,0) ( ) ( , )

T

i i i i

T

i i

u x h p t u x t h t dt

u x p t u x t dt

   

  




 

1

0

1

0

(0) ( ) ( )

( ) (0) ( ) ( ) 0,

T

i i

T

i i i

h p t h t dt

x h p t h t dt

 
   
 

 
     

 




 

2

0

2

0

( ,0) (0) ( )( ( , ) ( ))

( ,0) ( ) ( , )

T

t i i i i

T

t i i

u x h p t u x t h t dt

u x p t u x t dt

   

  




 

2

0

2

0

(0) ( ) ( )

( ) (0) ( ) ( ) 0.

T

i i

T

i i i

h p t h t dt

x h p t h t dt

 
   

 
 
     

 




  (1.23) 

Из (1.22) и (1.23), в силу леммы 1.1, заклю-
чаем, что выполняются условие (1.5).                   
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2 Приведение вспомогательной обратной 
задачи к системе  

Известно [15], система 

1 11,cos ,sin ,..., cos ,sin ,...k kx x x x          (2.1) 

образует базис в 2 (0,1),L  где 2 ,k k    0,1,...k   

Так как система (2.1) образует базис в 

2 (0,1),L  то очевидно, что для каждого решения 

{ ( , ), ( ), ( )}u x t a t b t  задачи (1.1)–(1.3), (1.8), (1.9) 

его первую компонента ( , )u x t  имеет вид: 

1 2
0 1

( , ) ( ) cos ( )sin ,

2 ,

k k k k
k k

k

u x t u t x u t x

k

 

 

   

  

  (2.2) 

где  
1

10

0

( ) ( , ) ,u t u x t dx   

1

1

0

( ) 2 ( , ) cos , 1,2,...,k ku t u x t xdx k    

1

2

0

( ) 2 ( , )sin , 1, 2,...k ku t u x t xdx k    

Применяя формальную схему метода Фу-
рье, для определения искомых коэффициентов 

1 ( ) ( 0,1,...)ku t k   и 2 ( ) ( 1,2,...)ku t k   функции 

( , )u x t  из (1.1) и (1.2) получаем: 

10 10( ) ( ; , , ) (0 ),u t F t u a b t T              (2.3) 
2 2( ) ( ) ( )ik k ik k iku t u t u t     ( ; , , )ikF t u a b  

( 1, 2; 1,2,...; 0 ),i k t T               (2.4) 

10 10 1 10

0

10 10 2 10

0

(0) ( ) ( ) ,

(0) ( ) ( ) ,

T

T

u p t u t dt

u p t u t dt

  

   




          (2.5) 

1

0

2

0

(0) ( ) ( ) ,

(0) ( ) ( ) , 1, 2; 1, 2,...

T

ik ik ik

T

ik ik ik

u p t u t dt

u p t u t dt i k

  

     




(2.6) 

где 

1 1 1 1( ; , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

0,1,...,
k k k kF t u a b a t u t b t g t f t

k

  


  

1

10

0

1

1

0

( ) ( , ) ,

( ) 2 ( , ) cos , 1, 2...,k k

f t f x t dx

f t f x t xdx k



  




 

1

10

0

1

1

0

( ) ( , ) ,

( ) 2 ( , ) cos , 1, 2...,k k

g t g x t dx

g t g x t xdx k



  




 

1 1

10 10

0 0

( ) , 2 ( ) ,x dx x dx        

1

1

0

1

1

0

2 ( )cos ,

2 ( ) cos , 1, 2...,

k k

k k

x xdx

x xdx k

   

    




 

2 2 2 2( ; , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),k k k kF t u a b a t u t b t g t f t    
1

2

0

( ) 2 ( , )sin , 1,2,...,k kf t f x t xdx k    

1

2

0

( ) 2 ( , )sin , 1, 2,...,k kg t g x t xdx k    

1

2

0

1

2

0

2 ( )sin ,

2 ( )sin , 1, 2,...

k k

k k

x xdx

x xdx k

   

    




 

Теперь предположим, что 2 2 0 .     

Далее, из (2.3)–(2.6) находим: 

10 10 1 10

0

( ) ( ) ( )
T

u t p t u t dt               (2.7) 

10 2 10 10

0 0

( ) ( ) ( ) ( ; , , ) ,
T t

t p t u t dt t F u a b d
 

        
 

   

1 2
2 1 1

0

1
( ) ( ) ( ) ( )k k

T
t t

ik k k ik ik
k

u t e e p t u t dt 
  

       
   

  

2 1
2

0

( ) ( ) ( )k k

T
t t

ik ike e p t u t dt   
     

 
  

   2 1

0

( ; , , )( )

( 1,2; 1, 2,...),

k k

t
t t

ikF u a b e e d

i k

    
   


 

      (2.8) 

где 
2 2 2

( 1) ( 1, 2) ,
2 4

ik k
ik k i

  
         

2 2

2 1 2 ( 1, 2,...).
4

k
k k k k k

 
         

После подстановки выражения из (2.7), (2.8) 
в (2.2), для определения компоненты ( , )u x t  ре-

шения задачи (1.1)–(1.3), (1.8), (1.9), получаем: 

10 1 10

0

10 2 10 10

0 0

( , ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ; , , )

T

T t

u x t p t u t dt

t p t u t dt t F u a b d

   

 
         

 



 
 

1 2
2 1 1 1 1

1 0

1
( ) ( ) ( )k k

T
t t

k k k k
k k

e e p t u t dt


 



          
    

   

2 1
1 2 1

0

( ) ( ) ( )k k

T
t t

k ke e p t u t dt   
     

 
  

   2 1

1

0

( ; , , )( ) cosk k

t
t t

k kF u a b e e d x         
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1 2
2 1 2 1 2

1 0

1
( ) ( ) ( )k k

T
t t

k k k k
k k

e e p t u t dt


 



          
    

 

2 1
2 2 2

0

( ) ( ) ( )k k

T
t t

k ke e p t u t dt   
     

 
  

   2 1

2

0

( ; , , )( ) sin .k k

t
t t

k kF u a b e e d x        


  (2.9) 

Теперь, из (1.9), с учетом (2.2), имеем: 

 

 

1
2 1 1

1 2 2

( ) [ ( )] ( , ) ( ) ( , )

( , ) ( ) ( , )

a t h t g x t h t f x t

g x t h t f x t

    


  
 

    
 

2 2
2 1 1

1

2 1 1 2( , ) cos ( , ) cos

k k k k
k

k k

u t u t

g x t x g x t x





   

    


 

  
 

2 2
2 2 2

1

2 1 1 2

( )

( , ) sin ( , )sin ,

k k k k
k

k k

u t u t

g x t x g x t x





   

   


  (2.10) 

 
 

1
1 2 2

2 1 1

( ) [ ( )] ( ) ( ) ( , )

( ) ( ) ( , )

b t h t h t h t f x t

h t h t f x t

   

  
 

    
 

2 2
2 1 1

1

1 2 2 1( ) cos ( )cos

k k k k
k

k k

u t u t

h t x h t x





   

    


 

 

 

2 2
2 2 2

1

1 2 2 1

( ( ))

( )sin ( )sin .

k k k k
k

k k

u t u t

h t x h t x





   

    



     (2.11) 

Два раза дифференцируя (2.8), получим:  

1 2
1 2 1

0

1
( ) ( ) ( ) ( )k k

T
t t

ik k k ik ik
k

u t e e p t u t dt 
  

         
   

  

2 1
2 1 2

0

( ) ( ) ( )k k

T
t t

k k ik ike e p t u t dt   
      

 
  (2.12) 

   2 1

2 1

0

( ; , , )( ) ( 1,2),k k

t
t t

ik k kF u a b e e d i    
     


  

1 2
1 2 1 2

1

0

1
( ) ( )

( ) ( )

k kt t
k k k k k

k

T

ik ik

u t e e

p t u t dt

 
       

 
    
 


 

2 12 2
2 1 2

0

( ) ( ) ( )k k

T
t t

k k ik ike e p t u t dt   
      

 
  

   2 12 2
2 1

0

( ; , , )( )

( ; , , ) ( 1,2).

k k

t
t t

ik k k

ik

F u a b e e d

F t u a b i

    
     


 

  (2.13) 

В силу (2.4) и (2.13) имеем: 
2 2( ) ( ) ( ; , , ) ( )k ik k ik ik iku t u t F t u a b u t       

1 2
1 2 1 2

1
( )k kt t

k k k k
k

e e 
       

 

1

0

( ) ( )
T

ik ikp t u t dt
 

    
 

             (2.14) 

2 12 2
2 1 2

0

( ) ( ) ( )k k

T
t t

k k ik ike e p t u t dt   
      

 
  

   2 12 2
2 1

0

( ; , , )( ) ( 1,2).k k

t
t t

ik k kF u a b e e d i    
     


  

Для того, чтобы получить уравнение для 
второй компоненты ( )a t  и третей компоненты 

( )b t  решение задачи (1.1)–(1.3), (1.8), (1.9), под-

ставив выражение (2.14) в (2.10), (2.11) получаем: 

 

 

1
2 1 1

1 2 2

( ) [ ( )] ( , ) ( ) ( , )

( , ) ( ) ( , )

a t h t g x t h t f x t

g x t h t f x t

    


  
 

1 2
1 2 1 2

1

1 1 1

0

1
( )

( ) ( )

k kt t
k k k k

k k

T

k k

e e

p t u t dt


 



      

 
    
 




 

2 12 2
2 1 1 2 1

0

( ) ( ) ( )k k

T
t t

k k k ke e p t u t dt   
      

 
  

   2 12 2
1 2 1

0

( ; , , )( )k k

t
t t

k k kF u a b e e d    
     


  

 2 1 1 2( , ) cos ( , ) cosk kg x t x g x t x      

1 2
1 2 1 2

1

2 1 2

0

1
( )

( ) ( )

k kt t
k k k k

k k

T

k k

e e

p t u t dt


 



      

 
    
 




 

2 12 2
2 1 2 2 2

0

( ) ( ) ( )k k

T
t t

k k k ke e p t u t dt   
      

 
  

   2 12 2
2 2 1

0

( ; , , )( )k k

t
t t

k k kF u a b e e d    
     


  

 2 1 1 2( , ) sin ( , ) sin ,k kg x t x g x t x
    


    (2.15) 

 

 

1
1 2 2

2 1 1

( ) [ ( )] ( ) ( ) ( , )

( ) ( ) ( , )

b t h t h t h t f x t

h t h t f x t

    


  
 

1 2
1 2 1 2

1

1 1 1

0

1
( )

( ) ( )

k kt t
k k k k

k k

T

k k

e e

p t u t dt


 



      

 
    
 




 

2 12 2
2 1 1 2 1

0

( ) ( ) ( )k k

T
t t

k k k ke e p t u t dt   
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   2 12 2
1 2 1

0

( ; , , )( )k k

t
t t

k k kF u a b e e d    
     


  

 1 2 2 1( ) cos ( )cosk kh t x h t x      

1 2
1 2 1 2

1

2 1 2

0

1
( )

( ) ( )

k kt t
k k k k

k k

T

k k

e e

p t u t dt


 



      

 
    
 




 

2 12 2
2 1 2 2 2

0

( ) ( ) ( )k k

T
t t

k k k ke e p t u t dt   
      

 
  

   2 12 2
2 2 1

0

( ; , , )( )k k

t
t t

k k kF u a b e e d    
     


  

 1 2 2 1( ) sin ( )sin .k kh t x h t x
    


    (2.16) 

Таким образом, решение задачи (1.1)–(1.3), 
(1.8), (1.9) сведено к решению системы (2.9), 
(2.15), (2.16) относительно неизвестных функций 

( , ),u x t  ( )a t  и ( ).b t  
Справедлива следующая 
Лемма 2.1. Если { ( , ), ( ), ( )}u x t a t b t  любое 

решение задачи (1.1)–(1.3), (1.8), (1.9), то функции 
1

10

0

( ) ( , ) ,u t u x t dx   

1

1

0

( ) 2 ( , ) cos , 1,2,...,k ku t u x t xdx k    

1

2

0

( ) 2 ( , ) sin , 1, 2,...,k ku t u x t xdx k    

удовлетворяют системе (2.7), (2.8) в [0, ].C T   

Из леммы 2.1 следует  
Следствие 2.1. Пусть система (2.9), (2.15), 

(2.16) имеет единственное решение. Тогда если 
задача (1.1)–(1.3), (1.8), (1.9) имеет решение, то 
оно единственное. 
 

3 Исследование существования и единст-
венности классического решения обратной 
задачи 

Обозначим через 2,TB  [16] совокупность 

всех функций вида  

1 2
0 1

( , ) ( ) cos ( )sin ,

2 ,

k k k k
k k

k

u x t u t x u t x

k

 

 

   

  

   

рассматриваемых в ,TD  где каждая из функций 

( ) ( 0,1, 2,...)ku t k   непрерывна на [0, ]T  и удов-
летворяет условию  

1
2 2

0 1[0, ] [0 , ]
1

1
2 2

2 [0, ]
1

( ) ( ) ( )

( ) ,

k kC T C T
k

k k C T
k

J u u t u t

u t











        
   

        
   





 

где   – некоторое неотрицательное число. 
Норму в этом множестве определим так: 

2,
( , ) ( ).

TB
u x t J u   

Через TE  обозначим пространство  

2, [0, ] [0, ]TB C T C T    
вектор-функций ( , ) { ( , ), ( ), ( )}z x t u x t a t b t  с нормой 

, 2, [0, ] [0, ]
( , ) ( , ) ( ) ( ) .

T TE B C T C T
z x t u x t a t b t     

Известно, что 2,TB  и TE  являются банахо-

выми пространствами. 
В пространстве 3

TE  рассмотрим оператор  

1 2 3( , , ) { ( , , ), ( , , ), ( , , )},u a b u a b u a b u a b      

где  

1

1 2
0 1

( , , )

( , ) ( ) cos ( )sin ,k k k k
k k

u a b

u x t u t x u t x
 

 

 

       
 

2 ( , , ) ( ) ,u a b a t    3 ( , , ) ( ) ,u a b b t    

а 10 ( ),u t  ( ) ( 1,2; 1,2,...),iku t i k   ( )a t  и ( )b t  

равно соответственно правым частям (2.7), (2.8), 
(2.15) и (2.16). 

Нетрудно видеть, что 0,ik    

   22 2 2 21 1
1 1 ,

2 4ik k k k k           

2
1 2 ,k k k     

 
0

2 2
22 2

1 1 1

1
2 1

4
( 1, 2; 1,2,...).

k k k
k k

i k


  

  
  

 

 

Учитывая эти соотношения, имеем: 

 
10 10 10[0, ]

1 2 10[0, ] [0, ] [0, ]

( )

( ) ( ) ( )

C T

C T C T C T

u t T

T p t T p t u t

    

  


 

1

2
2

10 10

0

1

2
2

10[0, ]
0

( )

( ) ( )

T

T

C T

T T f d

T T b t g d

 
      

 

 
    

 





 

2
10[0, ] [0, ]

( ) ( ) ,
C T C T

T a t u t            (3.1) 

1 1

2 2
3 2 3 2

[0, ]
1 1

1

2
2 2

1

( ( ) ) 7 ( )

7 ( )

k ik k ikC T
k k

k ik
k

u t
 

 





          
   

     
 

 




 

 1 2[0, ] [0, ]

1

2
3 2

[0, ]
1

7 ( ) ( )

( ( ) )
ik

C T C T

k C T
k

p t p t

T u t
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1

2
2 2

10

1

2
2 2

[0, ]
10

7 ( ( ) )

7 ( ) ( ( ) )

ik

ik

T

k
k

T

kC T
k

T f d

T b t g d









 
     

 

 
     

 





 

1

2
3 2

[0, ] [0, ]
1

7 ( ) ( ( ) ) ,
ikkC T C T

k

T a t u t




   
 
  (3.2) 

 
 

1
2 1 1[0, ] [0, ]

1 2 2 [0, ]

( ) [ ( )] ( , ) ( ) ( , )

( , ) ( ) ( , )

C T C T

C T

a t h t g x t h t f x t
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2
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1

1 1
2 2 2

3 2 2 2 2

1 1 1

( , ) ( , )
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ik ik

k C T
k

k k
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g x t g x t
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2
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1
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C T C T
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k
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1
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T
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ikkC T C T

k
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  (3.3) 

 
 

1
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2
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2
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1

2
2 3 2

[0, ] [0, ]
1

( ) ( ( ) ) .
ikkC T C T

k

T a t u t





      
  
  (3.4) 

 Предположим, что данные задачи (1.1)–
(1.3), (1.8), (1.9) удовлетворяют следующим ус-
ловиям: 

1. 2 20, 0, 0.         

2. 2
2( ) [0,1], ( ) (0,1),x C x L     

(0) (1), (0) (1), (0) (1).             

3. 2
2( ) [0,1], ( ) (0,1),x C x L     

(0) (1), (0) (1), (0) (1).             

4. ( , ), ( , ), ( , ) ( ),x xx Tf x t f x t f x t C D   

2( , ) ( ),xxx Tf x t L D  

(0, ) (1, ), (0, ) (1, ),

(0, ) (1, ) (0 ).
x x

xx xx

f t f t f t f t

f t f t t T

 
  

 

5. ( , ), ( , ), ( , ) ( ),x xx Tg x t g x t g x t C D  

2( , ) ( ),xxx Tg x t L D  

(0, ) (1, ), (0, ) (1, ),

(0, ) (1, ) (0 ).
x x

xx xx

g t g t g t g t

g t g t t T

 

  
 

6. ( ) [0, ],ip t C T  2( ) [0, ], 1,2,ih t C T i   

1 2 2 1( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) 0 (0 ).h t h t g x t h t g x t t T      

Тогда из (3.1)–(3.4) соответственно находим 

3 3
2, 2,

1 1 [0, ]
( , ) ( ) ( ) ( ) ( , )

T TB C T B
u x t A T B T a t u x t    

3
2,

1 1 [0, ]
( ) ( , ) ( ) ( ) ,

TB C T
C T u x t D T b t     (3.5) 

3
2,

2 2[0, ] [0, ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

TC T C T B
a t A T B T a t u x t    

3
2,

2 2 [0, ]
( ) ( , ) ( ) ( ) ,

TB C T
C T u x t D T b t     (3.6) 

5
2,

3 3 [0, ][0, ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

TC T BC T
b t A T B T a t u x t    

3
2,

3 3 [0, ]
( ) ( , ) ( ) ( ) ,

TB C T
C T u x t D T b t      (3.7) 

где 

2 2

2

1 (0,1) (0,1)
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L L
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A T x T x
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2 2

2
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0
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T

L L

xx L D

x x

T f x t

       

 
 

2
1 0( ) 2 7 ,B T T T    

1 0 1 [0, ]
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( ) (1 7 ) ( )
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C T

C T
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 2 2
1 0( )
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T T
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Из неравенств (3.5)–(3.7) заключаем: 

3
2, [0, ] [0, ]

( , ) ( ) ( )
TB C T C T

u x t a t b t     

3
2,

3
2,

[0, ]

[0, ]

( ) ( ) ( ) ( , )

( ) ( , ) ( ) ( ) ,

T

T

C T B

B C T

A T B T a t u x t

C T u x t D T b t

  

 
    (3.8) 

где 

1 2 3

1 2 3

( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ),

A T A T A T A T

B T B T B T B T

  
  

 

1 2 3

1 2 3

( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ).

C T C T C T C T

D T D T D T D T

  
  

 

Итак, можно доказать следующую 
Теорема 3.1. Пусть выполнены условия 1–6 

и справедливо неравенство  
( ( ) 2)( ( )( ( ) 2) ( ) ( )) 1,A T B T A T C T D T      (3.9) 

тогда задача (1.1)–(1.3), (1.8), (1.9) имеет в ша-

ре  3 ( ) 2
T

R E
K K z R A T     пространства 

3
TE  единственное решение. 

Доказательство. В пространстве 3
TE  рас-

смотрим уравнение 
,z z                             (3.10) 

где { , , },z u a b  компоненты ( , , ) ( 1,2,3),i u a b i   

оператора ( , , ) ,u a b  определены правыми частя-

ми уравнений  (2.9), (2.15) и (2.16) соответственно. 
Аналогично (3.8) получаем, что для любых 

1 2, , Rz z z K  справедливы оценки: 
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        (3.12) 

Тогда из оценок (3.11) и (3.12), с учетом 
(3.9) следует, что оператор   действует в шаре 

RK K  и является сжимающим. Поэтому опера-

тор   в шаре RK K  имеет единственную не-

подвижную точку { } { , , },z u a b  которая являет-

ся решением уравнения (3.10), т. е. является в 
шаре RK K  единственным решением системы 

(2.9), (2.15) и (2.16).  
Тогда функция ( , ),u x t  как элемент про-

странства 3
2, ,TB  непрерывна и имеет непрерыв-

ные производные ( , )xu x t  и ( , )xxu x t  в .TD  

Теперь из (2.12) получаем: 
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Отсюда следует, что ( , ),tu x t  ( , ),txu x t  ( , )txxu x t  

непрерывны в .TD  

Из уравнения (2.4) имеем: 
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Из последнего соотношения следует, что 
функция ( , )ttu x t  непрерывна в .TD  

Легко проверить, что уравнение (1.1) и ус-
ловия (1.2), (1.3), (1.8), (1.9) удовлетворяются в 
обычном смысле. Значит, { ( , ), ( ), ( )}u x t a t b t  яв-

ляется решением задачи (1.1)–(1.3), (1.8), (1.9).  
В силу следствия леммы 2.1, оно единственно в 
шаре .RK K                                                            

С помощью теоремы 1.1, в силу теоремы 
2.1, непосредственно вытекает однозначная раз-
решимость исходной задачи (1.1)–(1.5). 

Теорема 3.2. Пусть выполняются все усло-
вия теоремы 3.1 и 1( ) 0 (0 ),p t t T    
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Тогда задача (1.1)–(1.5) имеет в шаре 

 3 ( ) 2
T

R E
K K z A T    единственное классиче-

ское решение. 
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Аннотация. Пусть F  и H  – некоторые -локальные формации конечных групп. Тогда через / F H F  обозначают 

решетку всех -локальных формаций X  таких, что .  H F X F  Длину решетки / F H F  называют  

H -дефектом -локальной формации .F  В частности, если H  – формация всех единичных групп, то H -дефект  

-локальной формации F  называют l -длиной формации .F  Изучены общие свойства H -дефекта -локальных  

формаций, получено описание минимальных -локальных не H -формаций для произвольной -нильпотентной  

-локальной формации ,H  дано описание решеточного строения -локальных формаций H -дефекта 1. Получены 

описания решеточного строения приводимых -локальных формаций конечного H -дефекта, а также решеточного 

строения приводимых -локальных формаций конечной l -длины. 
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-локальной формации, l -длина -локальной формации. 

 
Для цитирования: Сафонова, И.Н. О -локальных формациях конечных групп с ограниченным H -дефектом /  

И.Н. Сафонова, В.В. Скрундь // Проблемы физики, математики и техники. – 2025. – № 1 (62). – С. 87–101. – DOI: 
https://doi.org/10.54341/20778708_2025_1_62_87. – EDN: OQGGJH 
 
Abstract. Let F  and H  be some  -local formations of finite groups. Then / F H F  denote the lattice of all -local  

formations X  such that .  H F X F  The length of the lattice / F H F  is called a H -defect of the -local formation .F  

In particular, if H  is the formation of all identity groups, then the H -defect of a -local formation F  is called a l -length of 

the formation .F  The general properties of H -defect of -local formations are studied, the description of minimal -local non-

H -formations for an arbitrary -nilpotent -local formation H  is obtained, the description of the lattice structure of  

-local formations of H -defect 1 is given. The descriptions of the lattice structure of reducible -local formations of finite 

H -defect, as well as the lattice structure of reducible -local formations of finite l -length are obtained. 

 
Keywords: finite group, -local formation, critical -local formation, H -defect of a -local formation, l -length of a -

local formation. 
 
For citation: Safonova, I.N. On -local formations of finite groups with bounded H -defect / I.N. Safonova, V.V. Skrundz // 

Problems of Physics, Mathematics and Technics. – 2025. – № 1 (62). – P. 87–101. – DOI: https://doi.org/10.54341/ 
20778708_2025_1_62_87 (in Russian). – EDN: OQGGJH 

 
 

Введение 
Все рассматриваемые группы являются ко-

нечными. Мы придерживаемся терминологии и 
обозначений, принятых в [1]–[4]. 

Изучение и классификация формаций с за-
данными ограничениями на решетки их подфор-
маций является одной из наиболее интересных и 
содержательных задач теории формаций конеч-
ных групп. Установленная А.Н. Скибой [5] 

модулярность решетки всех формаций, а также 
решетки всех локальных формаций, позволила 
привлечь методы и конструкции общей теории 
решеток при изучении внутреннего строения 
формаций конечных групп. Изучение структур-
ного строения локальной формации F  на основе 
свойств достаточно хорошо изученной ее под-
формации впервые было проведено А.Н.Скибой и 
Е.А.Таргонским [6]. Данный подход основывался 
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на введенном ими понятии H -дефекта локаль-
ной формации. В работе [6] были изучены ос-
новные свойства H -дефекта локальной форма-
ции, а также получена классификация локальных 
формаций нильпотентного дефекта 2.  Впо-
следствии данный метод широко использовался 
при изучении структурного строения не только 
локальных формаций [7]–[17], но и ряда форма-
ций других типов, таких как функторно замкну-
тые кратно локальные формации [2], [18], [19], 
тотально насыщенные формации [20]–[22], час-
тично насыщенные [23]–[28] и др. При этом, в 
качестве H  рассматривалась не только форма-
ция всех нильпотентных групп, но и другие дос-
таточно хорошо известные классы (класс всех 
p-разложимых, p-нильпотентных, -разложимых, 
-нильпотентных, p-замкнутых, метанильпотент-
ных, разрешимых, сверхразрешимых групп и др.).  

Отметим, что указанные результаты базиро-
вались на разработанной теории минимальных 
локальных не H -формаций. Напомним, что фор-
мацию F  называют минимальной локальной не 

H -формацией [29] или lH -критической форма-

цией [30], если ,F H  но все собственные ло-
кальные подформации из F  содержатся в классе 
групп .H  Общая задача изучения критических 
формаций была поставлена Л.А. Шеметковым на 
VI Всесоюзном симпозиуме по теории групп 
[29]. Решение этой задачи для локальных форма-
ций было получено А.Н. Скибой в цикле работ 
[30]–[34], завершающим результатом которого 
стало описание lH -критических формаций для 

случая, когда H  – произвольная формация клас-
сического типа [34], т. е. формация имеющая 
такой локальный экран, все неабелевы значения 
которого локальны.  

Развитие теории -локальных формаций 
привело к необходимости изучения и классифика-
ции критических -локальных формаций. В этой 
связи задача Л.А. Шеметкова о классификации 
критических формаций в теории -локальных 
формаций была решена в работах [35], [36] для 
произвольной -локальной формации H  класси-
ческого типа.  

В данной работе, используя разработанные 
методы теории критических -локальных фор-
маций, мы изучаем структурное строение -ло-
кальных формаций на основе идей работы [6]. 
Следуя [2], [6], мы вводим понятие H -дефекта 

-локальной формации, а также l -длины -ло-

кальной формации и изучаем структурное строе-
ние -локальных формаций конечного H -де-

фекта и конечной l -длины. 

Основными результатами являются: описа-
ние минимальных -локальных не H -формаций 

(теорема 3.4) для произвольной -нильпотентной 

-локальной формации ,H  т. е. неприводимых  

-локальных формаций H -дефекта 1; доказано 

существование формаций такого вида во всякой 
-локальной формации F H  (теорема 3.8); 

описание структурного строения -локальных 
формаций H -дефекта 1 (теорема 3.14) и их ха-

рактеризация (теорема 3.18); описание структур-
ного строения приводимых -локальных форма-
ций конечного H -дефекта (теорема 4.1), а так-

же описание внутреннего строения приводимых 
-локальных формаций конечной l -длины (тео-

рема 4.5). 
Основные результаты работы мы доказыва-

ем в разделах 3 и 4, а также рассматриваем неко-
торые, наиболее интересные, следствия получен-
ных результатов. 
 

1 Основные определения и обозначения 
Основные понятия теории -свойств групп, 

а также общие свойства -локальных формаций 
и их решеток представлены в работах [3], [4] и 
[37]–[48].  

Пусть { }i i I   ∣  – некоторое разбиение 

множества всех простых чисел .  Если n целое 
число, то ( )n  обозначает множество  

{ ( ) };i i n    ∣  ( ) (| |).G G    

Группа G называется [3]: -примарной, если 
G является i -группой для некоторого i; -ниль-

потентной, если G – прямое произведение  
-примарных групп. 

Класс всех -нильпотентных групп обозна-
чают символом ,N  а класс всех единичных 

групп символом (1).  
Функция f вида : {формации групп}f   

называется формационной -функцией [4]. Для 
всякой формационной -функции f класс ( )LF f  

определяется следующим образом:  

,или и

для в

( ) ( 1 1 /

с

( ) ( )

( )ех ).
i i i

i

LF f G G G G O G f

G
      

 

∣
 

Если для некоторой формационной -
функции f имеет место ( ),LF fF  то говорят, 

что формация F  является -локальной, а f явля-

ется -локальным определением .F  

Совокупность всех -локальных формаций 
обозначают через .l  Формации из l  называют 

l -формациями. 

Пусть f – формационная -функция. Тогда 
символом Supp( )f  обозначают носитель f, то 

есть, множество всех i  таких, что ( ) .if     

Формационную -функцию f называют: внут-
ренней, если ( ) ( )if LF f   для всех i; полной, 

если ( ) ( )
ii if f  G  для всех i.  
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Если F – полная внутренняя формационная 
-функция и ( ),LF FF  то F называют канони-

ческим -локальным определением .F  

Мы также используем j J jf  для обозна-

чения формационной -функции H такой, что 
( ) ( ),i j J j ih f     в частности,  

1 2 1 2( ) ( )( ) ( ) ( ),i i i ih f f f f         
для всех i. 

Пусть { }jf j J∣  множество всех -локаль-

ных определений формации .F  Тогда j J jf f   

называют наименьшим -локальным определени-
ем .F  

Пусть X  – некоторая совокупность групп. 
Через form( )l X  обозначают пересечение всех  

-локальных формаций, содержащих ,X  и назы-

вают -локальной формацией, порожденной со-
вокупностью групп .X  Если form( )l GF  для 

некоторой группы G, то F  называют однопоро-

жденной -локальной формацией.  
Для произвольного набора групп X  и лю-

бого i   символом ( )iX  [39, с. 962] обозна-

чают класс групп, определенный следующим 
образом: ,( ) ( / ( ) ),

i ii G O G G
   X X∣  если 

( ),i  X  ( ) ,i  X  если ( ).i  X  

Пусть X  – некоторый набор групп. Для любо-
го i   и всякого неотрицательного целого числа 

n, следуя [2, с. 31], мы определяем класс групп 
( )n i

 X  следующим образом: i( ) form( ( )),n i nl
   X X  

если ( )i  X  и ( ) ,n i
   X  если \ ( ).i   X  

В частности, если 0,n   то 0 ( ) form( ( )),i i
   X X  

если ( )i  X  и 0 ( ) ,i
   X  если \ ( ).i   X   

Пусть теперь { }j j JF ∣  – некоторый набор 

-локальных формаций. Тогда мы полагаем 
( ) form( ).j j J jj J l     F F∣  В частности, ес-

ли H  и F  – -локальные формации, то  

form( ).l   H F H F  

Следуя [29], [30], минимальной -локальной 
не H -формацией или H -критической форма-

цией мы называем -локальную формацию 
,F H  все собственные -локальные подфор-

мации которой содержатся в классе групп .H   

-Локальную формацию H  мы называем  

-локальной формацией классического типа, 
если H  имеет такое -локальное определение, 

все неабелевы значения которого -локальны.  
Напомним [2, с. 12], что непустой набор 

формаций  называется полной решеткой фор-
маций, если пересечение любого множества фор-
маций из  снова принадлежит , а множество  

содержит формацию ,M  такую, что H M  для 

всех .H  Всякую формацию из  называют  

-формацией. 
Для любых двух -формаций M  и ,H  где 

,M H  через /H M  обозначают [2, с. 168] 

решетку -формаций X  таких, что . M X H  
В частности, через /H M  обозначают решётку 

-локальных формаций X  таких, что . M X H  

Пусть  – некоторая полная модулярная ре-
шетка формаций. 

Напомним [2, с. 192], что для любых двух 
-формаций F  и ,M  где M F  через | : |F M  

обозначают длину решетки /F M  -формаций, 

заключенных между M  и .F  Пусть F  и H  – 

произвольные -формации. Тогда H -дефектом  

формации F  называют длину решетки 

/ F H F  (конечную или бесконечную) и обо-

значают | : | .F H F  

В частности, следуя [2, с. 192] H -дефек-

том -локальной формации F  мы будем назы-

вать длину решетки / F H F  и обозначать 

| : | .F H F  

Пусть 0  – нуль решетки , .F  Тогда  

-длиной [2, с. 212] формации F  называют кар-

динальное число | : 0 | . F  В частности, длиной 

формации F  называют число ( ) | : |;l  F F  дли-

ной локальной формации F  называют число 

1( ) | : (1) | .ll F F  

Следуя [2, с. 212], l -длиной -локальной 

формации F  назовем число ( ) | : (1) | .l F F  

Напомним также понятие прямого разложе-
ния формации [2, с. 171]. Пусть { }j j JF ∣  – 

некоторый непустой набор подклассов j F F  

такой, что 
1 2

(1)j j F F  для любого 1 2j j  из J. 

Если, кроме того, каждая группа GF  имеет 

вид 
1

,
tj jG A A   где 

1 1
, ,

t tj j j jA A  F F  для 

некоторого 1, , ,tj j J   то пишут, что j J j F F  

(в частности, 1 ,t F F F  если {1, , }).J t   

Подформацию M  формации F  называют 
дополняемой [2, с. 170] в ,F  если 

form( ) F M H  и (1) M H  для некоторой 

подформации H  из .F  В этом случае подформа-
цию H  называют дополнением к M  в .F   
 

2 Вспомогательные результаты 
Для доказательства основного результата 

работы нам понадобятся следующие известные 
факты теории формаций. 
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Следующие две леммы являются частными 
случаями (при )l   лемм 5.2.8, 5.2.7 [2] соот-

ветственно. 
Лемма 2.1 [2, лемма 5.2.8]. Пусть ,M  ,F  

X  и H  – -локальные формации, причем 

. F M X  Тогда если m, r и t – соответствен-

но H -дефекты формаций ,M  X  и ,F  причем 

m, ,r    то .t m r   
Лемма 2.2 [2, лемма 5.2.7] Пусть ,M  F  и 

H  – -локальные формации, причем .M F  

Тогда | : | | : | .   M H M F H F  

Частным случаем теоремы 1.15 [39, с. 960] 
является  

Лемма 2.3. Множество l  всех -локаль-

ных формаций образует полную алгебраическую 
и модулярную решетку формаций. 

Лемма 2.4 [36, лемма 2.1]. Пусть   – не-
пустое подмножество из . Тогда G  всех  

П-групп и класс N  всех -нильпотентных  

П-групп являются -локальными формациями и 
справедливы следующие утверждения. 

(1) ( ),LF g G  где g – каноническое -ло-

кальное определение формации .G  При этом, 

( )ig  G  для всех i   и ( )ig     для всех 

;i     

(2) ( ) ( ),LF n LF N   N  где n и N, соот-

ветственно, наименьшее и каноническое -ло-
кальные определения формации .N  При этом, 

( ) (1)in    для всех i   и ( )in     для всех 

,i    ( )
iiN  G  для всех i   и ( )iN    

для всех .i    

Лемма 2.5 [44, теорема 3.1]. Пусть F  – не-
пустая формация. Тогда следующие утвержде-
ния эквивалентны: 

(i) F  является n-кратно -локальной ( 1);n   

(ii) 1( )
i n i


   G F F  для всех ( );i  F  

(iii) 
i i( ) n-1 iform( ( )).

    FF G F  

Лемма 2.6 [44, с. 2372]. Пусть ,j J j F F  

где { }j j JF ∣  – набор таких формаций, что 

( ) ( )a b   F F  для любых , ,a b J  .a b  

Тогда и только тогда формация F  n-кратно  

-локальна ( 1),n   когда jF  является n-кратно 

-локальной формацией для всех j. 
Лемма 2.7 [36, теорема A]. Пусть H  – -ло-

кальная формация классического типа и H – ее 
каноническое -локальное определение. Тогда и 
только тогда F  является минимальной -ло-

кальной не H -формацией, когда form( ),l GF  
где G – такая монолитическая группа с монолитом 

,P G H  что выполняется одно из следующих 
условий: 

(1) G P  – простая i -группа, ( );i  H  

(2) P – не -примарная группа и ( )iHP G   
для всех ( );i P   

(3) ,G P K   где ( )GP C P  – p-группа, 

,ip  а K  – такая монолитическая группа с 

монолитом ( ) ,iHQ K   что ( )i Q   и либо 

( ) 1K   и ( )jHK Q   для всех ( ),j Q   либо 

K – минимальная не ( )iH  -группа одного из сле-

дующих типов: 
(а) группа кватернионов порядка 8, если 2 ;i  

(б) неабелева группа порядка 3q  простой 

нечетной экспоненты ;iq  

(в) циклическая q-группа, .iq  

Лемма 2.8 [39, лемма 2.1]. Пусть f и H – 
формационые -функции и пусть Supp( ).f   

Допустим, что ( ) ( ).LF f LF h  F  Тогда: 

(1) ( );   F  

(2) ( ( )) .
i i

i

if
  

 

  F G G G  Следова-

тельно, F  является насыщенной формацией; 
(3) если каждая группа из F  является  

-разрешимой, то ( ( )) ;
i i

i

if
  

 

  F S G S  

(4) если ,i   то 

( ( ) ) ( ( ) ) ;
i ii if h      G F G F F  

(5) ( ),LF FF  где F – единственная форма-

ционная -функция, такая что ( ) ( )
ii iF F   G F  

для всех i   и ( )iF     для всех .i    

Более того, ( ) ( ( ) )
ii iF f   G F  для всех i. 

Частным случаем теоремы 1.1. работы [43] 
является следующая  

Лемма 2.9 [43, теорема 1.1]. Пусть X  – неко-
торый непустой набор групп, form = ( ),l LF f F X  

где f – наименьшее -локальное определение .F  
Тогда верны следующие утверждения: 

(1) ( ) ( );  X F  

(2) 0 0( ) ( ) ( )i i if      X F  для всех i; 

(3) если H – произвольное -локальное опре-
деление ,F  то для всех ( )i  X  имеем 

( ) form( ( ), ( ) 1).
ii if A A h O A     F∣  

Лемма 2.10 [43, лемма 3.2]. Пусть ,i   

1 P  – i -группа, A – группа с ( ) 1
i

O A   и 

G P A K A    – регулярное сплетение групп 
P и A, где K – база сплетения G. Тогда  

, ( ) ( ) .
i i i

O G O G K
     



О -локальных формациях конечных групп с ограниченным H -дефектом 

 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (62), 2025 91

Лемма 2.11 является частным случаем лем-
мы 2.6 [39]. 

Лемма 2.11 [39, лемма 2.6]. Пусть 
form( )= ( )l LF f F X  – -локальная формация 

по-рожденная X  и ( ).   X  Пусть m – форма-

ционная -функция, такая, что 
( ) form( ( ))i im   X  для всех i   и ( )im     

для всех .i    Тогда: 

(1) ( );   F  

(2) m является -локальным определением 
;F  и  

(3) ( ) ( )i im f   F  для всех i. 

Лемма 2.12 [39, лемма 2.2]. Если класс 
групп jF  является -локальной формацией для 

всех ,j J  то класс j
j J
 F  также является  

-локальной формацией. 
Лемма 2.13 [45, следствие 3.7]. Для любых 

-локальных формаций M  и H  имеет место ре-

шеточный изоморфизм / / .   M H M H H M  

Лемма 2.14 [2, теорема 4.3.2]. Пусть M  – 
непустая подформация формации .F  Тогда если 
H  – дополнение к M  в ,F  то  

{ , }.A B A B   F M H∣  

 
3 -Локальные формации H -дефекта 1 

Элемент a решетки L называется нейтраль-
ным (иначе дистрибутивным) [49, с. 96], если 
для любых ,b c L  тройка a, b, c порождает ди-

стрибутивную подрешетку в решетке L. 
Лемма 3.1. Пусть M  и F  – -локальные 

формации конечного H -дефекта, где H  – ней-

тральный элемент решетки -локальных форма-
ций. Тогда для H -дефекта формации M F  

имеет место следующее равенство  
| : ( ) | | : |

| : | | : ( ) | .
   

 

     
     
M F H M F M H M

F H F M F H M F
 

Доказательство. Пусть ,M  F  и H  – -ло-
кальные формации, удовлетворяющие условию 
леммы. Положим , X M F  , L M F  

| : | ,t  X H X | : | ,m  M H M | : |k  F H F  

и | : | .l  L H L  Согласно лемме 2.1 имеем 

.t m k   
Пусть теперь 1 : , X X H  1 : , M M H  

1 :  F F H  и 1 : . L L H  В силу лемм 2.1 и 2.2 

справедливы равенства 1 1| : | ,t X H X  

1 1| : | ,m M H M  1 1| : | k F H F  
и 1 1| : | .l L H L  Поэтому длина решетки 

1 1/ ( ) /    X X H X H H  равна t. Заметим так-

же, что формации 1M  и 1F  являются элементами 

решетки / /   X H H X X H  и H -дефект 

является функцией высоты решетки / . X X H  

Значит, в силу теоремы 16 [49, с. 61] имеет место 
следующее равенство 

1 1 1 1 1 1| : ( ) | | : |        M F H M F M H M  

1 1 1 1 1 1| : | | : ( ) | .      F H F M F H M F (3.1) 

Поскольку при этом  

1 1 ( ) ( )

( ) ,
   

  

     
    

M F M H F H

M F H X H
 

то 1 1 1 1| : ( ) | .t     M F H M F  Кроме того, 

так как по условию леммы формация H  является 

нейтральным элементом решетки -локальных 
формаций, то  

1 1

1

( ) ( )

( ) .
 

 

     
     
M F M H F H

M F H L H L
 

Наконец, поскольку 

1 1| : | | : ( ) | ,l      L H L M F H M F  
то из (3.1) получаем 

| : ( ) | | : |        M F H M F M H M  

       | : | | : ( ) | .      F H F M F H M F       
Лемма 3.2. Пусть ,F  M  и H  – такие  

-локальные формации, что .H M  Тогда в том и 

только в том случае H -дефект формации F  

конечен, когда конечны H -дефект формации 

M F  и M -дефект формации ,F  при этом  

| : |

| : ( ) | | : | .


 

 

     

F H F

M F H M F F M F
 

Доказательство. Необходимость. Допус-
тим, что H -дефект формации F  конечен и 

пусть | : | .n F H F  В силу леммы 2.2 имеет 

место неравенство 
| : ( ) | | : | .     M F H M F F H F  

Поэтому H -дефект формации M F  также 

конечен. Пусть | : ( ) | .k    M F H M F  Со-

гласно определению H -дефекта и в силу леммы 

2.3 из модулярности решетки l  всех -локаль-

ных формаций следует, что найдутся такие цепи 
-локальных формаций  

0 1 1 ,n n     H F F F F F F  

0 1 1

( )

,k k

    
     

H F H M F

L L L L M F
 

что iF  – максимальная -локальная подформа-

ция в 1iF  и jL  – максимальная -локальная 

подформация в 1jL  для всех 0,1, , 1i n    и 

0,1, , 1.j k    Так как ,   H F M F F  то 

ввиду леммы 2.3 из модулярности решетки l  

вытекает, что существует цепь  

0 1 1t t     M F X X X X F  
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-локальных формаций длины t n k   такая, 
что iX  – максимальная -локальная подформа-

ция в 1,iX  0,1, , 1.i t    Поэтому решетка 

/ F M F  имеет конечную длину, равную t. Тогда 

| : |t  F M F  по определению M -дефекта.  

Достаточность. Пусть 
| : ( ) |k    M F H M F  

и | : | .t  F M F  Тогда имеем 

0 1 1 ,t t     M F X X X X F  

0 1 1

( )

,k k

    
     

H F H M F

L L L L M F
 

где iX  и jL  – максимальная -локальная под-

формация в 1iX  и 1jL  соответственно, 

0,1, , 1i t    и 0,1, , 1.j k    Поэтому суще-

ствует максимальная цепь -локальных форма-
ций длины k t  от H F  до .F  Ввиду леммы 

2.3 из модулярности решетки l  последнее вле-

чет, что | : | ,k t  F H F  т. е. имеет место ра-

венство 
| : | F H F  

| : ( ) | | : | .      M F H M F F M F       

Лемма 3.3. Пусть H  – такая -локальная 

формация, что (1) . H N  Тогда имеет ме-

сто равенство ,H N  где ( ).   H  

Доказательство. Пусть ( )   H  и G  – 

класс всех П-групп. В силу леммы 2.4(1) форма-
ция G  -локальна. Поэтому имеет место вклю-

чение .    H G N N   

С другой стороны, ввиду леммы 2.5 (ii) име-
ем 0 ( )

i i i


   G G H H  для всех .i   Значит, 

с учетем леммы 2.6 имеем  

i i i i
form( )= .l          N G G H  

Таким образом, ,H N  где ( ).   H                

Если F  – минимальная -локальная не  
H -формация, то формация F  имеет единствен-

ную максимальную -локальную подформацию 
M  и .M H  Поэтому H -дефект формации F  

равен 1. Таким образом, всякая минимальная -ло-
кальная не H -формация является l -неприво-

димой -локальной формацией H -дефекта 1.  

Теорема 3.4. Пусть F  и H  – такие -ло-

кальные формации, что . F H N  Тогда и 

только тогда F  является минимальной -ло-

кальной не H -формацией, когда form( ),l GF  

где G – монолитическая группа с монолитом 
P G H  и выполняется одно из условий: 

(1) G P  – простая i -группа для некото-

рого ( );i  H  

(2) G P  – такая не -примарная простая 
группа, что ( ) ( );G   H  

(3) ,G P H   где ( )GP C P  – абелева  

p-группа для некоторого ( ),ip  H  а H – 

простая j -группа, .j i  Кроме того, для вся-

кой группы 1 ,G A H K H    где A – некото-

рая простая i -группа, K – база регулярного 

сплетения групп A и H, имеет место равенство 

1form( ).l GF  

Доказательство. Необходимость. Пусть F  

– минимальная -локальная не H -формация. В 

силу леммы 3.3 имеет место равенство ,H N  

где ( ).   H  По лемме 2.4(2) имеем 

( ),LF n N  где n – наименьшее -локальное 

определение формации ,N  что ( ) (1)in    для 

всех i   и ( )in     для всех .i    Сле-

довательно, формация N  является -локальной 

формацией классического типа. Пусть H – кано-
ническое -локальное определение формации .H  

Тогда согласно лемме 2.7 имеем form( ),l DF  
где D – такая монолитическая группа с моноли-
том ,R D H  что выполняется одно из следую-
щих условий: 

(i) D R  – простая i -группа, ( );i  H  

(ii) R  – не -примарная группа и ( )iHR D   
для всех ( );i R   

(iii) ,D R L   где ( )DR C R  – p-группа, 

,ip  а L – такая монолитическая группа с моно-

литом ( ) ,iHS L   что ( )i S   и либо ( ) 1L   и 
( )jHL S   для всех ( ),j S   либо L – минималь-

ная не ( )iH  -группа одного из следующих типов: 

(a) группа кватернионов порядка 8, если 2 ;i  
(b) неабелева группа порядка 3q  простой нечет-

ной экспоненты ;iq  (c) циклическая q-груп-

па, .iq  

Если для группы D справедливо условие (i), 
то, очевидно, группа D удовлетворяет условию 
(1) теоремы.  

Пусть для группы выполняется условие (ii). 
Из леммы 2.4(2) следует, что ( )

iiH  G  для 

всех i   и ( )iH     для всех .i    По-

кажем, что в этом случае D R  и ( ) ( ).D   H  

Действительно, поскольку ( )iHR D   для 
всех ( ),i R   то ( ) .iH     Поэтому 

( ) ( )R   H  по лемме 2.8 (5).  

С другой стороны, так как | ( ) | 1,R   то для 

, ( ),i j R    где ,i j  имеем  
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/ ( ) ( ) (1).
i ji jD R H H        G G  

Поэтому и в силу монолитичности группы 
D заключаем, что D – не -примарная простая 
группа такая, что ( ) ( ).D   H  Следовательно, 
группа D удовлетворяет условию (2) теоремы.  

Пусть, наконец, для группы выполняется 

условие (iii). Поскольку ( ) ,iHS L   то ( )i  H  и 

( ) 1,L   так как ( )
iiH  G  – насыщенная 

формация.  
Покажем, что L является простой j -груп-

пой, .j i  Действительно, поскольку ,L  H N  

то L S  является простой -примарной группой 
ввиду монолитичности и -нильпотентности 
группы L. Следовательно, L – j -группа, где 

.j i  Значит, группа D удовлетворяет условию 

(3) теоремы.  
Докажем теперь вторую часть утверждения 

(3) теоремы. Пусть 1 ,G A H K H    где A – 

некоторая простая i -группа, K – база регуляр-
ного сплетения групп A и H.  

Покажем, что 1form( ).l GF  Пусть 

1 1form( ),l GF  f и 1f  – наименьшие -локальные 

определения формаций F  и 1F  соответственно. По 

построению группы 1G  имеем 1( ) ( ).G G    Вви-

ду леммы 2.9 имеем ,( ) form( / ( ))
s ssf G O G
    

для всех ( )s G   и ( )sf     для всех 

( ),s G   а также 1 1 , 1( ) form( / ( ))
s ssf G O G
    

для всех 1( )s G   и ( )sf     для всех 

1( ).s G   В силу леммы 2.10 имеем 

, ( ) ( )
i i i

O G O G P
     и , 1 1( ) ( ) .

i i i
O G O G K

      

Следовательно, для всех ( )s G   имеем 

1( ) ( )s sf f      и  

,

,

( ) form( / ( )) form( ),

( ) form( / ( )) (1),
i i

j j

i

j

f G O G H

f G O G




 

 

  

  
 

1 1 , 1

1 1 , 1

( ) form( / ( )) form( ),

( ) form( / ( )) (1).
i i

j j

i

j

f G O G H

f G O G




 

 

  

  
 

Таким образом, 1( ) ( )k kf f    для всех .k   

Последнее означает, что 1.F F  

Достаточность. Пусть F  – формация, удов-
летворяющая условиям теоремы. Тогда если для F  
выполнены условия (1) или (2), то в силу леммы 
2.7 (1) (2), соответственно, формация F  является 
минимальной -локальной не H -формацией.  

Пусть теперь для формации F  выполнено 
условие (3). Покажем, что в этом случае для 
формации F  выполнены условия леммы 2.7 (3).  

Действительно, пусть H – каноническое  
-локальное определение формации .H   

Поскольку по лемме 3.3 имеет место равенство 
,H N  где ( ),   H  то в силу леммы 2.4 (2) 

имеем ( )
iiH  G  и ( ) .

jjH  G  Тогда, оче-

видно, что ( )iHH H   – монолитическая группа, 
( )i H   и, кроме того, ( ) 1H   и 

( )1 .jHH H   Следовательно, для группы G 
выполнены условия (3) леммы 2.7 (3). Поэтому 

form( )l GF  является минимальной -локаль-

ной не H -формацией.                                             

В случае, когда H N  – формация всех  

-нильпотентных групп, из теоремы 3.4 получаем  
Следствие 3.5. Тогда и только тогда F  – 

минимальная -локальная не -нильпотентная 
формация, когда form( )l GF  и выполняется 

одно из следующих условий:  1) G – простая не  
-примарная группа; 2) ,G P K   где 

( )GP C P  – p-группа, ,ip  а K – простая  

j -группа, .j i  

В частности, если 1 {{2},{3},{5}, },      

из теоремы 3.4 имеем 
Следствие 3.6. Пусть F  и H  – такие ло-

кальные формации, что . F H N  Тогда и 
только тогда F  является минимальной локаль-

ной не H -формацией, когда form( ),l GF  где G – 

монолитическая группа с монолитом P G H  и 
выполняется одно из условий: 

(1) G P  – группа простого порядка ( );p H  

(2) G P  – такая неабелевая простая груп-
па, что ( ) ( );G   H  

(3) ,G P H   где ( )GP C P  – абелева  

p-группа для некоторого ( ),p H  а H – простая 

q-группа, .q p  Кроме того, для всякой группы 

1 ,G A H K H    где A – группа простого по-

рядка p, K – база регулярного сплетения групп A и 
H, имеет место равенство 1form( ).l GF  

Кроме того, если H N  – формация всех 
нильпотентных групп, из теоремы 3.4 получаем 
следующий известный результат. 
 Следствие 3.7. Тогда и только тогда F  – 
минимальная локальная ненильпотентная фор-
мация, когда form( )l GF  и выполняется одно 

из следующих условий: 
(1) G – группа Шмидта;  
(2) G – простая неабелевая группа. 

 Теорема 3.8. Пусть F  и H  – такие -ло-

кальные формации, что . F H N  Тогда в F  

имеется по крайней мере одна минимальная  
-локальная не H -подформация. 

Доказательство. Пусть F  и H  – -ло-
кальные формации из условия теоремы. Выберем 
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в \F H  группу G минимального порядка. Тогда G – 

монолитическая группа с монолитом .P G H  
Если при этом G P  – простая i -группа для 

некоторого ( )i  H  или такая не -примарная 

простая группа, что ( ) ( ),G   H  то в силу лем-

мы 3.4 имеем form( )l GL  – искомая мини-

мальная -локальная не H -подформация. Если, 
кроме того, G P  – такая не -примарная про-
стая группа, что ( ) ( ),G   H  то, поскольку 

( ) ( )G   F  и найдется ( ) \ ( ),k G   H  имеем 

k
G F  и .

k
G H  Поэтому 

k
G  – искомая ми-

нимальная -локальная не H -формация из .F  
Пусть теперь группа G не является простой. 

Понятно, что | ( ) | 1G   и / 1.G P   Пусть 

( / ).j G P    

Рассмотрим прежде случай когда P не явля-
ется -примарной группой. Пусть ( ),i P   где 

.i j    Тогда найдутся такие простые i -груп-

па A и j -группа H, что AF  и .H H  Пусть 

,D A H K H    где K – база регулярного 
сплетения групп A и H. Тогда по лемме 3.4 име-
ем form( )l DF  – искомая минимальная -ло-

кальная не H -формация из .F  
Пусть теперь группа P является -примар-

ной, т. е. i -группой для некоторого i. Тогда, 

поскольку группа G не является -примарной, то 
найдется ( / )k G P   такое, что .k i  По-

скольку при этом ( )i  F  и ( ),k  H  то най-

дутся простые i -группа AF  и k -группа 

.H H  Пусть ,D A H K H    где K – база 
регулярного сплетения групп A и H. Снова, при-
меняя лемму 3.4, получим, что form( )l DF  – 

искомая минимальная -локальная не H -фор-
мация из .F                                                               

Следствие 3.9. Пусть F  не -нильпотент-
ная -локальная формация. Тогда в F  имеется 
по крайней мере одна минимальная не -нильпо-
тентная -локальная подформация. 

В частности, если 1 {{2},{3},{5}, },      
из теоремы 3.8 получаем следующие известные 
результаты (см. теорему 2.3.2 [2, с. 72]). 

Следствие 3.10 [2, с. 72]. Пусть F  и H  – 
такие локальные формации, что . F H N  
Тогда в F  имеется по крайней мере одна мини-
мальная локальная не H -подформация. 

Если H N  – формация всех нильпотент-
ных групп, имеем  

Следствие 3.11 [2, с. 72]. Пусть F  нениль-
потентная локальная формация. Тогда в F  име-
ется по крайней мере одна минимальная нениль-
потентная локальная подформация. 

Лемма 3.12. Всякая -нильпотентная -ло-
кальная формация является нейтральным эле-
ментом решетки .l  В частности, формация 

N  всех -нильпотентных групп является ней-

тральным элементом решетки .l  

Доказательство. Пусть ,H  F  и M  – неко-

торые -локальные формации, причем формация 
H  является -нильпотентной. В силу леммы 2.3 
и теоремы 12 [49, с. 56] для доказательства ут-
верждения леммы достаточно показать, что  

( ) ( ) ( ).      H F M H F H M  

Если (1),H  то утверждение очевидно. Пусть 

(1)H  и 1 ( )   H F  и 2 ( ).   H M  Так как 

( ) ( ) form(( ) ( )),l       H F H M H F H M  

то по лемме 2.11 имеем  

1 2

(( ) ( )) (( ) ( ))

( ) ( ) .
         

       

H F H M H F H M

H F H M
 

Поскольку ( ) ( ) ( ),      H F H M H F M  
то (( ) ( )) ( ( )),        H F H M H F M  т. е. 

1 2 ( ( )).     H F M  

С другой стороны, form( )l   F M F M  

и опять же по лемме 2.11 имеем  
( ) ( ) ( ) ( ).       F M F M F M  

Ввиду леммы 2.12 формация ( ) H F M  

-локальна. Теперь, если ( ( )),i    H F M  

то ( )
i   G H F M  по лемме 2.5 (ii). Поэтому 

( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )).i         H F M H F M  

Значит, ( ) ( ).
i
   G H F H M  Следовательно,  

1 2( ) ( ) .i       H F H M  

Таким образом, 
(( ) ( )) ( ( )).        H F H M H F M  

Так как при этом обе формации 
( ) ( )  H F H M  и ( ) H F M  

-нильпотентны и -локальны, то по лемме 3.3 
имеем ( ) ( ) ( ),        H F H M N H F M  
где 1 2 .     Следовательно, -локальные 

формации ,H  F  и M  образуют дистрибутив-

ную тройку в решетке l  и поэтому H  – ней-

тральный элемент в .l                                            

Следующая лемма является прямым следст-
вием лемм 3.1 и 3.12. 

Лемма 3.13. Пусть M  и F  – -локальные 

формации конечного H -дефекта, где H  – -

нильпотентная -локальная формация. Тогда 
для H -дефекта формации M F  имеем  

| : ( ) | | : |

| : | | : ( ) | .
   

 

     

     

M F H M F M H M

F H F M F H M F
 

В частности, если ,H N  то для -нильпо-

тентного l -дефекта формации M F  имеем  
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| : ( ) | | : |

| : | | : ( ) | .
     

   

     

     

M F N M F M N M

F N F M F N M F
 

Напомним, что если M  и H  – такие фор-
мации, что .M H  Тогда формацию M  назы-
вают подформацией формации H  или иначе  
H -подформацией. 

Теорема 3.14. Пусть F  и H  – такие -ло-
кальные формации, что . F H N  Тогда и 

только тогда H -дефект формации F  равен 1, 

когда , F M L  где M  – -локальная под-

формация из ,H  L  – минимальная -локальная 
не H -формация, при этом:  

(1) всякая H -подформация из F  входит в 
( ); M L H   

(2) всякая -локальная подформация X  из 
F  такая, что ,X H  имеет вид ( ). L X H  

Доказательство. Необходимость. Пусть F  – 

-локальная формация с H -дефектом 1. Так как 

,F H  то по теореме 3.8 в F  содержится неко-
торая минимальная -локальная не H -формация 

.L  По условию теоремы  M F H  – макси-
мальная -локальная подформация формации .F  

Поэтому . F M L   

Достаточность. Пусть , F M L  где L  – 

минимальная -локальная не H -формация, a M  – 

-локальная формация из .H  Тогда H -дефект 

формации F  равен 1 в силу леммы 3.13. 
Покажем теперь, что имеют место утвер-

ждения (1) и (2). Поскольку L H  – максималь-
ная -локальная подформация в ,L  то в силу 
лемм 2.3 и 2.13 из решеточного изоморфизма  

/ ( ( ))

( ( ) ) / ( ( ))
 

   

  

      
F M L H

M L H L M L H
 

/ ( (( ) ))

/ (( ) ( )) /
 

  

   

     

 L L L H M

L L H L M L L H
 

получаем, что ( ) M L H  – максимальная -ло-

кальная подформация в .F  Так как ,F H  то лю-
бая H -подформация из F  входит в ( ) . L H M  
Поэтому имеет место утверждение (1). 

Покажем теперь, что в F  нет отличных от 
L  минимальных -локальных не H -формаций. 

Допустим, что это неверно и пусть 1L  – такая 

минимальная -локальная не H -формация из ,F  

что 1 .L L   

Тогда поскольку H -дефекты формаций L  

и 1L  равны 1 и, очевидно, 1 , L L H  то в силу 
леммы 2.7 имеем  

| : ( ) | | : |

| : | | : ( ) | 2.
   

 

     

      
1 1

1 1 1 1

L L H L L L H L

L H L L L H L L
 

Последнее противоречит лемме 2.2, так как 

1 . L L F  Таким образом, в формации F  нет 

минимальных -локальных не H -формаций, 
отличных от .L   

Пусть теперь X  – произвольная -локаль-
ная подформация из F  такая, что .X H  Тогда 
в силу доказанного выше и теоремы 3.8 заключа-
ем, что .L X  Так как при этом формация X  

имеет H -дефект равный 1, то X H  – макси-

мальная -локальная подформация в .X  Поэто-
му имеет ( ),  X L X H  т. е. справедливо 

утверждение (2).                                                      

В случае, когда ,H N  из теоремы 3.14 

получаем 
Следствие 3.15. Пусть F  не -нильпо-

тентная -локальная формация. Тогда и только 
тогда -нильпотентный l -дефект формации 

F  равен 1, когда , F M L  где M  – -ниль-

потентная -локальная подформация из ,F  L  – 

минимальная -локальная не -нильпотентная 
формация, при этом:  

(1) всякая -нильпотентная подформация 
из F  входит в ( ); M L H   

(2) всякая -нильпотентная -локальная 
подформация X  из F  имеет вид ( ). L X H  

 В частности, если 1 {{2},{3},{5}, },      

из теоремы 3.14 получаем  
Следствие 3.16. Пусть F  и H  – такие ло-

кальные формации, что . F H N  Тогда и 

только тогда lH -дефект формации F  равен 1, 

когда ,l F M L  где M  – локальная подфор-

мация из ,H  L  – минимальная локальная не H -
формация, при этом:  

(1) всякая H -подформация из F  входит в 

( );l M L H   

(2) всякая локальная подформация X  из F  

такая, что ,X H  имеет вид ( ).l L X H  

Кроме того, если H N  – формация всех 
нильпотентных групп, из теоремы 3.14 получаем 
следующий известный результат.  

Следствие 3.17 [1, лемма 20.5]. В точности 
тогда нильпотентный дефект локальной фор-
мации F  равен 1, когда ,l F M L  где M  – 

нильпотентная локальная формация, L  – мини-
мальная локальная ненильпотентная формация, 
при этом:  

(1) всякая нильпотентная подформация из 
F  входит в ( );l M L N   

(2) всякая ненильпотентная локальная под-
формация X  из F  имеет вид ( ).l L X N  
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 Теорема 3.18. Пусть F  и H  – такие -ло-

кальные формации, что . F H N  Тогда если 

( ) ( ),  F H  то следующие условия равносильны: 

(1) | : | 1; F H F  

(2) в F  дополняема каждая ее -локальная 
не H -подформация; 

(3) в F  дополняема каждая ее -локальная 

подформация M  с | : | 1. M H M  

Доказательство. Пусть имеет место (1) и 
M  – -локальная подформация из .F  Тогда ес-
ли ,M H  то по теореме 2.8 имеем 

( ),  M L M H  где L  – минимальная -ло-

кальная не H -формация. Пусть ( ),   F  

1 ( )   M  и 2 1\ .     Покажем, что 
2N  

является дополнением к M  в .F  Понятно, что 

2
(1).  N M  Покажем, что 

2
form( )= .M N F  

В силу теоремы 2.8 имеем 1, F L M  где 

1 .M H  С другой стороны,  

1
( ) ,      M L M H L N  

поскольку 
1
.    M H M N N  Теперь в 

силу лемм 2.14 и 2.6 имеем  

2 2 2

1 2

form( ) = = =

= ( ) = =

   

     

  

  

M N M N M N

L N N L N F.
 

Таким образом, формация 
2N  является допол-

нением к M  в .F  
Понятно, что если имеет место утверждение 

(2), то утверждение (3) верно, так как любая -
локальная подформация M  с | : | 1 M H M  

является не H -подформацией из .F  
Пусть теперь имеет место (3). Покажем, что 

выполняется условие (1). По условию теоремы 
.F H  Поэтому в силу леммы 2.5 в F  имеется 

минимальная -локальная не H -формация .L  

Пусть  M H F  и 1 . F M L  Ввиду теоре-

мы 2.8 имеет место 1| : | 1. F H F   

Значит, по условию теоремы в F  найдется 

такая подформация 1,M  что 1 1 (1) M F  и 

1 1form( ). F F M  Применяя теперь леммы 2.14 

и 2.6, получаем, что 1 1 F F M  и формация 

1M  -локальна.  

Допустим, что 1 (1).M  Тогда если 

1( ),i  M  то ( ) ( )i   F H  по условию 

теоремы. Поэтому и в силу леммы 2.5 (ii) имеют 
место включения  

1 1 1( ) (1).
i
     G M F H M F  

Полученное противоречие показывает, что 

1 (1).M  Значит, 1 1 1.  F F M F  Поэтому 

| : | 1. F H F                                                         

Замечание 3.19. Отметим, что условие 
( ) ( )  F H  в теореме 3.18 опустить нельзя, 

поскольку наличие дополнения в F  у каждой ее 

-локальной не H -подформации, а также нали-

чие дополнения в F  у каждой -локальной под-

формации M  из F  с | : | 1 M H M  не влечет 

равенства | : | 1. F H F  

Действительно, пусть 
i

H G  и  

,
j k     F H G G  

где , \{ },j k i     .j k  Тогда в силу лемм 2.6 

и 2.14 имеем .
j k   F H G G  Ввиду теоремы 

3.4 и леммы 3.1 имеем | : | 2. F H F  Однако, 

как нетрудно заметить, всякая -локальная не 
H -подформация из ,F  а также всякая -ло-

кальная подформация из F  с H -дефектом 1, 

имеют дополнение в .F   
Вместе с тем, имеет место следующее 
Следствие 3.20. Пусть F  – не -нильпо-

тентная -локальная формация. Тогда следую-
щие условия равносильны: 

(1) | : | 1;  F N F  

(2) в F  дополняема каждая ее -локальная 
не -нильпотентная подформация; 

(3) в F  дополняема каждая ее -локальная 

подформация M  с | : | 1.  M N M  

В частности, если 1 {{2},{3},{5}, },      

из теоремы 3.11 имеем 
Следствие 3.21. Пусть F  и H  – такие ло-

кальные формации, что . F H N  Тогда если 

( ) ( ),  F H  то следующие условия равносильны: 

 (1) | : | 1;l F H F  

(2) в F  дополняема каждая ее локальная не 
H -подформация; 

(3) в F  дополняема каждая ее локальная 

подформация M  с | : | 1.l M H M  

Кроме того, если H N  – формация всех 
нильпотентных групп из теоремы 3.4 получаем сле-
дующий известный результат (см. следствие 5.2.11). 

Следствие 3.21 [2, с. 197]. Пусть F  – не-
нильпотентная локальная формация. Тогда сле-
дующие условия равносильны: 

(1) | : | 1;l F N F  

(2) в F  дополняема каждая ее ненильпо-
тентная локальная подформация; 

(3) в F  дополняема каждая ее локальная 

подформация M  с | : | 1.l M N M  
 

4 Приводимые -локальные формации 
ограниченного H -дефекта 

Пусть F  – -локальная формация. Формацию 

F  мы называется неприводимой -локальной 
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формацией (или l -неприводимой формацией), ес-

ли i I i iform( )= ( i I),l     F X X ∣  где { }i i IX ∣  – 

набор всех собственных -локальных подформа-
ций из .F  Если же найдутся такие собственные -

локальные подформации X  и H  из ,F  что 

, F X H  то формация F  называется приводи-

мой -локальной (или l -приводимой) формацией. 

Основным результатом данного раздела яв-
ляется следующая теорема, развивающая наблю-
дения работ [18], [50], [51]. 

Теорема 4.1. Пусть F  и H  – такие -ло-

кальные формации, что , F H N  и пусть F  – 

l -приводима. Тогда и только тогда H -дефект 

формации F  равен k, когда F  удовлетворяет 
одному из следующих условий: 

(1) , F L M  где L  – неприводимая -ло-

кальная формация H -дефекта t, 1 1,t k    а 

M  – такая -локальная формация H -дефекта 

1,k   что L M  является максимальной -ло-
кальной подформацией формации ;L  

(2) , F L M  где L  – неприводимая -ло-

кальная формация H -дефекта k, M  – такая 

-локальная формация, что M H  и .M L  

Доказательство. Достаточность. Пусть 
формация F  удовлетворяет условию (1). По-
скольку L M  – единственная максимальная  
-локальная подформация формации ,L  то 

| : ( ) | 1.t    L M H L M  Значит, в силу 

леммы 3.13 имеем  
| : | | : | | : |

| : ( ) | 1 ( 1) .t k t k
  



     

         

F H F L H L M H M

L M H L M
 

Пусть теперь формация F  удовлетворяет 
условию (2). Тогда по лемме 3.13 получим 

| : | | : | | : |

| : ( ) | 0 0 .k k
  



     

       

F H F L H L M H M

L M H L M
 

Таким образом, имеет место | : | .k F H F  

Необходимость. Доказательство необходи-
мости проведем индукцией по k. Пусть 1k   и 
F  – -локальная формация с H -дефектом 1. 

Так как ,F H  то по теореме 3.8 в F  содержится 

некоторая минимальная -локальная не H -под-

формация .L  Поскольку H -дефект формации 

F  равен 1, то  M F H  – максимальная -ло-

кальная подформация в .F  Поэтому  F L M  и 

формация F  удовлетворяет условию (2) теоремы. 

Пусть 1k   и, предположим, что для 1k   
теорема верна. Обозначим через M  максималь-
ную -локальную подформацию из ,F  у которой 

H -дефект равен 1.k    

Допустим, что в формации F  найдется та-

кая неприводимая -локальная подформация ,X  

что X M  и 1 | : | 1.k   X H X  Тогда 

. F M X  Пусть | : | .t  X H X  Если 1,t   

то X H  – единственная максимальная -ло-

кальная подформация формации .X  В силу мак-
симальности формации M  имеет место равенст-
во .  M H F H  Поэтому .  X H M H  

Значит,   X M X H  и формация F  удовле-
творяет условию (1) теоремы.  
 Пусть теперь 2 1t k    и любая неприво-
димая -локальная подформация формации F  с 

H -дефектом меньшим t содержится в формации 

.M  Пусть 1X  – такая максимальная -локальная 

подформация ,X  что 1 1| : | 1.t  X H X  Если 

1X  – l -неприводима, то по предположению 

1 .X M  Следовательно, 1 X M X  и F  удов-

летворяет условию (1) теоремы. 
Пусть 1X  – приводимая -локальная фор-

мация. Поскольку 1 1,t k    то по предполо-

жению индукции для формации 1X  теорема вер-

на. Поэтому формация 1X  удовлетворяет одному 

из следующих условий: 
(a) 1 1 1, X L M  где 1L  – неприводимая 

-локальная формация и 1 1| : | ,s L H L  

1 2,s k    а 1M  – такая -локальная формация, 

что 1 1| : | 2k  M H M  и 1 1L M  – макси-

мальная -локальная подформация формации 1;L  

(b) 1 1 1, X L M  где 1 ,M H  а 1L  – та-

кая неприводимая -локальная формация, что 

1 1| : | 1k  L H L  и 1 1.M L   

Пусть имеет место (b). Тогда по предполо-
жению 1 .L M  Кроме того, поскольку 

,  M H F H  то 1 M M  и 1 1 1 .  X L M M  

Следовательно, 1 X M X  и формация F  

удовлетворяет условию (1) теоремы.  
Пусть теперь имеет место (a). Если форма-

ция 1M  является l -неприводимой, то по пред-

положению формации 1M  и 1L  должны содер-

жаться в .M  Значит, 1 X M X  и формация F  

удовлетворяет условию (1) теоремы. 
Если же формация l -приводима, то по ин-

дукции для нее теорема верна. Повторяя приве-
денные выше рассуждения для 1M  и т.д., через 

конечное число шагов (поскольку H -дефект 

рассматриваемых формаций конечен и строго 
уменьшается) мы получим, что 1. X M X  По-

этому формация F  удовлетворяет условию (1) 
теоремы.  
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Допустим теперь, что любая неприводимая 
-локальная подформация из ,F  имеющая  
H -дефект меньший k, содержится в .M  По-

скольку F  – приводимая -локальная формация, 

то в \F M  найдется группа G такая, что 

form( ) .Gl L F  Тогда . F M L  Ввиду 

леммы 2.2 имеем | : | .d k  L H L  Предполо-

жим, что .d k   
Если L  – l -неприводима, то по предполо-

жению .L M  Что невозможно. Значит, L  – 

приводимая -локальная формация. Но тогда по 
индукции для формации L  теорема верна. Учи-
тывая предположение о неприводимых -локаль-
ных подформациях, имеющих H -дефект мень-

ший k, и то, что ,  F H M H  снова заключа-

ем, что .L M  Противоречие. Поэтому .d k  

 Пусть D  – такая неприводимая -локаль-
ная подформация из ,M  что .D L  По лемме 

2.2 имеем | : | .m k  D H D  Ввиду того, что 

формации L  и D  содержатся в ,F  имеем 

,  K L D F  и по лемме 2.2 имеем 

| : | .d k  K H K   

С другой стороны, по лемме 3.13 имеет ме-
сто равенство  

,  где | : ( ) | .d k m b b       L D H L D  

Так как ,D L  то 1.b m   Поэтому 

( 1) 1.a k m m k       Противоречие. Таким 

образом, любая неприводимая -локальная под-
формация из M  содержится в .L  Значит, если 
M  – неприводимая -локальная формация, то 

.M L  Но тогда ,  F L M L  что противо-

речит определению формации .L  Поэтому фор-
мация M  – l -приводима.  

Предположим, что .  L H F H  Так как 

| : | 1,k  M H M  то по индукции для форма-

ции M  теорема верна. Поэтому формацию M  
можно представить в виде (a) или (b). Учитывая, 
что любая неприводимая -локальная не H -под-
формация из M  содержится в ,L  получаем, что 

.M L  Противоречие. Таким образом, 
.  L H F H  Поскольку ,  M H F H  то 
.  M H L H   

Пусть L  – неприводимая -локальная фор-
мация. Тогда, используя представление форма-
ции M  в виде (a) или (b) и учитывая, что любая 
неприводимая -локальная формация с H -де-

фектом меньшим k содержится в ,L� получим, 

что ( ).  F L M H  Таким образом, формация 

F  удовлетворяет условию (2) теоремы.  

Пусть теперь L  – приводимая -локальная 
формация. Тогда, так как ,L M  то по теореме 

3.8 в L  содержится по меньшей мере одна  

M -критическая формация .X  Поскольку лю-

бая неприводимая -локальная формация с H -

дефектом меньшим k содержится в формации 
M  и ,  M H F H  то | : | .k X H X  Заме-

тим также, что любая неприводимая -локальная 
формация из L  с H -дефектом меньшим k со-

держится в ,X  поскольку в противном случае 

формация F  будет содержать l -подформацию с 

H -дефектом большим k, что невозможно ввиду 

леммы 2.1. В силу максимальности формации M  
имеем . F M X  Поскольку ,  M H L H  

то .  M H X H  Поэтому, учитывая пред-
ставление формации M  в виде (a) или (b), име-
ем ( ).     F M X X M H  

Таким образом, формация F  удовлетворяет 
условию (2) теоремы.                                              

 В случае, когда ,H N  мы получаем сле-

дующий специальный случай теоремы 4.1. 
Следствие 4.2. Пусть F  – приводимая -ло-

кальная формация. Тогда и только тогда -ниль-
потентный l -дефект формации F  равен k, 

когда F  удовлетворяет одному из следующих 
условий: 

(1) , F L M  где L  – неприводимая -ло-

кальная формация -нильпотентного l -дефек-

та t, 1 1,t k    а M  – такая -локальная 

формация -нильпотентного l -дефекта 1,k   

что L M  является максимальной -локальной 
подформацией формации ;L  

(2) , F L M  где L  – неприводимая -ло-

кальная формация -нильпотентного l -дефек-

та k, M  – такая -локальная формация, что 

M H  и .M L  

В частности, если 1 {{2},{3},{5}, }      

из теоремы 4.1 получаем  
Следствие 4.3. Пусть F  и H  – такие ло-

кальные формации, что , F H N  и пусть F  – 

приводима. Тогда и только тогда lH -дефект 

формации F  равен k, когда F  удовлетворяет 
одному из следующих условий: 

(1) ,l F L M  где L  – неприводимая ло-

кальная формация lH -дефекта t, 1 1,t k    а 

M  – такая локальная формация lH -дефекта 

1,k   что L M  является максимальной ло-
кальной подформацией формации ;L  

(2) ,l F L M  где L  – неприводимая ло-

кальная формация lH -дефекта k, M  – такая 

локальная формация, что M H  и .M L  
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Кроме того, если H N  – формация всех 
нильпотентных групп, из теоремы 4.1 получаем 
следующий известный результат. 

Следствие 4.4 [18]. Пусть F  – приводимая 
локальная формация. Тогда и только тогда 
нильпотентный l-дефект формации F  равен k, 
когда F  удовлетворяет одному из следующих 
условий: 

(1) ,l F L M  где L  – неприводимая ло-
кальная формация нильпотентного l-дефекта t, 
1 1,t k    а M  – такая локальная формация 
нильпотентного l-дефекта 1,k   что L M  
является максимальной локальной подформаци-
ей формации ;L  

(2) ,l F L M  где L  – неприводимая ло-
кальная формация нильпотентного l-дефекта k, 
M  – такая локальная формация, что M H  и 

.M L  

Кроме того, в случае, когда (1),H  из тео-
ремы 4.1 получаем следующий результат 

Теорема 4.5. Пусть F  – приводимая -ло-

кальная формация. Тогда и только тогда l -дли-

на формации F  равна k, когда F  удовлетворяет 
одному из следующих условий: 

(1) , F L M  где L  – неприводимая -ло-

кальная формация l -длины t, 1 1,t k    а M  – 

такая -локальная формация l -длины 1,k   

что L M  является максимальной -локальной 
подформацией формации ;L  

(2) , F L M  где L  – неприводимая -ло-

кальная формация l -длины k, M  – такая -ло-

кальная формация, что M H  и .M L  

В частности, если 1 {{2},{3},{5}, },      
из теоремы 4.5 имеем 

Следствие 4.6. Пусть F  – приводимая ло-
кальная формация. Тогда и только тогда l-длина 
формации F  равна k, когда F  удовлетворяет 
одному из следующих условий: 

(1) ,l F L M  где L  – неприводимая ло-

кальная формация l-длины t, 1 1,t k    а M  – 
такая локальная формация l-длины 1,k   что 
L M  является максимальной локальной под-

формацией формации ;L  
(2) , F L M  где L  – неприводимая ло-

кальная формация l-длины k, M  – такая локаль-

ная формация, что M H  и .M L  
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Введение 
Пусть система 1 1

1( , , )ch ch
kf f ch1f  состоит 

из функций, представимых рядами Фурье по 
многочленам Чебышёва ( ) cos( arccos )nT x n x  

первого рода 

1 0

1

( ) ( ), 1, , ,
2

j
ch j
j l l

l

a
f x a T x j k





         (0.1) 

с действительными коэффициентами, которые  
сходится при всех [ 1,1].x   Обозначим чере k

  

множество всех k-мерных мультииндексов 

1( , , ),km m m 


 являющихся упорядоченным 

набором k целых неотрицательных чисел. По-
рядком мультииндекса 1( , , )km m m 


 назовём 

сумму 1: .km m m    

Зафиксируем индекс 1n   и мультиин-

декс 1( , , ) k
km m m   

   и рассмотрим следую-

щий аналог задачи Эрмита – Паде для ch1f   
[1, гл. 4, §1]:  

Задача .ch1A  Для системы функций ch1f  
найти тождественно не равный нулю многочлен  
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Определение 0.1. Если пара 1 1( , ),ch ch
mQ P  где 

1 1 1
1( , , )ch ch ch

kP P P   является решением задачи 

,ch1A  то рациональные дроби 
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будем называть линейными аппроксимациями 
Эрмита – Чебышёва 1-го рода для мультииндек-
са ( , )n m


 и системы .ch1f  

Определение 0.2. Нелинейными аппрокси-
мациями Эрмита – Чебышёва 1-го рода для муль-
тииндекса ( , )n m


 и системы ch1f  назовём рацио-

нальные дроби 
1
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( ),j jn n m m    степени которых не превыша-

ют соответственно m и ,jn  подобраны так, что 
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В том случае, когда 1,k   т. е. система ch1f  

состоит из одной функции 1
1 ,chf  основные свой-

ства линейных и нелинейных аппроксимаций 
Эрмита – Чебышёва (в этом случае их называют 
линейными и нелинейными аппроксимациями 
Паде – Чебышёва; подробнее о терминологии см. 
[2]) описаны достаточно подробно (прежде всего 
см. [2]–[4] и приведённую там литературу, а 
также [5]–[13]). Например, хорошо известно, что 
линейная аппроксимация Паде – Чебышёва все-
гда существует, но в отличии от классической 
аппроксимации Паде степенного ряда, вообще 
говоря, не единственна. Нелинейная аппрокси-
мация Паде – Чебышёва не всегда существует, 
но в случае существования всегда единственна. 
Имеются примеры сходящихся рядов 1

1
chf  (см. 

[14], [15]), для которых  нелинейные аппрокси-
мации Паде – Чебышёва существуют и единст-
венны, но при каждом n не являются линейными 
аппроксимациями Паде – Чебышёва. Аналогич-
но, при любом 1k  имеются примеры систем 

функций ch1f  (см. [9]), для которых существуют 
нелинейные аппроксимации Эрмита – Чебышёва, 
не являющиеся линейными аппроксимациями 
Эрмита – Чебышёва.  

Рассмотрим теперь другой тип аппроксима-
ций Эрмита – Чебышёва. Предположим, что сис-
тема 2 2

1( , , )ch ch
kf f ch2f  состоит из функций, 

представимых рядами Фурье по многочленам 
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 второго 

рода 
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          (0.3) 

с действительными коэффициентами, которые 
сходятся при всех [ 1,1].x   Если вместо рядов 

(0.1) взять ряды (0.3), то конструкции, аналогич-
ные предыдущим, приводят к линейным и  

нелинейным аппроксимациям Эрмита – Чебышё-
ва 2-го рода. Задача Эрмита – Паде для рядов 
(0.3) имеет вид: 

Задача .ch2A  Найти алгебраический много-

член 2 2
,( ) ( ; ),ch ch

m n mQ x Q x ch2f  2deg ,ch
mQ m  тожде-

ственно не равный нулю, и алгебраические мно-
гочлены 2 2

, ,( ) ( ; ),
j

ch ch
j n n mP x P x ch2f  ,j jn n m m    

чтобы для 1, ,j k   

2 2 2

1

( ) ( ) ( ) ( ).ch ch ch j
m j j l l

l n m

Q x f x P x b U x


  

      (0.4) 

Определение 0.3. Если пара 2 2( , ),ch ch
mQ P  где 

2 2 2
1( , , )ch ch ch

kP P P   является решением задачи 

,ch2A  то рациональные дроби 
2

2 2 2
, , 2

( )
( ) ( ; ) ( ; ) ,

( )j

ch
jch ch ch

j j n n m ch
m

P x
x x x

Q x
     ch2 ch2f f  

1, , ,j k   
будем называть линейными аппроксимациями 
Эрмита – Чебышёва 2-го рода для мультииндек-
са ( , )n m


 и системы .ch2f  

Определение 0.4. Нелинейными аппрокси-
мациями Эрмита – Чебышёва 2-го рода для 
мультииндекса ( , )n m


 и системы ch2f  назовём 

алгебраические рациональные дроби 
2

2 2 2
, , 2

ˆ ( )
ˆ ˆ ˆ( ) ( ; ) ( ; ) ,

ˆ ( )j

ch
jch ch ch

j j n n m ch
m

P x
x x x

Q x
     ch2 ch2f f  

где многочлены  
2 2

,
ˆ ˆ( ) ( ; ),ch ch

m n mQ x Q x ch2f  2 2
, ,

ˆ ˆ( ) ( ; )
j

ch ch
j n n mP x P x ch2f  

( ),j jn n m m    степени которых не превышают 

соответственно m и ,jn  подобраны так, что 
2

2

2
1

ˆ ( ) ˆ( ) ( ), 1, , .
ˆ ( )

ch
jch j

j l lch
l n mm

P x
f x b U x j k

Q x



  

     

В дальнейшем будем рассматривать только 
линейные аппроксимации Эрмита – Чебышёва, а 
основной темой исследований данной работы 
является нахождение условий на коэффициенты 
рядов (0.1) и (0.3), при которых линейные ап-
проксимации Эрмита – Чебышёва 1-го и 2-го 
определяются единственным образом. В случае 
единственности будем искать явный вид этих 
аппроксимаций. Доказательство основных тео-
рем работы существенно опирается на установ-
ленную в [10], [11] связь между линейными ап-
проксимациями Эрмита – Чебышева и тригоно-
метрическими аппроксимациями Эрмита – Паде 
системы функций, являющихся сумами соответ-
ствующих сходящихся тригонометрических ря-
дов. Отметим, что существование линейных ап-
проксимаций  

1( ; ),ch
j x ch1f  2 ( ; )ch

j x ch2f  ( 1, , )j k   
при 1k   доказывается также, как и в случае 

1k   (см. [5], [8]).  
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1 Тригонометрические аппроксимации 
Эрмита – Паде 

В этом разделе опишем ряд новых свойств 
тригонометрических аппроксимаций Эрмита –
Паде. Эти свойства будут  получены нами в виде 
следствий результатов работ [10], [11]. 

Пусть 1( ,..., )t t
kf ftf  – набор тригономет-

рических рядов 

 0

1

( ) cos sin , 1, , ,
2

j
t j j
j l l

l

a
f x a lx b lx j k





     (1.1) 

с действительными коэффициентами. Считаем, 
что ряды (1.1) сходятся при всех x  и каждый 

ряд определяет функцию ,t
jf  заданную на всей 

действительной прямой. Зафиксируем индекс 
1n   и мультииндекс 1( , , )km m m 


 и для 

системы tf  рассмотрим  тригонометрический 
аналог задачи Эрмита – Паде: 

Задача .tA  Для тригонометрических рядов 
(1.1) найти тождественно не равный нулю три-
гонометрический многочлен ,( ) ( ; ),t t

m n mQ x Q x tf  

deg t
mQ m  и такие тригонометрические много-

члены  

, ,( ) ( ; ),
j

t t
j n n mP x P x tf  deg ,t

j jP n  ,j jn n m m    

чтобы  
( ) ( ) ( )t t t

m j jQ x f x P x   

1

( cos sin ), 1, , .j j
l l

l n m

a lx b lx j k


  

        (1.2) 

Условиями (1.2) многочлены ,t
mQ  1 , ,t t

kP P  

находятся с точностью до числового множителя. 
Однако, их неединственность может быть и бо-
лее существенной (см. [10], [11]). 

Определение 1.1. Будем говорить, что за-
дача tA  имеет единственное решение, если это 
решение единственно с точностью до числового 
множителя, т. е. для любых двух решений 

( , )t t
mQ P  и ( , )t t

mQ P  задачи tA  существует чис-

ло ,  что  

( , ) ( , ).t t t t
m mQ P Q P    

Здесь 1: ( , , ),t t t
kP P P   1: ( , , ).t t t

kP P P      

Определение 1.2. Если пара ( , )t t
mQ P  явля-

ется решением задачи ,tA  то тригонометриче-
ские рациональные дроби 

, ,

( )
( ) ( ; ) ( ; ) , 1, ,

( )

t
jt t t

j j j n m t
m

P x
x x x j k

Q x
       t tf f  

будем называть тригонометрическими аппрок-
симациями Эрмита – Паде (совместными ап-
проксимациями Эрмита – Фурье) для мультиин-
декса ( , )n m


 и системы .tf  

В отличие от аппроксимаций Паде степен-
ного ряда тригонометрические аппроксимации 
Эрмита – Паде определяются, вообще говоря, не 

однозначно, в то время как задача tA  всегда 
имеет решение [10], [11]. В том случае, когда 
задача tA  имеет единственное решение, триго-
нометрические аппроксимации Эрмита – Паде 

 
1

( ; )
kt

j j
x


 tf  определяются однозначно. При 1k   

достаточное условие единственности решения 
задачи tA  получено в [5]. Для произвольного 

1k  необходимое и достаточное условие единст-

венности решения задачи tA  установлено в [10], 
[11]. Для его формулировки введём обозначения.  
 Запишем ряды (1.1) и многочлены 

( ), ( )t t
m jQ x P x  в комплексной форме:  

( ) ,t j ilx
j l

l

f x c e




                       (1.3) 

( ) , ( ) ,
j

j

nm
t ipx t j ipx
m p j p

p m p n

Q x u e P x v e
 

       (1.4) 

где  

0
0, , , , ,

2 2
1, , ; 1,

j j j
j j j j jl l

p p l l l

a a ib
u v c c c c

j k l




   

   

  

Тогда равенства (1.2) примут вид 

 
1

( ) ( ) ( )

, 1, , .

t t t
m j j

j ilx j ilx
l l

l n m

Q x f x P x

c e c e j k





  

 

     
 

Рассмотрим матрицы и определители, эле-
ментами которых являются коэффициенты три-
гонометрических рядов ( )t

jf x  системы .tf  Каж-

дому l  поставим в соответствие матрицы-
строки 

 1 1 1 1... .. ,.:j j j j j j j j
l l m l m l l l l m l mc c c c c cc         

1, , ,j k   а действительному числу x  – матри-

цу-строку  

 ( 1) ( 1)( ) : ... 1 ... .t imx i m x ix ix i m x imx
mE x e e e e e e      

Для заданного {1, , },j k   фиксированных ин-

декса 1n   и ненулевого мультииндекса 

1( , , )km m m 


 в предположении, что 0,jm   

определим матрицы порядка (2 1)jm m   

1

1

:

j j

j j

j

j
n m

j
n mj

j
n

F



 




 
 
 

  
 
 
 










 

1

1 2 1

1 1

,

j j j j j j

j j j j j j

j j j

j j j
n m m n m m n m m

j j j
n m m n m m n m m

j j j
n m n m n m

c c c

c c c

c c c
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1

2:

j

j

j j

j
n

j
nj

j
n m

F

 

 


 

 
 
 

  
 
 
 








 

1 2 1

2 3 2

1

.

j j j

j j j

j j j j j j

j j j
n m n m n m

j j j
n m n m n m

j j j
n m m n m m n m m

c c c

c c c

c c c

        

        

         

 
 

 
  

    
  

 

Введём в рассмотрение определитель по-
рядка 2 1m   

2 1 1 2

( , ; ) :

: det ( ) :
Tk t k

m

D n m x

F F F E x F F F     



     



 

1

1

: det .( )

k

t
m

k

F

F

E x

F

F









 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 





 

В случае, если 0,jm   считаем, что определи-

тель ( , ; )D n m x


 не содержит блок-матриц .jF  

Обозначим через  , ( )t
n mH tf  матрицу порядка 

2 (2 1),m m   полученную из элементов опреде-

лителя ( , ; )D n m x


 после удаления в нём ( 1)m  -

ой строки ( ).t
mE x  Если в определителе ( , ; )D n m x


 

строку ( )t
mE x  заменить на строку ,j

l  получим 

новый определитель ( , ).j
ld n m


  

Теорема 1.1 [10], [11]. Задача tA  всегда 
имеет решение. Для того, чтобы для фиксиро-
ванного  мультииндекса ( , ),n m


 (0, ,0)m  


 и 

системы tf  задача tA  имела единственное ре-
шение, необходимо и достаточно, чтобы 

, ( )t
n mH tf  была матрицей полного ранга, т. е. 

, ( ) 2 .t
n mrankH mtf  

 Если , ( ) 2 ,t
n mrankH mtf  то при определён-

ном выборе нормирующего множителя для ре-
шений задачи tA  справедливы представления: 
при 1, ,j k   

 ( ) ( , ; ),t
mQ x D n m x


                   (1.5) 

( ) ( , ) ,
j

j

n
t j ipx
j p

p n

P x d n m e


  
              (1.6) 

 
1

( ) ( ) ( )

( , ) ( , ) .

t t t
m j j

j ipx j ipx
p p

p n m

Q x f x P x

d n m e d n m e





  

 

        (1.7)  

Следствие 1.1. Если , ( )t
n mH tf  является 

матрицей полного ранга, то коэффициенты 
многочленов (1.5) и (1.6) являются действитель-
ными числами. 

Рассмотрим две системы 1 1
1( , , ),t t

kf f t1f  
2 2

1( , , )t t
kf f t2f  тригонометрических рядов, 

которые ассоциированы с системами (0.1) и (0.3): 

1 0

1

( ) cos ,
2

j
t j
j l

l

a
f x a lx





   

2

1

( ) sin .t j
j l

l

f x b lx




   

Следствие 1.2. Для системы t1f  формулы 
(1.5)–(1.7) принимают вид: 

0 0

( ; ) cos , ( ; ) cos ,
jn

t t j
m p j p

p

m

p

Q x u px P x v px
 

  t1 t1f f  

 
1

( ) cos ,t t t j
m j j p

p n m

Q f P x h px


  

    

где ,pu  ,j
pv  2 ( , )j j

p ph d n m


 – действительные 

числа. 
Следствие 1.3. Для системы t2f  формулы 

(1.5)–(1.7) принимают вид: 

0

( ; ) cos ,t
m p

p

m

Q x u px


 t2f               (1.8) 

0

( ; ) sin ,
jn

t j
j p

p

P x v px


 t2f                (1.9) 

 2

1

( ) sin ,t t t j
m j j p

p n m

Q f P x h px


  

        (1.10) 

где ,pu  ,j
pv  2 ( , )j j

p ph id n m
  – действительные числа. 

Доказательство следствия 1.3. Следствие 
1.1 доказано в [11], а следствие 1.2 доказывается 
аналогично следствию 1.3. 

Для системы t2f  получаем, что 0 0,c   

,
2
l

l

b
c i   ,l lc c    1,2,l    В этом случае 

блок-матрицы jF  этой системы имеют вид: 

1

1 1

,
j j j j j j

j j j

j j j
n m m n m m n m m

j

j j j
n m n m n m

c c c

F

c c c

      



    

 
 

     
  
 

 

1 2 1

1

.
j j j

j j j j j j

j j j
n m n m n m

j

j j j
n m m n m m n m m

c c c

F

c c c

     



      

    
 

     
     
 

 

Поэтому нетрудно убедится, что множители при 
степенях ipxe  и ipxe  в правой части равенства 
(1.5) совпадают, а в равенствах (1.6) и (1.7) 

( , ) ( , ), 1, 2, , 1, , .j j
p pd n m d n m p j k        

Отсюда следует справедливость равенств (1.8)–
(1.10). Заметим также, что Re{ ( , )} 0.j

pd n m 
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2 Единственность линейных аппрокси-
маций Эрмита – Чебышёва 

Основными результатами работы являются 
следующие теоремы. 

Теорема 2.1. Пусть для мультииндекса 
( , ),n m


 (0, ,0)m  


 матрица , ( )t
n mH t1f  имеет 

полный ранг, т. е. , ( ) 2 .t
n mrankH mt1f  Тогда  

 1) для системы t1f  решение задачи ch1A  
существует и единственно; 
 2) линейные аппроксимации Эрмита – Че-
бышева 1

1{ ( ; )}ch k
j jx  t1f  условиями (0.2) опреде-

ляются однозначно; 
 3) при соответствующей нормировке спра-
ведливы представления: 

 1( ; ) arccos ; ,ch t
m mQ x Q xt1 t1f f  

1( ; ) (arccos ; ),ch t
j jP x P xt1 t1f f  

 1 1 1

1

( ) 2 ( , ) ( ),ch ch ch j
m j j p p

p n m

Q f P x d n m T x


  

     

где многочлены , ( ; ),t
n mQ  t1f  ( ; )t

jP  t1f  определя-

ются равенствами (1.5), (1.6). 
Теорема 2.2. Пусть для мультииндекса 

( , ),n m


 (0, ,0)m  


 матрица , ( )t
n mH t2f  имеет 

полный ранг, т. е. , ( ) 2 .t
n mrankH mt2f  Тогда  

 1) для системы t2f  решение задачи ch2A  
существует и единственно; 
 2) линейные аппроксимации Эрмита –Чебы-
шева 2

1{ ( ; )}ch k
j jx  t2f  условиями (0.4) определя-

ются однозначно; 
 3) при соответствующей нормировке спра-
ведливы представления: 

  2 ( ; ) arccos ; ,ch t
m mQ x Q xt2 t2f f        (2.1) 

2

2

1
( ; ) (arccos ; ),

1

ch t
j jP x P x

x



t2 t2f f   (2.2) 

 2 2 2

1

( ) 2 ( , ) ( ),ch ch ch j
m j j p p

p n m

Q f P x id n m U x


  

   
(2.3) 

где многочлены , ( ; ),t
n mQ  t2f  2 ( ; )t

jP  t2f  определя-

ются равенствами (1.5), (1.6), а ( , )j
pid n m


 – дей-

ствительные числа. 
Доказательство теоремы 2.2. Теорема 2.1 

доказывается аналогично.  
Рассмотрим ассоциированную с системой 

2 2
1( , , )ch ch

kf f ch2f  систему тригонометриче-

ских функций 2 2
1( , , ).t t

kf f t2f  На отрезке 

[ 1,1]  справедливы тождества  

2 2 2(arccos ) 1 ( ), 1, , .t ch
j jf x x f x j k     

Поскольку матрица  , ( )t
n mH t2f  имеет полный 

ранг, то по теореме 1.1 для системы t2f  задача 
tA  имеет единственное решение. Согласно след-

ствию 1.3 в этом случае для тригонометрических 

многочленов Эрмита – Паде справедливы фор-
мулы (1.8)–(1.10). Заменим в равенствах (1.8)–
(1.10) x на arccos ,x  а затем разделим  равенства 

(1.9) и (1.10) на 21 .x  В результате получим 

 
0

arccos ; ( ),
n

t
m p p

p

Q x u T x


 t2f   

2
0

(arccos ; )
( ),

1

t n
j j

p p
p

P x
v U x

x 





t2f

  

2 2

2

1

(arccos ; )
(arccos ; ) ( )

1

( ),

t
jch ch

m j

j
p p

p n m

P x
Q x f x

x

nh U x


  

 


 

t2
t2

f
f


 

где 2 ( , )j j
p ph id n m

  – действительные числа. От-

сюда следует справедливость равенств (2.1)–
(2.3).                                                                          

Замечание. Теоремы 2.1 и 2.2 являются но-
выми и представляют самостоятельный интерес 
и в случае, когда 1.k   Так в работе [8] при 

1k   достаточные условия единственности ли-
нейных аппроксимаций Паде – Чебышёва 1-го 
рода получены только для верхней части табли-
цы Паде – Чебышёва (в условии предполагается, 
что 1).n m   Доказательство основного резуль-

тата в этой работе основано на описании струк-
туры ядра некоторых теплиц-плюс-ганкелевых 
матриц, элементами которых являются коэффи-
циенты ряда 1 ( ).chf x  В частности, в [8] установ-

лено, что для единственности линейной аппрок-
симации Паде – Чебышёва достаточно, чтобы 
соответствующая теплиц-плюс-ганкелева матри-
ца имела полный ранг. Отметим, что в отличии 
от матрицы , ( )t

n mH t1f  при 1,k   теплиц-плюс-

ганкелева матрица в [8], описывающая достаточ-
ные условия единственности, имеет существенно 
более сложную структуру. По этой причине 
сравнить (проверить эквивалентность!) доста-
точные условия в [8] и в теореме 2.1 при 1k   и 

1,n m   похожие своими формулировками, не 
представляется возможным. 

Отметим также, что для линейных аппрок-
симаций Паде – Чебышёва 2-го рода задача на-
хождения достаточных условий единственности 
до настоящего времени не исследовалась.  
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Введение  
В современном мире программные системы 

машинного зрения широко применяются в раз-
личных областях, включая компьютерное зрение, 
робототехнику, беспилотные автомобили и мно-
гое другое. Эти системы способны анализиро-
вать и интерпретировать изображения и видео, 
что позволяет компьютерам обрабатывать ин-
формацию, подобно тому, как это делает челове-
ческий глаз. Важным аспектом программных 
систем машинного зрения является способность 
обнаруживать и извлекать особенности изобра-
жений, такие как грани, углы и особые точки 
интереса [1]. 

В данной работе описывается разработка 
библиотеки детекторов углов для программной 
системы машинного зрения. Углы являются важ-
ными структурными элементами визуальных 
данных и нахождение их положения и характе-
ристик имеет большое значение для анализа изо-
бражений и определения геометрических свойств 
объектов [2]. Детектирование углов в программ-
ных системах машинного зрения позволяет 

обнаруживать пересечения линий, углы поворота 
объектов и другие ключевые особенности, что 
может быть важным в таких задачах как навига-
ция, распознавание объектов, отслеживание 
движущихся объектов и многое другое [3]. 

Целью является разработка эффективной 
библиотеки детекторов углов, которая позволит 
исследователям и разработчикам использовать 
их в своих приложениях для программных сис-
тем машинного зрения. Библиотека должна пре-
доставлять набор алгоритмов и методов для об-
наружения и извлечения углов на изображениях 
с высокой точностью и скоростью. При этом важ-
но учитывать различные условия освещения, шу-
мы, изменения масштаба и повороты объектов. 

 
1 Структура проекта 
Библиотека представляет собой три функ-

ции, каждая из которых реализует один из мето-
дов по нахождению ключевых точек: Harris [4], 
Shi – Tomasi и FAST. Функции принимают на 
входе путь к изображению и параметры, регули-
руемые пользователем. Из таких параметров 
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можно выделить количество точек для поиска, 
числовое значение порога для определения пик-
селя ключевой точкой, количество пикселей, 
среди которых находится локальная ключевая 
точка. 

Функционал: 
– поддержка всех современных форматов 

графических файлов, такие как: PNG, JPEG, 
BMP, TIFF, GIF и SVG; 

– подсчёт количества распознанных углов 
для каждого метода; 

– оценка скорости распознавания углов. 
Для реализации системы компьютерного 

зрения для детекторов углов было разработано 
приложение на языке программирование Python 
с применением импортированных библиотек 
OpenCV, Numpy, PIL, а также встроенных биб-
лиотек Math и Time. Данное приложение позво-
ляет найти ключевые точки на выбранном поль-
зователем изображении и отрегулировать неко-
торые параметры при их поиске. Приложение 
представляет собой функцию по вызову выбран-
ного метода на выбранное изображение, а также 
отчет для выбранного изображения в виде таб-
лицы. В таблице отображаются несколько пока-
зателей, характеризующих работу алгоритмов по 
нахождению особых точек для каждого метода. 

Приложение состоит из двух исходных 
файлов: первый – сама библиотека, второй – ин-
терфейс приложения. Также, имеется изображе-
ние, которое может применяться для тестирова-
ния программы. 

 
2 Описание основных модулей 
Метод Харриса. Функция по нахождению 

ключевых точек методом Харриса принимает 
несколько параметров: путь до изображения, 
размер блока окрестности, а также числовое зна-
чение порога для определения пикселя ключевой 
точкой. Порог принимает значения от нуля 
включительно до единицы не включительно. Чем 
меньше значение порога, тем больше углов будет 
найдено, при вводе нуля это значение будет мак-
симальным. 

Функция начинается с чтения изображения 
и преобразования его в черно-белую шкалу с 
помощью cv2; после этого оно преобразуется в 
изображение типа float32: 

 

def harris_corner(image, threshold, 
neighborhood): 
 start_time=time.time() 
 img=cv2.cvtColor(img,      
     cv2.COLOR_BGR2GRAY) 
 gray=np.float(gray) 

 

Также в самом начале вызывается функция 
time.time() и записывается ее текущее значение, 
чтобы получить время выполнения кода данной 
функции. Эта строка будет во всех последующих 
функциях. 

Далее вызывается функция cv2.cornerHarris. 
Новое индивидуальное значение порога равно 
threshold∙dst.max(), согласно нему находятся ко-
ординаты углов и их количество: 
 

dst=cv2.cornerHarris(gray.Neighborh
ood,3,0.04) 
corner_map=dst[dst> thresh-
old*dst.max()] 
number_of_points= 
 np.count_nonzero(corner_map) 

 

Функция cv2.cornerHarris принимает не-
сколько параметров: 

img – входное черно-белое изображение ти-
па float32; 

blockSize – размер окрестности, учитывае-
мой при обнаружении углов; 

ksize – используемый параметр апертуры 
производной Собеля; 

k – свободный параметр детектора Харриса. 
 

img[dst> threshold*dst.max()]= 
 [255,0,0] 
runtime=time.time()-start_time 
return img, number_of_points,   
 str(neighborhood), threshold,  
 round(runtime,2) 

 

Пиксели, определяемые как углы по алго-
ритму, помечаются красным цветом. 

Далее записывается время работы програм-
мы, которое равно разности текущего значения 
функции time.time() и ранее записанного ее зна-
чения. 

Функция возвращает: 
– изображение с обозначенными углами;  
– размер блока окрестности пикселя, в кото-

ром производится сравнение по контрастности;  
– порог для определения пикселя как клю-

чевой точки;  
– округленное до двух знаков после запятой 

время работы программы в секундах. 
Детектор Харриса инвариантен к поворо-

там, частично инвариантен к аффинным измене-
ниям интенсивности. К недостаткам можно отне-
сти чувствительность к шуму и зависимость де-
тектора от масштаба изображения. Для устране-
ния этого недостатка используют многомасштаб-
ный детектор Харриса: multi-scale Harris detector. 

Метод Ши – Томази. Функция по нахожде-
нию ключевых точек методом Shi – Tomasi при-
нимает несколько параметров: путь до изобра-
жения, желаемое количество точек для поиска, а 
также числовое значение порога для определения 
пикселя ключевой точкой.  

Порог принимает значения от нуля до еди-
ницы не включительно. Чем меньше значение 
порога, тем больше углов будет найдено.   

Функция начинается с чтения изображения 
и преобразование его в черно-белую шкалу с 
помощью cv2:  
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def shi_tomasi_corner(image,  
 threshold, number_of_points): 
 start_time=time.time() 
 img=cv2.imread(image) 
 gray= cv2.cvtColor(img, 
       cv2.COLOR_BGR2GRAY) 
 

После этого получается массив найденных 
углов также с помощью функции cv2.goodFea-
turesToTrack. Она принимает на вход несколько 
параметров: 

image – данное изображение в черно-белом 
формате; 

corners – максимальное количество углов 
для возврата. Если углов больше, чем найдено, 
возвращается самые контрастные из них; 

qualityLevel – параметр, характеризующий 
минимально допустимое качество углов изобра-
жения; 

minDistance – минимально возможное рас-
стояние между возвращенными углами в пикселях; 

mask – необязательный параметр для запол-
нения. Если изображение не пустое, он указыва-
ет область, в которой обнаруживаются углы; 

blockSize – размер блока для вычисления 
производной ковариационной матрицы по окру-
жению каждого пикселя; 

HarrisDetector – устанавливает использова-
ние метода Ши – Томази; 

k – свободный параметр детектора Harris. 
Далее с помощью цикла for на изображении 

рисуются точки в соответствии с полученными 
координатами ключевых точек. 
 

number_of_points=len(corners) 
runtime= time.time()-start_time 
return img, number_of_points,  
 str(neighborhood), threshold,    
 round(runtime,2) 
 

Функция возвращает изображение с обозна-
ченными углами; длину стороны окружения пик-
селя, в котором производится сравнение по кон-
трастности, которая является константой для 
этого метода и равна 3; порог, заданный пользо-
вателем ранее; округленное до двух знаков после 
запятой время работы программы в секундах. 

Метод FAST. Функция по нахождению 
ключевых точек методом FAST принимает на 
вход только путь до изображения. 

Функция начинается с чтения изображения 
с помощью cv2 и создания локального детектора 
углов:  

 

def FAST_corner(image): 
 start_time=time.time() 
 img=cv2.imread(imgage) 
 fast= 
  cv.FastFeatureDetector_create() 
 

С помощью созданного детектора находятся 
ключевые точки. Далее записываются параметры 

для возврата. Число углов равно длине кортежа 
ключевых точек, значение порога можно полу-
чить функцией getThreshold(), а значение окрест-
ности для пикселя – функцией getType(): 

 

Key_point=fast.detect(img, None) 
Threshold=fastThreshold() 
Neighborhood=fast.getType() 
Number_of_points=len(key_points) 

 

После этого на изображении помечаются 
найденные ключевые точки с помощью функции 
cv2.drawKeyPoints, которая принимает входное 
изображение, кортеж ключевых точек, выходное 
изображение и цвет для ключевых точек в фор-
мате RGB: 

 

img=cv2.drawKeypoints(img, 
    key_points,None,(250,0,0)) 
runtime= time.time()-start_time 
return img, number_of_points,    
 str(neighborhood),  
 threshold, round(runtime,2) 
 

Функция возвращает: 
– изображение с обозначенными углами;  
– значение окрестности пикселя, в котором 

производится сравнение по контрастности;  
– порог для определения пикселя как клю-

чевой точки;  
– округленное до двух знаков после запятой 

время работы программы в секундах. 
 

3 Тестирование алгоритмов 
Для тестирования алгоритмов было выбрано 

два графических изображения: первое изображе-
ние с шумами и невысоким контрастом (рисунок 
3.1, а) и второе изображение чёткое с высоким 
контрастом (рисунок 3.1, б). 

Результаты поиска углов методом Ши – То-
мази представлены на рисунке 3.2.  

Выходные данные по методу Ши – Томази 
для первого изображения: 

– время выполнения – 0,01 сек; 
– найденные ключевые точки – 204; 
– предел – 0,01; 
– окружение – 33 пикселей. 
Выходные данные по методу Ши – Томази 

для второго изображения: 
– время выполнения – 0,01 сек; 
– найденные ключевые точки – 311; 
– предел – 0,01; 
– окружение – 33 пикселей. 
Результаты поиска углов методом Харриса 

представлены на рисунке 3.3.  
Выходные данные по методу Харриса для 

первого изображения: 
– время выполнения – 0,03 сек; 
– найденные ключевые точки – 136; 
– предел – 0,01; 
– окружение – 44 пикселей. 
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а) графическое изображение 
невысокого контраста с шумами; 

 
 

б) графическое изображение высокого контраста без шумов 

 

Рисунок 3.1 – Входные изображения для апробации алгоритмов 
 

 
а) графическое изображение 

невысокого контраста с шумами 
 

б) графическое изображение высокого контраста без шумов 
 

Рисунок 3.2 – Результат поиска углов методом Ши – Томази 
 

 
а) графическое изображение 

невысокого контраста с шумами 
 

б) графическое изображение высокого контраста без шумов 
 

Рисунок 3.3 – Результат поиска углов методом Харриса 
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а) графическое изображение 

невысокого контраста с шумами  
б) графическое изображение высокого контраста без шумов 

 

Рисунок 3.4 – Результат поиска углов методом FAST 
 

Выходные данные по методу Харриса для 
второго изображения: 

– время выполнения – 0,02 сек; 
– найденные ключевые точки – 162; 
– предел – 0,01; 
– окружение – 44 пикселей. 

 Результаты поиска углов методом FАST 
представлены на рисунке 3.4. 

Выходные данные по методу FAST для пер-
вого изображения: 

– время выполнения – 0,03 сек; 
– найденные ключевые точки – 483; 
– предел – 10,0; 
– окружение – 22 пикселей. 
Выходные данные по методу FAST для вто-

рого изображения: 
– время выполнения – 0,02 сек; 
– найденные ключевые точки – 378; 
– предел – 10,0; 
– окружение – 22 пикселей. 

 
Заключение  
В результате проведенных исследований 

разработана система компьютерного зрения для 
детекторов углов. Система состоит из двух ис-
ходных файлов: библиотеки и интерфейса при-
ложения. В процессе разработки библиотеки бы-
ло уделено особое внимание оптимизации алго-
ритмов с целью достижения высокой производи-
тельности и эффективного использования вы-
числительных ресурсов. Реализация была прове-
дена с использованием современных программ-
ных инструментов и языков программирования, 
обеспечивая гибкость и легкость внедрения биб-
лиотеки в различные программные системы ма-
шинного зрения. 

Полученная библиотека является ценным 
инструментом для исследователей и разработчи-
ков в области программных систем машинного 
зрения. Она позволяет обнаруживать и извлекать 
углы изображений с высокой точностью и быст-
родействием, что может быть полезным для ши-
рокого спектра задач, включая навигацию, рас-
познавание объектов, трекинг движущихся объ-
ектов и многое другое. 
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WEB APPLICATION FOR RESEARCH OF THE INFLUENCE 
OF HYPERPARAMETERS ON THE PERFORMANCE OF MACHINE LEARNING 

ALGORITHMS IN EARLY DIAGNOSIS OF DISEASES 

E.V. Timoschenko, A.F. Razhkov 

Mogilev State A. Kuleshov University 
 

Аннотация. В статье представлена программная реализация web-приложения для исследования влияния гиперпара-
метров на эффективность алгоритмов машинного обучения при решении задач классификации биомедицинских 
данных и прогнозирования наличия заболеваний как продолжение предыдущих исследований по оптимизации гипер-
параметров алгоритмов машинного обучения для задач классификации биомедицинских данных. Web-приложение 
призвано облегчить процесс настройки моделей, предоставляя удобный инструмент для проведения экспериментов, 
позволяет загружать набор биомедицинских данных, выбирать алгоритм классификации и задавать значения для 
соответствующих гиперпараметров. Также оно может быть использовано в качестве инструмента поддержки принятия 
врачебного решения, обеспечивая более точную диагностику на основе анализа клинических данных пациентов. 
 
Ключевые слова: гиперпараметры, модель машинного обучения, алгоритмы классификации, оценка эффективности, 
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Введение  
В современной медицине накапливаются 

огромные объемы данных, содержащих ценную 
информацию о состоянии здоровья пациентов. 
При этом существует множество серьезных за-
болеваний, которые крайне важно идентифици-
ровать на ранних стадиях для своевременного 
назначения соответствующего лечения и повы-
шения шансов на благоприятный исход. Эффек-
тивная обработка и анализ биомедицинских дан-
ных играют ключевую роль в выявлении заболе-
ваний на начальных этапах их развития, когда 
симптомы могут быть не столь очевидными, но 

ранняя диагностика и терапия способны значи-
тельно улучшить прогноз для пациента.  

Методы машинного обучения находят ши-
рокое применение для решения задач прогнози-
рования и классификации в различных сферах, 
включая медицину. Одним из наиболее эффек-
тивных подходов машинного обучения для целей 
прогнозной аналитики в здравоохранении явля-
ется классификация, позволяющая на основе на-
бора признаков отнести пациента к одной из за-
ранее определенных категорий, таких как нали-
чие или отсутствие того или иного заболевания. 
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Однако эффективность алгоритмов машин-
ного обучения во многом зависит от правильного 
выбора гиперпараметров, определяющих пове-
дение модели. Гиперпараметры представляют 
собой параметры, значения которых задаются 
вручную перед обучением модели и не подлежат 
автоматической настройке в процессе оптимиза-
ции, однако они оказывают значительное влия-
ние на способность модели эффективно обоб-
щать данные и демонстрировать высокую точ-
ность прогнозирования. Подбор оптимальных 
значений гиперпараметров часто требует прове-
дения большого количества экспериментов и 
анализа полученных результатов. Ранее авторами 
проводились такие исследования, в результате 
которых были найдены алгоритмы машинного 
обучения, обладающие наивысшей производи-
тельностью, для некоторых наборов биомеди-
цинских данных [1], [2].  

В статье представлена программная реали-
зация web-приложения для исследования влия-
ния гиперпараметров на эффективность алго-
ритмов машинного обучения при решении задач 
классификации биомедицинских данных и про-
гнозирования наличия заболеваний. Такое при-
ложение призвано облегчить процесс настройки 
моделей, предоставляя удобный инструмент для 
проведения экспериментов. Web-приложение 
позволяет загружать набор биомедицинских 
данных, выбирать алгоритм классификации и 
задавать значения для соответствующих гипер-
параметров. Затем производится обучение моде-
лей с различными комбинациями гиперпарамет-
ров, и пользователь может оценить их влияние 
на точность прогнозов, анализируя значения 
метрик качества классификации, наиболее рас-
пространенной из которых является точность - 
доля правильно классифицированных объектов. 
Однако в случае несбалансированных наборов 
данных, когда один класс значительно превосхо-
дит по численности другие, точность становится 
неинформативной и даже вводящей в заблужде-
ние метрикой. Эта проблема особенно актуальна 
в задачах медицинской диагностики, где ошибки 
классификации могут иметь серьезные последст-
вия для здоровья пациентов. Например, при про-
гнозировании редких, но опасных для жизни за-
болеваний крайне важно минимизировать коли-
чество ложноотрицательных результатов, даже 
если это приведет к некоторому росту ложнопо-
ложительных. 
 

1 Анализ предметной области и поста-
новка задачи  

Согласно данным Всемирной организации 
здравоохранения, в число наиболее опасных и 
распространенных заболеваний, приводящих к 
высокому уровню смертности, входят сердечно-
сосудистые заболевания (17,9 миллиона случаев 
смерти в 2019 году) [3], рак молочной железы 

(685 000 случаев смерти в 2020 году) [4], сахар-
ный диабет (1,5 миллиона смертей в 2019 году) 
[5], хронические болезни почек (1,2 миллиона 
смертей в 2017 году) [6] и болезни печени (1,3 
миллиона смертей в 2017 году) [7]. Ранняя диаг-
ностика этих патологий крайне важна для свое-
временного начала лечения и повышения шансов 
на благоприятный исход. 

Повышение осведомленности населения о 
серьезных заболеваниях и мотивация людей из 
групп риска регулярно проходить профилактиче-
ские медицинские обследования имеют решаю-
щее значение для раннего выявления патологий. 
Ранняя диагностика не только повышает шансы 
на успешное лечение, но и позволяет существен-
но сэкономить время и финансовые ресурсы за 
счет более простых и экономически эффектив-
ных схем терапии на начальных стадиях болезни 
[8]. Одним из перспективных инструментов для 
достижения этих целей является разработка сис-
тем прогнозирования риска и вероятности нали-
чия заболеваний с использованием современных 
технологий машинного обучения [9]. 

Предлагаемое web-приложение, реализую-
щее подобную систему диагностического скри-
нинга, не ставит своей целью полностью заме-
нить врача-специалиста при постановке оконча-
тельного диагноза. Это было бы неоправданно, 
учитывая сложность и многофакторность боль-
шинства патологических процессов. Однако 
применение эффективных алгоритмов машинно-
го обучения и глубокого обучения для анализа 
медицинских данных пациентов позволяет с вы-
сокой точностью прогнозировать риски и веро-
ятности развития заболеваний. 

Таким образом, web-приложение выступает 
в роли системы поддержки принятия врачебных 
решений [10], предоставляя специалистам до-
полнительный инструмент для более ранней ди-
агностики и стратификации рисков. Для пациен-
тов же оно служит мотивацией для регулярного 
прохождения обследований, помогая своевре-
менно выявить возможные проблемы со здоровь-
ем на доклинической стадии. 
 

2 Методы и технологии разработки  
Для разработки web-приложения был ис-

пользован стек технологий, включающий Python, 
Scikit-Learn и Streamlit. Python был выбран в ка-
честве языка программирования, поскольку он 
предоставляет богатый инструментарий для эф-
фективного решения задач машинного обучения. 

Библиотека Scikit-Learn является одним из 
наиболее популярных и мощных инструментов в 
экосистеме Python для создания моделей машин-
ного обучения. Она предоставляет широкий 
спектр алгоритмов для классификации, регрес-
сии, кластеризации и других задач, а также инст-
рументы для предобработки данных, отбора 
признаков, кросс-валидации и оценки 
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 производительности моделей. В рамках данного 
проекта Scikit-Learn использовалась для реализа-
ции различных алгоритмов классификации. Биб-
лиотека позволяет легко настраивать гиперпара-
метры этих алгоритмов и обучать модели на за-
груженных пользователем наборах данных. 

Фреймворк Streamlit был использован для 
разработки web-интерфейса в качестве инстру-
мента создания интерактивных web-приложений 
на Python. Он обеспечивает кэширование вычис-
лений, что позволяет ускорить работу приложе-
ния и повысить его отзывчивость. 
 

3 Архитектура web-приложения 
Web-приложение было разработано с ис-

пользованием модульного подхода (рисунок 3.1), 
разделяя функциональность на отдельные ком-
поненты. Основные модули включают: 

Модуль загрузки данных отвечает за загруз-
ку и предобработку наборов данных, предостав-
ляемых пользователем. 

Модуль алгоритмов классификации предос-
тавляет широкий спектр алгоритмов классифи-
кации, что дает пользователям возможность гиб-
ко выбирать и применять оптимальный алгоритм 
для задачи классификации. 

Модуль оценки производительности вычис-
ляет метрики качества для обученных моделей, 
такие как точность (accuracy), точность (preci-
sion), полнота (recall), F1-мера (F1-score), средне-
квадратичная ошибка (Mean Squared Error, MSE). 

Модуль интерфейса разработан с использо-
ванием Streamlit и предоставляет интуитивно 
понятный пользовательский интерфейс для 
взаимодействия с приложением. 

Web-приложение спроектировано на основе 
клиент-серверной архитектуры (рисунок 3.2). 
Приложение используется для построения и раз-
вертывания моделей машинного обучения на web-
сервере. Это позволяет пользователям взаимодей-
ствовать с моделями машинного обучения в ре-
жиме реального времени через web-интерфейс.

 

 
Рисунок 3.1 – Модульный подход 
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Рисунок 3.2 – Архитектура web-приложения 

 
Такая архитектура обеспечивает модуль-

ность и масштабируемость приложения, позво-
ляя легко добавлять новые алгоритмы классифи-
кации или метрики оценки производительности в 
дальнейшем. 

Выбранный стек технологий Python, Scikit-
Learn и Streamlit обеспечивает гибкость в по-
строении и обучении моделей машинного обуче-
ния, а также делает их доступными через интуи-
тивный web-интерфейс, облегчая исследование 
влияния гиперпараметров на эффективность ал-
горитмов классификации. 
 

4 Интерфейс web-приложения  
Интерфейс разработанного web-приложения 

соответствует правилам проектирования взаимо-
действия человека с компьютером [11] для удоб-
ства конечного пользователя. Интерфейс являет-
ся интуитивно понятным, ориентированным 
преимущественно на пользователей со средним 
уровнем опыта заполнения форм с данными в 
интернете. Дизайн приложения также реализован 
согласно основным правилам проектирования 
взаимодействия человека с компьютером, поэто-
му были выбраны оптимальные размер и цвет 
шрифта, размер и цвет основных функциональ-
ных кнопок, размер текстовых полей для ввода 
данных, выравнивание их содержимого, цвет 
фона. Используется простой и хорошо организо-
ванный вывод информации, где боковая часть 
интерфейса предназначена для выбора набора 
данных, алгоритма и его гиперпараметров, а ос-
новная часть интерфейса используется для выво-
да набора данных, метрик выбранной модели 
машинного обучения и ввода данных пациента 

(рисунок 4.1). В каждом поле ввода предусмот-
рены возможные значения для выбора, а также 
проверка правильности ввода, чтобы пользовате-
ли не смогли отправить неверную информацию. 

Для того, чтобы начать работу с приложе-
нием, пользователю нужно сперва выполнить 
следующие действия на боковой панели главной 
страницы web-приложения: выбрать/загрузить 
набор данных, выбрать алгоритм и его гиперпа-
раметры (рисунок 4.2). 

Разработанное web-приложение, представ-
ляющее собой систему прогнозной аналитики на 
основе моделей машинного обучения, позволяет 
пользователям загружать собственные наборы 
данных, где каждая строка соответствует отдель-
ному объекту, описанному набором атрибутов. 
После загрузки данных осуществляется выбор 
алгоритма машинного обучения и настройка его 
гиперпараметров. Обучение моделей машинного 
обучения происходит на 80% загруженного на-
бора данных, в то время как оставшиеся 20% 
используются для оценки точности предсказа-
ний. По завершении обучения пользователь по-
лучает основные метрики качества модели, такие 
как точность (accuracy), точность (precision), 
полнота (recall), F1-мера (F1-score), среднеквад-
ратичная ошибка (Mean Squared Error, MSE). 
Кроме того, пользователь может ввести атрибу-
ты нового объекта, и приложение предоставит 
прогноз целевой переменной для этого объекта. 
Для валидации точности прогнозирования были 
использованы наборы данных по сердечно-
сосудистым заболеваниям, раку молочной желе-
зы, диабету, хронической болезни почек, заболе-
ваниям печени. 
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Приложение совершит обучение выбранной 
модели и отобразит результаты оценки в виде 
метрик (рисунки 4.3, 4.4). 

Для диагностики пациента необходимо вве-
сти его данные в форму (рисунок 4.5), после чего 
будет представлена вероятность наличия заболе-
вания (рисунок 4.6). 

 

 
 

Рисунок 4.1 – Главная страница web-приложения 
 

 
 

Рисунок 4.2 – Выбор алгоритма машинного обучения, набора данных, гиперпараметров 
 



Е.В. Тимощенко, А.Ф. Ражков 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (62), 2025 118 

 

 
 

Рисунок 4.3 – Вывод набора данных 
 

 
 

Рисунок 4.4 – Вывод метрик выбранной модели 
 

 
 

Рисунок 4.5 – Ввод данных пациента 
 

 
 

Рисунок 4.6 – Вывод статуса пациента 
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Заключение 
Приложение может найти применение в 

различных сферах, предоставляя ценные инст-
рументы как для исследователей, так и для прак-
тикующих специалистов. Для студентов и иссле-
дователей приложение послужит платформой 
для изучения влияния гиперпараметров на про-
изводительность алгоритмов машинного обуче-
ния. Оно позволит проводить эксперименты с 
различными моделями на реальных наборах дан-
ных, способствуя глубокому пониманию прин-
ципов работы алгоритмов машинного обучения 
[12]. Для врачей и медицинских работников при-
ложение выступает в качестве системы поддерж-
ки принятия врачебных решений. Оно предос-
тавляет дополнительный инструмент для более 
точной диагностики заболеваний, анализируя 
клинические данные пациентов [13]. Таким обра-
зом, приложение имеет широкий спектр примене-
ния, позволяя как развивать научные исследова-
ния, так и улучшать практику здравоохранения. 

В дальнейшем планируется расширение 
функциональности web-приложения за счет вне-
дрения гибридных нейросетевых моделей, до-
полнительных метрик оценки производительно-
сти моделей, а также возможности визуализации 
и интерпретации результатов прогнозирования. 
Кроме того, будет рассмотрена возможность ин-
теграции web-приложения с медицинскими ин-
формационными системами для более эффектив-
ного использования в клинической практике. 
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Body Text, Conclusion and Literature. The title of 
the paper must be concise. It describes the main idea 
of your research. 

In the Introduction the author gives a brief re-
view of literature, his grounds and specific objec-
tives, he describes links with scientific and practical 
branches. All background information such as refer-
ence to the papers of others authors and some 
previous publications (including foreign ones) in the 
field of investigation is necessary. 

The main part should contain description of the 
techniques used and objects of investigation within a 
large scientific framework. This part may be divided 
into subsection (with explanatory headings). It provides 

the readers with the analysis of the publications on 
the problem described in these subsections. 

Formulas, figures and tables should be sequen-
tially numbered in the framework of the section, for 
example: (1.1), (2.3), figure 1.1, table 2.1. The author 
should number only the formulas with appropriate 
references. The formula number is placed on the right 
side of the page and the formula itself is centred. 

Figures and tables should be put into a contex-
tual framework. The size of figures and charts does 
not exceed 10х15 cm. Halftone photos should be 
glossy and contrast. Do not repeat extensively in the 
text the data you have presented in tables and figures. 

Each table should have the heading, in which 
units of measure describe the values under consid-
eration. All measurements and data should be given 
in SI units, or if SI units do not exist, in an interna-
tional accepted unit. The authors are advised to 
avoid abbreviations except for generally accepted 
ones (i. e., etc.). Define all abbreviations the first 
time they are used. 

In the Conclusion the received data are de-
scribed in concise form. The novelty of these results, 
advantages and possibility of practical use are pre-
sented. 

Publications cited in the text should be pre-
sented in a list of references following the text of the 
manuscript. References should be given in their 
original spelling, numbered in the order they appear 
in the text and contain full bibliography. Please, do 
not cite unpublished papers. The numbers of refer-
ences are sited in square brackets (e. g. [1], [2]). 

The paper should be signed by all authors. 
The following documents should be attached to 

the article: 
– covering letter of the organization in which 

the work was done with a request for publication; 
– information about the authors; 
– expert opinion on the possibility of publish-

ing an article in the press; 
– treaty on the transfer of the copyright (two 

copies). 
The authors should provide the following in-

formation on a separate sheet: surname, first name, 
patronymic, science degree, rank and correct postal 
address for correspondence, organization or com-
pany name and position, title, research field, home 
or office phone numbers, and e-mail address. 

Then the paper is sent to the Editorial Board to 
be reviewed. The Editorial Office informs the au-
thors of paper denial and the reviewer's conclusion 
without returning the manuscript. A request to revise 
the manuscript does not imply that the paper is ac-
cepted for publication since it will be re-reviewed 
and considered by the Editorial Board. The authors 
of the rejected paper have the right to apply for its 
reconsideration. 

The Editorial Board has the right to edit the 
manuscript and abridge it without misrepresenting 
the paper contents. 
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Papers not meeting the above requirements are 
denied and returned to the authors. The date of re-
ceipt of the final version by the Editorial Office is 
considered as the submission date. 

Authors are responsible for the submission of 
their publication because submission is a representa-
tion that the paper has not been previously published 
and is not currently under consideration for publica-
tion elsewhere. The Editorial Board charters top-
priority for postgraduate students (postgraduate 
course, persons working for doctor's degree, com-
petitors for scientific degree) during the current year 

of the completion of a course. Publication of the 
paper is free of charge. 

Samples of the preparation of an article, infor-
mation about the authors, expert opinion and the text 
of the treaty on the transfer of the copyright are 
placed on the site http://pfmt.gsu.by. 

The journal «Problems of Physics, Mathemat-
ics and Technics» is included in the mass media 
catalogue of the Republic of Belarus. Index: 01395 
(for personal subscribers), 013952 (for enterprises 
and organizations). 
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