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INFLUENCE OF DEPOSITION CONDITIONS ON THE STRUCTURE 

AND MECHANICAL PROPERTIES OF a-C COATINGS 

Jingjie Wang1, D.G. Pilipstov1, A.V. Rogachev1,  
A.S. Rudenkov1, K.A. Sakhovsky1, S.Yu. Chepkasov2 
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Аннотация. Методом импульсного катодно-дугового испарения сформированы аморфные углеродные покрытия.  
Определены зависимость скорости осаждения, фазового состава, шероховатости RMS, механических свойств покрытий 
от ориентации подложки по отношению к потоку углеродной плазмы. Показано, что параметры осаждения и свойства 
покрытий немонотонно изменяются при увеличении угла падения потока на подложку. На основании данных атомно-
силовой микроскопии установлена зависимость шероховатости RMS покрытий от угла падения потока. Наиболее  
высокое содержание sp3-фазы, твердость и модуль упругости достигаются при угле падения 15°. 
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Abstract. Amorphous carbon coatings were formed by the pulsed cathode-arc evaporation method. The dependences of the 
deposition rate of the phase composition, RMS roughness , and mechanical properties of the coatings on the orientation of the 
substrate relative to the carbon plasma flow were determined. It was shown that the deposition parameters and coating  
properties change non-monotonically with increasing angle of incidence of the flow on the substrate. The аnalysis of the AFM 
data showed the dependence of the RMS roughness of the coatings on the angle of incidence of the flow. The highest content of 
the sp3-phase, hardness, and elastic modulus are achieved at an angle of incidence of 15°. 
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Введение 
В последнее время методы вакуумного оса-

ждения углеродных покрытий находят широкое 
применение в промышленности. Способность 
атомов углерода образовывать связи с различ-
ным типом гибридизации определяет многообра-
зие углеродных покрытий, структура которых 
изменяется в широком диапазоне: от монокри-
сталлических алмазных до аморфных. Свойства 
таких покрытий зависят от их фазового состава, 
в частности, от отношения количества атомов с 
различными типами гибридизации связей, упо-
рядоченности и размера Csp2 и Csp3 кластеров. 
Так, твердость аморфных углеродных (a-C) по-
крытий обусловлена высоким содержанием sp3 
гибридизированных атомов углерода, а низкие 

значения коэффициента трения достигаются при 
высокой концентрации графитовой sp2-фазы. 
Структурно-фазовый состав таких покрытий оп-
ределяется условиями осаждения, энергетиче-
скими режимами работы испарителя, а также 
условиями конденсации и роста покрытий на 
подложке [1], [2]. Геометрические параметры 
осаждения, такие как расстояние «катод-
подложка», угол падения ионного потока оказы-
вают существенное влияние на плотность потока 
углеродной плазмы, степень ионизации и энер-
гию ионов углерода, изменение которых обу-
словлено протеканием в потоке столкновений, 
что в итоге сказывается на значении скорости 
роста покрытий, параметрах процессов структу-
рообразования. Известно [3], [4], что плотность 
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плазменного потока (особенно импульсного) и 
распределение ионов по энергиям определяются 
его адиабатическим расширением в вакууме и 
электрическим взаимодействием ионов в потоке, 
что приводит к изменению плотности ионов уг-
лерода в потоке, а также изменению их энерге-
тического спектра в промежутке между источни-
ком ионов и подложкой. Изменение плотности 
потока, конденсирующегося на подложке, опре-
деляет скорость роста покрытий. Также сниже-
ние энергии ионов углерода уменьшает вероят-
ность образования центров зародышей sp3-фазы, 
что и определяет изменение фазового состава. 

Учет данных особенностей роста покрытий, 
определение изменений их структуры при раз-
личных геометрических параметрах осаждения 
важны при формировании покрытий равной тол-
щины на поверхности сложной формы, что имеет 
важное практическое значение. При этом следует 
учитывать, что, как показано в [5], структура 
углеродных слоев, а также их механические 
свойства существенно зависят от толщины угле-
родных покрытий и обеспечение их одинаковой 
толщины слоя является необходимым для дос-
тижения однородных свойств по всей поверхно-
сти покрытия.  

Основной целью работы является определе-
ние закономерностей влияния пространственной 
ориентации подложки на скорость роста покры-
тий, их фазовый состав, шероховатость, механи-
ческие свойства.   

 
1 Оборудование и методы исследования 
Для осаждения a-C покрытий использовался 

импульсный вакуумно-дуговой метод (рисунок 
1.1). Вакуумная камера откачивалась до остаточ-
ного давления 5.7×10-3 Па. Покрытия осаждались 
при температуре 23° С на кремниевые подложки 
с ориентацией (111), предварительно подвергну-
тые очистке в течение 15 минут потоком ионов 
аргона, генерируемого ионным источником типа 
«АИДА» (напряжение разряда 100 В и плотность 
тока 25 А/м2). Осаждение из импульсных пото-
ков углеродной плазмы проходило при началь-
ном напряжении импульсного дугового разряда 
300 В, частоте следования импульсов разряда 
5 Гц и различных углах падения ионного потока 
на подложку, отмеряемых между осью потока 
ионов углерода и нормалью к поверхности под-
ложки и составляющих 0°, 15°, 45° и 75°. Угол 
падения менялся путем поворота подложки от-
носительно направления распространения потока 
ионов. Расстояние катод-подложка составляло 
300 мм. 

Определение фазового состава и свойств 
проводилось для покрытий одинаковой толщи-
ны, которая достигалось изменением количества 
импульсов разряда (от 1000 до 3000).  

 
 
 

 

 
1 – анод; 2 ,3, 5, 6 – электроды поджига,  

4 – керамический изолятор, 
7 – графитовый катод, 8 – подложка 

 

Рисунок 1.1 – Экспериментальная схема 
осаждения а-С покрытий при различных углах 

падения ионного потока 
 

Структура покрытий изучалась методом 
спектроскопии комбинационного рассеяния све-
та с использованием КР микроскопа Senterra 
(Bruker, США). Спектры комбинационного рас-
сеяния света возбуждали лазерным излучением с 
длиной волны 532 нм и мощностью 20 мВт в 
диапазоне волновых чисел от 1000 до 2000 см-1. 

Морфологию поверхности покрытий опре-
деляли методом атомно-силовой микроскопии 
(АСМ) в режимах измерения топографии и фазо-
вого контраста участка поверхности, разме-
ром 4×4 мкм2 с применением прибора Solver-
PRO P47 (NT-MDT, РФ). При измерениях ис-
пользовался динамический полуконтактный ме-
тод. В результате последующей математической 
обработки трехмерного изображения рельефа 
определялась среднеквадратичная (RMS) шеро-
ховатость покрытий. 

Исследование механических свойств покры-
тий проводили методом индентирования в режи-
ме динамического механического анализа («На-
ноСкан 4D», ФГБНУ «ТИСНУМ», г. Троицк, РФ). 
В качестве индентора использовали алмазную 
трехгранную пирамиду типа Берковича с углом 
между осью пирамиды и гранью равным 65,3º. 
Перед началом измерений проводилась калиб-
ровка податливости системы и формы индентора 
на эталонном образце (плавленый кварц) с из-
вестным модулем упругости и твердостью. При 
этом типичная амплитуда колебаний составила 
порядка нескольких нанометров при максималь-
ной нагрузке 40 мН. Измерение проводили при 
глубине индентирования, не превышающей 
20 ± 3 нм. Полученные кривые анализировали в 
рамках модели Оливера – Фарра [6], что позво-
ляет получить всю необходимую информацию о 
твердости и упругости исследуемых покрытий 
[7], [8]. С целью обеспечения метрологической 
достоверности значений измеренных параметров 
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на каждом образце покрытий проводилось по 15 
измерений при идентичных условиях нагруже-
ния, затем результаты усреднялись. 

 
2 Результаты исследований и их анализ 
На начальном этапе определена зависи-

мость изменения толщины покрытий от угла па-
дения потока на поверхность (рисунок 2.1), на 
основании которой получена зависимость скоро-
сти осаждения покрытий от угла падения потока 
углеродной плазмы. Скорость роста покрытий 
определялась как изменение толщины покрытия 
за один импульс, и, в зависимости от угла паде-
ния потока, изменялась от 0,03 нм/имп до  
0,09 нм/имп. Установленная скорость роста по-
крытий позволила оптимизировать количество 
разрядных импульсов и время осаждения покры-
тий, что позволило получить покрытия одинако-
вой толщины. За счет увеличения количества 
импульсов с увеличением угла были осаждены 
покрытия со средней толщиной 91 ± 1 нм. 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Зависимость толщины покрытий 
a-C от угла падения потока 

 
Как видно из данных, приведенных на ри-

сунке 2.1, с ростом угла до 45° толщина покры-
тий незначительно изменяется, что может быть 
объяснено относительно невысокой ориентацией 
частиц в потоке за счет присутствия в нем доста-
точно высокой концентрации диффузионно рас-
сеянных ионов. При достижении угла 75° тол-
щина покрытий и скорость роста существенно 
снижается, что объясняется распределением в 
потоке ионов углерода, снижением его плотно-
сти, а также отражением ионов от поверхности. 
Установление скорости осаждения покрытий, 
определяемое как отношение толщины покрытия 
к количеству импульсов разряда, позволило оп-
ределить количество импульсов разряда, при 
которых формируются покрытия одинаковой 
толщины, независимо от угла падения потока. В 
зависимости от угла падения потока, количество 
импульсов изменялось от 1000 до 3000.  

На рисунке 2.2 представлены спектры ком-
бинационного рассеяния покрытий, осажденных 

при разных углах падения потока. На всех 
спектрах КРС наблюдается широкий ассимет-
ричный пик, расположенный в диапазоне 1000–
1900 см-1. Спектры были представлены двумя 
функциями Гаусса с центром при 1565 см-1 (пик 
G) и с центром при 1360 см-1 (пик D).   

 

 
 

Рисунок 2.2 – Спектры КРС покрытий a-C, 
осажденных при различных углах падения 

потока 
 

Пик D проявляется в спектре КРC углерод-
ных покрытий за счет колебаний sp2 связей ато-
мов углерода в ароматическом кольце, а пик G 
обусловлен растяжением пар атомов углерода в 
кольце и линейной цепи [9]–[11]. Отношение 
интенсивности пика D к интенсивности пика G 
(ID / IG) и положение пика G отражают изменение 
отношения sp3 / sp2 атомов углерода в а-C по-
крытиях. Как правило, рост отношения sp3 / sp2 в 
покрытиях приводит к уменьшению отношения 
ID / IG и смещению положения пика G в область 
более низких волновых чисел в спектрах комби-
национного рассеяния [9], [12].  

Результаты математической обработки 
спектров КРС представлены на рисунке 2.3.  

Видно (рисунок 2.3, а), что, при увеличении 
угла падения потока от 0º до 15º, значения отно-
шения ID / IG уменьшаются, при этом положение 
пика G смещается в область более низких волно-
вых чисел, что указывает на увеличение отноше-
ния sp3 / sp2 в покрытиях а-C. Однако при после-
дующем увеличении угла падения потока значе-
ния отношения ID / IG возрастает, а положение 
пика G смещается в область более высоких вол-
новых чисел, что свидетельствует об уменьше-
нии отношения sp3 / sp2 атомов углерода в по-
крытиях а-С с увеличением угла падения потока. 
Стоит отметить, что покрытие а-С, осажденное 
при угле падения потока 15º, демонстрирует ми-
нимальные значения отношения ID / IG и положе-
ния пика G, что указывает на максимальное со-
держание в покрытии sp3 гибридизированных 
атомов углерода.  
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а) положение пика G и отношение ID / IG б) ширина пика G 
 

Рисунок 2.3 – Параметры спектра КРС покрытий a-C, осажденных при различных углах падения потока 
  

Значения ширины пика G (рисунок 2.3, б) 
связаны с размерами кластеров Csp2, а также со 
структурными нарушениями, например степенью 
структурного беспорядка, вызванной искажени-
ем угла связи и длины связи [10]. Видно (рису-
нок 2.3, б), что ширина G пика сначала увеличи-
вается, а затем уменьшается по мере увеличения 
угла падения потока углеродной плазмы. Шири-
на пика G также достигает максимума при угле 
падения 15, что свидетельствует о том, что по-
крытие а-C, осажденное при данном угле, харак-
теризуется самым высоким значением отношения 
sp3 / sp2 среди осажденных покрытий, что согласу-
ется с выводом, полученным в результате анализа 
отношения ID / IG и смещения положения пика G.  

Известно, что механизм роста твердых ал-
мазоподобных покрытий подчиняется субплан-
тационной модели роста [13], [14] и зависит от 
энергии конденсирующихся на поверхности 
подложки ионов углерода. При этом известно, 
что оптимальной энергией ионов в потоке плаз-
мы, при которой происходит образование Csp3 

связей в покрытии, является 60–80 эВ. В рамках 
данной модели адсорбирующиеся на поверхно-
сти подложки ионы углерода, в случае достаточ-
но высокой их энергии, проникают в приповерх-
ностный слой подложки на несколько атомных 
слоев и, в результате термодрейфа, образуют 
увеличение локальной плотности в приповерх-
ностном слое подложки. Формируемые в резуль-
тате этого флуктуации плотности являются цен-
трами роста углеродных кластеров с преимуще-
ственным sp3 типом гибридизации углеродных 
связей. При более высокой энергии адсорби-
рующихся ионов наблюдается графитизация по-
крытия a-C, что определяется ростом локальной 
температуры, протеканием процессов, связанных 
с релаксационным отжигом растущего слоя, что 
активирует формирование более термодинамиче-
ски устойчивой фазы, а именно графита (sp2 фазы). 

При нормальном угле падения ионы угле-
рода бомбардируют поверхность роста, при этом 

их энергия достаточна для субплантации  
в поверхность подложки. Тем не менее, при нор-
мальном осаждении локальная температура дос-
тигает высоких значений, что приводит к незна-
чительному увеличению количества атомов с sp3 
гибридизированными связями в покрытии. При 
увеличении угла падения до 15 часть энергии 
ионов рассеивается при упругом взаимодействии 
с подложкой, что приводит к снижению энергии 
ионов и, как следствие этого, уменьшению влия-
ния релаксационного отжига на начальных ста-
диях роста покрытий [15]–[17].  

На рисунке 2.4 приведены результаты ис-
следований, полученные методом атомно-сило-
вой микроскопии в режиме топографии. Данный 
режим позволяет оценить изменение поверхно-
стной морфологии покрытий и их рельеф. 

Как видно из данных, приведённых на ри-
сунке 2.4, с ростом угла падения потока размер 
макрочастиц уменьшается, также снижается и 
перепад высот, указывающий на уменьшение 
размера таких частиц. При больших углах на 
поверхности наблюдаются единичные частицы с 
размером, не превышающим 100 нм. Также стоит 
отметить, что поверхность всех покрытий, неза-
висимо от угла падения потока, характеризуется 
достаточно высокой степенью однородности. 
Макрочастицы, которые генерируются в потоке 
под действием импульсного разряда, как прави-
ло, движутся прямолинейно, не обладают заря-
дом и, соответственно, электрическое поле не 
оказывает влияние на траекторию их движения. 
Увеличение угла падения может снизить вероят-
ность столкновения и закрепления макрочастиц на 
поверхности роста и впоследствии уменьшить их 
количество на поверхности покрытия. 

На рисунке 2.5 приведены результаты обра-
ботки данных атомно-силовой микроскопии, ха-
рактеризующие изменение поверхностной шеро-
ховатости RMS покрытий, осажденных из им-
пульсных потоков углеродной плазмы при раз-
личных углах падения потока. 
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                    а) 0º                                      б) 15º                                    в) 45º                                   г) 75º 
  

Рисунок 2.4 – АСМ изображения поверхности покрытий а-С,  
осажденных при различных углах падения потока 

 

 
 

Рисунок 2.5 – Значение поверхностной 
шероховатости RMS покрытий, осажденных при 

различных углах падения потока  
 

 
 

Рисунок 2.6 – Твердость и модуль упругости 
покрытий а-С, осажденных при различных углах 

падения потока 
 

Установлена зависимость шероховатости 
RMS покрытий как функции угла падения потока 
(рисунок 2.5). Шероховатость RMS растет с рос-
том угла падения потока до 15º, а при превыше-
нии его значительно снижается. Покрытия а-С, 
осажденные при угле падения потока 75º, обла-
дают гладкой поверхностью с низкой шерохова-
тостью порядка 8 нм. Полученный результат ука-
зывает на возможность получения покрытий с 
низкой шероховатостью и минимальным содер-
жанием на поверхности макрочастиц путем  

выбора больших (более 45º) углов между направ-
лением падения потока и плоскостью подложки.  

Методом наноиндентирования определена 
твердость покрытий а-С, осажденных из им-
пульсных потоков углеродной плазмы при раз-
личной пространственной ориентации подложки 
(рисунок 2.6).  

Определение фазового состава и свойств 
проводилось для покрытий одинаковой толщи-
ны, которая достигалось изменением количества 
импульсов разряда (от 1000 до 3000).  

Видно, что изменения твердости и модуля 
упругости покрытий а-С, осажденных при раз-
личных углах падения потока, коррелируют с 
изменением структурно-фазового состава покры-
тий. Однако следует отметить, что твердость 
покрытий а-С, осажденных при углах падения 
потока 0° и 15°, практически не отличается. Это 
указывает на то, что влияние остаточных напря-
жений, носящих характер сжатия и определяю-
щих твердость покрытия, не однозначно зависит 
от содержания атомов углерода в состоянии с sp3 
гибридизированными связями. 

Заметим, что бомбардировка растущей по-
верхности покрытия ионами углерода, падаю-
щими нормально к поверхности, приводит к об-
разованию и росту дефектов радиационно-повре-
жденного типа, что стимулирует рост в покры-
тии напряжений сжатия. При нормальном паде-
нии ионов на подложку все ионы взаимодейст-
вуют с подложкой, что приводит к увеличению 
активных центров и росту напряжений сжатия. С 
ростом угла падения потока вероятность адсорб-
ции и имплантации ионов в подложку и расту-
щее покрытие снижается, что приводит к умень-
шению флуктуаций плотности и уменьшает об-
разование сжимающих напряжений.  

Изменение твердости покрытий зависит от 
плотности покрытий, содержания sp3 фазы, а 
также размера Сsp2 кластеров. Также на сниже-
ние твердости покрытия оказывает влияние под-
ложка (в области малых толщин покрытий).  
С уменьшением толщины покрытия влияние 
подложки на полученные результаты усиливает-
ся, что, наряду с изменением фазового состава, 
приводит к более низким значениям твердости. 
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Заключение 
Установлены зависимости скорости осаж-

дения фазового состава, шероховатости, механи-
ческих свойств углеродных покрытий, получен-
ных из импульсной катодной плазмы, от ориен-
тации подложки по отношению к потоку угле-
родной плазмы. Показано, что при увеличении 
угла падения потока на подложку, параметры 
осаждения и свойства покрытий изменяются не-
монотонно. Наиболее высокое содержание sp3 
фазы, твердость и модуль упругости достигаются 
при угле падения 15°. Шероховатость RMS дос-
тигает минимальных значений при высоких уг-
лах падения. 
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покрытий, содержащих мелкодисперсные порошки оксида титана (углерода) и наноразмерный порошок графена. 
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Введение 
Современные защитные покрытия должны 

соответствовать нескольким общим требовани-
ям: они обязаны быть экологически чистыми, 
долговечными, удобными для нанесения и легко 
поддаваться как сухой, так и влажной уборке. 
Защитные покрытия обязаны обладать хорошей 
адгезией к поверхности и быть стойкими к кор-
розии, механическим повреждениям и воздейст-
вию ультрафиолетового излучения. Кроме того, 
ко многим видам покрытий предъявляются спе-
циальные требования, такие как повышенная 
износостойкость, стойкость к растрескиванию, 
ударопрочность и они должны обладать стойко-
стью к воздействию морского тумана и темпера-
турным колебаниям.  

В последнее время композитные покрытия 
стали неотъемлемой частью инновационного 
прогресса, открывая новые возможности по срав-
нению с традиционными защитными материала-
ми. Благодаря сочетанию уникальных свойств 
разных компонентов, можно создавать защитные 
покрытия для различных поверхностей, выде-
ляющихся высокими эксплуатационными харак-
теристиками при относительно небольшой стои-
мости. 

Одним из прогрессивных и быстроразви-
вающихся методов получения композиционных 
покрытий с заданными свойствами является 
золь-гель метод. Использование композицион-
ных наноструктурированных золь-гель покры-
тий, в отличие от существующих аналогов, позво-
ляет объединить лучшие свойства стекловидной 
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матрицы и мелкодисперсного наполнителя для 
придания получаемым материалам улучшенных 
физико-химических и прочностных характери-
стик по сравнению с существующими аналогами 
защитных покрытий [1]–[3]. 

В работе представлена методика формиро-
вания и свойства композиционных золь-гель по-
крытий на основе кремнийорганической матри-
цы, содержащей армирующие порошки оксида 
титана или углерода, модифицированные нано-
размерным порошком графена.  

 
1 Синтез материалов 
Для получения композиционных покрытий 

с хорошей пластичностью и адгезией к металлам 
необходимо использовать гибридные составы, в 
которых совместно с традиционными тетраэти-
лортосиликатом (ТЭОС) (≥ 99,0% (GC), 
Si (C2H5O)4, производства Sigma-Aldrich, Герма-
ния) будет использоваться метилтриэтоксисилан 
(МТЭС) (≥ 99%, CH3Si (OC2H5)3 производства 
Sigma-Aldrich, Германия).  

Золь готовят следующим образом: смеши-
вают необходимое количество метилтриэтокси-
силана и тетраэтилортосиликата, полученную 
смесь заливают изопропиловым спиртом 
(≥ 99,5%, C3H7OH производства EMPLURA, Гер-
мания) и перемешивают. После смешивания в 
эту смесь добавляют раствор азотной кислоты 
(HNO3) в демонизированной воде (H2O) и пере-
мешивают. Массовое соотношение исходных 
компонентов составило МТЭС : ТЭОС : 
C3H7OH : H2O : HNO3 = 2:1:2:0,75:0,02. 

Для полного созревания раствора его необ-
ходимо выдержать при комнатной температуре в 
течение 2–3 дней. 

Мелкодисперсные порошки оксида титана и 
углерода вводят в виде массовой навески при 
интенсивном перемешивании к свежеприготов-
ленным растворам в концентрациях от 20–
30 масс.%. Наноразмерный порошок графена 
вводят в виде массовой навески к уже переме-
шанным композиционным растворам в концен-
трациях от 0,1–0,5 масс.%.  

Растворы наносят с помощью краскопульта 
на прямоугольные подложки (размером 10×5 см) 
и кружки (диаметром 3 см) из алюминиевого 
сплава 1105АМ, вырезанные из плоских листов 
толщиной 1,5 мм, поставляемые компанией «Пи-
лотПро» (Россия). Раствор распыляют по всей 
поверхности равномерным слоем в 2–3 захода 
для обеспечения визуальной сплошности и одно-
родности.  

На завершающем этапе термическая обра-
ботка приводит к завершению реакций разложе-
ния промежуточных продуктов гидролиза и пол-
ному удалению остатков растворителя и органи-
ческих веществ. Процесс сушки начинается на 
поверхности покрытия. Образующаяся сверху 
плотная пленка препятствует свободному отводу 

паров растворителя, находящихся в нижележа-
щих слоях. Это увеличивает время сушки и 
ухудшает качество пленки. Поэтому сушку про-
водят поэтапно: в начальный период (при интен-
сивном испарении растворителя) при температу-
ре (60–100)° С в течение 20–30 минут (скорость 
нагрева ≈ 5° С в минуту), затем при температуре 
(200–250)° С в течение 30–60 минут (скорость 
нагрева ≈ 10° С в минуту). Скорость отверждения 
покрытий зависит от типа пленкообразующего 
раствора и толщины покрытия [1], [2]. Список 
полученных образцов представлен в таблице 1.1. 
 

Таблица 1.1 – Составы полученных компо-
зиционных золь-гель покрытий, содержащих 
мелкодисперсные порошки и графен. 

 

Содержание, г 
Образец

Золь SiO2 TiO2 Углерод Графен 
S1 70 30 – 0,1 
S2 70 30 – 0,2 
S3 70 30 – 0,5 
S4 70 – 30 0,1 
S5 70 – 30 0,2 
S6 70 – 30 0,5 

 
2 Исследование адгезии и толщины полу-

ченных композиционных покрытий 
Так как композиционные золь-гель покры-

тия сформированы на подложках из алюминия и 
по толщине близки к значениям лакокрасочных 
материалов, контроль толщины проводили с ис-
пользованием толщиномера СЕM dt-156, кото-
рый предназначен для неразрушающего измере-
ния толщины покрытий. 

Результаты исследования толщины полу-
ченных композиционных покрытий представле-
ны в таблице 2.1. 
 

Таблица 2.1 – Результаты определния тол-
щины композитных покрытий 

 

Образец
Толщина, 

мкм 
Внешний вид покрытия 

S1 17,6 ± 0,5

S2 18,3 ± 0,5

S3 16,9 ± 0,5

Белый с небольшим глянцем

S4 31,7 ± 0,5

S5 29,5 ± 0,5

S6 32,2 ± 0,5

Матовый черный 
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Толщина полученных композиционных по-
крытий варьируется от 17 мкм до 32 мкм и зави-
сит типа наполнителя. Большей толщиной обла-
дают покрытия с углеродом, в среднем их тол-
щина составляет ≈ 31 мкм, это связано с более 
повышенной вязкостью раствора, что позволяет 
формировать более толстые слои. Композицион-
ные покрытия с оксидом титана имеют толщину 
17–18 мкм, это связано с малым размером частиц 
(около 0,2–0,8 мкм) и его плотной упаковкой при 
распылении на подложку. Добавка наноразмерно-
го порошка графена не оказывает влияния на 
толщину из-за его незначительной концентрации. 

Проведение адгезионных испытаний позво-
ляет установить степень прочности соединения 
покрытия с подложкой. В работе исследование 
адгезии проводили согласно ГОСТ 31149-2014 
методом решетчатого надреза [4].  

Результаты испытания показывают, что все 
покрытия, содержащие порошки, имеют самый 
высокий класс адгезии согласно ISO 2409:2013 – 
Класс 0 (края надрезов полностью гладкие;  

сегменты решетки не отслоились). Стоит отме-
тить, что увеличение концентрации наноразмер-
ного порошка углерода не влияет на адгезионные 
свойства композиционных золь-гель покрытий.  
 

3 Определение морфологии поверхности 
полученных композиционных покрытий 

На рисунке 3.1 представлены СЭМ-
изображения поверхности образцов алюминия с 
покрытием, полученных с помощью сканирую-
щего электронного микроскопа JSM 6510LV 
(JEOL, Япония). 

На полученных СЭМ-изображениях поверх-
ности образцов хорошо видны графеновые нано-
пластинки (средний размер которых 150–200 нм), 
сформировавшиеся из наноразмерного порошка 
графена, размер которых увеличивается с увели-
чением концентрации графена (500–700 нм для 
образца S3). Эти данные подтверждают хорошее 
распределение графена в кремниевой золь-гель 
матрице на основе оксида кремния с наполните-
лем в виде оксида титана [5].  

 

S1 

  

S2 

 
  

S3 

  
 

Рисунок 3.1 – СЭМ-изображения образцов с покрытием 
(слева: ×10 000; справа: ×30 000): S1, S2 и S3 составы покрытий из таблицы 1.1 
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4 Исследование механических и эксплуа-
тационных характеристик получаемых ком-
позиционных покрытий 

4.1 Исследование гидрофобных свойств. 
Гидрофобными являются материалы и по-

крытия, угол смачивания которых водой и вод-
ными растворами превышает 90°. Гидрофоб-
ность – свойство, которое определяется не 
столько характеристиками материала в целом, 
сколько свойствами и структурой приповерхно-
стного слоя толщиной в несколько десятков на-
нометров. Возможность восстановления гидро-
фобности является уникальной характеристикой 
кремнийорганических эластомеров. Именно эта 
характеристика обеспечивает им преимущество в 
условиях сильных загрязнений по сравнению с 
другими защитными материалами. Анализ гид-
рофобных свойств (краевого угла смачивания) 
поверхности полученных композиционных по-
крытий проводили с использованием анализато-
ра краевого угла смачивания OCA-50 
(Dataphysics, Германия). Результаты исследова-
ния представлены в таблице 4.1. 
 

Таблица 4.1 – Измеренные значения краево-
го угла смачивания 

 

Образец Краевой угол 
смачивания, o 

S0 (пластина  
алюминия) 

96,43 ± 0,71 

S1 102,1 ± 0,27 
S2 106,60 ± 0,66 
S3 121,27 ± 1,12 
S4 99,1 ± 0,54 
S5 104,34 ± 0,65 
S6 111,5 ± 0,82 

 
Значение краевого угла смачивания для 

чистой алюминиевой подложки составляет 96. 
Нанесение композиционных золь-гель покрытий 
позволяет повысить краевой угол смачивания до 
121 для покрытий с оксидом титана и до 111 
для покрытий, содержащих углерод. Это связано 
с наличием Si – CH3 группы и увеличением кон-
центрации наноразмерного порошка графена. 
Покрытия с наполнителем в виде оксида титана 
имеют больший угол смачивания по сравнению с 
покрытиями, содержащими углерод.  

4.2 Исследование твердости и ударопроч-
ности. 

В лакокрасочной промышленности стан-
дартным методом определения прочности по-
крытия является метод царапанья карандашом. 
При испытаниях используют твердомер «Кон-
станта-ТК» (ООО НТЦ «Эксперт», Москва) на-
бор карандашей с различной твердостью. Высту-
пающая часть грифеля карандаша имеет длину 
примерно 6 мм. Последний имеет цилиндриче-
скую форму, а его кончик сточен тонкой  

абразивной бумагой. Угол нажима на поверх-
ность – 45°, надавливают на поверхность покры-
тия с нагрузкой (750±10) г. Твердость покрытия 
соответствует твердости карандаша, который 
еще не повреждает покрытие. Карандаши имеют 
твердость в диапазоне от 6В до 9Н, где твердость 
покрытия соответствует максимальной твердости 
карандаша, который не повреждает покрытие [6].  

Основной из характеристик, определяющих 
срок эксплуатации и стойкость покрытия при 
деформации вместе с подложкой, является проч-
ность покрытий при ударе. Любое покрытие за 
период всего срока эксплуатации изделия, вклю-
чая процесс транспортировки и монтажа и кон-
чая его эксплуатацией в различных климатиче-
ских условиях окружающей среды, испытывает 
динамические и статические нагрузки, среди 
которых удар, изгиб, вибрация. 

Для исследования ударопрочности исполь-
зуется прибор Удар-Тестер (ООО «Градиент-
Техно», Москва) согласно условиям, описанным 
в ГОСТ 4765-73 [7]. Методика измерения проч-
ности покрытий при ударе заключается в нане-
сении с определенной высоты ударного воздей-
ствия по покрытию бойком с наконечником сфе-
рической формы с диаметром 8 мм и тарирован-
ной массой величиной 1 кг.  

Результаты исследования твердости и уда-
ропрочности полученных покрытий представле-
ны в таблице 4.2  

 
Таблица 4.2 – Результаты исследования 

твёрдости и ударопрочности 
 

Образец Твёрдость 
Результат испытания на 

ударопрочность 

S1 
6H незначительные  

растрескивания 
S2 6H нет видимых дефектов 
S3 7H нет видимых дефектов 

S4 
4H незначительные  

растрескивания 

S5 
5H незначительные  

растрескивания 
S6 5H нет видимых дефектов 

 
Увеличение содержания графена в обоих 

типах покрытий с 0,1 масс.% до 0,5 масс.% по-
зволяет повысить их твердость и, как следствие, 
увеличивают их устойчивость к царапинам бла-
годаря наличию жестких армирующих наноча-
стиц графена внутри матрицы. С увеличением 
концентрации графена повышается твердость 
покрытий: для покрытий с оксидом титана с 6H 
(при концентрациях графена 0,1–0,2 масс.%) до 
7H (при концентрациях графена 0,5 масс.%), для 
покрытий с наполнителем из оксида титана с 4H 
(при концентрациях графена 0,1 масс.%) до 7H 
(при концентрациях графена 0,2–0,5 масс.%). 
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Результаты испытания ударопрочности по-
казывают, что образцы с большим содержанием 
графена не имеют видимых повреждений и тре-
щин после испытания. Таким образов, увеличе-
ние концентрации графена в матрице позволяет 
улучшить ударопрочность получаемых защит-
ных покрытий. 

4.3 Исследование стойкости к истиранию. 
Еще одним важным параметром при иссле-

довании защитных покрытий является его стой-
кость к истиранию. В работе стойкость к истира-
нию определялась методом истирания резино-
вым наконечником, изготовленным из пищевой 
резины средней плотности (П-С), через батисто-
вую прокладку при нагрузке на наконечник 200 г. 
При проведении испытаний образцы поочередно 
помещают в установку для трения, где происхо-
дит воздействие на них 10000 циклов непрерыв-
ного истирания. После извлечения образцов про-
водят визуальную оценку их внешнего вида и 
целостности исследуемого покрытия. По резуль-
татам испытаний установлено, что полученные 
покрытия не имеют следов износа на своей по-
верхности т.е. обладают высокой механической 
стойкостью к истиранию (более 10000 циклов). 

4.4 Исследование влагостойкости и стой-
кости к воздействию солевого тумана. 

Влага играет значимую роль в процессе 
разрушения поверхности защитных покрытий, 
применяемых в тропическом климате. Покрытия 
вне помещений подвержены влиянию влаги из-за 
росы, осадков в виде дождя, воздействия солево-
го тумана и т. д.  

Исследования влагостойкости проводят с 
помощью «погружного» теста в воду на 5 суток, 
после чего образцы извлекают и сушат на возду-
хе. После высыхания оценивается внешний вид 
защитных покрытий. По результатам испытания 
можно сделать вывод, что вода не оказывает 
влияния на полученные образцы, которые не из-
менили своего внешнего вида. 

Проведено тестирование устойчивости по-
крытий к водным аэрозолям (солевой туман) со-
гласно ГОСТ Р 52763-2007 [8]. Методика тести-
рования представляет собой распыление концен-
трированного раствора хлорида натрия (5%, либо 
морской воды) в специальном изолированном 
боксе, куда помещен образец. Непрерывное или 
периодическое агрессивное воздействие на обра-
зец обеспечивается за счет взаимодействия соля-
ного раствора с сжатым воздухом в форсунке, 
где образуется туман. Чем выше способность 
сопротивляться разъеданию, тем дольше образец 
может находиться в заданных условиях без сле-
дов коррозионного эффекта. Такие тесты позво-
ляют имитировать ускоренный процесс старения 
объекта. Условия испытания можно варьировать, 
меняя длительность воздействия тумана и/или 
его температуру.  

Во время испытания полученные образцы 
помещают в камеру с солевым туманом на 48 
часов при температуре 27±2 С. После извлече-
ния проводят оценку внешнего вида защитных 
покрытий на предмет появления дефектов, сле-
дов коррозии или отслоения. Все полученные 
покрытия отлично показали себя при проведении 
испытания (не имеют следов коррозии, отслое-
ний или дефектов). 

4.5 Испытание на стойкость к термоцик-
лированию. 

На завершающем этапе исследования экс-
плуатационных характеристик получаемые по-
крытия проверили на стойкость к резким темпе-
ратурным перепадам.  

Термоциклирование проводится последова-
тельно: изначально образцы размещают в камере 
холода, а после выдержки при пониженной тем-
пературе их переносят в камеру тепла. В каждой 
из этих камер заранее установлена требуемая 
температура. Одним из важных моментов при 
проведении испытаний является то, что время 
переноса из одной камеры в другую должно быть 
минимально. Для испытания применяют две от-
дельные камеры. В одной образцы выдерживают 
при низкой температуре, в другой – при высокой.  

Методика испытания заключается в сле-
дующем: образцы помещают в первую камеру с 
температурой минус (35 ± 3)° С и выдерживают 
там при данной температуре в течение 3 часов. 
Затем резко извлекают и помещают во вторую 
камеру, предварительно разогретую до темпера-
туры плюс (100 ± 5)° С, и выдерживают в тече-
ние 3 часов. Затем снова переносят образцы в 
первую камеру, и повторяют испытания.  

По завершении испытания проводят внеш-
ний осмотр образцов, и повторно проводят ис-
следование механических характеристик: адге-
зии, твердости и ударопрочности.  

Установлено, что воздействие влаги и тем-
пературных колебаний не изменяет механиче-
ские характеристик полученных покрытий. 

 
Заключение 
Толщина полученных композиционных по-

крытий варьируется от 17 мкм до 32 мкм и зави-
сит от типа наполнителя, при этом добавка в ма-
лых концентрациях наноразмерного порошка 
графена не оказывает влияния на толщину по-
крытий. 

Результаты испытания на адгезию показы-
вают, что все покрытия, содержащие порошки, 
имеют самый высокий класс адгезии согласно 
ISO 2409:2013 – Класс 0 (края надрезов полно-
стью гладкие; сегменты решетки не отслоились).  

Анализ СЭМ-изображений поверхности об-
разцов подтверждает хорошую дисперсность 
графена в кремниевой золь-гель матрице с на-
полнителем в виде оксида титана. Установлено, 
что на поверхности образуются графеновые 
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нанопластинки, средний размер которых увели-
чивается с повышением концентрации частиц 
наноразмерного графена в исходном растворе. 

Увеличение концентрации наноразмерного 
порошка графена в обоих типах покрытий с  
0,1 масс.% до 0,5 масс.% позволяет повысить их 
твердость до 7Н и, как следствие, увеличивать их 
устойчивость к царапинам благодаря наличию 
жестких армирующих наночастиц графена внут-
ри матрицы, а также улучшает гидрофобные 
свойства, позволяя повысить краевой угол сма-
чивания до 121° для покрытий с оксидом титана 
и до 111° для покрытий, содержащих углерод.  

Результаты испытания на ударопрочность 
показывают, что образцы с большим содержани-
ем наночастиц графена улучшают ударопроч-
ность получаемых защитных покрытий. 

Полученные покрытия прошли испытания 
на влагостойкость с помощью «погружного» тес-
та в воду на 5 суток и испытания устойчивости 
покрытий в солевом тумане в течении 48 часов 
при температуре 27 ± 2° С без изменения своих 
механических характеристик. 

Установлено, что все полученные покрытия 
обладают термоустойчивостью от минус 
(35 ± 3)° С до плюс (100 ± 5)° С, что дает воз-
можность использовать их не только в условиях 
тропического климата, но и в более агрессивных 
средах. 

Основываясь на результатах исследования 
можно сделать вывод, что присутствие нанораз-
мерного графена в матрице улучшает гидрофоб-
ные, механические и эксплуатационные свойства 
полученных защитных композиционных золь-
гель покрытий. 
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Вьетнамской академии наук и технологий (про-
ект QTBY01.08/23-24) и государственной про-
граммы научных исследований Республики Бела-
русь «Материаловедение, новые материалы и 
технологии» задания 4.1.1 и 4.1.6. 
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Введение 
После изобретения лазера была предложена 

достаточно реалистическая модель, описываю-
щая такое узконаправленное световое излучение, 
как гауссов световой пучок, у которого амплиту-
да убывает по гауссову закону при удалении от 
оптической оси Z пучка. Интенсивность такого 
пучка в поперечном сечении аппроксимируется 
колоколообразной поверхностью. Простейший 
круговой гауссов пучок образует на экране све-
товое пятно, которое не имеет резких границ и 
обладает  круговой симметрией. Для астигмати-
ческого пучка Гаусса световое пятно в попереч-
ном сечении пучка имеет уже эллипсовидную 
форму. Такие астигматические пучки могут ге-
нерироваться лазерами с астигматическими ре-
зонаторами или, например, возникать после про-
хождения кругового гауссова пучка через астиг-
матическую оптическую систему, в простейшем 
случае, цилиндрическую линзу. 

Скалярные гауссовы световые пучки в на-
стоящее время  детально изучены, как теорети-
чески, так и экспериментально [1]–[9]. В статьях 
[10]–[14] был предложен общий формализм для 
описания векторных параксиальных световых 

пучков с однородной и неоднородной поляриза-
цией. В работах [1]–[6] обсуждались различные 
аспекты теории гауссовых световых пучков.  

В настоящей работе мы будем изучать де-
картовы векторные пучки Гаусса с однородной и  
неоднородной поляризацией, их векторные по-
ляризационные и энергетические свойства. Сна-
чала в разделе 1 излагается общий формализм 
для описания поляризационных и энергетиче-
ских характеристик векторных декартовых ас-
тигматических пучков с однородной поляриза-
цией. Затем, в разделе 2, этот формализм приме-
няется для исследования поляризационных и 
энергетических характеристик векторных ТМ 
пучков Гаусса с простым астигматизмом. В раз-
деле 3 проведено графическое моделирование 
поляризационных свойств, интенсивности и по-
перечных потоков энергии. Выполнен анализ 
полученных результатов, который подтвердил и 
проиллюстрировал аналитические расчеты. 

 
1 Параксиальные векторные астигматиче-

ские световые пучки с однородной поляризацией 
Одно из возможных простых решений пара-

болического уравнения  
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( 2 ) 0xx yy zik f       
можно записать в виде [1]–[3] ,f G  где 
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 – гауссиан с про-

стым астигматизмом, включающий два ком-
плексных параметра пучка xq  и ,yq  

, , ,x y ox oyq z q   oxq  и oyq  – два свободных ком-

плексных параметра: , , , .ox oy ox oy ox oyq q iq    

Астигматический гауссиан G описывает 
скалярные пучки Гаусса. Для векторных гауссо-
вых световых пучков с простым астигматизмом 
и однородной поляризацией поперечную часть 
вектора E  электрического поля световой волны 
возьмем в форме ;G E e  где нормированный 

2(| | 1) e  вектор поляризации [11]–[13] 

x y .x y    e e e  Тогда полные векторы элек-

тромагнитного поля гауссовых световых пучков 
с простым астигматизмом и однородной поляри-
зацией имеют вид: 
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Геометрические характеристики эллипса поляри-
зации электрического вектора светового пучка 
задаются комплексным параметром [11] 
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 При этом азимут 

главной оси эллипса поляризации относительно 
оси OX равен ,  а эллиптичность th .    

Запишем энергетические характеристики га-
уссовых пучков с однородной поляризацией. Для 
параксиальных пучков плотность энергии поля w 
и продольная плотность потока энергии zS  соответ-

ственно равны [11]: 
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Пятно интенсивности в поперечном сечении 
пучка имеет эллипсовидную форму, которая ме-
няет свою форму и размеры при изменении рас-
стояния z. Эллипс пятна превращается в окруж-
ность при двух значениях расстояния 

0 0 0 0 0 0

1,2
0 0

.
x y y x x y x y

y x

q q q q q q q q
z

q q

        


 
 

Общая плотность потока энергии ,z zS  S e S  

причем поперечный поток можно, согласно [8]–
[9], разделить на орбитальный oS  и спиновый sS   

потоки энергии ,o s  S S S  где  
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Целесообразно для дальнейших расчетов ввести 

[15] вектор .
f

f
a  Тогда плотность попереч-

ного потока энергии однородно поляризованных 
астигматических гауссовых световых пучков 
можно представить в простой форме [15]  
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Поперечный поток можно, как и для гауссовых 
мод с однородной поляризацией, разделить на 
орбитальный oS  и спиновый sS  потоки энергии. 

Вычисляя, находим, что  
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Здесь параметр эллиптичности световой волны 
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 Сопоставим эти характери-

стики со свойствами стигматических (круговых) 
гауссовых пучков, для которых, как известно [1], 
достаточно одного комплексного параметра пуч-
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и, переходя к стигматическим пучкам, получаем  
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Видим отличия от стигматического случая: 1) cпи-
новые и орбитальные потоки энергии гауссового 
астигматического пучка имеют и радиальную, и 
азимутальную компоненты; 2) для стигматических 
пучков направления потоков энергии oS  и sS

 
ор-

тогональны, для астигматических гауссовых – нет. 
Проводилось графическое моделирование 

эллипсов поляризации, интенсивности и попе-
речных потоков энергии векторных световых 
гауссовых пучков с простым астигматизмом и с 
однородной поляризацией по сечению. С целью 
некоторого упрощения и обобщения был осуще-
ствлен переход к безразмерным переменным и 
параметрам. Пусть 0x  и 2

0 0 / 2z kx  – характер-

ные размеры в поперечном и продольном на-
правлениях пучка соответственно. Переходы к 
безразмерным переменным и параметрам выпол-
нены по формулам 0{ / ,x x x   0/ ,y y x  

2
0 0 / 2,z kx   0/ ,z z z  , , 0/ , 2}.x y x yq q z k   
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                       а)                                                   б)                                      в)                                      г) 

Рисунок 1.1 – Интенсивность I и линии поперечных потоков энергии однородно поляризованных  
векторных астигматических гауссовых пучков с простым астигматизмом: а) интенсивность I; б) линии 
общего S  потока энергии; в) линии спинового sS  потока энергии; г) линии орбитального oS потока 

энергии. Свободные безразмерные параметры: 0;z   0 1,0;xq   0 1,0;yq   0 1;xq   0 6;yq   th 2 1   

 

             
                        а)                                                   б)                                     в)                                      г) 

Рисунок 1.2 – Интенсивность I и линии поперечных потоков энергии однородно поляризованных 
векторных астигматических гауссовых пучков с простым астигматизмом: а) интенсивность I; б) линии 
общего S  потока энергии; в) линии спинового sS  потока энергии; г) линии орбитального oS потока 

энергии. Свободные безразмерные параметры: 0;z   0 1,0;xq   0 1,0;yq   0 1;xq   0 6;yq   th 2 1    

 

           
                       а)                                                     б)                                      в)                                      г) 

Рисунок 1.3 – Интенсивность I и линии поперечных потоков энергии однородно поляризованных 
векторных астигматических гауссовых пучков с простым астигматизмом: а) интенсивность I; б) линии 
общего S  потока энергии; в) линии спинового sS  потока энергии; г) линии орбитального oS  потока 

энергии. Свободные безразмерные параметры: 3;z    0 1,0;xq   0 0,3;yq   0 1;xq   0 6;yq   th 2 1    
 

Если имеем линейную поляризацию по все-
му сечению пучка, тогда спиновый поток энер-
гии строго равен нулю и поперечный поток энер-
гии является полностью орбитальным. Для на-
глядности поэтому мы везде выбирали правую и 
левую циркулярную поляризацию, чтобы спино-
вый поток энергии был максимальным. Картина 
интенсивности в поперечном сечении пучка с 
однородной циркулярной поляризацией пред-
ставляет собой пятно эллиптической формы (ри-
сунки 1.1–1.3). Отношение полуосей эллипса 
интенсивности зависит от коэффициента 

0 0/y xq q   и расстояния z. Линии орбитального oS
 

потока энергии параллельны оси OX, кроме об-

ласти вблизи оси OX. Линии спинового sS  пото-

ка энергии повторяют форму пятна интенсивно-
сти. Линии общего S потока энергии представ-

ляют собой сплюснутые вихри. Их симметрия – 
2 .z  Симметрия картин спинового и орбитального 

потоков энергии, а также эллипса интенсивности 
более высокая – 2 .z x ym m  При изменении правой 

циркулярной поляризации на левую картины 
интенсивности и орбитального потока не меня-
ются, а направления вращения спиновых потоков 
энергии изменяются на противоположные (рису-
нок 1.2). 
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2 Векторные пучки с простым астигма-
тизмом и неоднородной поляризацией по се-
чению (ТМ-моды) 

Начнем с векторов поля гауссовых ТМ-мод 
с простым астигматизмом. Для параксиальных 

пучков: ;Z

i
f i f
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где f – некоторое решение параболического 
уравнения

  
В качестве f для гауссовых ТМ мод 
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характеристики определяются параметром [12]  
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Азимут эллипсов поляризации световой волны 
,  а ее эллиптичность th .    Энергетиче-

ские характеристики параксиального светового 
пучка: плотность энергии светового поля 
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Поперечный поток можно [8]–[9], как и для гаус-
совых мод с однородной поляризацией, разде-
лить на орбитальный oS  и спиновый sS  потоки 

энергии. Вычисляя, находим, что 
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После некоторых преобразований получаем в  
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2

*

1
Im

8

2 Im

s
x y

y y

y x

c G

n q q

x y xy
xy

k q q

 
     

  
         

x x

S

e e ee
 

Плотность орбитального потока энергии 
 o zS Re S b  формально такая же, как для од-

нородной поляризации, т. е. 
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Отличие состоит в плотности продольного пото-
ка энергии .zS  

Обсудим теперь ограничения, налагаемые 
на компоненты , ,ox oyq  чтобы гауссиан обладал 

квадратичной интегрируемостью (КИ). Для гаус-
совых пучков с простым астигматизмом выделим 
явно действительные и мнимые части комплекс-
ных параметров пучка (1/ ,1/ ).x yq q  В итоге 
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Амплитудная часть гауссиана G, зависящая 

только от (x, y): 2 2exp ( ) .
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Здесь символ   означает пропорциональность. 
Отсюда вытекают известные [1] условия КИ гаус-
сиана: { 0, 0},x y     или, иначе, 0 0{ 0, 0}.x yq q    

Перейдем теперь к анализу условий КИ для 
смещенных пучков Гаусса с простым астигма-
тизмом. Теперь гауссиан имеет вид:  
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После простых преобразований находим, что  
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Аналогично, 
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Итак, комплексное смещение поперечных 
компонент (x, y) гауссана приводит к тому, что 
эллипс интенсивности светового пятна гауссово-
го пучка деформируется. Центры осей эллипсов 
смещаются  от оси OZ:  
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Однако условия КИ при этом не изменяются! 
Это ясно также из физических соображений. 

Комплексные смещения  0 0,x x ix y y iy     

координат для параксиальных пучков, согласно 
Бэндрес [7], эквивалентны некоторому небольшо-
му повороту оси OZ в пространстве. Физических 
следствий при этом, естественно, не возникает. 

 
3 Графическое моделирование эллипсов 

поляризации, интенсивности и поперечных 
потоков энергии векторных параксиальных 
пучков Гаусса ТМ типа 

На рисунках 3.1 а) – 3.3 а) изображены 
эллипсы  поляризации  вместе  с  направлениями 

вращения для ТМ мод Гаусса с простым астиг-
матизмом. Поляризация ТМ-мод Гаусса в сече-
нии пучка является сильно неоднородной по по-
перечному сечению пучка и, в общем случае, 
эллиптической. Она зависит от координат x, y, z 
и не зависит явно от 3D гауссиана .x yG G G  

Вдоль осей координат OX и OY эллиптичность 
волн строго равна нулю. С возрастанием рас-
стояния от оси пучка поляризация постепенно 
становится линейной радиальной. 

Картины интенсивности представляют собой 
два пятна. Общая симметрия картин эллипсов 
поляризации, спинового и орбитального потоков 
энергии, а также эллипса интенсивности – 2 .z   

 

            
                а)                                б)                                          в)                                г)                                д) 

Рисунок 3.1 – Эллипсы поляризации, интенсивность I и линии поперечных потоков энергии ТМ  
векторных астигматических гауссовых пучков с простым астигматизмом: а) эллипсы поляризации; 
б) интенсивность I; в) линии общего S  потока энергии; г) линии спинового sS  потока энергии;  

д) линии орбитального oS  потока энергии. Свободные безразмерные параметры: 0;z   0 1,0;xq   

0 0,3;yq   0 2;xq   0 6yq   

 

                
                    а)                               б)                                        в)                              г)                              д) 

Рисунок 3.2 – Эллипсы поляризации, интенсивность I и линии поперечных потоков энергии ТМ  
векторных астигматических гауссовых пучков с простым астигматизмом: а) эллипсы поляризации; 
б) интенсивность I; в) линии общего S  потока энергии; г) линии спинового sS  потока энергии;  

д) линии орбитального oS  потока энергии. Свободные безразмерные параметры: 3;z   0 1,0;xq   

0 0,3;yq   0 2;xq   0 6yq   

 

               
                  а)                              б)                                              в)                               г)                             д) 

Рисунок 3.3 – Эллипсы поляризации, интенсивность I и линии поперечных потоков энергии ТМ  
векторных астигматических гауссовых пучков с простым астигматизмом: а) эллипсы поляризации;  
б) интенсивность I; в) линии общего S  потока энергии; г) линии спинового sS  потока энергии;  

д) линии орбитального oS потока энергии. Свободные безразмерные параметры: 0;z   0 0,4;xq   

0 2,6;yq   0 3,5;xq   0 6yq 
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Интересно, что линии поперечных спино-
вых потоков энергии представляют собой замк-
нутые кривые, как и для однородной поляриза-
ции. Однако видны четыре разделенных сектора. 
Линии спинового sS  потока энергии уже не по-

вторяют форму пятна интенсивности. Линии об-
щего S  потока энергии также образуют более 

сложные картины. 
 

Заключение 
В данной работе записаны новые решения 

векторного параболического уравнения, описы-
вающие параксиальные векторные световые га-
уссовы пучки с простым астигматизмом и с од-
нородной и неоднородной поляризациями  
(ТМ-моды). Представлены явные выражения для 
векторов поля, для интенсивности, спинового, 
орбитального и общего поперечного потоков 
энергии векторных параксиальных световых 
пучков Гаусса с простым астигматизмом. Обсу-
ждались пучки с однородной и неоднородной  
(ТМ-моды) поляризациями. Сформулированы ог-
раничения на свободные параметры гауссовых пуч-
ков, чтобы они переносили конечную мощность. 

Проведенное графическое моделирование 
эллипсов поляризации, интенсивности и попе-
речных потоков энергии (орбитального ,oS  спи-

нового sS  и общего )o s  S S S  для рассмат-

риваемых типов векторных гауссовых пучков 
подтвердило и проиллюстрировало правильность 
аналитических расчетов. 

Варьирование свободных параметров по-
зволяет в определенных пределах изменять фи-
зические свойства рассматриваемых пучков Гаус-
са с простым астигматизмом. Это может открыть 
новые перспективы использования таких пучков. 

 
ЛИТЕРАТУРА 

1. Гончаренко, А.М. Гауссовы пучки света / 
А.М. Гончаренко. – Минск: Наука и техника, 
1977. – 142 с. 

2. Киселев, А.П. Локализованные световые 
волны: параксиальные и точные решения волно-
вого уравнения (обзор) / А.П. Киселев // Оптика 
и спектроскопия. – 2007. – Т. 102, № 4. – С. 661–
681.  

3. Абрамочкин, Е.Г. Современная оптика га-
уссовых пучков / Е.Г Абрамочкин, В.Г. Волост-
ников. – Москва: ФИЗМАТЛИТ, 2010. – 184 с.  

4. Ананьев, Ю.А. Оптические резонаторы и 
лазерные пучки / Ю.А. Ананьев. – Москва: Нау-
ка, 1990. – 264 с. 

5. Heyman, H. Gaussian beam and pulsed beam 
dynamics: complex-source and complex-spectrum 
formulations within and beyond paraxial asympto-
tics / E. Heyman, L.B. Felsen // J. Opt. Soc. Am. A. – 
2001. – Vol. 18. – P. 1588–1611. 

6. Paraxial Gaussian modes with simple astig-
matic phases and nonpolynomial amplitudes /  
A.B. Plachenov [et al.]. // Proc. of the Inter. Conf. 
DAYS on DIFFRACTION. – 2017. – P. 264–269. 

7. Bandres, M.A. Cartesian beams / M.A. Ban-
dres, J.C. Gutierres-Vega // Optics Letters. – 2007. –
Vol. 32, № 23. – P. 3459–3461.  

8. Berry, M.V. Optical currents / M.V. Berry // 
Journal of Optics A: Pure and Applied Optics. – 
2009. – Vol. 11 (9). – P. 094001. 

9. Bekshaev, A. Internal flows and energy 
circulation in light beams / A. Bekshaev, K. Bliokh, 
M. Soskin // Journal of Optics. – 2011. – Vol. 13 (5). – 
P. 053001. 

10. Гиргель, С.С. Поляризационные и энер-
гетические свойства векторных параксиальных 
гауссовых световых пучков / С.С. Гиргель // 
Проблемы физики, математики и техники. – 
2012. – № 3 (12). – С. 19–23. 

11. Гиргель, С.С. Свойства векторных пара-
ксиальных световых пучков. I. Однородная по-
ляризация / С.С. Гиргель // Проблемы физики, 
математики и техники. – 2011. – № 1 (6). –  
С. 20–24. 

12. Гиргель, С.С. Свойства векторных пара-
ксиальных световых пучков. II. Неоднородная 
поляризация / С.С. Гиргель // Проблемы физики, 
математики и техники. – 2012. – № 1 (10). – 
С. 11–14. 

13. Гиргель, С.С. Поляризационные и энер-
гетические свойства векторных гауссовоподоб-
ных пучков. I. Однородная поляризация /  
С.С. Гиргель // Проблемы физики, математики и 
техники. – 2016. – № 1 (26). – С. 17–21. 

14. Гиргель, С.С. Поляризационные и энер-
гетические свойства векторных гауссовоподоб-
ных пучков. II. Неоднородная поляризация /  
С.С. Гиргель // Проблемы физики, математики и 
техники. – 2017. – № 4 (33). – С. 7–10. 

15. Гиргель, С.С. Векторные циркулярные 
параксиальные пучки Куммера – Гаусса. Поля-
ризация и энергетические свойства / С.С. Гир-
гель // Проблемы, физики, математики и техни-
ки. – 2023. – № 3 (56). – С. 7–11. 

16. Гиргель, С.С. Энергетические характе-
ристики векторных циркулярных пучков Кумме-
ра конечной мощности. II. Неоднородная поля-
ризация / С.С. Гиргель // Проблемы физики, мате-
матики и техники. – 2023. – № 1 (54). – С. 20–24. 
 

Поступила в редакцию 03.09.2024. 
 
 
Информация об авторах 
Гиргель Сергей Сергеевич – д.ф.-м.н., профессор 

 
 
 

 



Проблемы физики, математики и техники, № 4 (61), 2024 ISSN 2077-8708 
 

© Можаровский В.В., Киргинцева С.В., 2024                    25 

 
УДК 539.3                                                                        DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2024_4_61_25 

EDN: QYDGBF 
 

ВЛИЯНИЕ КОМПОЗИТНОЙ ФУТЕРОВКИ ДВУХСЛОЙНЫХ ТРУБ, 
ПРИМЕНЯЮЩЕЙСЯ ПРИ ТЕХНОЛОГИИ САНАЦИИ ПОЛИМЕРНЫМ 

«ЧУЛКОМ», НА ПАРАМЕТРЫ ГИДРОУДАРА 

В.В. Можаровский, С.В. Киргинцева 

Гомельский государственный университет имени Франциска Скорины 
 

THE EFFECT OF THE COMPOSITE LINING OF DOUBLE-LAYER PIPES USED 
IN THE TECHNOLOGY OF POLYMER “STOCKING” SANITATION 

ON THE PARAMETERS OF A WATER HAMMER 

V.V. Mozharovsky, S.V. Kirhintsava 

Francisk Skorina Gomel State University 
 

Аннотация. Исследуется влияние характеристик внутреннего покрытия двухслойных труб на параметры гидравличе-
ского удара (напор, давление) и расход (скорость) движущейся жидкости известным методом характеристик [1], [2]. 
Предложена методика и создана программа в среде Delphi, позволяющая определять параметры гидроудара при  
движении жидкостей в двухслойных трубах с покрытием из композита с различным расположением волокон в матрице 
композиционного материала при условии, что оси анизотропии совпадают с направлением волокон. Скорость волны 
жидкости в ортотропной трубе определялась по разработанной методике [3]–[5], показано, что полученные результаты 
хорошо согласуются с другими экспериментальными и теоретическими данными. Предложенная методика может  
применяться для новой технологии восстановления работоспособности трубопроводов путем вставки специального 
«чулка» из синтетического войлока (композита). 
 
Ключевые слова: труба c покрытием, ортотропия, волокна, матрица, скорость волны, гидравлический удар, метод  
характеристик, напор, расход жидкости. 
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Abstract. The influence of the characteristics of the inner coating of double-layer pipes on the parameters of hydraulic shock (head 
(pressure) and flow rate (velocity) of a moving liquid) by the well-known method of characteristics is investigated [1], [2].  
A technique has been proposed and a program has been created in the Delphi environment that allows determining the parameters 
of a water hammer when liquids move in two-layer pipes coated with a composite with a different arrangement of fibers in the  
matrix of a composite material, provided that the axes of anisotropy coincide with the direction of the fibers. The velocity of the  
liquid wave in the orthotropic tube was determined according to the developed method [3]–[5], it is shown that the results obtained 
are in good agreement with other experimental and theoretical data. The proposed technique can be used for a new technology for 
restoring the operability of pipelines by inserting a special “stocking” made of synthetic felt (composite). 
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Введение 
При длительной эксплуатации трубопрово-

дов часто возникают локальные повреждения 
вследствие коррозии металла, трещин, разрывов, 
устранение которых требует значительных за-
трат для ремонта. Действительно, обслуживание 
и ремонт подземных трубопроводов проводится 
путем извлечения поверхностных слоев грунта и 
раскопки открытых траншей, удаления изношен-
ных трубопроводов, замены. Эти мероприятия по 
ремонту трудоемкие и длительные. 

Поэтому во всем мире применяется новая 
технология восстановления работоспособности 
трубопроводов путем вставки специального 
«чулка» из синтетического войлока (или компо-
зита), который пропитан композитным материа-
лом. Далее «чулок» из композита твердеет и 
внутри старого трубопровода формируется новая 
труба. В других странах эту технологию восста-
новления ещё называют технология CIPP («Сured 
– In – Place Pipe») трубопроводов. Несущая спо-
собность новой сформировавшейся трубы оста-
ется сравнима с реконструируемой. Поэтому 
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очень важно изучать и строить математические 
модели расчета двухслойных труб, то есть, кото-
рые имеют футеровку. Так, в процессе эксплуа-
тации таких трубопроводов для транспортировки 
любой жидкости или её прокачки насосом, без-
условно, возникает явление гидроудара, которое 
может привести к разрушению покрытия из ком-
позита (футеровки). Для правильного выбора гео-
метрических и физических параметров (свойств 
материала, выбор специальных волокон и т. д.) 
таких покрытий требуется создать методику рас-
чета скорости движения ударной волны, силы 
удара и других механических параметров для 
характеристики при эксплуатации трубопровода. 

 
1 Постановка задачи 
Необходимо провести теоретические иссле-

дования, касающиеся определения скорости вол-
ны, напора и расхода жидкости при её течении в 
двухслойных трубах с изотропной и ортотропной 
футеровками при гидравлическом ударе. Рассмат-
риваются двухслойные трубы длиной L с внут-
ренним, средним и внешним радиусом ra, rb и rc 
соответственно, с протекающей внутри жидко-
стью плотностью  (рисунок 1.1).  

 

 
                    а)                                      б) 

Рисунок 1.1 – Изотропная труба 
а) с изотропной футеровкой;  
б) с ортотропной футеровкой 

 
2 Методика определения скорости волны и 

максимального давления при гидравличе-
ском ударе 

В расчетах по гидравлике известно, что с 
помощью формул, предложенных российским 
ученым Н.Е. Жуковским, можно легко опреде-
лять предельно возможное значение напора при 
гидравлическом ударе (прямой удар) [1]:  

0P CV    или  0 / ,H CV g          (2.1) 

где P  – ударное повышение давления;  – 
плотность перекачиваемой жидкости; C – ско-
рость ударной волны; g = 9,82 м/с2 – ускорение 
свободного падения; H – пьезометрический на-
пор; 2

0 4 / ( )V Q D   – скорость жидкости в трубе; 

Q – расход жидкости; D – внутренний диаметр 
трубы. 

Известно, что скорость ударной волны при 
движении жидкости в трубе, входящая в (2.1) для 
изотропных труб, определяется по формуле 
Н.Е. Жуковского [1]: 

1/ ,
D

C
K E


 


       (2.2) 

где K – модуль объемной упругости жидкости,  
E – модуль упругости материала трубы;  – тол-
щина стенки трубопровода. 

В настоящее время для расчета ударной 
волны для двухслойных труб и труб из компози-
тов производится расчет скорости ударной вол-
ны на основе теории упругости анизотропного 
тела [3]–[6]. Так, в работе [3] выведены форму-
лы, определяющие скорость волны при гидро-
ударе для различных комбинаций слоистых уп-
ругих ортотропных свойств трубы и футеровки. 
Поэтому расчетная зависимость, определяющая 
скорость волны в двухслойных трубах, как для 
изотропных, так и для анизотропных, определя-
ется по формуле: 

/
,

1

K
C

K




 
        (2.3) 

– для изотропной трубы с изотропной футе-
ровкой 
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  Е(2) и (2)  – характеристики изотропной трубы, 

Е(1) и (1)  – характеристики изотропной футеровки; 
– для изотропной трубы с ортотропной фу-

теровкой 
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 где Е и   – характеристики изотропной трубы,  
k1 – коэффициент для покрытия, 
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Механические свойства (модули упругости 

материала трубы ,E  rE  и коэффициенты Пуас-

сона ,r  )r  представлены в случае плоского 

напряженного состояния в цилиндрической сис-
теме координат rz  и определяются по правилу 
«смесей» с объемным содержанием V волокна 
(индекс f) в матрице (индекс m) волокнистых 
материалов при различных способах расположе-
ния волокон и определяются следующим обра-
зом [4], [5]:  

– перпендикулярное расположение волокон 
по отношению к оси z: 

1
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1r m

V
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(1 ) ,f mE VE V E     
 

(1 ) ,r f mV V       

;r r
r

E

E


     

– радиальное расположение волокон по от-
ношению к оси z: 

(1 ) ,r f mE VE V E    
1

,
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

    (1 ) ;r f mV V     
 

– параллельное расположение волокон по 
отношению к оси z: 

(1 ) ,r f mE VE V E    ,rE E   ,r r   
 

(1 ) .r f mV V      
 

3 Пример расчета давления и расхода 
жидкости в двухслойных трубах  

По разработанной методике составлена про-
грамма в среде Delphi на основе метода характе-
ристик, в которой учитывался расчет скорости 
волны для двухслойных труб и определялись 
основные параметры. Рассмотрим расчет 

изотропной трубы (модуль упругости и коэффи-
циент Пуассона трубы равны Е = 210 ГПа, 
  = 0,3) с внутренним покрытием с радиусами 
ra = 0,147 м, rb = 0,150 м rc = 0,156 м. Труба дли-
ной L = 2500 м была разделена на 5 секций; за-
даются условия H0 = 49,95 м; Q0 = 0,1 м3/c; коэф-
фициент трения f = 0,018; Tmax = 50 с; время за-
крытия задвижки tc = 0 с; константа s, характери-
зующая быстроту закрытия клапана, принята 
равной 0 [5]. Скорость жидкости в трубе 
V0 = 1,47 м/с. Произведен расчет напора и расхо-
да жидкости и сделан анализ о влиянии распо-
ложения волокон (перпендикулярное, парал-
лельное, радиальное) в матрице композиционно-
го материала футеровки на скорость волны, дав-
ление и расход жидкости при гидроударе. В таб-
лице 3.1 представлены характеристики покры-
тий, а также значения скорости, максимального 
напора Hmax, вычисленного по методу характери-
стик, по формуле Жуковского и по программе в 
Excel [7]. 

Скорость волны для двухслойной трубы с 
изотропным покрытием, вычисленная по разра-
ботанной методике [3] совпадает с результатами, 
представленными в работе [6]. Из данных табли-
цы 3.1 видно, что Hmax для двухслойной трубы с 
изотропным покрытием, вычисленные тремя 
способами (по методу характеристик, формуле 
Жуковского (2.1) со скоростью, вычисленной по 
формуле (2.3) и расчету Excel, используя форму-
лу (2.3)), близки по значению. 

На рисунке 3.1 представлены графики зави-
симости напора Н и расхода жидкости Q от вре-
мени t для трубы с изотропным покрытием при 
tc=0 с, s=0, вычисленные методом характеристик. 

В формуле определения скорости волны и 
параметров гидроудара можно использовать 
формулу Жуковского (2.2), применяя правило 
«смесей» для определения эффективного модуля 
упругости двухслойной трубы. 

 

Таблица 3.1 – Изменение максимального напора Hmax (в метрах) и скорости C (м/с) в зависимости от 
характеристик покрытия 
 

Покрытие C, м/с 
Нmax, м  

(метод характери-
стик, формула (2.3))

Нmax, м 
(формула (2.3)) 

Нmax, м 
(расчет Excel,  
формула (2.3)) 

Изотропное  
(Е = 14,804 ГПа,   = 0,3 [6]) 

1187 224,72 228,11 245,04 

Перпендикулярное расположение волокон (V = 30%) 
Er = 6,6 ГПа, Eθ = 28,4 ГПа, νrθ = 0,328, νθr = 1,410 

1184,25 224,30 227,68 244,61 
Параллельное расположение волокон (V = 30%) 

Er = 28,4 ГПа, Eθ = 28,4 ГПа, νrθ = 0,328, νθr = 0,328 
1194,34 225,81 229,20 246,12 

Радиальное расположение волокон (V = 30%) 
Er = 28,4 ГПа, Eθ = 6,6 ГПа, νrθ = 1,410, νθr = 0,328 

Ортотропное 
( fE  = 86 ГПа, f  = 0,22, 

Em = 3,76 ГПа, m  = 0,374) 

1184,21 224,29 227,68 244,60 
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Рисунок 3.1 – а) напор H; б) расход жидкости Q (tc = 0 с, s = 0) 
 

 
Рисунок 3.2 – Графики зависимости: а) скорости волны С от Ет / Eп; 

б) напора Hmax от Ет / Eп (покрытие изотропное) 
 

 
 

Рисунок 3.3 – Графики зависимости: а) скорости волны C от h; 
б) напора Hmax от толщины покрытия h (покрытие изотропное) 

 
Графики зависимости скорости волны от 

соотношения модулей упругости трубы и покры-
тия Ет / Eп (Ет = 210 ГПа, Еп – модули упругости 
трубы и покрытия соответственно) в двухслой-
ной трубе с изотропным покрытием, вычислен-
ные по разработанной методике и по формуле 
Жуковского (в которой скорость волны гидро-
удара определяется, как по формуле (2.2), так и 
по (2.3)), представлены на рисунке 3.2 (а). Сле-
дует отметить, что в данном рассматриваемом 

случае при заданных физико-механических ха-
рактеристиках, отличие полученных результатов 
расчета параметров гидроудара незначительны, 
что может быть не характерно для других случа-
ев, например, в случае двухслойной трубы с по-
крытием из композита. 

На рисунке 3.2 (б) показаны графики зави-
симости напора Hmax при движении жидкости в 
трубе с покрытием от соотношения модулей уп-
ругости трубы и покрытия Ет / Eп, вычисленные 

а) 

б) 

а) б) 

а) б) 
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по разработанной методике (формула (2.3)), 
формуле Жуковского (формулы (2.1), (2.2)), ме-
тодом характеристик (формула (2.3)) и програм-
ме в Excel, используя формулы (2.2) и (2.3). 

Исследование влияния толщины изотропно-
го покрытия с механическими характеристиками, 
указанными в таблице 3.1, на параметры гидро-
удара показало, что в данном рассматриваемом 
случае с увеличением толщины внутреннего по-
крытия трубы скорость волны и напор увеличи-
ваются по линейной зависимости, что отражено 
на рисунке 3.3.  

На рисунке 3.4 представлен график зависи-
мости скорости волны C от объемного содержа-
ния V и расположения волокон в футеровке 
двухслойной трубы. 
 

 
 

Рисунок 3.4 – График зависимости скорости вол-
ны C от объемного содержания V и расположе-
ния волокон в футеровке двухслойной трубы  

  
На рисунке 3.5 представлен график зависи-

мости напора Н при движении жидкости в трубе 
от времени t при перпендикулярном расположе-
нии волокон по отношению к оси z (V = 30%) при 
tc = 0 с, s = 0. Расчеты показали, что существен-
ных отличий в значениях напора H от рассмат-
риваемых случаев расположения волокон для 
данной задачи не выявлено. В тоже время можно 
заметить о влиянии объемного содержания V и 
расположения волокон в футеровке двухслойной 
трубы на скорости волны C (рисунок 3.4).  
 

 
 

Рисунок 3.5 – График зависимости напора Н от 
времени t при перпендикулярном расположении 

волокон (V = 30%) 

Заключение 
Предложена методика определения пара-

метров гидравлического удара (скорости волны, 
напора, расхода жидкости) при движении жид-
костей в двухслойных трубах с внутренним по-
крытием, изотропным и из композита с разным 
расположением волокон в матрице композици-
онного материала при условии, что оси анизо-
тропии совпадают с направлением волокон. Раз-
работана компьютерная программа определения 
параметров гидроудара на основе метода харак-
теристик. Показана необходимость проведения 
компьютерного расчета скорости, напора для 
оптимизации применяемых материалов труб и 
исключения гидравлических скачков давлений в 
трубопроводах с целью защиты от разрушений. 
Предложенная методика может применяться для 
новой технологии восстановления работоспо-
собности трубопроводов путем вставки специ-
ального «чулка» (рукава) из синтетического вой-
лока (композита). 
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Аннотация. Определено влияние архитектуры и структуры двухслойной системы на основе этилцеллюлозы и серной 
кислоты, а также режимов формирования на морфологию и фазовый состав углеродных покрытий, сформированных на 
их поверхности. Показано, что углеродные слои, осажденные на поверхности двухслойной системы ЭЦ/  H2SO4 с более 
высоким соотношением Сsp3 / Сsp2, также характеризуются более высоким соотношением Сsp3 / Сsp2, по сравнению с 
углеродными слоями, сформированными на поверхности H2SO4 / ЭЦ. 
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Введение  
 Применение современных вакуумных мето-
дов формирования наноструктурированных по-
крытий позволяет получить углеродные слои 
различного функционального назначения путем 
варьирования содержания sp3-, sp2- или sp1-гиб-
ридизированных атомов углерода [1], а также 
путем введения в состав матрицы различных его 
аллотропных модификаций (фуллеренов, графе-
на, углеродных нанотрубок и волокон) [2]–[4]. 
Природа прекурсора углерода, условия и режи-
мы формирования в значительной степени влия-
ют на физико-химические свойства осаждаемых 
углеродных покрытий [1]. Эффективными тех-
нологическими приемами управления фазовым 
составом и свойствами углеродных покрытий 
является их легирование и формирование на 
подслои из элементов различной природы [2], 

[5], [6]. В частности, в работах [3], [5], [7] в каче-
стве материала подслоев с целью синтеза фулле-
ренов, графена и углеродных слоев, содержащих 
фазы внедрения на основе базисных графеновых 
плоскостей, были использованы серосодержащие 
соединения. Также необходимо отметить, что 
серная кислота используется в процессе окисли-
тельной обработки углеродных волокон с целью 
химической модификации их поверхности [8]. 
При этом для синтеза углеродных волокон и ни-
тей широко используется карбонизация произ-
водных целлюлозы [9]. 

Таким образом, разработка методики фор-
мирования углеродных слоев заданного фазового 
состава, которая бы сочетала подходы электро-
химических методов карбонизации полимерных 
материалов и ионно-плазменные методы 
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осаждения наноструктурированных покрытий, 
является актуальной задачей.  

Целью настоящей работы является опреде-
ление морфологических особенностей и фазово-
го состава углеродных покрытий, полученных из 
плазмы импульсного катодно-дугового разряда 
при различных режимах осаждения на поверхно-
сти двухслойных систем на основе этилцеллюло-
зы и серной кислоты, сформированных путем 
электронно-лучевого диспергирования исходных 
компонент. Применение серной кислоты с целью 
карбонизации осаждаемых из газовой фазы по-
крытий достаточно перспективно, поскольку 
низкие значения давления насыщенных паров 
препятствуют ее быстрому испарению в услови-
ях технологического вакуума (10-3 Па) [10]. Это 
позволяет использовать кислоту в качестве ми-
шени при электронно-лучевом диспергировании. 
Нагрев мишени будет сопровождаться генераци-
ей потока молекул воды, H2SO4 и SO3. Предвари-
тельные исследования установили образование 
на подложках тонкого слоя вещества, интенсив-
но сорбирующего влагу из атмосферы воздуха 
при разгерметизации вакуумной камеры 

 
1 Методика эксперимента 
Покрытия формировали в вакууме в резуль-

тате воздействия потока низкоэнергетических 
электронов на мишень с последующим нанесе-
нием углеродных слоев из плазмы импульсного 
катодно-дугового разряда. Давление остаточных 
газов в вакуумной камере перед осаждением по-
крытий составляло ≈ 4·10-3 Пa. Двухслойное по-
крытие на основе этилцеллюлозы и серной ки-
слоты формировали в одном технологическом 
цикле без разгерметизации вакуумной камеры.  
В качестве материала мишеней были использо-
ваны порошки этилцеллюлозы (ЭЦ, N-100, CAS 
9004-57-3, Sigma-Aldrich), серная кислота 
(H2SO4, ОСЧ, ГОСТ 14262-78). Дополнительная 
очистка и сушка порошка ЭЦ перед нанесением 
покрытий не производилась. В качестве мате-
риала подложек для анализа средствами рентге-
новской фотоэлектронной спектроскопии 
(РФЭС), спектроскопии комбинационного рас-
сеяния, атомно-силовой микроскопии были ис-
пользованы кремниевые пластины; пластины 
NaCl – для исследования методами инфракрас-
ной спектроскопии. Подложки перед нанесением 
подвергались стандартной процедуре очистки. 
Термообработку покрытий проводили в атмо-
сфере воздуха при температуре 120° С в течение 
30 минут. В дальнейшем на поверхности двух-
слойных систем на основе ЭЦ и H2SO4 были 
сформированы углеродные слои с различной 
частотой следования импульсов источника угле-
родной плазмы (5 Гц, 10 Гц и 15 Гц) (3000 им-
пульсов, напряжение разряда 350 В). Толщина 
полученных покрытий не превышала 250 нм. 

Морфология поверхности сформированных 
покрытий была исследована методами атомно-
силовой микроскопии (АСМ) при помощи мик-
роскопа Solver Pro (NT-MDT, Россия), работаю-
щего в режиме полуконтакта (область сканиро-
вания – 5×5 мкм), а также средствами скани-
рующего электронного микроскопа GeminiSEM 
360 (Carl Zeiss, Германия). Основными парамет-
рами изображений АСМ, характеризующими 
морфологические особенности поверхности, яв-
ляются: параметр оценки рельефа поверхности, 
вычисляемый как корень квадратный из среднего 
квадрата расстояний вершин неровностей про-
филя до его средней линии – Rms; среднее ариф-
метическое отклонение всех точек профиля ше-
роховатости от средней линии на длине оценки – 
Ra; диаметр, среднняя высота и количество отдель-
ных структурных образований (далее – зерен). 

Определение молекулярной структуры по-
крытий осуществлялось при помощи инфракрас-
ного (ИК) Фурье спектрофотометра Vertex-70 
(Bruker) с диапазоном сканирования 4000–300 см-1 
и разрешением 4 см-1.  

Анализ химического состава и структуры 
химических связей трехслойных покрытий осу-
ществлялся методами рентгеновской фотоэлек-
тронной спектроскопии (РФЭС) средствами 
спектрометра PHI Quantera (Япония) в результа-
те возбуждения исследуемого вещества Kα-излу-
чением алюминия при следующих параметрах: 
энергия кванта – 1486,6 эВ, мощность – 250 Вт. 

Поверхностная энергия покрытий была оп-
ределена на основании измерений краевых углов 
смачивания поверхности глицерином и дистилли-
рованной водой фиксированного объема (5 мкл). 
Анализ изображения капли осуществлялся с  
помощью программно-аппаратного комплекса  
«Капля-2». 

Изучение фазового состава покрытий осу-
ществлялось средствами спектроскопии комби-
национного рассеяния при помощи спектрометра 
Senterra (Bruker, Германия) при длине волны 
возбуждающего излучения 532 нм с мощностью 
5 мВт. 

 
2 Результаты и их обсуждение 
Средствами РФЭС установлено, что двух-

слойные покрытия ЭЦ / H2SO4 содержат в 2 раза 
больше серы (1,6 ат. %) по сравнению с 
H2SO4 / ЭЦ покрытиями (0,8 ат. %).  

Независимо от последовательности форми-
рования слоев, ИК-спектры двухслойного по-
крытия на основе ЭЦ и H2SO4 после термической 
обработки при 120° С в течение 30 мин практи-
чески идентичны (рисунок 2.1).  

После термообработки двухслойная система 
теряет способность к интенсивному поглощению 
влаги из атмосферы воздуха. На это указывают 
малые значения оптической плотности полос в 
области валентных колебаний ОН-групп  



А.С. Руденков, А.В. Рогачев, М.А. Ярмоленко, Д.Г. Пилипцов, Ю.В. Никитюк 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 4 (61), 2024 32 

(3600–3000 см-1). Взаимодействие слоя этилцел-
люлозы с серной кислотой не приводит к полной 
карбонизации молекул. На это указывают полосы 
поглощения в области валентных и деформацион-
ных колебаний С – Н связей (3000–2800 см-1), 
(1500–1300 см-1) [11]. Полосы поглощения при 
1109 и 616 см-1 характеризуются наиболее высо-
ким значением оптической плотности. В области 
волновых чисел (1200–1000 см-1) проявляются 
валентные колебания С – О, S = O связей. При 
этом на присутствие в тонком слое кислородсодер-
жащих групп указывает поглощение при 1720 см-1 
(валентные колебания C = O). Однако поглоще-
ние при 616 см-1 не может быть соотнесено с 
присутствием в молекулярной структуре двух-
слойной системы С – O связей. В данной области 
ИК-спектра могут проявляться серосодержащие 
связи. Таким образом, можно предположить, что 
наиболее интенсивными в ИК-спектре подобной 
двухслойной системы являются полосы погло-
щения серосодержащих соединений.  
 

 
 

Рисунок 2.1 – ИК-спектры покрытий на основе ЭЦ 
и H2SO4 (1 – покрытие на основе этилцеллюлозы;

2 – двухслойная система ЭЦ и H2SO4 после  
термообработки) 

 

Согласно данным сканирующей электрон-
ной микроскопии трехслойные покрытия 
ЭЦ / H2SO4 / С характеризуются более развитой 
морфологией, чем покрытия H2SO4 / ЭЦ / С (ри-
сунок 2.2), что, по всей видимости, вызвано воз-
действием летучих продуктов испарения серной 
кислоты на ранее сформированный слой этил-
целлюлозы. Показано, что с увеличением часто-
ты следованиям импульсов источника углерод-
ной плазмы количество дефектов на поверхности 
также возрастает, что, вероятно, обусловлено уве-
личением температуры подложки. Известно [1], 
что с увеличением частоты следования импульсов 
происходит увеличение температуры подложки и 
рост плотности потока углеродной плазмы.  

Результаты АСМ (рисунок 2.3) подтвер-
ждают данные СЭМ, свидетельствующие о более 
высокой дисперсности углеродных слоев, сфор-
мированных на покрытии ЭЦ / H2SO4. 

Установлено, что покрытия ЭЦ / H2SO4 ха-
рактеризуются большей субшероховатостью Rms 

и в 7 раз большим числом отдельных структур-
ных образований по сравнению с покрытиями 
H2SO4 / ЭЦ (таблица 2.1). 

 

Таблица 2.1 – Морфологические особенно-
сти двухслойных покрытий на основе этицеллю-
лозы, серной кислоты и углеродных покрытий, 
сформированных на их поверхности (площадь 
5×5 мкм) 

 

Покрытие 

Частота 
следова-
ния им-
пульсов, 

5 Гц 

Сред-
няя 
вы-

сота, 
нм 

Rms, 
нм 

Плот-
ность 
зерен, 

шт. 

Сред-
ний 
диа-
метр 

зерен, 
нм 

H2SO4 / ЭЦ – 6,8 1,1 93 54 
ЭЦ / H2SO4 – 21,0 6,1 691 85 

5 16,1 4,4 55 119 
10 46,0 6,3 75 92 H2SO4 / ЭЦ /С
15 74,6 13,6 35 128 
5 20,6 4,8 80 59 

10 29,5 6,3 93 81 ЭЦ / H2SO4 / С
15 63,2 10,6 41 137 

 

Вышеуказанные особенности сохраняются 
и для трехслойных систем с верхним углерод-
ным слоем. При этом общей закономерностью 
является увеличение субшероховатости Rms по-
крытий c увеличением частоты следования им-
пульсов. Наибольшей плотностью зерен на площа-
ди сканирования из рассматриваемых трехслойных 
систем обладают покрытия ЭЦ / H2SO4 / С, у кото-
рых верхний углеродный слой сформирован с 
частотой следования импульсов равной 10 Гц. 

Показано, что у покрытий ЭЦ / Н2SO4 краевой 
угол смачивания для обеих жидкостей существен-
но ниже, чем в случае Н2SO4 / ЭЦ (таблица 2.2). 
 

Таблица 2.2 – Значения краевого угла сма-
чивания и поверхностной энергии и ее состав-
ляющих 

 

Образец Н2SO4 / ЭЦ ЭЦ / Н2SO4

Угол смачивания 
(глицерин), градусы 

68,9 53,1 

Угол смачивания 
(вода), градусы 

90,9 57,7 

Дисперсионная состав-
ляющая, мДж/м2 

40,5 15,0 

Полярная составляю-
щая, мДж/м2 

0,7 27,9 

Поверхностная энергия,
мДж/м2 

41,3 42,9 

 

Основной вклад в значение поверхностной 
энергии покрытий Н2SO4 / ЭЦ вносит дисперси-
онная составляющая, в то время как в случае 
ЭЦ / Н2SO4 полярная составлявшая преобладает, 
что свидетельствует о наличии химических со-
единений с сильно полярными связями у данного 
типа покрытий. 
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H2SO4 / ЭЦ ЭЦ / H2SO4 

  
H2SO4 / ЭЦ / С (5 Гц) ЭЦ / H2SO4 / С (5 Гц) 

  
H2SO4 / ЭЦ / С (10 Гц) ЭЦ / H2 S O4 / С (10 Гц) 

  
H2SO4 / ЭЦ / С (15 Гц) ЭЦ / H2SO4 / С (15 Гц) 

 
Рисунок 2.2 – СЭМ изображения покрытий без верхнего углеродного слоя и с углеродным слоем, сфор-

мированным при различной частоте следования импульсов 
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H2SO4 / ЭЦ ЭЦ / H2SO4 

  
H2SO4 / ЭЦ / С (5 Гц) ЭЦ / H2SO4 / С (5 Гц) 

 
 

H2SO4 / ЭЦ / С (10 Гц) ЭЦ / H2SO4 / С (10 Гц) 

  
H2SO4 / ЭЦ / С (15 Гц) ЭЦ / H2SO4 / С (15 Гц) 

 

Рисунок 2.3 – АСМ изображения покрытий без верхнего углеродного слоя и с углеродным слоем, сфор-
мированным при различной частоте следования импульсов 
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В настоящей работе анализ спектров ком-
бинационного рассеяния осуществлялся путем 
разложения исходных спектров на две гауссиа-
ны. В общем случае выделяют следующую двух-
фазную модель углеродного пика: первая фаза 
соответствует sp2-матрице, включающей в себя 
sp3-гибридизированные атомы углерода, и харак-
теризуется D-пиком между 1300 см-1 и 1500 см-1; 
вторая фаза обусловлена sp2-кластерами и опре-
деляется при помощи G-пика около 1580 см-1 
[12]–[14]. Также необходимо отметить, что  
D-пик обусловлен модой радиальных колебаний 
sp2-гибридизированных атомов углерода только 
в кольцах, а не в цепочках [14], [15].  

Установлено, что углеродные слои, сформи-
рованные на двухслойных системах H2SO4 / ЭЦ и 
ЭЦ / H2SO4, характеризуются меньшими значе-
ниями соотношения ID / IG (таблица 2.3), по срав-
нению с данными КР-спектроскопии одноком-
понентных углеродных покрытий, композицион-
ных металл-углеродных покрытий и покрытий 
легированными неметаллами, полученными ра-
нее [16]–[18].  

Снижение интенсивности D-пика может 
быть обусловлено аморфизацией sp2-матрицы с 
одновременным ростом содержания расположен-
ных в ней sp3-гибридизированных атомов [19]. 
Поскольку с увеличением содержания sp3-фазы 
углеродные кольца разрушаются на сегменты с 
цепочками C = C групп, D-пик, вызванный мо-
дами ароматических sp2-колец, исчезает. Помимо 
этого, снижение интенсивности D-пика может 
быть обусловлено увеличением размера отдель-
ных зерен [15], что, в целом, согласуется с ре-
зультатами статистической обработки данных 
атомно-силовой спектроскопии. 

D-пик спектров покрытий H2SO4 / ЭЦ силь-
но смещен к 1500 см-1 по сравнению с D-пиком 
ЭЦ / H2SO4 покрытий. Помимо этого, такое сме-
щение в разной степени характерно для всех 
трехслойных систем, рассматриваемых в на-
стоящей работе (наиболее выраженно для угле-
родных слоев, сформированных на двухслойных 

системах H2SO4 / ЭЦ и ЭЦ / H2SO4 при частоте  
5 Гц и 15 Гц соответственно). При этом ширина 
G-пика H2SO4 / ЭЦ (105 см-1) меньше, чем шири-
на G-пика (117 см-1) ЭЦ / H2SO4. Совокупность 
данных фактов, согласно [20], может быть обу-
словлена более высокой степенью упорядочен-
ности графитовой фазы и образованием нанок-
ристаллического графита вследствие окисления 
и интенсивной графитизации карбонизированного 
слоя этилцеллюлозы, вызванных последующей тер-
мообработкой при температуре 120 C на воздухе. 

Также необходимо отметить, что все полу-
ченные трехслойные системы характеризуются 
высокой степенью упорядоченности sp2-класте-
ров, о чем свидетельствует относительно не-
большая ширина G-пика (для всех образцов 100–
110 см-1).  

Средствами РФЭС установлены особенно-
сти химического и фазового состава двухслой-
ных систем на основе H2SO4 / ЭЦ и ЭЦ / H2SO4 
(таблица 2.4) и углеродных покрытий, сформи-
рованных на их поверхности с различной часто-
той следования импульсов генератора углерод-
ной плазмы (таблица 2.5). 

С1s пик РФЭC расположен на интервале 
280÷290 эВ и раскладывается при помощи функ-
ции Лоренца – Гаусса на следующие компоненты 
(рисуноки 2.4, 2.5): Csp2 – пик с энергией связи ~ 
284,6 эВ; Csp3 – пик с энергией связи ~ 285,4 эВ; 
C = S – пик с энергией связи ~ 287 эВ, С = O – 
пик с энергией связи ~ 287,5 эВ. COOH / COOR – 
пик с энергией связи 288,3÷289,4 эВ [5], [21].  
S2p пик характеризуется наличием следующих 
компонентов (рисунок 2.4): спин-орбитальные 
составляющие S2p3/2 и S2p1/2 вблизи 163,7 эВ и 
164,8 эВ соответственно; SO3

2- – пик с энергией 
связи 167,4 эВ; SO4

2- [5], [7], [22], [23]. Посколь-
ку метод РФЭС чувствителен только к поверхно-
стному слою [24], для углеродных слоев, сфор-
мированных на поверхности двухслойных сис-
тем на основе этилцеллюлозы и серной кислоты, 
S2p-пик детектировать не удалось.  

 
Таблица 2.3 – Параметры КР-спектров двухслойных систем на основе этилцеллюлозы и серной 

кислоты, а также углеродных покрытий, сформированных на их поверхности  
 

D-пик G-пик 
Покрытие 

Частота  
следования 

импульсов, Гц- 
Положение, 

см-1 
Ширина, 

см-1 
Положение, 

см-1 
Ширина, 

см-1 
ID / IG 

H2SO4 / ЭЦ – 1454 327 1581 105 0,37 
ЭЦ / H2SO4 – 1381 286 1581 117 0,29 

5 1461 275 1580 110 0,42 
10 1437 283 1578 108 0,34 H2SO4 / ЭЦ / С 
15 1441 280 1576 103 0,30 
5 1438 269 1577 110 0,37 

10 1422 284 1576 107 0,31 ЭЦ / H2SO4 / С 
15 1471 249 1581 107 0,27 
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Таблица 2.4 – Статистическая обработка результатов РФЭС двухслойных систем на основе 
этилцеллюлозы и серной кислоты 

 

Покрытие Пики 
РФЭС 

Тип 
связи 

Пик, эВ
± 0,3 эВ

Шири-
на, эВ 

Доля 
площади, %

Сsp3 / Сsp2 С = S/ Сsp3 + Сsp2 S / S–O

Сsp2 284,6 1,2 55,3 
Сsp3 285,5 2,0 34,9 
C = S 286,9 1,4 6,1 

C1s 

COOH / COOR 288,9 1,3 3,7 
Sp3/2 163,4 1,1 4,4 
Sp1/2 164,9 1,7 11,8 
SO3 167,5 1,7 36,4 

H2SO4 / ЭЦ 

S2p 

SO4 168,8 1,8 47,4 

0,63 0,068 0,19 

Сsp2 284,6 1,1 44,2 
Сsp3 285,2 1,5 48,3 
C = S 286,9 1,7 6,7 

C1s 

COOH / COOR 288,5 0,9 0,8 
Sp3/2 163,5 1,4 47,6 
Sp1/2 164,6 1,8 36,5 
SO3 167,4 1,4 5,5 

ЭЦ / H2SO4 

S2p 

SO4 169,2 2,3 10,4 

1,1 0,072 5,3 

 

a) 

  

б) 

  
 С1s S2p 

 

Рисунок 2.4 – Результаты РФЭС двухслойных покрытий: a) H2SO4 / ЭЦ; б) ЭЦ / H2SO4  
 

Двухслойные системы ЭЦ / H2SO4 характери-
зуются более высоким соотношением Сsp3 / Сsp2 
по сравнению с покрытиями H2SO4 / ЭЦ, что, ве-
роятно, обусловлено более интенсивной карбо-
низацией при взаимодействии осаждаемых 
фрагментов H2SO4 с ранее сформированным сло-
ем этилцеллюлозы c образованием широкого 
спектра различных аллотропных модификаций 
углерода. В частности, авторы [21] соотносят 

окисление и образование «аморфного» графена с 
Сsp3 составляющей С1s пика РФЭС. С другой 
стороны, более высокое значение доли инте-
гральной площади Csp2 составляющей С1s пика 
РФЭС, а значит более низкое значение соотно-
шения Сsp3 / Сsp2, покрытий H2SO4 / ЭЦ обу-
словлено более интенсивным окислением и гра-
фитизацией слоя целлюлозы вследствие термо-
обработки. 
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Также необходимо отметить, что S2p-пик 
ЭЦ / H2SO4 характеризуется более высокими зна-
чениями долей интегральной площади компо-
нентов, соответствующих S2p3/2 и S2p1/2. Выше-
указанные составляющие S2p-пика РФЭС, со-
гласно [5], обусловлены внедрением атомов серы 
в матрицу на основе sp2-гибридизированных 
атомов углерода. Кроме этого, авторы [22] соот-
носят компонент около 163,6 эВ с С-S-C связями. 

Наличие химических связей атомов серы с 
атомами углерода также подтверждается выде-
лением C = S составляющей в составе С1s пика. 
Однако, значения долей интегральной площади 
данного компонента С1s пика РФЭС обоих видов 

двухслойных покрытий на основе целлюлозы и 
серной кислоты практически равны, что позволя-
ет сделать вывод о том, что сера присутствует 
преимущественно в виде оксидов (покрытие 
H2SO4 / ЭЦ) либо в химически несвязанном со-
стоянии (покрытие ЭЦ / H2SO4).  

Результаты РФЭС углеродных покрытий 
(рисунок 2.5), сформированных на поверхности 
двухслойных систем на основе этилцеллюлозы и 
серной кислоты (таблица 2.5), свидетельствуют 
об увеличении соотношения Сsp3 / Сsp2 с увели-
чением частоты следования импульсов генерато-
ра углеродной плазмы и согласуются с результа-
тами КР-спектроскопии. 

 

а) 

 
  

б) 

 
  

в) 

  
 H2SO4 / ЭЦ / C ЭЦ / H2SO4 / С 

 
Рисунок 2.5 – Результаты РФЭС углеродных покрытий, сформированных на поверхности двухслойных 

систем на основе этилцеллюлозы и серной кислоты с различной частотой следования импульсов:  
a) 5 Гц; б) – 10 Гц; в) 15 Гц  
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Таблица 2.5 – Статистическая обработка результатов РФЭС углеродных покрытий, сформированных 
на поверхности двухслойных систем на основе этилцеллюлозы и серной кислоты  

 

Покрытие 
Частота 

следования 
импульсов, Гц- 

Пики 
РФЭС 

Тип 
связи 

Пик, эВ 
± 0,3 эВ 

Ширина, эВ
Доля 

площади, % 
Сsp3 / Сsp2

Сsp2 284,7 1,2 55,9 
Сsp3 285,6 1,5 40,1 5 C1s 

C = O 287,3 1,5 4,0 
0,72 

Сsp2 284,7 1,0 40,4 
Сsp3 285,4 1,6 55,8 10 C1s 

C = O 287,4 1,5 3,9 
1,38 

Сsp2 284,6 1,1 37,5 
Сsp3 285,3 1,6 59,3 

H2SO4 / ЭЦ / C 

15 C1s 
C = O 287,4 1,4 3,2 

1,58 

Сsp2 284,7 1,0 39,7 
Сsp3 285,4 1,6 57,3 5 C1s 

C = O 287,4 1,1 3,1 
1,44 

Сsp2 284,6 1,0 39,3 
Сsp3 285,4 1,5 58,5 10 C1s 

C = O 287,2 1,0 2,2 
1,49 

Сsp2 284,8 1,1 35,4 
Сsp3 285,3 1,7 61,7 

ЭЦ / H2SO4 / С 

15 C1s 
C = O 287,3 1,3 2,9 

1,74 

 

Углеродные слои, осажденные на поверхно-
сти двухслойной системы ЭЦ / H2SO4 с более 
высоким исходным соотношением Сsp3 / Сsp2, 
также характеризуются более высоким соотно-
шением Сsp3 / Сsp2, по сравнению с углеродны-
ми слоями, сформированными на H2SO4 / ЭЦ. 
Данный факт, по-видимому, обусловлен влияни-
ем на фазовый состав ранее полученных двух-
слойных систем на основе серной кислоты и 
целлюлозы. 

Таким образом, использование двухслой-
ных систем на основе этилцеллюлозы и серной 
кислоты позволяет управлять фазовым составом 
осаждаемых на их поверхности углеродных слоев.  
 

Выводы 
Установлены особенности морфологии и 

фазового состава углеродных покрытий, осаж-
денных на двухслойных подложках на основе 
этилцеллюлозы и серной кислоты. Показано, что 
при электронно-лучевом диспергировании сер-
ной кислоты и этилцеллюозы формируются кар-
бонизированные слои. Последующий отжиг при 
температуре 120 C приводит к их графитизации. 
Методами РФЭС и КР спектроскопии установле-
но, что степень графитизации покрытий 
H2SO4 / ЭЦ, в сравнении с покрытиями ЭЦ / H2SO4, 
существенно выше. Полученные таким образом 
двухслойные системы оказывают существенное 
влияние на фазовый состав углеродных покры-
тий, осаждаемых из плазмы импульсного ка-
тодно-дугового разряда. Углеродные слои, оса-
жденные на поверхности двухслойной системы 
ЭЦ / H2SO4 с более высоким соотношением 

Сsp3 / Сsp2 также характеризуются более высо-
ким соотношением Сsp3 / Сsp2 по сравнению с 
углеродными слоями, сформированными на по-
верхности H2SO4 / ЭЦ. Таким образом, осажде-
ние карбонизированных подслоев на основе цел-
люлозы и серной кислоты с различной степенью 
их графитизации является эффективным техно-
логическим приемом управления фазовым соста-
вом углеродных покрытий, формируемых из 
плазмы импульсного катодно-дугового разряда. 
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Аннотация. Линейную однородную систему p дифференциальных уравнений первого порядка в d  назовем бигар-
монической, если каждая компонента произвольного ее непрерывно дифференцируемого решения удовлетворяет  

уравнению 2 0,u   где   – оператор Лапласа в .d  В настоящей статье приводится пример бигармонической системы 

в 4 ,  не являющейся ни четырехмерным аналогом системы Коши – Римана, ни  эллиптической псевдосимметриче-

ской системой. Для этой системы рассматривается задача Дирихле в произвольной ограниченной области с достаточно 
гладкой границей. Доказывается, что в некоторой точке границы ранг матрицы Лопатинского задачи Дирихле не  
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Введение  
Пусть в пространстве 4  задана эллиптиче-

ская система четырех дифференциальных урав-
нений первого порядка вида 

4

1

0,j
j j

U
A

x




                      (0.1) 

где jA  ( 1,2,3,4)j   – заданные действительные 

квадратные матрицы четвертого порядка, 

1 4( ( ),..., ( ))TU u x u x  – искомая четырехкомпо-

нентная вектор-функция, 4
1 4( ,..., ) ,x x x   T 

означает транспонирование. 

Пусть 4    – ограниченная область, гра-
ницей которой является достаточно гладкая по-
верхность Ляпунова .  Рассмотрим краевую за-
дачу отыскания решения ( )U x  системы (0.1) в об-
ласти ,  удовлетворяющего граничным условиям 

, ( ) ( ).
x y

y f y y
x  

     
B


       (0.2) 

Здесь 2:f    – заданный двухкомпонент-
ный вектор-столбец; B  – матричный, размера 
24, граничный оператор, состоящий из скаляр-
ных линейных операторов, «полиномиальных 
относительно нормали» к   [1]. 

МАТЕМАТИКА
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Как показали исследования ряда ученых, 
граничный оператор для эллиптической системы 
нельзя задавать произвольно. Он должен в неко-
тором смысле дополнять свойства решений сис-
темы. Для эллиптических систем дифференци-
альных уравнений условие дополнительности 
граничных условий было получено Я.Б. Лопа-
тинским [2]; его принято называть условием ре-
гуляризуемости краевой задачи, а задачу, для 
которой это условие выполнено, регуляризуе-
мой. Известно [1], [3], что регуляризуемость кра-
евой задачи является необходимым и достаточ-
ным условием нетеровости оператора, отвечаю-
щего этой задаче и действующего в определен-
ных банаховых пространствах. 

В свое время был неожиданным тот факт, 
что для системы Фьютера (системы простейшей 
структуры в 4  по терминологии М.З. Соломя-
ка) любые граничные условия не могут образо-
вывать вместе с системой регуляризуемую крае-
вую задачу [4]. 
 В.С. Виноградов выделил в пространстве 

4  класс эллиптических псевдосимметрических 
систем четырех уравнений первого порядка [5]. 
Для (0.1) это означает, что 1A E  – единичная, а 

T
j jA A   при 2,3,4j   – кососимметрические 

матрицы четвертого порядка. В работе [5] пока-
зывается, что, в случае когда (0.2) есть оператор 
умножения на постоянную матрицу размера 
2 4  (задача Римана – Гильберта), однородная 
краевая задача (0.1), (0.2) имеет бесконечно мно-
го линейно независимых решений. Позже было 
доказано отсутствие внутренних регуляризумых 
краевых задач для эллиптических псевдосиммет-
рических систем [6]. 
 В статье [7] определяется понятие много-
мерного аналога системы Коши – Римана. При-
менительно к рассматриваемому случаю, систе-
ма (0.1) называется четырехмерным аналогом 
системы Коши – Римана (кратко ЧКР-системой), 
если каждая компонента произвольного непре-
рывно дифференцируемого ее решения удовле-
творяет уравнению Лапласа в 4 .  Необходимы-
ми и достаточными условиями принадлежности 
системы (0.1) ЧКР типу является невырожден-
ность матриц jA  ( 1,..., 4)j   и выполнение мат-

ричных равенств 
1 1 0 ( , 1,..., 4, ).k j j kA A A A k j k j       (0.3) 

А.Т. Усс показал отсутствие для ЧКР-систем 
регуляризуемых внутренних краевых задач [7]. 

Отметим, что в трехмерном пространстве 
для системы Моисила – Теодореску [8], для трех-
мерных аналогов системы Коши – Римана [9], 
для систем ортогонального типа [10] существуют 
регуляризуемые внутренние краевые задачи. 

В настоящей статье приводится пример эл-
липтической системы (0.1), которая не является 

четырехмерным аналогом системы Коши –
Римана [7], не принадлежит классу эллиптиче-
ских псевдосимметрических систем [5], однако 
каждое непрерывно дифференцируемое ее реше-
ние является бигармонической функцией. Для 
этой системы в настоящей работе исследуется 
регуляризуемость задачи Дирихле. 
 

1 Пример бигармонической системы в 4  
 Здесь и всюду ниже, если не оговорено про-
тивное, считаем, что 1A E  – единичная матри-

ца четвертого порядка, 

2

0 0 0 1

0 1 2 0
,

0 1 1 0

1 0 0 0

A

 
   
 
 
 

 3

0 0 1 0

1 0 0 0
,

1 0 0 1

0 1 1 0

A

 
 
 
 
 

  

 

4

0 1 1 0

1 0 0 2
.

0 0 0 1

0 0 1 0

A

 
  
 
 
 

                (1.1) 

Характеристическая матрица системы (0.1) с 
матричными коэффициентами (1.1) имеет вид 

4

1

1 4 3 4 2

3 4 1 2 2 4

3 2 1 2 3 4

2 3 3 4 1

( )

2 2

j j
j

A


   

      
          
        
 

      

A

  (1.2) 

и при этом для всех векторов 4 {0}   выпол-

няется неравенство 
2 2 2 2 2
1 2 3 4det ( ) ( ) 0.         A  

Последнее означает, что рассматриваемая систе-
ма (0.1), (1.1) является эллиптической. 

Очевидно, что (0.1) не является псевдосим-
метрической системой в 4 .  Поскольку 

1 1
2 3 3 2

0 0 1 0

0 0 0 1
0

0 0 0 0

0 0 0 0

A A A A 

 
 
   
 
 
 

 

(т. е. нарушаются равенства (0.3)), то система 
(0.1) не является четырехмерным аналогом сис-
темы Коши – Римана. Тем не менее, справедливо 
следующее утверждение. 
 Теорема 1.1. Каждая компонента ( )ku x  

( 1,..., 4)k   произвольного непрерывно диффе-

ренцируемого решения ( )U x  системы (0.1) явля-

ется бигармонической функцией. 
Доказательство. Пусть 4:U    – не-

прерывно дифференцируемая вектор-функция, 
удовлетворяющая системе (0.1). Поскольку рас-
сматриваемая система является эллиптической, 
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то каждая компонента ( )ku x  ( 1,..., 4)k   вектора 

( )U x  является бесконечно дифференцируемой в 

области   функцией [11, c. 141]. Применяя к 

нулевой вектор-функции 
4

1

( )
j

j j

U x
A

x


  оператор 

4
1

1

,k
k k

A
x






  получим 

22 2
32 2

1
1 3 2 4 1 3

2 2 2
3 3 3

1 4 2 3 2 4

0,

uu u
u

x x x x x x

u u u

x x x x x x

 
    

     

  
   
     

       (1.3) 
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u u u u
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2 2
4 4

3
1 3 2 4

0,
u u

u
x x x x

 
   

   
 4 0,u   

где 
2 2

2 2
1 4

...
x x

 
   

 
 – оператор Лапласа в 4.  

Тогда  
– из четвертого равенства (1.3) следует, что 

2
4 0u   в области ;   

– из третьего равенства (1.3) с учетом чет-
вертого: 

2 2
2 4 4

3
1 3 2 4

0;
u u

u
x x x x

   
    
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– из второго равенства (1.3) с учетом чет-
вертого: 

2 2 2 2
2 4 4 4 4

2
1 3 1 4 2 3 2 4

0;
u u u u

u
x x x x x x x x
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– из первого равенства (1.3) с учетом второ-
го и третьего: 

22 2
2 32 2

1
1 3 2 4 1 3

2 2 2
3 3 3

1 4 2 3 2 4

uu u
u

x x x x x x

u u u

x x x x x x

    
     

     

     
   
     

 

2 2 2 22
4 4 4 4

1 3 1 3 1 4 2 3 2 4

u u u u

x x x x x x x x x x

    
                

 

2 2 2 22
4 4 4 4

2 4 1 3 1 4 2 3 2 4

u u u u

x x x x x x x x x x

    
               

 

2 22
4 4

1 3 1 3 2 4

2 22
4 4

1 4 1 3 2 4

u u

x x x x x x

u u

x x x x x x

  
          

  
          

 

2 22
4 4

2 3 1 3 2 4

u u

x x x x x x

  
          

 

2 22
4 4

2 4 1 3 2 4

0.
u u

x x x x x x

  
          

 

Таким образом, каждая из функций ( )ku x  

( 1,2,3, 4)k   удовлетворяет уравнению 2 0u   

в области ,  т. е. является бигармонической в 
  функцией.                                                           
 

2 Задача Дирихле для рассматриваемой 
системы 

В теории аналитических функций под зада-
чей Дирихле понимают задачу отыскания голо-
морфной в ограниченной области     функ-
ции u iv  по известной на границе этой области 
ее действительной (или мнимой) части 

| ( | ).u v      
Если функция   непрерывна по Гельдеру на 

границе области ,  то существует единствен-
ная гармоническая в   функция, принимающая 
заданные граничные значения. Сопряженная к 
ней гармоническая функция определяется из 
системы Коши – Римана с точностью до произ-
вольной действительной постоянной. Из приве-
денных рассуждений также следует, что произ-
вольно задавать значения аналитической функ-
ции на границе области нельзя, ибо действитель-
ная часть функции восстанавливается по мнимой 
части функции с точностью до произвольной 
постоянной и наоборот. Таким образом, задача 
восстановления аналитической функции по из-
вестной на границе области «половине» ее зна-
чений (действительной или мнимой части) явля-
ется регуляризуемой. 
 Пусть 4    ограниченная область, гра-
ницей которой является гладкая поверхность 
Ляпунова .  По аналогии с двумерным случа-
ем под задачей Дирихле для системы (0.1) будем 
понимать задачу отыскания непрерывно диффе-
ренцируемого решения системы (0.1) в области 
  и непрерывного по Гельдеру в замыкании 
этой области, удовлетворяющего граничным ус-
ловиям вида 

3 1 4 2| ( ), | ( ) ( ),u f x u f x x       (2.1) 

где 1 2, :f f    – заданные непрерывные по 

Гельдеру функции (два граничных условия – 
«половина» значений вектор-функции ( )).U x  

Теорема 2.1. Задача Дирихле для системы 
(0.1), (1.1) не является регуляризуемой. 

Доказательство. Напомним, что задача 
(0.1), (2.1) называется регуляризуемой, если для 
нее выполнено условие Лопатинского. Оно пред-
ставляет собой дополнительное ограничение на 
матрицу граничного оператора (2.1) и для рас-
сматриваемой задачи состоит в том, что ранг 
матрицы 

1( , ) ( ( ) )L y y d



      B A          (2.2) 

является максимальным в каждой точке y  

и при каждом ненулевом касательном к   в 
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точке y векторе .  В формуле (2.2) через ( )y  

обозначен единичный вектор внутренней норма-
ли к   в точке y, матрица граничного операто-
ра (2.1) имеет вид 

0 0 1 0

0 0 0 1

 
  
 

B  

и интегрирование ведется по простому замкну-
тому контуру ,  лежащему в верхней комплекс-

ной  -полуплоскости и охватывающему нахо-
дящиеся там корни  уравнения 

det ( ( ) ) 0.y   A                  (2.3) 

Покажем, что в той точке y  границы ,  в ко-

торой внутренняя нормаль параллельна оси 1,Ox  

условие Я.Б. Лопатинского задачи (0.1), (2.1) не 
выполняется. В этом случае ( ) (1,0,0,0),y   

1 2 3(0, , , ),      уравнение (2.3) принимает вид 
2 2 2( | | ) 0,     где 2 2 2 2

1 2 3| | 0.         Пусть 

контур   охватывает точку | | .i   Тогда, приме-

няя основную теорему о вычетах, получим 
2 2 2

2 1 2 2 1 3
2 2 2 2 2

1

2 2 2
1 2 1 1 2 3

2 2
2

| |1
( , )

( | | ) ( | |)

| |

( | | )

L y

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  

      
        
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
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Осталось заметить, что при (0,0,0,1)   матрица 

Лопатинского задачи Дирихле в точке y  прини-

мает вид 
0 0

( , ) .
0 0

i
L y

i

  
     
  

Следовательно, rank ( , ) 1 2.L y                           

Доказанная теорема означает [1], что опера-
тор, отвечающий задаче Дирихле для системы 
(0.1), не является нетеровским в определенных 
банаховых пространствах, т. е. имеет либо не-
замкнутое множество значений, либо бесконеч-
номерное ядро или коядро. 
 

3 Другое доказательство теоремы 2.1 
Рассмотрим другое доказательство теоремы 

2.1. Не ограничивая общности, можно считать, 
что точка y  совпадает с началом координат. 

Задаче (0.1), (2.1) соответствует так называемая 
предельная задача [12] для исходной системы 
(0.1) в полупространстве 1 0x   и граничного 

условия (2.1), заданного на гиперплоскости 

1 0x   (по терминологии И.М. Гельфанда [12], 

мы рассматриваем краевую задачу под микро-
скопом в окрестности точки y  со все бóльшим и 

бóльшим увеличением). Сделав в предельной 
задаче преобразование Фурье по переменным 

2 ,x  3x  и 4x  получим 

1 2 2 3 3 4 4 1
1

1

ˆ
ˆ( , ) ( ) ( , )

( 0),

U
x i A A A U x

x

x

          




 (3.1) 

1 13 0 1 4 0 2ˆ ˆ| , | ,x xu h u h                   (3.2) 

где 2 3 4( , , ),      1
ˆ ( , )U x   – преобразование 

Фурье ( ) :U x  
2 2 3 3 4 4

3

( )3/ 2
1 2 3 4

ˆ ( , ) (2 ) ( ) .i x x xU x e U x dx dx dx        


 

Эквивалентная формулировка условия регуляри-
зуемости краевой задачи (0.1), (2.1) в точке y  

состоит в том, что при каждом ненулевом векто-
ре   в пространстве устойчивых решений M  

системы уравнений (3.1) (т. е. стремящихся к 
нулю при 1 )x    задача (3.1), (3.2) однознач-

но разрешима [12], [13]. 
Рассмотрим (3.1), (3.2) при (0,0,1)   

(сравнить с вектором   из доказательства теоре-
мы 2). В этом случае 4iA  есть матрица системы 

(3.1), имеющая двукратные собственные значе-
ния 1  и 1. Тогда множество устойчивых реше-
ний системы (3.1) задается формулой 

1
1 1 1 2 1 1 2

ˆ ( , ) ( ( )) ,xU x C v C v x v e          (3.3) 

где 1 ( ,1,0,0)Tv i  – собственный вектор матрицы 

4 ,iA  отвечающий собственному значению 1;  

2 (0, 3, 2,2 )Tv i   – вектор, присоединенный к 

вектору 1;v  1 2,C C  – произвольные постоянные. 

Осталось заметить, что при любом 1C  и 

2 0C   функция 1
ˆ ( , ),U x   заданная формулой 

(3.3), является устойчивым решением однород-
ной задачи (3.1), (3.2) при (0,0,1).   Таким 

образом, условие однозначной разрешимости 
(3.1), (3.2) в M  нарушается. 
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Введение 
Данная статья, посвящённая изучению по-

лиадических аналогов нормальных подгрупп в 
полиадических группах специального вида, яв-
ляется продолжением статьи [1] и составляет с 
ней единое целое, что отражено в названиях обе-
их статей. В связи с этим нумерация разделов в 
настоящей статье продолжает нумерацию разде-
лов в [1]. Сохраняется преемственность в отно-
шении соглашений, определений и обозначений 
из [1], все они остаются в силе и в данной статье. 
В ней ссылки на результаты из работы [1] даются 
без указания на эту работу. Например, ссылка на 
лемму 2.1 означает, что имеется в виду лемма 2.1 
из раздела 2 в [1]. 

4 Условия не n-полуинвариантности 
В следующей теореме доказываются нера-

венства, позволяющие сформулировать признаки 
не n-полуинвариантности, в частности неинвари-
антности подалгебр в полиадических группах 
специального вида. 

Теорема 4.1. Пусть подстановка  из Sk 
удовлетворяет условию l = , < B,  > – n-арная 
подгруппа n-арной группы < A,  >, B  A. Тогда: 

1) если для некоторого t = 2, …, l – 1 под-
становка t–1 не является тождественной, то 

существует такой элемент x = (x1, …, xk)  Ak, 
что 

, ,

1

)k k
s k

l

B B



 (x  ≠ , ,

1

),k k k k
s k

t l t

B B B B

 

  ( x  (4.1) 

то есть l-арная подгруппа < Bk, s, , k > не являет-
ся инвариантной в l-арной группе < Ak, s, , k >; 

2) если для некоторого i = 2, …, s подстановка 
(i–1)(n–1) не является тождественной, то суще-
ствует такой элемент x = (x1, …, xk)  Ak, что 

, ,

1

)k k
s k

l

B B



 (x  ≠ , ,

( 1)( 1) ( 1 )( 1)

( ),k k k k
s k

i n s i n

B B B B

    

  x   

то есть < Bk, s, , k > не является n-полуинвари-
антной в < Ak, s, , k >. 

Доказательство. 1) Если t–1 – нетождест-
венная подстановка, то существует j  {1, …, k}, 
для которого t–1(j)  j, а так как B  A, то най-
дется такой элемент u  A, u  B, что 

1

( )
n

u B B


    B.             (4.2) 

Зафиксируем элемент b  B и выберем в Ak 
элемент x = (x1, …, xk) так, что xj = u, все осталь-
ные компоненты равны b, в частности 1 ( )t j

x 
 = b. 

Неравенство t–1(j)  j гарантирует такой выбор. 
Для случая t–1(j) = j такой выбор был бы невоз-
можен, так как u  b. 
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Если предположить инвариантность 
< Bk, s, , k > в < Ak, s, , k >, то 

, ,

1

)k k
s k

l

B B


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t l t
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 

  x   

для выбранного x. 
Применяя к левой части последнего равен-

ства утверждение 3) леммы 2.1, а к правой – 
предложение 2.2 при B = C, получим 

1

1 1 1

( ) ( ) ( )j k

n n n

x B B x B B x B B
  
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1
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B B x B B
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откуда 

1

( )j

n

x B B


   = 1 ( )

1

( ).t j

t l t

B B x B B
 

     

Тогда из условия 
xj = u, 1 ( )t j

x 
 = b  B, u  B 

получаем 

1

( )
n

u B B


   = B, 

что противоречит (4.2). Поэтому верно (4.1). 
Следовательно, < Bk, s, , k > не является инвари-
антной в < Ak, s, , k >. 

2) Полагаем в 1) t = (i – 1)(n – 1) + 1.             
Замечание 4.1.  В утверждении 1) теоремы 

4.1 отсутствует случай t = l, так как в этом слу-
чае из условия l =  следует тождественность 
подстановки t–1, что противоречит условию. 

Замечание 4 .2 .  В утверждении 2) теоремы 
4.1 условием i = 2, …, s исключается случай l = n, 
так как в этом случае s = 1. 

 
5 Следствия 
Полагая в теореме 4.1 t = 2, i = 2, получим 
Следствие 5.1. Пусть подстановка  из Sk 

удовлетворяет условию l = , < B,  > – n-арная 
подгруппа n-арной группы < A,  >, B  A. Тогда: 

1) если подстановка  не является тождест-
венной, то существует элемент x = (x1, …, xk)  Ak 
такой, что 

, ,

1

)k k
s k

l

B B


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2
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l
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 ( x  

то есть l-арная подгруппа < Bk, s, , k > не являет-
ся инвариантной в l-арной группе < Ak, s, , k >; 

2) если подстановка n–1 не является тождест-
венной, то существует элемент x = (x1, …, xk)  Ak 
такой, что 

, ,

1

)k k
s k

l

B B



 (x  ≠ , ,

1 ( 1)( 1)

( ),k k k k
s k

n s n

B B B B

  

  x   

то есть < Bk, s, , k > не является n-полуинвари-
антной в < Ak, s, , k >. 

Считая в утверждении 1) теоремы 4.1  
циклом длины m  2, где m делит l – 1, получим 

Следствие 5.2. Пусть  – цикл из Sk длины 
m  2, m делит l – 1, < B,  > – n-арная подгруппа 
n-арной группы < A,  >, B  A, t – любой элемент 
множества {2, …, m}. Тогда существует эле-
мент x = (x1, …, xk)  Ak такой, что верно равен-
ство (4.1), то есть l-арная подгруппа 
< Bk, s, , k > не является инвариантной в l-арной 
группе < Ak, s, , k >. 

Доказательство теоремы 4.1 позволяет бо-
лее конкретно переформулировать следствие 5.2. 

Следствие 5.3. Пусть  = {i1, …, im} – цикл 
из Sk длины m  2, m делит l – 1, < B,  > – n-
арная подгруппа n-арной группы < A,  >, B  A, b 
– произвольный элемент из B, u – произвольный 
элемент из A \ B, зафиксируем любой 
j  {i1, …, im} и положим 

x = (x1 = b, …, xj–1 = b, xj = u, xj+1 = b, …, xk = b). 
Тогда 
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то есть l-арная подгруппа < Bk, s, , k > не явля-
ется инвариантной в l-арной группе < Ak, s, , k >. 

Если  – цикл длины m  2, m не делит  
n – 1, то подстановка n–1 не является тождест-
венной. Поэтому, считая в утверждении 2) тео-
ремы 4.1 i = 2,  циклом длины m  2, где m де-
лит l – 1, m не делит n – 1, получим 

Следствие 5.4. Пусть  = {i1, …, im} – цикл 
из Sk длины m  2, m делит l – 1, m не делит n – 1, 
< B,  > – n-арная подгруппа n-арной группы 
< A,  >, B  A, b – произвольный элемент из B, u 
– произвольный элемент из A \ B, зафиксируем 
любой j  {i1, …, im} и положим 

x = (x1 = b, …, xj–1 = b, xj = u, xj+1 = b, …, xk = b). 
Тогда 

, ,

1

)k k
s k

l

B B
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n s n

B B B B

  
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то есть < Bk, s, , k > не является n-полуинвари-
антной в l-арной группе < Ak, s, , k >. 

Замечание 5 .1 .  В следствиях 5.3 и 5.4 в ка-
честве цикла длины m можно взять цикл 
(12  m)  Sk. При этом будут выполняться все 
неравенства из этих следствий. Сформулируем 
соответствующие следствия, не указывая эти 
неравенства. 

Следствие 5.5. Пусть m делит l – 1, < B,  > – 
n-арная подгруппа n-арной группы < A,  >, B  A. 
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Тогда l-арная подгруппа < Bk, s, (12  m), k > не являет-
ся инвариантной в l-арной группе < Ak, s, (12  m), k >. 

Следствие 5.6. Пусть m делит l – 1, m не 
делит n – 1, < B,  > – n-арная подгруппа n-арной 
группы < A,  >, B  A. Тогда l-арная подгруппа 
< Bk, s, (12  m), k > не является n-полуинвариант-
ной в l-арной группе < Ak, s, (12  m), k >. 

Полагая в следтвиях 5.5 и 5.6 m = k, полу-
чим ещё два следствия. 

Следствие 5.7. Пусть k делит l – 1, < B,  > – 
n-арная подгруппа n-арной группы < A,  >, 
B  A. Тогда l-арная подгруппа < Bk, s, (12  k), k > 
не является инвариантной в l-арной группе 
< Ak, s, (12  k), k >. 

Следствие 5.8. Пусть k делит l – 1, k не де-
лит n – 1, < B,  > – n-арная подгруппа n-арной 
группы < A,  >, B  A. Тогда l-арная подгруппа 
< Bk, s, (12  k), k > не является n-полуинвариант-
ной в l-арной группе < Ak, s, (12  k), k >. 

Случай n = 2. В этом случае понятия 2-по-
луинвариантности и полуинвариантности для  
n-арных подгрупп тождественны понятию нор-
мальности для подгрупп. Потому при n = 2 из 
теорем 3.1 (утверждение 2)) и 4.1 (утверждение 
1) при t = 2) вытекает 

Следствие 5.9. [2, предложение 4.1.1]. Пусть 
подстановка  из Sk удовлетворяет условию 
l = , B – подгруппа группы A. Тогда: 

1) l-арная подгруппа < Bk, [ ]l, , k > полуинва-
риантна в l-арной группе < Ak, [ ]l, , k > тогда и 
только тогда, когда подгруппа B нормальна в 
группе A; 

2) если B  A, подстановка  не является 
тождественной, то < Bk, [ ]l, , k > не является 
инвариантной в < Ak, [ ]l, , k >. 

Можно сформулировать аналогичные би-
нарные результаты для других приведённых вы-
ше следcтвий. Ограничимся здесь таким резуль-
татом для следcтвий 3.3 (утверждение 2)) и 5.8, 
считая в нём n = 2, l = k + 1. 

Следствие 5.10 [2, следствие 4.1.4]. Пусть 
B – подгруппа группы A. Тогда: 

1) (k + 1)-арная подгруппа < Bk, [ ]k+1, (12  k), k > 
(k + 1)-арнoй группы < Ak, [ ]k+1, (12  k), k > полуин-
вариантна в ней тогда и только тогда, когда 
подгруппа B нормальна в группе A; 

2) если B  A, то < Bk, [ ]k+1, (12  k), k > не яв-
ляется инвариантной в < Ak, [ ]k+1, (12  k), k >. 

Случай n = 3. Полагая в теореме 4.1 n = 3, 
получим 

Следствие 5.11. Пусть для подстановки  
из Sk подстановка 2s является тождественной, 
< B,  > – тернарная подгруппа тернарной груп-
пы < A,  >, B  A. Тогда: 

1) если для некоторого t = 2, …, 2s подста-
новка t–1 не является тождественной, то су-
ществует такой элемент x = (x1, …, xk)  Ak, 
что 
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2
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s
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  ( x  (5.1) 

то есть (2s + 1)-арная подгруппа < Bk, s, , k > не 
является инвариантной в (2s + 1)-арной группе 
< Ak, s, , k >; 

2) если для некоторого i = 2, …, s подста-
новка 2(i–1) не является тождественной, то су-
ществует такой элемент x = (x1, …, xk)  Ak, что 
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2
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s
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то есть < Bk, s, , k > не является 3-полуинвари-
антной в < Ak, s, , k >. 

Аналогичные результаты, соответствующие 
случаю n = 3, можно сформулировать для всех 
полученных выше следствий из теоремы 4.1. Ог-
раничимся следствиями 5.1 и 5.2. 

Следствие 5.12. Пусть для подстановки  
из Sk подстановка 2s является тождественной, 
< B,  > – тернарная подгруппа тернарной груп-
пы < A,  >, B  A. Тогда: 

1) если подстановка  не является тождест-
венной, то существует элемент x = (x1, …, xk)  Ak 
такой, что 
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)k k
s k

s
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2 1
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то есть (2s + 1)-арная подгруппа < Bk, s, , k > не 
является инвариантной в (2s + 1)-арной группе 
< Ak, s, , k >; 

2) если подстановка 2 не является тождест-
венной, то существует элемент x = (x1, …, xk)  Ak 
такой, что 
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2
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s k

s
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2( 1)
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s
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то есть < Bk, s, , k > не является 3-полуинвари-
антной в < Ak, s, , k >. 

Следствие 5.13. Пусть  – цикл из Sk длины 
m  2, m делит 2s, < B,  > – тернарная подгруп-
па тернарной группы < A,  >, B  A, t – любой 
элемент множества {2, …, m}. Тогда существу-
ет элемент x = (x1, …, xk)  Ak такой, что верно 
неравенство (5.1), то есть (2s + 1)-арная под-
группа < Bk, s, , k > не является инвариантной в 
(2s + 1)-арной группе < Ak, s, , k >. 

 

ЛИТЕРАТУРА 
1. Гальмак, А.М. Полиадические аналоги 

нормальных подгрупп в полиадических группах 
специального вида. I / А.М. Гальмак // Проблемы 
физики, математики и техники. – 2024. – № 3 (60). – 
С. 54–58. 

2. Гальмак, А.М. Полиадические операции и 
обобщённые матрицы / А.М. Гальмак. – Моги-
лёв: МГУП, 2015. – 295 с. 
 

Поступила в редакцию 25.09.2024. 
 
 

Информация об авторах 
Гальмак Александр Михайлович – д.ф.-м.н., профессор 

 



Проблемы физики, математики и техники, № 4 (61), 2024 ISSN 2077-8708 
 

© Княгина В.Н., 2024             

48 

 

УДК 512.542                                                                    DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2024_4_61_48 
EDN: DBDFPO 

 
О p-ДЛИНЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ДВУХ B-ГРУПП 

В.Н. Княгина 

Гомельский государственный университет имени Франциска Скорины 
 

ON THE p-LENGTH OF A PRODUCT OF TWO B-GROUPS 

V.N. Kniahina 

Francisk Skorina Gomel State University 
 

Аннотация. Конечная ненильпотентная группа называется B-группой, если в ее фактор-группе по подгруппе Фраттини 
все собственные подгруппы примарны. Исследуется p-длина ( )pl G  конечной p-разрешимой группы, являющейся 

произведением двух B-подгрупп. В частности, доказывается, что ( ) 1,pl G   если p не делит индекс одной из B-подгрупп. 
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Введение 
B-группой называют конечную ненильпо-

тентную группу, у которой в фактор-группе по 
подгруппе Фраттини все собственные подгруппы 
примарны. Группа Шмидта (конечная ненильпо-
тентная группа с нильпотентными собственными 
подгруппами) является B-группой. В строении  
B-групп и групп Шмидта есть сходства и есть 
различия. Так, обе они бипримарны, одна из си-
ловских подгрупп в этих группах нормальна, а 
другая силовская подгруппа – циклическая, см. 
лемму 2.2 [1]. Одно из различий между B-груп-
пами и группами Шмидта заключается в том, что 
если в группе Шмидта подгруппа Фраттини нор-
мальной силовской подгруппы содержится в 
центре группы, то в B-группе это свойство нару-
шается. Например, диэдральная группа порядка 
18 является B-группой и не является группой 
Шмидта. 

В работе [1] были описаны начальные свой-
ства B-групп и изучена группа, факторизуемая 
примарной группой и B-группой. В частности, 
было доказано, что если конечная группа 
G HK  представима в виде произведения  
B-подгруппы H и примарной подгруппы K, и 
если порядок ненормальной силовской подгруп-
пы в H не равен 3 и 7, то группа G разрешима.  

В работе [2] было установлено, что конечная  
p-разрешимая группа, представимая в виде про-
изведения двух своих подгрупп Шмидта, имеет 
p-длину не более 2. Эта оценка точная, симмет-
рическая группа 4S  имеет 2-длину, равную 2, и 

является произведением двух групп Шмидта 4A  

и 3S . 

В настоящей работе исследуется конечная 
группа ,G HK  представимая в виде произведе-
ния двух B-подгрупп H и K. Такая группа может 
быть простой, например, знакопеременная груп-
па 5A  степени 5 является произведением двух  

B-подгрупп 4H A  и 5 2 .[ ]K C C  В случае, ко-

гда конечная группа G HK  p-разрешима уста-
навливаются достаточные условия, при которых 
она имеет единичную p-длину. Если B-под-
группы H и K сверхразрешимы, то конечная 
группа G HK  будет разрешимой, а если поря-
док G нечетен, то G сверхразрешима. 
 

1 Вспомогательные результаты 
Порядки всех рассматриваемых в работе 

групп конечны. Мы используем стандартные 
обозначения, а также терминологию из [3], [4]. 

МАТЕМАТИКА
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Напомним некоторые обозначения. Полу-
прямое произведение двух подгрупп A и B с 
нормальной подгруппой A записывается [A] B. 
Центр, коммутант, подгруппы Фраттини и Фит-
тинга группы G обозначаются соответственно 
через ( ),Z G  ,G  ( )G  и ( ).F G  Запись Y X  

( )Y X  означает, что Y – подгруппа (собствен-

ная подгруппа) группы X. 
Для фиксированных групп будем использо-

вать следующие обозначения:  

mZ  – циклическая группа порядка m,  

mp
E  – элементарная абелева группа порядка ,mp  

2nD  – диэдральная группа порядка 2n,  

nS  и nA  – симметрическая и знакоперемен-

ная группы степени n. 
Группа G с нормальной силовской p-под-

группой pG  называется p-замкнутой. Если в 

группе G имеется нормальная подгруппа pG   

такая, что [ ] ,p pG G G  то группа G называется 

p-нильпотентной. 
Будем использовать обозначения ,p qB   для 

B-группы с нормальной силовской p-подгруппой 
и ненормальной силовской Q-подгруппой.  

Приведем используемые при доказательстве 
теорем свойства B-групп. 

Лемма 1.1 [1, лемма 2.2]. Пусть B – ,p qB  -груп-

па, p и Q – ее силовские p- и Q-подгруппы. Тогда 
справедливы следующие утверждения: 

(1) [ ] ;B P Q  

(2) ( ) ( ),P B P    P B  и / ( )P P  – 

главный фактор группы B порядка ,mp  где m – 

показатель числа p по модулю Q; 
(3) Q y    – циклическая подгруппа и 

( ).qy Z B  Кроме того, ( ) ( ) qB P y      и 

( ) ( );Z B B   

(4) Если H – нормальная в B подгруппа и 
,H B  то H нильпотентна; 

(5) Если m – максимальная в B подгруппа, 
то либо m нормальна в B и ,qM P y    либо 

[ ( )] xM P Q   для некоторого .x B    

Лемма 1.2 [1, лемма 2.4]. Пусть N – нор-
мальная подгруппа ,p qB  -группы B, .N B  Тогда 

справедливы следующие утверждения: 
(1) cиловская p-подгруппа 1P  из N либо сов-

падает с силовской p-подгруппой группы B, либо 

1 ( ) ( );P B P P      

(2) cиловская Q-подгруппа 1Q  из N содер-

жится в ( ),qy Z B    где y   – силовская Q-под-

группа группы B; 
(3) либо ,P N  либо ( );N B    

(4) фактор-группа /B N  либо является 

,p qB  -группой, либо циклической Q-группой. 

Ненильпотентная группа, у которой все 
собственные подгруппы примарны, называется 
группой типа A. Таким образом, B-группу можно 
определить как группу, у которой фактор-группа 
по подгруппе Фраттини является группой типа A.  

Приведем свойства групп типа A, исполь-
зуемые в дальнейшем. 

Лемма 1.3 [5, c. 83]. Если S – группа типа A, 
то справедливы следующие утверждения: 

(1) [ ] ,S P Q  где p – нормальная силовская 
p-подгруппа, Q – ненормальная силовская Q-под-
группа, p и Q – различные простые числа; 

(2) Q – циклическая подгруппа простого по-
рядка Q и Q действует неприводимо на p; 

(3) p – элементарная абелева подгруппа по-
рядка ,mp  где m – показатель числа p по модуля 
Q, подгруппа p является минимальной нормаль-
ной подгруппой группы S; 
 (4) ( ) ( ) 1;Z S S    

(5) 1 P S   – главный ряд группы S. 
В следующих двух примерах показано, что 

при определенных условиях B-группа не являет-
ся группой Шмидта. 

Пример 1.1. Диэдральная группа порядка 
2 ,np  2,p   ,n  является ,2pB  -группой. При 

1n   она не будет группой Шмидта. 
Пример 1.2. Пусть p и Q – простые числа, p 

делит 1,q   .n  Тогда ненильпотентная груп-

па [ ]n pq
Z Z  является ,q pB  -группой. При 1n   

она не будет группой Шмидта. 
Лемма 1.4. Если H – ,p qB  -группа и Q делит 

1,p   то силовская p-подгруппа в H циклическая. 

Доказательство. Пусть [ ]H P Q  –  

,p qB  -группа. Тогда / ( )H H  – группа типа А 

порядка ,mp q  где m – показатель p по модулю Q. По 

условию Q делит 1,p   поэтому 1.m   По лемме 

1.1 (2) ( ) ( ),P H P    поэтому | / ( ) |P P p   
и p – циклическая группа. 

Пусть   – множество простых чисел. У ка-
ждой  -разрешимой группы существует нор-
мальный ряд, факторы которого являются  
 -группами или  -группами. Такой ряд назы-
вают ( , )  -рядом.  -длиной  -разрешимой 

группы G называют наименьшее число  -фак-
торов среди всех ( , )  -рядов группы G.  -дли-

на  -разрешимой группы G обозначается через 
( ).l G  Как обычно, ( )O G  и ( )O G  – наиболь-

шие нормальные  - и  -подгруппы группы G 
соответственно.                                                        

Лемма 1.5 [6, лемма 4]. Пусть в p-разреши-
мой группе G силовская p-подгруппа является 
произведением двух циклических подгрупп. Тогда: 
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(1) если 2,p   то ( ) 1;pl G   

(2) если 2,p   то 2 ,2/ ( )G O G  либо имеет 

нечетный порядок, либо изоморфна 3.S  В част-

ности, 2 ( ) 2.l G   

Лемма 1.6 [2, лемма 5]. Пусть G –  -раз-
решимая группа. Если силовские p-подгруппы 
группы G циклические для всех ( ),p G  то 

( ) 1.l G   

 
2 Достаточные условия, при которых 

произведение двух B-групп имеет единичную 
p-длину 

Теорема 2.1. Пусть G – p-разрешимая ко-
нечная группа и B – ее ,p qB  -подгруппа для не-

которого ( ).q G  Если p не делит индекс под-

группы B в группе G, то ( ) 1.pl G    

Доказательство. Воспользуемся индукцией 
по порядку группы G. Пусть N – неединичная 
нормальная подгруппа группы G, а B – ее ,p qB  -

подгруппа, [ ] .B P Q  По условию, p не делит 

| G : B |,$ поэтому p – силовская p-подгруппа 
группы G. По свойствам B-групп (лемма 1.2 (4)) 
фактор-группа /BN N  либо циклическая  
Q-группа, либо ,p qB  -группа. Если /BN N  – 

циклическая Q-группа, то /G N  – p -группа и 

( / ) 1.pl G N   Пусть теперь /BN N  – ,p qB  -груп-

па. Так как  
| / : / | | : |,

| : | | : || : |,

G N BN N G BN

G B G BN BN B




 

то p не делит | : | | / : / | .G BN G N BN N  По ин-

дукции ( / ) 1.pl G N   Значит, в любом случае 

( / ) 1pl G N   для каждой неединичной нормаль-

ной в G подгруппы N. Предположим, что 
( ) 1.pl G   По лемме VI.6.9 [3] следует считать, что 

( ) ( ) 1, ( ) ( ( ))p p G pG O G O G C O G     

и ( )pN O G  является единственной минималь-

ной нормальной в G подгруппой. Пусть m – мак-
симальная в G подгруппа, не содержащая N. То-
гда 1N M   и [ ] .G N M  Так как ,N P B   

то согласно лемме 1.2 (3) либо ,N P  либо 

( ).N B   Если ,N P  то ( ) 1.pl G   Если 

( ),N B   то по тождеству Дедекинда  

[ ]( ) ( )( ) ,B N B M B B M B M        

что невозможно.                                                      
Теорема 2.2. Пусть A и B – B-подгруппы  

p-разрешимой конечной группы G и пусть .G AB  
Тогда справедливы следующие утверждения: 

(1) если A и B – p-замкнутые pd-подгруппы 
и 3p   или ( ) {2,3},G   то G p-замкнута; 

(2) если A и B – p-нильпотентные pd-под-
группы и 2p   или 3 ( ),G  то группа G p-ниль-

потентна; 
(3) если p не делит НОД (| : |,| : |),G A G B  то 

( ) 1.pl G    

Доказательство. (1) Введем следующие 
обозначения: 1[ ] ,A P Q  2[ ] ,B P R  где 1P  и 2P  – 

силовские p-подгруппы из A и B такие, что 1 2P P  – 

силовская p-подгруппа из G (см. лемму VI.4.7 
[3]), Q – силовская Q-подгруппа из A, R – силов-
ская r-подгруппа из B. Поскольку ( ) { , , }G p q r   

и G p-разрешима, то группа G разрешима и по 
лемме VI.4.7 [3] можно считать, что QR –  
{q, r}-холлова подгруппа при q r  или QR – 

силовская Q-подгруппа при q = r. 
Предположим, что q r  и пусть { , }.q r   

Тогда ( ) 1l G   по лемме 1.6 и ( )( )pK O G QR  

нормальна в G. Теперь Q A K A    и 

.R B K B    По свойствам B-групп (Q не со-
держится в собственной подгруппе, нормальной 
в A) .A K  Аналогично, .B K  Поэтому 

( )( )pG O G QR  – p-замкнутая группа. 

Пусть .q r  Если ( ) 1,ql G   то ( )( )pO G QR  – 

нормальна в G и опять ( )( )pG O G QR  – p-зам-

кнутая группа. Пусть ( ) 1.ql G   Так как силов-

ская Q-подгруппа группы G является произведе-
нием двух циклических подгрупп Q и R, то по 
лемме 1.5 получаем, что 2q   и 3.p   Теперь 

1P  и 2P  – циклические подгруппы по лемме 1.4 и 

по лемме 1.5 3 ( ) 1.l G   

(2) Введем следующие обозначения: 

1[ ] ,A Q P  2[ ] ,B R P  где 1P  и 2P  – силовские  

p-подгруппы в A и в B такие, что 1 2P P  является 

силовской p-подгруппой группы G (см. лемму 
VI.4.7 [3]), Q – силовская Q-подгруппа из A, R – 
силовская r-подгруппа из B.  

Если 2,p   то 1 2P P  – метациклическая 

группа по лемме III.11.5 [3] и ( ) 1pl G   по лемме 

1.5. Теперь 1 2( )( )
p

K O G PP  нормальна в G, по-

этому 1P A K   и A K  нормальна в A. По 

свойствам B-групп получаем, что .A K  Анало-
гично, B K  и K G  – p-нильпотентная группа. 

Пусть 2.p   Тогда силовская 2-подгруппа 

1 2P P  в группе G является произведением двух 

циклических подгрупп. По лемме 1.5 либо фак-
тор-группа 2 ,2/ ( )G O G  имеет нечетный порядок, 

либо изоморфна 3.S  

Пусть 2 ,2/ ( )G O G  имеет нечетный порядок. 

Тогда 1 2 2 ,2 ( )PP O G  и 2 ,2 ( )A O G  – нормаль-

ная подгруппа в группе A, причем 
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1 2 ,2 ( ).P A O G   Это возможно лишь когда 

2 ,2 ( ).A O G  Аналогично, 2 ,2 ( )B O G  и 

2 ,2 ( )G O G  – 2-нильпотентная группа. Если 

2 ,2 3/ ( ) ,G O G S   то 3 ( ),G  что исключается 

условием (2) теоремы.  
(3) Утверждение следует из теоремы 2.1.     

 
3 О произведении сверхразрешимых  

B-групп  
Теорема 3.1. Пусть A – сверхразрешимая 

B-подгруппа конечной группы G и пусть ,G AB  
где B – циклическая или сверхразрешимая B-под-
группа. Тогда третий коммутант G  – абелева 
2-группа и ( ) 3.n G   

Доказательство. Согласно лемме 2.7 [1] все 
силовские подгруппы в A и в B циклические. Ес-
ли группа G имеет нечетный порядок, то по тео-
реме Берковича [7] группа G сверхразрешима. В 
частности, коммутант G  нильпотентен. Так как 
силовские подгруппы в G метациклические, то 
G  – метациклическая подгруппа и 1.G    

Далее считаем, что группа G имеет четный 
порядок. Если силовская 2-подгруппа в G цикли-
ческая, то G 2-нильпотентна, в частности, разре-
шима. Если силовская 2-подгруппа в G нецикли-
ческая, то A и B имеют четные порядки и в каж-
дой из них имеется циклическая подгруппа ин-
декса 2  согласно лемме 1.1 (3). По теореме 
В.С. Монахова [8] группа G разрешима. Неслож-
но проверить, что условия теоремы наследуются 
фактор-группами, поэтому группа G примитивна: 

( ) 1,G   [ ] ,G N M  ( ) ( ) ( )p GN F G O G C N    – 

единственная минимальная нормальная в G под-
группа, m – максимальная подгруппа и 1.GM   

Так как N дополняема в силовской p-подгруппе, 
то | |N p  или 2| |N p  согласно леммам 2 и 3 

[6]. Если | | ,N p  то G сверхразрешима [6, лем-

ма 5] и теорема справедлива. Если 2| | ,N p  то 

силовская p-подгруппа в группе G нецикличе-
ская, поэтому p делит порядок подгруппы A и 
порядок подгруппы B. Кроме того, обе подгруп-
пы A и B имеют нормальные силовские  
p-подгруппы порядка p. Так как B-группа с нор-
мальной силовской подгруппой простого поряд-
ка является группой Шмидта, то применима тео-
рема из [9], по которой G  – абелева 2-группа и 

( ) 3.n G                                                                     

Пример 3.1. Группа (2,3)GL AB  является 

произведением B-группы 3A S  и циклической 

2-группы 8.B C  Производная длина (2,3)GL  

равна 4, а нильпотентная длина (2,3)GL  равна 3. 

Этот пример подтверждает точность полученных 
в теореме верхних границ для нильпотентной и 
производной длин. 

Следствие 3.1. Пусть A и B – B-подгруппы 
конечной группы G нечетного порядка и пусть 
G = AB. Если A и B сверхразрешимы, то G сверх-
разрешима. 

Следствие 3.2. Пусть A и B – сверхразре-
шимые B-подгруппы конечной группы G и пусть 

.G AB  Если | A | нечетен, то G 2-нильпотент-
на и ( ) 1pl G   для всех ( ).p G  

Доказательство. Согласно лемме 2.7 [1] все 
силовские подгруппы в A и в B циклические. Си-
ловская 2-подгруппа из B является силовской  
2-подгруппой группы G, поэтому G 2-нильпо-
тентна. Силовские подгруппы нечетного порядка 
в группе G метациклические. Применяя лемму 
1.5 получаем, что ( ) 1pl G   для всех ( ).p G     

Пример 3.2. Пусть p – простое нечетное 
число и pC  – циклическая группа порядка p. Эта 

группа обладает автоморфизмом   порядка 2. 
Зададим отображение 4: S     следующим 

образом: ( ) ,     если   – нечетная переста-

новка и ( ) 1,    если   – четная перестановка. 

Тогда   – гомоморфизм группы 4S  на ,    

ядро которого совпадает с 4.A  Рассмотрим полу-

прямое произведение 4[ ]pG C S  относительно 

гомоморфизма .  Тогда 3 ([ ] (1234) )pG S C    

есть произведение двух сверхразрешимых B-под-
групп, причем G – не 2-нильпотентная группа и 

2 ( ) 2.l G   При 3p   построенная группа не  

3-замкнута. Этот пример показывает, что произ-
ведение двух сверхразрешимых B-подгрупп мо-
жет быть несверхразрешимой группой, в частно-
сти, 2-длина группы может быть > 1. 

Пример 3.3. Полупрямое произведение 
2 37

[ ] ,E S  в котором симметрическая группа 3S  

неприводимо действует на элементарной абеле-
вой группе 27

E  порядка 49, является минимальной 

несверхразрешимой группой, она 2- и 3-сверх-
разрешима, но не 7-сверхразрешима. Группа  

2

2

3 2 37

77

[ ] ([ ] )([ ] ),

,

E S U Z V Z

E U V U V Z



   
 

является произведением двух сверхразрешимых 
B-подгрупп порядков 14 и 21. 
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МОДИФИКАЦИЯ ОТКРЫТЫХ ОДНОЛИНЕЙНЫХ СЕТЕЙ ДЖЕКСОНА 
С ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ НА ВРЕМЕНА ОЖИДАНИЯ, 

ДОПУСКАЮЩАЯ СТАЦИОНАРНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 
В ФОРМЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ 

Ю.В. Малинковский 

Гомельский государственный университет имени Франциска Скорины 
 

OPEN ONE-LINE JACKSON NETWORKS WITH EXPONENTIAL CONSTRAINS 
ON WAITING TIMES MODIFICATION BY PRODUCT FORM 

OF THE STATIONARY DISTRIBUTION 

Yu.V. Malinkovskii 

Francisk Skorina Gomel State University 
 

Аннотация. Рассмотрена однолинейная экспоненциальная сеть массового обслуживания, в которой время ожидания 
между вызовами обслуживания в подсистемах сети является случайной величиной, условное распределение которой 
при фиксированном числе вызовов в подсистемах имеет показательное распределение. Вызовы, обслуженные в подсистемах, 
и вызовы, не дождавшиеся обслуживания, движутся по сети в соответствии с разными матрицами маршрутизации. 
Предлагается модификация сети с экспоненциальными ограничениями на время ожидания, позволяющая получить 
стационарное распределение в форме произведения. Для достижения этой цели вводятся дополнительные компенси-
рующие потоки сигналов, управляющие определенными перемещениями вызовов в сети. 
 
Ключевые слова: сеть массового обслуживания, стационарное распределение, форма произведения, время 
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Введение 
В последние годы наметилась тенденция к 

созданию информационно-вычислительных се-
тей различного назначения. возникают пробле-
мы, от решения которых зависит эффективность 
их использования. Весьма важной является про-
блема «узких подсистем» в сети, т. е. подсистем 
сети, в которых нагрузка подсистем максималь-
на. При большом числе вызовов в узком месте 
очередь неограниченно растет, в то время как в 
других подсистемах очереди незначительны ли-
бо вовсе отсутствуют. Одним из способов пре-
одоления этого недостатка является введение 
мгновенных обходов вызовами подсистем [1], 
что благоприятствует более равномерному 

распределению нагрузки между подсистемами. 
Иным способом уменьшения нагрузки в «узких 
местах» является помещение в соответствующих 
подсистемах резервных линий [2], [3]. Еще од-
ним способом уменьшения нагрузки является 
ограничение продолжительностей ожидания об-
служивания заявок в узлах случайными величи-
нами, имеющими показательное распределение 
[4]–[8]. 

К сожалению, автор настоящей статьи до-
пустил в [5] ошибку при формулировке резуль-
татов в пунктах 4 и 5, связанных с ограничением 
на время ожидания. В дальнейшем выяснилось,  
что, в случае, когда суммарная интенсивность 
ухода вызовов из подсистем за счет завершения 
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времени ожидания постоянна, уравнения трафи-
ка для сети с ограничением на время ожидания 
будут отличаться от соответствующих уравнений 
трафика для сети с ограничением на время пре-
бывания. В связи с этим в общем случае стацио-
нарное распределение не имеет формы произве-
дения. Вниманию читателя предлагается моди-
фикация сети, позволяющая получить стацио-
нарное распределение в форме произведения. 
Для достижения этой цели вводится дополни-
тельный компенсирующий поток сигналов, 
управляющий определенными перемещениями 
вызовов в сети. 
 

1 Постановка задачи 
В сеть, состоящую из N однолинейных под-

систем, поступает простейший поток вызовов с 
интенсивностью  . Поступающий вызов незави-
симо от других вызовов с вероятностью 0ip  на-

правляется в i-ую подсистему 0
1

1, , 1 .
N

i
i

i N p


   
 

  

Число мест для ожидания вызовов в подсистемах 
бесконечно. Время обслуживания вызова един-
ственной линией i-ой подсистемы имеет показа-
тельное распределение с параметром 

( 1, )i i N  . Время ожидания начала обслужива-

ния вызова в i-ой подсистеме является случайной 
величиной, условное распределение которой (ес-
ли в i-ой подсистеме находится in  вызовов) по-

казательное с параметром ( 1, )
1

i

i

i N
n





. Таким 

образом, условная вероятность того, что дли-
тельность ожидания начала обслуживания каж-
дого вызова в очереди i-той подсистемы закон-
чится в промежутке времени [ , )t t h , если в мо-

мент t в подсистеме находилось in  вызовов, рав-

на ( )
1

i

i

h o h
n





 при 0h  , а условная вероят-

ность завершения процесса ожидания хотя бы 
одного из вызовов равна ( ).ih o h   Если вызов 

поступает в подсистему, свободную от вызовов, 
он сразу начинает обслуживаться. Предполагает-
ся, что промежутки времени между моментами 
поступления вызовов, времена обслуживания 
вызовов и времена ожидания вызовов в подсис-
темах суть независимые случайные величины. 
Вызов, обслуженный в i-ой подсистеме, мгновен-
но и независимо от других вызовов с вероятно-
стью ijp  переходит в j-ую подсистему, а с вероят-

ностью 0ip  покидает сеть 
0

, 1, , 1 .
n

ij
j

i j N p


 
  

 
  

Вызов, время ожидания которого в i-той подсис-
теме закончилось, мгновенно и независимо от 
других вызовов с вероятностью ijr  направляется 

в j-ую подсистему, а с вероятностью 0ir  покидает 

сеть 
0

, 1, , 1 .
n

ij
j

i j N r


 
  

 
  

 
2 Открытые сети с ограниченным време-

нем ожидания вызовов в подсистемах 
В [5] рассмотрена сеть, отличающаяся от вве-
денной в разделе 1 сети только тем, что в ней 
вместо ограничения на время ожидания исполь-
зовалось ограничение на время пребывания зая-
вок в подсистемах. Для этой сети была введена 
стохастическая матрица маршрутизации следу-

ющим образом: ( ), , 0, ,ijS s i j N   где для 0i   

,i ij i ij
ij

i i

p r
s

  


  
 

а 0 .oj js p  Здесь  

01 02 0

10 11 12 1

0 1 2

01 02 0

10 11 12 1

0 1 2

0

,

0

,

N

N

N N N NN

N

N

N N N NN

p p p

p p p p
P

p p p p

p p p

r r r r
R

r r r r

 
  
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 

 
 

  
     
 

 

 

названные матрицами маршрутизации соответ-
ственно обслуженных и потерянных в результате 
окончания пребывания вызовов. 

Как показано в [5], в предположении, что 
матрица S неприводима, интенсивность i  по-

тока вызовов, выходящих из i-ой подсистемы 

( 1, ),i N  удовлетворяет следующим уравнениям 

трафика: 

0
1

, 1, .
N

j j i ij
i

p s j N


                 (2.1)  

имеющим в случае неприводимой матрицы мар-
шрутизации единственное положительное решение. 

Состояния сети в момент t в [5] описыва-
лось цепью Маркова с непрерывным временем  

1 2( ) ( ( ), ( ), , ( )),Nt n t n t n t n  
где ( )in t  – число вызовов в i-ой подсистеме в 

момент времени t. Пространство состояний этого 
процесса ,NX  Z  где {0,1, }.  Z  В силу не-

приводимости матрицы маршрутизации и поло-
жительности интенсивностей выхода из состоя-
ний в моменты ее скачков ( ),tn  очевидно, – не-

приводимая цепь Маркова.  
 Пусть { ( ), }p Xn n  – ее предельное эрго-

дическое распределение, которое в этом случае 
будет единственным решением уравнений гло-
бального равновесия 
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удовлетворяющим условию нормировки  
( ) 1.

X

p



n

n  

Здесь ie  – единичный вектор i-го направле-

ния, причем предполагается, что ( ) 0p n  при 

.Xn   
В [5] доказана следующая теорема. 
Теорема 2.1. Для неприводимости цепи 

Маркова ( )tn  необходимо и достаточно непри-

водимости матрицы маршрутизации ( ).ijS s  

Если матрица маршрутизации неприводима, то 
для эргодичности цепи ( )tn  необходимо и дос-

таточно, чтобы  

1 ( 1, ).i
i

i i

i N


   
  

            (2.3) 

где ( , 1, )i i N   – решение уравнения трафика 

(2.1). В этом случае финальное стационарное 
распределение имеет форму произведения 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ),N Np p n p n p n n        (2.4) 

с множителями ( ) (1 ),in
i i i ip n     где { , 1, }i i N   – 

решение уравнения трафика (2.1). 
 

3 Модификация открытой сети с ограни-
ченным временем ожидания вызовов в под-
системах 

В [7], [8] доказано, что за исключением двух 
очевидных вырожденных частных случаев для 
сети из раздела 1 не существует стационарного 
распределения в форме произведения (2.4). Кро-
ме того, матрица маршрутизации будет зависеть 
от ,n  благодаря чему уравнение трафика суще-
ственно усложнится. Поэтому модифицируем 
сеть из раздела 1 следующим образом. Введем 
компенсирующий поток сигналов, промежутки 
времени между моментами поступления которых 
предполагаются независимыми от промежутков 
времени между моментами поступления вызовов 
в сеть, времен обслуживания и времен ожидания 
вызовов в подсистемах сети. Этот поток предпо-
лагается стационарным пуассоновским с интен-
сивностью поступления в каждую подсистему j, 
равной ,j  когда в j-ой подсистеме находится 

ровно один вызов (другими словами источник 
сигналов перекрывается, когда 1).jn   Учитывая 

данное обстоятельство, интенсивность этого по-
тока можно записать как { 1}.jj nI   Поступающий 

сигнал не зависимо от других сигналов и  

функционирования сети с вероятностью 0jr  на-

правляется только в j-ую подсистему, где он вы-
черкивает единственный вызов и пропадает вме-
сте с ним, не оказывая дальнейшего воздействия 
на сеть, либо с вероятностью jir  вместе с указан-

ным воздействием в j-ой подсистеме добавляет 
ровно один вызов в одной из подсистем i (или 
пропадает, не оказывая воздействия на поведе-

ние сети ( , 1, ).i j N  Ведь по постановке задачи 

предыдущего раздела 
0

1, 1, .
N

ji
i

r j N


   Таким 

образом, 0 { 1}jj j nr I   – интенсивность поступле-

ния единственного сигнала извне в j-ую подсис-
тему, когда в ней находится единственный вы-
зов, { 1}jj ji nr I   – интенсивность поступления сиг-

нала извне в j-ую подсистему и рождения вызова 
в i-ой подсистеме, когда в j-ой подсистеме нахо-
дится единственный вызов. 

Уравнения глобального равновесия для ста-
ционарных вероятностей состояний цепи Марко-
ва ( )tn  имеют форму 
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Используя свойство индикаторов, нетрудно при-
вести эту систему уравнений к следующему виду: 
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Но эта система совпадает с системой уравнений 
глобального равновесия (2.2) для сети Джексона 
с экспоненциальным ограничением на время 
пребывания вызовов в подсистемах [5]. Более 
того, нетрудно понять, что для этих сетей совпа-
дают системы прямых и обратных уравнений 
Колмогорова, а также совпадают уравнения 
Колмогорова для безусловных вероятностей 

{ ( ) }.P t n n  Очевидно, цепь Маркова с непре-

рывным временем { ( )}tn  для этих цепей консер-

вативна и регулярна. Следовательно [9], имеют 
место системы прямых и обратных уравнений 
Колмогорова для условных вероятностей  
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(вероятностей перехода) и системы уравнений 
Колмогорова для безусловных вероятностей, а 
решения систем прямых и обратных уравнений 
совпадают. Значит, цепь Маркова { ( )}tn  для обо-

их процессов является феллеровской (напомним, 
что цепь Маркова называется феллеровской, если 
инфинитезимальные характеристики, т. е. интен-
сивности перехода и интенсивности выхода одно-
значно определяют вероятности перехода ( )).p tnm  

Если начальное распределение для обеих цепей 
совпадает, то совпадают и их конечномерные рас-
пределения, т. е. эти цепи эквивалентны в широ-
ком смысле. При выполнении условия эргодично-
сти (2.3) обе цепи эргодичны, а эргодическое ста-
ционарное распределение для них имеет форму 
произведения (2.4). Таким образом, с учетом [9] 
имеет место следующий результат. 

Теорема 3.1. Если матрица маршрутизации 
для сети с экспоненциальными ограничениями на 
время пребывания неприводима, то для сети с 
экспоненциальными ограничениями на время 
ожидания и сигналами перемещения заявок при 
выполнении условия 
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цепь Маркова ( )tn  эргодична, а ее единственное 

стационарное распределение имеет форму про-
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Хотя физическое описание сети с экспонен-
циальными ограничениями на время пребывания 
в сети с экспоненциальными ограничениями на 
время ожидания и потоками сигналов перемеще-
ния вызовов существенно отличается, обе сети 
описываются одним и тем же в широком смысле 
случайным марковским процессом и имеют одно 
и то же стационарное распределение. 
 

Заключение 
Исследовались открытые сети с однолиней-

ными подсистемами, что ограничивает возмож-
ность применения полученных результатов. Неко-
торые результаты для сетей с многоканальными 
подсистемами автором получены, но пока не 
опубликованы, а другие находятся в стадии ис-
следования. В последнее время автором и его ас-
пирантом получен первый результат [10] по инва-
риантности стационарного распределения по от-
ношению к закону распределения времен обслу-
живания вызовов при фиксированных моментах 
первого порядка для сетей с экспоненциальными 
ограничениями на время пребывания и дисципли-
ной абсолютного приоритета с дообслуживанием 
для вновь поступающего вызова (LCFS PR). 

Отметим, что возможность варьирования 
матрицами маршрутизации обслуженных и не 
дождавшихся обслуживания вызовов позволяет 
учитывать самые разнообразные практические 
ситуации и снижать необходимым образом на-
грузку в «узких местах» исследуемых сетей. А 
это весьма важно при модернизации уже сущест-
вующих и проектировании новых информацион-
но-вычислительных сетей. 
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Введение 
На протяжении всей статьи все группы и G 

всегда обозначает конечную группу; ( )L G  – ре-

шетка всех подгрупп группы G. Более того,   – 
множество всех простых чисел, а { }i i I   ∣  – 

некоторое разбиение ;�     и \ .  �  Если 

n – целое число, символ ( )n  обозначает множе-

ство всех простых чисел, делящих n; 
( ) (| |)G G    – это множество всех простых 

чисел, делящих порядок G; 
( ) { ( ) }i in n      ∣  и ( ) (| |)G G    [1]. 

Под -свойством группы мы подразумева-
ем любое ее свойство, которое зависит от  и 
которое не подразумевает никаких ограничений 
на  [2], [3]. 
 Сначала мы напомним некоторые концеп-
ции и примеры, которые играют основопола-
гающую роль в теории -свойств группы. 

Группа G называется: (i) -полной, если G 
имеет холлову i -группу для всех ;i I  -при-

марной, если G является i -группой для некото-

рого i I ; -нильпотентной, если G является 
прямым произведением -примарных групп;  
-разрешимой, если каждый главный фактор G 
является -примарным. 

(ii) Подгруппа A из G называется: -суб-
нормальной в G, если в G существует цепь под-
групп  

0 1 nA A A A G      

такая, что либо 1 ,i iA A   либо 1/ ( )
ii i AA A   явля-

ется  -примарной для всех 1, , ;i n   -пере-

становочной в G, если G -полна и A перестано-
вочна со всеми холловыми i -подгруппами G 

для всех .i I  
Пример 0.1. В математической практике, 

мы часто имеем дело с одним из следующих 
специальных разбиений :  

МАТЕМАТИКА
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(i) 1 : {{2},{3},{5} };      
(ii) : { , };        
(iii) 1

1: {{ }, ,{ }, },np p        где 

1{ , , }.np p    

(i) В случае, когда 1,    G является  

-примарной (соответственно, -разрешимой,  
-нильпотентной) тогда и только тогда, когда G 
является p-группой для некоторого простого p 
(соответственно, G разрешима, нильпотентна). В 
этом случае подгруппа A из G является:  
-субнормальной в G тогда и только тогда, когда 
A субнормальна в G; -перестановочной в G то-
гда и только тогда, когда A перестановочна со 
всеми силовскими подгруппами из G. 

(ii) В случае, когда ,    G является  

-примарной (соответственно, -разрешимой,  
-нильпотентной) тогда и только тогда, когда G 
является либо  -группой, либо  -группой (со-
ответственно, G является  -отделимой,  -раз-
ложимой, т. е. ( ) ( )G O G O G   ); подгруппа A 

из G является  -субнормальной в G тогда и 
только тогда, когда G имеет цепь подгрупп 

0 1 ,nA A A A G      
где 1i iA A   или 1/ ( )

ii i AA A   является либо  

 -группой, либо  -группой для всех 1, , .i n   
В этом случае мы говорим, следуя [4], [5], что A 
является ,   -субнормальной в G. 

 Подгруппа A из G является  -перестано-
вочной в G тогда и только тогда, когда G имеет 
как холлову  -подгруппу, так и холлову  -под-
группу и A перестановочна со всеми такими хол-
ловыми подгруппами из G. В этом случае мы 
говорим, следуя [4], [5], что A является ,   -пе-
рестановочной в G. 

(iii) В случае, когда 1 ,    G является  

-примарной (соответственно, -разрешимой,  
-нильпотентной) тогда и только тогда, когда G 
является либо  -группой, либо p-группой для 
некоторого p  (соответственно, G является 

 -разрешимой,  -специальной [6], [7], т. е.  

1
( ) ( ) ( ));

np pG O G O G O G     

подгруппа A из G является 1 -субнормальной в G 
тогда и только тогда, когда G имеет цепь подгрупп 

0 1 ,nA A A A G      

где 1i iA A   или 1/ ( )
ii i AA A   является либо  

p-группой для некоторого ,p  либо  -груп-

пой для всех 1, , .i n   В этом случае мы гово-
рим, что A является 1 -субнормальной [4], [5] в G. 

Подгруппа A из G является 1 -перестано-
вочной в G тогда и только тогда, когда G имеет 
холлову  -подгруппу и A перестановочна со 
всеми холловскими  -подгруппами и со всеми 

силовскими p-подгруппами из G для всех .p  

В этом случае мы говорим, что A является  
1 -перестановочной [4], [5] в G. 
 Фактически основы теории -свойств груп-
пы были заложены в работах [2], [3] [6], где ме-
тодами теории были найдены -обобщения тео-
ремы Виландта о решетке субнормальных под-
групп [8] и результатов Дескинза – Кегеля [9], 
[10] о силовских перестановочных подгруппах 
конечных групп. 
 Напомним, что подгруппа A конечной груп-
пы G называется перестановочной с подгруппой 
B, если .AB BA  Если A перестановочная во 
всех силовских подгруппах G, то A называется 
силовской перестановочной или S-перестано-
вочной в G. 
 Напомним, что верна следующая теорема. 
 Теорема 0.2 (Виландт, [8]). Множество 
всех субнормальных подгрупп группы G образует 
подрешетку в ( ).G  

 Основные свойства силовских перестановоч-
ных подгрупп были доказаны в работах [9], [10]. 

Теорема 0.3. Если подгруппа A силовски пе-
рестановочна в группе G, то A субнормальна в G 
(Кегель [9]) и ее секция / GA A  нильпотентна 

(Дескинз [10]). 
Теорема 0.4 (Кегель [9]). Множество всех 

силовских перестановочных подгрупп группы G 
образует подрешетку в ( ).G  

 Но фактически, эти три классических ре-
зультата являются специальными случаями сле-
дующих теорем. 

Теорема 0.5 (А.Н. Скиба [3]). Если подгруп-
па A -полной группы G является -перестано-
вочной в G, то A -субнормальна в G и ее секция 

/ GA A  -нильпотентна. 

Теорема 0.6 (Скиба [3]). (i) Множество 
всех -субнормальных подгрупп группы G обра-
зует подрешетку в ( ).G  

(ii) Множество всех -перестановочных 
подгрупп -полной группы G образует подре-
шетку в ( ).G  

Теоремы 0.2, 0.3 и 0.4 являются частными 
случаями теорем 0.5 и 0.6, где 1    (см. пример 
0.1 (i)). Все остальные частные случаи теорем 0.5 
и 0.6 являются новыми. В частности, ввиду при-
мера 0.1 (ii) (iii) мы имеем следующие результаты. 

Теорема 0.7. Предположим, что группа G 
имеет холлову  -подгруппу и холлову  -под-
группу. 

(i) Если подгруппа A группы G перестано-
вочна со всеми холловыми  -подгруппами и все-
ми холловыми  -подгруппами G, то A ,   -суб-

нормальна в G и ее секция / GA A   -разложима. 

(ii) Множество всех подгрупп из G, переста-
новочных со всеми ее холловыми  -подгруппами и 
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всеми холловыми  -подгруппами, образует 
подрешетку в ( ).G  

Теорема 0.8. Предположим, что группа G 
имеет холлову  -подгруппу. 

(i) Если подгруппа A группы G перестано-
вочна со всеми холловыми  -подгруппами и со 
всеми силовскими p-подгруппами G для всех 

,p  то A 1 -субнормальна в G и ее секция 

/ GA A   -специальна.  

(ii) Множество всех подгрупп группы G, пе-
рестановочных со всеми холловыми  -подгруп-
пами и всеми силовскими p-подгруппами G для 
всех ,p  образует подрешетку в ( ).G  

Теорема 0.9. Множество всех ,   -субнор-
мальных подгрупп и множество всех 1 -субнор-
мальных подгрупп группы G являются подре-
шетками в ( ).G  

В данной работе мы обсуждаем некоторые 
новые результаты теории -свойств группы. 
 

1 PT-группы 
Теоремы 0.5 и 0.6 нашли приложения в ра-

ботах многих авторов. Отметим, в частности, что 
работа [3], где были доказаны эти два результата, 
имеет уже более 300 цитирований в публикациях 
X. Аль-Шаро, Д.С. Бейдлемана, А. Баллестера-
Болинчес, Х. Биня, А.Ф. Васильева, З. Ванга, 
Н.Н. Воробьева, Н.Т. Воробьева, В. Го, С. Жанга, 
М.С. Педрасы-Агилеры, М. Ферраро, М. Тром-
бетти, Перес-Калабуинг, C. Као, А-Мин Лю, 
Д. Сонга, А.Н. Скибы, С.Ф. Каморникова, 
В.Н. Тютянова, Д.А. Синицы, И.Н. Сафоновой, 
В.Г. Сафонова, М.М. Сарокиной, В.И. Мурашко, 
В.А. Грицковой, В.С. Закревской, В.Н. Рыжик, 
Дж. Хуана, А.А. Хелиэля, М.М. Шомрани и мно-
гих других авторов. 

И первые глубокие приложения теоремы 0.5 
и 0.6 нашли в работах [3], [6] при решении про-
блемы описания -разрешимых PT-групп. 

Определение 1.1. Мы говорим, следуя [2], 
[3], что -полная группа G является PT-груп-
пой, если -перестановочность является транзи-
тивным отношением в G, т. е., если K является  
-перестановочной подгруппой группы H и H 
является -перестановочной подгруппой группы 
G, то K является -перестановочной подгруппой 
группы G. 

В случае, когда 1,    PT-группа также 
называется PST-группой [11]. 

Описание PST-групп было впервые получе-
но Агравалом [12] для разрешимого случая, и 
Робинсоном в [13] – для общего случая. В даль-
нейших публикациях (см. главу 2 книги [11]) 
авторы обнаружили и описали многие другие 
интересные характеризации PST-групп. 

Ввиду результатов работ [12], [13] и многих 
других известных результатов о структуре 

PST-групп [11, гл. 2], вполне естественной и ин-
тересной является следующая проблема.  

Проблема 1.2 [2], [3]. Какова структура  
-полной PT-группы? 

Эта задача оказалась очень сложной, и даже 
в -разрешимом случае ее решение потребовало 
разработки многих аспектов теории -свойств 
группы. Теория -разрешимых PT-групп была в 
основном разработана в работах [3], [4], [16]–[20] 
и следующая теорема является ключевым ре-
зультатом в этом направлении. 

Теорема 1.3 (см. теорему A в [6]). Если G 

является -разрешимой PT-группой и D G  N  
– ее -нильпотентный корадикал G, то выпол-
няются следующие условия: 

(i) ,G D M   где D является абелевой хол-
ловской подгруппой G нечетного порядка, M яв-
ляется -нильпотентной и каждый элемент G 
индуцирует степенной автоморфизм в D;  

(ii) ( )
i

O D  имеет нормальное дополнение в 

холловской i -подгруппе G для всех i. 

Обратно, если условия (i) и (ii) выполняют-
ся для некоторых подгрупп D и M из G, то G 
является -разрешимой PT-группой. 

Фактически, теорема 1.3 является главным 
итогом работ [3], [6]. 

В статье [4] эта проблема 1.2 решена при 
условии, что холловские i -подгруппы G сверх-

разрешимы для всех .i I  
Мы используем ( )R D  для обозначения наи-

большей нормальной разрешимой подгруппы 
группы D. 

Мы говорим, что: 
(A) 1( , ( ); , , )kD D U U   является комплек-

сом Робинсона (комплексом Робинсона в случае, 
когда 1 {{2},{3},{5}, }     ) группы G, если 

1D   является нормальной подгруппой группы 
G такой, что: 

(i) 1/ ( ) / ( ) / ( ),kD D U D U D       где 

/ ( )iU D  является простым не--примарным 

главным фактором группы G для всех i, 
( ) ( ),D Z D   и 

(ii) каждый главный фактор G ниже ( )D  

является циклическим. 
(B) 1( , ( ); , , )kD D U U   является обобщен-

ным -комплексом Робинсона G, если 1D   яв-
ляется нормальной подгруппой в G такой, что 

1/ ( ) / ( ) / ( ),kD D U D U D       где / ( )iU D  

является простым не--примарным главным 
фактором G для всех i и ( ) ( ).D Z D   

(C) 1( , ( ); , , )kD D U U   является слабым  

-комплексом Робинсона группы G, если 1D   
является нормальной подгруппой группы G, та-
кой что 1/ ( ) / ( ) / ( ),kD D U D U D       где 
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/ ( )iU D  является простым не--примарным 

главным фактором группы G для всех i и 
( ) ( ).D R D   

Пример 1.4. (i) Пусть 

7 5(2,7) ,G SL A A B     
где 43 7B C C   является неабелевой группой 

порядка 301 и пусть  
{{2,3,5},{7, 43},{2,3,5,7, 43} }.   

Тогда  

7 7( (2,7) , ( (2,7)); (2,7), ( (2,7)))SL A Z SL SL A Z SL  

является -комплексом Робинсона G и  

7 5

7 5

( (2,7) , ( (2,7));

(2,7), ( (2,7)), ( (2,7)))

SL A A Z SL

SL A Z SL A Z SL

 
 

является комплексом Робинсона G. 
(ii) Если 1( , ( ); , , )kD Z D U U  является ком-

плексом Робинсона   для G (см. пример 0.1 
(ii)),  то / ( )iU Z D  не является ни  -группой, ни 

 -группой, и в этом случае мы говорим, что 

1( , ( ); , , )kD Z D U U  является ,   -комплексом 

Робинсона для G. 
(iii) Если 1( , ( ); , , )kD Z D U U  является ком-

плексом Робинсона 1  для G (см. пример 
0.1(iii)), то / ( )iU Z D  не является ни  -группой, 

ни p-группой для всех ,p  и в этом случае мы 

говорим, что 1( , ( ); , , )kD Z D U U  является ком-

плексом Робинсона 1  для G. 
(iv) Пусть L является 5-Фраттини модулем 

для 5.A  Пусть K является нерасщепляющим 

расширением L с помощью 5.A  Тогда для неко-

торой нормальной подгруппы N из K мы имеем 
/ ( / )L N K N   и ( / ) ,KC L N L  поскольку по-

рядок мультипликатора Шура 5( / ) ( )M K A M A  

группы 5A  не делится на 5 (см. раздел 4.15 (A) в 

[14, гл. 4]). Следовательно, ( ).A Z K  

Теперь 7 ,G K A B    где 43 7B C C   яв-

ляется неабелевой группой порядка 301 и пусть 
{{2,3},{5,7,43},{2,3,5,7, 43} }.   Тогда  

7 7( , ; , )K A L K LA  

является слабым -комплексом Робинсона G и 
этот комплекс не является обобщенным -комп-
лексом Робинсона G. 

Пусть .    Если ,    то мы положим 

( ) ( ) 1.O G O G    Мы говорим, что G удовле-

творяет N , если всякий раз, когда N является 

разрешимой нормальной подгруппой G,  -эле-
менты G индуцируют степенные автоморфизмы 
в ( / ).O G N  Мы также говорим, следуя [11, оп-

ределение 2.1.18], что G удовлетворяет pN , 

если всякий раз, когда N является разрешимой 
нормальной подгруппой G, p -элементы G 

индуцируют степенные автоморфизмы в 
( / ).pO G N  

В работе [15] доказана следующая теорема, 
дающая решение проблемы 1.2 в общем случае.  

Теорема 1.5. Пусть G является -полной 
группой. Если G является PT-группой, то G 
имеет нормальную подгруппу D такую, что: 

(i) /G D  является -разрешимой PT-группой, 
(ii) если 1,D   G имеет обобщенный  

-комплекс Робинсона 1( , ( ); , , ),kD D U U   и 

(iii) для любого множества  

1{ , , } {1, , },rj j k    
где 1 ,r k   G и 

1
/

rj jG U U   удовлетворяют 

i
N  для всех ( ( )).i D    

Более того, если G имеет слабый -комп-
лекс Робинсона 1( , ( ); , , )kD D U U   и условия (i) 

и (iii) выполняются для G, то G является  
PT-группой. 

Мы говорим, что группа G является обоб-
щенно сверхразрешимой, если каждый абелев 
главный фактор G является циклическим. 

В качестве применения теоремы 1.5 может 
быть доказана следующая теорема [15]. 

Теорема 1.6. Предположим, что G являет-
ся -полной группой и все холловы i -подгруппы 

из G обобщенно сверхразрешимы для всех 
( ).i G   Тогда G является PT-группой, если и 

только если G имеет нормальную подгруппу D 
такую, что: 

(i) /G D  является -разрешимой PT-группой, 
(ii) если 1,D   G имеет -комплекс Робин-

сона 1( , ( ); , , ),kD D U U   и 

(iii) для любого множества  

1{ , , } {1, , },rj j k    
где 1 ,r k   G и 

1
/

rj jG U U   удовлетворяют 

i
N  для всех ( ( )).i D    

Следующее утверждение доказано в работе [4]. 
 Следствие 1.7. Предположим, что G явля-
ется -полной группой и все холловы i -подгруп-

пы из G сверхразрешимы для всех ( ).i G   То-

гда G является PT-группой, если и только если 
G имеет нормальную подгруппу D такую, что: 

(i) /G D  является -разрешимой PT-группой, 
(ii) если 1,D   G имеет -комплекс Робин-

сона 1( , ( ); , , ),kD D U U   и  

(iii) для любого множества  

1{ , , } {1, , },rj j k    
где 1 ,r k   G и 

1
/

rj jG U U   удовлетворяют 

i
N  для всех ( ( )).i D    

Ввиду примера 0.1 (iii) из теоремы 1.3 полу-
чаем следующее 
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Следствие 1.8. Предположим, что G име-
ет холлову  -подгруппу. Тогда условие 1 -пере-
становочности является транзитивным отно-
шением в G тогда и только тогда, когда G име-
ет нормальную подгруппу D такую, что: 

(i) /G D  является  -разрешимой и условие 
1 -перестановочности является транзитивным 
отношением в / ,G D  

(ii) если 1,D   G имеет обобщенный  

1 -комплекс Робинсона 1( , ( ); , , ),kD D U U   и 

(iii) для любого множества  

1{ , , } {1, , },rj j k    
где 1 ,r k   G и 

1
/

rj jG U U   удовлетворяют 

pN  для всех ( ( ))p D   и, также, N  для слу-

чая ( ( )) 1.O D    

Ввиду примера 0.1 (i) из следствия 1.8 по-
лучаем следующее утверждение, доказанное Ро-
бинсоном в работе [13]. 

Следствие 1.9. Группа G является PST-груп-
пой в том и только в том случае, когда G имеет 
совершенную нормальную подгруппу D такую, что: 

(i) /G D  является разрешимой PST-группой, 
(ii) если 1,D   G имеет комплекс Робинсо-

на 1( , ( ); , , ),kD D U U   и 

(iii) для любого множества  

1{ , , } {1, , },rj j k    
где 1 ,r k   G и 

1
/

rj jG U U   удовлетворяют 

pN  для всех ( ( )).p D   

Теорема 1.3 также имеет много других 
следствий. В частности, ввиду примера 0.1 (ii) из 
теоремы 1.3 получаем следующее 

Следствие 1.10. Предположим, что G име-
ет холлову  -подгруппу и холлову  -подгруппу. 
Тогда условие ,   -перестановочности являет-
ся транзитивным отношением в G в том и 
только в том случае, когда G имеет нормальную 
подгруппу D такую, что: 

(i) /G D  является  -отделимой и условие 
,   -перестановочности является транзитив-

ным отношением в / ,G D  
(ii) если 1,D   G имеет обобщенный 

,   -комплекс Робинсона 1( , ( ); , , ),kD D U U   и  

(iii) для любого множества  

1{ , , } {1, , },rj j k    
где 1 ,r k   G и 

1
/

rj jG U U   удовлетворяют 

N  если ( ( )) 1O D    и N  если ( ( )) 1.O D    

В работе [15] найдена также следующая но-
вая характеризация -разрешимых PT-групп. 

Теорема 1.11. Пусть G – -разрешимая 

группа и D G  N  – -нильпотентный корадикал 
G. Тогда G является PT-группой в том и толь-
ко в том случае, когда D изолирует / ,G

GA A  то 

есть, если G
GD A D A    для каждой -суб-

нормальной подгруппы A из G. 
Этот результат является новым для каждого 

специального разбиения множества .  

В частности, взяв 1,    мы видим, что 
имеет место следующий новый результат о  
PST-группах. 

Теорема 1.12. Пусть G – разрешимая груп-
па и D G N  – нильпотентный корадикал G. 
Тогда G является PT-группой в том и только в 
том случае, когда D изолирует / ,G

GA A  то 

есть, если G
GD A D A    для каждой субнор-

мальной подгруппы A из G. 
Приведем еще два интересных следствия 

теоремы 1.11. 
Теорема 1.13. Пусть G –  -отделимая 

группа и D –  -разложимый корадикал G. Тогда 
,   -перестановочность является транзитив-

ным отношением в G в том и только в том слу-
чае, когда D изолирует /G

GA A  для каждой 

,   -субнормальной подгруппы A из G. 
Теорема 1.14. Пусть G –  -разрешимая 

группа, а D –  -специальный корадикал G. Тогда 
1 -перестановочность является транзитивным 
отношением в G в том и только в том случае, 
когда D изолирует /G

GA A  для каждой 1 -суб-

нормальной подгруппы A из G. 
 

2 Обобщенно нормальные подгруппы 
Анализ теорем 1.11 и 1.12 привел к откры-

тию, восходящих к [18], новых решеточных ме-
тодов исследования обобщенных T-групп и дру-
гих классов групп, полезных для приложений. 

Начнем со следующих определений, моти-
вацией для которых являются теоремы 1.11 и 
1.12 и которые были впервые введены и приме-
нялись в работе [15]. 

Напомним, что подгруппа A из G покрыва-
ет (соответственно изолирует) главный (компо-
зиционный) фактор /H K  из G, если AH AK  
(если, соответственно, A H A K   ). Эти кон-
цепции восходят к классической работе Ф. Холла 
[21], где было доказано, что каждый системный 
нормализатор разрешимой группы G покрывает 
все центральные главные факторы и изолирует 
все эксцентральные главные факторы G. 

Подгруппа, которая либо покрывает, либо 
изолирует каждый главный фактор группы G, 
называется CAP-подгруппой группы G. Нетрудно 
показать, что каждая подгруппа сверхразреши-
мой группы и каждая максимальная подгруппа 
разрешимой группы являются CAP-подгруппами.  

В отчетный период мы применяли новый, 
восходящий к [18], подход к использованию 
идеи изолирования для доказательства новых 
характеризаций различных классов групп. 
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Пусть ( )G  – это решетка всех подгрупп G; 

( )sn G  – это решетка всех субнормальных под-

групп G и G  – это подрешетка в ( ),sn G  то 

есть , ,A B A B     для всех , ( ).snA B G    

Пусть A – подгруппа G. Тогда: A  – это  
 -замыкание A в G, то есть пересечение всех 
подгрупп в ,  содержащих A, а A  – это  

 -ядро A в G, то есть подгруппа A, порожденная 
всеми подгруппами A, принадлежащими .  

Пример 2.1. (i) GA  – нормальное замыкание 
A в G, а GA  – ядро A в G. 

(ii) snGA  – субнормальное замыкание A в G, 
а snGA  – субнормальное ядро A в G. 

(iii) Подгруппа A из G называется силовски 
перестановочной или S-перестановочной [11] в 
G, если A перестановочна с каждой силовской 
подгруппой p из G, то есть .AP PA  S-переста-
новочные подгруппы из G образуют подрешетку 
решетки всех субнормальных подгрупп из G (Ке-
гель) и этот важный результат позволяет связать 
с каждой подгруппой A из G две S-перестано-
вочные подгруппы из G: S-ядро sGA  из A в G 

[22], то есть подгруппа из A, порожденная всеми 
S-перестановочными подгруппами из G, содер-
жащимися в A, и S-перестановочное замыкание 

sGA  из A в G [23], то есть пересечение всех S-пе-
рестановочных подгрупп из G, содержащих A. 

Определение 2.2. Пусть A и N – подгруппы 
G, и предположим, что G  – подрешетка 

( ).sn G  Тогда мы говорим, что A – N- -под-

группа G, если либо ,A  либо A A A  
  и 

N изолирует каждый композиционный фактор G 
между A  и .A  

В частности, мы говорим, что: 
(i) A является N-нормальной в G, если либо 

A нормально в G, либо ,G
GA A A   и N изоли-

рует каждый композиционный фактор G между 

GA  и ;GA  

(ii) A является N-субнормальной в G, если 
либо A субнормально в G, либо ,snG

snGA A A   

и N изолирует каждый композиционный фактор 
G между snGA  и ;snGA  

(iii) A является N-S-перестановочной в G, 
если либо A является S-перестановочной в G, 
либо sG

sGA A A   и N изолирует каждый ком-

позиционный фактор G между sGA  и .sGA  

В работе [15] эти концепции нашли сле-
дующие применения.  

Теорема 2.3. Пусть M  – класс всех разре-
шимых групп S с нильпотентной длиной ( ) ).l S r  
Тогда G – разрешимая группа (соответственно, 
разрешимая группа c ( ) 1)l G r   в том 

и только в том случае, когда выполняются сле-
дующие два условия: 

(i) G имеет такую нормальную подгруппу N, 
для которой фактор группа /G N  разрешима 
(соответственно, /G N  разрешима и 
( / ) 1),l G N r   и 

(ii) каждая M -критическая подгруппа 
группы G является N-субнормальной в G. 

Теорема 2.4. (i) Группа G разрешима тогда 
и только тогда, когда в G имется нормальная 
подгруппа N такая, что /G N  разрешима и ка-
ждая подгруппа Шмидта группы G N-субнор-
мальна в G. 

(ii) Группа G метанильпотентна тогда и 
только тогда, когда в G имеется нормальная 
подгруппа N такая, что /G N  метанильпо-
тентна и каждая подгруппа Шмидта группы G 
N-субнормальна в G. 

В работе [25] В.Н. Семенчук доказал сле-
дующий специальный случай этой теоремы. 

Следствие 2.5. Если каждая подгруппа 
Шмидта группы G субнормальна в G, то G ме-
танильпотентна. 

Следствие 2.6. Пусть M  – класс всех разре-
шимых групп S с нильпотентной длиной ( ) ).l S r  

Тогда G – разрешимая группа (соответственно, 
разрешимая группа c ( ) 1)l G r   в том и толь-

ко в том случае, когда выполняются следующие 
два условия: 

(i) G имеет такую нормальную подгруппу N, 
для которой фактор группа /G N  разрешима 
(соответственно, /G N  разрешима и 
( / ) 1),l G N r   и 

(ii) каждая M -критическая подгруппа 
группы G является N-субнормальной в G. 

Теорема 2.7. Производная подгруппа G  
группы G нильпотентна тогда и только тогда, 
когда выполняются следующие два условия: 

(i) G имеет такую нормальную подгруппу N, 
для которой производная подгруппа ( / )G N   
фактор группы /G N  нильпотентна, и 

(ii) каждая подгруппа Шмидта группы G 
является N-субнормальной в G. 

Следствие 2.8. Производная подгруппа G  
группы G является нильпотентной тогда и 
только тогда, когда G имеет нормальную под-
группу N такую, что производная подгруппа 
( / )G N   группы /G N  нильпотентна и каждая 

подгруппа Шмидта группы G N-субнормальна в G. 
В работе [26] В.С Монахов и В.Н. Княгина 

доказали следующий случай этой теоремы. 
Следствие 2.9. Если каждая подгруппа 

Шмидта группы G субнормальна в G, то произ-
водная подгруппа G  группы G нильпотентна. 

Теорема 2.10. Группа G является p-разре-
шимой тогда и только тогда, когда выполняют-
ся следующие два условия:  
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(i) G имеет нормальную подгруппу N с  
p-разрешимым фактором / ,G N  и 

(ii) в каждой максимальной цепочке 

2 1 0M M M G    группы G длины 2 по крайней 

мере одна из подгрупп 2M  или 1M  является  

N-субнормальной в G, тогда G p-разрешима.} 
В работе [27] Спенсер доказал следующий 

результат. 
Следствие 2.11. Если в каждом максималь-

ной цепи 3 2 1 0M M M M G     группы G дли-

ны 3 хотя бы одна из подгрупп 3 ,M  2M  или 1M  

субнормальна в G, то G разрешима.  
 

3 QT-группы 
Напомним, что подгруппа M группы G на-

зывается модулярной в G, если M – модулярный 
элемент в смысле Куроша решетки ( ),G  т. е. 

(i) , ,X M Z X M Z        для всех 
,X G Z G   таких, что ,X Z  и 

(ii) , ,M Y Z M Y Z        для всех 
,Y G Z G   таких, что .M Z  
Определение 3.1. Мы говорим, что G явля-

ется QT-группой, если каждая -субнормальная 
подгруппа в G является модулярной в G. 

В работе [15] доказана следующая теорема, 
обобщающая основной результат работы Робин-
сона [13]. 

Теорема 3.2. Предположим, что G – -пол-
ная группа. Тогда G является QT-группой, если 
и только если G имеет нормальную подгруппу D 
такую, что: 

(i) /G D  – -разрешимая QT-группа, 
(ii) если 1,D   G имеет -комплекс Робин-

сона 1( , ( ); , , )kD Z D U U  и 

(iii) для любого множества  

1{ , , } {1, , },ri i k    
где 1 ,r k   G и 

1
/

rj jG U U   удовлетворяют 

i
N  для всех ( ( ))i Z D   и 

i
P  для всех ( ).i D   

Прежде отметим, что данная теорема выде-
ляет новый класс -сверхразрешимых групп и, 
кроме того, она дает условия, при которых груп-
па факторизуется двумя холловскими подгруп-
пами с единичным пересечением.  

Но эта теорема имеет и ряд других прило-
жений. Отметим некоторые из них.  

В случае 1    из этой теоремы получаем 
следующее 

Следствие 3.3. Предположим, что G име-
ет холлову  -подгруппу. Тогда каждая  -суб-
нормальная подгруппа группы G модулярна в G, 
если и только если G имеет нормальную под-
группу D такую, что: 

(i) /G D  –  -разрешимая группа, в кото-
рой каждая  -субнормальная подгруппа моду-
лярна, 

(ii) если 1,D   G имеет  -комплекс Робин-

сона 1( , ( ); , , )kD Z D U U  и 

(iii) для любого множества  

1{ , , } {1, , },ri i k    
где 1 ,r k   G и 

1
/

rj jG U U   удовлетворяют 

pN  для всех простых чисел p, делящих | ( ) |,Z D  и 

,N  если ( ( )) 1,O Z D   а также G и 

1
/

rj jG U U   удовлетворяют pP  для всех про-

стых чисел p, делящих | D | и P  если ( ) 1.O D   

В случае     из следствия 3.3 получаем 
следующее 

Следствие 3.4 (Робинсон [13]). G является 
PT-группой, если и только если G имеет нор-
мальную совершенную подгруппу D такую, что: 

(i) /G D  – разрешимая PT-группа и 
(ii) если 1,D   G имеет комплекс Робинсо-

на 1( , ( ); , , )kD Z D U U  и 

(iii) для любого множества  

1{ , , } {1, , },ri i k    
где 1 ,r k   G и 

1
/

rj jG U U   удовлетворяют 

pN  для всех ( ( ))p Z D  и pP  для всех ( ).p D  

Теорема 3.2 имеет также много других 
следствий. В частности, из теоремы 3.2 получаем 
следующее 

Следствие 3.5. Предположим, что G име-
ет холл  -подгруппа и холлова  -подгруппа. 
Тогда каждая ,   -субнормальная подгруппа 
группы G модулярна в G, если и только если G 
имеет нормальную подгруппу D такую, что: 

(i) /G D  –  -отделимая группа, в которой 
любая ,   -субнормальная подгруппа модулярна, 

(ii) если 1,D   G имеет ,   -комплекс Ро-

бинсона 1( , ( ); , , )kD Z D U U  и 

(iii) для любого множества  

1{ , , } {1, , },ri i k    
где 1 ,r k   G и 

1
/

rj jG U U   удовлетворяют 

,N  если ( ( )) 1O Z D   и ,N  если ( ) 1,O D   а 

также G и 
1

/
rj jG U U   удовлетворяют P , 

если ( ) 1O D   и P , если ( ) 1.O D   

 
ЛИТЕРАТУРА 

1. Skiba, A.N. On some results in the theory of 
finite partially soluble groups / A.N. Skiba // 
Commun. Math. Stat. – 2016. – Vol. 4, № 3. – 
P. 281–309. 

2. Skiba, A.N. On -properties of finite groups I / 
A.N. Skiba // Problems of Physics, Mathematics and 
Technics. – 2014. – № 4 (21). – P. 89–96. 

3. Skiba, A.N. On -subnormal and -permu-
table subgroups of finite groups / A.N. Skiba //  
J. Algebra. – 2015. – Vol. 436. – P. 1–16.  



В.Г. Сафонов, А.Н. Скиба 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 4 (61), 2024 64 

4. A Robinson description of finite PT-groups / 
X.-F. Zhang, W. Guo, I.N. Safonova, A.N. Skiba // 
J. Algebra. – 2023. – Vol. 631. – P. 218–235. – DOI: 
https://doi.org/10.1016/j.jalgebra.2023.04.023 

5. Characterizations of some classes of finite  
-soluble PT-groups / H. Li, A.-M. Liu, I.N. Sa-
fonova, A.N. Skiba // Comm. Algebra. – 2024. – 
Vol. 52, iss. 1. – P. 128–139. – DOI: https://doi.org/ 
10.1080/00927872.2023.2235006. 
 6. Skiba, A.N. Some characterizations of finite 
-soluble PT-groups / A.N. Skiba // J. Algebra. – 
2018. – Vol. 495. – P. 114–129. 
 7. Guo, W. On -supersoluble groups and one 
generalization of CLT-groups / W. Guo, A.N. Skiba // 
J. Algebra. – 2018. – Vol. 512. – P. 92–108. 
 8. Wielandt, H. Eine Verallgemenerung der 
invarianten Untergruppen / H. Wielandt // Math. Z. – 
1939. – Vol. 45. – P. 200–244. 
 9. Kegel, O.H. Sylow-Gruppen and Subnormal-
teilerendlicher / O.H. Kegel // Gruppen, Math. Z. – 
1962. – Vol. 78. – P. 205–221.  

10. Deskins, W.E. On quasinormal subgroups 
of finite groups / W.E. Deskins // Math. Z. – 1963. – 
Vol. 82. – P. 125–132. 
 11. Ballester-Bolinches, A. Products of Finite 
Groups / A. Ballester-Bolinches, R. Esteban-Rome-
ro, M. Asaad. – Walter de Gruyter, Berlin – New 
York, 2010. 
 12. Agrawal, R.K. Finite groups whose sub-
normal subgroups permute with all Sylow subgroups / 
R.K. Agrawal // Proc. Amer. Math. Soc. – 1975. – 
Vol. 47. – P. 77–83. 
 13. Robinson, D.J.S. The structure of finite 
groups in which permutability is a transitive relation / 
D.J.S. Robinson // J. Austral. Math. Soc. – 2001. – 
Vol. 70. – P. 143–159. 
 14. Gorenstein, D. Finite simple groups. An 
introduction to their Classification / D. Gorenstein. – 
Plenum Press New York and London, 1982. 
 15. Сафонов, В.Г. Новые решеточные мнто-
ды исследования групп / В.Г. Сафонов, А.Н. Ски-
ба // Препринт, 2024. 

16. Zhu, X. Finite -soluble groups in which  
-permutability is a transitive relation / X. Zhu,  
C. Cao, W. Guo // Journal of Algebra and Its Appli-
cations. – 2019. – Vol. 18, iss. 4. – P. 1950064 (11 
pages). – DOI: 10.1142/S0219498819500646. 
 17. Adarchenko, N.M. A new characterization 
of finite -soluble PT-groups / N.M. Adarchenko // 
Algebra and Discrete Math. – 2020. – Vol. 29, № 1. – 
P. 33–41. 

18. Skiba, A.N. On sublattices of the subgroup 
lattice defined by formation Fitting sets / A.N. Skiba // 
J. Algebra. – 2020. – Vol. 550. – P. 69–85. 

19. G-covering subgroup systems for some 
classes of -soluble groups / A.-M. Liu, W. Guo, 
I.N. Safonova, A.N. Skiba // J. Algebra. – 2021. – 
Vol. 585. – P. 280–293. 
 20. Ballester-Bolinches, A. On two classes of ge-
neralized T-groups / A. Ballester-Bolinches, M.C. Pe-
draza-Aguilera, V. Pérez-Calabuing // Revista de la 
Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y 
Naturales. Serie A. Matematicas. – 2023. – Vol. 117. – 
P. 105. – DOI: https://doi.org/10.1007/s13398-023-
01443-5. 
 21. Hall, P. On the system normalizers of a 
soluble Group / P. Hall // Proc. London Math. Soc. – 
1937. – Vol. 43. – P. 307–328. 

22. Skiba, A.N. On weakly S-permutable sub-
groups of finite groups / A.N. Skiba // J. Algebra. – 
2007. – Vol. 315, № 1. – P. 192–209. 
 23. Guo, W. Finite groups with given S-em-
bedded and N-embedded subgroups / W. Guo,  
A.N. Skiba // J. Algebra. – 2009. – Vol. 321. – 
P. 2843–2860. 

24. On -permutable subgroups of -soluble fi-
nite groups / Zhigang Wang, A.-Ming Liu, V.G. Sa-
fonov, A.N. Skiba // Journal of Group Theory. – 
2024. – DOI: https://doi.org/10.1515/jgth-2024-0012. 

25. Семенчук, В.Н. Конечные группы с сис-
темой минимальных не- F -групп / В.Н. Семен-
чук. – В книге Структура подгрупп конечных 
групп. – Минск: Наука и техника, 1981. – С. 138–
149. 
 26. Монахов, В.С. О конечных группах с 
некоторыми субнормальными подгруппы Шмид-
та / В.С. Монахов, В.Н. Княгина // Сибирский 
математический журнал. – 2004. – Т. 45, № 6. – 
С. 1316–1322. 

27. Spencer, A.E. Maximal nonnormal chains 
in finite groups / A.E. Spencer // Pacific J. Math. –  
1968. – Vol. 27, № 1. – P. 167–173. 
 

Исследование выполнено при финансовой 
поддержке Белорусского республиканского фон-
да фундаментальных исследований (проект 
№ Ф23РНФ-237) и Министерства образования 
Республики Беларусь (гранты № 20211328, 
№ 20211778). 
 

Поступила в редакцию 31.08.2024. 
 
 
Информация об авторах 
Сафонов Василий Григорьевич – д.ф.-м.н., профессор 
Скиба Александр Николаевич – д.ф.-м.н., профессор 

 

 



Проблемы физики, математики и техники, № 4 (61), 2024 ISSN 2077-8708 
 

© Kupo A.N., Fedosenko N.N., Shershnev E.B., Nikitiuk Y.V., Alyashkevich N.A., 2024                 65 

 
УДК 621.373.826                                                             DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2024_4_61_65 

EDN: FSLULQ 
 

ФОРМИРОВАНИЕ ТОПОЛОГИИ ПОВЕРХНОСТИ ПОКРЫТИЯ 
МЕТАЛЛОВ ТЕРМОХИМИЧЕСКИМ МЕТОДОМ В УСЛОВИЯХ 

ЛАЗЕРНОЙ АКТИВАЦИИ 

А.Н. Купо, Н.Н. Федосенко, Е.Б. Шершнев, Ю.В. Никитюк, Н.А. Алешкевич 

Гомельский государственный университет имени Франциска Скорины 
 

FORMATION OF THE SURFACE TOPOLOGY OF METAL COATINGS BY THE 
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Аннотация. Исследованы структурные особенности осадков никеля, меди, олова и серебра, сформированные  
в процессе электролиза с использованием активирующего лазерного излучения. Показано, что введение лазерного  
излучения в процессы электролиза позволяет получать гальванические покрытия с улучшенными эксплуатационными 
характеристиками, в частности электропроводностью, при скорости формирования заданной субмикронной микрогео-
метрии до 5,69 мкм/с. 
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Abstract. The structural features of deposits of nickel, copper, tin and silver formed during electrolysis using activating laser 
radiation have been studied. It has been shown that the introduction of laser radiation into electrolysis processes makes it possible to 
obtain electroplated coatings with improved performance characteristics, in particular electrical conductivity, at a rate of  
formation of a given submicron microgeometry of up to 5.69 μm/s. 
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Introduction  
Electrochemical deposition of metals was car-

ried out in liquid electrolytes, where, under the in-
fluence of an electric field and a concentration gra-
dient, cations move to the cathode and are reduced. 
As a result, a deficiency of metal ions occurs near 
the surface on which the deposition is carried out, 
which causes relaxation inhibition of the process. 
When exposed to laser radiation (LR), the concen-
tration of highly active particles – electrons, ions, 
excited molecules – corresponds to its non-
equilibrium thermodynamic state, which is the rea-
son for a significantly different course of processes 
than in conventional thermochemistry [1]–[5].  
Although the study of the described processes has 
been actively carried out for several decades, the 
task of determining the optimal technological modes 
of coating production at a high rate of deposition is 
still relevant [5]. 
 

1 Methods and techniques of the experiment  
We formed electrochemical coatings using 

continuous and pulsed LR sources. In each case, 
lasers and recording equipment of different types 
were used, the sizes and materials of the electrodes, 
as well as electrolytes, varied. The main purpose of 
the LR in accordance with the thermal mechanism of 
electrolysis activation is to transport the largest pos-
sible amount of radiant energy to the interface of the 
“electrolyte-electrode” phases. In contrast, when 
implementing LR exposure according to the photo-
chemical mechanism, it is important that as much of 
the LR energy as possible is absorbed in the electro-
lyte, initiating dissociation reactions. When setting 
up an experiment under the conditions correspond-
ing to both variants of the process, the information 
about the sorption and spectral properties of electro-
lytes is important. 

When the LR passes through the electrolyte 
layer, its intensity decreases, and for this reason, the 

ТЕХНИКА
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effective heat output of the heat source on the treated 
surface decreases. At the same time, it is assumed 
that the power density of the heat source W in the 
center of the zone of thermal influence of the LR is 
expressed through the intensity of LR I in accordance 
with the Bouguer – Lambert – Beer law [1], [2]: 

 1 ,hW R Ie   

where R – the reflection coefficient of the LR,  – 
the spectral absorption coefficient of the precipitate 
material at the used wavelength LR; h – the thick-
ness of the electrolyte layer. 

In our research, the following types of electro-
lytes are most widely used in the technological proc-
esses of modern microelectronics [5]: 

1) copper plating sulphate electrolyte 
(CuSO4·5H2O – 200 g/l, H2SO4 – 50 g/l); 

2) nickel sulfate electrolyte (NiSO4·7H2O – 
220 g/l, Na2SO4·10H2O – 80 g/l, NaCl – 12 g/l, 
H3BO3 – 35 g/l);  

3) silver plating ferrocyanide electrolyte 
(AgNO3 – 40 g/l, K4Fe(CN)6·3H2O – 150 g/l, K2CO3 
– 25 g/l); 

4) tin sulphuric acid electrolyte (SnSO4 – 40 g/l, 
H2SO4 – 100 g/l, OC-20 – 4 g/l); 

5) silver cyanide electrolyte (K[Ag(СN)2] –  
40 g/l, KCN – 50 g/l, K2CO3 – 40 g/l, KNO3 – 60 g/l). 

The spectral characteristics of these electrolytes 
in the wavelength range of 190–1100 nm were stud-
ied using the Cary-50 spectrophotometer (Varian, 
USA) of Agilent Technologies. The electrolyte ab-
sorption indicators presented in Table 1.1 were es-
tablished. 
 

Table 1.1 – Spectral distribution of extinction 
index  (см-1) of the electrolytes under study at the 
intensity of the LR 1011 W/m2  

 

Wavelength , nm Electrolyte 
type 266 355 532 1060 

1 0.010 0.083 0.017 0.617 
2 0.753 0.213 0.057 0.587 
3 0.015 0.293 0.087 0.097 
4 0.012 0.162 0.041 0.323 
5 0.011 0.305 0.093 0.105 

 
In practice, it is difficult to provide ideal condi-

tions for a positive effect on both the electrolyte and 
the surface of the metal at the same time, so com-
promise options for activating processes are most 
often used, and before starting the calculations, it is 
necessary to know exactly the intensity of the radia-
tion both absorbed by the electrolyte and falling on 
the surface of the electrode.  

The activation of electrolysis processes with an 
improvement in the useful properties of coatings is 
also facilitated by the methods based on the selec-
tion of the electrolyte composition, changes in its 
temperature and acidity, and the use of periodic cur-
rents of a special shape. 

However, methods of modifying the composi-
tion of the electrolyte, for example, such as the  
introduction of gloss-forming, leveling and anti-
pitting additives, have a number of drawbacks, start-
ing with high cost, and ending with contamination of 
the electrolyte with the decomposition products of 
these additives. All these disadvantages are associ-
ated with the need to complicate galvanic equip-
ment. 

For the experiments, the most optimal laser in 
terms of type and parameters was selected, taking 
into account the dependence of the reflectance coef-
ficients of various materials on the wavelength of 
the LI, the radiation attenuation coefficient of the 
electrolyte and the proportion of the radiant energy 
absorbed by the electrolyte and substrate. The radia-
tion energy in the pulse, its duration, and the diame-
ter of the light spot on the treated surface should be 
considered as the main parameters characterizing 
laser technological installations. Yttrium aluminum 
garnet was used as the active element of the laser 
(YAG,  = 1.06 μm). Two types of laser systems 
were used:  

1. «Квант–12». Working mode – pulse-
periodic; pulse laser energy – 12 J; pulse duration – 
(1–4)·10–3 s; pulse repetition rate – (1–60) Hz. 

2. LS-2137U. Energy in pulse when generated 
for different wavelengths: 532 nm was (536–448) mJ, 
355 nm – (140–222) mJ, 266 nm – (93–120) mJ,  
213 nm – (18–21) mJ, pulse duration 6–8 ns, а pulse 
repetition rate: 0,1–10  Hz.  

The schematic diagram of the experimental 
setup designed to study the effect of laser radiation 
on the process of electrolytic deposition of metals is 
presented in Figure 1.1 [1], [2]. 

The formation of electrochemical coatings took 
place as follows. After passing through the optical 
system, the LI was focused on the cathode, where, 
due to the surface heat source, a heat-affected zone 
appeared. The anode and cathode were connected to 
a power source, the current of which was stabilized 
by software. The coordinate system provides for the 
mutual movement of the laser radiation source and 
the cathode, as well as the focusing of laser 
radiation. The anode was made with a hole designed 
to allow laser radiation to pass through the 
electrolyte to the cathode. 

The resulting coatings were studied by atomic 
force microscopy (AFM) with the use of a software 
and hardware complex «Solver P47 PRO». By 
means of AFM technology and subsequent computer 
processing of the resulting three-dimensional array 
in accordance with the methods of mathematical 
statistics, it is possible to determine the geometric 
characteristics of the nanorelief, such as the average 
size of nanocrystallites (“grains”), the direction of 
the normal to their surface, the average width and 
depth of the intergrain gap, and others. Based on this 
information, it is possible to predict what 
macroscopic properties (in particular, thermal and 
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electrical conductivity, microhardness) the surface 
under study will have. 

 

 
 

Figure 1.1 – Schematic diagram of the laser 
activation process 

 
2 Experiment results and discussion 
The microtopology of the surface of nickel, tin, 

copper and silver coatings formed by laser electro-
chemical method on non-conductive substrates made 
of sitall and silicon, on which conductive sublayers 
of copper, chromium, titanium and nickel were 
preliminarily applied in a vacuum, was studied by 
the AFM method. Deposition was carried out in 
various modes, varying the pulse repetition frequen-
cy f = 5–15 Hz and pulse duration  = 1–8 10–3 с, at 
wavelength LI , corresponding to the minimum 
absorption for each of the electrolytes (Table 1.1), 
This ensured the optimal power density of the heat 
source on the cathode surface, which for different 
types of coating is a W = 2,0–3,51010 W/m2. The 
studied samples are solid metal coatings applied in 
the process of electrochemical deposition, on which 
local precipitates have been formed under the 
influence of LI in an area commensurate with the 
diameter of the laser spot. 

The experimental studies of the formation of 
local sediments in the stationary electrolysis mode 
were carried out for Ni, Ar, Cu and Sn at the optimal 
technological modes of stationary electrolysis using 
the types of electrolytes specified in Table 1.1. At 
the same time, different values of the intensity of the 
LI were taken I and the material of the conductive 
sublayer. The generalized experimental results 
characterizing the highest rate of coating growth 
without the effect of laser recrystallization and loss 
of coating quality are presented in Table 2.1. 

A three-dimensional image, a histogram of 
inclination and an orientation diagram of nano-
crystallites (grains) for a number of formed local 
sediments and their electrochemical background 
were obtained by the AFM method. For example, 
Figures 2.1 and 2.2 show the results of the AFM 

study of the silver coating formed on the copper 
substrate of the silicon substrate. 
 

Table 2.1– Normal vn and tangential v 
growth rates of local precipitation 

 

Sludge 
Material

Sublayer 
Material 

I,  
1010 W/m2 

vn,  
μm /s 

v,  
Μm /s 

Copper (Cu) 1.57 0.14 4.07 Nickel 
(Ni) Kovar 0.92 0.13 5.69 

Copper (Cu) 2.51 0.07 4.53 Silver 
(Ar) Nickel (Ni) 2.32 0.06 4.51 

Molybdenum 
(Mo) 

3.71 0.75 4.88 

Tungsten (W) 2.31 1.25 4.07 
Copper 

(Cu) 
Kovar 3.33 1.17 4.88 

Molybdenum 
(Mo) 

3.51 1.19 4.88 

Tungsten (W) 2.73 1.22 4.07 
Tin (Sn)

Kovar 3.33 1.14 4.88 
 

The results of the AFM studies indicate that the 
topology of coatings of all the studied metaldles in 
the zone of local sedimentation differs significantly 
from the structure of the background coating. This 
trend is independent of the nature of the substrate 
material and subcoat. 

The analysis of the structural features of the 
electrochemical coatings of all the studied metals 
showed that in the area of the electrochemical 
background, the samples in all the studied cases 
represent a homogeneous isotropic set of grains.  
 

 
Scanned surface area 4,74,7 μm 2 

 
 

 
Tilt histogram and orientation diagram 

 

Figure 2.1 – Results of the AFM study of the silver 
surface topology in the zone of local sediment 
deposited on the copper sublayer of the silicon 

substrate 
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Scanned surface area 5,15,1 μm2 

 

 
Tilt histogram and orientation diagram 

 

Figure 2.2 – Results of the AFM study of the 
topology of the silver surface in the zone of the 

electrochemical background deposited on the copper 
sublayer of the silicon substrate 

 
At the same time, the average linear 

dimensions of such grains in 1.5–1.7 times less than 
on a similar substrate and sublayer for precipitates 
obtained under laser activation conditions. The 
surface of the crystallites of the local sediment has a 
fairly pronounced orientation along a certain 
direction. These facts are considered by us as 
confirmation that the impact of laser radiation 
activates recrystalliza-tion processes in the zone of 
local sediment, so a more accurate and regular 
crystal structure is formed, which causes increased 
wear resistance and electrical conductivity. 

In addition, the following patterns have been 
revealed: 

– When replacing the metal used as a sublayer, 
the size of crystalline grains and the degree of 
orientation of crystallites change; the structure of 
local metal sediments becomes more accurate.  
– The structural features of local metal sediments 
(and, consequently, their operational properties) are 
significantly influenced primarily by the nature of 
the material of the conductive sublayer (in 
particular, the coefficient of conductivity, which 
determines the efficiency of thermal energy removal 
from the heat-affected zone). 

When the intensity of the LI increases in the 
range (1–6)1010 W/m2 in local sediments of silver, 
copper and tin, there is a decrease in contact 
resistance by 20–40 % compared to the coatings 
formed without the use of laser activation. This is 
due to the fact that the local current density in the 

irradiated zone is 5 to 10 times higher than the local 
current density on an unirradiated surface. This leads 
to the formation of a fine-crystalline, densely packed 
coating structure with a minimum number of 
microdefects. In addition, with an increase in the 
intensity of the LI in the specified range, the coating 
heats up due to the absorption of laser energy. Under 
the influence of the described processes, the 
microhardness of thin-film layers and internal 
microstresses in them decrease. These effects ulti-
mately contribute to a decrease in contact resistance 
with an increase in power density due to 
recrystallization, which is in good agreement with 
the results of the microhardness study. 

However, with a further increase in the power 
density of the LI introduced into the heat-affected 
zone, the normal process of structure formation is 
disrupted due to the huge local current density and 
the large number of ions in this zone. As a result, the 
stable crystallization process is disrupted, and the 
perfection of the crystal structure decreases. On the 
surface of the coating, chaotically located large 
crystalline formations are formed. 

 
Conclusion 
The dependence of the stationary index of elec-

trolyte extinction on the intensity of LI was ana-
lyzed. It has been established that with an increase in 
the power density of the LI values, the absorption 
indicators are stable up to the threshold level 
W = 3·1010 W/m2, after exceeding which there is an 
increase in the value of , caused by scattering on 
convective flows, and at W  1012 W/m2 relative 
energy losses are approaching 100%, as the electro-
lyte is heated to the boiling point. 
 The AFM method was used to study the topol-
ogy of the surface of local sediments of a number of 
metals, as well as their electrochemical “back-
ground”. It is shown that the crystal structure of the 
metal coating in the zone of local sediment is or-
dered and oriented in comparison with the electro-
chemical background. This is due to the fact that the 
effect of laser radiation activates the recrystallization 
processes. 
 It has been established that with an increase in 
the intensity of the LI, the average linear size of 
crystallites of the studied metals in the zone of local 
sediment increases by 1.5–1.7 times. Compared to 
the electrochemical background, the structure be-
comes more densely packed, the depth of the inter-
grain dips decreases in 1.8–2.0 times, which affects the 
electrically conductive properties of electroplating. 
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Аннотация. Анализ биомедицинских изображений протеинограмм, получаемых в результате гель-электрофореза,  
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Введение  
В настоящее время информационные техно-

логии применяются во всех областях деятельно-
сти человека. Медицина не стала исключением. 
Актуальные разработки в области информацион-
ных технологий оказывают положительное 
влияние на развитие новых способов организа-
ции медицинской помощи населению. Активное 
внедрение современных технологий в медицин-
скую отрасль в большинстве стран позволило 
повысить эффективность диагностирования и 
лечения [1]. 

Анализ и классификация изображений, по-
лучаемых в настоящее время генетике и медици-
не, является важной проблемой обработки экспе-
риментальной информации, поток которой в по-
следние годы неизбежно растет. Многие из акту-
альных задач радиобиологии, практической 

генетики и клинической медицины сталкиваются 
с двумя важными и взаимно конфликтующими 
проблемами обработки растущего потока дан-
ных. Это, во-первых, массовость обработки, тре-
бующая ее автоматизации, и, во-вторых, чрезвы-
чайная сложностью анализа изображений, под-
лежащих надежной классификации по их биоло-
гическим, генетическим или медицинским свой-
ствам. Яркими примерами таких проблем явля-
ются задачи автоматической классификации ге-
нетической изменчивости белковых структур в 
результате радиационного поражения или других 
факторов по данным их электрофорегамм, реше-
ние которых включает в себя получение элек-
трофоретических спектров исследуемых белков с 
последующим распознаванием их изображений с 
целью выявления генетической принадлежности 
образца.  

ИНФОРМАТИКА 
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Наиболее распространенный метод элек-
трофореза – гель-электрофорез – проводится в 
агарозном или полиакриламидном геле и позво-
ляет, варьируя структуру геля и состав буферно-
го раствора, проводить разделение на основе 
различия в молекулярных массах изоэлектриче-
ских точек и биоспецифическом сродстве. Ана-
лиз электрофоретических спектров позволяет 
обнаруживать изменения в белковых структурах, 
возникающие вследствие воздействия радиаци-
онного излучения. 

В силу многокритериальности и объемности 
этой задачи необходима автоматизация процес-
сов распознавания и классификации результатов 
гель-электрофореза сыворотки крови человека, 
при этом можно выделить следующие требова-
ния к обработке данных: максимальная скорость 
вычислений при предельно достижимой их точ-
ности. Реализация этих требований при наличии 
вышеперечисленных условий неизбежно натолк-
нулась на ограниченность традиционно приме-
няемых классических подходов, таких как само-
организующиеся карты Кохонена и скрытая мар-
коваская модель, т. к. они либо не давали доста-
точной точности, либо скорости вычислений. 
Выполненные ранее работы по этой теме также 
показали неэффективность применения нейрон-
ных сетей прямого распространения [2]–[4]. 

За счет улучшения мощностей современной 
компьютерной базы становится возможным за-
действование для решения данной задачи нейро-
сетевых методов глубокого обучения с использо-
ванием свёрточных нейронных сетей. 

Применение свёрточных нейронных сетей 
позволяет осуществлять локализацию и класси-
фикацию исследуемых объектов на зашумленных 
изображениях в автоматизированном режиме [5]. 

 
1 Аналитический обзор существующих 

методов и подходов анализа электрофоре-
грамм белковых структур 

Среди методов классификации и разделения 
спектральных данных, таких как электро-форег-
раммы, можно выделить несколько подходов.  

Самоорганизующиеся карты Кохонена – 
вид ИНС (искусственной нейронной сети), пред-
ложенный Кохоненом [2], основной задачей ко-
торого является преобразование входного сигна-
ла любой размерности в одно- или двумерную 
дискретную карту.  

Скрытая марковская модель – Hidden Markov 
Model (HMM) – это статистическая модель, в ко-
торой основной задачей является определить не-
известные параметры на следующей отсечке вре-
мени на основе наблюдаемого «настоящего».  

В литературе существует множество приме-
ров использования методов, описанных выше, 
для решения задач обработки биологической 
информации.  

В работе [3] авторы попытались сравнить 

применение SOM для задачи классификации 
разновидностей стручкового перца на основе 
электрофореграмм. Результаты исследования 
показали эффективность распознавания порядка 
90%. Исследования [4], [6] показывают возмож-
ность применения однослойного персептрона в 
задаче распознавания по электрофоретическим 
спектрам. У авторов получилось добиться эф-
фективности классификации на тестовой выбор-
ке в пределах 70–90%, что, как утверждают авто-
ры, соответствует результату, который показыва-
ют эксперты. Исследование [7] является приме-
ром того, как можно использовать комбинирован-
ный подход в классификации, путем предвари-
тельной кластеризации данных с помощью SOM. 

Иным перспективным подходом является 
метод опорных векторов (Support Vector Machine, 
SVM). Это один из методов обучения, который 
используется для решения задач классификации 
и регрессии. Основная идея метода заключается 
в построении гиперплоскости, разделяющей объ-
екты выборки наиболее оптимальным способом. 
В работе [10] применение метода опорных век-
торов в отношении двумерных изображений 
гель-электрофореза позволило достичь 89,85% 
точности классификации. 

Однако данные подходы используют уста-
ревшие инструменты, не учитывающие развитие 
современной компьютерной техники и не отли-
чающиеся высокой точностью и производитель-
ностью. Поэтому возникает насущная потреб-
ность в разработке нового математического и ал-
горитмического аппарата с привлечением матема-
тических средств [11]. Сюда относится развитие и 
применение нейросетевых методов глубокого 
обучения и других новых подходов машинного 
обучения, используемых в последние годы. 

Наиболее продуктивным подходом является 
применение искуственных нейронных сетей глу-
бокого обучения, показавших высокие результа-
ты применительно к обработке изображений раз-
личной природы, в том числе и медицинских 
[12]. Наилучшие результаты по классификации 
изображений демонстрируют сверточные ней-
ронные сети, предобученные на обширных набо-
рах данных. 
 

2 Подготовка входных данных для обуче-
ния модели нейронной сети 

В данном исследовании информация пред-
ставлена спектрами электрофореза сыворотки 
крови человека. Принципиальной основой всех 
электрофоретических методов является тот факт, 
что находящиеся в растворе молекулы, распола-
гающие электрическим зарядом, под действием 
сил электрического поля смещаются в сторону 
противоположно заряженного электрода. 

На рисунке 2.1 представлен пример элек-
трофореграммы сыворотки крови человека в ага-
розном геле. 
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Рисунок 2.1 – Дорожки гель-электрофореза,  
иллюстрирующие разделение белков 

в сыворотке крови человека 
 

В качестве белковых маркеров для людей ис-
пользуются следующие глобулины: 

– Альбумин; 
– Альфа-1-глобулин; 
– Альфа-2-глобулин; 
– Бета-глобулин; 
– Гамма-глобулин. 
С целью упрощения анализа и ускорения 

работы классификатора данные целесообразно 
предварительно подготовить.  

Биомедицинские изображения, полученные 
в результате гель-электрофореза, представлены в 
виде цифровых сканов физических пластинок с 
результатами реакций, в связи с чем они не обла-
дают достаточно высоким качеством и четкостью. 

Зачастую группы глобулинов на снимке по 
цветности и заполнению пикселями практически 
не отличаются от фоновых шумов и имеют на-
рушенные контуры, что затрудняет их однознач-
ную идентификацию при помощи таких распро-
странённых методов, как классические способы 
сегментации изображений [7], [8], а также нахо-
ждение контуров и границ [10].  

Данная задача решается путем применения 
набора различных фильтров. На начальном этапе 
для устранения мелких шумов и артефактов ска-
нирования используется усредняющие фильтры. 
Идея применения усредняющих фильтров за-
ключается в замене исходных значений элемен-
тов изображения на средние значения по маске 
фильтра.  

Использование усредняющих фильтров со-
стоит в подавлении «несуществующих» деталей 
на изображении. Под «несуществующими» по-
нимаются совокупности пикселей, которые малы 
по сравнению с размерами маски фильтра. При 
программной реализации данный фильтр может 
быть представлен в виде следующей формулы: 

1 1
2 2

1 1
2 2

, , ( ),( ) ,
m n

m n
i j s t i s j t

s t

G W E
 

 
 

 

    

где Gi,j – элемент матрицы изображения после 
фильтрации, Ws,t – элемент массива ядра свертки 
изображения с размером M×N, Ei,j – элемент мат-
рицы исходного изображения. 

Полученное изображение сглаживается при 

помощи гауссова размытия [13]. К сглаженному 
изображению применяется адаптивная пороговая 
обработка, позволяющая сохранить наиболее 
контрастные участки и удалить участки с низким 
уровнем яркости, полученные в результате раз-
мытия (рисунок 2.2). 

 

 
 

Рисунок 2.2 – Пример обработанного изображения 
 

Обработанные подобным образом исходные 
изображения позволяют четко выделить искомые 
фрагменты, что дает возможность корректно 
оценить расположение и интенсивность концен-
траций белков в образце. 

 
3 Подход на основе transfer learning 
На сегодняшний день наиболее успешным и 

наиболее распространенным способом анализа 
является использование готовых моделей круп-
ных нейронных сетей с обширной многоуровне-
вой архитектурой. Данные модели предвари-
тельно обучены на крупных базах изображений 
общего профиля, содержащих сотни тысяч кар-
тинок, охватывающих множество областей. 

Подобный подход делает рассматриваемые 
модели нейронных сетей достаточно универ-
сальными, снабжая их информацией о широком 
спектре признаков и позволяя использовать их 
для любого типа изображений.  

В контексте переноса обучения готовые мо-
дели дообучаются на новых данных. Применение 
такого метода позволяет получить рабочее реше-
ние с достаточно высокими результатами в си-
туациях, когда обучающих данных недостаточно 
для полноценного обучения новой модели или 
когда для обучения собственной модели большо-
го размера требуются значительные вычисли-
тельные мощности. 

Но у данного подхода есть определенные 
минусы: 

– малые специализированные модели спо-
собны выдавать результаты схожего качества 
при меньшем потреблении вычислительных ре-
сурсов; 

– крупные архитектуры с большим количе-
ством параметров предобучения могут негативно 
сказываться на качестве предсказаний в кон-
кретных специализированных задачах. 



Нейросетевая модель и алгоритм обучения классификатора для обработки данных гель-электрофореза сыворотки крови человека 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 4 (61), 2024 73 

Наиболее перспективным и актуальным ре-
шением на сегодняшний день является свер-
точная нейронная сеть глубокого обучения 
EfficientNet, разработанная компанией Google и 
основаная на базовой сети, разработанной поис-
ком нейронной архитектуры с использованием 
платформы AutoML MNAS [15]. 

Сеть настраивается для получения макси-
мальной точности, но также штрафуется, если 
сеть очень «тяжелая» с точки зрения вычисле-
ний. Она также наказывается за медленное время 
вывода, когда сети требуется много времени для 
прогнозирования. 

Таким образом, EfficientNet обладает высо-
кой эффективностью при низком требовании к 
вычислительным ресурсам, что делает возмож-
ным её применение к решению задач классифи-
кации протеинограмм.  

В качестве обучающей выборки для пере-
обучения нейронной сети использованы 668 изо-
бражений протеинограмм сыворотки крови че-
ловека, полученных в результате гель-
электрофореза пациентов детских поликлиник.  

По виду патологий протеинограммы могут 
быть разделены на несколько основных типов, 
обусловленных повышенными либо понижен-
ными концентрациями пяти групп определенных 
белков [14]. 

Среди имеющихся изображений были вы-
делены три наиболее распространенных класса 
патологий: 

– острые воспаления; 
– β-глобулиновые плазмоцитомы; 
– γ-глобулиновые плазмоцитомы. 

Набор данных был разделен на обучающую 
и тестовую выборки в пропорции 80% к 20%, что 
соответствует 551 и 137 изображениям.  

Процесс обучения состоял из 40 эпох с раз-
мером серии в 16 элементов и занял 1 ч 38 минут 
на видеокарте GTX 1080Ti. 

Итоговые значения точности на валидаци-
онном наборе изображений составили 86,3%. 

Графики изменения значений accuracy и loss 
сети представлены на рисунке 3.1. 

Время обработки одного изображения со-
ставляет 3.8 секунды. 

Таким образом, на необработанных данных 
предобученная модель нейронной сети демонст-
рирует недостаточные результаты, затрачивая 
при этом значительное время как на обучение, 
так и на обработку изображений 

 
4 Архитектура свёрточной нейронной се-

ти собственной разработки 
С целью уменьшения времени обучения мо-

дели искусственной нейронной сети, а также для 
повышения скорости обработки запросов и уве-
личения точности итогового распознавания изо-
бражений протеинограмм была спроектирована 
собственная облегченная модель нейронной сети. 

Для того чтобы произвести корректную 
оценку структуры имеющихся изображений, бы-
ли получены карты признаков, извлеченные из 
промежуточных сверточных слоев использован-
ной ранее предобученной модели нейронной 
сети Google EfficientNet. Пример карты призна-
ков приведен на рисунке 4.1. 

 
 

 
Рисунок 3.1 – Графики изменения точности классификации (а) и значения кросс-энтропии (б) 

 в процессе обучения 
 

 
 

Рисунок 4.1 – Карта признаков протеинограммы сыворотки крови 

а) б) 
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Как видно из приведенной иллюстрации, 
протеинограммы сыворотки крови человека не 
содержат объектов сложной формы и структуры. 
Данные изображения являются однородными и 
монохромными, с чередой полос различной ши-
рины и интенсивности, расположенных в заранее 
известных местах. 

Подобные признаки достаточно легко из-
влекаются на высоком уровне, не требуя для сво-
его нахождения сложных вложенных блоков 
свёрток различного разрешения, как это реализо-
вано в крупных предобученных моделях.  

Таким образом, модель нейронной сети 
можно значительно упростить, сведя её к не-
скольким свёрточным (conv) слоям различного 
размера со слоем подвыборки (MaxPooling) и 
полносвязным Dense-слоем на выходе. 

Значительное влияние на процесс обучения 
модели нейронной сети и качество конечного 
результата влияет правильный выбор функции 
оптимизации.  

Для выбора оптимального варианта прове-
дено тестирование наиболее популярных алго-
ритмов оптимизации на базе простой тестовой 
модели на основе двух сверточных слоёв с целью 
оценки влияния их эффективности в зависимости 
от числа эпох обучения проектируемой модели. 

Результаты сравнения представлены в виде 
графика на рисунке 4.2. 

 

 
Рисунок 4.2 – График зависимости эффективности 

от числа эпох и алгоритма оптимизации 
 

Из данного графика можно сделать вывод, 
что для оптимальной эффективности процесса 
обучения модели сверточной нейронной сети 
целесообразно применить оптимизатор Adam. 

С целью подбора наиболее рациональной 
архитектуры были реализованы несколько раз-
личных моделей собственной сверточной ней-
ронной сети на основе фреймворка Tensor-flow + 
Keras с применением как различной структуры 
слоёв, так и различных параметров. 

Полученные модели состоят из таких слоёв как: 
– свёрточный слой Conv; 
– слой подвыборки MaxPooling; 
– слой прореживания Dropout; 
– полносвязный слой Dense. 
При составлении моделей использовался как 

простейший и наиболее быстрый вариант, со-
стоящий из двух сверточных слоев и одного слоя 
подвыборки, так и варианты с тремя сверточными 
слоями.  

В разработанных моделях изменялось коли-
чество и расположение слоёв подвыборки 
MaxPooling. Кроме вариантов с общим слоем под-
выборки опробован также вариант применения 
слоя подвыборки для каждого сверточного слоя. 

На рисунке 4.3 продемонстрирован график 
зависимости эффективности обучения спроекти-
рованных моделей сверточной нейронной сети в 
зависимости от числа и конфигурации различ-
ных слоёв. 

 

 
Рисунок 4.3 – График зависимости эффективности 

от выбора архитектуры ИНС и числа эпох 
 

Как видно из представленного графика, 
наиболее эффективной оказалась модель свер-
точной нейронной сети, содержащая три свер-
точных слоя, каждый из которых был снабжен 
собственным слоем подвыборки MaxPooling.  

На рисунке 4.4 представлена полная схема 
итоговой модели разработанной свертночной 
нейронной сети для классификации снимков 
протеинограмм сыворотки крови человека. 

Обучающий набор данных составляет 668 
изображений протеинограмм, предварительно 
обработанных для устранения шумов и дефектов.  

В таблице 4.1 представлено распределение 
изображений по классам. 

 

Таблица 4.1 – Распределение выборки по классам 
 

№ Наименование Количество 
1 острые воспаления 267 
2 β-глобулиновые 

плазмоцитомы 
168 

3 γ-глобулиновые  
плазмоцитомы 

241 

 

Исходные данные разделены в пропорциях 
80% учебных к 20% валидационных.  

При обучении сети использовалась стратен-
гия обучения MiniBatch, размер серии составляет 
32 изображения. Изначальная длительность обу-
чения выставлена в размере 25 эпох с сохранени-
ем состояния модели после каждой эпохи. 

На рисунке 4.5 представлен график роста 
уровня точности сети в процессе обучения. 

Из графиков видно, что на этапе 12-ой эпо-
хи обучение модели нейронной сети заверши-
лось и началось переобучение. Таким образом, 
для дальнейшей работы целесообразно исполь-
зовать версию модели, сохраненную по оконча-
нии 12-ой эпохи. 
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Рисунок 4.4 – Схема архитектуры  

предложенной модели нейронной сети 
для классификации электрофореграмм 

Общее время обучения модели нейронной 
сети на видеокарте GTX 1080Ti составляет 
~ 121 с. Время обработки одного изображения 
при распознавании составляет 1 с. 

Таким образом можно сделать вывод о вы-
сокой производительности и вычислительной 
эффективности предложенной модели в сравне-
нии с рассмотренными ранее существующими 
моделями. 

В ходе проверки на тестовой выборке из 48 
денситограмм нейронной сетью была допущена 
одна ошибка. Таким образом, точность работы 
предложенной архитектуры нейронной сети мо-
жет быть оценена как 97,96%. 

Компактность и высокая производитель-
ность разработанной модели нейронной сети 
позволяет успешно развертывать ее не только на 
стационарных ПК, но и на энергоэффективных 
одноплатных компьютерах. Такие системы обла-
дают низким энергопотреблением, не требуют 
активного охлаждения и могут быть размещены 
непосредственно в медицинских учреждениях для 
автоматизированного анализа протеинограмм. 

Важным аспектом при разработке сверточ-
ной нейронной сети для классификации протеи-
нограмм являлось обеспечение возможности ее 
развертывания и эксплуатации на компактных 
энергоэффективных вычислительных системах, 
таких как одноплатные компьютеры (SBC – Single 
Board Computers). Использование компактных и 
энергоэффективных одноплатных компьютеров 
позволяет развертывать алгоритмы обработки 
медицинских изображений непосредственно в 
лечебных учреждениях, не требуя наличия доро-
гостоящих вычислительных кластеров.  

Для тестирования производительности 
предложенной архитектуры были использованы 
три распространенные SBC-системы: Orange Pi 
PC2, ASUS Tinker Board и Khadas VIM1, обла-
дающие различными характеристиками процес-
соров и видеоподсистем. Результаты тестов све-
дены в таблицу 4.2. 

Как видно из таблицы, наибольшую произ-
водительность разработанная модель проде-
монстрировала на более мощной системе ASUS 
Tinker Board, однако даже на бюджетном Orange 

 

 
Рисунок 4.5 – График изменения точности классификации (а) и значения кросс-энтропии (б) 

в процессе обучения 

а) б) 
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Таблица 4.2 – Производительность на одноплатных компьютерах 
 

Компьютер CPU GPU 
Время обработки  

1 изображения, сек. 
Энергопотребление, Вт 

Orange Pi PC2 
4x A53  
1,8 ГГц 

Mali-450MP4 4,2 3 

ASUS Tinker Board 
4x A17  
1,8 ГГц 

Mali-T764 2,1 5 

Khadas VIM1 
4x A53  
2,0 ГГц 

Mali-450MP4 3,5 5 

 
Pi PC2 время обработки одного изображения 
составило приемлемые 4,2 секунды при мини-
мальном энергопотреблении 3 Вт. Таким обра-
зом, предложенная компактная архитектура 
сверточной нейронной сети позволяет эффектив-
но решать задачу классификации протеинограмм 
плазмы крови человека даже на недорогих ARM-
системах с малым энергопо-треблением, непо-
средственно в условиях лечебных учреждений на 
компактном и недорогом оборудовании. 

По результатам анализа полученных дан-
ный сделан вывод о возможности использования 
разработанной модели для решения практиче-
ских задач по классификации протеинограмм 
при низком потреблении вычислительных ресур-
сов и высокой скорости обучения и клас-
сификации. 
 

Заключение 
В результате проведенного исследования 

электрофореграмм плазмы крови человека была 
разработана ресурсоэффективная и быстрая мо-
дель сверточной нейронной сети, позволяющая 
осуществлять классификацию протеинограмм 
сыворотки крови человека с высокой точностью 
при низких требования к вычислительным ре-
сурсам ЭВМ, что позволяет адаптировать дан-
ную модель для использования на портативных 
устройствах и одноплатных компьютерах. 

Выделены ключевые признаки в спектрах 
электрофореграмм, позволяющие классифициро-
вать наличие паталогий. 

Произведена подготовка и обработка меди-
цинских данных, осуществлена апробация суще-
ствующих методов и алгоритмов для обработки 
данных электрофореза белковых структур и дан-
ных рентгенограмм.  
 Предложенная модель сверточной нейрон-
ной сети показала высокую эффективность в вы-
явлении трех классов патологии человека: 

– острые воспаления; 
– β-глобулиновые плазмоцитомы; 
– γ-глобулиновые плазмоцитомы. 
По результатам валидации точность работы 

предложенной архитектуры нейронной сети со-
ставила 97,96%. 

 

Проведен сравнительный анализ с методом 
переноса обучения на предобученные модели, 
показавший превосходство разработанной моде-
ли как в скорости работы, так и в точности клас-
сификации. 

Предложенная модель позволяет классифи-
цировать протеинограммы плазмы крови челове-
ка без необходимости применения денситометра 
для построения денситограмм. 
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Introduction 
This paper describes an approach to construct-

ing a computer system for adaptive control of the 
technological operation of laser cutting of fragile 
non-metallic products based on the technology of 
constructing mathematical models of complex tech-
nical objects [1]. 

Laser splitting is an effective method of special 
processing of brittle non-metallic materials. When 
implementing this technology, it is important to 
form a specified mode of heating and cooling of the 
workpiece, especially at the upper limit of the 
maximum permissible temperature, which has a di-
rect impact not only on the quality of processing, but 
also on the fundamental possibility of forming a 
laser-induced crack [2]. At the same time, various 
external factors can affect the temperature values of 
the workpiece during cutting. Thus, the task of  

developing algorithms for taking into account  
destabilizing effects in real time is relevant. 

The developed control adaptation system is 
based on the use of neuroregulators and allows for 
corrective actions on the set of control variables of a 
technological operation, in the presence of external 
control actions and random disturbances, ensuring 
stabilization of laser cutting parameters. 

Figure 0.1 shows a diagram of the laser cleav-
age process of a silicate glass plate using an ellipti-
cal laser beam. 

The factors in the process under consideration 
include:  

– laser beam and coolant speed (V);  
– laser radiation power (P); 
– semi-axes of the elliptical beam (A, B).  
Responses: maximum tensile stresses ( );yy  

maximum temperature in the processing zone (Tmax). 
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Figure 0.1 – Scheme of the laser cutting process, top 
view: 1 – zone affected by laser radiation, 2 – zone 
affected by refrigerant; the laser beam and coolant 

spot move from left to right 
 

1 Simulation modeling of laser cutting op-
eration control system 

The simulation model of the control system 
uses signal generators for the responses of the physi-
cal laser cutting process (maximum tensile stress  
( )yy  and maximum temperature in the processing 

zone (Tmax)). The operation of the generators is pro-
vided by neural network approximation [3]. A fea-
ture of neural network approximation of responses in 
the context of this work is the use of not only the 
problem factors but also the response values at pre-
vious points in time as input signals of neural net-
works. The data set for constructing neural network 
response approximators was obtained using finite 
element modeling of the physical process of laser 
cutting using software tools developed by the au-
thors [4]. When implementing the finite element 
model, a change in the values of control variables 
was simulated by randomly changing the values of 
the problem factors V and P. 

Using the procedure for selecting optimal neu-
ral network architectures [3], neural network re-
sponse approximators with architectures [80-40-1] 
for yy  and [60-50-1] for Tmax were constructed 

(Figure 1.1). 
 

 
                    a)                                          b) 
 

Figure 1.1 – Heat maps of the distributions of the 
mean square error (MSE) values obtained as a result 
of cross-validation of three-layer candidate architec-
tures of neural network response approximators yy  

(a) and T (b) 
 

The simulation model of the cutting process 
control system includes (the diagram is shown in 
Figure 1.2): 

– random disturbance generator GENSGN  and 

response generators GENSGN  and ,TGENSGN  

based on the operation of neural network approxima-
tors yy  and Tmax, which accept the values of the 

current set of problem factors determined by the 
control variables, and the values of the approximated 
responses at the current and previous time steps; 

– executors 1 4 ,EX   responsible for the execu-

tion of microtechnological operations [1] for setting 
the values of the control variables { , }P VU U  (change 

with a given step towards an increase or decrease). 
 

 
 

Figure 1.2 – Fragment of the signal generation 
circuit in the simulation model of the laser cutting 

technological operation 
 

2 Implementation of the technological op-
eration control loop 

In the control loop of the laser cutting process 
operation, the values of the control variables respon-
sible for the factors of the physical process of laser 
cutting are set. The control variables {U} of the 
software and technological complex for optimizing 
the parameters of cutting non-metallic products in-
clude the speed of the laser beam and coolant ( ),VU  

the power of the laser radiation ( ),PU  and the semi-

axes of the elliptical laser beam ( , ).A BU U  In this 

case, { , }P VU U  – the power of the laser radiation 

and the speed of the laser beam – are available for 
adjustment in real time. 

 

 
 

Figure 2.1 – Scheme of adaptation of control of 
technological operation of laser cutting 
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The technological operation diagram of laser 
cutting includes microtechnological operations pre-
sented in Figure 2.1. Operations MTCO1–3 are re-
sponsible for starting cutting, performing cutting and 
stopping cutting; operations MTCO21–24 are respon-
sible for setting the cutting parameters V, P, A, B. 

Within the developed control adaptation sys-
tem, the required stabilization of laser cutting pa-
rameters is carried out by constructing a neuroregula-
tor using reinforcement learning algorithms [5], [6]. 

 
3 Procedure for synthesizing a neuroregula-

tor of technological operation parameters 
The neuroregulator generates signals that have 

corrective effects on the set of control variables. It 
has 5 outputs, i. e. inaction, or changes in one of the 
available control variables in the direction of in-
crease or decrease with a step determined by the 
implementation of the corresponding microtech-
nological operation. The maximum output of the 
neuroregulator determines the activated microtech-
nological operation. 

The scheme of the procedure for synthesizing a 
neuroregulator is shown in Figure 3.1. The algorithm 
for constructing a neuroregulator includes the fol-
lowing stages: determination by the user of the sys-
tem of criteria for the quality of adaptation; search 
for the optimal architecture of the neuroregulator, 
training and validation.  
 

 
 

Figure 3.1 – Schematic diagram of the algorithm for 
synthesizing a neuroregulator using reinforcement 

learning 
 

In this work, a multilayer perceptron is used as 
a neuroregulator. The adaptation quality criteria are 
set by defining the reward function in the reinforce-
ment learning procedure. 

The search for the optimal architecture of the 
neuroregulator is implemented using a scheme for 
enumerating candidate architectures with varying the 
number of neurons in the layers. For each architec-
ture, a reinforcement learning procedure is per-
formed with subsequent testing of the model for 128 
episodes. The criterion for selecting a candidate ar-
chitecture is the average reward value obtained as a 
result of testing. 

The policy gradient [7], [9] with the softmax 
[8] learning scheme was used as a reinforcement 
learning algorithm. The described simulation model 
is used as the environment for training the agent. In 
the process of interacting with the environment, the 
neuroregulator has access to factors and responses at 
the current and previous simulation steps: max ,tT  

1
max ,tT   ,t

yy  1,t
yy
  V, P, 1.tP  At each step the neu-

roregulator has access to 5 actions to change the 
control variables { , }P VU U  or to do nothing. 

The training of the neuroregulator is carried out 
over 512 episodes of interaction with the environ-
ment with random initial values of the control vari-
ables {U}. The agent’s reward function when im-
plementing the reinforcement learning algorithm is 
the adaptation quality assessment function, which 
allows taking into account the user’s requirements 
for control adaptation: 

1 2 3 ,T VR R R R     

where RT – component for assessing whether the 
temperature is maintained within the acceptable 
range; RV – cutting speed assessment component; 
R  – component of the maximum tensile stress as-

sessment. 
 

 
Figure 3.2 –Dynamics of changes in the value of the 
quality of control adaptation during the training of 

the neuroregulator 
 

To select the optimal architecture of the neu-
roregulator, the candidate architectures are trained 
and tested. Based on the results of the procedure 
(Figure 3.4), a neuroregulator with the architecture 
[7-80-64-32-5] was selected. 
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Figure 3.3 – Response values (a, b), control variable (V) (c), selected actions (d) in the process of implementing 

the stabilization of parameters by the constructed neuroregulator 
 

 
Figure 3.4 – Heat map of the mean test reward  

values obtained for the selected 4-layer perceptrons 
 

A neuroregulator has been constructed that 
provides corrective effects on control variables {U} 
(Figure 3.3) with the implementation of the require-
ment to prevent the parameters of the laser cutting 
technological process (maximum temperature Tmax) 
from going beyond the permissible interval. from 
going beyond the permissible interval. Figure 3.2 
shows a graph of the change in the agent metrics 
under the control of the neuroregulator in the proc-
ess of reinforcement learning. 

 

Conclusion 
A control adaptation system for the technologi-

cal operation of laser cutting of fragile non-metallic 
materials based on the use of neuroregulators has 
been developed. A procedure for synthesizing the 
structure of a neuroregulator is described, which en-
sures the stabilization of the parameters of the techno-
logical operation according to the specified criteria of 
the quality of control adaptation in the presence of 
random disturbances and external control actions. The 
application of the developed control adaptation sys-
tem is shown using the example of stabilizing the 
parameters of the technological operation of cutting 
silicate glasses with elliptical laser beams. 
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Аннотация. Излагается подход к исследованию взаимного влияния различных причин смертности. Вводятся понятия 
наблюдаемой и действующей смертности. Предлагается способ восстановления действующих значений смертности,  
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Введение 
Анализ смертности и продолжительности 

жизни традиционно является одним из централь-
ных в демографических исследованиях. Прогно-
зирование продолжительности жизни, определе-
ние мер, способствующих увеличению продол-
жительности жизни, является актуальной обла-
стью научных исследований, в результате разви-
тия которой сложилось целое направление, бази-
рующееся на применении точных количествен-
ных методов и вероятностного подхода к явле-
ниям природы, конечной целью которого являет-
ся стремление выяснить механизмы процессов 
по их внешнему проявлению. 

Изучение механизмов, определяющих про-
должительность жизни, тесно связано с исследо-
ванием процессов старения организма c учетом 
всего наблюдаемого разнообразия конкретных 
болезней и оценкой возрастной динамики смерт-
ности по различным причинам. 

Для прогнозирования демографических 
процессов и оценки результативности долго-
срочных мер в области медицины используются 
современные технологии обработки статистиче-
ских данных, базирующиеся на математических 
методах, значительную часть которых составля-
ют методы математического моделирования. Все 
подходы, целью которых является исследование 
процессов старения организма, можно условно 
разделить на два класса. 

Первый класс предполагает учет различных 
причин смерти в ходе моделирования возрастной 
динамики общей смертности [1]. Несомненное 
достоинство подобного подхода  возможность 
учета специфической медико-биологической 
информации о конкретных механизмах возник-
новения и развития каждого типа патологии. 
Между тем, при таком подходе практически не 
представляется возможным создать модель  
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общей смертности, как следствие, оценить про-
должительность жизни.  

Основным ограничением моделей второго 
класса при анализе возрастной динамики общей 
смертности является игнорирование отдельных 
причин смерти [2], [3]. Следует отметить, что 
простота математического описания в ряде по-
добных случаев не гарантирует правильность 
получаемых результатов, неучет разнообразия 
возрастной патологии при математическом мо-
делировании продолжительности жизни должно 
быть обосновано в любой предлагаемой модели. 

Исходной посылкой известных моделей 
продолжительности жизни, поддерживающих две 
крайние позиции по данному вопросу: учет всего 
наблюдаемого многообразия причин смерти ли-
бо его полное игнорирование, является игнори-
рование взаимного влияния причин смертности. 

Однако, простая трехпараметрическая мо-
дель Гомперца – Мейкема [4], описывающая с 
высокой  точностью возрастную динамику об-
щей смертности при самом разном соотношении 
отдельных причин смерти для реальных стати-
стических данных, свидетельствует о согласо-
ванности отдельных причин смерти, их взаимо-
действии.  

Таким образом, накопленные статистиче-
ские данные  смертности являются наблюдаемым 
результатом взаимодействия причин смертности. 
А известные методы не решают поставленную 
задачу, а позволяют получить выводы, исходя из 
наблюдаемых показателей смертности.  

С этой целью они используют данные сер-
вера ВОЗ и других медицинских и демографиче-
ских сайтов, систематизирующих статистиче-
скую информацию, характеризующую динамику 
процесса вымирания, которая выражается в воз-
растных показателях общей смертности и воз-
растных показателях смертности по разным при-
чинам. Статистические данные представляют 
собой наблюдаемые значения выделенных пока-
зателей, которые возникли в результате взаимо-
действия и взаимного влияния случайных про-
цессов, обусловленных как внешними фактора-
ми, так и множественными биологическими про-
цессами внутри человека. Результат этого взаи-
модействия проявляется в виде наблюдаемых 
статистических данных, классифицированных по 
различным причинам для различных стран и 
временных интервалов. 

Поэтому актуальна разработка нового под-
хода и программных средств его реализации для 
выявления действующих повозрастных показа-
телей смертности по каждой из причин, не иска-
жённых воздействием других причин смерти и 
определяющих, в совокупности, наблюдаемые 
повозрастные показатели общей смертности. 

Это позволит использовать восстановлен-
ные действующие значения смертности для 
уточнения выводов, полученных на основе  

наблюдаемых статистических данных, выявле-
ния отличительных особенностей действующих 
значений смертности для различных причин, 
различных возрастных групп и временных пе-
риодов, и воссоздания (корректировки) дейст-
вующей картины динамики продолжительности 
жизни в целом. 

В статье рассматриваются вопросы анализа 
медико-демографических данных с использова-
нием аппарата вероятностно-алгебраического 
моделирования, позволяющего представлять 
случайный процесс формирования наблюдаемых 
показателей смертности в виде композиции слу-
чайных процессов формирования повозрастных 
показателей смертности по различным причинам 
с учетом заданных функций их взаимодействия. 

В статье приводится математический аппа-
рат вероятностно-алгебраического моделирова-
ния и описывается способ его использования для 
восстановления действующих значений возрас-
тной смертности с учётом взаимодействия раз-
личных причин смертности. Применение подхода 
демонстрируется на примере оценки действую-
щих значений возрастных показателей смерт-
ности по внешним причинам, использующем 
статистические данные CDC [5]. Приведенный 
пример поясняет идею предложенного  подхода.  
 

1 Формализация объекта исследования 
Проводя аналогию с подходом оценки на-

дёжности технических систем, будем рассматри-
вать биологический объект в виде сложной сис-
темы, включающей ряд взаимосвязанных под-
систем, функционирование которых подчиняется 
естественным законам накопления повреждений, 
характерных для технических систем. Учитывая 
согласованность причин смертностей, будем 
предполагать, что разрушение организма являет-
ся многостадийным процессом, не зависящим от 
конкретных причин смерти [4]. 

При оценке продолжительности жизни био-
логических объектов будем использовать под-
ход, основанный на выделении для взаимодейст-
вующих подсистем исследуемого объекта пре-
дельного состояния, свидетельствующего о пре-
кращении его функционирования.  

Объектом исследования является случай-
ный процесс смертности для представителей со-
циально-биологической группы на выбранном 
временном интервале. 

С использованием вероятностно-алгебраи-
ческого аппарата будем моделировать сложный 
случайный процесс взаимодействия множества 
причин смертностей, классифицированных ВОЗ 
и определяющих в конечном итоге продолжи-
тельность жизни человека (представителей соци-
ально-биологической группы). Исходными дан-
ными для реализации моделирования служит 
статистическая информация, характеризующая 
процессы смертности, которая имеется на  
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различных демографических и медицинских сер-
верах, обрабатывающих, классифицирующих и 
хранящих данные для различных стран и вре-
менных интервалов [5], [6]. 

Данные, характеризующие процесс смерт-
ности, представляют собой вектор, каждый эле-
мент которого представляет число умерших в  
j-ой возрастной группе: 

1 2( , ,..., ),NW w w w       (2.1) 

где N – число возрастных групп исследуемого 
объекта. Имея вектор повозрастной численности 
исследуемой социально-биологической группы, 
а именно: 

1 2( , ,..., ),ND d d d

 

    (2.2) 

можно получить вектор повозрастных интенсив-
ностей смертности: 

1 2
1

( , ,..., ), 1, , 1, ,
N ji i i i i

N j j
j j

w
P p p p p p j N

d
    (2.3) 

где i – метка причины смертности, j – номер воз-
растной группы. 

Известные наблюдаемые статистические дан-
ные представим в виде вектора вероятностей по-
возрастных показателей смертности по причине A: 

1
1

1
( ,..., ), 1

N
A А А

N j
j

P p p p


  .     (2.4)

 Вектор вероятностей, описывающий повоз-
растные показатели общей смертности обозначим: 

1
1

1
( ,..., ), 1.

N
S S S

N j
j

P p p p


         (2.5) 

Обозначим действующие (очищенные от 
влияния других причин смертности) повозраст-
ные показатели смертности по причине А для 
анализируемого объекта вектором:  

1
1

1
( ,..., ), 1,

N
VA VA VA

N j
j

P p p p


    (2.6) 

где j-ый элемент вектора определяет значение 
вероятности смерти по причине А для j-ой воз-
растной группы анализируемого объекта. 
 Действующие вероятностные повозрастные 
показатели смертности по всем остальным при-
чинам, исключая А, обозначим вектором: 

2
1

1
( ,..., ), 1,

N
V A V A V A

N j
j

P p p p


          (2.7) 

где j-ый элемент вектора определяет значение 
вероятности смерти для j-ой возрастной группы 
анализируемого объекта по различным причинам 
смертности, исключая причину А. 

Опишем процесс взаимодействия причин 
смертностей моделью, включающей два компо-
нента K1 и K2. Будем считать, что число состоя-

ний компонентов  , 1, ,jS S j N   определяет-

ся числом выделенных возрастных групп, для 
каждой из которых известны вероятности на-
блюдаемой общей смертности вида (2.5) и на-
блюдаемые значения смертности по причине А 
(2.4). 

В настоящем изложении в качестве компо-
нентов будем рассматривать случайные процессы 
формирования вероятностных значений смертно-
сти по различным причинам, взаимодействие ко-
торых описывается некоторой функцией F. 

Ставится задача аналитического расчёта век-
тора действующих показателей смертности по 
причине А вида (2.6) для анализируемого объекта 
по наблюдаемым значениям общей смертности 
(2.5) и наблюдаемым значениям смертности по 
причине А (2.4). 

С этой целью предлагается использовать ме-
тод вероятностно-алгебраического моделирования 
сложных систем [5], основанный на аппарате сто-
хастических алгебр, которые порождаются опе-
рациями, описывающими функции взаимодейст-
вия компонентов (случайных процессов смерт-
ности), выделенных в процессе формализации 
объекта исследования.  
 

2 Математическая основа вероятностно-
алгебраического моделирования 

Для заданной функции :F S S S   ком-
понент 3 1 2K K K 

 
назовем F-композицией 

компонентов 1K  и 2 ,K  если 3 1 2( , ).K F K K  
 Для независимых компонентов эта компо-

зиция определяет вектор интенсивностей общей 
смертности 3 1 2*P P P  по интенсивностям 
смертностей по причине 1 и причине 2, соответ-
ственно 1P  и 2 :P  

3 1 2

( , )
.k i j

k F i j
P P P


      (3.1) 

Ввиду линейности и дистрибутивности, вве-
дённая соотношением (3.1) операция умножения 
векторов пространства RN порождает алгебру F. 

Векторы 
1 2(1,0,0,0,...,0), (0,1,0,0,...,0),...,

(0,0,0,0,..., )N N

   

 
 

являются базисными векторами алгебры F . 
Умножением базисных векторов определя-

ется тензор структурных коэффициентов алгеб-

ры – .k
ija  Структурные коэффициенты алгебры 

АF задаются следующим образом: 

1, ( , );

0, ( , ).

k
ijk

ij k
ij

a если k F i j
a

a если k F i j

     
     (3.2) 

Алгебру, структурные коэффициенты кото-
рой удовлетворяют условию 

, , ,i j k  0k
ija   и 

1
1,

N
k
ij

k
a


      (3.3) 

будем называть стохастической, поскольку эле-
ментами множества её представлений являются 

стохастические матрицы .jkM m  Элементы 

матриц jkM m  определяются по формуле: 

1
,

N
k

jk ij i
i

m a p


              (3.4) 
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где k
i ja  – структурные коэффициенты алгебры, 

ip  – элементы произвольного вектора вида (2.3). 

Например, для стохастической алгебры AF, 
порождённой функцией ( , ) min( , ),F i j i j  фор-

мируется множество представлений, элементами 
которых являются стохастические матрицы. Вид 
этих матриц определяется исходным вектором 
вероятностей 1 2( , ,..., ):NP p p p  

1
2

1 2
3min

1 2 3 4
1

1 2 3 4 1

1 0 0 0 ... 0 0

0 0 ... 0 0

0 ... 0 0
.

... ... ... ... ... .. ...

... 0

...

n

i
i

n

i
i

n

i
i n

n n

p p

p p p
M

p p p p p

p p p p p p





 



 
 
 
 
 

   
 
 

 
  
 

(3.5) 

Примерами других функций, описывающими 
композицию изображений, могут служить сле-
дующие: 1( , ) max( , ),F i j i j  2 ( , ) min( , ),F i j i j

 
( , ) min( , ),F i j i j N   3 ( , )F i j i j 

 
и другие. 

Эти функции имеют свою семантическую окра-
ску и однозначно определяют коэффициенты 
вероятностно-алгебраического моделирования 

,k
ija  удовлетворяющие условию (3.3) при реали-

зации расчётов с использованием формулы (3.2). 
 

4 Вероятностно-алгебраическая модель 
взаимодействия независимых причин смерт-
ностей 

Для оценки продолжительности жизни со-
циально-биологической системы используется 
модель, включающая два компонента K1 и K2. 
Компоненты отражают в модели случайный про-
цесс смертности для исследуемого объекта, а 
именно: К1  отражает повозрастную смертность, 
обусловленную причиной 1; К2  представляет 
повозрастную смертность по причине 2. Повоз-
растные показатели смертности описываются 
векторами, соответственно Р1 и Р2, которые 
имеют вид (2.3). 

Используя терминологию из области на-
дёжности технических систем, предположим, что 
компоненты взаимодействуют по функции 

( , ) min( , ).F i j i j  То есть, модель для определе-

ния повозрастного показателя смертности имеет 
вид 3 1 2 ,K K K   в которой процесс взаимо-

действия компонентов описывается функцией 
( , ) min( , ).F i j i j  Это означает, что отказ систе-

мы (смерть представителя социально-
биологической группы) наступает либо по при-
чине 1, либо по причине 2. 

Вероятностно-алгебраическое моделирова-
ние реализует процесс формирования вектора 
вероятностей состояний системы по векторам 

вероятностей состояний структурных элементов 
с учётом взаимодействия и взаимного влияния 
последних [5]. В процессе моделирования анали-
тически рассчитывается результирующий вектор 
вероятностей, характеризующий вероятность 
общей повозрастной смертности вида (2.5).  

С использованием структурных коэффици-
ентов алгебры k

i ja  вида (3.2) операция умноже-

ния 3 1 2* ,P P P  определённая соотношением 
(3.1), может быть представлена в виде:  

3 1 2

1 1
,

N N
k

k ij i j
j i

p a p p
 

    где , , 1, .i j k N       (4.1) 

Вектора вида (2.3) являются исходными для 
реализации вероятностно-алгебраического моде-
лирования. Структурные коэффициенты алгебры 
(3.3) называются коэффициентами вероятностно-
алгебраического моделирования, а процесс фор-
мирования результирующего вектора вероятно-
стей 3P  по исходным векторам вероятностей 1P  
и 2P  называется вероятностно-алгебраическим 
моделированием.  

Результатом вероятностно-алгебраического 
моделирования, характеризующим процесс 
взаимодействия причин смертностей для иссле-
дуемого объекта, является вектор вероятностей 
состояний (2.5), описывающий повозрастные 
показатели общей смертности. 

Таким образом, зная значения векторов 1P  
и 2 ,P  а также закон их композиции F, по соот-
ношению (4.1) можно определить значения ре-
зультирующего вектора 3.P  

Соотношение (4.1) может быть обобщено 
для описания композиции большего числа ис-
ходных компонентов (случайных процессов 
смертей по разным причинам). Так, для компо-
зиции трех компонентов (по причинам 1, 2 и 3) 
значения вектора повозрастных показателей общей 
смертности определяются следующим образом: 

4 1 2 3

1 1 1
,

N N N
k

k ijl i j l
j i l

p a p p p
  

    где , , , 1, .i j l k N  (4.2) 

Такая модель описывает случайный процесс 
формирования повозрастных показателей общей 
смертности, когда важно выделить две лиди-
рующие причины смертности. При этом в моде-
ли в качестве исходных данных используются 
значения повозрастных показателей по причине 
1, повозрастных показателей по причине 2 и по 
причине 3. По ним в соответствии с заданной 
операцией аналитически с использованием опи-
санного формализма формируется результирую-
щий вектор повозрастных показателей смертно-
сти по всем причинам. 
 

5 Решение задачи определения дейст-
вующих показателей смертностей 

С использованием описанного формализма 
возможно решение обратной задачи, а именно: 
нахождение значений вектора 1P  повозрастных 
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показателей смертности по причине 1 по вектору 
вероятностей общей смертности 3P  и вектору 
вероятностей повозрастных показателей по при-
чине 2P  соответственно.  

С этой целью матрица 2P
M  вида (3.5) опре-

деляется следующим образом: 

2

2

1
.

N
k
ij jP

j
M a p


       (5.1)

 
Тогда операция умножения 3 1 2*P P P  

может быть представлена следующим образом: 

2

3 1.
p

P M P     (5.2) 

Откуда следует: 

2

1 1 3( ) .
p

P M P       (5.3) 

Этот способ аналитических расчетов инте-
ресен для восстановления неизвестных векторов 
вероятностей смертности по причине 1 по из-
вестным данным. 

В целом математически обоснованные ана-
литические расчёты (2.1)–(5.3), реализуемые в 
результате построения и использования вероятно-
стно-алгебраических моделей «конкурирующие 
смертности», гарантируют точность получения 
результирующих данных даже в условиях отсут-
ствия статистических данных. Для этой цели мо-
гут быть использованы как прямые (4.1), так и 
обратные (5.3) модели взаимодействия случайных 
процессов смертности.  

Для решения задачи оценки действующих 
показателей строятся вероятностно-алгебраичес-
кие модели с различными функциями взаимо-
действия компонентов. 

Опишем случайный процесс взаимодейст-
вия действующих причин смертности двумя 
функциями F1 и F2. 

Функция 1( , ) min( , )F i j i j  задаёт опера-

цию, порождающую стохастическую алгебру на 
множестве векторов вида (2.3) и позволяющую 
рассчитать коэффициенты вероятностно-
алгебраического моделирования. При описании 
процесса взаимодействия причин смертностей 
указанной функцией, который реализуется веро-
ятностно-алгебраическом умножением дейст-
вующих векторов (2.6) и (2.7), номер состояния 
системы (результирующего элемента К3) опреде-
ляется состоянием с минимальным номером, 
характеризующим наступление смерти в более 
молодом возрасте.  

Будем полагать, что функция F2 имеет сле-
дующий вид: 

2

, ;
( , ) .

, .

i если i j
F i j

N если i j


  

     (5.4) 

Это означает, что при расчёте коэффициен-
тов моделирования (3.2), определяющих резуль-
тат вероятностно-алгебраического умножения 
векторов (2.6) и (2.7), состояние системы опре-
деляет номер состояния (возрастной группы) 
вектора (2.6), если он меньше или равен номеру 

второго вектора (2.7). В противном случае ре-
зультирующему состоянию присваивается номер 
N. С учётом семантики исследуемой предметной 
области это будет означать, что отдельно фикси-
руются случаи смерти по причине А для всех 
возрастных групп, а все случаи смертности по 
другим причинам относятся к состоянию N, оп-
ределяющему последнюю возрастную группу. 

Для восстановления действующих показа-
телей смертности составляем две вероятностно-
алгебраические модели. Первая модель имеет вид: 

3 1 1, 2( ),K F K K  

где компоненты K1 и K2 описываются векторами 
(2.6) и (2.7), а элемент K3 описывает процесс 
взаимодействия этих элементов по функции. 

1( , ) min( , ).F i j i j  

Будем считать, что значения вектора веро-
ятностей, характеризующего элемент K3, извест-
ны и задаются вектором (2.5), представляющим 
наблюдаемые повозрастные показатели общей 
смертности для исследуемых возрастных групп. 

Вторая модель реализует вероятностно-
алгебраическое умножение тех же векторов ве-
роятностей (2.6) и (2.7), но по функции (5.4): 

3 2 1 2( , )K F K K . 

Полагаем, что результат вероятностно-
алгебраического умножения описывается векто-
ром (2.4), отражающим наблюдаемые повозраст-
ные показатели смертности по причине A. 

Решение системы двух уравнений (5.2) и 
(5.3) позволяет восстановить вероятности дейст-
вующих повозрастных показателей смертности 
по причине A (2.6) и вероятности действующих 
повозрастных показателей смертности по всем 
остальным причинам (2.7) без учёта взаимодей-
ствия (конкуренции) причин в случайном про-
цессе смертности.  

 
6 Восстановления действующих повозра-

стных показателей смертности от внешних 
причин. Применение разработанного метода к 
полученным с сайта CDC [6] данным, отражаю-
щим процесс смертности для мужчин в 1999 году 
в США, позволило найти единственное решение 
задачи восстановления векторов действующих 
вероятностей показателей смертности, обуслов-
ленных внешними причинами и всеми осталь-
ными причинами, исключая внешние. 

На рисунке 6.1 представлены зависимости 
логарифмических значений векторов вероятно-
стей повозрастных показателей смертности (ло-
гарифмических значений интенсивностей смерт-
ности) от возраста для анализируемых данных, а 
именно: наблюдаемые значения повозрастного 
показателя общей смертности (2.1); наблюдаемая 
повозрастная смертность по внешним причинам 
(2.2); действующая повозрастная смертность по 
внешним причинам (2’); действующая повозра-
стная смертность по другим причинам (1’). 
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Рисунок 6.1 – Зависимость логарифма значений векторов вероятностей 
наблюдаемых и действующих смертностей от возраста 

 

  
а) kf2 = 0,98381483883829479886 б) kf1 = 0,99907157285602160981 

 

Рисунок 6.2 – Зависимости логарифмов значений интенсивностей повозрастной общей смертности (а) от 
возраста и логарифмов значений интенсивностей повозрастной общей смертности от возраста,  

в предположении, что смертность по внешним причинам была корректно исключена (б) 
 

На рисунке 6.2 представлены завосимости 
логарифмических значений интенсивностей по-
возрастной общей смертности (а) и общей смерт-
ности, в предположении, что смертность по внеш-
ним причинам была  корректно исключена (б). 

Как видно из рисунков, рисунок 6.2 согла-
суется с законом Гомперца (на рисунках пред-
стален пунктирной линией). Полученная точ-
ность расчетов значительно превышает точность 

наблюдаемых статистических данных: 
kf1 = 0,9990715. А точность проведенных расчё-
тов определяется точностью исходных данных. 
 

Заключение 
В статье представлен точный аналитиче-

ский способ нахождения действующих значений 
повозрастной смертности по различным причи-
нам по наблюдаемой повозрастной смертности. 
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Расчёты реализуются путем построения двух ве-
роятностно-алгебраических моделей, использую-
щих известные наблюдаемые значения смертности. 

Полученные аналитическим способом зна-
чения действующих повозрастных показателей 
смертности по различным причинам позволяют 
провести сравнительный анализ их с аналогич-
ными наблюдаемыми показателями смертности и 
оценить разницу между ними. 

Практическое значение предложенного 
подхода: определив значения действующих по-
возрастных показателей смертности (не иска-
жённые влиянием других причин смертности), 
можно тем самым определить их долю в общей 
смертности и стратегическое направление сни-
жения смертности. При этом среди огромного 
многообразия причин смерти удастся выделить 
небольшое их число и оценить их непосредст-
венное влияние на общую смертность. Практи-
ческая значимость полученных результатов со-
стоит в возможности оценить ожидаемое сниже-
ние общей смертности в результате применения 
мер по предупреждению смертности по лиди-
рующими причинам смертности. 

Таким образом, предложен принципиально 
иной подход к оценке вероятностных показате-
лей повозрастной смертности и оценке значимо-
сти причин смерти, основанный не на статисти-
чески наблюдаемой величине смертности по 
данной причине, а на первичной, изначальной 
величине смертности без учёта влияния всех ос-
тальных причин на общую смертность.  

Использование предложенного подхода, 
описывающего процесс взаимного влияния при-
чин смертностей в процессе вымирания социаль-
но-биологической системы, позволит уточнить 
выводы, вытекающие из анализа статистических 
медико-демографических данных для различных 
исследуемых объектов.  
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Аннотация. Пусть  – разбиение множества всех простых чисел. В работе обсуждаются результаты разных лет 
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Введение  
Все рассматриваемые в работе группы яв-

ляются конечными. 
Кегель в 1962 году в работе [1] предложил 

следующую концепцию p-субнормальной под-
группы: для данного простого числа p подгруппа 
H группы G называется p-субнормальной в G 
(при этом, следуя [2], мы пишем ),pH G  если 

( )pH P Syl H   для любой силовской p-под-

группы P группы G. Очевидно, отношение p  

является транзитивным и если ,H G  то 

pH G  для любого простого p. Отсюда следует, 

что если подгруппа H субнормальна в G, то 

pH G  для любого простого p. 

В [1] Кегель выдвинул следующую гипоте-
зу: подгруппа H конечной группы G является суб-
нормальной в G тогда и только тогда, когда она 
p-субнормальна для любого простого числа p.  

Виландт в 1980 году (см. [3]), когда класси-
фикация конечных простых групп была практи-
чески завершена, включил эту гипотезу в список 
наиболее важных проблем, требующих решения 

после завершения классификации. Поэтому с тех 
пор эту гипотезу называют проблемой Кегеля –
Виландта. 

Полное решение гипотезы Кегеля – Ви-
ландта, опирающееся на классификацию конеч-
ных простых групп, было получено Кляйдманом 
в 1991 году. Оно связано с изучением структуры 
минимального контрпримера ( , ),G H  где H – 

такая подгруппа из G, что pH G  для любого 

простого p, а под минимальностью контрпримера 
понимается минимальность суммы | | | | .G H   

В работе [4] установлено, что в минимальном 
контрпримере ( , )G H  группы G и H являются 

простыми. Дальнейший анализ в [4] ввиду клас-
сификационной теоремы связан с перебором 
всех простых неабелевых групп и установлением 
в каждом возможном случае простого числа p и 
p-элемента ,h H  для которого не выполняется 

равенство ( ) ( ),H Gh h    где  

| ( ) |
( )

| { ( ) | } |
p

G
p

Syl G
h

P Syl G h P
 

 
  

и 

ОБЗОРЫ 
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| ( ) |
( ) .

| { ( ) | } |
p

H
p

Syl H
h

F Syl H h F
 

 
 

Работа [4] стимулировала развитие целого 
ряда новых концепций обобщенной субнормаль-
ности (с основными результатами, касающимися 
некоторых из них, можно ознакомиться в [5]).  
С позиций проблемы Кегеля – Виландта наи-
больший интерес представляет предложенная 
А.Н. Скибой в рамках -метода концепция -суб-
нормальной подгруппы. 

Пусть { | }i i I     – некоторое разбиение 

множества   всех простых чисел, т.е. i I i    

и i j     для всех i j . Пусть G – -полная 

группа, т. е. G обладает по крайней мере одной 
холловой i -подгруппой для любого i I . Для 

i I  мы пишем 
i

H G , если подгруппа обла-

дает тем свойством, что ( )
iiH S Hall H   для 

каждой холловой i -подгруппы iS  группы G и 

любого i I . 
В [6] под номером 6.4 А.Н. Скиба сформу-

лировал следующий интересный аналог гипоте-
зы Кегеля – Виландта (см. также вопрос 19.86 из 
«Коуровской тетради» [7]).  

-Проблема Кегеля – Виландта: Верно ли, 
что подгруппа H -полной группы G является  
-субнормальной в G, если 

i
H G  для любого 

?i I  
Решить -проблему Кегеля – Виландта – 

значит либо доказать, что для любого разбиения 
 подгруппа H -полной группы G является  
-субнормальной в G, либо построить пример 
разбиения , для которого подгруппа H -полной 
группы G не является -субнормальной в G, если 

i
H G  для любого .i I  

Отметим также, что если { | }i i I     и 

подгруппа H является -субнормальной в -пол-
ной группе G, то ввиду леммы 2.6 из [8] 

i
H G  

для любого .i I  Таким образом, по сути, -про-
блема Кегеля – Виландта ставит вопрос о нахож-
дении нового критерия -субнормальности под-
группы в -полной группе. 

Концепция σ-субнормальности, развиваю-
щая идею субнормальной подгруппы, предложе-
на А.Н. Скибой в [8]. Эта концепция базируется 
на следующем определении. 

Для заданного разбиения  множества всех 
простых чисел подгруппа H группы G называет-
ся -субнормальной в G, если существует цепь 
подгрупп 0 1 ... nH H H H G      такая, что 

для каждого 1, 2,...,i n  либо подгруппа 1iH   

нормальна в ,iH  либо группа 1/ ( )
ii H iH Core H   

является j -группой для некоторого .j I  

Ясно, что подгруппа H субнормальна в 
группе G тогда и только тогда, когда она  
σ-субнормальна в G для минимального разбиения 

{{2},{3},{5},...},   состоящего из одноэле-

ментных подмножеств. Поэтому для минималь-
ного разбиения σ-проблема Кегеля – Виландта 
превращается в проблему Кегеля – Виландта.  

В [9] предложена обобщенная -проблема 
Кегеля – Виландта. Появление ее связано с су-
ществованием групп, обладающих несколькими 
классами сопряженных холловых подгрупп, и 
идея состоит в том, чтобы рассматривать не все 
полные холловы множества типа , а лишь неко-
торые из них.     

Следуя [8], будем говорить, что для разбие-
ния { | }i i I     система 1 2{ , ,..., }kS S S   хол-

ловых i -подгрупп ( 1,2,..., )i k  группы G явля-

ется полным холловым множеством типа  
группы G, если выполняются следующие два 
условия: 

1) (| |,| |) 1i jS S   для всех {1, 2,..., };i j k   

2) 1 2( ) ( ) ( ) ... ( ).kG S S S       

Если 1 2{ , ,..., }kS S S   – полное холлово 

множество типа   группы G, то, очевидно, сис-

тема 1 2{ , ,..., }g g g g
kS S S   также является полным 

холловым множеством типа  группы G для лю-
бого элемента .g G  

Будем говорить, что полное холлово множе-
ство   типа  группы G редуцируется в подгруп-
пу H группы G, если iH S  – холлова i -под-

группа из H для любого 1, 2,...,i k  (возможно, 

что 1iH S   для некоторых 1, 2,..., ).i k  

Обобщенная -проблема Кегеля – Виландта: 
Пусть  – разбиение множества всех простых 
чисел и 1 2{ , ,..., }kS S S   – полное холлово мно-

жество типа  группы G. И пусть H – такая 
подгруппа из G, что g  редуцируется в H для 
любого элемента .g G  Верно ли, что подгруп-

па H является -субнормальной в G? 
Если в -проблеме Кегеля – Виландта тре-

буется, чтобы любое полное холлово множество 
  типа  группы G редуцировалось в подгруппу 
H группы G, то в ее обобщенном аналоге речь 
идет только о полных холловых множествах g  
( )g G  для некоторого заданного полного хол-

лового множества   группы G. Ввиду леммы 2.6 
из [8] положительное решение обобщенной  
-проблемы Кегеля – Виландта всегда приводит 
к решению -проблемы Кегеля – Виландта.   

В настоящее время, кроме минимального 
разбиения, -проблема Кегеля – Виландта реше-
на для целого ряда разбиений  множества всех 
простых чисел. В третьей части обзора мы при-
водим эти разбиения и относящиеся к ним ре-
зультаты. Мы описываем также содержание всех 
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сложившихся в настоящее время подходов к ре-
шению -проблемы Кегеля – Виландта, выделяя 
следующие из них:  

1) исследовать -проблему Кегеля – Виландта 
для фиксированного разбиения ; 

2) исследовать -проблему Кегеля – Вилландта 
для фиксированных простых групп и произ-
вольного разбиения ; 

3) исследовать -проблему Кегеля – Виландта 
для произвольного разбиения , отталкиваясь 
от решеточных свойств группы;  

4) исследовать -проблему Кегеля – Виландта 
для произвольного разбиения , отталкиваясь 
от факторизационных свойств простых групп. 

Структурно работа построена так, что ее 
основные разделы связаны с описанием перечис-
ленных выше подходов 1)-4). 

В основу обзора положен доклад авторов 
«Об обобщенной проблеме Кегеля – Виландта» 
[10] на Международной конференции «Алгебра и 
динамические системы», посвященной 70-летию 
А.А. Махнева (г. Нальчик, 9–15 июля 2023 года). 

 
1 Определения и обозначения 
В работе используются определения и обо-

значения, принятые в [11]. Что касается терми-
нологии теории -субнормальных подгрупп, то 
мы отсылаем читателя к работе [8]. 

Если   – некоторое множество простых чи-
сел, то символом   обозначается множество 
всех тех простых чисел, которые не принадлежат 

.  В частности, если множество   состоит из 
одного простого числа p, то p  – дополнение 

множества { }p  в множестве всех простых чисел.   

Подгруппа H называется холловой  -под-
группой группы G, если ( )H    и 

(| : |) .G H     Будем говорить, следуя [12], что 

группа G обладает свойством: 
– ,E  если она содержит холлову  -под-

группу (т. е. ( ) );Hall G    

– ,C  если G обладает свойством E  и любые 

две холловы  -подгруппы группы G сопряжены; 
– D , если G обладает свойством C  и вся-

кая  -подгруппа группы G содержится в неко-
торой холловой  -подгруппе.  

Будем также использовать следующие обо-
значения: 

– если p – простое число, то pG  – силовская 

p-подгруппа группы G и ( )pSyl G  – множество 

всех силовских p-подгрупп группы G; 
– если   – некоторое множество простых 

чисел, то G  – холлова  -подгруппа группы G и 

( )Hall G  – множество всех холловых  -под-

групп группы G;  

– E  – множество всех групп, обладающих 

свойством E  (в частности, -полнота группы G 

для { | }i i I     означает, что );
ii IG E   

– если { | }i i I     – разбиение множества 

всех простых чисел и n – натуральное число, то 
( ) { ( ) | , ( ) };i in n i I n          

– ( ) (| |);G G    

– nZ  – циклическая группа порядка n. 

Мы будем часто использовать обозначения 
из «Атласа конечных групп» [13]. Если A и B – 
подгруппы группы G, то A B  – их прямое про-
изведение, а :A B  и .A B  – расщепляемое и про-
извольное расширение группы A с помощью 
группы B, соответственно. 

Обозначения ,H G  ( )H sn G  и ( )H sn G  

используются нами вместо слов «H – нормальная 
подгруппы группы G», «H – субнормальная под-
группы группы G», и «H – -субнормальная под-
группы группы G» соответственно. 

Следуя [14], для E -группы G через 

( )GSZ  обозначим множество всех ее подгрупп, 

в которые редуцируются все холловы  -под-
группы группы G. 

Понятно, что подгруппа H -полной группы 
G удовлетворяет условиям -проблемы Кегеля –
 Виландта тогда и только тогда, когда 

( ).
ii IH G  SZ  

Следуя [8], для разбиения { | }i i I     бу-

дем говорить, что группа G называется: 
1) -примарной, если она является i -груп-

пой для некоторого ;i I  
2) -разрешимой, если она обладает главным 

рядом, каждый фактор которого -примарен; 
3) -нильпотентной, если G является пря-

мым произведением некоторых -примарных 
групп, т.е. группа G представима в виде прямого 
произведения своих холловых i -подгрупп для 

некоторых i I  (далее класс всех -нильпо-
тентных групп обозначается ).R  

Простая проверка показывает, что произве-
дение двух нормальных -нильпотентных под-
групп группы G является -нильпотентной под-
группой, а потому в G существует наибольшая 
нормальная -нильпотентная подгруппа, которая 
обозначается ( )F G  и называется -нильпотент-

ная радикалом группы G. 
Если F  – непустой класс групп, то подгруп-

па H группы G называется F -субнормальной в 
смысле Кегеля, если существует цепь подгрупп 

0 1 ... nH H H H G      такая, что для каждо-

го 1, 2,...,i n  либо подгруппа 1iH   нормальна в 

iH , либо группа 1/ ( )
ii H iH Core H   принадлежит .F  
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 Простая проверка показывает, что подгруп-
па H группы G -субнормальна в G для некото-
рого разбиения  множества всех простых чисел 
тогда и только тогда, когда она является  

R -субнормальной в G в смысле Кегеля. 

Формация F  называется решеточной, если 
множество всех F -cубнормальных в смысле Ке-
геля подгрупп в любой группе образует подре-
шетку решетки всех подгрупп этой группы. 

 
2 Некоторые технические результаты 
Для иллюстрации техники доказательства в 

данном разделе мы приводим в виде лемм неко-
торые результаты, играющие ключевую роль при 
доказательстве основных теорем разделов 3–5.  

Пусть H – подгруппа -полной группы G, 

1 2( ) { , ,..., }kG      и 1 2{ , ,..., }kS S S   – пол-

ное холлово множество типа  группы G. Будем 
говорить, что пара ( , )G H  является контрприме-

ром к обобщенной -проблеме Кегеля –
 Виландта, если для любого g G  полное хол-

лово множество g  редуцируется в H, но под-
группа H не является -субнормальной в G. Если 
при этом пара ( , )G H  такова, что сумма 

| | | |G H  минимальна, то контрпример ( , )G H  

будем называть минимальным контрпримером к 
обобщенной -проблеме Кегеля – Виландта. 

Следующая лемма, устанавливает строение 
минимального контрпримера к обобщенной  
-проблеме Кегеля – Виландта и сводит ее ре-
шение к анализу строения холловых подгрупп 
простых неабелевых групп. 

Лемма 2.1 [9, лемма 2.4]. Пусть 
{ | }i i I     – разбиение множества всех про-

стых чисел. Если ( , )G H  – минимальный контр-

пример к обобщенной -проблеме Кегеля – Ви-
ландта, то G и H – простые неабелевы группы. 

Таким образом, структура минимального 
контрпримера к обобщенной -проблеме Кеге-
ля – Виландта такая же, как и контрпримера к 
гипотезе Кегеля – Виландта. 

Отметим, что, как и для обобщенной -про-
блемы, минимальный контрпример к -проблеме 
Кегеля – Виландта имеет такое же строение, ко-
торое описано в лемме 2.1. 

Ввиду требования -полноты группы G в  
-проблеме Кегеля – Виландта ее решение тесно 
связано со следующим вопросом (известным как 
проблема 3.2 из [15]): 

Найти холловы подгруппы конечных про-
стых групп.  

Изучением этой проблемы занимались мно-
гие математики (см., например, обзор [15]). Пол-
ная классификация холловых подгрупп извест-
ных простых групп завершена в работе [15] и 
содержится в приложении 1 к ней. 

Понятно, что классификация холловых под-
групп простых групп не решает проблемы опи-
сания -полных простых групп, которая даже 
для конкретных разбиений  является достаточ-
но сложной теоретико-групповой и теоретико-
числовой задачей. 

Приведем лишь несколько примеров раз-
биений , для которых классифицированы все  
-полные простые группы. Первый из них связан 
с известной теоремой Л.С. Казарина, описываю-
щей простые неабелевы группы, которые содер-
жат холлову p -подгруппу: 

Лемма 2.2 [16, теорема 7]. Пусть p – про-
стое число, {{ }, }p p   и G – простая группа, 

порядок которой делится на p. Тогда и только 
тогда G является -полной, когда выполняется 
одно из следующих условий: 

(a) pG A  и 1;p pG A   

(b) ( ),nG PSL q  где ,mq r  1,m   r – про-

стое число и pG   – параболическая подгруппа в 

G; при этом | : | ( 1) / ( 1)n k
pG G q q p      и n – 

простое число; 
(c) 2 (11),G PSL  11p   и 5 ;pG A   

(d) 11,G M  11p   и 10 ;pG M   

(e)  23 ,G M  23p   и 22 .pG M   

Другой пример связан с разбиением 
{{2},{3},{2,3} }  . 

Лемма 2.3 [17, теорема В]. Пусть {2,3}   

и {{2},{3}, }.    Если | : | 2 3 ,G G  
    где 

2,   1,   то простая группа G является  

-полной тогда и только тогда, когда выполня-
ется одно из следующих условий: 

(1) 5 2 2(4) (5),G A SL PSL    5 ;G Z   

(2) 6 2 (9),G A PSL  5 ;G Z   

(3) 2 3(7) (2),G PSL SL  7 ;G Z   

(4) 2 (8),G SL 7 ;G Z   

(5) 2 (17),G PSL 17 ;G Z   

(6) 3 (3),G SL 13;G Z   

(7) 3 (3),G SU 7 ;G Z   

(8) 4 4(2) (3),G PSU PSp   5 ;G Z   

(9) 11,G M 11 5: ;G Z Z   

(10) 12 ,G M 11 5: ;G Z Z   

(11) 2 ( ),G PSL q ,nq p 5,p   G  содер-

жится в подгруппе Бореля группы 2 ( ).PSL q  

Доказательство леммы 2.3 опирается на 
теорему 1.1 из [18], описывающую простые 
группы, которые содержат подгруппу, индекс 
которой имеет в точности два различные про-
стые делители. 

Разбиение {{ }, }p p   является частным 

случаем бинарного разбиения, т. е. разбиения , 
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имеющего вид { , }     для некоторого множе-

ства простых чисел  . 
Следуя [15], будем говорить, что группа G 

обладает стандартной холловой  -подгруппой, 
если либо | ( ) | 1G  , либо ( )G   . В про-

тивном случае холлова  -подгруппа называется 
нестандартной. 

Следующая лемма, приведенная в [19], опи-
сывает простые группы, факторизуемые двумя 
нестандартными холловыми подгруппами. Доказа-
тельство ее следует из результатов работ [20]–[22]. 

Лемма 2.4 [19, лемма 2]. Пусть G – про-
стая группа, представимая в виде произведения 
нестандартных холловых подгрупп A и B таких, 
что 1.A B   Тогда выполняется одно из сле-
дующих условий: 

(1) 11,G M 2
83 : .2A Q  и 11: 5;B   

(2) 23 ,G M  4
7 3 2{2 : , (4) : 2 }A A PSL  и 

23 :11;B   

(3) 2 (11),G PSL 4 12{ , }A A D  и 11: 5;B   

(4) 2 (29),G PSL 5A A  и 29 : 7;B   

(5) 2 (59),G PSL 5 60{ , }A A D  и 59 : 29;B   

(6) 2 (2 ),nG PSL
2 1

: nA U Z


  и 
2 1nB Z


  

( 2,n  | | 2 );nU   

(7) 2 ( ),nG PSL p  
( 1)/ 2

: np
A U Z


  и 

2 1nB D


  

(p – нечетное простое число, {7,11, 29,59},np   

1(mod 4),np   | | );nU p  

(8) 5 (2),G PSL 6
3 22 : ( (7))A S PSL   и 

31: 5;B   

(9) ( )n
rG PSL p  ({ , } {5,2}),r p   iA P  – 

параболическая подгруппа ( {1, 1}),i r   и 

{ : , }rB T Z T  (p – простое число, r – нечетное 

простое число и ( , 1) 1,nr p    T – тор порядка 

( 1) / ( 1)).rn np p   

Леммы 2.2 и 2.4 приводят к следующей 
классификации -полных простых групп для 
бинарного разбиения .  

Лемма 2.5. Пусть   – некоторое множе-
ство простых чисел и { , }.     Простая груп-

па G является -полной тогда и только тогда, 
когда выполняется одно из следующих условий: 

(1) ( ) ;G    

(2) ( ) ;G     

(3) ( ) ,G    ( )G      и G – группа 

из списков, представленных в леммах 2.2 и 2.4. 
Нам понадобятся результаты работы [2], из 

которых следует решение проблемы Кегеля – Ви-
ландта, основанное на факторизационных свойст-
вах простых групп. Следуя [2], будем говорить, 
что подгруппа H является силовски p-тран-
зитивной в G, если H, действуя сопряжением, 

транзитивно переставляет силовские p-подгруппы 
из G (т. е. выполняется равенство ( )GG HN P  для 

некоторой силовской p-подгруппы P группы G). 
Как отмечено в [2], если подгруппа H явля-

ется силовски p-транзитивной в G, то .pH G  

Следующая лемма, вытекающая из теоремы 1.4 
работы [2], показывает, что для 5p   и при ус-

ловии ( )p H  обратное утверждение имеет 

место лишь в трех нетривиальных случаях.  
Лемма 2.6. Пусть G – простая группа и H – 

такая ее собственная подгруппа, что | |H  де-

лится на p и pH G  для некоторого простого 

числа 5.p   Тогда H является силовски p-тран-

зитивной в G и выполняется одно из следующих 
условий: 

(a) ,nG A 1,nH A   где an s p p    и 
1 ;s p   

(b) 3 (5),G U 7H A  и 5;p   

(c) G HS  – группа Хигмэна – Симса, 22H M  

и 5p  . 

Из леммы 2.6 для простой группы G, в част-
ности, следует, что если | |H  делится на pq  для 

двух различных простых чисел p и q, 
{ , } {2,3},p q   pH G  и ,qH G  то .G H   

С учетом строения минимального контрпримера 
к проблеме Кегеля – Виландта это дает ее другое 
и более короткое решение. 

В случае -проблемы Кегеля – Виландта 
лемма 2.6 позволяет при рассмотрении мини-
мального контрпримера ( , )G H  исходить из то-

го, что если 1 2( ) { , ,..., },kG      | | 1i   и 

( ) ,i H     то либо {2},i  либо {3}.i   

При этом в общем случае требование | | 1i   

нельзя заменить требованием | ( ) | 1.i H    
В то же время имеет место следующая 

Лемма 2.7 [19, лемма 4]. Пусть H – под-
группа группы G и ( )S Hall G  для некоторого 

множества   простых чисел. Если pS S  для 

некоторого p  и ( )gS H Hall H   для лю-

бого ,g G  то .pH G  

Отметим также, что в случае минимального 
контрпримера ( , )G H  множество ( )H  не может 

содержаться в некоторой компоненте разбиения . 
Лемма 2.8 [9, лемма 2.5]. Пусть ( , )G H  – 

минимальный контрпример к обобщенной -про-
блеме Кегеля – Виландта и 1 2( ) { , ,..., }.kG      

Тогда ( )H  не содержится в i  для любого 

{1,2,..., }.i k  

Существенную роль при анализе минималь-
ного контрпримера играет введенная в [19] по 
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аналогии с [4] функция , ,G   сопоставляющая 

каждому  -элементу g группы G число 

,

| ( ) |
( ) .

| { ( ) | } |G

Hall G
g

S Hall G g S





 
 

 

Лемма 2.9 [19, лемма 7]. Пусть H – подгруп-
па D -группы G и .H C  Если ( )S H Hall H   

для любой холловой  -подгруппы S группы G, то 
для каждого  -элемента h H  имеет место 
равенство , ,( ) ( ).G Hh h     

 
3 Фиксированные разбиения 
Один из подходов исследования -пробле-

мы Кегеля – Виландта связан с рассмотрением 
частных разбиений. 

Алгоритм решения при таком подходе со-
стоит в выполнении следующих трех шагов: 

1) зафиксировать некоторое разбиение ; 
2) классифицировать для  все -полные 

простые группы; 
3) на основе анализа строения описанных  

-полных простых групп доказать, что множест-
во контрпримеров к -проблеме Кегеля – Ви-
ландта для данного  является пустым. 

Работа Кляйдмана [4] связана с рассмотре-
нием частного разбиения {{2},{3},{5},...}.   

Понятно, что в этом случае в силу теоремы Си-
лова любая конечная группа является -полной. 
Поэтому при анализе минимального контрпри-
мера следует рассматривать все известные про-
стые неабелевы группы. 

Отметим также, что из леммы 2.6 с учетом 
a bp q -теоремы Бернсайда следует, что -пробле-

ма Кегеля – Виландта имеет положительное ре-
шение для разбиения , в котором все компонен-
ты, не содержащие числа 2 или 3, являются од-
ноэлементными. 

Первый пример отличного от минимального 
разбиения и разбиения {{2,3},{5},{7},...},   

подтверждающий -гипотезу Кегеля – Виландта, 
рассмотрен в [9]. 

Теорема 3.1 [9, теорема 1.1]. Пусть p – про-
стое число, {{ }, }p p   и G – -полная группа. 

Если H – такая подгруппа из G, что pH G  и 

,pH G  то ( ).H sn G   

Отметим, что в оригинальном изложении 
теорема 1.1 работы [9] дает положительное ре-
шение обобщенной -проблемы Кегеля – Ви-
ландта для разбиения {{ }, }.p p   

Доказательство теоремы 3.1 опирается на 
лемму 2.1, устанавливающую строение мини-
мального контрпримера к обобщенной -про-
блеме Кегеля – Виландта для произвольного раз-
биения , а также на лемму 2.2, описывающую 
-полные простые группы для разбиения 

{{ }, }.p p   При этом ввиду лемм 2.6 и 2.8  

достаточно ограничиться рассмотрением случаев 
2p   и 3.p   

Для произвольного бинарного разбиения  
-проблема Кегеля – Виландта решена в работе [19]. 

Теорема 3.2 [19, теорема А]. Пусть   – не-
которое множество простых чисел и { , }.     

Подгруппа H группы -полной группы G являет-
ся -субнормальной в G тогда и только тогда, 
когда выполняются следующие условия: 

(1) ;H G  

(2) .H G  

При анализе минимального контрпримера к 
теореме 3.2 используется лемма 2.9. 

В работе [17] -проблема Кегеля – Виландта 
решена для разбиения {{2},{3},{2,3} }.   

Теорема 3.3 [17, теорема А]. Пусть 
{{2},{3},{2,3} }.   Подгруппа H группы 

{2,3}G E   является -субнормальной в G тогда и 

только тогда, когда выполняются следующие 
условия: 

(1) 2 ;H G  

(2) 3 ;H G  

(3) {2,3} .H G  

Доказательство теоремы 3.3 опирается на 
лемму 2.5. 

Приведем несколько открытых вопросов. 
Проблема 3.4. Решить -проблему Кегеля –

Виландта для разбиения {{2,3},{ },{2,3, } },p p    

где 5.p   

Будем говорить, что разбиение  является 
тринарным, если 1 2 3{ , , }.      

Проблема 3.5. Решить -проблему Кегеля –
Виландта для произвольного тринарного разбие-
ния . 

Понятно, что проблема 3.5 связана с реше-
нием следующей интересной задачи. 

Проблема 3.6. Пусть 1 2 3{ , , }      – три-

нарное разбиение множества всех простых чисел. 
Классифицировать все простые неабелевы груп-
пы G, принадлежащие классу 

1 2 3
.E E E     

Проблема 3.7. Решить -проблему Кегеля –
Виландта для такого разбиения , что {2,3}i   

для некоторого .i I  
 

4 -Проблема Кегеля – Виландта в классе 
простых неабелевых групп 

Из леммы 2.1 следует, что если G – мини-
мальный контрпример к -проблеме Кегеля –
Виландта, то G – простая неабелева группа (при 
этом H также является простой неабелевой груп-
пой). С учетом этого, второй подход к решению 
-проблемы Кегеля – Виландта связан со сле-
дующим алгоритмом действий: 
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1) зафиксировать простую неабелеву группу 
G (или некоторый класс простых неабелевых 
групп); 

2) доказать, что для любого разбиения  
множества всех простых чисел группа G не мо-
жет входить в минимальный контрпример 
( , )G H  для каждой ее простой подгруппы H. 

Пусть далее K  – класс простых неабелевых 
групп, которые не являются минимальными контр-
примерами к -проблеме Кегеля – Виландта. 
Тогда справедлива следующая  

Теорема 4.1. Пусть { | }i i I     и G – -

полная группа, все неабелевы композиционные 
факторы которой принадлежат .�K  Если H – 
такая подгруппа группы G, что iH S  – холлова 

i -подгруппа из H для любого i I  и всякой холл-

ловой i -подгруппы iS  группы G, то ( ).H sn G   

В настоящее время известно, что классу K  
принадлежат: 

1) знакопеременные группы [9, предложе-
ние 2.6]; 

2) группы Судзуки [23]; 
3) спорадические группы [24]; 
4) группы Ри [25]; 
5) лиевы группы ранга 1 [26]. 
Таким образом, имеет место следующая 
Теорема 4.2 [26, теорема 1]. Пусть  – не-

которое разбиение множества всех простых 
чисел, G – -полная группа, все неабелевы компо-
зиционные факторы которой являются либо 
знакопеременными группами, либо спорадиче-
скими группами, либо лиевыми группами ранга 1. 
Если   – полное холлово множество типа  
группы G, то подгруппа H группы G является  
-субнормальной в G тогда и только тогда, ко-
гда g  редуцируется в H для любого .g G  

 
5 -Проблема Кегеля – Виландта и ре-

шетки подгрупп 
В [27] (см. также работу [28]) описаны все 

наследственные насыщенные решеточные фор-
мации. Из этого описания следует, что формация 

R  всех -нильпотентных групп является реше-

точной, т. е. множество ( )sn G  всех -субнор-

мальных подгрупп группы G является подрешет-
кой решетки всех подгрупп группы G.  

В связи с этим, естественно, возникает зада-
ча исследования -проблемы Кегеля – Виландта 
в группе G при  дополнительном предположе-
нии, что некоторые классы ее подгрупп облада-
ют определенными решеточными свойствами. 
Первые результаты, относящиеся к такой поста-
новке задачи, опубликованы в [29] и иницииро-
ваны работой [14]. 

Напомним, что множество L подгрупп 
группы G является (по вложению): 

– нижней полурешеткой, если из AL  и 
BL  всегда следует, что A B L;  

– верхней полурешеткой, если из AL  и 
BL  всегда следует, что ,A B L;  

– решеткой, если L  является одновременно 
верхней и нижней полурешетками. 

Теорема 5.1 [29, теорема 1]. Пусть 
{ | }i i I     – некоторое разбиение множест-

ва всех простых чисел, G – -полная группа и 
( )

i
GSZ  является верхней полурешеткой для 

любого .i I  Тогда справедливы следующие ут-
верждения: 

1) группа G является -разрешимой; 
2) подгруппа H группы G является -суб-

нормальной в G тогда и только тогда, когда 
( ).

ii IH G  SZ  

Следствие 5.2. Пусть { | }i i I     – не-

которое разбиение множества всех простых 
чисел, G – -полная группа и ( )

i
GSZ  является 

решеткой для любого .i I  Тогда и только то-
гда подгруппа H группы G является -субнор-
мальной в G, когда ( ).

ii IH G  SZ  

Таким образом, в -полной группе G, обла-
дающей тем свойством, что ( )

i
GSZ  является 

либо верхней полурешеткой, либо решеткой для 
любого ,i I  -проблема Кегеля – Виландта 
решается положительно. 

Следует отметить, что группа G с отмечен-
ным свойством устроена достаточно просто. На 
это указывает следующая 

Теорема 5.3 [29, теорема 2]. Пусть 
{ | }i i I     – некоторое разбиение множест-

ва всех простых чисел, G – -полная группа. То-
гда следующие утверждения эквивалентны: 

1) множество ( )
i

GSZ  является верхней 

полурешеткой для любого ;i I  

2) группа / ( )G F G  является -нильпо-

тентной. 
В связи с теоремами 5.1 и 5.3 возникает не-

сколько вопросов. 
Проблема 5.4. Каково строение -полной 

группы G, обладающей тем свойством, что 
( )

i
GSZ  является нижней полурешеткой для 

любого ?i I  
Проблема 5.5. Пусть G – -полная группа и 

для любого i I  множество ( )
i

GSZ  образует 

нижнюю полурешетку. Доказать, что если под-
группа H группы G для любого i I  принадлежит 
множеству ( ),

i
GSZ  то она -субнормальна в G. 

В связи с проблемой 5.5 интересна следующая 
Проблема 5.6. Существует ли простая неабе-

лева группа, содержащая собственную TI-под-
группу, являющуюся простой неабелевой группой? 
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Напомним, что подгруппа H группы G на-
зывается TI-подгруппой, если {1, }xH H H   

для любого .x G  
 

6 -Проблема Кегеля – Виландта и -тран-
зитивные группы 

Пусть   – некоторое множество простых 
чисел. По аналогии с [2] будем говорить, что 
подгруппа H группы G E  называется  -тран-

зитивной, если сопряжением она действует тран-
зитивно на множестве всех холловых  -под-
групп группы G. Если { | }i i I     – некоторое 

разбиение множества всех простых чисел, то 
подгруппа H -полной группы G называется  
-транзитивной, если она i -транзитивна для 

любого .i I  
Понятно, что если подгруппа H  -транзи-

тивна в G, то .G C  Кроме того, ( )GG HN G  

для любой холловой  -подгруппы .G  

Доказательство следующей леммы осуще-
ствляется простой проверкой. 

Лемма 6.1. Если подгруппа H  -транзи-
тивна в G, то .H G  

Проблема 6.2. Пусть { | }i i I     – неко-

торое разбиение множества всех простых чисел и 
H – -транзитивная подгруппа -полной группы 
G. Верно ли, что ( )?H sn G  
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В левом верхнем углу первой страницы ста-
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прописными буквами, инициалы и фамилия ав-
тора (авторов), название организации, в которой 
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В заключении в сжатом виде формулируются 
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ется на рецензирование. В случае её отклонения 
редакция сообщает автору решение редколлегии 
и заключение рецензента, рукопись автору не 
возвращается. Решение о доработке статьи не 
означает, что она принята к печати. После дора-
ботки статья вновь рассматривается рецензентом 
и редакционной коллегией. 
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Редакция оставляет за собой право произво-
дить редакционные изменения и сокращения, не 
искажающие основное содержание статьи. 
 Статьи, не отвечающие перечисленным тре-
бованиям, к рассмотрению не принимаются и 
возвращаются авторам. Датой получения руко-
писи считается день получения редакцией окон-
чательного варианта. 
 Авторы несут ответственность за направление 
в редакцию уже ранее опубликованных статей или 
статей, принятых к печати другими изданиями.  

Редакция предоставляет право первоочередно-
го опубликования статей лицам, осуществляющим 
послевузовское обучение (аспирантура, докторанту-
ра, соискательство) в год завершения обучения. 
Плата за опубликование статей не взимается. 

 Всю корреспонденцию следует направлять 
простыми или заказными письмами (бандероля-
ми) на адрес редакции.  

Образец оформления статьи, сведений об ав-
торах, экспертного заключения и текст договора о 
передаче авторского права размещены на сайте 
журнала по адресу http://pfmt.gsu.by.  
 Журнал включен в каталог печатных 
средств массовой информации Республики Бела-
русь. Индекс журнала: 01395 (для индивидуаль-
ных подписчиков), 013952 (для предприятий и 
организаций). 
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GUIDELINES FOR AUTHORS 
 

In order for papers submitted to be published in 
the journal “Problems of Physics, Mathematics and 
Technics” the following rules should be taken into 
account: 
 – the paper should be in agreement with the 
type of the journal; 

– the paper should be an original work, it 
should not have been submitted for consideration or 
previously published in the bulk over 25% in an-
other scientific edition and (or) electronic publica-
tions with the exception of preprint publication 
(manuscript) of the paper of the authors (coauthors) 
on their own website; 
 – the paper should contain all statutory refer-
ences to the cited authors and published sources of 
the borrowed material. The author (coauthors) must 
obtain all the necessary permissions for the use of 
materials in the article, in the event that he is (they 
are) not their right holder (right holders). 

The paper should not contain the materials 
suppressed for publication in the press in accordance 
with the laws of the Republic of Belarus. 

Contents of a paper should be written in line 
with the scope of the journal. The paper should be 
written in Russian, Belarusian and English, edited 
thoroughly and submitted in two copies to the Edito-
rial Office. The manuscript should be printed on A4 
white paper with all pages numbered. In addition, 
the  authors  must  submit  the  electronic  version  
of their manuscript  either  on a CD or by e-mail  
(e-mail: pfmt@gsu.by). 

To prepare a paper it is possible to use MS 
Word for Windows (2000/2003), Times New Roman 
type, 14 pt. All margins are 2 cm. The author may 
also use 12 pt LaTeX in standard style article with-
out redefinition of the margins and introduction of 
the author’s commands. 

Index UDC is sited in the left corner of the first 
page. The title of the paper in capital letters is fol-
lowed by the name(s) of the author(s), authors' af-
filiations and full postal addresses next to which are 
an abstract of no more than ten lines and keywords. 
Relevant keywords should be placed just after the 
Abstract. 

A paper, as a rule, should include Introduction, 
Body Text, Conclusion and Literature. The title of 
the paper must be concise. It describes the main idea 
of your research. 

In the Introduction the author gives a brief re-
view of literature, his grounds and specific objec-
tives, he describes links with scientific and practical 
branches. All background information such as refer-
ence to the papers of others authors and some 
previous publications (including foreign ones) in the 
field of investigation is necessary. 

The main part should contain description of the 
techniques used and objects of investigation within a 
large scientific framework. This part may be divided 
into subsection (with explanatory headings). It provides 

the readers with the analysis of the publications on 
the problem described in these subsections. 

Formulas, figures and tables should be sequen-
tially numbered in the framework of the section, for 
example: (1.1), (2.3), figure 1.1, table 2.1. The author 
should number only the formulas with appropriate 
references. The formula number is placed on the right 
side of the page and the formula itself is centred. 

Figures and tables should be put into a contex-
tual framework. The size of figures and charts does 
not exceed 10х15 cm. Halftone photos should be 
glossy and contrast. Do not repeat extensively in the 
text the data you have presented in tables and figures. 

Each table should have the heading, in which 
units of measure describe the values under consid-
eration. All measurements and data should be given 
in SI units, or if SI units do not exist, in an interna-
tional accepted unit. The authors are advised to 
avoid abbreviations except for generally accepted 
ones (i. e., etc.). Define all abbreviations the first 
time they are used. 

In the Conclusion the received data are de-
scribed in concise form. The novelty of these results, 
advantages and possibility of practical use are pre-
sented. 

Publications cited in the text should be pre-
sented in a list of references following the text of the 
manuscript. References should be given in their 
original spelling, numbered in the order they appear 
in the text and contain full bibliography. Please, do 
not cite unpublished papers. The numbers of refer-
ences are sited in square brackets (e. g. [1], [2]). 

The paper should be signed by all authors. 
The following documents should be attached to 

the article: 
– covering letter of the organization in which 

the work was done with a request for publication; 
– information about the authors; 
– expert opinion on the possibility of publish-

ing an article in the press; 
– treaty on the transfer of the copyright (two 

copies). 
The authors should provide the following in-

formation on a separate sheet: surname, first name, 
patronymic, science degree, rank and correct postal 
address for correspondence, organization or com-
pany name and position, title, research field, home 
or office phone numbers, and e-mail address. 

Then the paper is sent to the Editorial Board to 
be reviewed. The Editorial Office informs the au-
thors of paper denial and the reviewer's conclusion 
without returning the manuscript. A request to revise 
the manuscript does not imply that the paper is ac-
cepted for publication since it will be re-reviewed 
and considered by the Editorial Board. The authors 
of the rejected paper have the right to apply for its 
reconsideration. 

The Editorial Board has the right to edit the 
manuscript and abridge it without misrepresenting 
the paper contents. 
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Papers not meeting the above requirements are 
denied and returned to the authors. The date of re-
ceipt of the final version by the Editorial Office is 
considered as the submission date. 

Authors are responsible for the submission of 
their publication because submission is a representa-
tion that the paper has not been previously published 
and is not currently under consideration for publica-
tion elsewhere. The Editorial Board charters top-
priority for postgraduate students (postgraduate 
course, persons working for doctor's degree, com-
petitors for scientific degree) during the current year 

of the completion of a course. Publication of the 
paper is free of charge. 

Samples of the preparation of an article, infor-
mation about the authors, expert opinion and the text 
of the treaty on the transfer of the copyright are 
placed on the site http://pfmt.gsu.by. 

The journal «Problems of Physics, Mathemat-
ics and Technics» is included in the mass media 
catalogue of the Republic of Belarus. Index: 01395 
(for personal subscribers), 013952 (for enterprises 
and organizations). 
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