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THIN-FILM CAPACITOR BASED ON BARIUM TITANATE 

FORMED BY THE SOL-GEL METHOD ON TITANIUM 

N.V. Gaponenko1, R.T. Makhmutov1, E.I. Lashkovskaya1, E.V. Telesh1, K.V. Shustsikava1, 
V.A. Kovalev1, Yu.V. Radyush2, D.V. Zhigulin3, V.A. Pilipenko3, A.V. Semchenko4 

1Belarusian State University of Informatics and Radioelectronics, Minsk 
2Scientific and Practical Center of the National Academy of Sciences of Belarus for Materials Science, Minsk 

3JSC “INTEGRAL”  – “INTEGRAL” Holding Managing Company, Minsk 
4Francisk Skorina Gomel State University 

 
Аннотация. На основе многослойной золь-гель пленки титаната бария с использованием титановой подложки  
изготовлен лабораторный тонкопленочный конденсатор. Приведены результаты измерения емкости и тангенса угла 
диэлектрических потерь сформированного конденсатора в диапазоне частот 0,2 кГц – 200 кГц. Установлено, что при 
переходе от низкочастотного диапазона к высокочастотному значение тангенса угла диэлектрических потерь уменьша-
ется на порядок и составляет 0,032–0,039 для диапазона частот от 50 кГц до 200 кГц. Для всего исследуемого диапазона 
значение емкости конденсатора составляет 560–750 пФ и удельной емкости 41–55 нФ/см2. Для диапазона частот  
0,2 кГц – 200 кГц рассчитана диэлектрическая проницаемость титаната бария, изменяющаяся от 136 до 43. 
 
Ключевые слова: BaTiO3, золь-гель метод, емкость пленочного конденсатора, тангенс угла диэлектрических потерь. 
 
Для цитирования: Тонкопленочный конденсатор на основе титаната бария, сформированного золь-гель методом на 
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Введение  
Пленки неорганических перовскитов интен-

сивно исследуются для формирования элементов 
энергонезависимой памяти [1], конденсаторов 
[2]–[5], мемристоров [6], фотонных кристаллов и 
микрорезонаторов [7]–[9]. Для изготовления 
конденсаторных структур обычно в качестве 
подложки выбирается кремний, а нижние элек-
троды формируют напылением платины или 

других драгоценных металлов и дополнитель-
ным адгезионным слоем. При этом электрофизи-
ческие свойства неорганических перовскитов, 
сформированных на других металлах, практиче-
ски не исследовались. Подложки титана пред-
ставляют интерес благодаря высокой температу-
ре плавления, но окисляются при термообработ-
ке, что влияет на фазовый состав формируемых 
на них пленок. Привлекательно, что при 
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формировании конденсаторных структур сегне-
тоэлектриков на титане роль нижнего электрода 
играет сама подложка титана, и таким образом, в 
отличие от структур на кремнии, использование 
подложки титана устраняет необходимость на-
пыления в вакууме слоев TiOх и платины для 
формирования нижнего электрода пленочного 
конденсатора.  

В данной работе приведены результаты из-
мерения емкости и тангенса угла диэлектриче-
ских потерь и оценена диэлектрическая прони-
цаемость титаната бария, сформированного золь-
гель методом, в конденсаторной пленочной 
структуре на титане. 

 
1 Методика эксперимента 
Для изготовления конденсаторной структу-

ры использовалась подложка из титана размером 
15×15 мм. Золь оксида алюминия получали на 
основе изопропоксида алюминия, изопропилово-
го спирта, воды и азотной кислоты. Четыре слоя 
ксерогеля оксида алюминия формировали после-
довательно центрифугированием золя со скоро-
стью 2000 об/мин с последующей сушкой каждо-
го слоя при 200° С в течение 10 минут и отжигом 
на воздухе при 450° С в течение 30 минут. Затем 
наносился золь титаната бария. Золь титаната 
бария синтезировали на основе изопропоксида 
титана Ti(OC3H7)4, ацетата бария (Ba(CH3COO)2), 
ацетилацетона (CH3-CO-CH2-CO-CH3) и уксус-
ной кислоты (CH3COOH) [9]. Пять слоёв ксеро-
геля BaTiO3 было сформировано центрифугиро-
ванием со скоростью 2900 об/мин с последую-
щей сушкой каждого слоя при 200° С в течение 
10 мин и отжигом на воздухе при 450° С в тече-
ние 30 мин после сушки последнего слоя. Окон-
чательная термообработка проводилась при тем-
пературе 700° С. Затем методом ионно-лучевого 
распыления было произведено напыление через 
маску контактов из никеля квадратной формы 
размером около 1,165 мм. 

Морфологию экспериментальных образцов 
исследовали с помощью сканирующего элек-
тронного микроскопа (СЭМ) S-4800 (Hitachi, 
Япония). Элементный анализ образцов исследо-
вался методом энергодисперсионного рентгенов-
ского микроанализа (EDX) с использованием 
установки Quantax 200 (Bruker, Германия). Для 
получения изображения скола образца использо-
валось ионное травление на установке FEI 
Microscope Systems Versa 3D. 

Рентгенодифракционные исследования об-
разцов проводились в CuK-излучении на авто-
матизированном дифрактометре ДРОН-3 с гра-
фитовым монохроматором на дифрагированном 
пучке. Рентгеновские дифракционные спектры 
регистрировались методом пошагового сканиро-
вания с шагом 0.040 и временем экспозиции в 
каждой точке 2 c. 

Емкость (C) и тангенс угла диэлектрических 
потерь (tgδ) измерялись с использованием изме-
рителя иммитанса E7-20 в диапазоне частот 
200 Гц – 200 кГц. 

 
2 Результаты и обсуждение 
Схема сформированной структуры приве-

дена на рисунке 2.1. По данным энерго-
дисперсионного анализа исходная подложка со-
стоит из следующих основных элементов  
(в ат.%): Ti – 88,3%; Al – 7,3%; С – 4,1%; Сr – 
0,2%, Fe – 0,1%.  

На рисунке 2.2 приведены РЭМ изображе-
ния скола сформированной структуры и контак-
тов из никеля на поверхности титаната бария. 
Сторона контакта квадрата из никеля составляет 
около 1,165 мм, соответственно площадь квад-
ратного контакта около 1,36 мм2. Толщина плен-
ки титаната бария составляет 329 нм, оксида 
алюминия 110 нм. Приведенные значения пло-
щади верхнего контакта конденсатора и толщин 
пленок обоих материалов использовались нами в 
дальнейшем для оценки диэлектрической прони-
цаемости ксерогеля титаната бария. 

 

 
Рисунок 2.1 – Схематическое изображение 

поперечного сечения структуры титан / оксид алюминия / ксерогель титаната бария / Ni 
 



Тонкопленочный конденсатор на основе титаната бария, сформированного золь-гель методом на титане 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (60), 2024 9

 

      
                                                 а)                                                                                   б) 
 

Рисунок 2.2 – а) РЭМ-изображение структуры титан / оксид алюминия / ксерогель  
титаната бария / никель; б) снимок контакта из никеля 
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Рисунок 2.3 – Нормированный рентгеновский дифракционный спектр структуры 

титан / оксид алюминия / ксерогель титаната бария после термообработки на воздухе при температуре 
700° С (символом S обозначены линии подложки, TiO2 – оксида титана, PT – перовскита) 

 
На рисунке 2.3 представлен рентгеновский 

дифракционный спектр структуры титан / оксид 
алюминия / ксерогель титаната бария после от-
жига при температуре 700 °С. Интенсивность 
максимального пика принята за сто процентов. 
Из рисунка видно, что спектр от подложки до-
минирует (обозначен символом S на рисунке). 
Линии подложки из титана установлены сравне-
нием рентгеновских спектров от подложки до 
нанесения слоёв и текущего спектра. Также на 
данном спектре присутствуют линии TiO2 (рутил), 
которые хорошо согласуются с литературными 

данными (ICSD 24780). На представленном спек-
тре нами обнаружена серия линий, обозначенных 
символом PT, которые мы относим к перовскиту – 
титанату бария. Линии перовскита размыты и 
имеют малую интенсивность, поэтому опреде-
лить сингонию и параметры решётки затрудни-
тельно. Размытие линий и их малую интенсив-
ность мы связываем с малой толщиной слоя и 
малыми размерами кристаллитов. Линий оксида 
алюминия не обнаружено, что подтверждает его 
аморфное состояние [10]. 
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Проведены измерения емкости и тангенса 
угла диэлектрических потерь в 32 точках кон-
денсатора. Среднеквадратичное отклонение из-
меренной величины рассчитывалось по формуле: 

 2

1

1
,

n

i
i

x x
n 

     

где ix  – i-й элемент выборки измеренной вели-

чины, n – объем выборки, x͂ –среднее арифмети-
ческое выборки. 

На рисунке 2.4 приведена зависимость ем-
кости конденсатора от частоты измерения. С уве-
личением частоты емкость уменьшается в интер-
вале от 660 до 560 пФ. Можно условно выделить 
два диапазона частот – низкочастотный от 
0,2 кГц до 20 кГц и высокочастотный от 50 кГц 
до 200 кГц. При переходе от низкочастотного 
диапазона к высокочастотному значение танген-
са угла диэлектрических потерь уменьшается на 
порядок и составляет 0,03–0,04 для диапазона 
частот от 50 кГц до 200 кГц (рисунки 2.5, 2.6, 
таблица 2.1). При этом в области высоких частот 
среднеквадратичное отклонение уменьшается по 

сравнению со значениями низкочастотного диа-
пазона. 
 

 
 

Рисунок 2.4 – Зависимость емкости конденсатора 
на подложке из титана с пленками ксерогелей 
оксида алюминия и титаната бария от частоты 

 

 

      
                                             а)                                                                                   б) 
 

Рисунок 2.5 – Распределение емкости (а) и тангенса угла диэлектрических потерь (б)  
для измерений при 200 Гц в 32 точках конденсаторной структуры 

 

      
                                                 а)                                                                                   б) 

 

Рисунок 2.6 – Распределение емкости (а) и тангенса угла диэлектрических потерь (б) 
для измерений при 200 кГц в 32 точках конденсаторной структуры 
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Таблица 2.1 – Характеристики полученных конденсаторных структур 
 

Частота,  
f, кГц 

Среднее значение 
ёмкости, пФ 

Среднеквадратичное 
отклонение емкости, 

C  

Среднее значение 
тангена угла диэлек-
трических потерь, tgδ

Среднеквадратичное откло-
нение тангенса угла диэлек-

трических потерь, tg   

0,2 748 177 0,37 0,19 
0,5 691 158 0,21 0,087 
1 659 154 0,14 0,058 
2 633 148 0,10 0,041 
5 612 145 0,07 0,027 

10 601 145 0,06 0,023 
20 589 142 0,05 0,02 
50 576 139 0,04 0,015 

100 570 140 0,03 0,012 
200 563 138 0,04 0,032 

 
Для всего исследуемого диапазона значение 

емкости конденсатора составляет ~560–750 пФ и 
удельной емкости 41–55 нФ/см2. 

Приведенные результаты измерения емко-
сти относятся к двум последовательно соединен-
ным конденсаторам из ксерогеля оксида алюми-
ния и ксерогеля титаната бария. Диэлектрическая 
проницаемость оксида алюминия, полученного 
золь-гель методом, составляет около 8 при 
удельной емкости тонкопленочного конденсато-
ра на его основе от 80 до 60 нФ/cм2 для диапазо-
на частот от 100 Гц до 1 МГц [10]. С учетом этих 
опубликованных данных и результатов наших 
измерений емкости всей конденсаторной струк-
туры и измеренной толщины пленок оксида 
алюминия и титаната бария, используя формулу 
для расчета эквивалентной емкости для последо-
вательного соединения двух конденсаторов (2.1) 
и формулу для емкости плоского конденсатора 
(2.2), мы определили, что диэлектрическая про-
ницаемость пленки ксерогеля титаната бария в 
полученном нами конденсаторе изменяется от 
136 для 0,2 кГц до 43 для 200 кГц при значении 
диэлектрической проницаемости оксида алюми-
ния ε = 8: 

2 3

3

2 3

Al O

BaTiO
Al O

,
C C

C
C C





                   (2.1) 

2 3

0
Al O ,

S
C

d

 
                        (2.2) 

где С – измеренная эквивалентная емкость для 
двух последовательных конденсаторов из оксида 
алюминия и титаната бария, 

2 3Al OC  – рассчи-

танное значение емкости для пленки оксида алю-
миния со значением ε = 8, ε0 = 8.85·10-12 Ф/м – 
электрическая постоянная, ε – диэлектрическая 
проницаемость оксида алюминия, S – площадь 
контакта, d – толщина пленки оксида алюминия. 
 

Заключение 
Разработана лабораторная технология полу-

чения золей для формирования пленок ксероге-
лей оксида алюминия и титаната бария общей 

толщиной около 440 нм и изготовления конден-
саторных структур на их основе на подложке 
титана. В полученной структуре роль нижнего 
электрода играет сама подложка из титана и та-
ким образом, в отличие от структур на кремнии, 
устраняется дополнительная операция напыле-
ния нижнего металлического контакта. Сформи-
рованная конденсаторная структура в диапазоне 
частот 200 Гц – 200 кГц имеет емкость 560–750 пФ 
и удельную емкость 41–55 нФ/см2.  

Полученные результаты свидетельствуют о 
перспективе предложенного нами метода фор-
мирования тонкопленочного конденсатора с вы-
сокой диэлектрической проницаемостью на ти-
тане, принимая во внимание низкую себестои-
мость изготовления структур, а также высокую 
прочность и теплопроводность подложек из ти-
тана и его сплавов. 
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Аннотация. Исследован ряд составляющих спектра кавитационного шума, использующихся для оценки активности 
кавитации. Показано, что характер зависимостей исследовавшихся параметров от интенсивности ультразвука 
различается для малых и больших расстояний от излучателя. Установлено, что связь исследовавших параметров между 
собой характеризуется высокой степенью корреляции для близких расстояний от излучателя в условиях развитой 
кавитационной области. В кавитационной области вдали от излучателя эти параметры не связаны однозначно между 
собой и характеризуются низким уровнем корреляции. На основании полученных данных предложен подход к выбору 
оптимального метода оценки активности кавитации. 
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Введение 
Контроль уровня активности акустической 

кавитации при ультразвуковой (УЗ) интенсифи-
кации физико-химических процессов в жидко-
стях является актуальной задачей [1]–[5]. К на-
стоящему времени предложено большое количе-
ство методов исследования кавитации. В послед-
ние годы наиболее пристальное внимание иссле-
дователи уделяют акустическим методам, осно-
ванным на регистрации и спектральном анализе 
акустического сигнала, генерируемого кавитаци-
онными пузырьками – кавитационного шума 
(КШ) при их пульсациях и захлопывании. 
Спектр КШ обычно включает пик на частоте 
ультразвукового поля f0, генерирующего кавита-
цию, гармоники nf0, где n – целое число, субгар-
монику f0 / 2, частоты (2n + 1)f0 / 2 и непрерыв-
ную составляющую (НСКШ). В качестве инди-
каторов состояния кавитационной области 
в работах [1]–[8] исследовались следующие 

компоненты спектра КШ: субгармоника f0 / 2 [1], 
[3]–[5], непрерывная составляющая [2], инте-
гральная интенсивность КШ за вычетом основ-
ной частоты [6], интегральная интенсивность 
КШ в диапазоне частот от 300 кГц до 10 МГц [7]. 
В европейском стандарте [8] предлагается оце-
нивать интенсивность КШ по величине интегра-
ла непрерывной составляющей спектра в диапа-
зоне частот от f0 до 20 МГц или по величине не-
прерывной составляющей вблизи частоты 2,25f0. 
Однако информация о соотношении оценок, по-
лучаемых упомянутыми выше методами в лите-
ратуре отсутствует, что затрудняет возможности 
стандартизации измерений и введения единицы 
активности кавитации. 

В данной работе выполнена синхронная ре-
гистрация и анализ составляющих спектра КШ 
при варьировании в широком диапазоне 
интенсивности ультразвука и расстояния между 
датчиком и излучателем. 

ФИЗИКА
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1 Методика и установка 
Для генерирования кавитации использовал-

ся ультразвуковой генератор УЗГ-58-22(БГУИР, 
Минск) с погружным пьезоэлектрическим излу-
чателем с волноводом-концентратором, диаметр 
излучающей поверхности 15 мм, резонансная 
частота f0 = 21 кГц. В качестве рабочей жидкости 
использовалась водопроводная вода. Возникаю-
щий кавитационный шум регистрировался при 
помощи кавитометра ICA-7DS (БГУИР, Минск) 
и пьезоэлектрического датчика кавитации. Ин-
тенсивность ультразвука варьировали изменени-
ем выходной мощности генератора. 

Используя Фурье-преобразование кавито-
метр ежесекундно формирует 16 спектров кави-
тационного шума (частота дискретизации – 
2 МГц, количество сэмплов в спектре – 2048). 
Имеется функция усреднения спектров (1÷255).  

Регистрировались следующие компоненты 
спектра: амплитуда основной гармоники A0 на 
частоте ультразвукового поля f0, амплитуда суб-
гармоники As на частоте fs = f0 / 2, амплитуда не-
прерывной составляющей спектра AWBN на часто-
те 2,25f0, суммарная амплитуда S всех состав-
ляющих спектра в диапазоне от 100 до 1000 кГц. 

Пьезоэлектрический датчик кавитации фик-
сировался на оси излучателя под ним на расстоя-
ниях от излучателя L = 3, 7 и 15 мм. Схема уста-
новки представлена на рисунке 1.1. Проводились 
измерения при различной выходной мощности 
генератора  P = 5÷100 Вт.  Время  измерения  для 

каждого значения P составляло 45 секунд (3 кру-
га по 15 секунд), за это время кавитометр произ-
водит усреднение 720 спектров.  
 

 
Рисунок 1.1 – Схема установки для исследований 
 

2 Результаты и их анализ 
На рисунке 2.1 приведены зависимости ам-

плитуды исследуемых компонент спектра от вы-
ходной мощности генератора P при различных 
зазорах L между излучателем и датчиком. Зави-
симостям при L = 3 и 7 мм (кривые 1 и 2) 
соответствует шкала слева, зависимостям при 
L = 15 мм (кривая 3) – справа. Каждая точка на 
графике получена в результате усреднения 720 
спектров.  

 

а) б) 

в) г) 
кривая 1 – L = 3 мм; кривая 2 – L = 7 мм; кривая 3 – L = 15 мм 

 

Рисунок 2.1 – Зависимость амплитуды компонент спектра кавитационного шума от мощности: 
а) основная гармоника; б) субгармоника, в) непрерывная составляющая на частоте 2,25f0;  

г) суммарная амплитуда в диапазоне 100÷1000 кГц 
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Рассмотрим вначале данные, представлен-
ные на рисунках 2.1 б)-г). Характерной чертой 
представленных здесь результатов при малых 
расстояниях от излучателя (кривые 1 и 2) являет-
ся увеличение регистрируемых параметров при 
увеличении мощности генератора. При этом суб-
гармоника (рисунок 2.1 б, кривые 1 и 2) при P 
больше 50 Вт начинает уменьшаться.  

Если же датчик находится на расстоянии 
15 мм от излучателя зависимости имеют вид кри-
вых с максимумом. Сигнал на частотах f0 / 2 и 
2,25f0 (рисунок 2.1 б и 2.1 в, кривая 3) достигает 
максимального значения при P в диапазоне 
20…25 Вт, затем начинается быстрое уменьше-
ние величин. Суммарная амплитуда S (рисунок 
2.1 г, кривая 3) также достигает относительного 
максимума при P ~ 20 Вт, однако затем мало 
меняется с ростом P.  

Отметим, что амплитуда A0 на основной 
частоте (рисунок 2.1 а) для малых L (3 и 7 мм, 
кривые 1 и 2) мало меняется с ростом P. При 
больших L (кривая 3) A0 в целом уменьшается с 
ростом P за исключением «краевых» областей, 
т. е. при P < 10 Вт и P > 75 Вт.  

Из сравнения кривых 1, 2 и 3 следует, что 
при увеличении расстояния L до излучателя ин-
тенсивность исследовавшихся величин быстро 
уменьшается. Например, наблюдается кратное 
уменьшение амплитуды основной гармоники при 
увеличении расстояния с 3 до 15 мм, что говорит 
о сильном поглощении и рассеивании звуковой 
волны при удалении от излучателя. И это паде-
ние в абсолютных величинах растет по мере уве-
личения интенсивности ультразвука. С ростом 
излучаемой мощности увеличивается и концен-
трация пузырьков в кавитационной области, как 
следствие растет и поглощение. 

Поглощением объясняется и различный ха-
рактер зависимостей исследовавшихся величин 
от мощности P при малых и больших расстояни-
ях L до излучателя. Для малых L полное затуха-
ние УЗ относительно невелико, поэтому с ростом 
излучаемой мощности концентрация пузырьков 
и интенсивность их пульсаций и захлопывания 
увеличиваются, что и приводит к увеличению 
интенсивности составляющих спектра КШ во 
всем исследовавшемся диапазоне P. Для боль-
ших L (15 мм и больше) суммарное ослабление 
УЗ становится настолько сильным, что, начиная 
с некоторых значений Pmax, начинается умень-
шение A0,  AS, AWBN и S и полученные зависимо-
сти данных параметров от P имеют вид кривых с 
максимумом.  

На расстоянии L = 15 мм при P в диапазоне 
75–100 Вт происходит скачок амплитуды A0 и 
AWBN (опыты повторили несколько раз, данный 
вид зависимости сохранялся). AS начинает увели-
чиваться при P = 60 Вт. Скачкообразный рост As, 
AWBN и A0 при превышении мощности в 75 Вт 

может быть связан с удалением больших неэф-
фективных пузырей из зоны кавитации акустиче-
скими течениями. Действительно, при таких 
мощностях в кавитационной области визуально 
наблюдаются интенсивные потоки жидкости, с 
которыми пузыри с размерами порядка 1 мм и 
больше перемещаются из кавитационной области.  
 На рисунке 2.2 изображены попарные зави-
симости величин As, AWBN и S при различных рас-
стояниях до излучателя L. Размер каждой точки 
зависит от соответствующей мощности W. В ле-
вом углу каждой зависимости приведен рассчи-
танный коэффициент корреляции Пирсона. 
 Увеличение расстояния до излучателя при-
водит к ослаблению линейной взаимосвязи меж-
ду рассматриваемыми оценками активности ка-
витации. Например, при L = 3 мм коэффициент 
корреляции находился в диапазоне 0,93–0,95, а 
при L = 15 мм в диапазоне 0,66–0,68. 
 Таким образом, из представленных резуль-
татов следует, что оценки активности кавитации, 
основанные на регистрации субгармоники, не-
прерывной составляющей или интеграла, будут 
давать схожий результат при исследовании кави-
тации в кавитационной области вблизи излуча-
теля, в данном случае, на расстояниях до 7 мм. 
На расстоянии L = 15 мм связь между исследо-
вавшимися величинами не является однозначной 
как при большой интенсивности ультразвука, так 
и при интенсивности ультразвука порядка порога 
кавитации. Поэтому выбор оптимального вари-
анта оценки активности кавитации должен про-
изводиться именно в таких условиях. Одним из 
подходов может быть сравнение получаемых 
зависимостей параметров спектра КШ с интен-
сивностью звуколюминесценции (ЗЛ) или скоро-
стью кавитационной эрозии, т. к. к настоящему 
времени общепризнано, что эти эффекты обуслов-
лены захлопыванием кавитационных полостей.  
 На рисунке 2.3 представлена эволюция 
спектра кавитационного шума при увеличении 
мощности на генераторе. Отметим, что амплиту-
да составляющих данных спектров может незна-
чительно отличаться от результатов на рисунке 
2.1, так как существует временной лаг между 
измерениями, а также тем, что измерения кави-
тации характеризуются невысокой воспроизво-
димостью. 
 Видна существенная разница между уров-
нем гармонических составляющих (обусловлены 
периодическими колебаниями кавитационных 
пузырей) и уровнем непрерывной составляющей 
(считается, что данная составляющая обусловле-
на асинхронным схлопыванием пузырей). Разви-
тие кавитационной области при увеличении 
мощности на генераторе сопровождается увели-
чением уровня как гармоник (за исключением 
А0), так и непрерывной составляющей. 
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а) 

 
б) 

 
в) 

 

Рисунок 2.2 – Связь между оценками активности кавитации при различном зазоре между излучателем
и датчиком: а – 3 мм; б – 7 мм; в – 15 мм 

 

а) б) в) 
 

Рисунок 2.3 – Эволюция спектра кавитационного шума при увеличении мощности генератора 
на расстоянии 3 мм от излучателя: а) 10 Вт; б) 25 Вт; в) 80 Вт 
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Заключение 
Исследован ряд составляющих спектра ка-

витационного шума, использующихся для оцен-
ки активности кавитации. Спектры регистриро-
вались при варьировании выходной мощности 
ультразвукового генератора и расстояния от  
датчика кавитации до излучателя ультразвуко-
вых колебаний. Показано, что характер зависи-
мостей исследовавшихся параметров от интен-
сивности ультразвука различается для малых и 
больших расстояний от излучателя, что связано в 
основном с увеличением поглощения и рассея-
ния ультразвука в кавитационной области по 
мере удаления от излучателя и увеличением кон-
центрации пузырьков в кавитационной области 
при увеличении интенсивности ультразвука.  

Установлено, что связь исследовавшихся 
параметров между собой характеризуется высо-
кой степенью корреляции для близких расстоя-
ний от излучателя (в данном случае – до 7 мм) в 
условиях развитой кавитационной области, т. е. 
при интенсивности ультразвука намного выше 
порога кавитации. В кавитационной области 
вдали от излучателя эти параметры не связаны 
однозначно между собой и характеризуются низ-
ким уровнем корреляции. На основании получен-
ных данных предложен подход к выбору опти-
мального метода оценки активности кавитации. 
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Введение  
Метод резки стекол путем лазерного раска-

лывания [1]–[10] обладает рядом существенных 
преимуществ, таких как высокая точность разде-
ления и высокая скорость обработки, что делает 
его особенно востребованным в современных 
технологических процессах. Разработка средств 
автоматизированного поиска оптимальных пара-
метров лазерной резки стекол представляет со-
бой, таким образом, важную научно-практичес-
кую задачу. 

На рисунке 0.1 показана схема процесса ла-
зерного раскалывания пластины эллиптическим  
лазерным пучком с применением хладагента 
(вид сверху). 

В данной работе представлены разработанные 
авторами программные средства моделирования и 

поиска оптимальных параметров процесса ла-
зерной резки хрупких неметаллических материа-
лов методом лазерного раскалывания.  

 

 
 

Рисунок 0.1 – Схема процесса лазерной резки, 
вид сверху: 1 – зона воздействия лазерного 
излучения, 2 – зона воздействия хладагента 
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В основе подхода лежит последовательное 
применение конечноэлементного и нейросетево-
го моделирование откликов задачи и осуществ-
ление поиска оптимальных параметров лазерной 
резки с применением авторского генетического 
алгоритма. 

 
1 Конечноэлементное моделирование про-

цесса лазерной резки 
Обрабатываемым изделием в рассматривае-

мой задаче является пластина из силикатного 
стекла. На поверхность пластины воздействуют 
лазерное излучение (длина волны 10,6 мкм, эл-
липтический пучок) и хладагент.  

Факторы задачи: 
– скорость движения лазерного пучка и хла-

дагента (V);  
– мощность лазерного излучения (P); 
– полуоси эллиптического пучка (A, B).  
Отклики задачи:  
– максимальные напряжения растяжения ( );yy  

– максимальная температура в зоне обра-
ботки  max( ).T  

Тепловая задача описывается уравнением: 

2T
T f

t


  


                      (1.1) 

в области пространства   на промежутке вре-
мени max(0, ]t  с граничным условием DT T  на 

  и начальными условиями 0T T  в момент 

времени 0.t   Искомая функция зависит от вре-
мени и координаты в трехмерном пространстве 
(T = T(x, y, z, t)). 

При решении зависимых от времени урав-
нений в частных производных вводится дискре-
тизация времени. Производная по времени мо-
жет быть аппроксимирована как отношение раз-
ности текущего значения функции и значения с 
предыдущего шага u  и величины шага по вре-
мени :t  

1 1

.
n n nT T T

t t

       
        (1.2) 

Таким образом, 
1

2 1 1.
n n

n nT T
T f

t


 

  


    (1.3) 

При известных начальных условиях возможно 
его решить для следующих моментов времени 

0 1 2, , ,... :T T T  
1 2 1 1 0, 0,1, 2,...n n n nT t T T tf n          (1.4) 

Применение метода конечных элементов 
требует приведения уравнений к слабой форме. 
Используется умножение на тестовую функцию 

ˆv F  и производится интегрирование вторых 
производных по частям, слабую форму можно 
записать как  

1( , ) ( ),na T v L v      (1.5) 

где 

( , ) ( ) ,a T v Tv t T v dx


             (1.6) 

1
1( ) ( ) .n n

nL v T tf vdx




        (1.7) 

Помимо решения вариационной задачи на 
каждом шаге также необходимо аппроксимиро-
вать начальные условия. В вариационной форме 
они принимают вид: 

0 ( , ) ,a T v Tv dx


         (1.8) 

0 0( ) .L v T v dx


               (1.9) 

Моделирование выполнялось для слабо-
связной постановки задачи. 

Вариационную форму задачи упругости 
можно записать как  

( )
.

( )

u
d g v d

v 


   

               (1.10) 

Уравнение термоупругости может быть за-
писано как: 

  
  

0

0

:

( ) 2 3 2 ,

T T I

tr I T T I

     

         


 (1.11) 

где ,   – параметры Ламе,   – коэффициент 

теплового расширения, I – единичная матрица.  
 Алгоритм конечноэлементного моделиро-
вания задачи имплементирован с использовани-
ем открытой библиотеки FEniCS [11] на языке 
Python. Библиотека FEniCS предоставляет об-
ширный инструментарий для решения диффе-
ренциальных уравнений в частных производных, 
позволяя поставить и решить соответствующие 
вариационные задачи с применением выбранно-
го типа конечных элементов.  

Для численных экспериментов использова-
на дискретизация по времени 0,1t   c.  

Пример визуализации температурных полей 
и термоупругих полей напряжения на обрабаты-
ваемой поверхности пластины, полученных в 
результате выполнения конечноэлементного рас-
чета, показана на рисунках 1.1 и 1.2. Визуализа-
ция выполнена средствами языка Python и биб-
лиотеки Matplotlib. 
 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Визуализация вычисленных 
температурных полей на обрабатываемой 

поверхности пластины, K 
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Рисунок 1.2 – Визуализация вычисленных полей 
напряжений растяжения yy  на обрабатываемой 

поверхности пластины, 102 МПа 
 

2 Нейросетевое моделирование парамет-
ров лазерной резки  

Исходные данные для нейросетевого моде-
лирования получены в результате проведения 
численных экспериментов (конечноэлементного 
моделирования). Проведено 64 эксперимента с 
различными вариациями значений факторов, 
рассчитаны аппроксимируемые величины yy  и 

max .T  

Модели нейросетевых аппроксиматоров, их 
алгоритмы обучения реализованы на языке Py-
thon с использованием библиотеки Keras [12].  

Была использована методика поиска опти-
мальных архитектур трехслойных аппроксима-
торов перебором [8]. Тепловые карты распреде-
лений MSE для аппроксиматоров откликов yy  и 

maxT  показаны на рисунке 2.1. В данной работе 

число нейронов варьировалось в диапазоне от 10 
до 55 с шагом 5.  

В таблице 2.1 приведены значения метрик 
для наилучших архитектур аппроксиматоров 
температуры maxT  и напряжения .yy . 

В результате применения метода найдены 
оптимальные трехслойные архитектуры [25-25-1] 
для аппроксимации yy  и [25-30-1] для аппрок-

симации max .T  

Таблица 2.1 – Значения метрик MSE и 2R  
для выбранных архитектур аппроксиматоров 
максимальной температуры T (первая строка) и 
максимального напряжения растяжения yy  

(вторая строка) 
 

Архитектура 
нейросети 

MSE 2R  
Количество эпох

обучения 
25-30-1 0,0012 0,97 152 
25-25-1 0,0021 0,95 148 

 
3 Поиск оптимальных параметров про-

цесса лазерного раскалывания стеклянных 
пластин 

Для осуществления многокритериальной 
оптимизации использован авторский генетиче-
ский алгоритм [8]–[10]. Задана целевая функция 
для максимизации откликов yy  и V. В целевой 

функции использованы нормализованные (в диа-
пазоне [0; 1]) значения всех параметров задачи 

 , , , , .yyA B V P      Генетический алгоритм ми-

нимизирует целевую функцию  , , , ,L A B V P     

которая включает в себя слагаемые, соответст-
вующие оптимизируемым параметрам (аппрок-
симированное нейронной сетью значение yy  и 

V), а также ограничениям на выход за диапазоны 
допустимых значений для факторов задачи 

 , , , ,A B V P     и ограничению max 789T   K для 

аппроксимированного нейронной сетью значе-
ния максимальной температуры max :T  

   1 2

1 1 2 2 3 3 4 4

, , ,

,

yyL A B V P V

E E E E

          

   
 

1

1, [0,1],

0, [0,1];

A
E

A


  

 2

1, [0,1],

0, [0,1];

B
E

B


  

 

3

1, [0,1],

0, [0,1];

V
E

V


  

 4

1, [0,1],

0, [0,1];

P
E

P


  

 

max
5

max

1, 789 ,

0, 789 ;

T K
E

T K


  

   

 

 
 

Рисунок 2.1 – Тепловые карты распределений значений среднеквадратичной ошибки (MSE), полученные 
в результате кросс-валидации трехслойных архитектур-кандидатов нейросетевых аппроксиматоров 

откликов T (а) и yy  (б)  

а) б)

Слой 2 Слой 2 
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1 2 0,5; 1,0, 1,5.i i        

На рисунке 3.1 показан график изменения 
значений целевой функции (наилучшее значение 
и среднее по популяции) в процессе поиска оп-
тимальных значений параметров с применением 
генетического алгоритма (размер популяции 250, 
число поколений 30). 
 

 
 

Рисунок 3.1 – Процесс сходимости генетического 
алгоритма на протяжении 30 поколений 

 
В результате применения генетического ал-

горитма найдены оптимальные значения факто-
ров, представленные в таблице 3.2.  

 
Таблица 3.2 – Найденные оптимальные зна-

чения параметров лазерной резки 
 

V, 
м/с 

A, 
мм 

B, 
мм 

P, 
Вт 

T, 
K 

σyy,  
МПа 

0,005 3,7 1,01 5,99 
716,5 
(692) 

68,8 
(66,2) 

 
Установлено, что вычисленные с примене-

нием аппроксимации значения напряжения yy  и 

температуры T для найденного набора опти-
мальных параметров задачи определены с по-
грешностями, не превышающими 4% (в скобках 
в таблице 3.2 указаны значения, полученные в 
результате конечноэлементного расчета с исполь-
зованием разработанных программных средств). 

 
Заключение 
В данной работе описана методика приме-

нения конечноэлементных расчетов, нейросете-
вого моделирования и генетического алгоритма 
для многокритериальной оптимизации процесса 
лазерной резки стеклянных пластин эллиптиче-
скими пучками методом лазерного раскалыва-
ния. Разработаны соответствующие программ-
ные средства, включающие в себя средства ко-
нечноэлементного моделирования задачи с при-
менением открытой библиотеки FEniCS, средст-
ва нейросетевого моделирования с применением 
открытой библиотеки Keras с возможностью по-
иска оптимальной архитектуры нейросетевого 
аппроксиматора и авторский генетический 
алгоритм.  
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Введение 
Научные исследования внутреннего строе-

ния Венеры, в отличие от её атмосферы и по-
верхности, оказались крайне затруднительными 
из-за технически сложных условий на поверхно-
сти – давление 9,3 МПа, температура около 740 К. 
Имеющееся научное оборудование пока не по-
зволяет в таких условиях проводить сейсмиче-
ские эксперименты. Ближайший разрабатывае-
мый совместный проект Роскосмоса и NASA – 
отправка станции Венера-Д, спускаемый модуль 
которой будет иметь новейших сейсмометр, спо-
собный проработать на поверхности в указанных 
условиях около двух месяцев.  

В силу вышесказанного внутреннее строе-
ние Венеры описывается в рамках модельных 
представлений, опирающихся на разносторон-
нюю эмпирическую базу [1]–[6]. При этом часто 
используются элементы сравнительного модели-
рования, основанного на её схожести с Землёй 
[7], [8]. В свою очередь теория Земли во всех её 
физических проявлениях достаточно хорошо 
разработана [9]. Поэтому в  землеподобных мо-
делях Венеры реализуется приближение пяти 
шаровых слоёв, как и у Земли (условно: 1 – ядро; 
2, 3, 4 – промежуточные слои и 5 – кора). При 

этом основополагающей моделью является так 
называемая параметрически простая модель Ве-
неры (PVM) [10], допускающая, что будет пока-
зано ниже, некоторую доработку применительно, 
в частности, к математическому виду функций 
плотности шаровых слоёв, а, следовательно, и к 
виду функции плотности Венеры в целом. 

Поэтому целью данной работы является мо-
дификация функций плотности шаровых слоев с 
учётом точных значений массы и радиуса планеты, 
а также значений плотностей на границах верхних 
слоёв и их толщин, величины которых можно счи-
тать более достоверными, чем у слоёв нижних. 

Приведём некоторые физические характе-
ристики Венеры, которые будем использовать в 
дальнейших расчётах: 

– масса (без атмосферы) [5]  
М = 4,86682·1024 кг; 

– средний радиус (без атмосферы) [1]  
R = 6051,8 км; 

 – плотность коры [10] ρк = 2800 кг/м3; 
 – плотность в центре [10] ρц = 11742 кг/м3; 

– допустимые значения радиуса ядра (ниж-
него) [2] rня = 2800–3500 км; 

– допустимые значения толщины коры [3] 
Hк = 12–65 км. 
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1 Функции плотности в параметрически 
простой модели Венеры (PVM) 

Параметрически простая модель Венеры 
(PVM) была сформулирована в работе [10]. Фи-
гурирующие в ней функции плотности, исполь-
зуемые до настоящего времени, например [8], 
приведены в Таблице 1.1. Они имеют полиноми-
альный вид, удовлетворяют условию  

2

2
0,id

dr


  

необходимость выполнения которого обоснована 
в [11], и параметризованы безразмерным рассто-
янием r / R, где радиус Венеры RPVM = 6050 км. 
 

Таблица 1.1 – Функции плотности для ша-
ровых слоёв в PVM 
 

№ 
слоя 

Функция плотности слоя 
ρi(r), кг/м3 

Диапазон  
расстояний  

от центра, км

1 
ρ1(r) = 11742 – 170·r / R –  

– 5402·(r /R)2 – 3642·(r /R)3 
0–3207 

2 
ρ2(r) = 6770 – 2467·r / R – 

– 266·(r / R)2
 

3207–5303 

3 ρ3(r) = 10101 – 6871·r / R 5303–5579 
4 ρ4(r) = 7374 – 4146·r / R 5579–5980 
5 ρ5(r) = 2800 5980–6050 

 

Интеграл от функций плотности вида 
2

1

5
2

1

4 ( )
i

i

r

i
i r

M r r dr


                    (1.1) 

определяет массу планеты. Функции плотности 
Венеры из Таблицы 1.1, проинтегрированные в 
диапазоне указанных расстояний от центра пла-
неты, дают массу Венеры МPVM 

244,8612 10 кг.PVMМ                  (1.2) 

Полученный результат имеет заметное аб-
солютное отклонение ΔМ от реальной массы  
М = 4,86682·1024 кг: 

ΔМ = (М – МPVM) = 5,62·1021 кг.  
Видим, что ΔМ достаточно велико, поэтому 

попробуем модифицировать функции плотности 
ρi(r) согласно требованиям, сформулированным 
нами во Введении. Следствием чего будет нуле-
вое значение ΔМ. 

Но прежде определим значения нижних и 
верхних плотностей на границах слоёв. Эти 
плотности определяются химическим составом и 
фазовым состоянием вещества слоя, поэтому 
могут считаться одинаковыми в различных, но 
близких по физическому содержанию моделях. 
Данное утверждение в большей степени отно-
сится к верхним слоям, подвергающимся мень-
шему давлению. 

Используя данные Таблицы 1.1, рассчитаем 
значения плотностей на границах слоёв, введя 
соответственно верхнюю ρi(верх)(r) и нижнюю 
ρi(нижн)(r) плотности. Результаты расчётов приве-
дены в Таблице 1.2. 

Таблица 1.2 – Значения плотностей на гра-
ницах слоёв 
 

№ слоя
ri в PVM,  

км 
ρi(нижн)(r), 

кг/м3 
ρi(верх)(r), 

кг/м3 
1 0 11742,0 – 
1 3207 – 9591,5 
2 3207 5387,5 – 
2 5303 – 4403,3 
3 5303 4078,4 – 
3 5579 – 3765,0 
4 5579 3550,8 – 
4 5980 – 3276,0 
5 5980 2800,0 – 
5 6050 – 2800,0 

 
2 Модификация функции плотности 
Значения толщин трёх верхних слоёв ра-

зумно полагать более достоверными, поэтому 
для новых функций плотности мы их не изме-
ним. Функции плотности ρi(r) подвергнем моди-
фикации с учетом их значений на границах сло-
ёв, используя верхнюю ρi(верх)(r) и нижнюю 
ρi(нижн)(r) плотности для новых расстояний от 
центра планеты, сохранив также при этом их 
полиномиальный вид.  

Так как предполагается сделать три при-
ближения для возможных различных значений 
размеров ядра (нижнего) и коры, то введем до-
полнительный индекс приближения j = 1, 2, 3. 
Теперь значение R = 6051,8 км. И, таким обра-
зом, ( )j

i r  будем определять, исходя из общего 

вида 
2 3

( ) ,j j j j j
i i i i i

r r r
r A B C D

R R R
             
   

 (2.1) 

на основе использования: 
– неизменной функции плотности коры 

5 5( ) ( );j r r     

– линейного приближения и значений соот-
ветствующих верхних и нижних плотностей сло-
ёв при неизменных толщинах для 3 ( )j r  и 4 ( );j r  

– параболического приближения с незначи-
тельным изменением значений верхних и ниж-
них плотностей и толщины слоя для 2 ( );j r  

– кубического приближения с незначитель-
ным изменением значения верхней плотности 
слоя для 1 ( )j r  при неизменной нижней, а также 

нормировки полной функции плотности на массу 
планеты М = 4,86682·1024 кг.  

Результаты расчётов на основе выражения 
(2.1) и оговоренных условий, точно соответст-
вующие значению М = 4,86682·1024 кг, представ-
лены в Таблицах 2.1–2.3. То есть, по условию 
моделирования ΔМ = 0 изначально. Нормировка 
на реальную массу Венеры осуществлялась инте-
гралом (1.1). Невзирая на простой пилиномиаль-
ный вид функций плотности слоёв, интегрирование 
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с целью ускорения и оптимизации процесса рас-
чётов осуществлялось с помощью системы ком-
пьютерной алгебры Wolfram Mathematica [12]. 
Попутно отметим, что помимо указанного инст-
румента при астрофизических и астрономиче-
ских численных исследованиях удобно исполь-
зовать язык Python [13]. 

 
2.1 Приближение 1 
Приближение 1 предполагает минимизацию 

размеров толщины коры и радиуса ядра, согласно 
[3] и [2], соответственно: hК = 12 км, rЯ = 2800 км. 

 
Таблицу 2.1 – Функции плотности для ша-

ровых слоёв в Приближении 1 
 

№ 
слоя 

Функция плотности слоя 
1( ),i r  кг/м3 

Диапазон  
расстояний  

от центра, км

1 
1
1( )r  11742 – 170·r / R –  

– 5402·(r /R)2 – 3645·(r /R)3 
0–2800 

2 
1
2 ( )r  7071 – 2466,6·r / R – 

– 266·(r / R)2
 

2800–5363 

3 
1
3 ( )r  10167,6 –  

– 6871,3·r / R 
5363–5639 

4 1
4 ( )r  7415,2 – 4147,3·r / R 5639–6039,8 

5 1
5 ( )r  2800 6039,8–6051,8

 
В Таблице 2.1 и далее обновлённые числен-

ные значения коэффициентов функций плотно-
сти будем выделять жирным шрифтом. 
 

2.2 Приближение 2 
Приближение 2 предполагает максимизацию 

размеров толщины коры и радиуса ядра, согласно 
[3] и [2], соответственно: hК = 65 км, rЯ = 3500 км. 
 

Таблица 2.2 – Функции плотности для ша-
ровых слоёв в Приближении 2 
 

№ 
слоя 

Функция плотности слоя 
2 ( ),i r  кг/м3 

Диапазон  
расстояний  

от центра, км

1 
2
1 ( )r  11742 – 170·r / R –  

– 5402·(r /R)2 – 3633,1·(r /R)3 
0–3500 

2 
2
2 ( )r  6047 – 2010·r / R – 

– 260,6·(r / R)2
 

3500–5310 

3 
2
3 ( )r  10107,4 –  

– 6871,3·r / R 
5310–5586 

4 2
4 ( )r  7378,9 – 4147,3·r / R 5586–5986,8 

5 2
5 5( ) ( ) 2800r r     5986,8–6051,8

 
2.3 Приближение 3 
Приближение 3 использует средние разме-

ры толщины коры и радиуса ядра, согласно [3] и 
[2], соответственно: hК = 38,5 км, rЯ = 3150 км. 

Таблица 2.3 – Функции плотности для ша-
ровых слоёв в Приближении 3 
 

№ 
слоя

Функция плотности слоя 
3 ( ),i r  кг/м3 

Диапазон  
расстояний  

от центра, км

1 
3
1 ( )r  11742 – 170·r / R –  

– 5402·(r /R)2 – 3660·(r /R)3 
0–3150 

2 
3
2 ( )r  6794 – 2467·r / R – 

– 266·(r / R)2
 

3150–5336,3 

3 
3
3 ( )r  10138,8 –  

– 6872,8·r / R 
5336,3–5612,3

4 3
4 ( )r  7397 – 4147·r / R 5612,3–6013,3

5 3
5 5( ) ( ) 2800r r     6013,3–6051,8

 
3 Графический вид функций плотности 
Данные Таблицы 1.1 и Таблиц 2.1–2.3 по-

зволяют получить графическое изображение ис-
ходной функции плотности в модели PVM и мо-
дельных функций плотности для трёх предло-
женных приближений. 

Видно, что заметные отличия имеются в об-
ластях первого и второго слоя, что связано с ис-
пользуемыми при моделировании возможными 
размерами ядра и коры. Но при этом все эти 
функции плотности точно нормированы на массу 
Венеры. 

Использования предельных значений для 
размеров ядра и коры говорит о том, что кривые 
1 и 2 ограничивают область нахождения реаль-
ной функции плотности, неким образом корре-
лирующей с кривыми 3 и 4.  

 

 
 

Рисунок 2.1 – Модельные функции плотности 
Венеры: 1, 2, 3 соответствуют номерам 

Приближений, 4 – модели PVM 
 

Заключение 
Таким образом, в работе получен аналити-

ческий и графический вид функций плотности 
планеты Венеры для трёх физически правомер-
ных приближений, обусловленных допустимыми 
вариациями размеров её ядра и коры. Все при-
ближения функций плотности точно задают мас-
су планеты и определены на расстоянии, 
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соответствующем радиусу планеты. Они могут 
рассматриваться как варианты оптимизации 
функции плотности в модели PVM. Надеемся, 
что полученные в работе результаты смогут быть 
полезными при проведении дальнейшего более 
детального моделирования внутреннего строения 
Венеры с использованием данных новейших 
экспериментов и будут соответствовать резуль-
татам сейсмологических наблюдений. 
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Введение 
В связи с возросшими современными тре-

бованиями промышленности к прочности и ма-
териалоемкости конструкций резко усилился 
спрос на использование композитных, в том чис-
ле пятислойных, элементов. Поэтому постановка 
и решение соответствующих краевых задач явля-
ется актуальной проблемой.  

Монографии [1]–[5] посвящены разработке 
механико-математических моделей и методов 
расчета слоистых элементов конструкций. Ука-
заны особенности квазистатического и динами-
ческого деформирования, приведены примеры 
решения конкретных задач.  

Динамическое воздействие на пятислойные 
пластины и трехслойные цилиндрические обо-
лочки рассмотрено в работах [6]–[9]. Приняты 
гипотезы ломаной линии, исследованы свобод-
ные и вынужденные колебания. 

Квазистатическому деформированию трех-
слойных круговых пластин посвящены статьи 

[10]–[14]. Для несущих слоев приняты гипотезы 
Кирхгофа, для заполнителя – Тимошенко. Полу-
чены аналитические решения краевых задач и 
проведена их численная апробация.  

Изгиб трехслойных пластин на основании 
Пастернака исследован в [15], [16]. В публикаци-
ях [17], [18] приводятся результаты о неосесим-
метричном нагружении трехслойных пластин в 
своей плоскости. 

Система дифференциальных уравнений 
равновесия круглой пятислойной симметричной 
по толщине пластины получены в [19]. Решение 
краевой задачи об изгибе пятислойной круглой 
пластины под действием равномерно распреде-
ленной по внешней поверхности верхнего слоя 
нагрузкой приведено в [20], [21]. Здесь предлага-
ется постановка и решение краевой задачи для 
пятислойной пластины, нагруженной локальной 
осесимметричной круговой нагрузкой.    
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1 Постановка и решение краевой задачи 
Пусть на симметричную по толщине пяти-

слойную круглую пластину действует локальная 
нагрузка, равномерно распределённая по кругу 
относительного радиуса r ≤ b (рисунок 1.1). Ее 
можно представить в следующем аналитическом 
виде:  

0 0( ) ( ),q r q H b r                     (1.1) 

где 0 ( )H x  – функция Хэвисайда; q0 – интенсив-

ность распределенной нагрузки. 
 

 
 

Рисунок 1.1 – Расчётная схема симметричной по 
толщине пятислойной круговой пластины 

 
Для тонких жестких внешних и внутреннего 

несущих слоев толщиной h2 = h4, h1 (см. рисунок 
1.1) принимаются гипотезы Кирхгофа о прямо-
линейности, несжимаемости и перпендикулярно-
сти нормали к деформированной срединной по-
верхности. Эти слои принимают на себя основ-
ную силовую нагрузку. В легких более толстых 
заполнителях нормаль к срединной поверхности 
после приложения нагрузки остается прямоли-
нейной, не изменяет своей длины, но поворачи-
вается на некоторый дополнительный угол ψ(r) – 
гипотеза Тимошенко. Задача решается в цилинд-
рической системе координат r, φ, z, связанной со 
срединной плоскостью заполнителя. Все геомет-
рические параметры пластины отнесены к ра-
диусу r0. В принятых условиях все перемещения 
в пластине выражаются через прогиб пластины 
w(r), который во всех слоях одинаков, и сдвиг в 
заполнителях ψ(r).   

Система уравнений равновесия, полученная 
в [19], в случае нагрузки (1.1) принимает вид  

32 4 5L ) 02 ,( ,ra a w сG    

63 0 05L )( ),, (ra q ba Hw r           (1.2) 

где запятой в индексе обозначена производная 
по следующей координате; коэффициенты  
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L2, L3 – дифференциальные операторы  
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Краевую задачу о деформировании круглой 
пятислойной пластины локальной нагрузкой 
замкнем, добавив к системе уравнений (1.2) гра-
ничные условия заделки контура 0 :r r  

, 0.rw w                          (1.3) 

После элементарных преобразований в системе 
(1.2) можно выделить отдельное уравнение для 
сдвига в заполнителе ψ(r) и переписать ее в виде 

2
2L ( ) ,f     

63 0 05L )( ),, (ra q ba Hw r           (1.4) 

где коэффициенты и функция, входящие в пер-
вое уравнение  
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Решение системы дифференциальных урав-
нений (1.4) будет 
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I1(βr), K1(βr) – функции Бесселя и Макдональда 
первого порядка; интегралы вычисляются в пре-
делах от 0 до r; ψr – частное решение первого из 
уравнений (1.4), которое получено методом ва-
риации постоянных  
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Интегралы, входящие во второе уравнение 
системы (1.5), будут 
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Константы интегрирования C1, …, C6 – при усло-
вии заделки по контуру пятислойной пластины 
(1.3) будут 
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Решение (1.5) с учетом частного решения (1.6) и 
интегралов (1.7) для пластины, заделанной по 
контуру, принимает вид: 
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    (1.8) 

 
2 Численные результаты 
Численно исследованы, приведенные в 

(1.8), прогиб и сдвиг в пятислойной круглой пла-
стине радиуса 0 1.r   За основную расчетную 

модель принята пластина со слоями из материалов 
Д16-Т – фторопласт – Д16-Т – фторопласт – Д16-Т. 
Толщины несущих слоев: h1 = h2 = h4 = 0,02,  
заполнителей: h3 = h5 = 0,1. Величина нагрузки 
q0 = 10 МПа. Упругие характеристики этих мате-
риалов приведены в [1].  

Рисунок 2.1 а, б иллюстрирует изменение 
перемещений в базовой модели в зависимости от 
радиальной координаты при различных значени-
ях радиуса b пятна круговой нагрузки q. При 
увеличении радиуса пятна перемещения увели-
чиваются нелинейно.  

Зависимость максимальных прогиба и отно-
сительного сдвига от величины пятна приложен-
ной распределённой нагрузки при различной 
толщине внутреннего несущего слоя представлена 
на рисунке 2.2 а, б. Уменьшение толщины внут-
реннего несущего слоя в 2 раза приводит к увели-
чению прогиба на 11,4 процента. Увеличение 
толщины внутреннего несущего слоя в 1,5 раза 
приводит к уменьшению прогиба на 15,2 процентов.  

Влияние механических характеристик мате-
риалов внешних несущих слоёв на величину 
максимальных перемещений в зависимости ра-
диуса пятна нагрузки иллюстрирует рисунок 2.3 
а, б. Замена материала наружных несущих слоёв 
на титановый сплав приводит к уменьшению 
прогиба на 5 процентов. Применение более же-
стких несущих слоёв из кордиерита уменьшает 
максимальные перемещения по сравнению с ба-
зовым вариантом на 37,5 процентов. 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Перемещения в пластине при различных радиусах b пятна нагрузки 
1 – b = 0,25; 2 – b = 0,5; 3 – b = 0,75; 4 – b = 1 
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Рисунок 2.2 – Максимальные перемещения в зависимости от радиуса пятна нагрузки 
1 – h1 = 0,02; 2 – h1 = 0,01; 3 – h1 = 0,03 

  

 
Рисунок 2.3 – Зависимость перемещений пятислойной пластины от радиуса пятна нагрузки 

при различных материалах внешних несущих слоёв (а, б) 
1 – Д16-Т – Фторопласт-4 – Д16-Т – Фторопласт-4 – Д16-Т;  
2 – Титан – Фторопласт-4 – Д16-Т – Фторопласт-4 – Титан;  

3 – Кордиерит – Фторопласт-4 – Д16-Т – Фторопласт-4 – Кордиерит 
 

Заключение 
Предложенная в работе постановка краевой 

задачи и полученное решение описывает напря-
женно-деформированное состояние круглой пя-
тислойной пластины при локальной круговой 
поверхностной нагрузке. Это позволяет продол-
жить построение подобных моделей при других 
видах локальных нагрузок. Численные результа-
ты подтвердили существенное влияние локаль-
ности поверхностной нагрузки и вида материа-
лов несущих слоев на величину максимальных 
прогиба и относительного сдвига в пластине.  
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Аннотация. Проведено моделирование метаматериала, состоящего из парных планарных спиралей, для фазовой 
манипуляции электромагнитных волн в СВЧ диапазоне. Получены геометрические параметры метаматериала и 
значения фазы на резонаторах, оптимальные для управления диаграммой направленности. Изменение фазы волны, 
излучаемой планарным спиральным элементом, предложено реализовать путем изменения емкости варикапа при 
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Введение  
В последние годы большое внимание уделя-

ется метаповерхностям и метаматериалам [1], в 
том числе настраиваемым, режимами работы 
которых можно динамически управлять. Одним 
из способов динамического управления является 
цифровое кодирование [2]–[5]. Данный способ 
получил быстрое развитие и был предложен для 
цифрового управления электромагнитными вол-
нами путем проектирования двух различных ко-
дирующих элементов с противоположными фа-
зами отраженных волн (например, 0° и 180°) в 
качестве цифровых битов «0» и «1» (двоичный 
регистр) [2]. Метаповерхности цифрового коди-
рования значительно упрощают процедуры про-
ектирования и оптимизации функциональных 
режимов. Располагая кодирующие элементы на 
двумерной плоскости с заранее разработанными 

последовательностями, полученные метаповерх-
ности можно использовать для управления элек-
тромагнитными волнами простым и эффектив-
ным способом. При этом диапазон применения 
метаповерхностей кодирования не ограничивает-
ся микроволновыми частотами, он также может 
быть расширен до терагерцового диапазона [5].  

В частности, в работе [6] путем включения 
активных компонентов в каждую элементарную 
ячейку метаповерхности была успешно достиг-
нута электронная настройка фундаментальных 
свойств электромагнитной волны, например, ре-
гулируемого поглощения. Настройка фазы отра-
женной волны в пределах 360° описана в работе 
[7], раздельная регулировка амплитуды и фазы 
предложены в статье [8], манипуляции с поляри-
зацией описаны в работе [9].   
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В статье [10] показаны динамические мно-
гофункциональные свойства метаповерхности с 
цифровым управлением с относительно большим 
размером апертуры (>20 длин волн). Предлагае-
мая метаповерхность строится путем соединения 
5 идентичных субметаповерхностей, каждая из 
которых состоит из 320 активных элементарных 
ячеек. Путем интеграции одного PIN-диода в 
каждую элементарную ячейку реализуется ре-
конфигурируемая фаза для волны одной поляри-
зации. Используя это анизотропное свойство, в 
первую очередь можно реализовать реконфигу-
рируемое преобразование поляризации. Различ-
ные функции, включая гибкое рассеяние, пла-
нарную фокусировку, управление лучом, а также 
формирование луча, также продемонстрированы 
при программировании матрицы кодирования с 
помощью генетического алгоритма и метода об-
ратного преобразования Фурье. Более того, пе-
реключение между этими функциями в реальном 
времени достигается за счет использования про-
граммируемой пользователем матрицы. По срав-
нению с другими работами, в которых обычно 
внимание сфокусировано только на одном режи-
ме управления, каждой элементарной ячейкой в 
предлагаемой метаповерхности можно управлять 
независимо, и, таким образом, можно добиться 
более универсальных функции.  

В работе [11] многофункциональная рекон-
фигурируемая передающая матрица была реали-
зована путем периодической организации рекон-
струкции частотных характеристик элементар-
ной ячейки с использованием 1-битных атрибу-
тов переключателя ВКЛ/ВЫКЛ PIN-диода. В 
данной работе показано, что реконфигурируемая 
передающая решетка, основанная на активных 
элементах, управляемых электромагнитным 
полем, может быть реализована двумя способа-
ми. Первый заключается в переключении поля-
ризации волны с вертикальной на вертикальную 
или с вертикальной на горизонтальную путем 
управления направлением электрического тока 

посредством создания периодической конфигу-
рации элементарной ячейки с частотно-селектив-
ной характеристикой активного элемента [12]. 
Возможно также создание диаграммы направлен-
ности луча с высоким коэффициентом усиления 
и управление лучом с помощью изменения дли-
ны пути индуцированного тока с использованием 
переменного конденсатора [13], [14]. Второй 
метод состоит в концентрации падающей элек-
тромагнитной волны на участок, расположенный 
в периодической структуре, и делает возможной 
функцию управления лучем и преобразование 
поляризации за счет управления фазой и 
направлением электрического тока [15].  

В данной работе предлагается метаматери-
ал, состоящий из парных планарных спиралей, 
предназначенный для фазовой манипуляции 
электромагнитных волн в СВЧ диапазоне с 
функцией управления главным лепестком диа-
граммы направленности за счет использования в 
каждом излучающем элементе активного компо-
нента – варикапа. Разработанный метаматериал 
способен динамически изменять направление 
основного луча без механического перемещения 
метаматериала и может быть использован в ка-
честве «смарт-рефлектора».  
 

1 Теория и моделирование  
Предложена конструкция фазоманипулято-

ра, состоящего из парных планарных спиральных 
элементов (рисунок 1.1). Каждый элемент можно 
характеризовать как пару планарных спиралей, 
при этом одна спираль в паре имеет правое на-
правление закручивания, а вторая спираль – ле-
вое направление закручивания. Металлические 
полоски, из которых состоит планарная спираль, 
расположены на разных поверхностях печатной 
платы и соединены металлизированным отвер-
стием в плате. Кроме пары планарных спиралей, 
каждый элемент метаповерхности содержит так-
же варикап.  
 

 

 

 
б) вид в 3D 

 
в) вид сбоку 

а) вид сверху  

Рисунок 1.1  Парная планарная спираль как элемент фазоманипулятора 
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Численные значения параметров парной 
планарной спирали (рисунок 1.1) приведены в 
таблице 1.1. 
 

Таблица 1.1  Численные значения пара-
метров парной планарной спирали 

 

Пара-
метр 

L w s a b с r R t h 

Значе-
ние в 
мм 

27 7 0,5 2 2 1,5 2 3,5 0,035 1,5

 
Возбуждение колебаний в таком элементе 

осуществляется за счет энергии падающей элек-
тромагнитной волны. Изменение фазы волны, 
излучаемой парным планарным спиральным 
элементом, осуществляется путем изменения 
емкости варикапа при изменении напряжения на 
нем. Как известно, варикап  это полупроводни-
ковый диод, используемый в качестве перемен-
ной емкости с достаточно высокой добротностью. 

В варикапе используется свойство p-n перехода 
изменять барьерную ёмкость под действием 
внешнего обратного напряжения, при этом зави-
симость ёмкости варикапа от запирающего на-
пряжения (вольтфарадная характеристика) носит 
нелинейный характер.  

В работе проведено численное моделирова-
ние параметров одиночного элемента фазомани-
пулятора и найдена частотная зависимость фазы 
и относительной амплитуды электромагнитной 
волны, излучаемой таким резонатором при раз-
личных значениях электроемкости варикапа в 
пределах 0,2–2,2 пФ с шагом 0,01 пФ (рисунки 
1.2 и 1.3).  

На рисунках 1.2 и 1.3 численные значения 
фазы и относительной амплитуды излучаемой 
волны при различной емкости варикапа указаны 
для частоты 3,14 ГГц. Как видно из графиков на 
рисунке 1.2, именно вблизи частоты 3,14 ГГц 
имеет место наиболее широкий диапазон фазо-
вых изменений для исследуемой структуры, чем 
и обусловлен выбор данной частоты.  

 

 
Рисунок 1.2  Частотная зависимость фазы электромагнитной волны, излучаемой резонатором, 

 при различных значениях электроемкости варикапа  
 

 
Рисунок 1.3  Частотная зависимость относительной амплитуды электромагнитной волны,  

излучаемой резонатором, при различных значениях электроемкости варикапа  

, град. 

Частота, ГГц 

А, дБ 

Частота, ГГц
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 На рисунке 1.3 приведены резонансные кри-
вые, анализ которых показывает, что относи-
тельные потери  сигнала на частоте 3,14 ГГц не-
значительны и составляют менее 1 дБ, на частоте 
2,63 ГГц потери сигнала составляют около 2 дБ, 
а в области 4 ГГц потери сигнала отсутствуют.  

В данной работе исследуется случай нор-
мального падения электромагнитной волны СВЧ 
диапазона на метаповерхность, в этом случае все 
элементы метаповерхности возбуждаются в оди-
наковой фазе. Для формирования волнового 
фронта волны, излучаемой метаповерхностью 
под определенным углом , необходимо на со-
седних элементах установить разность хода вол-
ны или смещение по фазе. На рисунке 1.4 пока-
зан принцип формирования такого наклонного 
излучения.  

 

 
Рисунок 1.4  Принцип формирования 

метаповерхностью наклонного излучения 
 

Для формирования волны, излученной под 
углом  относительно нормали метаматериала, 
необходимо задать разность хода волн  между 
соседними резонаторами: 

sin ,d     

где d  расстояние между резонаторами. 
Разность фаз волн для соседних резонаторов 

можно выразить через эту величину как 
2

,


  


 тогда  

2
sin ,

d
  


                     (1.1) 

отсюда  

arcsin arcsin ,
2 2

c

d d

             
       (1.2) 

где с  скорость света в вакууме, ν  частота. 
Теоретические значения угла  для несколь-

ких значений разности фаз между элементами 
  (при d = 30 мм и ν = 3,14 ГГц) приведены в 

таблице 1.2. 
Чтобы задать необходимую разность фаз 

излучаемых волн для соседних элементов, необ-
ходимо из графиков на рисунке 1.2 выбрать кри-
вую и определить соответствующее этой кривой 
значение емкости варикапа. Затем это значение 
емкости задаем первому элементу (рисунок 1.4) 

или первому ряду метаматериала (рисунок 2.1). 
Далее выбираем другую кривую, значение фазы 
волны для которой на частоте 3,14 ГГц отличает-
ся от фазы для предыдущей кривой на .  Зна-

чение емкости, соответствующее второй кривой, 
задаем второму элементу или ряду метаматериа-
ла и т. д. Таким образом, мы задаем одинаковую 
разность фаз излучаемых волн для соседних эле-
ментов (рядов), что обеспечивает формирование 
наклонного излучения под заданным углом . 
 

Таблица 1.2  Значение угла  для различ-
ных значений разности фаз   (при d = 30 мм и 

ν = 3,14 ГГц)  
 

,  град 30 45 60 70 
, град 15,4 23,5 32 38,3 

 
2 Результаты и их обсуждение 
Для проверки приведенных выше рассуж-

дений смоделирован метаматериал фазоманипу-
лятора, состоящий из 25 парных планарных спи-
ральных резонаторов (рисунок 2.1). Метаматери-
ал смоделирован на основе двустороннего стек-
лотекстолита FR4 с толщиной ядра 1,5 мм и мед-
ными слоями толщиной 35 мкм. В качестве экра-
на за метаматериалом вплотную расположен од-
носторонний стеклотекстолит FR4 с такой же 
толщиной ядра и медного слоя. 

 

 
 

Рисунок 2.1  Метаматериал, состоящий из 25 
парных планарных спиральных резонаторов  

 
Задавая значение электроемкости варикапов 

С в первом ряду (поскольку в каждом ряду С 
одинаково), а затем в следующем ряду  в соот-
ветствии с требуемой разностью фаз (как это 
описано выше), можно добиться управления на-
клоном главного лепестка диаграммы направ-
ленности метаматериала в плоскости XOZ.  
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а)  = 30 б)  = 45 

 

 

в)  = 60 г)  = 70 
Рисунок 2.2  Примеры формирования угла наклона главного лепестка диаграммы направленности при 

различных значениях разности фаз волн для соседних рядов метаматериала 
 

 
а) б) 

Рисунок 2.3  Примеры управления наклоном главного лепестка диаграммы направленности 
в полярных координатах (при d = 31 мм) 

 

На рисунке 2.2 приведены примеры форми-
рования угла наклона главного лепестка диа-
граммы направленности при различных значени-
ях разности фаз волн для соседних элементов 
(при d = 30 мм и ν = 3,14 ГГц) (в соответствии с 
таблицей 1.2). 

На рисунке 2.2 продемонстрирована воз-
можность управления главным лепестком диа-
граммы направленности как влево (рисунки 
2.2 а, 2.2 б), так и вправо (рисунки 2.2 в, 2.2 г). 
Направление поворота лепестка зависит от по-
рядка задавания емкости варикапов по рядам (по 
возрастанию или по убыванию емкости). Отме-
тим, что значение угла наклона главного лепест-
ка на рисунке 6 не всегда в точности соответст-
вует теоретическому значению (таблица 1.2), что 
связано в первую очередь с невозможностью из 
графиков на рисунке 1.2 выделить кривые, раз-
ность фаз волн для которых в точности соответ-
ствует выбранному значению. В этом случае вы-
бирается кривая со значением фазы волны, наи-
более близким к необходимому.  

Исследован и другой способ управления 
диаграммой направленности: задав значение 
электроемкости варикапов С в первом ряду  
(в каждом ряду она одинакова, емкость в сле-
дующем ряду задается путем умножения номера 
ряда на С) и изменяя емкость варикапа с шагом 
0,01 пФ, можно управлять поворотом главного 
лепестка диаграммы направленности с шагом 5 
(рисунок 2.3 а) при определенных значениях d. 
Для плавного качания луча с малым углом от-
клонения емкость изменялась с шагом 0,001 пФ 
(рисунок 2.3 б).  

При определенных значениях расстояния 
между резонаторами и емкости варикапа С мож-
но получить двух- и трехлучевую диаграмму 
направленности (рисунок 2.4). 

Результаты моделирования (рисунки 2.2–2.4) 
демонстрируют широкие возможности по управ-
лению диаграммой направленности путем изме-
нения емкости варикапов при изменении напря-
жения на них. На практике подача напряжения 
на соответствующие варикапы и управление ими 
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могут быть реализованы с использованием мик-
росхем ПЛИС (программируемые логические 
интегральные схемы) в связке с микросхемами 
цифро-аналоговых преобразователей или цифро-
выми потенциометрами, что вместе с микропро-
граммой в ПЛИС осуществляет изменение емко-
сти варикапа. Такая реализация может обеспе-
чить плавное и непрерывное качание лепестка 
диаграммы направленности. 
 

      
            а) С = 0,21 пФ             б) С = 0,29 пФ 

 

Рисунок 2.4  Примеры реализации 
многолучевой диаграммы направленности 

в трехмерном виде при d = 47,7 мм, что соответ-
ствует половине длины волны падающего излу-

чения на частоте 3,14 ГГц 
 

Заключение 
Проведено исследование возможности фа-

зовой манипуляции электромагнитных волн при 
их взаимодействии с метаповерхностью на осно-
ве парных планарных спиралей. Предложено 
устройство для управления фазой волны путем 
изменения емкости варикапа при изменении на-
пряжения на нем.  

Разработанный метаматериал, за счет фазо-
вых манипуляций с падающей волной, позволяет 
в режиме реального времени быстро изменять 
направление основного отраженного луча без 
механического перемещения метаматериала. Фа-
зовый манипулятор за счет динамического упра-
вления варикапами создаёт возможность форми-
рования различных диаграмм направленности в 
зависимости от текущих задач. Он может быть 
полезен для использования в таких областях тех-
ники, как радиолокация, спутниковая связь, бес-
проводные сети и др.    

Планируется изготовление эксперименталь-
ных образцов метаматериалов, состоящих из пар-
ных планарных спиральных фазоманипулирую-
щих элементов, для микроволнового диапазона. 
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Аннотация. Проведен теоретический расчет, моделирование и экспериментальное исследование метаповерхности на 
основе одновитковых планарных спиралей для получения максимального поглощения при отсутствии отражения 
электромагнитной волны в СВЧ диапазоне. Расчет структурных параметров поглощающего метаматериала проведен 
для двух стеклотекстолитов – Arlon AD255C и Taconic TLY. Результаты исследований подтвердили возможность 
использования предложенной структуры в качестве не отражающего поглотителя электромагнитных волн. 
 
Ключевые слова: метаповерхность, поглощение, планарная спираль, СВЧ диапазон. 
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Abstract. The theoretical calculation, modelling and experimental study of the metasurface based on single-turn planar spirals 
for obtaining maximum absorption in the absence of electromagnetic wave reflection in the microwave range have been carried 
out. The calculation of the structural parameters of the absorbing metamaterial was carried out for two glass-textolites – Arlon 
AD255C and Taconic TLY. The results of the studies confirmed the possibility of using the proposed structure as a non-
reflective absorber of electromagnetic waves. 
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Введение  
Эффективным, или совершенным поглоти-

телем можно считать метаповерхность, способ-
ную полностью поглощать падающие на нее 
СВЧ волны, при этом коэффициенты отражения 
и прохождения такого устройства на резонанс-
ной частоте должны равняться нулю. 

Для получения полного поглощения в ме-
таматериале или на метаповерхности необходи-
мо получить эквивалентный электромагнитный 

отклик ячейки такой искусственной структуры. 
При этом коэффициенты отражения и прохожде-
ния вблизи резонансной частоты должны рав-
няться нулю, т. е. метаповерхность должна не 
пропускать и не отражать электромагнитные 
волны в рассматриваемом диапазоне частот. 
Достичь желаемых свойств позволяет баланс 
электрического дипольного и магнитного момен-
тов отдельного элемента метаповерхности.  
В качестве элемента метаповерхности мы 

ФИЗИКА
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рассматриваем одновитковую планарную спи-
раль. Под действием падающей плоской элек-
тромагнитной волны в такой одновитковой пла-
нарной спирали индуцируются дипольные мо-
менты, которые можно выразить через компо-
ненты тензоров электрических, магнитных, элек-
тромагнитных и магнитоэлектрических поляри-
зуемостей. Равные по абсолютной величине ам-
плитуды этих поляризуемостей означают сба-
лансированный отклик от такого микро-
резонатора. Данная методика подробно описана 
в работах [1]–[2]. В статье [3] в качестве элемен-
та метаповерхности предложена планарная спи-
раль, состоящая из двух витков. В статьях [4]–[6] 
исследованы метаповерхности на основе двух-
витковых планарных спиралей, обладающие 
свойствами поглотителя и преобразователя по-
ляризации СВЧ волн, не испытывающих отраже-
ние. В отличие от двухвитковой планарной спи-
рали, рассматриваемая нами в данной статье од-
новитковая спираль содержит меньшее число 
элементов (полосок и отверстий на печатной 
плате), что приводит к упрощению и удешевле-
нию изготовления метаповерхности в рамках 
технологий печатных плат. 

Необходимо отметить, что электромагнит-
ные свойства метаматериалов и метаповерхно-
стей, состоящих из объемных гладких спираль-
ных элементов, интенсивно исследовались на 
протяжении последних десятилетий [7]–[14].  
 

1 Теоретические сведения  
Рассмотрим уравнения, описывающие от-

ражённые и прошедшие поля в случае эффектив-
ного поглотителя падающих электромагнитных 
волн на резонансной частоте. Расположение и 
количество планарных спиралей для реализации 
метаповерхностью функции поглощения может 
быть найдено, если предварительно определена 
требуемая ориентация электрического и магнит-
ного дипольных моментов в элементарной ячей-
ке. Для достижения полного поглощения па-
дающей волны компоненты отраженных и про-
шедших полей должны удовлетворять условиям: 

0, 0, 0, 0.x x y y
r t r tE E E E             (1.1) 

Не нарушая общности подхода, рассмотрим 
линейно поляризованную падающую волну, век-
тор E которой колеблется, например, вдоль оси 
ox, при этом поля падающей волны имеют вид 

0
0 0 0

0

, ,inc inc

E
E E x H y  
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где 0E  – амплитуда волны, 0  – импеданс сво-

бодного пространства. Тогда компоненты отра-
женного ,x y

rE  и прошедшего ,x y
tE  полей могут 

быть найдены из уравнений: 
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Здесь ˆ xp  и ˆ ,yp  ˆ xm  и ˆ ym  – компоненты 

электрического и магнитного дипольных момен-
тов элементарной ячейки метаповерхности, S – 
площадь этой ячейки, c – скорость света в ва-
кууме,    угловая частота волны, j – мнимая 
единица. 

Подставив условие (1.1) в (1.3)–(1.6), можно 
получить конечные условия для отсутствия про-
пускания и отражения волны с любой поляриза-
цией, основанные на электрических и магнитных 
дипольных моментах элементарной ячейки ме-
таповерхности, которые записываются следую-
щим образом:   
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Отсюда следует, что 
1

ˆ ˆ ,x yp m
c
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Подставляя уравнение (1.11) в (1.12) и (1.13) 
в (1.14), получаем конечные условия 

0

0

1
ˆ ˆ ,x y

SE
p m j
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1
ˆ ˆ 0.y xp m

c
                      (1.16) 

Из этих условий следует, что x-составляю-
щая электрического момента элементарной 
ячейки метаповерхности должна быть равна 
y-составляющей магнитного момента, а осталь-
ные компоненты должны быть равны нулю. По-
лученные условия (1.15) и (1.16) показывают 
необходимую ориентацию и значения состав-
ляющих электрического и магнитного диполь-
ных моментов отдельных планарных спиралей. 
Данное условие может быть выполнено при ис-
пользовании в каждой ячейке двух ортогональных 
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левозакрученных планарных спиралей и двух 
ортогональных правозакрученных планарных 
спиралей со сбалансированными моментами. 

 
2 Оптимизация параметров метаповерх-

ности на основе одновитковых планарных 
спиралей с функцией не отражающего погло-
тителя в СВЧ диапазоне 

Путем численного моделирования с исполь-
зованием метода конечных элементов проведена 
оптимизация параметров метаповерхности на 
основе одновитковых планарных спиралей с 
функцией не отражающего поглотителя для по-
лучения максимальной эффективности на резо-
нансной частоте в СВЧ диапазоне. 

Численный расчет структурных параметров 
одновитковой планарной спирали и всего не от-
ражающего поглотителя проведен с учетом тех-
нических возможностей технологий изготовления 
печатных плат. В качестве диэлектрика рассмот-
рены два материала с относительно невысокой 
стоимостью и соответствующими нашим расче-
там относительной диэлектрической проницаемо-
стью и тангенсом угла диэлектрических потерь: 
Arlon AD255C и Taconic TLY.  

На рисунке 2.1 показан вариант расположе-
ния планарных одновитковых спиралей в эле-
ментарной ячейке не отражающего поглотителя 
в соответствии с приведенными теоретическими 
расчетами. 

Изменяя параметры элементарной ячейки, 
добились равенства как действительных, так и 
мнимых частей компонент электрического и 
магнитного дипольного моментов на резонанс-
ной частоте, то есть сбалансированности момен-
тов исследуемой ячейки. 

Таким образом, в процессе оптимизации 
получены численные параметры метаматериала, 
состоящего из одновитковых планарных спира-
лей на подложках Arlon AD255C и Taconic TLY, 
обладающего функцией не отражающего погло-
тителя на резонансной частоте 4 ГГц. 

Численные значения оптимизированных па-
раметров приведены в таблице 2.1. Здесь  – 
угол между металлическими полосками на двух 
сторонах печатной платы, a – длина полоски, 
измеряемая от центра отверстия в плате, r – ра-
диус отверстия с металлизированными стенками, 
w – ширина металлической полоски, l  расстоя-
ние между планарными спиралями в ячейке.  
 

Таблица 2.1  Значения параметров не от-
ражающего поглотителя в СВЧ диапазоне на 
различных подложках 

 

Параметр , 
град 

a,  
мм 

r, 
мм 

w, 
мм

l, 
мм 

Расположение планар-
ных одновитковых 
спиралей на Arlon 
AD255C 

20 13,8 0,75 1 12 

Расположение планар-
ных одновитковых 
спиралей на Taconic 
TLY 

18,3 14,55 0,75 1 12,2

 
На рисунке 2.2 приведены графики частот-

ной зависимости коэффициентов со-поляризо-
ванного отражения (Rco) и прохождения (Tco), 
коэффициентов кросс-поляризованного отраже-
ния (Rcr) и прохождения (Тcr), поглощения (А) 
для рассматриваемых метаматериалов.  

Анализ графиков на рисунке 2.2 показывает, 
что для диэлектрика Arlon AD255C коэффициент 
поглощения (А) принимает значения, близкие к 
0,7 на резонансной частоте, равной 4 ГГц, а для 
Taconic TLY – близкие к 0,63, при этом в первом 
случае коэффициенты со-поляризованного (Rco) 
и кросс-поляризованного отражения (Rcr) не пре-
вышают 6%, во втором случае коэффициент со-
поляризованного отражения (Rco) равен нулю, а 
кросс-поляризованного отражения (Rcr)  13%. 
Таким образом, суммарный коэффициент отра-
жения для двух поляризаций отражённой волны 
для обоих материалов не превышает 13%.  

 

               
                               а) вид сверху                                                         б) вид в 3D 

 

Рисунок  2.1  Вариант расположения планарных одновитковых спиралей в элементарной ячейке не от-
ражающего поглотителя 
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                                                а)                                                                                     б) 
 

Рисунок 2.2  Графики частотной зависимости коэффициентов со-поляризованного отражения (Rco) 
и прохождения (Tco), коэффициентов кросс-поляризованного отражения (Rcr) и прохождения (Тcr), 

коэффициента поглощения (А) не отражающего поглотителя в случае медных полосок 
на подложке Arlon AD255C (а) и Taconic TLY (б) 

 
Полные значения коэффициентов отраже-

ния (R), прохождения (T) и поглощения (A) вы-
ражены следующим образом:  

R = Rco + Rcr, T = Tco + Тcr, 
A = 1 – Rco – Rcr – Tco – Тcr. 

В результате проведенной оптимизации бы-
ло установлено, что для получения максималь-
ной эффективности поглощения необходимо 
располагать спирали на метаповерхности под 
прямым углом относительно друг друга, а также 
иметь четко обозначенные одинаковые коорди-
наты расположения спиралей относительно цен-
тра элементарной ячейки размером 50 мм. До-
биться более высоких показателей поглощения 
не позволяют конструктивные особенности. В 

частности, одновитковая планарная спираль име-
ет не параллельные электрический и магнитный 
дипольные моменты, из-за чего коэффициенты 
со-поляризованного и кросс-поляризованного 
отражения и аналогичные коэффициенты прохо-
ждения имеют различные значения.  
 

3 Экспериментальное исследование 
Для проведения экспериментальных иссле-

дований с использованием технологии PCB на 
подложке Arlon AD255C изготовлен экспери-
ментальный образец метаповерхности на основе 
одновитковых планарных спиралей с функцией 
не отражающего поглотителя (рисунок 3.1).  
 

 

      
                                                а)                                                                                     б) 

 

Рисунок 3.1  Чертеж платы в формате PCB (а) и фото экспериментального образца (б) метаповерхности 
на основе одновитковых планарных спиралей с функцией не отражающего поглотителя  на подложке 

Arlon AD255C 
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Рисунок 3.2  Экспериментальная установка для исследования спроектированной 
и созданной метаповерхности на отражение и прохождение 

 

 
 

Рисунок 3.3  Результаты экспериментальных исследований и их сравнение с результатами численного 
моделирования не отражающего поглотителя на подложке Arlon AD255C 

 
С изготовленным образцом проведены экс-

периментальные исследования в безэховой каме-
ре научной лаборатории электромагнитных ме-
таматериалов Нанкинского университета науки и 
технологии (Нанкин, КНР) (рисунок 3.2). 

Результаты экспериментальных исследова-
ний и их сравнение с результатами численного 
моделирования не отражающего поглотителя на 
подложке Arlon AD255C приведены на рисун-
ке 3.3. 
 Сравнение результатов моделирования и 
эксперимента показывает высокую степень 

соответствия полученных результатов. При этом 
экспериментально полученные значения резо-
нансной частоты и максимума поглощения 
меньше теоретически рассчитанных значений, 
что обусловлено не точным соответствием зна-
чения диэлектрической проницаемости и танген-
са угла потерь реального диэлектрика Arlon 
AD255C его усреднённым параметрам, заданным 
при моделировании, а также погрешностью при 
изготовлении экспериментального образца. 
 

 

К 
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Заключение 
Проведена оптимизация с использованием 

метода конечных элементов, одновитковых пла-
нарных спиралей и их расположения в ячейке 
метаповерхности для получения максимального 
поглощения при отсутствии отражения СВЧ 
волн. В отличие от ранее рассмотренной двух-
витковой планарной спирали, предлагаемая в 
данной статье одновитковая спираль содержит 
меньшее число элементов (полосок и отверстий 
на печатной плате), что приводит к упрощению и 
удешевлению изготовления метаповерхности в 
рамках технологий печатных плат. Расчет струк-
турных параметров поглощающей метаповерх-
ности проведен с учетом технических возможно-
стей технологий изготовления печатных плат. В 
качестве диэлектрической подложки платы в 
СВЧ диапазоне рассмотрены два материала – 
Arlon AD255C и Taconic TLY.  

По результатам моделирования изготовлены 
экспериментальные образцы метаповерхностей 
на основе одновитковых планарных спиралей и 
проведены экспериментальные исследования. 
Результаты исследования подтверждают эффек-
тивность использования предложенной метапо-
верхности в качестве не отражающего поглоти-
теля на резонансной частоте, равной 4 ГГц.  
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ИЗОТРОПНАЯ ДИФРАКЦИЯ БЕССЕЛЕВА СВЕТОВОГО ПУЧКА 

ПРИ АКУСТООПТИЧЕСКОМ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ 

П.A. Хило, М.А. Ревенок 

Гомельский государственный технический университет им. П.О. Сухого 
 

ISOTROPIC DIFFRACTION OF A BESSEL LIGHT BEAM DURING 
ACOUSTO-OPTIC INTERACTION 

P.A. Khilo, M.A. Revenok 

Sukhoi State Technical University of Gomel 
 

Аннотация. Исследован процесс акустооптической (АО) дифракции бесселева пучка ТЕ-типа на бесселевом акустиче-
ском пучке в акустически поперечно изотропных кристаллах. Рассмотрена АО дифракция на вертикально поляризо-
ванной (SV-) акустической волне, позволяющая задействовать в АО- процессе диагональные компоненты тензора 
диэлектрической проницаемости. Установлено, что за счет указанных диагональных компонент может быть реализо-
вана изотропная дифракция бесселева светового пучка с высокой эффективностью. Предложенная схема АО дифрак-
ции представляет интерес для модуляции бесселевых световых пучков с возможностями динамической перестройки их 
параметров. 
 
Ключевые слова: бесселевы световые пучки, бесселевы акустические пучки, акустооптическая дифракция. 
 
Для цитирования: Хило, П.A. Изотропная дифракция бесселева светового пучка при акустооптическом взаимодейст-
вии / П.A. Хило, М.А. Ревенок // Проблемы физики, математики и техники. – 2024. – № 3 (60). – С. 44–47. – DOI: 
https://doi.org/10.54341/20778708_2024_3_60_44. – EDN: MXGOED 
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Введение 
Дифракция света на ультразвуке, или аку-

стооптическое (АО) взаимодействие, представ-
ляет значительный интерес для исследований 
ввиду многочисленных применений данного яв-
ления в науке и технике. Акустооптические уст-
ройства позволяют эффективно управлять раз-
личными характеристиками светового поля, та-
кими как интенсивность, частота, состояние по-
ляризации, направление распространения и др.  
Использование в акустооптике бесселевых пуч-
ков (БП) представляет научный и практический 
интерес из-за наличия в таких пучках новых 
свойств, не характерных для пучков гауссова 
типа. К ним относятся в первую очередь безди-
фракционность и самовосстановление простран-
ственного профиля за препятствиями. Указанные 
свойства обусловлены конической структурой 
пространственного спектра БП и в одинаковой 
степени присущи как бесселевым световым 

пучкам (БСП), так и бесселевым акустическим 
пучкам (БАП).  

Применение БАП позволит значительно 
расширить возможности акустооптики в преобра-
зовании характеристик БСП, таких как порядок 
фазовой дислокации волнового фронта, угол ко-
нусности, угловая расходимость. Свойство безди-
фракционости бесселевых световых и акустооп-
тических пучков перспективно для повышения 
точности функционирования ряда устройств аку-
стооптики, в частности, спектроанализаторов, 
фильтров, а также модуляторов и дефлекторов. 
Свойство самореконструкции волнового фронта 
важно для применений БП в дефектоскопии.  

 
1 Геометрия акустооптического взаимо-

действия бесселева акустического и бесселева 
светового пучков 

На рисунке 1.1 показано взаимное положе-
ние волновых векторов световых и акустического 
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полей в рассматриваемой задаче. Для АО взаи-
модействия световых пучков в одноосных кри-
сталлах оптимальная геометрия, соответствую-
щая цилиндрической симметрии пучков, реали-
зуется при их распространении вдоль оптической 
оси. В этом случае отсутствуют искажения взаи-
модействующих пучков, вызванные анизотропи-
ей. Что касается бесселевых акустических пуч-
ков (БАП), то для уменьшения эффектов анизо-
тропии наиболее простым является случай рас-
пространения в акустически поперечно изотроп-
ных средах.  

 

 
Рисунок 1.1 – Векторная диаграмма АО  
дифракции бесселева светового пучка  

на акустическом бесселевом пучке 
 
 В работе будет рассматриваться o  o тип 
дифракции. В этом случае падающий бесселев 
пучок является TE- поляризованным (или o- пуч-

ком). Парциальные волновые векторы ink


 
– па-

дающего пучка, dk


 
– дифрагированного БСП и 

волновой вектор sk


 
– акустического БП показа-

ны на рисунке 1.1. Световые падающий и дифра-
гированный БП и акустический БП распростра-
няются в положительном направлении оси z. 
 При наличии векторного синхронизма пар-
циальные волновые векторы падающего и ди-
фрагированного БСП и соответствующий вектор 
БАП образуют замкнутые треугольники. Отсюда 
следуют уравнения векторного синхронизма для 
БП, аналогичные известным уравнениям для 
плоских волн 

, .o s d ok k k 
  

                       (1.1) 

 Из уравнения (1.1), в зависимости от ре-
шаемой задачи, можно определить параметры 
одного из полей по заданным параметрам двух 
остальных. К примеру, при заданных углах паде-
ния o  и дифракции od  световых пучков, часто-

та fs и угол конусности БАП, необходимые для 

реализации синхронной брэгговской дифракции, 
находятся из (1.1) и равны 
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Здесь ( )sv 
 
– фазовая скорость SV-поляри-

зованного БАП. Эта скорость рассчитывается из 
уравнения [1] 
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где сik – компоненты тензора упругой жесткости 
и ρ – плотность кристалла. 
 Так для кристалла ZnO, который будет ис-
пользоваться далее в качестве примера, компо-
ненты тензора упругой жесткости и плотность 
равны с44 = 4,25·1010 Па, с11 = 20,97·1010 Па, с33 = 
= 21,09·1010 Па, с13 = 10,51·1010 Па,  = 5,67·103 кгм3. 

 
 2 Тензор АО дифракции бесселевых све-
тового и акустического пучков 

Для SV-поляризованного БАП порядка n в 
поперечно изотропном кристалле компоненты 

вектора смещения U


 представим в виде (см. [5]–
[8] а также, [2]–[4]) 
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Здесь qs и 2 2
s z s sk k q   – радиальная и 

продольная компоненты волнового вектора БАП, 

s – угол конуса БАП; 0 3

1
;

sz s

P
u

v k W



 P – 

мощность акустической волны; ρ – плотность 
кристалла;   2 sv f k   – фазовая скорость; 

 2 ,f    f – частота акустической волны,  

 2 2 2 2

0

2 ( ) ( ) 2c ( ) ;
bR

s n s n s z n sW J q J q J q d           

Rb – радиус бесселева пучка.  
Тензор ,  описывающий процесс АО ди-

фракции, представим в виде 

0
ˆ ˆ exp( ).s z sik z in i t                (2.1) 

Для кристаллов гексагональных классов 
симметрии ненулевые компоненты тензора 0

ˆ  

равны 
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или в матричной форме 
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где 0
0 / 4.o eu     

Из (2.1)–(2.3) следует, что если падающий 
БСП имеет порядок m, то он будет рассеиваться 
в бесселев пучок порядка m + n или m – n, в зави-
симости от знака дислокаций. Далее будут рас-
сматриваться дислокации одного знака. Кроме 
того, если падающий и дифрагированный пучки 
являются ТЕ поляризованными, то в процессе 
дифракции задействованы только диагональные 
компоненты тензора , .    

Следствием этого является то, что в оптиче-
ски анизотропных кристаллах при возбуждении 
вертикально поляризованным БАП становится 
возможным рассеяние типа о  о. Этот тип АО 
дифракции важен тем, что здесь возможно дос-
тижения высокой эффективности АО преобразо-
вания вследствие оптимального согласования, 
или т. н. пространственного синхронизма [2]–[4] 
падающего и дифрагированного БСП. 

  
3 Эффективность дифракции 

 Процедура вывода укороченных уравнений 
для АО дифракции с участием бесселевых пуч-
ков описывалась ранее (см., например [2]–[4]). 
Для рассматриваемого здесь о  о типа АО ди-
фракции эти уравнения имеют вид 
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Здесь o
mA  и o

m nA   – амплитуды исходного и 

дифрагированного БСП. zk  – волновая рас-

стройка при АО взаимодействии. 
Параметры акустооптической связи ,
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ozk  – проекции волновых векто-

ров падающего и дифрагированного БСП на ось 
z соответственно. 
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имеют смысл интегралов мощности для дифра-
гированного и падающего бесселевых пучков. 
 В отличие от случая плоских волн, коэффи-
циенты связи достаточно сложные, т.к. содержат 
интегралы перекрытия различных по простран-
ственной структуре компонент бесселевых све-
тового и акустического пучков. Интегралы пере-
крытия представлены на рисунке 3.1 как функ-
ции угла отклонения конуса волновых векторов 
дифрагированного пучка от направления про-
странственного синхронизма. Указанное направ-
ление выбрано под углом 44 град к оптической 
оси (рисунок 1.1). Для достижения пространст-
венного синхронизма в данном направлении при 
угле конуса падающего БСП 44 град потребуется 
частота звука, равная 200 МГц. 

Из графика видно, что в рассматриваемой 
геометрии дифракции интеграл ( ),g   описы-

вающий перекрытие радиальных и азимутальных 
компонент БСП и z – компоненты БАП, имеет 
максимальное значение при выполнении условия 
продольного синхронизма, когда 0.zk   

 Далее была рассчитана резонансная кривая, 
описывающая зависимость эффективности ди-
фракции от угла отклонения от направления 
полного синхронизма. Полный синхронизм здесь 
означает, что в направлении максимума интегра-
ла перекрытия реализуется также и согласование 
фазовых скоростей, т. е. волновая расстройка 

zk  равна нулю. 

 Для расчета резонансной кривой использо-
валась формула для эффективности дифракции в 
одну поперечную моду, следующая из укорочен-
ных уравнений (3.1) 
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где L – длина взаимодействия. Значение L рас-
считывалось из уравнения  

 , ,sin ( ) ( ) 1,oo oo
m n m m m nL        

соответствующего условию максимума интен-
сивности дифрагированного поля в направлении 
полного синхронизма.  

 



Изотропная дифракция бесселева светового пучка при акустооптическом взаимодействии 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (60), 2024 47

 

-0.00003 -0.00002 -0.00001 0.00000 0.00001 0.00002 0.00003

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

рад      
-0.00003 -0.00002 -0.00001 0.00000 0.00001 0.00002 0.00003

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

рад

, ,/ (max)oo oo
m n m m n m    

, ,/ (max),oo oo
m m n m n m    

ко
эф

ф
и
ц
и
ен

ты
 А

О
 с

вя
зи

, о
тн

. е
д
.

 
 

Рисунок 3.1 – Угловая зависимость интеграла перекрытия (a) и коэффициентов АО связи (б),  
описывающих прямую и обратную перекачку энергии при АО взаимодействии, обусловленная  

взаимодействием различных компонент бесселевых светового и акустического пучков 
 

При мощности акустической волны 1 Вт 
длина L оказалась равной 5.2 мм. В итоге, резо-
нансная кривая эффективности имеет вид, пока-
занный на рисунке 3.2. Она, как видим, симмет-
рична относительно направления синхронизма. 
Угловая полуширина кривой синхронизма при 
рассматриваемых углах конусности  взаимодей-
ствующих БСП примерно 0,003 мрад.  
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Рисунок 3.2 – Резонансная кривая 
акустооптического взаимодействия БСП и БАП 

 

 Резонансная кривая на рисунке 3.2 показы-
вает, что процесс АО взаимодействия происхо-
дит в достаточно узкой цилиндрической области, 
ограничивающей пучки. Воспользовавшись фор-
мулой ,bR    описывающей угловое рас-

стояние бесселевых мод в цилиндрической об-
ласти радиусом ,bR  получим, что при bR  = 2 см 

   0,03 мрад. При этом центральная мода име-
ет относительную эффективность дифракции 
~ 0,36, что связано с малой угловой шириной 
резонансной кривой.  
 

Заключение 
Таким образом, в работе предложен и опи-

сан режим поляризационно изотропной АО 

дифракции бесселева светового пучка ТЕ типа на 
SV- поляризованной акустической волне. Такой 
тип АО дифракции реализует новый метод полу-
чения бесселевых пучков, отличающийся воз-
можностями динамического управления пара-
метрами генерируемого БСП, а также переноса 
винтовых дислокаций из акустического бесселе-
ва пучка на световой. 
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Введение  
При создании покрытий различного типа 

широко используются композиционные мате-
риалы. Однако проектирование новых компози-
ционных материалов связано с высокими затра-
тами на определение их эффективных характери-
стик, таких как теплофизические и упруго-
прочностные характеристики. 

Сложность определения свойств компози-
ционного материала заключается в его структуре 
[1]: на свойства композита влияют не только 
свойства составляющих включений, но также их 
размер, расположение, форма, распределение 
относительно друг друга. Кроме того, на свойст-
ва композита могут оказать существенное влия-
ние межфазный слой, химические взаимодейст-
вия компонент с основным материалом, приво-
дящие к возникновению новых включений и др. 

Одной из значимых, при создании компози-
ционны покрытий, характеристик является ко-
эффициент теплопроводности материала. Суще-
ствует ряд формул, позволяющих вычислить 

значение коэффициента теплопроводности ком-
позита в зависимости от значений коэффициен-
тов, составляющих компонент и их объёмной 
или массовой долей в композите [2]. В качестве 
примеров можно привести модель Максвелла, 
статистическую и матричную модели и др. [3]. 
Существенным недостатком подобного рода мо-
делей является их низкая точность. 

Работа является продолжением исследова-
ний по определению эффективного коэффициен-
та теплопроводности композиционных материа-
лов с использованием средств вычислительной 
математики [4]–[7]. В работе исследуется влия-
ние теплового расширения материала, содержа-
щего закрытые поры, на эффективный коэффи-
циент теплопроводности. Для этого используется 
метод исследования ячейки периодичности ком-
позита, основанный на прямом численном мате-
матическом моделировании тепловых процессов 
при нагреве, в котором структура компонент 
учитывается явным образом [1]. Это приводит к 
решению задачи распространения тепла по 
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неоднородной области с учетом конкретных теп-
лофизических свойств матрицы и включений. 
Проводя процедуру осреднения и сопоставляя 
осреднённые по неоднородной расчётной облас-
ти параметры с аналогичными результатами, 
полученными для условно однородной среды, 
устанавливаются эффективные характеристики. 
 

1 Математическая модель 
Рассмотрим прямоугольный представитель-

ный объём материала D, состоящий из материала 
матрицы и пор, наполненных газом (воздухом). 
Предполагаем, что исходные свойства материала 
матрицы, а также распределение и размер пор 
известны заранее. 

Построение сетки произведём в предполо-
жении, что каждая её ячейка состоит из одного 
материала. Размер ячейки выберем таким обра-
зом, чтобы он был меньше размера наименьшей 
поры в материале. 

Введём декартовую систему координат, на-
чало которой поместим в левый верхний угол 
рассматриваемого объёма. Построим сетку 

( , )

,

,i j
h

i I j J 

    где ,I J  – пространства индек-

сов:  10,1, , ,I n    20,1, , ,J n   и 
( , )

1 1 2 2[ ;( 1) ] [ ; ( 1) ].i j ih i h jh j h      
Вид сеточной области приведён на рисун-

ке 1.1 а). 
Пусть mV  и pV  – объём материала матрицы 

и пор в исследуемом материале. Тогда объём 
материала составит .m pV V V   Долю материала 

матрицы и пор обозначим как m
m

V
K

V
  и 

p
p

V
K

V
  соответственно. 

Будем считать, что тепловое расширение 
материала при повышении температуры образца 
компенсируется только сжатием газа в порах и 
уменьшением их объёма. Обозначим коэффици-
ент линейного теплового расширения материала 
матрицы как .  

Предположим, что структура материала по-
лучена при известной температуре начT  и что 

вычисление эффективного коэффициента тепло-
проводности производится для температуры 

.конT  Их разность обозначим как .кон начT T T    

Тогда коэффициент объёмного расширения ма-
териала матрицы составит 2 T    [8]. 

Изменение объёма материала матрицы со-
ставит: 

.m mV V    

Тогда процентное содержание материала 
матрицы после теплового расширения будет рав-
няться: 

(1 ) .m m
m m m m

V V
K K K K

V

        

Соответственно, процентное содержание 
пор в материале после теплового расширения 
материала матрицы составит: 

1
1 1 .p

p m p
p

K
K K K

K

 
      

 
 

Коэффициент объёмного сжатия поры со-
ставит: 

1
1 .p pоб

p
p p

K K
k

K K

 
    

Исходя из предположения, что изменение 
температуры материала при установлении ста-
ционарного потока тепла в процессе моделиро-
вания несущественно, предварительно изменим 
ячейки сетки h  таким образом, чтобы площадь 

каждой ячейки-поры изменилась на коэффици-
ент .об

pk  

Коэффициент теплопроводности   газов 
зависит в том числе от давления, поэтому необ-
ходимо рассмотреть изменение давления в порах 
после изменения их объёма. Поскольку далее 
речь идёт исключительно о газе, находящемся в 
порах, нижний индекс p будем опускать. 

Запишем уравнение Клапейрона – Менде-
леева для начального и конечного состояния газа:

 

    
                                                а)                                                                                                 б) 

 

Рисунок 1.1 – a) общий вид сетки; б) нумерация граней в ячейке 
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,нач нач начp V nRT                   (1.1) 

.кон кон конp V nRT                    (1.2) 

где ,нач конp p  – давление газа, ,нач конV V  – объём, 

занимаемый газом, n – количество вещества, R  –
универсальная газовая постоянная, ,нач конT T  –

температура газа. 
Выразим конp  из уравнения (1.2):  

.кон
кон

кон

nRT
p

V
  

Выражая значение nR  из уравнения (1.1) и 
принимая во внимание, что   

,об об
кон кон p p p начV V k V k V    

получим следующее значение для :конp  

.нач кон
кон об

p нач

p T
p

k T
  

Для вычисления коэффициента теплопро-
водности рассмотрим двумерную задачу распро-
странения тепла для неоднородного композици-
онного материала в рамках представительного 
объёма, который представим в виде пластины. 

Уравнение теплового баланса в области D 
имеет вид: 

2

1 2 0
1

, ( , ) , ,k
k k k

T T
C x x D t t

t x x

   
        

  (1.3) 

где 1 2( , ; )x x T    – плотность, 1 2( , ; )C C x x T  –

теплоёмкость, 1 2( , ; )k k x x T    –теплопровод-

ность по соответствующему направлению. Отме-
тим, что для газов k  будет зависеть ещё и от 

давления. В дальнейшем индекс k будет означать 
направление вдоль одной из направляющих осей 
координат (соответствующую координату). 

Для формирования теплового потока вдоль 
оси 1Ox  определим граничные условия следую-

щим образом: на нижней 1  и на верхней 3  

границах образца зададим условие постоянной 
температуры: 

1
нагр ,T T const


                   (1.4) 

3
охл ,T T const


                   (1.5) 

причём предполагаем, что .нагр охлT T  

Предполагаем, что пластина периодически 
бесконечна в направлении оси 2.Ox  Из чего до-

полняем условия на границах 2  и 4  условием 

периодичности: 

2 4
.T T

 
                         (1.6) 

На границах раздела материала матрицы и 
пор конт  будем рассматривать условия идеаль-

ного теплового контакта, при котором имеет ме-
сто равенство температур и тепловых потоков: 

, ,
конт конт

конт конт

T T
T T

n n
 

 
 

 

 
   

 
   (1.7) 

где верхние индексы «–» и «+» означают распо-
ложение «слева» и «справа» от границы соответ-
ственно. 

В качестве начального условия зададим 
распределение температуры в начальный момент 
времени 0 :t   

1 2 0 1 2( , ;0) ( , ) .охлT x x T x x T             (1.8) 

Решаем дифференциальное систему (1.3)–
(1.8) приближённым сеточным методом [9]. 

Построим систему уравнений для темпера-
туры. Рассмотрим каждую отдельную ячейку 

, .i j  Аппроксимируем уравнение (1.3) с помо-
щью метода контрольного объёма. В качестве 
точки, в которой будем искать решение, выберем 

центр масс ячейки ,i j  в этом случае, постро-
енный контрольный объём будет совпадать с 
самой ячейкой. Температуру каждой ячейки оп-
ределяем в центре контрольного объёма, окру-
жающего её, т. е. сеточная величина температу-
ры в ячейке представляет среднее интегральное 
значение соответствующей непрерывно распре-
делённой величины: 

,

,
1 2,

1
,

i j

i j
i j

T Tdx dx
V  

 
 



   

где ,i jV  – объём ячейки , .i j  
Проинтегрируем уравнение (1.3) по кон-

трольному объёму. Для удобства индекс ячейки 
,i j  временно опустим. 

2

1

1 1
,k

k k k

T T
C dV dV

V t V x x 

   
      

   

Используя формулу Остроградского – Гаус-
са, получим: 

2

1

1 1
,k

k k

T T
C dV ndS

V t V x 

  
     

 
    (1.9) 

где   – граница ячейки ,i j , n


 – внешняя 
единичная нормаль к .  В дальнейшем для 
обозначения координаты внешней нормали вос-
пользуемся следующим обозначением: ,kn  

{1,2}.k   Отметим, что при использовании пря-

моугольной сетки, нормали будут параллельны 
осям координат. 

Учитывая форму ячеек, интеграл по границе 
контрольного объёма вычисляем как сумму про-
изведений значений вектора потока в центрах 
граней контрольного объёма на площади его 
граней: 

2

1

2 4

;
1 1

4 2

; ;
1 1

1

1

1
,

m

m

k
k k

m k k m
k m k P

m k m k m
m k k P

T
ndS

V x

T
S n

V x

T
S n
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      (1.10) 
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где индекс m соответствует обходу граней ячей-
ки, как указано на рисунке 1.1 б), mS  – площадь 

m-ой грани (в двумерном случае – длина грани). 
Таким образом, получение дискретного аналога 
балансового уравнения сводится к аппроксима-

ции потоков k

T

x





 в серединных точках mP  на 

соответствующих гранях. 
Построим аппроксимации потоков на гра-

нях контрольного объёма ω: 
2 2

1 1

.

m m

k k k k m
k kk kP P

T T
n S n S

x x 

    
         

   

Введём дополнительную индексацию отно-

сительно ячейки , .i j  Обозначим верхним ин-
дексом inner внутренние значение в рассматри-
ваемой ячейки и обозначение outer для значений 
в соседних ячейках. В качестве основы для ну-
мерации граней воспользуемся уже выбранной 
на рисунке 1.1 б) нумерацией. Для индексов гра-
ней используем обозначение {1,2,3,4}.m  

Также введём нумерацию ячеек, соседних с 
рассматриваемой. Пронумеруем их в соответст-
вии с номерами смежных граней с ячейкой , .i j  

Таким образом можно сопоставить локальную 
индексацию соседних ячеек с индексацией ячеек 
в общей структуре сетки: 

1, 1, ,

2, , 1 ,

3, 1, ,

4, , 1 .

*
outer

m

m outer i j

m outer i j

m outer i j

m outer i j

   
       
   

       (1.11) 

Используя введённую индексацию, найдём 
выражение теплового потока для грани ячейки: 

outer outer2
;

; ; 2
1

( )( )1
,

{1, 2,3, 4}.

m k m k
m k m k m

k m

T T O O
S n

V l

m


 




  (1.12) 

где  1 2;O O O  – центральная точка выбранной 

ячейки, ;k mn  – k-ая компонента вектора нормали .mn


 

В силу определения сеточной величины для 
левой части имеем: 

1
,

T T T
C dV C

V t t

 
  

 


          (1.13) 

где T


 – температура в ячейке   на предыдущем 
временном слое,   и C  вычисляются в центре 

ячейки  . 
Подставим аппроксимации (1.12) и (1.13) в 

уравнение (1.9): 

 

ˇ

outer outer4 2
;

; ; 2
1 1

( )( )1
.m k m k

m k m k m
m k m

T T
C

t

T T O O
S n

V l 


 


 

  
 (1.14) 

Поскольку точка mP  располагается на гра-

нице ячейки и может оказаться на границе разде-
ления сред, необходимо получить усреднённое 
значение коэффициента теплопроводности. Ап-
проксимацию коэффициента теплопроводности 
  на границе контакта выберем исходя из значе-
ния, наиболее соответствующего физике тепло-
вых процессов: 

inner outer

inner outer

2
, {1,2,3,4}.

m

k k
k P

k k

m
 

  
  

 

Реализуем алгоритм с использованием яв-
ных разностных схем. Для этого вводим пере-
менный шаг по времени , 1, , ,nt n N    где Nt  –

 время установления стационарного режима, ко-
торый на каждом временном слое будет обеспе-
чивать условие устойчивости разностной схемы. 
В правой части явной разностной схемы, полу-
ченной в (1.14), все значения температур возь-
мём на предыдущем временном слое. 

Поскольку теплофизические свойства ком-
понент ( , , )C   зависят от температуры, то про-

веряем условие Куранта на предыдущем времен-
ном слое: 

, 1 1
1 2

, 1

max ( ) ( )
.

min ( )
i j n n

n
i j n

t C t
t x x

t
   

  


   


     (1.15) 

Завершаем вычислительный процесс при 
достижении стационарного потока, что означает: 

, , ,
1 1 ,i j i j i j

n n nT T T     
     

где   – некоторая заданная погрешность. 
Для определения эффективного коэффици-

ента теплопроводности воспользуемся подходом, 
описанным в [8]. Гомогенизируем композицион-
ный материал, заменив его на однородный со 
значением коэффициента теплопроводности, 
соответствующим значению для рассматривае-
мого композита. После завершения вычислитель-
ного процесса, ищем усреднённый коэффициент 
теплопроводности композита eff

1  по формуле: 

eff 1
1 п.о.

1 1

,
N

Q

S T t
 

 
 

где 1Q  – переданное через композит количество 

теплоты, п.о.
1S  – площадь поверхности предста-

вительного объёма, 1T  – градиент температур 

между верхней 3( )  и нижней 1( )  гранями 

представительного объёма. Вычисления произ-
водим в направлении теплового потока, т. е., со-
гласно выбору граничных условий, вдоль на-
правления оси 1.Ox  

Количество теплоты 1Q  находим как сумму 

количества теплоты ,
1 ,i jq   прошедшему через 

каждый контрольный объём композита: 

,
1 1

,

.i j

i j

Q q 
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Значение 1q  определяем согласно формуле (1.12): 

 

outer outer2
1; 1

1 1; 1; 2
1

( )( )1
.m m

m m m
m m

T T O O
q S n

V l

 
   

Для определения eff
2  по направлению 2Ox  

граничные условия необходимо изменить сле-
дующим образом: на границах 1  и 3  задать 

условия периодичности, на границах 2  и 4  

задать постоянные температуры нагрT  и .охлT  
 

2 Вычислительный эксперимент 
Рассмотрим образцы бронзы БрО12. Для 

построения начальных данных воспользуемся 
металлографическими снимками шлифов образ-
цов (рисунок 2.1). 

Свойства материалов, участвующих в теп-
лопереносе, указаны в таблице 2.1 [10]. 
 

Таблица 2.1 – Свойства материалов 
 

Материал  
БрО12 Воздух

Теплопроводность ,  Bm/м∙К 48,56 1 
Удельная теплоёмкость  
С, Дж/кг∙К 

368,4 1005 

Плотность ,  кг/м3 8800 1,2 

Числовое обозначение 0 1 
 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Пример металлографического 
снимка шлифа бронзы БрО12 с наличием 

закрытых пор 
 

Для вычислительных экспериментов были 
выбраны 3 образца с различной пористостью. 
Начальная конфигурация области расчёта образ-
цов представлена на рисунке 2.2. 

Вычисление эффективного коэффициента 
теплопроводности образцов проводили до уве-
личения температуры на .T  Результаты чис-
ленных экспериментов приведены на рисунке 2.3 

 

       
           а) пористость 10,467%;                      б) пористость 8,564%;                    в) пористость 7,031% 
 

Рисунок 2.2 – Матрицы входных данных моделируемых материалов 
 

    
                                                  а)                                                                                     б) 
 

Рисунок 2.3 – а) изменение коэффициента теплопроводности; б) изменение давления воздуха в порах 
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для трёх образцов с различной пористостью при 
температуре выше начальной на ,T  равной 100, 

400,700 .K  Точками отмечены полученные зна-
чения эффективного коэффициента теплопро-
водности. Начальное значение эффективного 
коэффициента теплопроводности образцов, со-
ответствующее значению при 0,T  	получено 
согласно разработанному ранее методу [6] для 

300 .начT K   

На рисунке 2.3 а) отображено изменение 
эффективных коэффициентов теплопроводности 
образцов в зависимости от температуры нагрева. 
Рисунок 2.3 б) демонстрирует рост давления воз-
духа внутри пор. Как было указано ранее, это 
ведёт к изменению теплофизических характери-
стик материала, что необходимо учитывать при 
моделировании, например, тепловых и деформа-
ционных процессов. 

В таблице 2.2 показано изменение пористо-
сти образцов при различной тепловой обработке. 
Поскольку пористость оказывает влияние и на 
другие эффективные свойства материала, то их 
надо также корректировать при прогнозировании 
материала. 100,400,700 .K  

 
Таблица 2.2 – Изменение пористости pK  

образцов в зависимости от T  
 

 T  0 K  100 K  400 K  700 K

Образец 1 10,467 10,136 9,142 8,148 
Образец 2 8,564 8,226 7,211 6,196 
Образец 3 

,pK  

% 7,031 6,687 5,655 4,623 
 

Таким образом, приведённая модель тепло-
вых процессов с учётом теплового расширения 
материала матрицы показывает влияние на эф-
фективный коэффициент теплопроводности 
материала, содержащего закрытые поры, что 
необходимо учитывать при проектировании ма-
териала. 

 
Заключение 
Описанный в работе подход позволяет 

уточнить эффективный коэффициент теплопро-
водности композиционного материала, содержа-
щего закрытые поры. Модель учитывает струк-
туру и расположение пор в материале, зависи-
мость теплофизических свойств материалов от 
температуры. Выполнена программная реализа-
ция метода, произведены вычислительные экс-
перименты. Показано, что в зависимости от ве-
личины тепловой обработки наблюдается умень-
шение пор в материале, что ведёт к увеличению 
эффективного коэффициента теплопроводности 
композита. Предложенная методика может быть 

использована для прогнозного определения эф-
фективного коэффициента теплопроводности с 
учётом последующей термообработки материала. 
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Введение 
Инвариантные и полуинвариантные l-арные 

подгруппы впервые появились у В. Дёрнте в [1] 
и являются полиадическими аналогами нормаль-
ных подгрупп. При l = 2 понятия полуинвари-
антности и инвариантности совпадают, так как 
определяющие их равенства принимают вид ра-
венства xB = Bx, определяющего нормальные 
подгруппы. Указанные полиадические аналоги 
В. Дёрнте являются частными случаями более 
общего понятия – n-полуинвариантных l-арных 
подгрупп. Их изучению в полиадических группах 
специального вида и посвящёна данная статья. 

 
1 Предварительные сведения 
Напомним, что l-арную подгруппу < B,  > 

l-арной группы < A,  > называют [2, с. 52] инва-
риантной в ней, если 

1 2

( ) ( )
l l

x B B Bx B B
 

      

1 1

( ) ( )
l l

B B xB B B x
 

        

для любого x  A. Если же 

1 1

( ) ( )
l l

x B B B B x
 

       

для любого x  A, то < B,  > называют [2, с. 55] 
полуинвариантной в < A,  >. 

Полуинвариантные и инвариантные l-арные 
подгруппы являются частными случаями более 
общего понятия из следующего определения. 

Определение 1.1.  l-Арная подгруппа < B,  > 
l-арной группы < A,  >, где l = s(n – 1) + 1, s  1, 
называется n-полуинвариантной в ней, если 

1

( )
l

x B B


   = 
( 1) ( )( 1)

( )
i n s i n

B B x B B
  

     

для любого x  A и любого i = 1, , s. 
В развёрнутом виде последнее равенство 

переписывается следующим образом 

1

( )
l

x B B


   = 
1 ( 1)( 1)

( )
n s n

B B x B B
  

     = 

= 
2( 1) ( 2)( 1)

( )
n s n

B B x B B
  

     = … 
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… = 
( 2)( 1) 2( 1)

( )
s n n

B B x B B
  

     = 

= 
( 1)( 1) 1

( )
s n n

B B x B B
  

     = 
1

( ).
l

B B x


   

Ясно, что l-полуинвариантные l-арные под-
группы l-арной группы – это в точности её полу-
инвариантные l-арные подгруппы, а 2-полуинва-
риантные l-арные подгруппы l-арной группы – 
это в точности её инвариантные l-арные под-
группы. 

Из определения 1.1 также следует, что вся-
кая n-полуинвариантная l-арная подгруппа  
l-арной группы является и полуинвариантной в 
ней. В частности, полуинвариантными являются 
инвариантные l-арные подгруппы. 

Имеет место 
Лемма 1.1 [3, лемма 6.2]. Если l-арная под-

группа < B,  > l-арной группы < A,  >, где 
l = s(n – 1) + 1, s  1, удовлетворяет условию 

1

( )
l

x B B


   = 
1 ( 1)( 1)

( ),
n s n

B B x B B
  

     

то для любого i ≥ 1 выполняется условие 

1

( )
l

x B B


   = 
( 1) ( 1) ( 1)

( ),
j n i l j n

B B x B B
   

     

где j = 0, 1, , is – 1. 
Полагая в лемме 1.1 i = 1, получим 
Следствие 1.1. Если l-арная подгруппа < B,  > 

l-арной группы < A,  >, где l = s(n – 1) + 1, s  1, 
удовлетворяет условию 

1

( )
l

x B B


   = 
1 ( 1)( 1)

( ),
n s n

B B x B B
  

     

то выполняется условие 

1

( )
l

x B B


   = 
( 1) ( )( 1)

( ),
j n s j n

B B x B B
  

     

где j = 0, 1, , s – 1. 
В развёрнутом виде последнее равенство из 

следствия 1.1 переписывается следующим образом 

1

( )
l

x B B


   = 
1 ( 1)( 1)

( )
n s n

B B x B B
  

     = 

= 
2( 1) ( 2)( 1)

( )
n s n

B B x B B
  

     = … = 
( 2)( 1) 2( 1)

( )
s n n

B B x B B
  

     = 

= 
( 1)( 1) 1
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s n n

B B x B B
  

     

Ясно, что этого недостаточно для n-полу-
инвариантности l-арной подгруппы < B,  > в  
l-арной группе < A,  >. Однако следствие 1.1 
позволяет сформулировать следующий критерий 
n-полуинвариантности l-арной подгруппы 
< B,  > в l-арной группе < A,  >, с помощью ко-
торого в [3] были определены n-полуинвариант-
ные l-арные подгруппы l-арной группы. 

Предложение 1.1. Полуинвариантная l-арная 
подгруппа < B,  > l-арной группы < A,  > явля-

ется n-полуинвариантной в ней тогда и только 
тогда, когда 

1

( )
l

x B B


   = 
1 ( 1)( 1)

( ).
n s n

B B x B B
  

     

Можно показать [4, теорема 2.3.29], что для 
n-полуинвариантности конечной l-арной под-
группы < B,  > в l-арной группе < A,  > доста-
точно равенства 

1

( )
l

x B B


   = 
1 ( 1)( 1)

( ).
n s n

B B x B B
  

     

В частности [4, следствие 2.3.30], для инвари-
антности конечной l-арной подгруппы < B,  >  
l-арной группы < A,  > достаточно равенства 

1 2

( ) ( )
l l

B B Bx B B
 

      . 

Если < A,  > – n-арная группа, n  2, s  1, 
l = s(n – 1) + 1, k  2,   Sk, то l-арная операция 
s, , k определяется на декартовой степени Ak 
следующим образом: 

s, , k((x11, , x1k)  (xl1, , xlk)) = (y1, , yk), 
где 

yj = (x1jx2(j)  ( 1)( ( 1) 1) ( )
)s ns n j

x   
 = 

= (x1jx2(j)  1 ( )ll j
x 

), j  {1, , k}. 

В [5] было доказано, что если если < A,  > – 
n-арная группа, подстановка  удовлетворяет 
условию l = , то < Ak, s, , k > – l-арная группа. 

 
2 Вспомогательные результаты 
Предложение 2.1. Пусть H1, H2, …, Hl – 

подмножества n-арной группы < A,  >, 
x = (x1, …, xk)  Ak. Тогда 

, , 1 1 1( )k k k k
s k t t lH H H H     x  

11 1 1(1)
( )tt t lH H x H H 

     … 

11 1 1( )
( )tt t lk
H H x H H 

     

для любого t = 1, …, l. В частности, 

, , 2( )k k
s k lH H x  = 

= 1 2( )lx H H   … 2( ),k lx H H    

, , 1 1( )k k
s k lH H   x  = 

= 11 1 (1)
( )llH H x  

   … 11 1 ( )
( ).ll k
H H x  

    

Если подстановка  из Sk удовлетворяет усло-
вию l = , то 

, , 1 1( )k k
s k lH H   x  = 

= 1 1 1( )lH H x   … 1 1( ).l kH H x    

Доказательство.  Так как 

, , 1 1 1( )k k k k
s k t t lH H H H    x  = 

= {s,,k(h1 … ht–1xht+1 … hl) |  

hi  k
iH , i = 1, …, t – 1, t + 1, …, l} = 

= {s,,k((h11, …, h1k) … (h(t–1)1, …, h(t–1)k)(x1, …, xk) 
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(h(t+1)1, …, h(t+1)k) … (hl1, …, hlk)) |  
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h x    ( 1) ( )tt k

h
 

… 1 ( )ll k
h 

) | 

hi(j)  Hi,  

i = 1, …, t – 1, t + 1, …, l; (j) = 1, …, k} = 

11 1 1(1)
( )tt t lH H x H H 

     … 

11 1 1( )
( )tt t lk
H H x H H 

    , 

то верно первое равенство из условия леммы. 
Второе и третье равенства получаются из 

первого, если в нём положить соответственно 
t = 1 и t = l. 

Четвёртое равенство является следствием 
третьего, так как подстановка l–1 является тож-
дественной.                                                               

Следующее предложение, получается из 
предложении 2.1, если в нём положить 

H1 = … = Ht–1 = B, Ht+1 = … = Hl = C. 
Предложение 2.2. Пусть B и С – подмноже-

ства n-арной группы < A,  >, x = (x1, …, xk)  Ak. 
Тогда 

, ,

1

( )k k k k
s k

t l t

B B C C

 

  x   = 

= 1 (1)

1

( )t

t l t

B B x C C
 

      … 

… 1 ( )

1

( )t k

t l t

B B x C C
 

      

для любого t = 1, …, l. В частности, 

1, ,

1

( )k k k k
k

t n t

B B C C

 

  x   = 

= 1 (1)

1

( )t

t n t

B B x C C
 

      … 

… 1 ( )

1

( )t k

t n t

B B x C C
 

     , 

где t = 1, …, n. 
Лемма 2.1. Пусть < B,  > и < C,  > –  

n-арные подгруппы n-арной группы < A,  >, 
x = (x1, …, xk)  Ak. Тогда 

1) , ,

( 1)( 1) ( 1 )( 1)

( )k k k k
s k

i n s i n

B B C C

    

  x   = 

= ( 1)( 1) (1)

1 1

( )i n

n n

B B x C C 
 

     

( 1)( 1) ( )

1 1

( )i n k

n n

B B x C C 
 

      

для любого i = 2, …, s + 1; 

2) , ,

( 1)( 1) ( 1 )( 1)

( )k k k k
s k

i n s i n

B B B B

    

   x   

( 1)( 1) (1)

1 1

( )i n

n n

B B x B B 
 

    

 
( 1)( 1) ( )

1 1

( )i n k

n n

B B x B B 
 

    

 для любого i = 2, …, s + 1; 

3) , ,
1

)k k
s k

l

B B


  (x  

 1
1 1

( ) ( );k
n n

x B B x B B
 

     

4) , ,
1

)k k
s k

l

B B


  ( x  

 1 1(1) ( )
1 1

( ) ( );l l k
n n

B B x B B x  
 

     

5) если подстановка  из Sk удовлетворяет 
условию l = , то 

, , 1
11 1

) ( ) ( ).k k
s k k

nl n

B B B B x B B x
 

    ( x     

Доказательство. 1) Полагая в первом ра-
венстве предложения 2.1 

t = (i – 1)(n – 1) + 1, 
H1 = … = Ht–1 = B, Ht+1 = … = Hl = C, 

где i = 2, …, s + 1, и, учитывая тот факт, что 
< B,  > и < C,  > – n-арные подгруппы в < A,  >, 
получим 

, ,

( 1)( 1) ( 1 )( 1)

( )k k k k
s k

i n s i n

B B C C

    

  x   = 

= ( 1)( 1) (1)

( 1)( 1) ( 1 )( 1)

( )i n

i n s i n

B B x C C 
    

     … 

… ( 1)( 1) ( )

( 1)( 1) ( 1 )( 1)

( )i n k
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     = 

( 1)( 1) (1)

1 1

( )i n

n n

B B x C C 
 

      

( 1)( 1) ( )

1 1

( ).i n k

n n

B B x C C 
 

      

Следовательно, равенство из 1) верно. 
2) Получается из 1) при B = С. 
3) Полагаем во втором равенстве предложе-

ния 2.1 
H2 = … = Hl = B, 

где < B,  > – n-арная подгруппа в < A,  >. 
4) Полагаем в третьем равенстве предложе-

ния 2.1 
H1 = … = Hl–1 = B, 

где < B,  > – n-арная подгруппа в < A,  >. 
5) Cледует из 4), так как подстановка l–1 

является тождественной.                                        
Замечание 2 .1 .  Все равенства в предложе-

ниях 2.1, 2.2 и лемме 2.1 можно записать более 
компактно. Например, если для j = 1, …, k поло-
жить 

( 1)( 1) ( )

1 1

( ),i nj j

n n

F B B x B B 
 

      

1

( ),j j

n

G x B B


    
1

( ),j j

n

H B B x


    

то равенства 2), 3) и 5) из леммы 2.1 примут вид 

, ,

( 1)( 1) ( 1 )( 1)

( )k k k k
s k
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B B B B

    

   x  1 j kF F F  , 
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1
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, ,

1

)k k
s k

l

B B



  ( x 1 .j kH H H   

Полагая в лемме 2.1 n = 2, B = С, l = , по-
лучим 

Следствие 2.1 [6, лемма 4.1.1]. Пусть под-
становка  из Sk удовлетворяет условию l = , 
B – подгруппа группы A, 

x = (x1, …, xk)  Ak. 
Тогда: 

1) , ,
1

[ ]k k k k
l k

i l i

B B B B 
 

  x   

1 1(1) ( )i i k
Bx B Bx B  

   

для любого i = 2, …, l – 1; 

2) , , 1

1

[ ] ;k k
l k k

l

B B x B x B



  x  

 3) , , 1

1

[ ] .k k
l k k

l

B B Bx Bx



  x  

 
3 Основной результат 
Как отмечалось выше, если < A,  > –  

n-арная группа,  – подстановка из Sk, удовле-
творяющая условию l = , то < Ak, s, , k > –  
l-арная группа. Понятно, что если < B,  > –  
n-арная подгруппа n-арной группы < A,  >, под-
становка   Sk удовлетворяет условию l = , то 
< Bk, s, , k > – l-арная подгруппа l-арной группы 
< Ak, s, , k >. 

Теорема 3.1. Пусть подстановка  из Sk 
удовлетворяет условию l = , < B,  > – n-арная 
подгруппа n-арной группы < A,  >. Тогда: 

1) если подстановка n–1 является тожде-
ственной, то l-арная подгруппа < Bk, s, , k >  
n-полуинвариантна в l-арной группе < Ak, s, , k > 
тогда и только тогда, когда n-арная подгруппа 
< B,  > полуинвариантна в n-арной группе < A,  >; 

2) l-арная подгруппа < Bk, s, , k > полуинва-
риантна в l-арной группе < Ak, s, , k > тогда и 
только тогда, когда n-арная подгруппа < B,  > 
полуинвариантна в n-арной группе < A,  >. 

Доказательство. Так как подстановка  
удовлетворяет условию l = , то < Bk, s, , k > – 
l-арная подгруппа l-арной группы < Ak, s, , k >. 

1) Необходимость. Из n-полуинвариантно-
сти < Bk, s, , k > в < Ak, s, , k > следует полуин-
вариантность < Bk, s, , k > в < Ak, s, , k >, а это 
означает, что 

, , , ,

1 1

) )k k k k
s k s k

l l

B B B B 

 

    (x ( x       (3.1) 

для любого x = (x1, …, xk)  Ak. Тогда, ввиду ут-
верждений 3) и 5) леммы 2.1, 

1

1 1

( ) ( )k

n n

x B B x B B
 

      = 

= 1

1 1

( ) ( ),k

n n

B B x B B x
 

               (3.2) 

откуда 

1

( )j

n

x B B


   = 
1

( )j

n

B B x


  , j = 1, , k   (3.3) 

для любого xj  A. В частности, 

1

1

( )
n

x B B


   = 1

1

( )
n

B B x


   

для любого x1  A, что означает полуинвариант-
ность < B,  > в < A,  >. 

Достаточность. Пусть x = (x1, …, xk) – про-
извольный элемент из Ak. Из полуинвариантно-
сти < B,  > в < A,  > следует (3.3), а это значит 
верно (3.2). Тогда, ввиду утверждений 3) и 5) 
леммы 2.1, верно (3.1). 

Кроме того, используя полуинвариантность 
< B,  > в < A,  >, а также тот факт, что < B,  > – 
n-арная подгруппа в < A,  >, получим 

1

( )j

n

x B B


   = 
1 1

( )j

n n

x B B B B
 

    = 

= 
1 1

( )j

n n

B B x B B
 

     

для любого j = 1, …, k, то есть 

1

( )j

n

x B B


   = 
1 1

( ).j

n n

B B x B B
 

     

Последнее равенство в силу тождественности 
подстановки n–1 переписывается следующим 
образом 

1

( )j

n

x B B


   = ( 1)( 1) ( )

1 1

( )i n j

n n

B B x B B 
 

     

для любого i = 2, …, s. Тогда 
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1 1

( ).i n k

n n

B B x B B 
 

      

Применив к последнему равенству утверждения 
3) и 2) леммы 2.1, получим 

, ,
1

)k k
s k

l

B B


 (x  = , ,
( 1)( 1) ( 1 )( 1)

( ),k k k k
s k

i n s i n

B B B B
    

  x   

откуда и из равенства (3.1) следует n-полуинва-
риантность < Bk, s, , k > в < Ak, s, , k >. 

2) Полагаем в 1) n = l.                                     

Считая в теореме 3.1  циклом длины m  2, 
при этом m делит l – 1, получим 

Следствие 3.1. Пусть  – цикл из Sk длины 
m  2, m делит l – 1, < B,  > – n-арная подгруппа 
n-арной группы < A,  >. Тогда: 

1) если m делит n – 1, то l-арная подгруппа 
< Bk, s, , k > n-полуинвариантна в l-арной группе 
< Ak, s, , k > тогда и только тогда, когда n-ар-
ная подгруппа < B,  > полуинвариантна в n-ар-
ной группе < A,  >; 

2) l-арная подгруппа < Bk, s, , k > полуинва-
риантна в l-арной группе < Ak, s, , k > тогда и 
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только тогда, когда n-арная подгруппа < B,  > 
полуинвариантна в n-арной группе < A,  >. 

Полагая в следствии 3.1  = (12  m)  Sk, 
получим 

Следствие 3.2. Пусть m делит l – 1, < B,  > – 
n-арная подгруппа n-арной группы < A,  >. Тогда: 

1) если m делит n – 1, то l-арная подгруппа 
< Bk, s, (12  m), k > n-полуинвариантна в l-арной 
группе < Ak, s, (12  m), k > тогда и только тогда, 
когда n-арная подгруппа < B,  > полуинвариант-
на в n-арной группе < A,  >; 

2) l-арная подгруппа < Bk, s, (12  m), k > полу-
инвариантна в l-арной группе < Ak, s, (12  m), k > 
тогда и только тогда, когда n-арная подгруппа 
< B,  > полуинвариантна в n-арной группе < A,  >. 

Полагая в следствии 3.2 m = k, получим 
Следствие 3.3. Пусть k делит l – 1, < B,  > – 

n-арная подгруппа n-арной группы < A,  >. Тогда: 
1) если k делит n – 1, то l-арная подгруппа 

< Bk, s, (12  k), k > n-полуинвариантна в l-арной 
группе < Ak, s, (12  k), k > тогда и только тогда, 
когда n-арная подгруппа < B,  > полуинвари-
антна в n-арной группе < A,  >; 

2) l-арная подгруппа < Bk, s, (12  k), k > полу-
инвариантна в l-арной группе < Ak, s, (12  k), k > 
тогда и только тогда, когда n-арная подгруппа 
< B,  > полуинвариантна в n-арной группе < A,  >. 
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Введение 
При решении различных задач математики 

и ее приложений возникают интегралы с ядром 
типа Коши, взятые вдоль отрезка действительной 
оси, которые при помощи различных преобразо-
ваний приводятся к виду: 

12

2
1

1 ( )ˆ ( ) , [ 1,1],
1

x f t dt
f x x

t x t


  

  
  (0.1) 

где интеграл в правой части понимается в смыс-
ле главного значения по Коши и для его сущест-
вования достаточно потребовать, чтобы функция 
f(t) удовлетворяла на отрезке [–1, 1] условию 
Липшица любого порядка [1], [2].  

Преобразование ˆ ( )f x  можно рассматривать 

также как один из вариантов определения со-
пряжённой функции с функцией f, заданной на 

отрезке [–1, 1]. При этом суперпозиция ˆ (cos )f   

определённым образом выражается через функ-
цию, тригонометрически сопряжённую с инду-
цированной функцией (cos ),f   а именно 

2

0

1ˆ (cos ) (cos )ctg , cos .
2 2

f f d x
   

      
   

Последнее выражение является хорошо извест-
ным [3], [4] представлением сопряженной функ-
ции с ядром Гильберта 2 -периодической 
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функции f. С этой функцией связано большое 
количество задач полиномиальной аппроксима-
ции. Рациональная аппроксимация периодиче-
ской сопряженной функции исследовалась в [5]. 

В [6] изучены рациональные аппроксима-
ции сопряженной функции вида (0.1) на отрезке 
[–1, 1] частичными суммами сопряженных рядов 
Фурье по одной системе ортогональных рацио-
нальных функций Чебышёва – Маркова с двумя 
геометрически различными полюсами. В частно-
сти, найдены оценки равномерных приближений, 
когда плотность f(t) имеет на отрезке [–1, 1] сте-
пенную особенность. Установлено, что специ-
альным выбором полюсов аппроксимирующей 
функции возможно получить скорость рацио-
нальных приближений большего порядка мало-
сти в сравнении с соответствующими полиноми-
альными аналогами.  

В 1979 году Е.А. Ровба [7] ввел интеграль-
ный оператор на отрезке на основании системы 
рациональных функций Чебышёва – Маркова, 
который является обобщением частичных сумм 
полиномиальных рядов Фурье – Чебышёва. 
Пусть задано произвольное множество чисел 

  1
,

n

k k
a


 где ka  либо являются действительными 

и | | 1,ka   либо попарно комплексно-сопряжен-

ными. На множестве суммируемых на отрезке  
[–1, 1] с весом 2 1/ 2(1 )x   функций ( )f x  рассмот-

рим рациональный интегральный оператор [7]: 
sin ( , )1

( , ) (cos ) , cos ,
2 sin

2
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s f x f v dv x u

v u






 

  (0.2) 
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 (0.3) 

Оператор : ( ),n ns f A   где ( )n A  – множест-

во рациональных функций вида: 
 

1

, ( ) ,
(1 )

n
n nn

k
k

p x
p x

a x





  

A – множество параметров 1 2( , , , )na a a  и 

(1, ) 1.ns x   Если положить 0, 1, , ,kz k n    то 

( , )ns f x  представляет собой частичную сумму 

полиномиального ряда Фурье – Чебышёва. Но-
вый метод рациональной аппроксимации на от-
резке нашел широкое применение в решении 
практических задач [8]–[10].  

В работе [11] построен сопряженный с опе-
ратором (0.2) рациональный интегральный опе-
ратор Фурье – Чебышёва 

cos cos ( , )1 2ˆ ( , ) (cos ) ,
2 sin

2

n

n

v u
v u

s f x f v dv
v u






 

 
   

cos ,x u                           (0.4) 

где ( , )n v u  определена в (0.3). 

Его образом является рациональная функ-
ция вида 

2
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1 1

1

1 ( )
, .
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n
n nn

k
k

x p x
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a x


 







  

Там же исследованы рациональные приближения 
на отрезке [–1, 1] сопряженной функции с плот-
ностью (1 ) , 1/ 2,x     сопряженным операто-

ром (0.4) с произвольным фиксированным коли-
чеством геометрически различных полюсов. 
Найдены их оптимальные значения, при которых 
обеспечивается наибольшая скорость убывания 
равномерных рациональных приближений вве-
денным методом. При этом порядки равномер-
ных рациональных приближений оказываются 
выше в сравнении с соответствующими полино-
миальными аналогами.  

Приближения периодических функций усе-
чёнными средними тригонометрических рядов 
Фурье впервые рассмотрел Валле Пуссен [12], 
[13]. Изучению аппроксимационных свойств 
средних Валле Пуссена тригонометрических ря-
дов Фурье на различных функциональных клас-
сах посвящено значительное число работ (см., 
напр., [14]–[19]). Л.М. Абрамов [20] установил 
асимптотическое выражение функций Лебега 
сумм Валле Пуссена рядов Фурье – Чебышёва. 
Впоследствии исследованию аппроксимацион-
ных свойств сумм Валле Пуссена рядов Фурье – 
Чебышёва в равномерной метрике на различных 
функциональных классах посвящены работы 
И.М. Ганзбурга [21], А.Ф. Тимана и И.М. Ганз-
бурга [22], Т.О. Оматаева [23]. 
 Приближения сопряженных 2 -периоди-
ческих функций суммами Валле Пуссена сопря-
женных тригонометрических рядов Фурье ис-
следовались в работах А.Д. Щербиной [24], 
А.Ф. Тимана [25], С.А. Теляковского [16], [26], 
В.А. Дудаса [27], С.П. Байбородова [28] и других 
известных специалистов в области теории функций. 

В 1977 году В.Н. Русак [29] ввел рацио-
нальные операторы типа Валле Пуссена на веще-
ственной оси и исследовал некоторые их аппрок-
симационные свойства. В работе [30] был по-
строен алгебраический рациональный инте-
гральный оператор типа Валле Пуссена на отрез-
ке и получены оценки равномерных приближе-
ний функций, дифференцируемых в смысле Ри-
мана – Лиувилля, при специальном выборе по-
люсов у аппроксимирующей функции. В работе 
[31] были изучены аппроксимационные свойства 
рациональных интегральных операторов типа 



О рациональных аппроксимациях сопряженной функции на отрезке сопряженными суммами Валле Пуссена 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (60), 2024 61

Валле Пуссена на отрезке [–1, 1] на классах 
функций ограниченной вариации с заданным 
модулем непрерывности. В частности, было ус-
тановлено, что для данного класса функций рав-
номерные приближения имеют порядок наилуч-
шего. В работах [32], [33] авторами были введе-
ны суммы Валле Пуссена рационального инте-
грального оператора Фурье – Чебышёва (0.2) с 
произвольным фиксированным количеством 
геометрически различных полюсов и исследова-
ны его аппроксимационные свойства в прибли-
жениях на классах интегралов Пуассона и функ-
ции Маркова на отрезке [–1, 1] соответственно. 

В [34] были введены суммы Фейера сопря-
женного рационального оператора Фурье – Че-
бышёва (0.4) с произвольным фиксированным 
числом геометрически различных полюсов и най-
дены оценки приближений сопряженной функции 
с плотностью, имеющей на отрезке [–1, 1] степен-
ную особенность. Установлено, что специальным 
выбором параметра аппроксимирующей функции 
можно добиться увеличения скорости рациональ-
ных приближений в сравнении с соответствую-
щими полиномиальными аналогами.  

Представляет интерес ввести суммы Валле 
Пуссена сопряженного рационального оператора 
Фурье – Чебышёва (0.4) с произвольным фикси-
рованным числом геометрически различных по-
люсов и исследовать их аппроксимационные 
свойства. В работе устанавливается интегральное 
представление соответствующих приближений, 
и изучаются приближения на отрезке [–1, 1] со-
пряженной функции с плотностью, имеющей 
степенную особенность. В заключительной части 
найдены оптимальные значения параметров ап-
проксимирующей функции, при которых обеспе-
чивается наибольшая скорость убывания мажо-
ранты рациональных приближений изучаемым 
аппаратом.  
 

1 Суммы Валле Пуссена сопряженных 
интегральных операторов Фурье – Чебышёва  

Пусть q – произвольное натуральное число. 

qA  есть подмножество параметров A (см. (0.2)) 

таких, что среди чисел 1 2, , , ,na a a  ровно q раз-

личных и кратность каждого параметра равна 
, , .m n mq n q   Таким образом, будем вести 

речь об аппроксимации рациональными функ-
циями с q геометрически различными полюсами 
в расширенной комплексной плоскости. 

Составим сумму:  
2

2 ,

1ˆ ˆ( , ) ( , ), [ 1,1], ,
1

m

n q kq
k m

V f x s f x x m
m 

   
   (1.1) 

где ˆ ( , )kqs f x  определена в (0.4).  

Выражение (1.1) естественно назвать сум-
мами Валле Пуссена сопряженных рациональных 
интегральных операторов Фурье – Чебышёва с q 
геометрически различными полюсами. 

Заметим, что приближения непрерывных 
функций с характерными особенностями рацио-
нальными функциями с фиксированным числом 
геометрически различных полюсов впервые рас-
сматривались в работах К.Н. Лунгу [35], [36]. 

Введем следующие обозначения 

2 , 2 ,
ˆ ˆˆ ( , , ) ( ) ( , ), [ 1,1],n q q n qf x A f x V f x x      

2 , 2 , [ 1,1]
ˆ ˆˆ ( , ) || ( ) ( , ) || , .n q q n q Cf A f x V f x n     

Теорема 1.1. Для приближений сопряжен-
ной функции (0.1) на отрезке [–1, 1] суммами 
Валле Пуссена (1.1) имеет место интегральное 
представление 

2 , 2ˆ ( , ) (cos ) ( , ) , cos ,n q nf x f v G v u dv x u
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  (1.3) 

Доказательство. Очевидно, что 
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 (1.4) 

где ˆ ( , )n f x  – приближения на отрезке [–1, 1] 

сопряженной функции (0.1) сопряженным ра-
циональным интегральным оператором Фейера 
[33] порядка n в случае , ,q n mq  геометрически 

различных полюсов аппроксимирующей функ-
ции. Известно [33], что 

,
ˆ ( , ) (cos ) ( , ) , cos ,n q nf x f v K v u dv x u
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* * ( , )q q v u    определена в теореме 1.1. Положив 

в ядре ( , )nK v u  последнего интегрального пред-

ставления 2m m  и 1,m m   получим 
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последовательно приближения суммами Фейера 

2 ,
ˆ ( , )n q f x  и ,

ˆ ( , )n q q f x  соответственно. Подста-

вив эти представления в (1.4), после несложных 
преобразований придем к (1.2).                             

В теореме 1.1 положим значения параметров 
0,ka   1, 2, , .k q   Тогда (0,0, ,0)qA O    и 

величина (0)
2 ,1 2ˆ ˆ( , , ) ( , )n nf x O f x    представляет 

собой приближения сопряженной функции (0.1) 
суммами Валле Пуссена сопряженного полино-
миального ряда Фурье – Чебышёва. Из теоремы 
1.1 получаем 

Следствие 1.1. Имеет место интегральное 
представление 
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Для доказательства последнего интеграль-
ного представления достаточно в (1.2) положить 
параметры 0,ka   1,2, , .k q   

 
2 Приближения сопряженной функции с 

плотностью, имеющей степенную особенность  
Изучим приближения сопряжённой функ-

ции с плотностью ( ) (1 ) ,f x x 
    (0,1),   сум-

мами Валле Пуссена (1.1). Пусть параметры 
, 1, 2, , ,kz k q   выбраны следующим образом: 

, [0,1), 1, 2, , .k k kz k q      

Теорема 2.1. Для приближений сопряжен-
ной функции (0.1) с плотностью ( ), (0,1)f x    

на отрезке [–1, 1] суммами Валле Пуссена (1.1) 
имеют место:  

1) интегральное представление: 
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 1
( ) ( ) ( ) ,

2q q qM x       

– рациональная функция Чебышёва – Маркова 
порядка q; 

2) поточечная оценка 
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3) равномерная оценка 
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 Доказательство. Воспользуемся соотноше-
нием (1.4). Известно [32], что для приближений 
сопряженной функции с плотностью ( )f x  сум-

мами Фейера сопряженных рациональных инте-
гральных операторов Фурье – Чебышёва имеет 
место интегральное представление 
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Положив в последнем интегральном представле-
нии последовательно 2m m  и 1m m   и 
подставив найденные соотношения в (1.4), при-
дем к представлению 
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Заметив, что выражения в квадратных скобках 
подынтегрального выражения являются взаимно 
комплексно-сопряженными, чтобы прийти к (2.1) 
достаточно выполнить соответствующие преоб-
разования и учесть, что [37, С. 50] 

( ) (1/ 2)( ( ) ( )),q q qM x       

e , cos ,iu x u    

– рациональная косинус-дробь Чебышёва – Мар-
кова порядка q. 

Соотношение (2.2) легко следует из инте-
грального представления (2.1). 

Для доказательства третьего утверждения 
теоремы 2.1 в (2.2) воспользуемся оценкой  

1 2( 1)
( 1)

2

1 2 ( ) ( ) ( )
( , )

1 2 ( ) ( ) ( )

m m
q q m q

n
q q q

t M x t
t x

t M x t

 
  

  
  

 



О рациональных аппроксимациях сопряженной функции на отрезке сопряженными суммами Валле Пуссена 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (60), 2024 63

11 | ( ) |
, [0,1], .

1 | ( ) |

m
q

q

t
t m

t

 
  

 
  

Теорема 2.1  доказана.                                             
В теореме 2.1 положим значение параметров 
0, 1,2, , .k k q     Тогда  

(0)
2 , 2ˆ ˆ( , , ) ( , )n q nf x O f x     

представляют собой приближения сопряженной 
функции с плотностью ( )f x  на отрезке [–1, 1] 

суммами Валле Пуссена сопряженного полино-
миального ряда Фурье – Чебышёва. Отсюда по-
лучаем 

Следствие 2.1. Для приближений суммами 
Валле Пуссена сопряженного полиномиального 
ряда Фурье – Чебышёва сопряженной функции с 
плотностью ( ),f x  (0, ) \ ,     на отрезке  

[–1, 1] имеют место:  
1) интегральное представление: 
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2) поточечная оценка 
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где ( ) cos( arccos )nT x n x  – полином Чебышёва 

первого рода степени n; 
3) равномерная оценка: 
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Утверждения последнего следствия легко 
получить если положить в теореме 2.1 значения 
всех параметров равными нулю. Отметим, что в 
полиномиальном случае ограничения на пара-
метр , (0,1),    могут быть сняты в предполо-

жении достаточно большого , 1 .n n      

 
3 Асимптотическое выражение мажоран-

ты равномерных приближений 
Исследуем асимптотическое поведение ве-

личины (2.4) при .m    Для решения этой за-
дачи в правой части (2.4) выполним замену пе-
ременного по формуле (1 ) / (1 ),t u u    

22 / (1 ) .dt du u    Тогда  
*
2

ˆ ( , )n qf A                        (3.1) 

2 1
11

0

( ) ( )2 sin
( ) , ,
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1
, (0,1].

1
k

k k
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Отметим, что в рассматриваемом нами случае для 
каждого значения n  может выбираться соот-
ветствующий набор параметров 1 2( , , , ),q     

то есть вообще говоря ( ),k k m    1, 2, , .k q   

В связи с этим будем полагать, что выполняется 
следующее условие 

lim (1 ) , 1, 2, , ,km
m k q


            (3.2) 

и учитывать его в дальнейших рассуждениях. Без 
нарушения общности можно полагать параметры 

, 1, 2, , ,k k q    упорядоченными следующим 

образом: 10 1.q      
Теорема 3.1. Для мажоранты равномерных 

приближений сопряженной функции с плотно-
стью ( ), (0,1),f x    суммами Валле Пуссена 

(1.1) при m   справедливы асимптотические 
равенства: 
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(3.3) 

где                  
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1

1
,

1

mq
k

k k

 
  
  

jb  – единственный корень уравнения 

2 2
1

0,
q

k

k ku




                       (3.5) 

на интервале 1( , ), 1, , 1,j j j q       

( )   – гамма-функция Эйлера, .n mq  

 Доказательство. Введем следующие обо-
значения 

2 1
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Тогда из равенства (3.1) находим, что 
*
2 ,

1
(1) (2) (3)
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2 sin
[ ( ) ( ) ( )],

( 1)

.

n q q

n q n q n q
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 (3.6) 

Изучим по отдельности асимптотическое пове-
дение при m   каждого из интегралов справа. 
Результаты сформулируем в виде трех лемм. 

Лемма 3.1. При m   справедливы асим-
птотические равенства 

(1) ( ) ~n qI A                            (3.7) 
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где ( )   – гамма-функция Эйлера. 

Доказательство. Воспользуемся методами 
исследования асимптотического поведения инте-
гралов, предложенными в [38, с. 375]. Продиф-
ференцировав интеграл (1) ( )n qI A  по параметру m, 

получим 
(1)

( ) (2 1) ( )

0

1

( ) ln ( )
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( ) ln .

q

n q q mS u m S u
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Для исследования асимптотического поведения 
интеграла справа в последнем равенстве вос-
пользуемся методом Лапласа [39], [40]. Функция 

( )S u  убывает на отрезке [0, ],q  поскольку 

2 2

1

( ) 2 / ( ) 0,
q

k k
k

S u u


        и, следовательно, 

достигает своего максимального значения при 
0.u   Учитывая разложение в ряд Тейлора 

1

1
( ) 2 ( ),

q

k k

S u u o u


  
  

и асимптотическое равенство 

2 1
ln ( )

( ) ~ ,
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q

q

u
u u

u





 

 
 

справедливые при 0,u   для некоторого доста-
точно малого 0   и m   будем иметь 
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Выполнив в первом интеграле замену перемен-

ного 
1

2 1/ ,
q

k
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   а во втором замену пере-

менного 
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    получим 
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Принимая во внимание, что 

2 1

0

e (2 ), 2 0,uu du


        

при m   будем иметь 
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2 2 2
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( ) (2 ) 1 2
~ , .
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q

k k

I A
m

m m m  



   
      

  


 

Чтобы вернуться к асимптотическому выраже-
нию величины (1) ( ),n qI A  проинтегрируем правую 

и левую части последнего асимптотического ра-
венства по параметру m. Выполнив указанное 
действие, придем к (3.7) для соответствующих 
значений параметра , (0,1).                              

 Лемма 3.2. При m   справедливо асимп-
тотическое равенство: 

(2) ( ) ~n qI A                           (3.8) 
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где , 1,2, , 1,jb j q    определены в формули-

ровке теоремы 3.1.  
Докказательство. Запишем 
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причем 
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lim ( ) ,
ju

S u


    lim ( ) ,
ju
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    то за-

ключаем, что существует внутренняя точка 

1( , ),j j jb     в которой функция ( )S u  достига-
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справедливые при ,ju b  для некоторого доста-

точно малого 0   и m   находим, что 
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(3.9) 

Выполнив в каждом из интегралов под знаком 
круглых скобок последовательно замену пере-
менного ,ju b u   затем для каждого из инте-

гралов соответствующие замены переменных  
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и учитывая, что 
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Принимая во внимание, что  
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поскольку | ( ) | 0m
q jb   при ,m   из послед-

него асимптотического равенства получим соот-
ношение (3.8).                                                          
 Лемма 3.3. При m   справедливо асим-
птотическое равенство: 

(3) ( ) ~n qI A                         (3.10) 
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Доказательство. Интеграл (3) ( )n qI A  пред-

ставим в виде 
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Для исследования асимптотического поведения 
интеграла, как и прежде, воспользуемся методом 
Лапласа [39], [40]. Поскольку  
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то заключаем, что функция ( )S u  возрастает при 

1[ ,1]u   и, значит, достигает своего максималь-

ного значения при 1.u   Раскладывая функцию 
( )S u  в ряд Тейлора в окрестности точки 1:u   
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для некоторого достаточно малого 0   и 
m   находим 
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Выполнив в интегралах справа последовательно 
замены переменных по формуле 1 ,u u   затем 
для первого интеграла замену 
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а для второго интеграла замену 

2

1

2(2 1) / (1 ) ,
q

k k
k

m u u


     

придем к асимптотическому равенству 
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Чтобы из последнего асимптотического равенст-
ва прийти к (3.10), достаточно заметить, что с 
учетом условия (3.2) 
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 Вернемся к доказательству теоремы 3.1. Из 
равенства (3.6) с учетом полученных асимптоти-
ческих равенств (3.7), (3.8) и (3.10) придем к со-
отношениям (3.3) и (3.4). Доказательство теоре-
мы 3.1 завершено.                                                    

Следствие 3.3. Для равномерных прибли-
жений сопряженной функции с плотностью 

( ),f x  (0, ) \ ,     суммами Валле Пуссена 

сопряженного ряда Фурье – Чебышёва справед-
ливы оценки сверху 
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 Доказательство. Следует непосредственно 
из (3.3) если положить 0, 1,2 , .k k q              

Обратим внимание, что в отличие от ре-
зультатов, полученных в теореме 3.1, в следст-
вии 3.3 ограничения на параметр   снимаются 

для достаточно большого , 1 .n n      

 
4 Наилучшая мажоранта равномерных 

приближений сопряженной функции суммами 
Валле Пуссена 

Представляет интерес минимизировать пра-
вые части соотношений (3.3) посредством выбо-
ра оптимального для каждой задачи набора па-
раметров * * *

1( , , ).q qA a a   Другими словами, най-

ти наилучшую мажоранту равномерных прибли-
жений сопряженной функции с плотностью ( )f x  

на отрезке [–1, 1] суммами Валле Пуссена (1.1). 
Для реализации поставленной задачи положим 
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Отметим, что из (2.3) следует справедливость 
соотношения *

2 , 2 ,ˆ ˆ( ) ( ), .n q n qf f n      Исходя 

из этого неравенства, дальше будем иметь дело 
только с его правой частью. 
 Теорема 4.1. Справедливы асимптотиче-
ские равенства: 
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 Доказательство. Очевидно, что при посто-
янных значениях параметров , 1,2, , ,k k q    

порядок стремления к нулю правой части асим-
птотических равенств (3.3) не будет отличаться 
от полиномиального, определенного в следствии 
3.3. Пусть набор параметров задан следующим 
образом: 

2 1
1 ln

, , 1,2, , ,
1

k

k
k k k

k

m
c k q

m

          
 (4.2) 

где kc  – коэффициенты, подлежащие определе-

нию. Изучим асимптотическое поведение правой 
части соотношения (3.3) в этом случае. Прежде 
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всего исследуем величину (3.4). Для выполнения 
этой задачи необходимо выяснить характер па-
раметров , 1,2, , 1,jb j q    входящих в нее и 

являющихся корнями уравнения (3.5). Докажем 
вспомогательное утверждение. 

Лемма 4.1. В условиях (4.2) на параметры 
, 1, 2, , ,k k q    для корней уравнения (3.5) 

справедливо асимптотическое равенство 
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 Доказательство. Уравнение (3.5)  предста-
вим в виде 
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Для каждого фиксированного 1,2, , 1j q    ко-

рень 1( , )j j jb     удовлетворяет неравенствам 
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Отсюда при заданных значениях параметров ,k  

1, 2, , ,k q   и m   находим, что слева в (4.3) 
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При этом справа в (4.3) устанавливаем, что 
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Подставив два последних асимптотических ра-
венства в (4.3) получим 
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откуда следует утверждение леммы 4.1.               
Вернемся к доказательству теоремы 4.1. 

Используя результаты последней леммы, не-
трудно показать, что 
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Отсюда сразу же следует, что 

1

1

4

ln 1
1 | ( ) |~ 4 , | ( ) | ~ ,

.

j

j

j m
q j q j c

j
c

c m
b b

c m
m

m



  



 

Несложными рассуждениями приходим к асим-
птотическому соотношению 
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Из легко проверяемого асимптотического 
равенства 
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нетрудно получить, что: 
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Учитывая сказанное, для величины (3.4) придем 
к асимптотическому выражению 
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При найденном асимптотическом равенстве, об-
ратимся к соотношению (3.3). Будем различать 
случаи. Пусть (0,1/ 2).   В этом случае из (3.3) 

находим 
1 1 2
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Подставив в первое слагаемое заданные пара-
метры , 1, 2, , ,k k q    придем к асимптотиче-

скому равенству  
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Найдем такие коэффициенты , 1,2, , ,kc k q   

при которых величина справа будет асимптоти-
чески минимальной. Принципиальным условием 
для этого является равенство показателей степе-
ней при m. Другими словами, параметры ,kc  

1, 2, , ,k q   должны удовлетворять системе 
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Заметим, что в этом случае асимптотическое по-
ведение величины *

2 ,ˆ ( , )n q qf A  будет опреде-

ляться первым слагаемым. Другими словами,  
1 1 2 2 2 (2 1)

*
2 , 4

2 (2 )(2 1) (ln )
ˆ ( , )

(1 2 )

q
q

n q q q

c m
f A

m

     

 

  
  

 
 



П.Г. Поцейко 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 3 (60), 2024 68 

22 1

2

ln
, .

q

q

m
o m

m

  
      

 

При этом из системы (4.4) находим, что  
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Отметив к тому же, что / ,m n q  из последнего 

асимптотического равенства найдем 
2 22 1 2 1

* *
2 , 1 2 2

ln ln
ˆ ( , ) ( , ) ,

,

q q

n q q q q

n n
f A q o

n n

n

  



    
             



 

где 
1 1 2 2 1 2 1 2 4

1

2 (2 )(2 1)( ) [( 1)!]
( , ) ,

1 2

(0,1/ 2).

q qq q
q

          
  

 


 

Рассуждая аналогичным образом, получим при 
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и при (1/ 2,1)   
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Осталось показать, что при найденных ,kc  

1, 2, , ,k q   набор параметров , 1,2, , ,k k q    

будет оптимальным, то есть величина *
2 ( )n qA  

имеет при них асимптотически минимальное 
значение. Для доказательства этого утверждения 
достаточно воспользоваться рассуждениями, 
предложенными, например, в [41], [42]. Приво-
дить их в настоящей работе не будем ввиду того, 
что они являются достаточно громоздкими. По-
следнее позволяет заключить, что набор  

2 1*
* * *

*

1 ln
, , 1, , ,

1

k

k
k k k

k

m
c k q

m

          
 

где *
kc  определяются условием (4.4), является оп-

тимальным и выполняется соотношение (4.1).    
Интересно сравнить наилучшую мажоранту 

равномерных приближений, полученную для 
каждого (0,1)   в теореме 4.1, с наилучшей 

мажорантой *
2 , ( )n q f  равномерных рациональных 

приближений функции ( ), (0,1),f x    на отрез-

ке [–1, 1] суммами Валле Пуссена рациональных 

интегральных операторов Фурье – Чебышёва 
(0.2) с q геометрически различными полюсами. 
Этот результат содержится в [33]. Из указанной 
работы и полученных в теореме 4.1 результатов, 
заключаем, что 

* *
2 , 2 ,ˆ( ) ~ ( ), (0,1), .n q n qf f n       

 
Заключение 
В работе исследованы рациональные ап-

проксимации сопряженной функции на отрезке 
[–1, 1] суммами Валле Пуссена сопряженных 
рациональных интегральных операторов Фурье – 
Чебышёва с произвольным фиксированным ко-
личеством геометрически различных полюсов. 
Установлено интегральное представление при-
ближений сопряженной функции. 

Изучены рациональные аппроксимации на 
отрезке [–1, 1] сопряженной функции с плотно-
стью (1 ) ,x   (0,1),   введенными суммами 

Валле Пуссена. Получены интегральное пред-
ставление приближений, оценка поточечных 
приближений и равномерных приближений с 
определенной мажорантой. Установлено ее 
асимптотическое выражение при ,n   зави-
сящее от параметров аппроксимирующей функ-
ции. В заключительной части найдены опти-
мальные значения параметров, при которых 
обеспечивается наибольшая скорость убывания 
мажоранты.  

Следствием полученных результатов явля-
ются оценки поточечных и равномерных при-
ближений и асимптотическое выражение мажо-
ранты равномерных приближений сопряженной 
функции на отрезке суммами Валле Пуссена со-
пряженных полиномиальных рядов Фурье – Че-
бышёва.  

Полученные результаты позволяют сделать 
вывод, что при специальном выборе параметров 
аппроксимирующей функции возможно добиться 
скорости равномерных приближений большей в 
сравнении с соответствующими полиномиаль-
ными аналогами.   
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Аннотация. В работе, опираясь на хорошо известные результаты о классических аппроксимациях Паде степенного 
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Введение 
 Рассмотрим тригонометрический ряд 

 0

1

( ) cos sin
2

t
l l

l

a
f x a lx b lx





         (0.1) 

с действительными коэффициентами, сходящий-
ся при всех x  и определяющий функцию 

,tf  заданную на всей действительной прямой. 

Для ряда (0.1) определим два вида тригономет-
рических аппроксимаций Паде. 

Тригонометрической аппроксимацией Па-
де – Фробениуса типа ( , )n m  ряда (функции) tf  

назовём рациональную дробь 

,
,

,

( )
( ; ) ,

( )

t
n mt t

n m t
n m

P x
x f

Q x
   

где тождественно не равный нулю тригономет-
рический многочлен , ,t

n mQ  ,deg t
n mQ m  и триго-

нометрический многочлен , ,t
n mP  ,deg t

n mP n  

удовлетворяют условию  

   , ,
1

( ) cos sin .t t t
n m n m l l

l n m

Q f P x a lx b lx


  

     (0.2) 

Здесь и далее n, m – целые неотрицательные числа. 
Тригонометрической аппроксимацией Па-

де – Якоби типа ( , )n m  ряда tf  назовём рацио-

нальную функцию 

,
, ,

,

ˆ ( )
ˆ ˆ( ) ( ; ) ,

ˆ ( )

t
n mt t t

n m n m t
n m

P x
x x f

Q x
     

при всех x  представимую тригонометриче-
ским рядом, у которой тригонометрические мно-
гочлены в числителе и знаменателе имеют сте-

пени ,
ˆdeg ,t

n mQ m  ,
ˆdeg t
n mP n  и для которой 

,
1

ˆ( ) ( ) ( cos sin ).t t
n m l l

l n m

f x x a lx b lx


  

      

Тригонометрические аппроксимации Паде –
Фробениуса и Паде – Якоби являются естествен-
ным обобщением соответствующих классиче-
ских аппроксимаций Паде степенного ряда [1]. 
Хорошо известно, что ряд важных свойств клас-
сических аппроксимаций Паде при таком обоб-
щении не сохраняется. Например, тригонометри-
ческие аппроксимации Паде – Фробениуса ,

t
n m  

всегда существуют, но определяются, вообще 
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говоря, не однозначно, а тригонометрические 
аппроксимации Паде – Якоби ,ˆ t

n m  не всегда су-

ществуют, но в важных для приложений случаях 
определяются однозначно [2]–[5]. В данной ра-
боте будем рассматривать только тригонометри-
ческие аппроксимации Паде – Якоби (свойства 
тригонометрических аппроксимаций Паде – Фро-
бениуса подробно изучались в [3]). Нас интере-
суют условия, при которых они существуют. В 
основной теореме работы найден широкий класс 
тригонометрических рядов, для которых триго-
нометрические аппроксимации Паде – Якоби 

,ˆ t
n m  существуют. В частности, показано, что 

существование тригонометрических аппрокси-
мации Паде – Якоби можно описать с помощью 
хорошо известных результатов о классических 
аппроксимациях Паде степенного ряда. В каче-
стве приложения получено новое конструктив-
ное доказательство известной теоремы С.П. Суе-
тина [5] о существовании и единственности не-
линейных аппроксимаций Паде – Чебышёва ана-
литических функций, представимых в виде ряда 
Фурье по многочленам Чебышёва первого рода. 
Аналогичный результат получен и для нелиней-
ных аппроксимаций Паде – Чебышёва аналити-
ческих функций, представимых в виде ряда Фу-
рье по многочленам Чебышёва второго рода. 
 

1 Аппроксимации Паде степенного ряда 
Приведём некоторые хорошо известные 

факты теории аппроксимаций Паде степенных 
рядов, которые понадобятся нам в дальнейшем.  

Тригонометрическому ряду (0.1) поставим в 
соответствие степенной ряд 

0

( ) ,l
l

l

f z f z




                       (1.1)  

в котором 0 0 / 2,f a  ,l l lf a ib   1, 2, .l    

Нетрудно заметить, что при таком выборе коэф-
фициентов lf  ряд (0.1) является действительной 

частью ряда (1.1) при .ixz e  
Для каждой пары ( , )n m  существуют алгеб-

раические многочлены , ,n mQ  ,deg ,n mQ m  , ,n mP  

,deg ,n mP n  для которых 
1( )( ) ( ).n m

m nQ f P z O z                 (1.2) 

Здесь под ( )pO z  понимаем степенной ряд вида 
1

1 2
p pc z c z    Рациональную функцию 

,
, ,

,

( )
( ) ( ; )

( )
n m

n m n m
n m

P z
z z f

Q z
     

принято называть аппроксимацией Паде – Фро-
бениуса типа ( , )n m  ряда f (авторство А. Паде ос-

новывается на его диссертации [6] 1892 г.; в каче-
стве определения рациональной дроби , ( ; )n m f   

соотношения (1.2) впервые были предложены в 
1881 г. Г. Фробениусом [7]). Многочлены ,n mQ  и 

,n mP  условием (1.2) определяются не единствен-

ным образом, тем не менее, дроби , ( ; )n m f   опре-

деляют одну и ту же рациональную функцию [8]. 
Несколько иная интерполяционная конст-

рукция была предложена К. Якоби [9]. Она при-
водит к следующему определению. 

Аппроксимацией Паде – Якоби типа ( , )n m  

ряда f будем называть рациональную дробь 

,
, ,

,

ˆ ( )
ˆ ˆ( ) ( ; ) ,

ˆ ( )
n m

n m n m

n m

P z
z z f

Q z
     

у которой алгебраические многочлены , ,
ˆ ˆ,n m n mQ P  

имеют степени соответственно не выше m и n и 
для которой 1

,ˆ( ) ( ) ( ).n m
n mf z z O z      В отличие 

от ,n m  аппроксимация Паде – Якоби ,ˆ n m  может 

не существовать [1], но если существует, то сов-
падает с , .n m  Первый существенный результат в 

исследовании условий, при которых ,ˆ n m  суще-

ствует, был получен К. Якоби [9]. Для его фор-
мулировки введем в рассмотрение определители 
Адамара  

1 1

2 3 1
,

1 1

,

n m n m n

n m n m n
n m

n n n m

f f f

f f f
H

f f f

   

    

  





   



 

элементами которых являются коэффициенты 
ряда (1.1). Здесь при 0p   считаем, что 0.pf   

К. Якоби [9] доказал, что если определитель 

, 0,n mH   то аппроксимации Паде – Якоби ,ˆ ( ; )n m f   

существуют и совпадают с аппроксимациями Па-
де – Фробениуса , ( ; ).n m f   Полное исследование 

условий при которых ,ˆ ( ; )n m f   существуют, про-

вёл Д. Бейкер [1, гл. 1, § 1.4]. В этой связи рацио-
нальные функции ,ˆ ( ; )n m f   называют также аппро-

ксимациями Паде в смысле Бейкера. Если матрица  

1 1 1

2 3 1 2
,

1 1

n m n m n n

n m n m n n
n m

n n n m n m

f f f f

f f f f
F

f f f f

    

     

   

 
  
     
 

 

 

является матрицей полного ранга (т. е. 

, ),n mrankF m  то многочлены Паде , ,n mQ  ,n mP  

условиями (1.2) определяются однозначно (с 
точностью до числового множителя) (см. [1], 
[10]) и при некотором выборе нормирующего 
множителя представляются в виде 
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(1.4) 

где 
0

( ) ;
k

l
k l

l

z f z


   ( ) 0k z   и 0kf   при 0.k    

Замечание 1. Если определитель Адамара 

, 0,n mH   то матрица ,n mF  является матрицей 

полного ранга. 
Замечание 2. В том случае, когда коэффи-

циенты ряда (1.1) являются действительными 
числами, многочлены Паде , ( ; ),n mQ f  , ( ; )n mP f  

являются алгебраическими многочленами с дей-
ствительными коэффициентами. 
 

2 Существование тригонометрических 
аппроксимаций Паде – Якоби 

Основным результатом статьи является сле-
дующая 

Теорема 2.1. При n m  для существования 

тригонометрической аппроксимации Паде – Якоби 

,ˆ ( ; )t t
n m f   функции ,tf  представленной рядом 

(0.1), достаточно, чтобы для соответствующей 
аналитической функции f, представленной рядом 
(1.1), выполнялись следующие три условия: 

1) для пары ( , )n m  существует аппрокси-

мация Паде – Якоби ,ˆ ( ; );n m f   

2) ряд (1.1) имеет радиус сходимости 1;R   

3) рациональная функция ,ˆ ( ; )n m f   в круге 

{ :| | 1}D z z   не имеет полюсов. 

Доказательство. Из условия 1) следует, что 
в некоторой окрестности нуля 

,
1

ˆ( ) ( ; ) l
n m l

l n m

f z z f f z


  

                 (2.1) 

Выполнение условий 2) и 3) позволяет в качестве 
такой окрестности взять открытый круг с цен-
тром в нуле, радиус которого больше 1. Тогда 
положив в (2.1) ,ixz e  а затем приравнивая дей-
ствительные части от выражений, стоящих слева 
и справа от знака нового равенства, получим 

 
 

,

1

ˆ( ) Re ( ; )

cos sin .

t ix
n m

l l
l n m

f x e f

d lx h lx


  

  

 
            (2.2) 

Остаётся показать, что при n m  

 , ,ˆ ˆ( ; ) Re ( ; ) .t t ix
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ˆ ( ; )n mP f  и знаменатель 

,
ˆ ( ; )n mQ f  дроби ,ˆ ( ; )n m f   представимы  в виде 

, ,
0 0

ˆ ˆ( ; ) , ( ; ) .
m m

l l
n m l n m l

l l

Q z f q z P z f p z
 

    

Тогда при ixz e  (см. [1, часть 2, гл. 1, § 1.6 ]) 
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Отсюда следует, что в (2.4) многочлен ,
ˆ t

n mQ  име-

ет степень не выше m, а при n m  степень мно-

гочлена ,
ˆ t
n mP  не превышает n. Тогда из (2.2) и 

(2.4) вытекает, что эти многочлены являются 
знаменателем и числителем дроби ,ˆ ( ; ).t t

n m f   

Справедливость равенства (2.3) установлена и 
теорема 2.1 доказана.                                              

Предположим теперь, что  ряд (0.1) имеет вид 

0

1

( ) cos .
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t
l
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a
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                 (2.5) 

Ряду (2.5) соответствует степенной ряд (1.1)  

0

1

( )
2

l
l

l

a
f z a z





                   (2.6) 

с действительными коэффициентами.  Если для 
функции (2.6) выполнены условия теоремы 1, то 
аппроксимации Паде – Якоби ,ˆ ( ; )n m f   сущест-

вуют и совпадают с аппроксимациями Паде –
Фробениуса , ( ; ).n m f   Поскольку в рассматри-

ваемом случае числитель и знаменатель дроби 

,ˆ ( ; )n m f   являются алгебраическими многочле-

нами с действительными коэффициентами, то из 
(2.4) получаем 
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        (2.7) 

Следовательно справедливо 
Следствие 2.1. Пусть ,n m  а функция tf  

представлена тригонометрическим рядом (2.5). 
Тогда при выполнении для f условий теоремы 2.1 
существует тригонометрическая аппроксима-

ция Паде – Якоби ,ˆ ( ; ),t t
n m f   числитель ,

ˆ t
n mP  

и знаменатель ,
ˆ t

n mQ  которой являются чётны-

ми тригонометрическими многочленами с 
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действительными коэффициентами, и справед-
ливы равенства 

, , ,
ˆ ( ; ) ( ; ) ( ; ),t t ix ix

n m n m n mQ x f Q e f Q e f       (2.8) 

 , , ,
ˆ ( ; ) Re ( ; ) ( ; ) ,t t ix ix
n m n m n mP x f P e f Q e f   (2.9) 

,
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ˆ( ) ( ; ) cos .t t t
n m l

l n m

f x x f d lx


  

        (2.10) 

Если соответствующая степенному ряду (2.6) 
матрица ,n mF  является матрицей полного ранга, 

то при соответствующей нормировке много-
члены , ( ; ),n mQ f  , ( ; )n mP f  в (2.8), (2.9) вычисля-

ются по формулам (1.3), (1.4), в которых l lf a  

для всех l. 
Предположим теперь, что ряд (0.1) имеет вид 
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( ) sin .t
l

l

f x b lx




                  (2.11) 

В отличие от общего случая, поставим ряду 
(2.11) в соответствие ряд 
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( ) .l
l

l

f z b z




                      (2.12) 

Так как коэффициенты lb  – действительные чис-

ла, то ( ) Im ( ).t ixf x f e  Считаем, что для f вы-

полнены условия теоремы 1. Тогда существует 
аппроксимация Паде – Якоби ,ˆ ( ; ).n m f   Пусть 

,
ˆ ( ; ),n mP f  ,

ˆ ( ; )n mQ f  – соответственно числитель 

и знаменатель дроби ,ˆ ( ; ).n m f   Рассуждая анало-

гично, как и при доказательстве теоремы 2.1, при 
n m  и ixz e  получим 

 , ,ˆ ˆ( ; ) Im ( ; )t t ix
n m n mx f e f     

, ,

, ,

0 0

0 0

ˆ ˆ( ; ) ( ; )1
ˆ2 ˆ( ; ) ( ; )

sin( )
.

cos( )

n m n m

n m n m

n m

s l
s l
m m

s l
s l

P z f P z f

i Q z f Q z f

p q s l x

q q s l x

 

 

 
   
 
 










      (2.13) 

Следствие 2.2. Пусть ,n m  а функция tf  

представлена тригонометрическим рядом (2.11). 
Тогда при выполнении для ряда (2.12) условий 
теоремы 2.1 существуют тригонометрические 
аппроксимации Паде – Якоби ,ˆ ( ; ),t t

n m f   числи-

тель ,
ˆ t
n mP  и знаменатель ,

ˆ t
n mQ  которых являются 

тригонометрическими многочленами с действи-

тельными коэффициентами, числитель ,
ˆ t
n mP  яв-

ляется нечетным тригонометрическим много-
членом и справедливы равенства 

, , ,
ˆ ( ; ) ( ; ) ( ; ),t t ix ix

n m n m n mQ x f Q e f Q e f    (2.14) 

 , , ,
ˆ ( ; ) Im ( ; ) ( ; ) ,t ix ix
n m n m n mP x f P e f Q e f   (2.15) 

,
1

ˆ( ) ( ; ) sin .t t t
n m l

l n m

f x x f h lx


  

        (2.16) 

 Если соответствующая степенному ряду 
(2.12) матрица ,n mF  является матрицей полного 

ранга, то при соответствующей нормировке 
многочлены , ( ; ),n mQ f  , ( ; )n mP f  в (2.14), (2.15) 

вычисляются по формулам (1.3), (1.4), в которых 

l lf a  для всех l. 

 
3 Аппроксимации Паде – Чебышёва 
В этом разделе приведём примеры прило-

жений теоремы 2.1 и её следствий. 
3.1. Рассмотрим ряд Фурье по многочленам 

Чебышёва ( ) cos( arccos )nT x n x  первого рода 

1 0

1

( ) ( )
2

ch
l l

l

a
f x a T x





                 (3.1) 

с действительными коэффициентами. Считаем, 
что ряд (3.1) сходится на [–1, 1] и определяет на 
этом отрезке функцию 1.chf  Известно (см., на-

пример, [5]), что для любой пары индексов 
( , )n m  и ряда 1chf  существует тождественно не 

равный нулю алгебраический многочлен 1
, ,ch

n mQ  
1

,deg ch
n mQ m  и алгебраический многочлен 1

, ,ch
n mP  

1
,deg ch

n mP n  такие, что 

 1 1
, ,

1

( ) ( ).ch ch ch
n m n m l l

l n m

Q f P x a T x


  

           (3.2) 

Линейной аппроксимацией Паде – Чебышё-
ва первого рода для пары ( , )n m  и ряда 1chf  на-

зывают рациональную дробь 
1

,1 1 1
, , 1

,

( )
( ) ( ; ) ,

( )

ch
n mch ch ch

n m n m ch
n m

P x
x x f

Q x
     

где многочлены 1
, ,ch

n mQ  1
,
ch

n mP  определяются равен-

ством (3.2). Линейные аппроксимации Паде–
Чебышёва 1 1

, ( ; )ch ch
n m x f  всегда существуют, но 

определяются, вообще говоря, не однозначно [5]. 
Нелинейной аппроксимацией Паде – Чебы-

шёва первого рода для пары ( , )n m  и ряда 1chf  

называют рациональную дробь вида 
1

,1 1 1
, , 1

,

ˆ ( )
ˆ ˆ( ) ( ; ) ,

ˆ ( )

ch
n mch ch ch

n m n m ch
n m

P x
x x f

Q x
     

где алгебраические многочлены 1
,

ˆ ,ch
n mQ  1

,
ˆ ,ch
n mP  сте-

пени которых соответственно не превышают m и 
n, подобраны так, чтобы 

1 1 1
,

1

ˆ ˆ( ) ( ; ) ( ).ch ch ch
n m l l

l n m

f x x f a T x


  

     

В отличие от линейных,  нелинейные аппрокси-
мации Паде – Чебышёва 1 1

,ˆ ( ; )ch ch
n m f   не всегда 

существуют, но если существуют, то определяют-
ся однозначно [5]. С точки зрения эффективности 
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приближения функций, представленных рядами 
по многочленам Чебышёва первого рода, нели-
нейные аппроксимации 1 1

,ˆ ( ; )ch ch
n m f   имеют зна-

чительные преимущества в сравнении с линей-
ными. По этой причине, несмотря на проблему 
их существования, например, в системе MAPLE 
реализована программа вычисления именно не-
линейных аппроксимаций Паде – Чебышёва 
(подробнее см. [5], [11]). 

Следующая теорема доказана С.П. Суети-
ным [5], исходя из довольно общих результатов, 
касающихся свойств оператора Фабера. Здесь 
будет дано другое доказательство теоремы Суе-
тина, которое опирается только на следствие 2.1 
из теоремы 2.1 и является  конструктивным (по-
лучен явный вид аппроксимаций Паде – Чебы-
шёва первого рода). 

Теорема 3.1. Рассмотрим ряд (3.1), пред-
ставляющий функцию 1,chf  в котором коэффи-

циенты la  совпадают с коэффициентами рядов 

(2.5) и (2.6). Тогда при n m  для существования 

нелинейной аппроксимации Паде – Чебышёва 
первого рода 1 1

,ˆ ( ; )ch ch
n m f   необходимо и достаточ-

но, чтобы для функции f, заданной равенством 
(2.6), выполнялись условия 1) – 3) теоремы 2.1. 
 При выполнении условий 1) – 3) для числи-
теля и знаменателя рациональной дроби 

1 1
,ˆ ( ; )ch ch

n m f   справедливы формулы 

1 1 arccos arccos
, , ,

ˆ ( ; ) ( ; ) ( ; ),ch ch i x i x
n m n m n mQ x f Q e f Q e f  (3.3) 

 
1 1

,

arccos arccos
, ,

ˆ ( ; )

Re ( ; ) ( ; ) .

ch ch
n m

i x i x
n m n m

P x f

P e f Q e f



 
   (3.4) 

Если соответствующая степенному ряду (2.6) 
матрица ,n mF  является матрицей полного ранга, 

то при соответствующей нормировке много-
члены , ( ; ),n mQ f  , ( ; )n mP f  в (3.3), (3.4) вычисля-

ются по формулам (1.3), (1.4), в которых l lf a  

для всех l. 
Доказательство. Из условий теоремы сле-

дует, что функция 1( ) (cos )t chf x f x  представи-

ма тригонометрическим рядом 

0

1

( ) cos .
2

t
l

l

a
f x a lx





   

Учитывая следствие 2.1, равенства (2.4) и (2.7)–
(2.10), числитель, знаменатель тригонометриче-
ской аппроксимации Паде – Якоби ,ˆ ( ; )t t

n m f   и 

остаточный член предствимы в виде 

, , ,

0

ˆ ( ; ) ( ; ) ( ; )

cos ,

t t ix ix
n m n m n m

m

l
l

Q x f Q e f Q e f

q lx


  

 
    (3.5) 

 , , ,
ˆ ( ; ) Re ( ; ) ( ; )t t ix ix
n m n m n mP x f P e f Q e f   (3.6) 

0

cos ,
n

l
l

p lx


   

,
1

ˆ( ) ( ; ) cos .t t t
n m l

l n m

f x x f d lx


  

          (3.7) 

Вместо x подставим в (3.7) arccos .x  В результате 
с учетом (3.5) и (3.6) получим 

1 1 1
,

1

ˆ( ) ( ; ) ( ),ch ch ch
n m l l

l n m

f x x f d T x


  

     

где  

,1 1
,

,

ˆ (arccos ; )
ˆ ( ; ) .

ˆ (arccos; )

t t
n mch ch

n m t t
n m

P x f
x f

Q f
   

Отсюда и из (3.5), (3.6) следуют равенства (3.3) и 
(3.4). Достаточность условий 1) – 3) доказана. 
Необходимость доказана в [5].                               

3.2. Рассмотрим  ряд Фурье по многочленам 

Чебышёва 
2

1
( ) sin( arccos )

1
nU x n x

x



 второго 

рода 

2

1

( ) ( )ch
l l

l

f x bU x




                   (3.8) 

с действительными коэффициентами. Считаем, 
что ряд (3.8) сходится при [ 1,1]x   и  определя-

ет на [ 1,1]  функцию 2.chf  Аналогично, как и в 

предыдущем случае, определяются линейные 
2 2

, ( ; )ch ch
n m f   и нелинейные 2 2

,ˆ ( ; )ch ch
n m f   аппрок-

симации Паде – Чебышёва второго рода. Напри-
мер, нелинейной аппроксимацией Паде – Чебы-
шёва второго рода для пары ( , )n m  и ряда (3.8) 

2chf  назовём рациональную дробь 
2

,2 2
, 2

,

ˆ ( )
ˆ ( ; ) ,

ˆ ( )

ch
n mch ch

n m ch
n m

P x
x f

Q x
   

у которой алгебраические многочлены 2
,

ˆ ,ch
n mQ  2

,
ˆ ch
n mP  

имеют соответственно степени не выше m и n, и 

2 2 2
,

1

ˆ ˆ( ) ( ; ) ( ).ch ch ch
n m l n

l n m

f x x f a U x


  

     

Ряду (3.8) 2chf  поставим в соответствие ряды 

(2.11) и (2.12) с такими же коэффициентами, оп-
ределяющие соответственно функции tf  и f. 

Следующая теорема является аналогом теоремы 
3.1 для нелинейных аппроксимаций Паде – Че-
бышёва второго рода. 

Теорема 3.2. При n m  для существования 

нелинейной аппроксимации Паде – Чебышёва 
второго рода 2 2

,ˆ ( ; )ch ch
n m f   достаточно, чтобы 

ряд (2.12), удовлетворял условиям 1) – 3) теоре-
мы 1. 
 При выполнении условий 1) – 3) для ряда 
(2.12) числитель и знаменатель рациональной 
дроби 2 2

,ˆ ( ; )ch ch
n m f   определяются формулами 
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2 2
,

arccos arccos
, ,

ˆ ( ; )

( ; ) ( ; ),

ch ch
n m

i x i x
n m n m

Q x f

Q e f Q e f



 
     (3.9) 

 
2 2

,

arccos arccos
, ,2

ˆ ( ; )

1
Im ( ; ) ( ; ) .

1

ch ch
n m

i x i x
n m n m

P x f

P e f Q e f
x



 


(3.10) 

 Если соответствующая степенному ряду 
(2.12) матрица ,n mF  является матрицей полного 

ранга, то при соответствующей нормировке 
многочлены , ( ; ),n mQ f  , ( ; )n mP f  в (3.9), (3.10) 

вычисляются по формулам (1.3), (1.4), в которых 

l lf b  для всех l. 

Доказательство. Из (3.8) следует, что 

функция 2 2( ) 1 (cos )t chf x x f x   представима 

тригонометрическим рядом 

1

( ) sin .t
l

l

f x b lx




   

Учитывая следствие 2.2, равенства (2.4) и (2.13)–
(2.15), числитель, знаменатель тригонометриче-
ской аппроксимации Паде – Якоби ,ˆ ( ; )t t

n m f   и 

остаточный член предствимы в виде 

, , ,

0

ˆ ( ; ) ( ; ) ( ; )

cos ,

t t ix ix
n m n m n m

l
l

Q x f Q e f Q e f

q lx




  

 
  (3.10) 

 , , ,

0

ˆ ( ; ) Im ( ; ) ( ; )

sin ,

t t ix ix
n m n m n m

l
l

P x f P e f Q e f

p lx




  

 
 (3.11) 

,
1

ˆ( ) ( ; ) sin .t t t
n m l

l n m

f x x f d lx


  

        (3.12) 

Вместо x подставим в (3.12) arccos ,x  а затем 
разделим левую и правую часть полученного 

равенства на 21 .x  В результате с учётом ра-
венств (3.10), (3.11)  получим 

2 2 2
,

1

ˆ( ) ( ; ) ( ),ch ch ch
n m l l

l n m

f x x f d U x


  

     

где  

,2 2
, 2

,

ˆ (arccos ; )1
ˆ ( ; ) .

ˆ (arccos; )1

t t
n mch ch

n m t t
n m

P x f
x f

Q fx
 


 

Отсюда и из (3.10), (3.11) следуют равенства 
(3.9) и (3.10). Достаточность условий 1)–3) дока-
зана. Теорема 3.2 доказана.                                    
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LINEAR INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATION 
WITH COEFFICIENTS IN THE FORM OF SPECIAL SUMS 

A.P. Shilin 
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Аннотация. Решено в явном виде новое линейное гиперсингулярное интегро-дифференциальное уравнение первого 
порядка. Уравнение задано на замкнутой кривой, расположенной на комплексной плоскости. Коэффициенты уравнения 
выражаются в виде сумм некоторых слагаемых. Во все слагаемые сумм определенным образом входит конечное число 
одних и тех же заданных функций. Используются классические и обобщенные формулы Сохоцкого, теория краевой 
задачи Римана, формулы решения линейных дифференциальных уравнений, свойства аналитических функций.  
Решение проиллюстрировано примером. 
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Введение  
Для развития теории интегро-дифференци-

альных уравнений важно выявлять такие случаи 
уравнений, которые допускают точное аналити-
ческое решение. В [1] Э.И. Зверович указал ре-
шение линейного интегро-дифференциального 
уравнения с постоянными коэффициентами, ос-
нованное на использовании обобщенных формул 
Сохоцкого. Настоящая работа примыкает к изу-
чению тех пока немногих случаев переменных 
коэффициентов в подобных уравнениях (напр., 
[2], [3]), когда сохраняется возможность точного 
аналитического решения. 

 
1 Постановка задачи 
Пусть  1 2, ,..., na a a  и  1 2, ,..., nb b b  – два ка-

ких-либо множества, элементы которых упоря-
дочены и могут перемножаться, .n  Будем 
составлять произведения вида 1 2 ... ,nA c c c    где 

для каждого 1,k n  либо ,k kc a  либо .k kc b  

Обозначим  , ;s k kL a b n  сумму всевозможных 

произведений вида A  таких, в которых множи-
тели ka  встречаются s  раз (и, следовательно, 

множители kb  встречаются n s  раз), 0, .s n  

Например, 

 3 , ;5k kL a b 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5a a a b b a a b a b   1 2 3 4 5a a b b a   

1 2 3 4 5a b a a b 1 2 3 4 5a b a b a 1 2 3 4 5a b b a a  1 2 3 4 5b a a a b   

1 2 3 4 5b a b a a 1 2 3 4 5 ,b b a a a  

 0 1 2, ;2 ,k kL a b b b   1 1, ;1 .k kL a b a  

Обозначим через L простую гладкую замк-
нутую положительно ориентированную кривую 
на комплексной плоскости. Пусть D  и D  – 

соответственно внутренняя и внешняя области 
комплексной плоскости по отношению к этой 
кривой. Зададим H-непрерывные (т. е. удовле-
творяющие условию Гельдера) функции ( ),f t  
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( ),kp t  1, ,k n  .t L  Пусть на кривой L сущест-

вуют H-непрерывные производные ( ),kp t  

1, .k n  Будем искать на этой кривой H-непре-
рывную вместе со своей производной функцию 
φ( ),t  удовлетворяющую уравнению 
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Интегралы в уравнении понимаются в 
смысле конечной части по Адамару [4], [5]; ин-
тегралы с τ t  в знаменателе совпадают при 
этом с интегралами, понимаемыми в смысле 
главного значения по Коши. Квадратные скобки 
означают целую часть числа. В частности, при 

1n   получим уравнение 
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способ решения которого указан в [6]. Считаем 
далее 2.n   Укажем еще развернутый вид урав-
нения (1.1) при 3 :n   

1 2 3 1 2 3

1 2 3

( ) ( ) (τ) ( ) (τ) ( )1

π τ τ

(τ) ( ) ( )
τ

τ

L

p t p t p p t p p t

i t t

p p t p t
d

t

      
  


 

31 2
3

(τ) τ(τ) τ (τ) τ1
φ ( )

τ τ τπ L L L

p dp d p d
t

t t ti


 

   
    

1 2 3 1 2 3
2 2

1 2 3
2

( ) ( ) (τ) ( ) (τ) ( )1

π (τ ) (τ )

(τ) ( ) ( )
τ

(τ )

L

p t p t p p t p p t

i t t

p p t p t
d

t

    
     

  
  


 

31 2
3 2 2 2

(τ) τ(τ) τ (τ) τ1
φ( )

π (τ ) (τ ) (τ )L L L

p dp d p d
t

i t t t


 

   
    

31 2
1 2 3 2

32 1
2

(τ) τ( ) (τ) τ
( ) ( ) ( )

τ τπ

(τ) τ( ) (τ) τ

τ τπ

L L

L L

p dp t p d
p t p t p t

t t

p dp t p d

t t


  

 

 
 

 

 
 

3 1 2
2 2

( ) (τ) τ (τ) τ 1 φ(τ) τ

τ τ ππ (τ )L L L

p t p d p d d

t t i t


 

  
    

31 2
1 2 3 2 2 2

32 1
2 2 2

(τ) τ( ) (τ) τ
( ) ( ) ( )

π (τ ) (τ )

(τ) τ( ) (τ) τ

π (τ ) (τ )

L L

L L

p dp t p d
p t p t p t

t t

p dp t p d

t t

 
    

 


 
 

 

 
 

3 1 2
2 2 2

( ) (τ) τ (τ) τ 1 φ(τ) τ
( ),

π τπ (τ ) (τ )

.
L L L

p t p d p d d
f t

i tt t

t L


 

  


    (1.2) 

 
2 Решение уравнения 
Введем интегралы типа Коши 
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Далее будем использовать классические и обоб-
щенные формулы Сохоцкого [1], [4] для соответ-
ствующих предельных значений, являющихся 
H-непрерывными функциями на кривой L: 
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В результате коэффициент при φ ( )t  в уравнении 

(1.1) преобразуется следующим образом: 
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Аналогично преобразуя остальные коэффициен-
ты уравнения (1.1), получим 
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 Введем еще интеграл типа Коши 
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1 φ(τ) τ
( ) , .

2π τL

d
z z D

i z   
  

После использования формул Сохоцкого 
( ) ( ) ( )φ ( ) ( ) ( ),m m mt t t                 (2.2) 
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уравнение (2.1) приобретает вид 
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который можно расценивать как краевую задачу 
Римана о скачке 
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Будем предполагать далее для простоты, что 

( ) 0, 1, , , .kP z k n z D L z         (2.6) 

Обозначим l – суммарный порядок нуля на 

бесконечности функций ( ), 1, .kP z k n   Из соот-

ношения (2.5) вытекает, что задачу Римана (2.3) 
следует решать в классе функций, имеющих на 
бесконечности нуль порядка по меньшей мере  
l + 2. Согласно [7] для разрешимости этой задачи 
необходимы и достаточны условия 

( ) 0, 0, ,k

L

f t t dt k l     (2.7) 

которые далее предполагаем выполненными. 
Тогда 
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Теперь из соотношений (2.4), (2.5) находим 
функции ( )z  как решения линейных диффе-

ренциальных уравнений: 
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         (2.8) 

где z  – фиксированные точки в соответствую-

щих областях ,D  .C � Следует также обес-

печить выполнение условия ( ) 0,    выра-

жающего известное свойство интеграла типа 
Коши. Удобно в дальнейшем брать ,z    и 

тогда для выполнения этого условия должно 
быть 0.C   Отметим, что все интегралы в фор-

мулах (2.8) существуют и дают однозначные 
аналитические функции в соответствующих об-
ластях. При этом у функций ( )z  и у их произ-

водных существуют предельные H-непрерывные 
значения на L.  
 

3 Основной результат. Пример 
Теперь при 0m   из равенства (2.2) можно 

найти искомую функцию, а также заключить, что 
эта функция удовлетворяет предполагавшимся 
на нее требованиям. Таким образом, оказывается 
справедливым следующий результат. 

Теорема. Для разрешимости уравнения (1.1) 
необходимо и достаточно выполнение условий 
(2.7). Если эти условия выполняются, то реше-
ние уравнения (1.1) содержит одну произвольную 
постоянную С  и имеет вид 
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В качестве примера приведем решение 
уравнения (1.2) на окружности 1 0,5,t    взяв  
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Легко вычислить, что 
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Укажем сразу вид (2.1) уравнения в этом приме-
ре, получающийся после упрощения его коэффи-
циентов: 
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Соответствующая задача Римана (2.3) о скачке 
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должна решаться в классе функций, имеющих на 
бесконечности нуль по меньшей мере 5-го по-
рядка. Ee решение очевидно: 
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Теперь уравнениям (2.4), (2.5) в случае примера 
легко придать вид 
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Наконец, получим решение примера 
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Заключительное замечание 
Условия (2.6) можно ослабить, допуская у 

функций ( )kP z  конечное число нулей в облас-

тях .D  Это приведет к дополнительным огра-

ничениям на функцию ( ),f t  при выполнении 

которых метод решения уравнения сохранится. 
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Аннотация. Описаны методы и режимы проведения технологических операций крепления преформ из припоя к  
основанию корпуса для монтажа кристалла и герметизации электронных модулей приёмников инфракрасного излучения, 
которые обеспечивают их надежную фиксацию на металлизированных поверхностях. Определены зависимости 
прочности крепления преформ от режимов проведения операций. 
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surfaces, are described. The dependences of the fastening strength of the preforms on the modes of operations are determined. 
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Введение 
Расширение сферы применения тепловизи-

онных и других ИК-приборов требует, наряду с 
повышением их чувствительности, понижения 
стоимости, энергопотребления, массы и высокой 
надежности. Всем этим требованиям удовлетво-
ряют неохлаждаемые матричные приемники [1]. 
Тепловизоры, созданные на основе неохлаждае-
мых матричных микроболометров, в последнее 
время заняли доминирующее положение на рын-
ке вследствие их низкой стоимости по сравне-
нию с охлаждаемыми матричными фотоприём-
ными устройствами. Достоинством технологии 
создания микроболометров является их полная 
совместимость с КМОП кремниевой технологи-
ей, поскольку фоточувствительные элементы 
формируются непосредственно на кремниевой 
пластине, на которой уже предварительно созда-
на интегральная схема считывания [2]. Типич-
ный пиксель микроболометра состоит из навес-
ной мембранной структуры, включающей слой, 
поглощающий ИК излучение и термочувстви-
тельный слой, преобразующий изменение темпе-

ратуры мембраны в электрический выходной 
сигнал [3].  

В развитых странах индустрия, занимаю-
щаяся производством инфракрасных техниче-
ских средств, приборов и систем, достигла вну-
шительных масштабов и трансформировалась в 
обособленные секторы промышленности. Объем 
затрат на разработку и производство инфракрас-
ных приборов исчисляется миллиардами долла-
ров ежегодно. 

Современным решением при сборке корпу-
са микроболометра является нанесение припоя в 
виде преформ. Преформы представляют собой 
отформованный припой, высеченный штампов-
кой с жесткими допусками. Для того чтобы обес-
печить надежность изделия в целом, процесс 
сборки необходимо проводить с использованием 
припоя для герметизации, имеющего разницу 
температур плавления с припоем для монтажа 
кристалла не менее 70–100° C [4]. 

В статье описывается процесс сборки мик-
роболометров с использованием преформ при-
поя, который представляет собой сложную и 

ТЕХНИКА



А.Э. Видрицкий, В.Л. Ланин 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 3 (60), 2024 82 

многоступенчатую процедуру, требующую вы-
сокой точности и профессионализма. 
 

1 Конструкция фотоприемного устройства 
Фотоприемное устройство состоит из сле-

дующих элементов (рисунок 1.1): основание кор-
пуса; преформа из припоя для монтажа кристал-
ла; кристалл –  приемник ИК-излучения; пре-
форма из припоя для герметизации; германиевое 
окно, которое выступает в роли крышки корпуса. 
 При выборе материала преформы необхо-
димо принимать во внимание следующие факто-
ры: [5]: прочность на разрыв, усталостная проч-
ность, сопротивление сдвигу, вязкость разруше-
ния (сопротивление развитию трещин), коэффи-
циент термического расширения, теплопровод-
ность. 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Конструкция микроболометра  
 

На основании вышеизложенного для мон-
тажа кристаллов выбран припойный сплав 
81Pb19In – температура плавления 260 / 275° C 
(солидус/ликвидус), прочность 17,65 МПа [6]. 
 

2 Исследование режимов крепления пре-
формы для монтажа кристалла 

Для проведения монтажа кристаллов в ос-
нование корпуса с требуемой точностью на ма-
логабаритной вакуумной печи оплавления RSS-
160-S разработана специальная графитовая осна-
стка, которая предусматривает загрузку основа-
ния корпуса дном вверх. Процесс пайки кристал-
ла к основанию корпуса предусматривает пред-
варительное размещение на монтажной площад-
ке преформы (81Pb19In, температура плавления 
280° С). С целью предотвращения смещения пре-
формы необходимо предварительно ее закрепить 
на монтажной площадке. Ориентация преформы 
проводится под микроскопом по реперным зна-
кам на монтажной площадке. Крепление пре-
форм проводилось на универсальном комплексе 
УС.ИМ-227СК (рисунок 2.1), основные парамет-
ры которого приведены в таблице 2.1. 

Для крепления преформы из материала 
81Pb19In методом контактной сварки использо-
вался расщепленный электрод ЭК1 20-80.  

На рисунке 2.2 показана зависимость уси-
лия на отрыв от величины сварочного напряже-
ния.  

 
 

Рисунок 2.1 – Универсальный комплекс 
контактной микросварки УС.ИМ-227СК  

 
Таблица 2.1 – Основные параметры универ-

сального комплекса контактной микросварки 
УС.ИМ-227СК 

 

Наименование параметра Величина 
параметра 

Режим сварки Точечная 
сварка – 

пайка 
Толщина (преформы / фольги), мкм От 20 до 100
Тип применяемого инструмента ЭК1, ИУ и 

аналоги 
Выходная мощность блока 
контактной сварки, Вт 

2,5–40,0 

Программируемое сварочное 
апряжение для расщепленного 
электрода, В  

0,1–4,0 

Форма напряжения для 
расщепленного электрода 

Меандр 

Частота сигнала для расщепленно-
го электрода, Гц  

500–600 

Время разогревающей ступени 
сварочного импульса, с  

0,001–0,500

Программируемое время импульса 
для расщепленного электрода, с  

0,001–9,999

Максимальная температура элек-
трода при точечной микропайке, °С 

300 

Диапазон регулирования 
температуры столика, °С 

20–350 

Диапазон усилия сжатия 
соединяемых элементов, Н  

0,6–10 

Точность присоединения 
преформы, мкм  

± 50 

 
Режимы, при которых была достигнута мак-

симальная прочность на отрыв (~0,1Н для каж-
дой точки) преформы от монтажной площадки 
следующие:  
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– усилие на электрод – 0,4 Н,  
– количество импульсов – 20 шт, 
– длительность импульса – 1 мс, 
– пауза между импульсами 5 мс, 
– сварочное напряжение 0,4 В, 
– температура нагревательного стола – (125 

–135) °С, 
– количество сварных точек – девять, 
– размер точек присоединения – 50–100 мкм. 

 

Рисунок 2.2 –Зависимость усилия на отрыв 
от величины сварочного напряжения 

 
На рисунке 2.3 показан фрагмент преформы 

закрепленной на монтажной площадке основания 
корпуса со сварными точками от расщепленного 
электрода и внешний вид монтажной площадки 
после удаления преформы. Как видно из рисунка 
2.3 – после удаления преформы на монтажной 
площадке осталась часть материала припоя, т. е. 
сцепление припоя с золотым покрытием выше 
прочности припоя.  
 

а) 

б) 

Рисунок 2.3 – Монтажная площадка основания 
корпуса с закрепленной преформой (а) 

и после ее отрыва (б) 

Значительное отклонение от описанных ре-
жимов приводило к прожогу преформы либо к 
недостаточному ее оплавлению и как следствие – 
отсутствию хорошего сцепления с монтажной 
площадкой. 
 

3 Исследование режимов крепления пре-
формы для герметизации корпуса 

Для проведения операции герметизации на 
высоковакуумной печи модели 3150 разработана 
специальная графитовая оснастка, которая пре-
дусматривает загрузку оснований корпусов с по-
саженными кристаллами дном корпуса вверх. 
Процесс герметизации предусматривает предвари-
тельное крепление на ободке основания преформы 
80In15Pb5Ag (температура плавления 150 °С). 

В процессе отработки крепления преформы 
методом пайки микросварочным инструментом 
ИУ2-100-300 на универсальном комплексе 
УС.ИМ-227СК опробовано несколько вариантов 
режимов. На рисунке 3.1 показана зависимость 
усилия на отрыв от температуры инструмента. 
 

 
 

Рисунок 3.1 – Зависимость усилия на отрыв 
от температуры инструмента 

 
Режимы, при которых была достигнута мак-

симальная прочность на отрыв (~0,1Н для каж-
дой точки) преформы от ободка основания кор-
пуса, следующие: 

– усилие на инструмент – 0,4 Н,  
– время сварки – 6–8 секунд для каждой 

точки,  
– температура нагревательного стола – 140– 

150° С, 
– температура инструмента – 175–185° С, 
– количество сварных точек 24. 
Размер точек присоединения от 300 до 350 мкм. 
На рисунке 3.2 показан фрагмент ободка 

основания корпуса с закрепленной преформой и 
после ее отрыва. 

Из рисунка следует, что после удаления 
преформы на ободке основания корпуса остается 
часть материала припоя в точности повторяющая 
геометрическую форму микросварочного инст-
румента, что говорит о качественном проведении 
процесса. Значительное отклонение от описан-
ных режимов приводило к прожогу преформы 
либо к недостаточному ее оплавлению и как 
следствие – отсутствию хорошего сцепления с 
ободком основания корпуса. 
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а) 

 

б) 

 

Рисунок 3.2 – Фрагмент ободка основания 
корпуса с закрепленной преформой (а) 

и после ее отрыва (б) 
 

4 Монтаж кристаллов приемников ИК 
излучения 

Монтаж кристаллов во многом схож с ана-
логичным процессом для других изделий элек-
тронной техники, однако имеет следующие осо-
бенности: 

– запрет на использование ультразвуковых 
колебаний во избежание разрушения матрицы 
пикселей, 

– подъем температуры не свыше 320° С – 
характеристики терморезистора деградируют 
при превышении данной температуры.  

После крепления преформы из материала 
81In19Pb к основанию корпуса проведен монтаж 
кристалла на малогабаритной вакуумной печи 
оплавления RSS-160-S фирмы UniTemp (рисунок 
4.1), техническая характеристика приведена в 
таблице 4.1. 

На рисунке 4.2 приведен экспериментально 
оптимизированный термопрофиль процесса мон-
тажа кристалла, который приводит к минимуму 
образования пустот в паяном шве «кристалл – 
монтажная площадка». 

Ультразвуковое исследование паяного шва 
(рисунок 4.3) показало, что площадь пустот в 
паяном шве составляет не более 5%, что соответ-
ствует всем требованиям, предъявляемым к 
сборке.  
 

 
Рисунок 4.1 – Малогабаритная вакуумная печь 

оплавления RSS-160-S ф. UniTemp 
 

Таблица 4.1 – Техническая характеристика 
малогабаритной вакуумной печи оплавления 
RSS-160-S 

 

Параметр Значение  
параметра 

Температура нагрева, °С До 400, опцио-
нально до 500 

Вакуум, мбар До 10-3  
Нагреваемая рабочая зона, мм 160×160 
Высота камеры, мм 40 
Скорость нагрева, К/мин Более 100 
Скорость охлаждения, К/мин Более 100 

 

 
 

Рисунок 4.2 – Термопрофиль монтажа кристалла 
 

 
 

Рисунок 4.3 – Внешний вид паяного шва 
под кристаллом 
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Заключение 
Экспериментально установлены зависимо-

сти влияния температуры инструмента и величи-
ны сварочного напряжения расщепленного элек-
трода на прочность крепления преформ из мате-
риалов 80In15Pb5Ag и 81In19Pb соответственно 
для монтажа кристалла и герметизации фотопри-
емного устройства. 

Процесс сборки микроболометров является 
сложным и трудоемким, требующим высокой 
точности и профессионализма. Несмотря на это, 
разработка новых технологий и усовершенство-
вание старых методов позволяют создавать эф-
фективные микроболометрические сенсоры для 
различных областей применения  

Важность данных технологий обусловлена 
их способностью обеспечивать высококачест-
венное изображение в различных условиях ос-
вещенности, что делает их незаменимыми для 
систем видеонаблюдения, тепловизионных уст-
ройств и т. д. 
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ АЛГОРИТМОВ ФИЛЬТРАЦИИ 
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COMPARATIVE ANALYSIS OF FILTRATION ALGORITHMS 
FOR IMAGES OF ARCHITECTURAL PLANS 

N.A. Aksionova 

Francisk Skorina Gomel State University 
 

Аннотация. Рассматривается применение сглаживающих фильтров для предварительной обработки изображений 
архитектурных планов. Проводится сравнительный анализ фильтров Гаусса и Роудина – Ошера – Фатеми (ROF) на 
базе модели Шамболя. Программные модули реализованы на языке программирования Python с использованием 
OpenCV. Результаты показали, что для предварительной обработки не сильно зашумленных изображений лучше 
применять фильтр Гаусса, а для изображений с высоким уровнем шума – фильтр ROF, предотвращающий потерю  
особых точек углов. 
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Введение  
Одной из известных задач обработки изо-

бражений является задача шумоподавления, т. е. 
устранения или ослабления шума с целью повы-
шения качества изображений или для предвари-
тельной обработки.  

Существуют множество методов, таких как 
адаптивная медианная фильтрация [1], адаптив-
ный фильтр Винера [2], методы, основанные на 
модели ROF (англ. Rudin – Osher – Fatemi) [3]–
[5] и другие методы, основанные на уравнения в 
частных производных и т. д. 

В данной статье проводится сравнительный 
анализ фильтра Гаусса и фильтра ROF на базе 
модели Шамболя с целью выявить преимущест-
ва, недостатки и области эффективного приме-
нения. Оба метода широко применяются в алго-
ритмах обработки изображений, но каждый из 
них имеет свои уникальные характеристики. 

Эффективность фильтра Гаусса в контексте 
удаления шума исследуется во множестве работ 
[7]–[11], поскольку он является одним из наибо-
лее распространенных.  

Фильтр Гаусса основан на математической 
концепции распределения Гаусса и применяется 
для сглаживания изображений путем уменьше-
ния различий между значениями пикселей. Он 
работает путем замены каждого пикселя изобра-
жения средним значением его соседних пиксе-
лей, взвешенным по расстоянию. Этот метод по-
зволяет сгладить фрагменты изображения, уст-
раняя тем самым небольшие дефекты и шумы.  

Основная идея фильтра ROF заключается в 
нахождении оптимальных значений для яркости 
пикселей в изображении, при которых будет дос-
тигаться минимальное значение общей вариации. 
Для этого алгоритм начинает с оценки значений 
пикселей и последовательно улучшает их путем 
минимизации ошибки оценки. Процесс повторяется 
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до тех пор, пока не будет достигнуто устойчивое 
состояние, когда ошибка оценки станет мини-
мальной. 

Фильтр ROF использует функционал, кото-
рый минимизирует разность между исходным и 
очищенным изображением, при этом учитывает 
естественное разрежение градиента. Этот метод 
позволяет сохранить края и детали изображения, 
и одновременно удаляет шумы.  

Целью работы является исследование алго-
ритмов фильтрации для предварительной обработ-
ки изображений архитектурных планов и их подго-
товка для процесса трехмерного моделирования. 
 

1 Общая постановка задачи 
Существует множество методов предвари-

тельной очистки изображений, и выбранный ал-
горитм шумоподавления зависит от типа шума, 
специфики входного изображения и направления 
процесса его использования. Изображения архи-
тектурных планов содержат наборы различных 
контуров и углов, максимально контрастных по 
отношению к фону. В качестве входных изобра-
жений используются цифровые планы в форма-
тах jpg, png или bmp, которые могут искажаться 
под действием фотосъемки или при сканирова-
нии. Для сокращения цветового диапазона вход-
ное изображение переводится в градации серого. 
 Поскольку входная информация представ-
ляет собой план-схемы квартир, домов, зданий и 
т. п., то в качестве ключевых особенностей были 
выбраны изолированные точки, представляющие 
углы строений. Ключевая точка – это некоторый 
участок изображения, который является отличи-
тельным [12]. 
 В статьях [13], [14] описана разработка биб-
лиотеки детекторов углов на Python с использо-
ванием OpenCV и был представлен математиче-
ский аппарат выбранных алгоритмов, проводил-
ся сравнительный анализ и апробация разрабо-
танных программных модулей.  

После предварительной обработки изобра-
жение архитектурного плана импортируется в 
графический редактор Blender, где с помощью 
дополнительного программного модуля на нем 
определяются особые точки углов. Далее по этим 
ключевым точкам происходит процесс трехмер-
ного конструирования. Предложенный способ 
конструирования позволяет облегчить процесс 
моделирования объектов зданий, помещений, 
квартир, домов и т. п., и создать цифровую мо-
дель по ее архитектурному плану за достаточно 
короткий промежуток времени.  

Методика сравнительного анализа в данной 
работе включает следующие аспекты процесса 
исследования:  

1. Эффективность алгоритма фильтрации. 
2. Вычислительная сложность. 
3 Точность сохранения особых точек углов 

и структуры границ.  

2 Математические основы 
Алгоритм фильтра Гаусса. Фильтр Гаусса 

основан на математической функции Гаусса 
(2.1), которая создает визуально мягкие перехо-
ды между пикселями изображения. 
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где ( , )x y   – математические ожидания по осям 

x и y,   – стандартное отклонение 2(  – диспер-

сия), которое также называют радиусом этой 
функции или масштабом. Формула показывает, 
что двумерный фильтр Гаусса можно реализо-
вать с помощью последовательного применения 
двух одномерных фильтров, в горизонтальном и 
в вертикальном направлении. 

Нормальным распределением является рас-
пределение вероятностей, которое задается 
функцией плотности вероятности, для одномер-
ного случая совпадающей с функцией Гаусса. 
Параметр µ – это среднее значение математиче-
ского ожидания распределения, его медиана и 
мода, а σ – среднеквадратическое отклонение 
распределения 2(  – дисперсия). В природе 

нормальное распределение встречается часто, 
как и в различных приложениях. Широкое рас-
пространение нормального распределения осно-
вано на его бесконечной непрерывной делимости 
с конечной дисперсией. В теории вероятностей 
бесконечно делимым распределением называется 
такое распределение случайной величины, когда 
она может быть представлена в виде произволь-
ного числа независимых, распределенных одина-
ково слагаемых.  

Если гауссова функция центрирована, т. е. 
средние 0,x y     то формула (2.1) упрощает-

ся до вида (2.2). 
Функция Гаусса широко используется в об-

работке изображений и лежит в основе многих 
фильтров. В обработке изображений использует-
ся функция Гаусса со значениями параметров  
µ   µ  0 :x y    
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 Локальная свертка для входного изображе-
ния I при 0   определяется по формуле (2.3): 

 ( , , ) ( , ).L x y I G x y                  (2.3) 

Помимо эффективного способа хранения и 
представление изображений в виде свертки, фильтр 
Гаусса дает еще одно преимущество. Классиче-
ское представление цифровых изображений 
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в виде матрицы дискретных значений функции 
яркости не позволяет напрямую определить 
дифференциальные операторы, действующие на 
изображение. В то время как, благодаря свойству 
свертки, действие дифференциального оператора 
на изображение можно определить через произ-
водные функции Гаусса (гауссовы производные).  

Гауссовы производные играют большую 
роль в обработке изображений. Они используют-
ся для обнаружения границ объектов и других 
особенностей на изображениях. 

Алгоритм ROF на базе модели Шамболя. 
При обработке изображений полное вариацион-
ное шумоподавление, также известное как пол-
ная вариационная регуляризация (суммарная 
вариационная фильтрация), представляет собой 
процесс удаления шума. Он основан на том 
принципе, что сигналы с чрезмерной и ложной 
детализацией имеют высокую общую вариацию, 
то есть интеграл величины градиента изображе-
ния высок. В соответствии с этим принципом 
уменьшение общего отклонения сигнала удаляет 
нежелательные детали, сохраняя при этом важ-
ные детали, такие как края и углы. Данное свой-
ство является весомым аргументом для исполь-
зования модели ROF, учитывая специфику вход-
ных изображений проектно-сметной документа-
ции, основу которых составляют контуры архи-
тектурных планов. 

Идея устранения шума на растровых изо-
бражениях сформирована на основе свойства 
полной вариации функции яркости: полная ва-
риация функции яркости изображения стремится 
к минимуму для гладких изображений и стано-
вится значительной для негладких (зашумлён-
ных), у которых функция яркости испытывает 
резкие колебания значений.  

В данной статье приводится описание мате-
матической модели ROF на базе алгоритма 
Шамболя. 

Полной вариацией полутонового изображе-
ния I называется сумма норм градиентов, кото-
рая в непрерывном представлении имеет вид: 

( ) .J I I dx                       (2.4) 

В дискретной форме формула примет вид: 
( ) ,

X

J I I                        (2.5) 

где суммирование производится по всем точкам 
изображения [ , ].X x y  Вариант модели ROF, 

предложенный Шамболем, находит очищенное 
от шума изображение U, для которого достигает-
ся минимум функции 

 
2

min 2 ( ),
U

I U J U                  (2.6) 

где норма I U  измеряет разницу между ис-

ходным U и входным изображением I. Это озна-
чает, что данная модель ищет «плоское» изобра-
жение, но не допускающее «перескоков» на гра-
ницах между областями. 

Свойства регуляризации. Параметр регуля-
ризации   играет решающую роль в процессе 
шумоподавления. Когда 0,   сглаживание от-
сутствует, и результат такой же, как при мини-
мизации суммы квадратов. Как ,    однако 
член общей вариации играет все более сильную 
роль, что приводит к тому, что результат имеет 
меньшую общую вариацию за счет того, что он 
меньше похож на входной (зашумленный) сиг-
нал. Таким образом, выбор параметра регуляри-
зации имеет решающее значение для достижения 
нужного уровня удаления шума. 
 

3 Методология эксперимента  
Для экспериментально исследования был 

создан набор данных ArhiPlans, содержащий 468 
изображений проектно-сметной документации. 
Для репрезентативности данного набора в вы-
борку были добавлены синтетические изображе-
ния: сгенерированные нейросетями, зашумлен-
ные, содержащие размытие и высвеченные об-
ласти. 

Три набора данных «VectorArh», 
«PhotoArh» и «ScanArh» содержат реальные изо-
бражения архитектурных планов: в векторе, по-
лученные с помощью фотосъемки и при скани-
ровании. Четыре набора данных «GenerArh», 
«NoiseArh», «BlurArh» и «LightArh» содержат 
синтетические изображения: сгенерированные 
нейросетями, зашумленные, размытые и высве-
ченные соответственно.  

Методика сравнительного анализа проводи-
лась по скорости обработки и оценки сглажива-
ния особых точек углов. В эксперименте исполь-
зовались входные изображения размерами 
480640, 14401920 и 19202560 пикселей, мас-
ки фильтров размером 33 и 55 и дисперсии 
0.5; 1.5; 3. Программные модули предваритель-
ной обработки изображений реализованы на 
языке Python с использованием библиотеки 
OpenCV. 

Пример зашумленного входного изображе-
ния и его вид после предварительной обработки 
показаны на рисунке 3.1. Апробация алгоритма 
ROF показала, что детализация основных конту-
ров и особых точек углов остаётся четкой, в то 
время как дополнительная информация (надпи-
си, тонкие линии и т. д.) становятся размытыми, 
что уменьшает объем хранения и обработки ин-
формации.   
 На рисунке 3.2 показаны увеличенные 
фрагменты изображений, на которых распозна-
вались особые точки углов. Увеличение радиуса 
для фильтра Гаусса на зашумленных изображе-
ниях приводит к сглаживанию углов, которые не 
будут определены. 
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а) входное изображение б) изображение после фильтрации 

Гаусса ( = 1,5) 
в) изображение после фильтрации 

ROF 
 

Рисунок 3.1 – Результаты предварительной обработки изображения 
 

  
а) отображение особых точек углов 

после фильтрации Гаусса 
б) отображение особых точек углов 

после фильтрации ROF 
 

Рисунок 3.2 – Оценка сглаживания углов после предварительной обработки 
 

4 Сравнение методов фильтрации 
Для сравнительного анализа программных 

модулей использовалась выборка из 468 изобра-
жений архитектурных планов, 234 из которых 
были плохого качества.  

В таблицах 4.1 и 4.2 приведено среднее 
время работы программных модулей в зависимо-
сти от выбранного метода, разрешения изобра-
жения и параметров фильтра.  

Основные аспекты сравнительного анализа. 
Сглаживание. Фильтр Гаусса применяет 

размытие, которое удаляет высокочастотные 
компоненты и создает плавные переходы между 
пикселями, однако может привести к потере де-
талей. Это особенно заметно при удалении шума 
на изображениях с высоким разрешением или на 
изображениях с тонкими деталями. Фильтр ROF 
применяет дополнительные операции, например, 
регуляризацию, которая позволяет лучше сохра-
няет информацию о форме, контурах и углах 
объектов на изображении. 

Устранение шума. Оба фильтра могут ис-
пользоваться для удаления шума, но с разной 
эффективностью. Фильтр Гаусса обычно хорошо 
справляется с удалением гауссовского шума или 
небольшого количества шума, но может не да-
вать хороших результатов при более сложных 
типах шума.  Фильтр ROF, благодаря дополни-
тельным операциям регуляризации, может обес-
печить лучшие результаты при удалении шума. 

Сохранение границ и углов. Фильтр Гаусса 
может привести к размытым границам, сглажен-
ным углам и потере деталей. ROF фильтр сохра-
няет границы и текстуры, он может быть более 
предпочтителен для задач, где важно сохранить 
детали и контуры объектов на изображении. 

Реализация и вычислительная сложность. 
Фильтр Гаусса относительно прост в реализации 
и вычислительно эффективен. ROF фильтр вклю-
чает дополнительные операции, такие как опти-
мизация энергии или вариационный метод, и мо-
жет быть более вычислительно требовательным. 
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Таблица 4.1 – Апробация программного модуля фильтра Гаусса 
 

Фильтрация Гаусса Размер 
изображения Параметры фильтра Время, с Параметры фильтра Время, с 

480640 core [3,3], σ = 1,5 0,0089380 core [5,5], σ = 3 0,0061209 
14401920 core [3,3], σ = 1,5 0,0049850 core [5,5], σ = 3 0,0070235 
19202560 core [3,3], σ = 1,5 0,0104804 core [5,5], σ = 3 0,0073249 

 
Таблица 4.2 – Апробация программного модуля фильтра ROF на базе модели Шамболя 

 

Фильтрация ROF Размер 
изображения Параметры фильтра Время, с Параметры фильтра Время, с 

480640  = 0,2;  = 0,5; iterations = 10 0,2639312  = 0,5;  = 0,5; iterations = 15 0,3676090  
14401920  = 0,2;  = 0,5; iterations = 10 0,3917226  = 0,5;  = 0,5; iterations = 15 0,5546364 
19202560  = 0,2;  = 0,5; iterations = 10 2,1988928  = 0,5;  = 0,5; iterations = 15 3,2480199 

 
При сравнительном анализе на выборке 

изображений с различными уровнями шума и 
разрешением было установлено, что оба фильтра 
эффективно удаляют шум. Однако, процесс 
предварительной обработки с помощью фильтра 
Гаусса показал более быстрые результаты по 
времени выполнения, особенно на изображениях 
с большим разрешением. Фильтр ROF демонст-
рировал более глубокое сглаживание изображе-
ний, но его вычислительная сложность может 
ограничить его применение на практике, и необ-
ходимо проводить дополнительные исследова-
ния и эксперименты для настройки и выбора оп-
тимальных параметров алгоритма для конкрет-
ных задач и изображений. 
 

Заключение 
Представлено исследование по фильтрации 

изображений проектно-сметной документации 
архитектурных планов застройщика по предва-
рительной обработке для трехмерного моделиро-
вания на основе особых точек углов. Данный 
эксперимент проводился для выборки реальных 
и синтетических изображений, сгенерированных 
нейросетями, зашумленных, размытых, высве-
ченных. Обнаружено, что фильтр Гаусса работа-
ет быстрее и лучше для не зашумленных изо-
бражений, в то время как фильтр ROF лучше 
справляется с задачей для сильно зашумленных 
изображений и предотвращает потерю особых 
точек углов, что имеет большое значение для 
последующего процесса моделирования. Данный 
эксперимент показал, что несмотря на чуть более 
долгое время предварительной обработки изо-
бражений, фильтр ROF позволяет более точно 
сохранять границы и углы объектов и является 
более эффективным для изображений с высоким 
уровнем шума.  
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Аннотация. Разработана новая методика и программное средство поиска аномалий в работе солнечных панелей на ос-
нове искусственной нейронной сети типа автокодировщик, обученной по данным телеметрии солнечной электростан-
ции. Методика основана на статистических исследованиях отклонений, измеренных от восстановленных нейронной 
сетью значений силы тока и напряжения всех солнечных панелей электростанции. Введен критерий оценки наличия 
неисправности в работе солнечной панели на основе статистических исследований. С использованием разработанной 
методики и программного средства поиска аномалий в данных телеметрии за полгода наблюдений при разных крите-
риях оценки обнаружены от 14 до 45 аномалий в 33 солнечных панелях. Все случаи проанализированы на предмет 
причин возникновения аномалий в работе солнечных панелей. Установлено, что использование при анализе результа-
тов работы искусственной нейронной сети в качестве критерия обнаружения аномалий четыре среднеквадратических 
отклонения для среднедневных измеренных значений силы тока I и напряжения U даёт возможность обнаружить 
неисправные солнечные панели. А использование в качестве критерия обнаружения аномалий три и два среднеквадра-
тического отклонения – снижение эффективности в работе солнечных панелей, связанной с деградацией, избыточным 
затенением и другими факторами. 
 
Ключевые слова: солнечная панель, автокодировщик, искусственная нейронная сеть, поиск аномалий, солнечная 
электростанция, телеметрия. 
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Abstract. A new method and software tool for identifying anomalies in the operation of solar panels have been developed 
based on an artificial neural network of the autoencoder type, trained using solar power plant telemetry data. The method is 
based on statistical studies of deviations measured from the values of current and voltage of all solar panels of the power plant 
restored by the neural network. A criterion for assessing the presence of a malfunction in the operation of a solar panel based on 
statistical studies is introduced. Using the developed methodology and software for searching for anomalies in telemetry data 
over six months of observations, 14 to 45 anomalies were detected in 33 solar panels under different evaluation criteria. All the 
cases were analyzed for the causes of anomalies in the operation of solar panels. It has been established that the use of four 
standard deviations for average daily measured values of current I and voltage U as anomaly detection criterion in the analy-
sis of the results of the artificial neural network operation makes it possible to detect faulty solar panels. And the use of three 
and two standard deviations as anomaly detection criterion can help to detect a decrease in the efficiency of solar panels associ-
ated with degradation, excessive shading and other factors. 
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Введение 
Увеличение объёмов производства электро-

энергии с помощью солнечных электростанций 
способствует усовершенствованию систем кон-
троля за их техническим состоянием, а также 
разработке методов автоматического обнаруже-
ния дефектных солнечных панелей и аномалий в 
их работе. 

В качестве технических средств наблюде-
ния за техническим состоянием солнечных пане-
лей, работающих в составе электростанций, в 
настоящее время применяют облачные ресурсы 
(https://www.solarfeeds.com/mag/solar-monitoring-
systems-in-the-world/, http://www.sunsniffer.de/so-
lution/what-is-sunsniffer.html, https://www.solareye. 
eu/platform/?r=site/page&view=features, http://www. 
pvsyst.com/en/), которые обеспечивают сбор, 
хранение и визуализацию телеметрии при осна-
щении солнечных электростанций соответст-
вующим оборудованием. Как правило, данными 
телеметрии в облачных сервисах являются на-
пряжение, температура, сила тока каждой сол-
нечной панели и освещенности для всех панелей 
электростанции. Поиск неисправностей в работе 
солнечной панели и классификация этих неисправ-
ностей зависят от внимания и квалификации спе-
циалиста, который использует облачный ресурс.  

В контексте обнаружения аномалий в функ-
ционировании солнечных панелей некоторые 
исследователи предлагают применять их моде-
лирование [1]–[3], сравнивая результат модели-
рования с телеметрией. В то время, как другие 
специалисты [4]–[10] рассматривают возможно-
сти использования алгоритмов для расчёта точки 
максимальной мощности (MPP) и сравнивать её 
с фактическими полученными значениями. Есть 
работы, которые развивают и дополняют оба 
рассмотренных способа [11]–[14], создавая циф-
рового двойника для каждой солнечной панели 
на основе результатов телеметрии.  

Активно идёт поиск подходов к примене-
нию нейронных сетей для поиска аномалий в 
работе солнечных панелей. Авторы [15] приво-
дят обзор применений нейронных сетей в поиске 
аномалий в солнечных панелях. Однако рассмот-
ренные авторами применения направлены на 
поиск дефектов поверхности солнечных панелей 
на основе фотографий и нацелены на анализ изо-
бражений. Исследование [16] описывает резуль-
тат использования нейронной сети generalized 
regression neural networks (GRNNs) для построе-
ния вольтамперных характеристик для шести 
различных солнечных панелей (отличие в мате-
риалах, из которых изготовлены). Обучение ней-
ронной сети было осуществлено на данных, из-
меренных в лаборатории при нормальных усло-
виях: STC. Применение для поиска аномалий в 
работе не рассматривалось. Авторы [17] приво-
дят сравнение разных видов нейронных сетей 
при применении их для предсказания выработки 

солнечной электростанции энергии в зависимо-
сти от погодных условий. В работе [18] был ис-
пользован автокодировщик для поиска аномалий 
в сигнале на выходе инвертора на основании 
сигнала результата измерения освещённости. Все 
приведенные исследования не используют ре-
зультаты телеметрии и имеют сложности приме-
нения их для поиска аномалий в работе отдель-
ных солнечных панелей в электростанции. 

Цель настоящего исследования – разработка 
методики и программного средства обнаружения 
аномалий в работе солнечных панелей по ре-
зультатам телеметрии, представленной облач-
ным ресурсом (http://www.sunsniffer.de/solution/ 
what-is-sunsniffer.html) на сновании искусствен-
ной нейронной сети типа автокодировщик.  

 
1 Методика эксперимента 
В ходе исследования использовались ре-

зультаты телеметрии с электростанции Südstadt-
Forum, расположенной в Нюрнберге, Германия. 
В состав установки входят три инвертора (моде-
ли SUN2000-20KTL, Sinvert PVM17 и Sinvert 
PVM20) с 16 последовательностями (цепочки 
солнечных панелей) и 287 солнечных панелей. 
Все цепочки состоят из 18 фотоэлектрических 
монокристаллических модулей M190 (STORM 
Energy GmbH, Германия). 

В результате сбора телеметрии солнечной 
электростанции в облачном хранилище хранятся 
данные для API, включающие в себя следующие 
параметры: напряжение, силу тока, температуру 
в корпусе солнечной панели, уровень освещен-
ности, временную метку. Интервал фиксации 
перечисленных параметров 2 мин. Набор данных 
собирался с июня 2019 г. по ноябрь 2019 г. 
включительно и в аналогичный период в 2018 г. 

Для реализации и проверки предложенной 
методики и алгоритма использовались следую-
щие средства разработки: Python, Tensorflow. 

Проведение исследования проходило по 
следующему алгоритму:  

– подготовка данных телеметрии (исходных 
датасетов для обучения и тестирования автоко-
дировщика); 

– обучение автокодировщика; 
– поиск аномалий в работе солнечных пане-

лей с использованием обученного автокодиров-
щика. 

Для подготовки датасета для обучения ав-
токодировщика и для анализа работоспособности 
солнечных панелей результаты телеметрии были 
подвержены фильтрации, чтобы использовать 
только результаты сбора данных в солнечные 
дни. Параметры фильтра: сила тока – 0–15 A, 
освещенность –  360–1500 W/m2, производная по 
току – –0,2–0,2,  производная по освещенности – 
–3,8–3,8. Далее из результатов фильтрации были 
подготовлены векторы входных данных для обу-
чения автокодировщика и векторы данных для 
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его тестирования. Вектор входных данных имел 
размерность 2003 и включал в себя результаты 
телеметрии с 10.00 до 17.00 часов следующих 
параметров: временная метка, температура в 
корпусе солнечной панели T, уровень освещен-
ности G. Вектор тестовых данных имел размер-
ность 2003 и включал в себя следующие пара-
метры: временная метка, температура в корпусе 
солнечной панели T, уровень освещенности G. 
На выходе автокодировщика в обоих случаях 
был получен вектор 2003, то есть при подаче 
тестовых данных на вход нейронная сеть должна 
была по результатам обучения восстановить зна-
чения напряжения и силы тока на основании 
температуры в корпусе солнечной панели и 
уровня освещённости. Кроме того, для обучения 
автокодировщика были использованы данные 
телеметрии стабильно работающих солнечных 
панелей (без дефектов и сниженной эффективно-
сти в работе), отобранные в результате прямого 
анализа и применения других способов поиска 
аномалий в работе солнечных панелей.  

Разработанная искусственная нейронная 
сеть представляет собой автокодировщик и со-
стоит из семи слоёв нейронов. Её более деталь-
ная структурная схема с указанием функций ак-
тивации слоёв отражена на рисунке 1.1.  

Для определения критериев детектирования 
солнечных панелей в аномальном режиме рабо-
ты были использованы среднедневные отклоне-
ния измеренных значений силы тока I и напря-
жения U от восстановленных автокодировщи-
ком, а также количество строк l в векторе, сред-
ние отклонения в которых по напряжению или 
по силе тока превысили установленное значение.  
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где I   – восстановленная автокодировщиком 
сила тока, А; I – сила тока, измеренная при сборе 
телеметрии, А; N – количество точек в течение 
дня, использованных для расчётов.   
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U U
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где U   – восстановленное автокодировщиком 
напряжение, В; U – напряжение, измеренное при 
сборе телеметрии, В; N – количество точек в те-
чение дня, использованных для расчётов.   

Далее был осуществлён расчёт среднеквад-
ратического отклонения для I и U каждой из 
солнечных панелей для комплекта солнечных 
дней по формулам.  
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где Iav и Uav – среднее арифметическое для I 
и U, соответственно; Ii и Ui – значения I и 
U для одной панели соответственно; M – коли-
чество значений анализируемой выборки.   

В качестве аномалий были рассмотрены 
солнечные панели, удовлетворяющие условию:  

II K    или ,UU K               (1.1) 

где K – коэффициент, являющийся критерием 
детектирования аномалии в солнечных панелях. 
В эксперименте были использованы значения 
коэффициента K – 2, 3 и 4.    

Таким образом были сформированы списки 
солнечных панелей и аномалий в них.  

 

 
 

Рисунок 1.1 – Архитектура разработанного и используемого автокодировщика  
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2 Результаты исследования 
Таблица 2.1 содержит результат примене-

ния условия (1.1) при поиске аномалий в работе 
солнечных панелей электростанции в течение 
шести месяцев (июнь – ноябрь) 2019 г. При этом 
в поиске аномалий участвовали только солнеч-
ные дни рассмотренного периода: 28 и 30 июня, 

26 июля, 18-20 августа, 4 и 18 сентября, 14 и 26 
октября, 13, 14 и 26 ноября. Таким образом, в 
выборку для анализа попали результаты расчёта 
среднедневных отклонений силы тока I и на-
пряжения U для 287 солнечных панелей для 
тринадцати дней.  

 

Таблица 2.1 – Результаты поиска аномалий в течение шести месяцев (июнь – ноябрь) 2019 г. 
 

Критерий и количество 
солнечных  

панелей/аномалий 

Номер 
солнечной 

панели 
Месяц 

Среднедневные 
отклонения изме-
ренных значений 
силы тока ∆I, А  

Среднедневные 
отклонения изме-
ренных значений 

напряжения ∆U, В 
Август – 3,65 2,62 Module 2,2_2 
Ноябрь –0,26 5,54 
Июнь –0,76 10,84 
Июль 0,25 10,57 

Август –1,61 13,01 
Сентябрь 0,54 5,48 
Октябрь 0,18 6,77 

Module 2,3_10 

Ноябрь 0,48 9,67 
Август –1,58 7,26 Module 2,4_14 

Сентябрь –0,99 3,7 
Июль 2,59 6,96 

Август 2,44 6,52 
Module 1,4_3 

Ноябрь 0,07 4,44 

Для 4 II    или 

4 ;UU    

5 солнечных панелей; 
14 аномалий 

Module 1,1_15 Август –1,14 6,04 
Module 1,1_2 Июнь –1,98  2,52 
Module 1,1_11 Ноябрь –0,13 5,52 

Module 1,11_14 Август –0,77 6,31 
Module 1,11_15 Ноябрь –0,63 4,22 
Module 1,12_11 Июнь –1,95 2,31 
Module 2,2_15 Август –1,48 5,51 
Module 1,9_2 Август –2,28 4,34 
Module 1,9_3 Август –1,93 1,9 
Module 1,9_10 Август –2,14 3,3 
Module 1,9_16 Август –1,41 6,34 
Module 1,9_18 Август –2,31 3,43 
Module 1,5_7 Ноябрь 0,88 6,25 

Июнь –1,65 3,76 
Август –2,47  2,02 

Для 3 II    или 

3 ;UU    

18 солнечных панелей; 
29 аномалий 

Module 1,5_8 

Ноябрь 0,68 6,15 
Module 1,2_8 Июнь 0,17 3,87 
Module 1,2_11 Июнь 0,14 3,65 
Module 1,2_12 Июнь 0,20 3,77 
Module 1,2_14 Июнь 0,17 3,66 
Module 1,3_12 Июнь 0,15  4,56 
Module 1,3_15 Июнь –0,41 3,83 
Module 1,3_16 Июнь –0,52  4,29 
Module 1,11_5 Июнь –1,95 2,68 

Module 1,11_11 Август – 0,99 4,95 
Module 1,11_18 Август –1,23 4,49 
Module 1,12_1 Август –1,45 3,76 
Module 2,3_12 Июнь 0,91 –3,81 
Module 1,4_1 Июль 0,87  –4,52 
Module 1,5_14 Ноябрь 1,23 5,54 
Module 1,6_18 Ноябрь 0,16 4,48 

Для 2 II    или 

2 ;UU    

33 солнечных панелей; 
45 аномалий 

Module 1,8_4 Август –1,36  4,32 
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Знак «минус» у среднего отклонения изме-
ренных значений силы тока I и напряжения U 
от восстановленных автокодировщиком свиде-
тельствует о том, что при заданных входных 
кривых освещённости и температуры исследуе-
мые солнечные панели выдали измеренные силу 
тока и напряжение выше, чем рассчитала искус-
ственная нейронная сеть при таких входных дан-
ных. Такая ситуация характерна для значений 
среднего отклонения измеренных значений силы 
тока I и говорит о том, что солнечная панель 
функционировала в более эффективном режиме, 
чем ожидалось по результатам расчёта нейрон-
ной сети. Положительные значение I и U сви-
детельствуют о снижении измеренных характе-
ристик относительно ожидаемых нейронной се-
тью. В таблице зафиксированы оба вида ано-
мальной работы солнечных панелей.  

Применение различного значения критерия 
детектирования аномалий K приводит детекции 
разного количества аномалий в солнечных пане-
лях: от 14 аномалий в 5 солнечных панелях при 
K = 4, до 45 аномалий в 33 панелях при K = 2. 
При использовании критерия детектирования 
аномалий     K = 4    разработанное   программное 

обеспечение говорит о наличии 14 аномалий в 
пяти солнечных панелях с номерами: Module 
2,2_2, Module 2,3_10, Module 2,4_14, Module 
2,4_3 и Module 1,1_15. Среднедневные отклоне-
ния силы тока I измеренных значений от вос-
становленных автокодировщиком при этом 
варьируются от –3,65 до 2,59 А (среднее значе-
ние –0,25 А), а среднедневные отклонения на-
пряжения U – от 2,62 до 13,01 В (среднее значе-
ние 7,1 В).  

В случае применения в качестве критерия 
значения K = 3, количество аномалий увеличива-
ется до 29 в 18 солнечных панелях. Диапазон 
изменения среднедневных отклонений силы тока 
I и напряжения U при этом остаётся прежним, 
а средние значения составляют -0,79 А и 5,63 В. 
То есть, среднее значение I смещается в отри-
цательную сторону, что говорит об аномалиях, 
связанных с более эффективной работой солнеч-
ных панелей, чем этого ожидала искусственная 
нейронная сеть при заданных условиях, среднее 
значение U снижается.  

Критерий детектирования аномалии K = 3 
увеличивает количество аномалий до 45 в 33 
солнечных панелях при средних значениях I и 
U –0,6 А и 4,73 В соответственно.  

 

 
                  Среднедневное отклонение измеренной силы тока, А 

 

 
Среднедневное отклонение измеренной силы тока, А 

 

Рисунок 2.1 – Диаграммы среднедневных отклонений измеренных значений силы тока I, А:  
а) K = 2 (за вычетом случаев для K = 4 и K = 3); б) K = 3 (за вычетом случаев для K = 4)

а) 

б) 
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Трёхмерная диаграмма для всех анализи-
руемых дней, где по оси Z отложены номера па-
нелей, отражена на рисунке 2.2. Для каждого 
солнечного дня облако точек на диаграмме сред-
них отклонений измеренных значений силы тока 
I и напряжения U от восстановленных автоко-
дировщиком выглядит индивидуально (рисунок 
2.3), что связано с различием в измеренных фак-
тических значениях для уровня освещённости G 
и температуры в корпусе панели T, а также 

режимах работы инверторов и факторов, связан-
ных с затенением или запылением части солнеч-
ных панелей. При этом рисунок 2.3 позволяет 
визуально идентифицировать аномальные значе-
ния I и U. Солнечные панели, имеющие ано-
малию в работе, выделяются из общего облака 
точек либо на всех диаграммах, если дефект ста-
билен от месяца к месяцу, либо на диаграмме 
определённого дня, если дефект присущ иссле-
дуемому дню. 

 

 
 

Рисунок 2.2 – Результат построения средних отклонений измеренных значений силы тока I  
и напряжения U от восстановленных автокодировщиком в привязке к номеру солнечных панелей 

электростанции для исследуемых солнечных дней в трёхмерном пространстве 
 

 
CРЕДНЕДНЕВНЫЕ ОТКЛОНЕНИЯ ИЗМЕРЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ СИЛЫ ТОКА I, A 

 

Рисунок 2.3 – Результат построения средних отклонений измеренных значений силы тока I и напряже-
ния U от восстановленных автокодировщиком для всех солнечных панелей электростанции для сле-

дующих четырёх солнечных дней: 30 июня, 18 августа, 16 сентября, 26 октября 2019 г. 



К.С. Дик, Н.И. Мухуров, И. Крузе, Р.М. Асимов, В.С. Осипович 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 3 (60), 2024 98 

Проанализируем кривые напряжения, силы 
тока, освещённости и температуры, измеренные 
и восстановленные автокодировщиком для неко-
торых солнечных панелей из таблицы. 

Аномальная работа солнечной панели 
Module 2,3_10 сохраняется все шесть месяцев, 
при этом среднедневные отклонения измеренных 
значений напряжения U изменяются от 5,48 В 
(при I = 0,54 А ) до 13,01 В (при I = –1,61 А). 
Аномальная работа солнечной панели с номером 
Module 2,3_10 подтверждается и другими спосо-
бами поиска и анализа аномалий [20], [21], в том 
числе и основанными на оценке выработки элек-
троэнергии. 

На рисунке 2.4 отражены кривые для сол-
нечной панели с номером Module 2,3_10. Кривые 
показывают, что измеренное для солнечной па-
нели Module 2,3_10 напряжение на 10 В ниже, 
чем рассчитанное автокодировщиком при кривой 

освещённости и температуре измеренных 18 ав-
густа 2019 г. Это может свидетельствовать об 
открытии одного из защитных диодов в солнеч-
ной панели, которые предназначены для отклю-
чения от цепи частей солнечной панели. Анало-
гичные выводы по этой солнечной панели и кри-
вая напряжения сравнения с рабочей панелью 
приведены в [20]. При этом кривая силы тока, 
рассчитанная автокодировщиком, практически 
совпадает с кривой, построенной по результатам 
измерения. Отличие наблюдается только в начале 
дня: от нулевой до сотой точки сила тока имеет 
значения, близкие к нулю, и затем резко выраста-
ет до 2,2–2,3 А. Такое поведение кривой скорее 
всего связано с затенением солнечной панели в 
утреннее время при том, что датчик освещённости 
не попадает в область затенения, так как постро-
енная по его показаниям кривая в этот период 
имеет плавный рост. 

 

 
Рисунок 2.4 – Кривые силы тока I, напряжения U (синим цветом измеренные значения,  

оранжевым – рассчитанные автокодировщиком), температуры в панели T и освещённости G  
(оранжевым цветом измеренные) в течение дня для солнечной панели с номером Module 2.3_10 

 

 
Рисунок 2.5 – Кривые силы тока I, напряжения U (синим цветом измеренные значения, оранжевым –  
рассчитанные автокодировщиком), температуры в панели T и освещённости G (оранжевым цветом  

измеренные) в течение дня для солнечной панели с номером Module 2.3_11 
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Рисунок 2.6 – Блок-схема алгоритма программного обеспечения для поиска аномалий  
в работе солнечных панелей, разработанного на основе предложенной методики 

 
По результатам проведенных исследований 

было разработано программное средство, алго-
ритм работы которого представлен на рисунке 
2.6. Входными данными для программного сред-
ства являются результаты телеметрии из базы 
данных от API (http://www.sunsniffer.de/solution/ 
what-is-sunsniffer.html), а выходными данными – 
список солнечных панелей с обнаруженными в 
них аномалиями в привязке к анализируемой дате.  

 
Заключение 
Результаты исследования показали, что ис-

пользование автокодировщика для поиска ано-
малий в работе панелей солнечной электростан-
ции позволяет обнаруживать аномалии. При этом 
установлено, что использование в качестве кри-
терия обнаружения аномалий четыре средне-
квадратических отклонения для среднедневных 
измеренных значений силы тока I и напряжения 
U дают возможность обнаружить неисправные 
солнечные панели. А использование в качестве 
критерия обнаружения аномалий три и два сред-
неквадратического отклонения – снижение эф-
фективности в работе солнечных панелей, свя-
занное с деградацией, избыточным затенением и 
другими факторами. 

Для повышения точности поиска аномалий 
в работе солнечных панелей при использовании 
разработанного программного обеспечения сле-

дует использовать комбинацию двух искусст-
венных нейронных сетей (автокодировщиков), 
где в качестве обучающего датасета для одной 
нейронной сети использовать результат телемет-
рии сразу после монтажа электростанции, в ка-
честве обучающего датасета для другой нейрон-
ной сети – отдельной солнечной панели, что ни-
велирует влияние на результат обучения автоко-
дировщика результатов воздействия таких фак-
торов, как деградация и загрязнение.   
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АЛЕКСАНДР ВЛАДИМИРОВИЧ РОГАЧЁВ 

(к 75-летию со дня рождения) 
 

 
 

13 августа 2024 года исполнилось 75 лет из-
вестному белорусскому ученому, Заслуженному 
деятелю науки Республики Беларусь, члену-
корреспонденту Национальной академии наук 
Беларуси, доктору химических наук, профессору.   

А.В. Рогачёв окончил Гомельский государ-
ственный университет в 1972 г. и был направлен 
для работы в ИММС АН БССР, где без отрыва от 
производства обучался в аспирантуре (1976– 
1979 гг.) и в 1979 г. представил к защите канди-
датскую диссертацию «Исследование процессов 
формирования металлических пленок на поверх-
ностях полимеров в вакууме». Диссертация на 
соискание ученой степени доктора химических 
наук по специальности 02.00.04 – Физическая хи-
мия «Кинетические и физикохимические законо-
мерности процессов массо- и энергопереноса при 
формировании тонкопленочных металлополимер-
ных систем в вакууме», была успешно защищена 
в Москве в 1989 г. в специализированном совете 
при Институте химической физики АН СССР.  

В 1981 г. А.В. Рогачёв был приглашен для 
работы в Белорусский институт инженеров же-
лезнодорожного транспорта и последовательно 
занимал в нем должности старшего преподавате-
ля, доцента, профессора, заведующего кафедрой, 
с 2001 г. – проректора по научной работе, дирек-
тора Научно-исследовательского института же-
лезнодорожного транспорта. С февраля 2004 г. 
по июнь 2016 г. Александр Владимирович ректор 
Гомельского государственного университета 
имени Франциска Скорины. С 2016 г. – директор 
Научно-исследовательского физико-химического 
института ГГУ. 

А.В. Рогачёв – активно работающий ученый 
с мировым именем. Широкую известность име-
ют его фундаментальные работы в области элек-
тронно-лучевых и ионно-плазменных техноло-
гий. Он признан основателем научной школы в 
области физической химии композиционных, 
многослойных тонкопленочных систем на основе 
полимерных и неорганических материалов, син-
теза сложных химических соединений из актив-
ной газовой фазы. Является автором релаксаци-
онно-диффузионной теории межфазных процес-
сов, на основе которой активно развивается на-
учное направление в области физикохимии гете-
рогенных систем. 

А.В. Рогачёв – автор более 750 научных 
трудов, в том числе 8 монографий и учебных 
пособий, 82 авторских свидетельств и патентов. 
Под руководством А.В. Рогачёва защищено 16 
кандидатских диссертаций, он является научным 
консультантом двух соискателей, подготовив-
ших докторские диссертации.  

Научная деятельность А.В. Рогачёва высоко 
оценена в Республике Беларусь и за её пределами. 
В июне 2009 г. он избран членом-корреспондентом 
Национальной академии наук Беларуси.  

За выдающийся вклад в развитие науки и 
высшего образования А.В. Рогачёв награжден 
орденом Почета Республики Беларусь (2009 г.), 
ему присвоено почетное звание Заслуженного 
деятеля науки Республики Беларусь (2003 г.), 
почетного доктора Института химии новых ма-
териалов НАН Беларуси (2014 г.). Награжден 
памятной медалью академика П.Л. Капицы «Ав-
тору научного открытия» РАЕН (2002 г.), знаком 
«Почётный железнодорожник» (2003 г.). 

За большой вклад в социальную модерниза-
цию Китая, сотрудничество А.В. Рогачёв награ-
жден Премией дружбы Правительства КНР 
(2021), премией «Дружба Цзиньлин» провинции 
Цзянсу (2020), удостоен звания «Почетный гра-
жданин провинции Цзянсу» (2020), звания «По-
четный гражданин города Уси» (2022), звания 
«Человек года 2020 Нанкинского университета 
науки и технологии» (2020), звания «Почетный 
профессор Нанкинского университета науки и 
технологии» (2012), «Почетный профессор Тай-
юанского технологического университета» 
(2018), «Почетный профессор Боадинского тех-
нологического университета» (2023).  

Редколлегия журнала «Проблемы физики, 
математики и техники» поздравляет Александ-
ра Владимировича с юбилеем и желает крепкого 
здоровья, неиссякаемой энергии, творческих 
идей, новых научных достижений и успехов во 
всех сферах его многогранной деятельности!  

 

ЛЮДИ НАУКИ
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ПРАВИЛА ДЛЯ АВТОРОВ 
 

Статья, направляемая в редакцию журнала 
«Проблемы физики, математики и техники», 
должна:  

– соответствовать профилю журнала;  
– являться оригинальным произведением, 

которое не предоставлялось на рассмотрение и 
не публиковалось ранее в объеме более 25% в 
других печатных и (или) электронных изданиях, 
кроме публикации препринта (рукописи) статьи 
авторов (соавторов) на собственном сайте;  

– содержать все предусмотренные дейст-
вующим законодательством ссылки на цитируе-
мых авторов и источники опубликования заим-
ствованных материалов, автором (соавторами) 
должны быть получены все необходимые разре-
шения на использование в статье материалов, 
правообладателем (лями) которых автор (соавто-
ры) не является (ются). 

Статья не должна содержать материалы, не 
подлежащие опубликованию в открытой печати, 
в соответствии с действующими законодатель-
ными актами Республики Беларусь.  

Статья представляется на русском, белорус-
ском или английском языках в двух экземплярах 
на белой бумаге формата A4 c пронумерованны-
ми страницами. Одновременно в редакцию на-
правляется электронный вариант статьи на CD, 
или по электронной почте (e-mail: pfmt@gsu.by). 

Для подготовки статьи можно использовать 
редактор MS Word for Windows (2000/2003), 
шрифт – Times New Roman, 14 pt, все поля – 
2 см, или систему LaTeX c опцией 12 pt в стан-
дартном стиле article без переопределения стан-
дартных стилей LaTeX'а и введения собственных 
команд (все поля – 2 см). 

В левом верхнем углу первой страницы ста-
тьи ставится индекс УДК, ниже по центру на 
русском и английском языках: название статьи 
прописными буквами, инициалы и фамилия ав-
тора (авторов), название организации, в которой 
он (они) работает, аннотация (до 10 строк) и пе-
речень ключевых слов. 

Статья, как правило, должна содержать: вве-
дение, основную часть, заключение и литературу. 

Название статьи должно отражать основную 
идею исследования, быть кратким.  

Во введении дается краткий обзор литера-
туры, обосновывается цель работы и, если необ-
ходимо, отражается связь с научными и практи-
ческими направлениями. Обязательными явля-
ются ссылки на работы других авторов, публи-
кации последних лет в области исследования, 
включая зарубежные. 

Основная часть должна содержать описание 
методики, объектов исследования с точки зрения 
их научной новизны. Она может делиться на 
подразделы (с разъясняющими заголовками) и 
содержать анализ публикаций, относящихся к 
содержанию данных подразделов. 

 

Формулы, рисунки, таблицы нумеруются в 
пределах раздела, например: (1.1), (2.3), рисунок 
1.1, таблица 2.1. Нумерации подлежат только те 
формулы, на которые имеются ссылки. Номер 
формулы прижимается к правому краю страни-
цы, а сама формула центрируется. Рисунки и 
таблицы располагаются непосредственно в тек-
сте. Размер рисунков и графиков не должен пре-
вышать 1015 см. Полутоновые фотографии 
должны иметь контрастное изображение. Повто-
рение одних и тех же данных в таблицах и ри-
сунках не допускается. 

Каждая таблица должна иметь заголовок, в 
ней обязательно указываются единицы измере-
ния рассматриваемых величин. Размерность всех 
величин должна соответствовать Международ-
ной системе единиц измерений (СИ). Не допус-
кается сокращение слов, кроме общепринятых 
(т. е., и т. д., и т. п.). 

В заключении в сжатом виде формулируются 
полученные результаты, их новизна, преимущест-
ва и возможности практического использования.  

Список литературы должен содержать пол-
ные библиографические данные. Он составляет-
ся в порядке упоминания ссылок в тексте. Ссыл-
ки на неопубликованные работы не допускаются. 
Ссылки даются в оригинальной транслитерации. 
Порядковые номера ссылок по тексту указыва-
ются в квадратных скобках (например, [1], [2]). 
 Статья подписывается всеми авторами. К 
статье прилагаются: 

– сопроводительное письмо организации, в 
которой выполнена работа с просьбой об опуб-
ликовании; 

– сведения об авторах; 
– экспертное заключение о возможности 

опубликования статьи в открытой печати; 
– договор о передаче авторского права (в 

двух экземплярах). 
Сведения об авторах представляются на от-

дельной странице и содержат: фамилию, имя, от-
чество автора (авторов), ученую степень, звание, 
место работы и занимаемую должность, специа-
листом в какой области является автор, почтовый 
индекс и точный адрес для переписки, телефоны 
(служебный или домашний), адрес электронной 
почты. Следует указать автора, с которым нужно 
вести переписку и направление, к которому отно-
сится представленная работа (физика, математика, 
техника). 
 Поступившая в редакцию статья направля-
ется на рецензирование. В случае её отклонения 
редакция сообщает автору решение редколлегии 
и заключение рецензента, рукопись автору не 
возвращается. Решение о доработке статьи не 
означает, что она принята к печати. После дора-
ботки статья вновь рассматривается рецензентом 
и редакционной коллегией. 
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Редакция оставляет за собой право произво-
дить редакционные изменения и сокращения, не 
искажающие основное содержание статьи. 
 Статьи, не отвечающие перечисленным тре-
бованиям, к рассмотрению не принимаются и 
возвращаются авторам. Датой получения руко-
писи считается день получения редакцией окон-
чательного варианта. 
 Авторы несут ответственность за направление 
в редакцию уже ранее опубликованных статей или 
статей, принятых к печати другими изданиями.  

Редакция предоставляет право первоочередно-
го опубликования статей лицам, осуществляющим 
послевузовское обучение (аспирантура, докторанту-
ра, соискательство) в год завершения обучения. 
Плата за опубликование статей не взимается. 

 Всю корреспонденцию следует направлять 
простыми или заказными письмами (бандероля-
ми) на адрес редакции.  

Образец оформления статьи, сведений об ав-
торах, экспертного заключения и текст договора о 
передаче авторского права размещены на сайте 
журнала по адресу http://pfmt.gsu.by.  
 Журнал включен в каталог печатных 
средств массовой информации Республики Бела-
русь. Индекс журнала: 01395 (для индивидуаль-
ных подписчиков), 013952 (для предприятий и 
организаций). 
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GUIDELINES FOR AUTHORS 
 

In order for papers submitted to be published in 
the journal “Problems of Physics, Mathematics and 
Technics” the following rules should be taken into 
account: 
 – the paper should be in agreement with the 
type of the journal; 

– the paper should be an original work, it 
should not have been submitted for consideration or 
previously published in the bulk over 25% in an-
other scientific edition and (or) electronic publica-
tions with the exception of preprint publication 
(manuscript) of the paper of the authors (coauthors) 
on their own website; 
 – the paper should contain all statutory refer-
ences to the cited authors and published sources of 
the borrowed material. The author (coauthors) must 
obtain all the necessary permissions for the use of 
materials in the article, in the event that he is (they 
are) not their right holder (right holders). 

The paper should not contain the materials 
suppressed for publication in the press in accordance 
with the laws of the Republic of Belarus. 

Contents of a paper should be written in line 
with the scope of the journal. The paper should be 
written in Russian, Belarusian and English, edited 
thoroughly and submitted in two copies to the Edito-
rial Office. The manuscript should be printed on A4 
white paper with all pages numbered. In addition, 
the  authors  must  submit  the  electronic  version  
of their manuscript  either  on a CD or by e-mail  
(e-mail: pfmt@gsu.by). 

To prepare a paper it is possible to use MS 
Word for Windows (2000/2003), Times New Roman 
type, 14 pt. All margins are 2 cm. The author may 
also use 12 pt LaTeX in standard style article with-
out redefinition of the margins and introduction of 
the author’s commands. 

Index UDC is sited in the left corner of the first 
page. The title of the paper in capital letters is fol-
lowed by the name(s) of the author(s), authors' af-
filiations and full postal addresses next to which are 
an abstract of no more than ten lines and keywords. 
Relevant keywords should be placed just after the 
Abstract. 

A paper, as a rule, should include Introduction, 
Body Text, Conclusion and Literature. The title of 
the paper must be concise. It describes the main idea 
of your research. 

In the Introduction the author gives a brief re-
view of literature, his grounds and specific objec-
tives, he describes links with scientific and practical 
branches. All background information such as refer-
ence to the papers of others authors and some 
previous publications (including foreign ones) in the 
field of investigation is necessary. 

The main part should contain description of the 
techniques used and objects of investigation within a 
large scientific framework. This part may be divided 
into subsection (with explanatory headings). It provides 

the readers with the analysis of the publications on 
the problem described in these subsections. 

Formulas, figures and tables should be sequen-
tially numbered in the framework of the section, for 
example: (1.1), (2.3), figure 1.1, table 2.1. The author 
should number only the formulas with appropriate 
references. The formula number is placed on the right 
side of the page and the formula itself is centred. 

Figures and tables should be put into a contex-
tual framework. The size of figures and charts does 
not exceed 10х15 cm. Halftone photos should be 
glossy and contrast. Do not repeat extensively in the 
text the data you have presented in tables and figures. 

Each table should have the heading, in which 
units of measure describe the values under consid-
eration. All measurements and data should be given 
in SI units, or if SI units do not exist, in an interna-
tional accepted unit. The authors are advised to 
avoid abbreviations except for generally accepted 
ones (i. e., etc.). Define all abbreviations the first 
time they are used. 

In the Conclusion the received data are de-
scribed in concise form. The novelty of these results, 
advantages and possibility of practical use are pre-
sented. 

Publications cited in the text should be pre-
sented in a list of references following the text of the 
manuscript. References should be given in their 
original spelling, numbered in the order they appear 
in the text and contain full bibliography. Please, do 
not cite unpublished papers. The numbers of refer-
ences are sited in square brackets (e. g. [1], [2]). 

The paper should be signed by all authors. 
The following documents should be attached to 

the article: 
– covering letter of the organization in which 

the work was done with a request for publication; 
– information about the authors; 
– expert opinion on the possibility of publish-

ing an article in the press; 
– treaty on the transfer of the copyright (two 

copies). 
The authors should provide the following in-

formation on a separate sheet: surname, first name, 
patronymic, science degree, rank and correct postal 
address for correspondence, organization or com-
pany name and position, title, research field, home 
or office phone numbers, and e-mail address. 

Then the paper is sent to the Editorial Board to 
be reviewed. The Editorial Office informs the au-
thors of paper denial and the reviewer's conclusion 
without returning the manuscript. A request to revise 
the manuscript does not imply that the paper is ac-
cepted for publication since it will be re-reviewed 
and considered by the Editorial Board. The authors 
of the rejected paper have the right to apply for its 
reconsideration. 

The Editorial Board has the right to edit the 
manuscript and abridge it without misrepresenting 
the paper contents. 
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Papers not meeting the above requirements are 
denied and returned to the authors. The date of re-
ceipt of the final version by the Editorial Office is 
considered as the submission date. 

Authors are responsible for the submission of 
their publication because submission is a representa-
tion that the paper has not been previously published 
and is not currently under consideration for publica-
tion elsewhere. The Editorial Board charters top-
priority for postgraduate students (postgraduate 
course, persons working for doctor's degree, com-
petitors for scientific degree) during the current year 

of the completion of a course. Publication of the 
paper is free of charge. 

Samples of the preparation of an article, infor-
mation about the authors, expert opinion and the text 
of the treaty on the transfer of the copyright are 
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