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DIRAC LIKE EQUATIONS AND GENERALIZED MAJORANA FIELDS,  

INTRINSIC SYMMETRIES 

P.P. Andrusevich1, V.A. Red’kov2 
1Brest State College of Communication 

2B.I. Stepanov Institute of Physics of the National Academy of Sciences of Belarus 
 

Аннотация. Для многокомпонентного матричного уравнения ( ) 0m       вводится понятие внутренней симмет-

рии. Эти симметрии должны сохранять форму уравнения и соответствующий лагранжиан должен быть инвариантен 
относительно преобразования симметрии. Накладывается дополнительное требование: преобразования симметрии 
должны сохранять майорановскую природу полей. Это означает, что если функция A  является действительной 

(мнимой) частью волновой функции, то после преобразования функция остается действительной (мнимой). Исследо-
ваны многокомпонентные поля Майораны, которые могут быть связаны с одним, двумя, тремя и четырьмя полями  
Дирака, как массивными, так и безмассовыми. Установлены группы преобразований симметрии для этих полей. 
 
Ключевые слова: обобщенные дираковские и майорановские поля, лагранжев формализм, внутренняя симметрия. 
 
Для цитирования: Андрусевич, П.П. Диракоподобные уравнения и обобщенные майорановские поля, внутренняя 
симметрия / П.П. Андрусевич, В.А. Редьков // Проблемы физики, математики и техники. – 2024. – № 1 (58). – С. 7–15. – 
DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2024_1_58_7. – EDN: TZLPQY 
 
Abstract. We start with the the multicomponent matrix equation ( ) 0m      , and introduce the concept of the intrinsic 

symmetry. These symmetries should preserve the form of the basic equation. The relevant Lagrangian should be invariant under 
the intrinsic symmetry transformation. We will impose one additional requirement on symmetry transformations: such trans-
formations should preserve the Majorana nature of the fields. This means that if the function A  is real (imaginary) part of the 

wave function, then after symmetry transformation the function remains real (imaginary). The situation for massless field 
0      is substantially different. The Lagrangian invariance with respect to intrinsic symmetry transformation for massless 

case coincide with that for massive case. The main accent will be done on multicomponent Majorana fields, which can be  
related to one, two, three and four Dirac fields. 
 
Keywords: generalized Dirac and Majorana fields, Lagrangian formalism, intrinsic symmetry. 
 
For citation: Andrusevich, P.P. Dirac like equations and generalized majorana fields, intrinsic symmetries / P.P. Andrusevich, 
V.A. Red’kov // Problems of Physics, Mathematics and Technics. – 2024. – № 1 (58). – P. 7–15. – DOI: https://doi.org/ 
10.54341/20778708_2024_1_58_7 (in Russian). – EDN: TZLPQY 

 
 

Introduction 
The theory of relativistic wave equations is the 

base for description of the elementary particles and 
their interaction. It started with the investigations of 
P.A.M. Dirac [1], W. Pauli [2], and M. Fierz [3]. 
These studies were proceeded by H.J. Bhabha [4] 
and Harish – Chandra [5]. They proposed for de-
scription of particles to apply the first order equa-
tions in matrix form  

( ) 0,m                          (0.1) 

where   stands for wave functions,   designates 

square matrices, m is the mass parameter. 
In this field, the investigation by I.M. Gelfand 

and A.M. Yaglom [6] in which the general method 

for constructing the wave equations in matrix form 
(0.1) for particles with any sets of spin and mass 
states was developed was very important. Substan-
tial contribution in this theory was done by F.I. Fe-
dorov et. all [7], [8]. Important contribution in study-
ing the algebras of the matrices   and develop-

ment of the methods of calculation was done by L.A. 
Shelepin [9]. Also significant contribution was done 
by V.I. Fuschich and A.G. Nikitin [10], [11]. They 
proved existence of invariance for many physical 
equations on the base of non Lie-like symmetries. 

There exists a special way for describing the 
intrinsic degrees of freedom and additional charac-
teristics of the particles, it is based on the use of 

ФИЗИКА
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extended sets of representations of the Lorentz 
group. The known example is the Dirac-Kähler sys-
tem referring to the particle with two spin states 
( 0,1)s   and degeneration in intrinsic parities. 

Firstly, the Dirac-Käahler equation was formulated 
in tensor form by C.G. Darwin [12]. For describing 
the electron in external Coulomb field he proposed 
to apply the complicated tensor system of equations. 
In this way, he derived the energy spectrum in pres-
ence of external  Coulomb field which coincides 
with that in the Dirac theory. Later on, this Darwin 
equation was rediscovered by many researchers. The 
mostly known is the paper by E. Kähler [13], where 
the formalism of differential forms was used. In the 
papers of V.I. Strazhev with coauthors [14], [19], 
this system was studied in detail within the conven-
tional theory of relativistic wave equations. 
 Intrinsic symmetries for massless Dirac equa-
tion were considered many years ago by W. Pauli 
[20] and F. Gursey [21]. The main goal of the pre-
sent paper is to generalize their approach to the cases 
of 2, 3, 4 Dirac fields, both massive and massless, 
the accent will be given to the case of Majorana par-
ticles related to 1, 2, 3, 4 bispinor fields. 
 

1 Basic Definitions 
Let us start with the matrix equation and corre-

sponding Lagrangian 
( ) 0, ( ) .m L m

                (1.1) 

Under the intrinsic symmetry transformations we 
mean linear transformations A AB BQ    which 

obey a number of conditions. They should preserve 
the form of equation (1.1), this leads to 

( ) 0 ( ) 0,

[ , ] 0.

m Q m

Q
   

 

         

 


  (1.2) 

Lagrangian (1.1) should be invariant under the trans-
formation Q, this requirement provides us with the 
following restriction 

.Q Q      (1.3) 

We will impose one additional requirement on 
symmetry transformations. Such transformations 
should preserve the Majorana nature of the field. 
This means that if the function A  is real (imagi-

nary) part of the complete wave function, then after 
symmetry transformation the function A AB BQ    

remains real (imaginary). Henceforth, this require-
ment is called the Majorana condition. Now let us 
specify the massless case 

0.        (1.4) 

The requirement of invariance for that equation 
leads to two alternative restrictions 

1 1

2 2

0 [ , ] 0,

0 [ , ] 0.

Q Q

Q Q
   

   

      

      
 (1.5) 

Additional requirement of Lagrangian invari-
ance also leads to two possibilities. One is 

1, , 0;L L Q  
       it reduces to yet known con-

straint (1.3), which arose in the massive case. The 
other possibility is as follows  

2, , 0;L L Q  
        

whence we obtain 2 2 .Q Q
     Keeping in 

mind the relation 2 , 0,Q  
     we conclude that 

the last relation is equivalent to the known restric-
tion (1.3). Thus, the Lagrangian invariance with re-
spect to intrinsic symmetry transformation both for 
massive and massless cases assumes one and the 
same constraint (1.3). 

For infinitesimal one-parametric intrinsic 
symmetry transformation 1 ,Q J   relation (1.3) 

takes on the simple form 
( ) .J J           (1.6) 

 
2 One Dirac Field 
Let us consider one Dirac equation for a parti-

cle with nonzero mass ( ) 0,m       where   

transforms as a bispinor; we used the metric with 
imaginary unit, ( , ).x x ict 


 Below we will apply 

Majorana representation to the Dirac matrices [22]: 

1 1 1 2 3 2

3 1 3 4 1 2

, ,

, ,

I       

       
     (2.1) 

i  designate the Pauli matrices. Allowing for identi-

ties * * * *
4 4 4 4, , , ,i i i i             we get 

  *
1 1 2 2 3 3 4 4 0.m                  (2.2) 

Summing and subtracting two last equations, we 
obtain ( ) 0,m       where the 8-component 

wave function   has the structure 

* *

( , ),

1 1
( ), ( ),

2 2

r i r

i

     

      
    (2.3) 

the matrices   are defined by the formula 

2 .I      In this Majorana basis, the most gen-

eral form of transformation Q (1.2) is 

11 12
4 4

21 22

, ;mn

q q
Q I q I q C

q q
         (2.4) 

8-dimensional symmetry transformations are de-
composed into the linear combinations 

0 1 1 2 2 3 3 ,Q I J J J               (2.5) 

the matrices kJ  satisfy the commutation relations 

for (2) :su  

31 2
1 4 2 4 3 4, , ,

2 2 2
[ , ] .i j ijk k

i
J I J I J I

J J i J

 
     

 
 (2.6) 

The above Majorana condition leads to the fol-
lowing restrictions on parameters: 1  is imaginary, 

and 2 3,   are real, below we will apply the 
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notations 1 1 2 2 3 3, , .i          The determi-

nant of the Q equals 

 
 
 
 

2 2 2 2
1 2 3 0

2 2 2 2
1 2 3 0

2 2 2 2
1 2 3 0

2 2 2 2
1 2 3 0

det 1

1

1;

Q

i

i

      

     

      

     

 

because the total multiplier at Q has no physical 
meaning, we set det 1,Q    so obtaining 

 
 
 
 

2 2 2 2
1 2 3 0

2 2 2 2
1 2 3 0

2 2 2 2
1 2 3 0

2 2 2 2
1 2 3 0

1

1

0.

i

i

     

     

      

     

 

whence we get two alternative possibilities 
2 2 2 2

1 2 3 0

2 2 2 2
1 2 3 0

1,

1.

    

     
       (2.7) 

The existence of Lagrangian formulation (1.2) leads 
to additional restrictions: the symmetry transforma-
tion may include only one generator 1 :J  

0 1 1;Q I i J           (2.8) 

correspondingly relations (2.7) take on the form 
2 2 2 2

1 0 1 01, 1.               (2.9) 

It is readily verified that the Majorana condition 
forbids the second variant in (2.9). The finite trans-
formation has the structure 

0 1 0 1

2 2
1 0

, ,

1.

r r i i i ri i              

  
 (2.10) 

Real and imaginary parts get entangled by this trans-
formation, however the spiting into real and imagi-
nary parts is not destroyed. Transformations (2.10) 
make up the Abelian group U(1). 
 In fact, this model can be easily reduced to the 
form when we may speak about two 8-dimensional 
Majorana fields, real and imaginary. Indeed, let it be 

, ,i r r ii i       then (2.9) are re-written as  

follows 

0 1 0 1, .r r r i i i


             

 
3 The System of Two Dirac Fields 
Let us consider the system of two Dirac fields 

1 2( ) 0, ( ) 0,m m                 (3.1) 

where 1 2,   stand for two bispinors, as in the 

above we apply the Dirac matrices to Majorana ba-
sis. Further we derive the standard matrix form of 
the 16-component equation 

1 2 1 2

4

( ) 0, ( , ; , ),

.

r r i im

I
 

 

          

   
  (3.2) 

The most general form of the relevant symmetry 
transformations should have the structure 

4Q q I  , where q is a certain 4 4  matrix. This 

matrix can be decomposed into the complete set 

4 5 1 2 3 4 5, , , , ,I                where indices in 

    take the the values {23,31,12,14, 24,34} . 

Therefore, the transformations Q may be presented 
with the help of 16 basic elements 

5
16 4 5 4

5
5 4 4

, , ,

, ;

I J I J I

J i I J i I




 
  

     

       
   (3.3) 

expressions for 5J   and J   are multiplied by 
imaginary unit in order to have corresponding gen-
erators Hermitian. Let us numerate the generators as 
follows 

5
1 4 5

5
6 9 10 15

... , ,

... , ... .

J J J J J

J J J J J J



 

 

 
  (3.4) 

Applying the Majorana requirement to 1-parametric 
transformations 

1 , 1,...,15, (no summing in )s sQ J s s    (3.5) 

we get additional restrictions on parameters: 
– imaginary 1 3 7 9 11 14, , , , , ;       

 – real 2 4 5 6 8 10 12 13 15, , , , , , , , .          

 From the Lagrangian invariance we get 15 re-
strictions on generators 

4 4( ) , 1,...,15, .s s s sJ J s I          (3.6) 

The direct verification of equations (3.6) with 
the use of explicit expressions for generators shows 
that only 6 generators satisfy these constraints 

1 3 7 9 11 14, , , , , .J J J J J J  Thus, the Lagrangian is invari-

ant only under 1-parametric transformations with 
generators 

1 1 4 3 3 4

11 3 1 4 7 2 5 4

9 4 5 4 14 2 4 4

, ,

, ,

, .

J I J I

J i I J i I

J i I J i I

     

       
       

  (3.7) 

These generators lead to finite transformations with 
the structure 

1 2

3 4

,
R iR

iR R i







     (3.8) 

where 1 2 3 4, , ,R R R R  are real 8 8  matrices, and 

,    are real 8-dimensional columns. These 

transformations entangle 8 real and 8 imaginary 
components, however the splitting into real and 
imaginary part is not destroyed. It is readily verified 
that two triples of generators 

1 7 2 9 3 14

1 1 2 3 3 11

1 1 1
, , ;

2 2 2
1 1 1

, , ,
2 2 2

S J S J S J

S J S J S J

  

    
  (3.9) 

obey the Lie algebra (2) :su  [ , ]i j k ijkS S iS    and 

] .[ ,i j k ijkS S iS     These two sets commute with 

each other, [ , ] 0.i jS S    In other words, these trans-

formations make up a 6-parametric group with the 
structure (2) (2).SU SU  
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4 The System of Three Dirac Fields 
Let us consider the system of three Dirac fields 

( ) 0, 1,2,3,im i           (4.1) 

where 1 2 3, ,    are bispinors. We obtain the stan-

dard matrix form of the equation 

6

1 2 3 1 2 3

( ) 0, ,

( , , , , , ).r r r i i i

m I           

       
 (4.2) 

Intrinsic symmetry transformations Q are presented 
by complex 24 24  matrices, which commute with 
the matrices .  In Majorana basis, the most general 

structure of the matrix Q is 4 ,Q q I   where q is a 

complex 6 6  matrix. This matrix q can be decom-
posed in the linear combination of the basic matrices 

6 3 2, , , ;i A i AI I I          (4.3) 

where A  stand for generators of the group (3),SU  

1 8.A    
Let us take 8 Hermitian generators A  for the 

group (3)SU  as follows [23]: 
11 33 22 33 23 32

1 2 3

13 31 12 21 23 32
4 5 6

31 13 12 21
7 8

, , ,

, , ( ),

( ), ( ),

e e e e e e

e e e e i e e

i e e i e e

        

         

       

 (4.4) 

where ije  stand for the elements of the complete 

matrix algebra. Their explicit form is 

1

1 0 0

0 0 0 ,

0 0 1

 


 2

0 0 0

0 1 0 ,

0 0 1

 


 3

0 0 0

0 0 1 ,

0 1 0

   

4

0 0 1

0 0 0 ,

1 0 0

   5

0 1 0

1 0 0 ,

0 0 0

       (4.5) 

6

0 0 0

0 0 ,

0 0

i

i

    7

0 0

0 0 0 ,

0 0

i

i


   8

0 0

0 0 .

0 0 0

i

i


   

They relate to Okubo matrices [24] in the fol-
lowing way 

1
1

2 0 0
1

0 1 0 ,
3

0 0 1

a  


2
1

0 1 0

0 0 0 ,

0 0 0

a   3
1

0 0 1

0 0 0 ,

0 0 0

a   

1
2

0 0 0

1 0 0 ,

0 0 0

a   2
2

1 0 0
1

0 2 0 ,
3

0 0 1

a





 

 3
2

0 0 0

0 0 1 ,

0 0 0

a   1
3

0 0 0

0 0 0 ,

1 0 0

a          (4.6) 

2
3

0 0 0

0 0 0 ,

0 1 0

a   3
3

1 0 0
1

0 1 0 .
3

0 0 2

a


   

We can easily derive the following relations between 
these two sets 

1 2 1 2 3 2
1 1 2 2 1 2 3 2 3

3 1 2 1 3 2
4 1 3 5 1 2 6 2 3

3 1 2 1
7 1 3 8 1 2

2 , 2 , ,

, , ( ),

( ), ( ).

a a a a a a

a a a a i a a

i a a i a a

        

         

       

 

In application of the group (3)SU , the Gell-

Mann matrices are commonly used [23], they are 
related to the above matrices i  (4.4) by the formulas 

1 5 2 8 3 1 2

4 4 5 7 6 3

7 6 8 1 2

1 1 1
, , ( ),

2 2 2
1 1 1

, , ,
2 2 2
1 1

, ( ).
2 2 3

         

        

      

 (4.8) 

Let us turn back to the study of the symmetries Q for 
a 24-component field. The relevant transformations 
are determined by 35 Hermitian generators; it is 
convenient to numerate them 

1 3 3 4

4 11 2 4

12 35 4

... ( ) ,

... ( ) ,

... ( ) .

i

A

i A

J J I I

J J I I

J J I

   

  
   

             (4.9) 

It should be noted that only generators 

1 2 3, ,J J J  have quadratic minimal polynomial, the 

remaining 32 generators have the cubic minimal 
polynomial: 2 33 1;32 .       Minimal 
polynomials for generators based on Gell-Mann 
3 3  matrices have more complex structure: 

2 2
1 2 3 11

4 2
19 27 35

3 2
, , 1; ;

3 3
5 4

, , ;
3 9

J J J J

J J J

      

    
 (4.10) 

for 28 remaining generators the minimal polynomi-
als are cubic 3 .    Below we will apply the gen-
erators (4.9). 

The Majorana condition for 1-parametric trans-
formations leads to the following constraints for 35 
parameters :  

– real 

2 3 4 6 7 9

11 13 16 31 33 35

18 20 22 23 25 27 28 30

, , , , , ,

, , , , , ;

, , , , , , , ,

     

     
       

 (4.11) 

– imaginary 

1 5 8 10 12 14 15 17

19 21 24 26 29 32 34

, , , , , , , ,

, , , , , , .

       
      

    (4.12) 

The Lagrangian requirement (1.6) is satisfied only 
for imaginary parameters (4.12). 

Thus, the intrinsic symmetry transformations 
are determined by the following 15 generators 

1 1 3 4 9 2 6 4

10 2 7 4 11 2 8 4

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) ,

J I I J I I

J I I J I I

      
     

 

12 1 1 4 13 1 2 4( ) , ( ) ,J I J I         
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14 1 3 4 15 1 4 4

16 1 5 4 25 2 6 4

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) ,

J I J I

J I J I

       

       
(4.13) 

26 2 7 4 27 2 8 4( ) , ( ) ,J I J I         

33 3 6 4 34 3 7 4

35 3 8 4

( ) , ( ) ,

( ) .

J I J I

J I

       
   

 

Only the generator 1J  has a quadratic minimal poly-

nomial, the 14 remaining ones have a cubic minimal 
polynomial. The study of commutators for genera-
tors shows that there exist two triples of generators 
which make up subgroups isomorphic to (2) :su  

9 13 14 1 2 3

10 12 15 1 2 3

1
( , , ) ( , , ),

2
1

( , , ) ( , , ).
2

J J J S S S

J J J S S S



  
     (4.14) 

All the generators in sets (4.14) have cubic minimal 
polynomial; besides, the generators from different 
triples commute with each other. Recall that these 
triples are realized on the matrices of dimension 
24 24.  

Let us write down the structure of the finite 
1-parametric transformations relation to generators 
(4.13). The finite 1-parametric transformations for 
generators with minimal polynomial are 

21 sin (cos 1) ;U i         (4.15) 

for the case of a quadratic polynomial we get 
cos sin .U i     

Because all 15 one-parametric transformations 
are symmetries, we can conclude that all products of 
them will provide us with symmetries as well. 
 

5 The System of 4 Dirac Fields 
Let us consider the system of 4 Dirac fields 

( ) 0, ( 1,2,3,4),im i          (5.1) 

whence we get the standard matrix equation 

8

1 2 3 4 1 2 3 4

( ) 0, ,

( , , , , , ).r r r r i i i i

m I           

         
    (5.2) 

Transformations of intrinsic symmetry Q are 
determined by complex 32 32  matrices, they 
should commute with the matrices .  In Majorana 

basis the most general form of Q is as follows 

4 ,Q q I   where q  stands for a complex 8 8  

matrix. It can be decomposed in the complete set of 
basic 8 8  matrices: 

8 2 5 2 5 2 2

5 5 4

, , , , ,

, , , , .i i i i i

I I I I I

I
   

   

         

          
 (5.3) 

The symmetry transformations for a 32-compo-
nent field are determined by 63 generators; let us list 
them as shown below  

1 4 2 4

5 5 5 2 4

... ( ) ,

( ) ,

J J J I I

J J I I
     

    
 

5 6 9 5 2 4

[ ] 10 15 2 4

... ( ) ,

... ( ) ,

J J J i I I

J J J i I I
 

  

     

     
 

16 27 4

5 28 30 5 4

... ( ) ,

... ( ) ,
i i

i i

J J J I

J J J I
     

    
   (5.4) 

[ 5 ] 31 42 5 4

[ ] 43 60 4

... ( ) ,

... ( ) ,
i i

i i

J J J i I

J J J i I
 

  

     

     
 

4 61 63 4 4... ( ) .i iJ J J I I     

All generators are Hermitian, and have a quadratic 
minimal polynomial, 2

... .J I  The Majorana condi-

tion for 1-parametric transformations leads to the 
constrains on 63 parameters :  

– real 35 

2 4 5 6 8 10 12 13 15

17 19 21 23 25 27 28 30

, , , , , , , , ,

, , , , , , , ,

        
       

 

31 33 35 37 39 41 43 45 47

49 51 52 54 56 58 60 61 63

, , , , , , , , ,

, , , , , , , , ;

        

        
    (5.5) 

– imaginary 28 

1 3 7 9 11 14 16 18 20

22 24 26 29 32 34 36 38

, , , , , , , , ,

, , , , , , , ,

        
       

      (5.6) 

40 42 44 46 48 50 53 55 57 59 62, , , , , , , , , , .            

The Lagrangian formulation (1.6) of the theory 
is possible only for 28 one-parametric transforma-
tions with imaginary   (5.6). Thus, the intrinsic 
symmetry transformations are determined by the 28 
generators 

1 1 2 4 3 3 2 4

7 2 5 2 4 9 4 5 2 4

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) ,

I I J I I

J i

J

I I J i I I

       
         

 

11 3 1 2 4 14 2 4 2 4( ) , ( ) ,J i I I J i I I           

16 1 1 4 18 1 3 4

20 2 2 4 22 3 1 4

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) ,

J I J I

J I J I

       

       
 (5.7) 

24 3 3 4 26 4 2 4( ) , ( ) ,J I J I         

29 5 2 4 32 1 5 2 4

34 2 5 1 4 36 2 5 3 4

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) ,

J I J i I

J i I J i I

        

         
 

38 3 5 2 4 40 4 5 1 4( ) , ( ) ,J i I J i I           

42 4 5 3 4 44 2 3 2 4

46 3 1 1 4 48 3 1 3 4

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) ,

J i I J i I

J i I J i I

         
         

 

50 1 2 2 4 53 1 4 2 4( ) , ( ) ,J i I J i I           

55 2 4 1 4 57 2 4 3 4

59 3 4 2 4 62 4 2 4

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) .

J i I J i I

J i I J I I

         

       
 

All the generators have dimension 32 32,  and 
can be presented with the use of blocks of dimension 
8 8.  The study of the structure of these generators 
permits us to make the following conclusions. 
 1. Among the generators (5.6) one can separate 
56 triples, each of them obeys the commutative rela-
tions of the Lie group (2).su  For instance the triples, 

7 70 29 7 32 50 70 40 55( , , ), ( , , ), ( , , )J J J J J J J J J  and so on. 

2. For each of 56 triples there exist 10 other 
triples which commute with the generators from the 
first triple. For instance, the triple 16 36 59( , , )J J J  

commutes with the following 10 concomitant triples 



P.P. Andrusevich, V.A. Red’kov 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (58), 2024 12 

1 20 50 1 24 48 1 29 32

7 70 29 7 32 50

( , , ), ( , , ), ( , , ),

( , , ), ( , , ),

J J J J J J J J J

J J J J J J
 

70 40 55 20 40 48 24 32 55

24 40 50 29 48 55

( , , ), ( , , ), ( , , ),

( , , ), ( , , ).

J J J J J J J J J

J J J J J J
 (5.8) 

The generators from the basic triple do not enter 
concomitant 10 triples 

basic concomit

basic concomit

[ , ] 0, 1 10;

0.

A

A

J J A

J J

   

 
         (5.9) 

In other words, each triple generates 10 subgroups 
with the structure (2) (2).su su  

 
6 The System of One Massless Dirac Field 
Let us consider one Dirac equation with zero 

mass 0     , it may be presented in matrix form 

0,      where   is an 8-component wave 

function (2.3). Because the field under consideration 
is massless, the intrinsic symmetry transformations 
may commute or anticommute with the basic matri-
ces 1 2[ , ] 0, [ , ] 0.Q Q        The first condition 

was analyzed in the above. So we are to study only 
the second condition. The structure of symmetries 

2Q  should be as follows 2 2 5 ,Q q    where 2q  

stands for an arbitrary complex matrix 2 2.  Be-
cause the matrix 2q  can be decomposed in the set of 

2 1 2 3, , ,I    , the symmetries 2Q  are determined by 

4 elements (for massless cases, we will designate 
generators by symbol L): 

1 1 5 2 2 5

3 3 5 0 2 5

, ,

, .

L L

L L I

       

      
      (6.1) 

The Majorana condition leads to the following re-
strictions on parameters of 1-parametric transforma-
tions 2 1 :Q L   1  is real, 2 ,  3 ,  0  are 

imaginary. The existence of the Lagrangian formula-
tion (1.6) is possible only for one generator 

1 1 5.L      Let us recall that the first symmetry 

transformation 1Q  leads to the following result  

1 1 4 ,J I    1(  is imaginary).        (6.2) 

We can see that transformations corresponding to 1J  

and 1L  are substantially different. Let us consider 

the finite transformations 1Q  and 2 :Q  

1 0 8 1 1 2 0 8 1 1, ;Q a I ia J Q b I b L             (6.3) 

,i ia b  are real. For these symmetries, the Lagrangian 

condition Q Q    leads to restrictions 
2 2 2 2
0 1 0 11, 1.a a b b         (6.4) 

Evidently, the product of 1Q  and 2Q  also is a sym-

metry transformation 

1 2 2 1

0 0 8 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1,

Q Q Q Q Q

a b I a b L ib a J ia b J L

  
   

     (6.5) 

where 1 1 1 1 2 5.J L L J I     It is readily proved that 

the Lagrangian condition for the transformation (6.5)  

leads to restriction 
2 2 2 2
0 1 0 1( )( ) 1.a a b b       (6.6) 

Imposing the proper normalization, we rewrite the 
formulas (6.3) as follows 

1 8 1

2 8 1

cos sin ,

cosh sinh .

Q I i J

Q I L

   
   

     (6.7) 

 
7 The System of Two Massless Fields 
Let us consider the system of two equations 

1 2

1 2 1 2

0, 0 0,

( , , , ).r r i i

                

     


   (7.1) 

The intrinsic symmetry transformations obey 
the commutation or anticommutation relations 

1 2[ , ] 0, [ , ] 0.Q Q        The study of the com-

mutation condition was performed in the above. Be-
low we shall analyze the anticommutation condition. 
The structure of  relevant matrix 2Q  should be 

2 5.Q q    The matrix 4 4q   can be decomposed 

into the set of 16 matrices  

4 5 1 2 3 4 5, , , , .I                

Therefore the intrinsic symmetry transformations 

2Q  may be defined with the help of 15 generators 
5

5 5 5

5
5 5 5

, ,

, .

L L

L i L i




 
  

       

         
    (7.2) 

Let us numerate them as follows 
5

1 4 5

5
6 9 10 15

... , ,

... , ... .

L L L L L

L L L L L L



 

 

 
         (7.3) 

For 1-parametric transformations 2 1 ,Q L   

obeying the Majorana condition, we find the follow-
ing restrictions on parameters 

– real 1 3 7 9 11 14, , , , , ;       

– imaginary 

2 4 5 6 8 10 12 13 15, , , , , , , , .          

The study of Lagrangian condition (1.6) shows that 
the appropriate are the generators corresponding to 
real-valued parameters 

1 1 5 3 3 5 11 3 1 5

7 2 5 5 9 4 5 5 14 2 4 5

, , ,

, , .

L L L i

L i L i L i

            
              

(7.4) 

Let us study the Lagrangian condition for finite 
transformations 2Q  (1.3): 

2 2 4 4

2 0 16 1 1 2 3 3 7 4 9 5 11 6 14

, ,

;

Q Q I

Q b I b L b L b L b L b L b L

      

      
 

whence we find two solutions 
 1) 2 0 16 1 1 2 3 5 11,Q b I b L b L b L     

             2 2 2 2
0 1 2 5 1;b b b b     

 2) 2 0 16 3 7 4 9 6 14 ,Q b I b L b L b L     

             2 2 2 2
0 3 4 6 1;b b b b        (7.5) 

all parameters ib  are real-valued, so in parametric 

space the signature is ( , , , ).     
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Similarly, we consider the Lagrangian condi-
tion for finite transformations 1Q  (1.3) 

1 1 4 4

1 0 16 1 1 2 3

3 7 4 9 5 11 6 14

, ,

,

Q Q I

Q a I ia J ia J

ia J ia J ia J ia J

      
   

   

 

whence we obtain two solutions 
 1) 1 0 16 1 1 2 3 5 11,Q a I ia J ia J ia J     

             2 2 2 2
0 1 2 5 1;a a a a     

 2) 1 0 16 3 7 4 9 6 14 ,Q a I ia J ia J ia J     

             2 2 2 2
0 3 4 6 1;a a a a                (7.6) 

all parameters ia  are real, in the parametric space 

we have the signature ( , , , ).     In relations (7.5) 

and (7.6) all the generators are Hermitian. 
Let us change the notations for the generators 

1 7 2 9 3 14

1 1 2 3 3 11

1 1 1
, , ,

2 2 2
1 1 1

, , ;
2 2 2

S J S J S J

S J S J S J

  

    
  (7.7) 

1 7 2 9 3 14

1 1 2 3 3 11

1 1 1
, , ,

2 2 2
1 1 1

, , .
2 2 2

s L s L s L

s L s L s L

  

    
 

Then for symmetries 1Q  we get more symmet-

rical formulas 
1) 1 0 16 3 1 4 2 6 3 ,Q a I ia S ia S ia S     

    [ , ] ,i j k ijkS S iS                (7.8) 

2) 1 0 16 1 1 2 2 5 3 ,Q a I ia S ia S ia S       

    ] ,[ ,i j k ijkS S iS      

in (7.8) we can see two commuting 3-parametric 
groups with the structure (2),su  [ , ] 0.i jS S    For 

the case 2Q  we have 

 1) 2 0 16 3 1 4 2 6 3 ,Q b I b s b s b s     

 2) 2 0 16 1 1 2 2 5 3.Q b I b s b s b s        (7.9) 

We can see that all four triples of the generators 
from symmetries 1Q  and 2Q  are mixed in the fol-

lowing way: 
[ , ] ,[ , ] ,

[ , ] ,[ , ] .

i j ijk k i j ijk k

i j k ijk i j k ijk

s s i S s s i S

S s is S s is

 

 

       

       
   (7.10) 

Within the commutating relations (7.10) we can 
separate two 6-parametric subgroups: 
 – the first is 

0 16 3 1 4 2 6 3 0 16 3 1 4 2 6 3( )( ),a I ia S ia S ia S b I b s b s b s       

[ , ] , [ , ] ,

[ , ] ;

i j k ijk i j k ijk

i j k ijk

S S iS s s iS

S s is

 



     

  
  (7.11) 

– the second is 

0 16 1 1 2 2 5 3 0 16 1 1 2 2 5 3( )( ),a I ia S ia S ia S b I b s b s b s            

[ , ] , [ , ] ,

[ , ] .

i j k ijk i j k ijk

i j k ijk

S S iS s s iS

S s is

 



          

    
  (7.12) 

These groups are isomorphic to (4)SO  group 

(see in [25]). Thus, the complete symmetry group 
for 2 massless Dirac fields in Majorana approach is 
SO(4) SO(4).  

 
8 The System of Three Massless Fields 
Let us consider the system of three Dirac fields 

1 2 3 1 2 3

0 ( 1,2,3) 0,

( , , , , , ).

i

r r r i i i

i            

       
     (8.1) 

For symmetry transformations, two alternative con-
straints may be imposed 

1 2[ , ] 0, or [ , ] 0.Q Q           (8.2) 

The first restriction was analyzed in the above. Here 
we shall examine the second condition. The general 
structure of the transformations 2Q  may be as fol-

lows 2 5 ,Q q    where q is an arbitrary complex 

6 6  matrix. Any such matrix may be decomposed 
into the complete set 

6 3 2, , , ,i A i AI I I         (8.3) 

where A  stands for the generators of group (3)SU  

(see (4.4)), 1 8.A    Therefore, intrinsic symmetry 
transformations can be determined with the help of 
36 basic elements 

3 5 2 5

5

( ) , ( ) ,

( ) ;
i i A A

iA i A

L I L I

L

        

    
 (8.4) 

let us numerate them as follows 

1 3 4 11 12 35... , ... , ... .i A iAL L L L L L L L L    (8.5) 

Taking into account the Majorana condition, 
for 1-parametric transformations of the type 

2 1 ,Q L   we find 21 and 15 restrictions on pa-

rameters :  
– imaginary 

2 3 4 5 6 7 8 17

18 19 20 21 22 23

24 28 29 30 31 32 36

, , , , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , , ;

       

     

      

   (8.6) 

– real 

1 9 10 11 12 13 14 15

16 25 26 27 33 34 35

, , , , , , , ,

, , , , , , .

       

      
    (8.7) 

Only 15 generators referring to real-valued parame-
ters satisfy the Lagrangian condition: 

1 3 5 9 2 6 5

10 2 7 5 11 2 8 5

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) ,
iL I L I

L I L I

        

       
 

12 1 1 5 13 1 2 5( ) , ( ) ,L L           

14 1 3 5 15 1 4 5

16 1 5 5 25 2 6 5

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) ,

L L

L L

        
       

 (8.8) 

26 2 7 5 27 2 8 5( ) , ( ) ,L L           

33 3 6 5 34 3 7 5

35 3 8 5

( ) , ( ) ,

( ) ;

L L

L

         

    
 

referring to transformations 1Q  15 symmetry genera-

tors were given while considering the massive case 
(4.13). 
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Thus, for the case of three massless fields, we 
have found 30-parametric group of intrinsic symme-
try. By direct calculation, we can readily find gen-
erators all triples with (2)su -structure in the set of 

30 30 . In particular, among 15 generators of the 
type 1Q  there exist only two such triples 

1 9 13 14 10 12 15( , , ), ( , , );Q J J J J J J   (8.9) 

among 15 generators of the type 2Q  also exist only 

two such triples: 

2 9 13 14 10 12 15( , , ), ( , , ).Q L L L L L L        (8.10) 

 
9 The System of Four Massless Fields 
Let us consider the system of four Dirac fields 

1 2 3 4 1 2 3 4

0 ( 1, 2,3, 4) 0,

( , , , ; , , , ).

i

r r r r i i i i

i            

         
   (9.1) 

Intrinsic symmetry transformations should satisfy 
relations 1[ , ] 0Q     or 2[ , ] 0.Q     

Because the first condition was studied when 
considering the massive case, we will examine only 
the symmetries of type 2Q . Their general structure 

may be of the form 2 5Q q    where q is an 8 8  

complex matrix. Any matrix 8 8q   may be decom-

posed in the set of 64 elements 

8 2 5 2 5 2 2

5 5 4

, , , , ,

, , , , .i i i i i

I I I I I

I
   

   

         

          
 (9.2) 

The symmetries for this field are determined by 
63 generators; they may be listed as follows 

1 4 2 5

5 5 5 2 5

... ( ) ,

( ) ,

L L L I

L L I
      

     
 

5 6 9 5 2 5

[ ] 10 15 2 5

... ( ) ,

... ( ) ,

L L L i I

L L L i I
 

  

      

      
 

16 27 5

5 28 30 5 5

... ( ) ,

... ( ) ,
i i

i i

L L L

L L L
      

     
   (9.3) 

[ 5 ] 31 42 5 5

[ ] 43 60 5

... ( ) ,

... ( ) ,
i i

i i

L L L i

L L L i
 

  

      

      
 

4 61 63 4 5... ( ) ,i iL L L I      

where 1 3, , 1 4,i        [ ] 23,31,12,14,24,34.   

All generators have the quadratic minimal equation, 
2 .L I  The Majorana condition for 1-parametric 

transformations leads to restrictions on parameters :  
 28 real parameters 

1 3 7 9 11 14 16 18 20 22

24 26 29 32 34 36 38 40 42

, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , ,

         

        
 (9.4) 

     44 46 48 50 53 55 57 59 62, , , , , , , , ;           

35 imaginary parameters 

2 4 5 6 8 10 12 13 15 17 19

21 23 25 27 28 30 31 28 30

, , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , ,

          
        

 

31 33 35 37 39 41 43 45 47, , , , ,, , , ,          (9.5) 

49 51 52 54 56 58 60 61 63, , , , , , , , .          

The Lagrangian condition (1.6) is satisfied only for 
28 one-parametric transformations with real-valued 
  (9.4). Thus, the appropriate symmetries of the type 

2Q  are determined by the following 28 generators: 

1 1 2 5 3 3 2 5

7 2 5 2 5 9 4 5 2 5

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) ,

L I L I

L i I L i I

         
           

 

11 3 1 2 5 14 2 4 2 5( ) , ( ) ,L i I L i I             

16 1 1 5 18 1 3 5

20 2 2 5 22 3 1 5

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) ,

L L

L L

         

         
 (9.6) 

24 3 3 5 26 4 2 5( ) , ( ) ,L L           

29 5 2 5 32 1 5 2 5

34 2 5 1 5 36 2 5 3 5

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) ,

L L i

L i L i

          

           
 

38 3 5 2 5 40 4 5 1 5( ) , ( ) ,L i L i             

42 4 5 3 5 44 2 3 2 5

46 3 1 1 5 48 3 1 3 5

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) ,

L i L i

L i L i

           
           

 

50 1 2 2 5 53 1 4 2 5( ) , ( ) ,L i L i             

55 2 4 1 5 57 2 4 3 5

59 3 4 2 5 62 4 2 5

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) .

L i L i

L i L I

           

         
 

Their explicit form is omitted because of their bulki-
ness. All the generators have the dimension 32 32,  
they may be presented shorter with the use of blocks 
of dimension 8 8.  Collecting together the genera-
tors of type 2Q  (9.6) and generators of type 1Q  

(5.7), we get the complete symmetry group for the 
system of 4 massless fields. 

The detailed study of the structure of these 
generators leads to the following conclusions. 
 1. Among all the generators of types 1Q  and 

2Q  (see (5.6) and (9.6)) one can find 56 pairs of 

triples; in each pair the 6 involved operators obey 
the commutation rules for algebra (4).so  For in-

stance, two examples are 

1 3 11 1 1 3 11 2( , , ) , ( , , ) ,J J J Q L L L Q    

and 

7 9 14 1 7 9 14 2( , , ) , ( , , ) .J J J Q L L L Q   

The complete list of pairs of triples has been found. 
It should be noted that each triple of the type 1Q  

obeys the (2)su  algebra. 

2. For each 6-element set there exist 10 other 
sets (each of 6 elements) that commute with the initial 
set. For instance, the basic set 1 3 11 1 3 11( , , , , , )J J J L L L  

commutes with the following ones (each with the 
(4)so  structure): 

7 9 14 7 9 14 7 40 55 7 40 55

7 42 57 7 42 57 9 34 55 9 34 55

( , , , , , ), ( , , , , , ),

( , , , , , ), ( , , ), , , ),

J J J L L L J J J L L L

J J J L L L J J J L L L
 

9 36 57 9 36 57 14 34 40 14 34 40( , , , , , ), ( , , , , , ),J J J L L L J J J L L L  

14 36 42 14 36 42 34 36 63 34 36 63

40 42 62 40 42 62 35 57 62 35 57 62

( , , , , , ), ( , , , , , ),

( , , , , , ), ( , , , , , ).

J J J L L L J J J L L L

J J J L L L J J J L L L
 

The generators from the basic set do not enter the 10 
concomitants sets: 



Dirac like equations and generalized majorana fields, intrinsic symmetries 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (58), 2024 15

basic concomit basic concomit[ , ] 0, 0,A AJ J J J     

basic concomit basic concomit[ , ] 0, 0, 1 10.A AL L L L A       

In other words, each basic 6-element set gives rise to 
the algebra with structure (4) (4).so so  

 
Conclusion 
In the separate paper, we presented the results 

of the analysis of internal symmetries for quantized 
Dirac fields, massive and massless ones; also we 
studied the internal symmetries in presents of elec-
tromagnetic and gravitation fields. 

The authors are grateful to Professor V.A. Ple-
tyuchov for the assistance provided. 
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Аннотация. Предложены новые решения параболического уравнения, описывающие векторные декартовы паракси-
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Введение 
Обычно исследователи ограничиваются изу-

чением и применением скалярных световых пуч-
ков [1]–[5]. Векторные световые пучки с одно-
родной поляризацией по поперечному сечению 
пучка используют формализм скалярных пучков 
[6]. Пучки с неоднородной поляризацией изуча-
ются и применяются значительно реже. В [7] 
исследовались ТЕ и ТМ гауссовы моды. В работе 
Фадеевой [8] обсуждаются поляризационные 
свойства только стандартных ТЕ и ТМ пучков 
Эрмита – Гаусса при Z = 0. Недавно нами иссле-
довались ТМ моды векторных циркулярных пуч-
ков Куммера [9] и Бесселя – Гаусса [10], их энер-
гетические и поляризационные свойства. 

Перейдём теперь к обсуждению неоднород-
но поляризованных векторных световых пучков 
с декартовой симметрией. В настоящей работе 
мы будем изучать параксиальные векторные де-
картовы пучки Куммера с неоднородной поляри-
зацией (ТМ моды), их поляризационные и энер-
гетические свойства. Сначала в разделе 1 кратко 

приведен формализм для описания скалярных 
астигматических декартовых пучков Куммера. 
Этот формализм затем обобщается и позволяет 
описывать векторные декартовы пучки (ТМ мо-
ды). Затем, в разделе 2, обсуждаются поляриза-
ционные и энергетические характеристики век-
торных ТМ пучков Куммера. Проведено графи-
ческое моделирование интенсивности и попе-
речных потоков энергии. Выполнен анализ полу-
ченных результатов, который подтвердил и про-
иллюстрировал аналитические расчеты. В за-
ключении кратко изложены основные получен-
ные результаты. 
 

1 Векторные астигматические пучки 
Куммера с неоднородной поляризацией 

Скалярное параболическое уравнение после 
перехода к безразмерным переменным 0/ ,X x x  

0 0/ , / ,Y y x Z z z   где 0 0,x   2
0 0 / 2z k x  – 

характерные линейные размеры пучка в попе-
речном и продольном направлениях соответст-
венно, имеет вид 

ФИЗИКА
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2 2
, ,( 4 ) 0.X X Y Y Zi f                  (1.1) 

Одним из его решений для амплитуд моно-
хроматических волн, согласно [4], является ам-
плитуда 1 2 3 ,f f f f  3 31 32( ),f f f  представляю-

щая собой произведение двух независимых ам-
плитуд для 2D пучков 1 31f f  и 2 32f f  для 2D пуч-

ков, описывающих скалярные декартовы пучки 
Куммера в плоскостях (X, Z) и (Y, Z) соответст-
венно. Амплитуду 1f  обобщённого 2D светового 

пучка Куммера в плоскости (X, Z) можно запи-
сать как сумму четного и нечетного решения в 
виде 1 1 1 ,o ef f f   где 

21
1 1

1
, , ,

2 2e

v
f M t X

   
 

 

21
1 1 1

1 3
, , .

2 2o

v
f t X M t X

   
 

         (1.2) 

Согласующие коэффициенты 

1

2
1

31
1

( )
,

(0)

v

Q Z
f

Q

 
  
 

 

1
1

i
t

Q
  зависят только от Z. Выше введен стан-

дартный комплексный параметр пучка 

1 10( ) ,Q Z Z Q   где свободный комплексный 

параметр 10 10 10 ;Q Q iQ    1.i    Постоянная 

разделения переменных в уравнении (1.1) 

1 1 1v v i v    является, в общем случае, также сво-

бодным постоянным комплексным параметром. 
Функции f не зависят явно от гауссиана. Все 

переменные и параметры здесь и далее записаны 
в безразмерной форме. Индексы o и e помечают 
соответственно четность и нечетность функций 

of  и ef относительно изменения знака аргумента 

X. В плоскости (Y, Z) решения аналогичные, по-
лучаются заменами индекса 1 на индекс 2. На-
пример,  
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Возможны [4], [5] четыре типа скалярных декар-
товых пучков Куммера: 1 2 3 ,jk j kf f f f  где индек-

сы j и k принимают два значения о и е. В общем 
случае, полная амплитуда f скалярного пучка 
Куммера зависит от трех координат и четырех сво-
бодных комплексных параметров 10 ,Q  20 ,Q  1,v  2 .v  

Перейдем теперь к изучению векторных ТМ 
пучков Куммера. Векторы электрического и маг-
нитного полей обобщенной ТМ-моды паракси-
альной световой волны можно представить [9], 
[10], как  

4 ;Z Zf f    E e  [ , ].Zn f H e  

Безразмерный параметр параксиальности 

01/ ( ),kx   1.  Вычисляя, получаем в декар-

товом базисе  
;X X Y Y Y ZE E E  E e e e  ( ).X Y Y Xn E E H e e  

Проекция 0,ZH   поскольку мы обсуждаем 

ТМ-моды. 
 Итак, видно, что возможны 4 типа ТМ мод 

Куммера, выражающиеся через 1 1 2 2, , , ,e o e of f f f  

3 ,f  которые будем обозначать, как , ,ee eoE E  

, .oe ooE E  Поперечная часть вектора Е для разных 

типов мод 1 2( ).jk jk j kf f  E  Теперь, например, 

1 1 1 2( ) .jk j kf f E  Явные выражения для произ-

водных функций 1,f  необходимые для дальней-

ших расчетов: 
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Интересно, что производные 1Zf  выража-

ются через 1 ,Xf  причем для пучков о и е типов 

одинаковым образом.  
Теперь полный вектор электрического поля 

декартовых ТМ мод Куммера принимает одина-
ковый вид для любых индексов о и е. 

1 3;X X YЕ f f f  2 1 3;Y YЕ f f f  

1 1 1 2 2 2
2 1 3

2

2 .X Y
Z

X

v f X f v f Y f
E f f f

Q Q

  
   

 
 (1.4) 

Для физически реализуемых пучков конечной 
мощности должна выполняться квадратичная 
интегрируемость (КИ) функции .E  Анализ по-

казал, что для компонент в плоскости (X, Z) не-
обходимое условие КИ 10 0.Q   Если 1 0,v   то 

функция f   при X   и пучок – не КИ. 

Если 1 0,v   то при X   constf   и пучок – 

не КИ. Если же 1 [ 1.2,0),v    то 0f   при 

,X   но пучок снова – не КИ. Если, наконец, 

1 1/ 2,v    то 0f   и пучок является КИ. В 

плоскости (Y, Z) условия КИ аналогичны. Таким 
образом, условия КИ для ТМ декартовых мод 
Куммера такие же, как и для скалярных астигма-
тических пучков Куммера. При этом во всех 
случаях параметры 10 ,Q  20 ,Q  ,Xv  Yv  качествен-

но не влияют на КИ, хотя количественно изме-
няют форму поверхности интенсивности пучка. 
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Итак, для векторных 3D декартовых астиг-
матических параксиальных пучков Куммера ко-
нечные условия физической реализуемости сле-
дующие: 

10 20 1 2{ 0, 0, 1/ 2, 1/ 2}.Q Q v v            (1.5) 

 
2 Поляризационные и энергетические ха-

рактеристики векторных декартовых ТМ-мод 
Куммера 

Для вычисления параметров поляризации 
ТМ пучков Куммера проще всего ввести, согласно 
Фёдорову [11], комплексный угол i       

соотношением y x/ ( ),E E tg i        тогда 

азимут эллипса поляризации световой волны 
равен  , а ее эллиптичность   выражается как 

.th     Поляризация ТМ-мод Куммера в сече-

нии пучка в общем случае эллиптическая, зави-
сит от координат X, Y, Z. 

Плотности энергии ,w  продольного zS  и 

поперечного S  потоков энергии электромаг-

нитного поля для параксиальных векторных пуч-
ков с неоднородной поляризацией (ТМ моды) 
соответственно равны [7], [9], [10]: 
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В последнем выражении целесообразно выде-
лить явно, следуя Бекшаеву [12], плотность 
орбитального oS  и спинового sS  потоков энер-

гии. Получаем ,o s  S S S  где 
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Видим, что z/ 1,S  S   что естественно 

для параксиальных пучков. 
Некоторые результаты графического моде-

лирования поперечных потоков энергии и интен-
сивности ТМ мод параксиальных пучков Кумме-
ра изображены в относительных единицах на 
рисунках 2.1–2.6 при различных значениях сво-
бодных параметров. На всех рисунках взяты оди-
наковые значения следующих свободных пара-
метров: 0,3;Z   10 0,3;Q   1 0,4;v   2 0,4.v   

Чтобы обеспечить КИ функций векторной 
амплитуды пучков Куммера и, тем самым, пере-
носимую конечную мощность через поперечное 
сечение пучка, выбирались параметры, удовле-
творяющие условиям (1.5). 

Картины общей интенсивности содержат от 
двух и более пиков  интенсивности. Поляризация 
ТМ мод Куммера является сильно неоднородной 
по поперечному сечению пучка и, в общем слу-
чае, эллиптической. При изменениях расстояния 
от оси пучка поляризация постепенно видоизме-
няется от линейной через круговую снова к ли-
нейной. Вдоль осей координат ОX и OY поляри-
зация всегда строго линейная. При 0Z   поля-
ризация всегда линейная неоднородная по всему 
сечению пучка.  

На рисунках 2.2–2.6 показаны некоторые 
характерные картины интенсивностей в относи-
тельных единицах и направлений поперечных 
потоков энергии S  для ТМ мод Куммера. Каче-

ственно картины интенсивности поперечных 
потоков энергии и картины полной интенсивно-
сти пучка различаются. Например, как ясно видно 
на рисунках 2.2–2.6, их максимумы различны.  

На всех рисунках видно, что плоскости XZ и 
YZ являются плоскостями симметрии. Видно, что 
для картин интенсивности, эллипсов поляриза-
ции и потоков энергии точечная группа симмет-
рии соответствующих картин всегда одна и та 
же: 2X Y zm m . 

 

      
                                                             а)                                                          б) 

Рисунок 2.1 – Эллипсы поляризации (a) и интенсивность (б) ТМ-ee моды декартового пучка Куммера. 
Свободные параметры: 20 0,2;Q   1 0,9;v    2 0,6v    
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                                                             а)                                                          б) 

Рисунок 2.2 – Эллипсы поляризации (a) и интенсивность (б) ТМ-eo моды декартового пучка Куммера. 
Свободные параметры: 20 0,2;Q   1 0,9;v    2 0,6v    

 

      
                                                             а)                                                          б) 

Рисунок 2.3 – Эллипсы поляризации (a) и интенсивность (б) ТМ-oo моды декартового пучка Куммера. 
Свободные параметры: 20 0,2;Q   1 0,9;v    2 0,6v    

 

      
                        а)                                          б)                                         в)                                          г) 

Рисунок 2.4 – Интенсивность (а), общий поперечный – (б), орбитальный – (в) и спиновый – (г) потоки 
энергии векторных пучков ТМ-ee моды декартового пучка Куммера.  

Свободные параметры: 20 1,6;Q   1 1,98;v    2 1,68v    
 

       
                        а)                                          б)                                         в)                                          г) 

Рисунок 2.5 – Интенсивность (а), общий поперечный – (б), орбитальный – (в) и спиновый – (г) потоки 
энергии векторных пучков ТМ-ee моды декартового пучка Куммера.  

Свободные параметры: 20 1,6;Q   1 1,98;v    2 1,68v    
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                        а)                                          б)                                         в)                                          г) 

Рисунок 2.6 – Интенсивность (а), общий поперечный – (б), орбитальный – (в) и спиновый – (г) потоки 
энергии векторных пучков ТМ-ee моды декартового пучка Куммера.  

Свободные параметры: 20 1,6;Q   1 1,98;v    2 1.68v    
 

Графическое моделирование показало, что 
изменение отличных от нуля свободных пара-
метров 1 2, ,v v   0 ,YQ  0 XQ  сильно влияет на поля-

ризационные и энергетические свойства ТМ мод 
Куммера. В то же время варьирование парамет-
ров 1 2, ,v v   10 20,Q Q   слабо воздействует на физи-

ческие свойства ТМ пучков Куммера.  
На рисунках 2.4–2.6 изображены линии 

плотностей орбитального и спинового потоков 
энергии вместе с их интенсивностями. Видно, 
что линии орбитальных и спиновых потоков 
энергии ориентированы самыми разнообразными 
способами. Отсюда вытекает, что ориентации 
поперечных потоков декартовых ТМ пучков 
Куммера и ТМ пучков Куммера [9] и Бесселя – 
Гаусса [10] с циркулярной симметрией сущест-
венно различаются. Интересно, что линии спи-
новых потоков энергии ТМ пучков Куммера час-
то образуют замкнутые кривые. Это соответству-
ет общим спиралевидным энергетическим пото-
кам. Максимумы их интенсивностей не совпада-
ют с максимумами общей интенсивности пучка. 

 
Заключение 
В данной работе представлены новые реше-

ния векторного параболического уравнения, 
описывающие параксиальные векторные декар-
товы 3D световые пучки Куммера с неоднород-
ной поляризацией (ТМ-моды). Отмечено, что 
имеются четыре типа таких пучков, обозначае-
мые индексами , , , .oo oe eo ee  Установлено, что 

условия физической реализуемости ТМ-мод 
Куммера всех типов одинаковы и сводятся к ог-
раничениям на комплексные параметры 10 ,Q  

20 ,Q  1,v  2 ,v  т. е.  

10 20 1{ 0, 0, 1/ 2,Q Q v      2 1/ 2}.v    
При этом части свободных параметров 10 ,Q  20 ,Q  

1,v  2v  не влияют на выполнение условий КИ. 

Представлены явные выражения для векторов 
поля для интенсивности, орбитального, спиново-
го и общего потоков энергии ТМ мод различных 
типов. 

Проведенное графическое моделирование 
эллипсов поляризации, интенсивности и 
поперечных потоков энергии (орбитального ,oS  

спинового sS  и общего )o s  S S S  потоков 

подтвердило и проиллюстрировало аналитиче-
ские расчеты. 

 Наличие нескольких свободных параметров 
позволяет в широких пределах изменять свойст-
ва рассматриваемых ТМ световых пучков Кум-
мера. Это открывает новые перспективы их 
дальнейшего изучения и использования. 
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ЧИСЛЕННЫЙ РАСЧЕТ И АНАЛИЗ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ 

В СЛОИСТОМ ТЕЛЕ ПРИ ТРЕНИИ С УЧЕТОМ ИЗМЕНЕНИЯ МОДУЛЕЙ 
УПРУГОСТИ ПОКРЫТИЯ И ОСНОВАНИЯ 

В.В. Можаровский1, В.А. Кукареко2, С.А. Марьин1, А.В. Кушнеров2 
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NUMERICAL CALCULATION AND ANALYSIS OF THE STRESS STATE 

IN A LAYERED BODY DURING FRICTION, TAKEN INTO ACCOUNT 
THE CHANGES IN THE ELASTIC MODULES OF THE COATING AND BASE 

V.V. Mozharovsky1, V.A. Kukareko2, S.A. Marjin1, A.V. Kushnerou2 
1Francisk Skorina Gomel State University 

2The Joint Institute of Mechanical Engineering of the National Academy of Sciences of Belarus, Minsk 
 

Аннотация. Представлены результаты исследований о численном моделировании, с помощью метода конечных 
элементов, расчета и анализа напряженного состояния в слоистом теле (изотропное упругое покрытие на упругом 
основании) при взаимодействии цилиндрического индентора с упругим покрытием с учетом трения. Исследование 
направлено на изучение механизма износостойкости высокохромистых сталей, модифицированных ионами азота при 
различных температурах. 
 
Ключевые слова: напряжения, покрытия, контактное взаимодействие, метод конечных элементов, трение. 
 
Для цитирования: Численный расчет и анализ напряженного состояния в слоистом теле при трении с учетом 
изменения модулей упругости покрытия и основания / В.В. Можаровский, В.А. Кукареко, С.А. Марьин, А.В. Кушнеров // 
Проблемы физики, математики и техники. – 2024. – № 1 (58). – С. 22–28. – DOI: https://doi.org/10.54341/ 
20778708_2024_1_58_22. – EDN: THNZPU 
 
Abstract. The results of the studies on numerical modeling, using the finite element method, calculation and analysis of the 
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Введение  
В классических моделях изнашивания слои-

стых тел рассматриваются механизмы пластиче-
ской деформации и разрушения упрочненных 
поверхностных слоев, однако при этом не учи-
тываются особенности их сопряжения с подлож-
кой. Вместе с тем уровни напряжений, дейст-
вующих при трении на границе раздела между 
упрочненным слоем и основой, могут превышать 
напряжения текучести материала основания.  
В результате этого при трении в материале осно-
вы, имеющем, как правило, существенно более 
низкие механические свойства, могут накапли-
ваться пластические сдвиги, способствующие 
формированию растягивающих напряжений в 
упрочненном поверхностном слое материала и 
приводящие к образованию в нем трещин [1]–[3]. 

В частности, при исследовании износостойкости 
высокохромистых сталей, модифицированных 
ионами азота при различных температурах, было 
показано, что упрочненные слои малой толщины 
(до 5–6 мкм) не обеспечивают повышения изно-
состойкости стали в условиях трения без смазоч-
ного материала [2], [3]. 
 

1 Методика эксперимента 
В основе построения численного экспери-

мента, моделирующего расчет напряженно-де-
формированной трибологической системы «сколь-
зящий цилиндрический индентор – упругое изо-
тропное покрытие на упругом основании», лежат 
натурные экспериментальные исследования, про-
веденные в ОИМ НАН Беларуси. Эксперимен-
тальные исследования проводились на образцах 
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аустенитной стали Х17Н13М2Т с упрочненной 
ионами азота при температурах 670 и 770 К по-
верхностью. Микроструктура образца азотиро-
ванной при 670 К стали представлена на рисунке 
1.1. Глубина модифицированного азотом при  
670 К слоя составляла 6 мкм (микротвердость 
800–850 HV 0,025). После обработки при 770 К 
глубина азотированного слоя составляла  
17–18 мкм, а микротвердость – 1200 HV 0,025. 
Микротвердость основания / подложки состав-
ляла 200 HV 0,025. 

  

 
 

Рисунок 1.1 – Микроструктура стали 
Х17Н13М2Т, подвергнутой ионно-лучевому 

азотированию при 670 К, 2 ч 
 

В результате триботехнических испытаний 
(рисунок 1.2) установлено, что в процессе трения 
без смазочного материала модифицированной 
ионами азота при 670 К стали Х17Н13М2Т на 
начальной стадии испытаний регистрируется ма-
лый износ и интенсивность линейного изнашива-
ния упрочненного слоя составляет Ih  6–7·10-9. 
После износа упрочненного слоя толщиной 
 1 мкм и уменьшения толщины оставшегося 
азотированного слоя до  5 мкм регистрируется 
аномально сильное возрастание износа и увели-
чение Ih до 70·10-9 . В случае испытаний азотиро-
ванной при 770 К стали Х17Н13М2Т на всем 
пути трения не регистрируется существенного 
увеличения интенсивности линейного изнашива-
ния толстого азотированного слоя (рисунок 1.2), 
составляющей 5–7·10-9. Подобные закономерно-
сти изнашивания также регистрируются при су-
хом трении модифицированных ионами азота 
аустенитных сталей типа 12Х18Н10Т [3] и высо-
кохромистой стали 40Х13 [2]. По данным работ 
[2], [3] ускоренное изнашивание тонких азотиро-
ванных слоев является следствием протекания 
при трении процессов пластической деформации 
в неупрочненной основе/подложке, что приводит 
к возникновению растягивающих напряжений в 
упрочненном поверхностном слое, которые вы-
зывают его ускоренное разрушение в процессе 
трения. При большой толщине упрочненного 
слоя (8–20 мкм) нагрузка на пластичную основу 
при трении незначительна и в ней не протекают 

акты пластической деформации, что обеспечива-
ет высокую износостойкость слоистого материа-
ла. При этом было обнаружено, что модули уп-
ругости модифицированных ионами азота слоев 
могут существенно различаться. В частности, в 
случае ионной обработки аустенитной высоко-
хромистой стали 
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Рисунок 1.2 – Зависимость величины линейного 
износа h от пути трения L стали Х17Н13М2Т, 

обработанной ионами азота по различным 
режимам (трение без смазки; P = 1 МПа),  

1 – исходное состояние; 2 – обработка N+ 670 К; 
3 – то же при 770 К 

 
12Х18Н10Т при 670 К значение Е поверх-

ностного слоя составляет  175 ГПа [4], а при 
высоких температурах азотирования (≥ 770 К)  
E  360 ГПа, при этом модуль упругости сталь-
ной подложки (основы) составлял E =200  ГПа. 
Можно полагать, что различие в значениях мо-
дулей упругости азотированного слоя и основы 
может оказывать существенное влияние как на 
распределение напряжений в слоистом материа-
ле, так и на его износостойкость. При этом экс-
периментальные данные, полученные в [1]–[3], 
не позволяют представить полную картину о 
влиянии значений модулей упругости упрочнен-
ного слоя и подложки для различных толщин 
покрытия на закономерности изнашивания слои-
стых материалов. Вместе с тем, численные мето-
ды дают возможность подробно описать напря-
женно-деформированное состояние градиентных 
(слоистых) материалов в зависимости от моду-
лей упругости модифицированного слоя и под-
ложки [5]–[12], что позволит оценить влияние 
этого фактора на износостойкость материалов. 
Известно, что на современном этапе развития рас-
четных методов, многие трибологические систе-
мы контактного взаимодействия, а также сложные 
гетерогенные материалы пар трения, элементы 
которых содержат упрочненные и функциональ-
но-градиентные материалы, рассчитываются 
с помощью различных численных программ, 
базирующихся на методах конечных элементов 
(МКЭ) [5]–[12]. Особенность этих программ  
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состоит в том, что необходимо создавать дискре-
тизацию области, вводить граничные условия, 
кроме того могут возникать значительные ошиб-
ки расчета, если рассматриваемая область доста-
точно мала (в сравнении с сеткой разбиения), а 
также в областях с большими концентрациями 
напряжений. Указанные особенности расчетов 
также касаются упругих тел, взаимодействую-
щих с другими телами, имеющими относительно 
тонкое покрытие, полученное, например, мето-
дами химико-термической обработки, ионного 
легирования, вакуумно-дугового осаждения. В 
частности, такое взаимодействие реализуется в 
процессе трения материалов с покрытиями в 
триботехнических узлах различных механизмов. 
Вместе с тем численные методы дают возмож-
ность достаточно подробно описать напряженно-
деформированное состояние слоистых материа-
лов при трении и прогнозировать закономерно-
сти их изнашивания, что является актуальной 
задачей физического материаловедения.  

Целью настоящей работы является модели-
рование методом конечных элементов напря-
женно-деформированного состояния упрочнен-
ного слоя (покрытия) и подложки с различными 
соотношениями значений их модулей упругости 
для дальнейшего применения разработанной мо-
дели к исследованию износостойкости материа-
лов с твердыми слоями. При этом использова-
лась процедура конечно-элементного моделиро-
вания, включающая: дискретизацию (разбивка 
исследуемой области на элементы); решение 
системы линейных алгебраических уравнений, 
получаемых из уравнений равновесия, минимума 
функционала и др. Анализ распределений напря-
жений, перемещений, энергии деформирования 
производился построенной программой МКЭ. 
В результате расчета получены компоненты на-

пряженного состояния слоя (покрытия) и под-
ложки. 

Для реализации численного эксперимента 
рассмотрена задача математического моделиро-
вания процесса контактного взаимодействия ци-
линдрического индентора при трении с опреде-
лением напряженного состояния в упругом по-
крытии и в полупространстве с покрытием при 
действии граничных нормальных и касательных 
нагрузок в случае плоской деформации и с не-
одинаковыми значениями модуля упругости для 
покрытия и для основания. Расчет производился 
с использованием метода конечных элементов 
(МКЭ). На рисунке 1.3 приведена схема разбивки 
исследуемого образца. 

В результате численных расчетов было от-
мечено, что для разных отношений / ,a h  при 
отсутствии трения в области контакта, достаточ-
но точно можно описать распределение давления 

зависимостью    2 2
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  где   – гамма функция, k – 

параметр, 0.5 1k  , 0p  – максимальное давле-

ние, Р – усилие на единицу длины, действующее 
на индентор. При расчете предполагается, что в 
зоне контакта давление от индентора (рисунок 
1.4) задано и распределено по параболическому  
закону: 

 

                      
    а)                                                                                    б) 

 

Рисунок 1.3 – Схема разбивки исследуемого образца на МКЭ  
(а – без упрочненного слоя / покрытия, б – с упрочненным слоем / покрытием) 
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p0 – максимальное давление, Р – усилие на еди-
ницу длины на индентор. Действие касательных 
усилий при учете трения в зоне контакта оцени-
валось в приближении закона Кулона  

( ) ( ),q x f p x   
где f – коэффициент трения.  

 
Рисунок 1.4 – Схема цилиндрического 

индентора, перемещающегося по поверхности 
слоистого тела и направления действия 

нормальных p(x) и касательных q(x) усилий 
в зоне контакта 

 
2 Результаты моделирования 

 Напряжение в основании/подложке без 
покрытия. Рассмотрим вначале распределение 
напряжений в стальном основании без покрытия 
под действием внешней нагрузки от стального 
индентора. Согласно теоретическим исследова-
ниям [13] при скольжении цилиндра по поверх-
ности упругого полупространства нормальные и 
касательные усилия на поверхности изменяются 
по эллиптическому закону и связаны законом 
Кулона 
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 Для произвольных законов распределения 
граничных нагрузок имеем, согласно [13], ком-
поненты тензора напряжений с нормальными 
p(x) и касательными q(x) усилиями определяются 
по зависимостям: 
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Напряжение в покрытии и основа-
нии / подложке. Формирование на поверхности 
основания тонкого упрочненного слоя приводит 
к существенному перераспределению напряже-
ний от внешней нагрузки, как в покрытии, так и 
в основании. На рисунке 2.1 показана картина 
изменения напряженного состояния в упругом 
теле от внешней нагрузки при формировании на 
его поверхности покрытия, адгезионно связанно-
го с основанием. Расчет напряжений, возникаю-
щих под действием внешних нагрузок, прово-
дился для стального основания без покрытия 
(модуль упругости E = 2,0·1011 Па, коэффициент 
Пуассона   = 0,31) и для оснований, на поверх-
ность которого наносилось покрытие 
(E = 2,83·1011 Па,   = 0,31). Можно видеть, что 
присутствие на поверхности основы упрочнен-
ного слоя приводит к существенному перераспре-
делению напряжений в основании (рисунок 2.1). 
 Для приближения результатов моделирова-
ния к условиям трения материала с упрочненным 
слоем, имеющим значение модуля упругости, 
существенно отличающимся от значения модуля 
упругости основания, рассматривалась задача о 
движении индентора по поверхности покрытия с 
учетом коэффициента трения и для заданной 
параболической нагрузки. Для наглядного при-
мера о влиянии отношений модулей упругости 
покрытия и основания на распределение напря-
жений при трении возьмем пок осн/ 2, 2;K E E   

4,4; 13,3, а коэффициент трения индентора по по-
крытию 0,15,f   толщина покрытия 1h   мкм, 

0,5a   мкм. Результаты МКЭ моделирования 
приведены на рисунке 2.2.  

Анализируя данные моделирования, приве-
денные на рисунке 2.2, можно отметить, что при 
возрастании K точка максимальных напряжений 
смещается от поверхности в глубину покрытия, 
вследствие чего износ покрытия может несколь-
ко уменьшаться при больших K. Следует также 
отметить, что в результате действия касательных 
усилий на поверхности, даже для однородного 
материала, возникают разрушающие напряже-
ния, которые зависят от коэффициента трения и 
располагаются вблизи поверхности (более под-
робное описание роли трения на изменения кар-
тины   напряженного   состояния  в   однородном  
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                                           а)                                                                           б) 
 

Рисунок 2.1 – Изменение напряженного состояния y  (здесь, а = 2,5 мкм, h = 2 мкм): 

а – в полуплоскости; б – в покрытии с основанием 
 

           
                                           а)                                                                           б) 
 

            
                                           в)                                                                           г) 
 

Рисунок 2.2 – Распределение полей максимальных напряжений max .  Коэффициент трения индентора по 

покрытию 0,15,f   толщина покрытия 1h   мкм, 0,5a   мкм: 

а – без покрытия (модуль упругости 112,0 10E    Па);  

б – отношение модуля упругости покрытия к модулю упругости основания пок осн/ 2,2;E E   

в – пок осн/ 4,4;E E   г – пок осн/ 13,3E E   
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теле можно найти в [13]). Например, на рисунке 
2.2, а показаны максимальные напряжения для 
однородной полуплоскости. На рисунке 2.3 по-
казано перемещение точки (ym) расположения 
максимальных сдвиговых напряжений по глуби-
не покрытия. Для относительно толстых покры-
тий зона максимальных сдвиговых напряжений 

max  может находиться внутри покрытия или 

смещаться на границу раздела покрытия с осно-
ванием, а для более тонких покрытий – распола-
гаться внутри основания. Смещение зоны мак-
симальных напряжений при трении в глубину 
покрытия, имеющего высокий уровень значений 
модуля упругости, либо в основание, может 
привести к формированию в нем значительных 
сдвиговых напряжений, которые будут способ-
ствовать протеканию актов пластической дефор-
мации в основании и к появлению растягиваю-
щих напряжений в упрочненном слое [1]–[3]. 
Последнее, в свою очередь, приведет к ускорен-
ному растрескиванию упрочненного слоя при 
трении.  

 

 
 

Рисунок 2.3 – Изменение расположения точки ym 

максимальных напряжений max по глубине слоя 

в зависимости от отношения модулей упругости 
покрытия и основания 

 
 Таким образом, можно заключить, что фор-
мирование на поверхности материалов упроч-
ненных слоев с более высоким значением модуля 
упругости по сравнению с модулем упругости 
основания будет приводить к смещению зоны 
максимальных напряжений при трении в глуби-
ну упрочненного слоя (и в основание), что может 
способствовать пластификации основания и по-
явлению дополнительных растягивающих на-
пряжений в упрочненном слое, приводящих к его 
ускоренному разрушению [2], [3].  

 
Заключение 
С помощью метода конечных элементов ис-

следовано напряженно-деформированное со-
стояние покрытия и подложки при контакте с 
цилиндрическим индентором при трении. Уста-
новлено, что по мере увеличения отношения мо-
дуля упругости покрытия к модулю упругости 

основания точка максимальных напряжений 
смещается в глубину покрытия. При этом может 
регистрироваться некоторое увеличение износо-
стойкости покрытия, имеющего большую тол-
щину по сравнению с зоной контакта. При 
уменьшении толщины покрытия различие в мо-
дулях упругости покрытия и основания может, 
напротив, приводить к ускоренному разрушению 
упрочненного слоя при трении вследствие пла-
стической деформации основы. Разработанные 
модели будут применяться к исследованию из-
носостойкости материалов с твердыми слоями. 
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Аннотация. При помощи конечно-элементных расчетов получены регрессионные и нейросетевые модели процесса 
двулучевого лазерного раскалывания стеклоизделий трубчатой формы. С использованием центрального композицион-
ного плана проведен соответствующий численный эксперимент, в котором скорость вращения стеклянной трубки, 
геометрические параметры эллиптического лазерного пучка с длиной волны 10,6 мкм и мощности лазерных пучков с 
длинами волн 10,6 мкм и 1,06 мкм использовались в качестве варьируемых факторов. При этом значения максималь-
ных температур и максимальных термоупругих напряжений растяжения в зоне двулучевой обработки стеклянных  
трубок определялись в качестве откликов в рамках конечно-элементного моделирования с использованием языка  
программирования APDL. При помощи библиотеки для машинного обучения TensorFlow выявлены эффективные  
архитектуры искусственных нейронных сетей для определения максимальных температур и максимальных термоупругих 
напряжений в зоне лазерной обработки. Проведено сравнение нейросетевых и регрессионных моделей. С использова-
нием генетического алгоритма MOGA проведена многокритериальная оптимизация параметров двулучевого лазерного 
раскалывания стеклоизделий трубчатой формы. 
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Abstract. This study used finite-element calculations to develop regression and neural network models for the double-beam  
laser cleaving process of tubular-shaped glass products. A numerical experiment was performed using the central composite  
design, where the rotation speed of the glass tube, the geometric parameters of an elliptical laser beam with a wavelength of 
10.6 μm, and the powers of laser beams with wavelengths of 10.6 μm and 1.06 μm were used as variable factors. The maximum 
temperatures and maximum thermoelastic tensile stresses in the zone of double-beam processing of glass tubes were determined 
as responses using finite element modelling with APDL (Ansys Parametric Design Language). The effective architectures for 
artificial neural networks have been established with TensorFlow in order to determine the maximum temperatures and  
thermoelastic stresses in the laser-treated area. The comparative analysis of neural network and regression models was carried 
out. A multi-criteria optimization of the parameters of double-beam laser cleaving of tubular-shaped glass products was  
performed using MOGA (multi-objective genetic algorithm). 
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Introduction  
Silicate glasses possess qualities that make 

them very suitable for industrial applications, with 
cutting being the main technique involved in the 
creation of glass products. Laser cleaving technol-
ogy offers several notable advantages when com-
pared to conventional cutting methods. The ad-

vancement of laser cleaving technology occurred in 
the latter part of the twentieth century. However, 
even now, the investigation of laser cleaving meth-
ods for separating different brittle non-metallic ma-
terials remains significant [1]–[4].  

Laser cleaving of tubular-shaped glass products 
is a highly practical and significant technology. 

ФИЗИКА
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The initial findings about the cleaving method for 
laser cutting of glass tubes are outlined in [2]. The 
exceptional effectiveness of double-beam techniques 
in cutting plane-parallel samples using laser cleaving 
methods served as the foundation for developing 
double-beam variations of laser cleaving for tubular-
shaped glass products [5]–[8]. 

Metamodels are a reasonable choice when op-
timizing the parameters of laser cleaving for brittle 
nonmetallic materials. Metamodeling enables the 
identification of laser processing output parameters 
by employing regression and neural network models, 
eliminating the need for extensive calculations. Si-
multaneously, using genetic algorithms in metamod-
eling allows for the determination of the optimal 
values for laser cleaving parameters [9]–[15]. 

This study investigates the process of double-
beam laser cleaving of tubular-shaped glass products 
using finite-element, regression and neural network 
models, and determines the effective parameters of 
laser-induced crack formation via MOGA (multi-
objective genetic algorithm). 

 
1 Determination of optimal parameters for 

double-beam laser cleaving of tubular-shaped 
glass products 

Figure 1.1 depicts the schematic of a double-
beam laser cleaving process used for tubular-shaped 
glass products. Position 1 relates to the CO2 laser, 
position 2 corresponds to the refrigerant supply noz-
zle, and position 3 refers to the YAG laser.  
 

 
 

Figure 1.1 – Schematic of double-beam laser  
cleaving of tubular-shaped glass products 

 
During the modelling process, it was taken into 

account that the tubular-shaped glass product is 
heated by laser radiation over several revolutions, 
while the tube surface is concurrently cooled by an 
air-water mixture at a certain distance from the laser 
heating zones.  

The temperatures and thermoelastic stresses 
generated in tubular-shaped glass products during 
double-beam laser cleaving were determined using 
APDL. The characteristics of silicate glass provided 
in reference [2] were used in the modelling process. 
The calculations were conducted for a tube with an 
outer radius of 5 mm, an inner radius of 4 mm, and a 
length of 10 mm. The model comprised 4352 Solid 5 
elements (see Figure 1.2).  
 

 
 

Figure 1.2 – Finite element model 
 
The subsequent parameters were employed for 

the purpose of modelling: the tube's rotation speed 
relative to the laser beams was set at 40 revolutions 
per minute; the laser beam with a radiation wave-
length of λ = 10.6 μm had a radiation power of 
P = 5 W; the major semi-axis of the laser beam was 
A = 3·10-3 m, and the minor semi-axis was  
B = 1·10-3 m; the laser beam with a radiation wave-
length of λ = 1.06 μm had a radiation power of 
P0 = 50 W; the radiation spot radius was R = 0.5·10-3 m.  

The calculated values of the temperature fields 
and the thermoelastic stress fields created in a tubu-
lar-shaped glass product during double-beam laser 
cleaving are depicted in Figures 1.3–1.4.  
 

 
 

 
 

Figure 1.3 – Temperature distribution throughout 
the sample’s volume, °K 
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Figure 1.4 – Distribution of stresses σzz throughout 
the sample’s volume, MPa 

 

 
 

Figure 1.5 – Computed relationships between 
temperature T and processing time at specific points 

along the tube 
 

 
 

Figure 1.6 – Computed relationships between 
stresses σzz and processing time at specific 

points along the tube 
 
Figures 1.5, 1.6 display the calculated rela-

tionships between temperatures and thermoelastic 
stresses in the axial direction of the tube over time. 
These relationships are shown at specific points on 

the cutting plane (1 represents the outer surface of 
the tube; 2 stands for the middle of the tube wall; 3 
indicates the inner surface of the tube). These 
calculations were made during the process of 
double-beam cleaving.  

The maximum temperatures calculated for the 
finite element modelling parameters did not surpass 
the glass transition temperature of the processed 
material (795 K for C52 glass), which is a prerequi-
site for the occurrence of laser-induced cracks (see 
Figures 1.3 and 5) [2].  

When a glass tube is subjected to multiple laser 
heating while rotating around its axis, the tempera-
ture at specific points on its surface in the cutting 
plane experiences periodic sharp increases and de-
creases due to the refrigerant's impact. Simultane-
ously, there is a slight increase in the maximum 
temperatures of the glass and the maximum ther-
moelastic stresses exerted in the axial direction of 
the tube with each revolution in relation to the laser 
radiation sources (see Figures 1.5, 1.6). Furthermore, 
additional exposure to YAG-laser radiation results in 
elevated tensile and compressive stresses, hence 
enhancing the stability of laser-induced crack forma-
tion.  

 
2 The numerical experiment 
The numerical experiment was carried out us-

ing 27 combinations of the face-centered version of 
the central composite design generated in the Des-
ignXplorer module for five factors (P1-P5): P1 was 
the rotation speed of the tube ; P2 was  the laser 
power with radiation wavelength λ = 10.6 μm P; P3 
was the major semi-axis of the laser beam A with 
radiation wavelength λ = 10.6 μm; P4 was the  mi-
nor semi-axis of the beam B with radiation wave-
length λ = 10.6 μm; Р5 was the laser power with 
radiation wavelength λ = 10.6 μm P0. The following 
responses were determined: maximum temperature 
T and maximum tensile stresses σzz in the treatment 
zone (see Table 2.1).  

The response functions relating the output pa-
rameters (T, σzz) to the factors (, P, A, B, P0) take 
the following form:  
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Figure 2.1 depicts the assessment of how the 
input parameters affect the output parameters. Both 
responses during double-beam laser cleaving of  
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tubular-shaped glass products are significantly 
influenced by tube rotation speed  and laser power 
with radiation wavelength λ = 10.6 μm. At the same 
time, the values of the maximum tensile stresses σzz 
are substantially affected by the laser power with 
radiation wavelength λ = 10.6 μm.  
 

 
 

Figure 2.1 – Response sensitivity diagram 
P1 – , P2 – P, P3 – A, P4 –B, P5 – P0, P6 – T, P7 – σzz 

 

Figures 2.2, 2.3 show the dependences of maxi-
mum temperatures T and maximum tensile stresses σzz 
in the treatment zone on the processing parameters. 

The construction of artificial neural networks 
containing two hidden layers (see Figure 2.4) was 

performed using TensorFlow in accordance with the 
algorithm outlined in [16]. 
 

 
Figure 2.2 – Dependence of maximum temperature 

T, K on processing parameters P1 =  ,P2 = P 
 
The Adam optimizer, ReLU activation func-

tion, and MSE loss function were applied in the 
process of constructing the artificial neural network. 
The neural network underwent training for a total of 
500 epochs. Consequently, 16 artificial neural net-
works were created with the number of neurons in 
two hidden layers ranging from 5 to 20, with an in-
terval of 5.  

 

Table 2.1 – Experimental design and calculation results 
 

№ P1 , rev / min P2 P, W P3 А, m P4 В, m P5 P0, W P6 Т,°K P7 σzz, MPа
1 40 7.5 0.003 0.0015 65 632 82.1 
2 30 7.5 0.003 0.0015 65 690 85.8 
3 50 7.5 0.003 0.0015 65 591 76.2 
4 40 5 0.003 0.0015 65 551 66.8 
5 40 10 0.003 0.0015 65 731 97.5 
6 40 7.5 0.002 0.0015 65 651 72.7 
7 40 7.5 0.004 0.0015 65 617 84.7 
8 40 7.5 0.003 0.001 65 762 93.0 
9 40 7.5 0.003 0.002 65 575 71.7 

10 40 7.5 0.003 0.0015 50 622 73.8 
11 40 7.5 0.003 0.0015 80 652 90.4 
12 30 5 0.002 0.001 80 714 76.5 
13 50 5 0.002 0.001 50 585 54.7 
14 30 10 0.002 0.001 50 1055 124.1 
15 50 10 0.002 0.001 80 866 99.3 
16 30 5 0.004 0.001 50 632 70.1 
17 50 5 0.004 0.001 80 588 80.0 
18 30 10 0.004 0.001 80 959 129.2 
19 50 10 0.004 0.001 50 785 99.8 
20 30 5 0.002 0.002 50 534 48.7 
21 50 5 0.002 0.002 80 512 57.8 
22 30 10 0.002 0.002 80 737 92.3 
23 50 10 0.002 0.002 50 598 60.5 
24 30 5 0.004 0.002 80 587 71.2 
25 50 5 0.004 0.002 50 462 49.2 
26 30 10 0.004 0.002 50 661 89.8 
27 50 10 0.004 0.002 80 603 87.5 
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Table 2.2 – Test dataset 
 

№ P1 , rev / min P2 P, W P3 А, m P4 В, m P5 P0, W P6 Т,°K P7 σzz, МPа 
1 38 8.4 0.003 0.002 54 592 70.8 
2 40 9.7 0.002 0.001 68 927 105.8 
3 35 7.8 0.003 0.002 51 584 67.4 
4 31 7.4 0.002 0.002 72 639 70.1 
5 36 9.2 0.004 0.001 60 843 109.4 
6 44 8.1 0.003 0.001 68 772 96.7 
7 36 8.3 0.004 0.001 61 793 102.6 
8 34 6.5 0.004 0.001 77 719 97.2 
9 50 5.1 0.003 0.002 72 499 60.5 

10 35 7.6 0.003 0.001 60 801 93.4 
 

 
Figure 2.3 – Dependence of maximum stresses 

σzz, МPа on processing parameters P1 = , P2 = P 
 

 
 

Figure 2.4 – Artificial neural network architecture 
 

The dataset presented in Table 2.2 was used to 
perform tests on regression and neural network 
models.  

The resulting models were evaluated using 
mean absolute error (MAE), root mean square error 
(RMSE), mean absolute percentage error (MAPE), 
and determination coefficient R2.  

Figures 1.11, 1.12 show heat maps illustrating 
the distribution of validation errors in determining 
the maximal values of temperature and tensile 
stresses during double-beam laser cleaving of tubu-
lar-shaped glass products. The number of neurons in 

the first and second hidden layers of the artificial 
neural network are shown by the vertical and hori-
zontal axes, respectively. The intensity of color cod-
ing represents the extent of error: the error increases 
from light to dark.  
 

 
 

Figure 2.5 – Heat map of MAPE error distribution 
when determining T 

 

 
 

Figure 2.6 – Heat map of MAPE error distribution 
when determining σzz 

 
The artificial neural network with the architec-

ture [5-20-5-2] demonstrated the most favorable 
results when determining the values of maximum 
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temperatures T and the maximum tensile stresses σzz 

in the treatment zone.  
Table 2.3 displays the estimation outcomes of 

both the regression and neural network models.  
 

Table 2.3 – Evaluation results of regression and 
neural network models  

 

Regression model Neural network 
model Criterion 

T zz T zz 
RMSE 6.4 K 2.78 МPа 2.4 K 0.80 МPа
MAE 5.9 K 2.36 МPа 2.0 K 0.66 МPа

MAPE 0.8 % 2.7 % 0.3 % 0.8% 
R2 0.9975 0.9739 0.9998 0.9993 

 
The evaluation findings of the generated re-

gression and neural network models demonstrate a 
required consistency with the outcomes obtained 
from finite element computations. Neural network 
models exhibit higher efficiency when it comes to 
predicting the parameters of double-beam laser 
cleaving of tubular-shaped glass products.  

The MOGA algorithm of the DesignXplorer 
module was used to perform multicriteria optimiza-
tion of parameters for double-beam laser cleaving of 
tubular-shaped glass products. The optimization 
procedures were conducted in accordance with the 
algorithm outlined in [10]. 

The following optimization criteria were cho-
sen:  → max, σzz → max, T ≤ 795 K. The optimiza-
tion results are provided in Table 2.4. Parameter 
values derived using the finite element modeling are 
presented in brackets. The application of the MOGA 
algorithm provided the maximum relative error of 
less than 3% when determining the responses.  

 
Table 2.4 – Optimization results 

 

№ 1 
P1 , rev / min 49.8 
P2 P, W 9.9 
P3 А, m 0.004 
P4 В,  0.001 
P5 P0, W 79 
P6 Т, °K 794 (778) 
P7 σzz, МPа 111,7 (115.1) 

 
Conclusion 
This study presents the construction of regres-

sion and neural network models of double-beam 
laser cleaving of tubular-shaped glass products and 
determines the optimal neural network architecture, 
the accuracy of which was found to be superior to 
that of the corresponding regression models. The 
application of the MOGA algorithm in multicriteria 
optimization has led to the identification of modes 
for double-beam laser cleaving, which ensure effi-
cient generation of laser-induced cracks in glass 
tubes.  
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STRUCTURE AND MECHANICAL PROPERTIES OF a-C COATINGS DEPOSITED 

FROM PULSE CARBON PLASMA ON A Ni HEATED SUBLAYER 
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Аннотация. Определены особенности морфологии, фазового состава и механических свойств углеродных покрытий, 
осаждённых из импульсных потоков углеродной плазмы на подложки, содержащие подслои никеля, при изменении ее 
температуры до 350° С. Установлено, что термообработка Ni подслоев незначительно влияет на их твердость и модуль 
упругости, приводит к повышению в 1,75 раза шероховатости RMS и более чем в 4 раза размера зерна. Фазовый состав 
Ni / a-C покрытий, осажденных на нагретые подслои никеля, характеризуется более высокой плотностью Csp2 кластеров, 
при этом с ростом температуры нагрева подложка происходит значительное снижение шероховатости. Методом 
инструментального наноиндентирования установлена структурная и фазовая неоднородность покрытий, проявляющаяся 
в немонотонном изменении модуля упругости и твердости при увеличении глубины индентирования. 
 
Ключевые слова: углеродные покрытия, нагрев подложки, никель, структура, механические свойства. 
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Abstract. The features of the morphology, phase composition and mechanical properties of the carbon coatings deposited from 
pulsed flows of carbon plasma onto the substrates containing nickel sublayers are determined when its temperature changes to 
350 °C. It has been established that heat treatment of Ni sublayers has a slight effect on hardness and elasticity modulus, leading 
to an increase in roughness RMS by 1.75 times and a more than 4-fold increase in grain size. The phase composition of Ni / a-C 
coatings deposited on heated nickel sublayers is characterized by a higher density of Csp2 clusters, and with increasing heating 
temperature of the substrate, a significant decrease in roughness occurs. Using the method of instrumental nanoindentation, the 
structural and phase heterogeneity of coatings was established, which manifests itself in a non-monotonic change in the elastic 
modulus and a significant decrease in hardness with increasing indentation depth. 
 
Keywords: carbon coatings, substrate heating, nickel, structure, mechanical properties. 
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Введение  
Процессы межфазного взаимодействия в 

углеродсодержащих многослойных покрытиях, 
определяющие в значительной степени их свой-
ства, являются зависящими от большого числа 
факторов, в числе которых выделяют природу, 
геометрические параметры отдельных слоев, 
условия и режимы их формирования [1]. При 
осаждении таких покрытий из импульсной ка-
тодной плазмы значительное влияние на их 
структуру и свойства оказывают также энергия 

ионов углерода, плотность потока, температура 
подложки [1], [2]. 

В ранее проведенных работах установлено 
влияние подслоев меди [1], алюминия [1], титана 
[2], хрома [3] и соединений на их основе [1] на 
структурно-фазовый состав и механические 
свойства углеродных (а-С) покрытий. Показано, 
что каталитическое или ингибирующее влияние 
подслоев, протекающие диффузионные процес-
сы наиболее значимы в граничных, толщиной до 
30 нм углеродных слоях. Определяющую роль в 
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формировании фазового состава, структуры уг-
леродных конденсатов играют температура по-
верхности подложки, плотность потока посту-
пающих на поверхность ионов. При этом толщи-
на межфазного диффузионного слоя помимо 
градиентов температуры и концентрации в зна-
чительной степени определяется протеканием в 
граничных слоях процессов химического взаи-
модействия [4], [5].  

Достаточно большое количество работ по-
священо изучению влияния последующей тер-
мообработки уже осаждённых покрытий на их 
структуру и свойства [1], [4], [5]. Установлено, 
что ее проведение при оптимальных режимах 
позволяет стабилизировать структуру и, за счет 
активации химического взаимодействия между 
элементами в объёме покрытия, повысить меха-
нические свойства, снизить уровень внутренних 
растягивающих напряжений, увеличить его из-
носостойкость [6]. Определяющее влияние темпе-
ратуры подложки на процессы роста а-С покры-
тий, зарождение центров sp3 фазы подтверждено 
и в рамках субимплантационной модели [7]. 

Наряду с температурой подложки сущест-
венное влияние на изменение структурно-
фазового состава а-С покрытий оказывает также 
и природа подслоя металла. В отличие от карби-
дообразющих металлов, таких как хром, титан, 
цирконий, и инертных (медь, серебро), никель 
оказывает специфическое влияние на процессы 
адсорбционного взаимодействия атомов углеро-
да, используется при синтезе высокоупорядочен-
ных углеродных материалов (графена, алмазов) в 
качестве катализатора зарождения активных 
центров, и при этом является хорошим конст-
рукционным материалом, на основе которого 
формируют износостойкие и самосмазывающие-
ся покрытия [8]–[10]. Также известно, что никель 
плохо растворяется в углероде, содержится в нем 
в виде самостоятельной фазы и не взаимодейст-
вует с ним при невысоких температурах [9], [10]. 
В связи с этим практический и научный интерес 
представляет установление закономерностей 
влияния подслоя никеля на процессы структуро-
образования углеродной матрицы, морфологиче-
ские параметры, фазовый состав и механических 
свойств углеродных покрытий, осаждённых из 
импульсных потоков углеродной плазмы на тер-
мически активированную подложку, что и со-
ставляет цель настоящей работы. 

 
1 Оборудование и методы исследования 
Формирование двухслойных Ni / a-C по-

крытий проводили путем последовательного 
осаждения слоя никеля магнетронным испарени-
ем и слоя углерода из плазмы импульсного ка-
тодно-дугового разряда с помощью устройства, 
схема которого представлена на рисунке 1.1.  
 В качестве подложек использовали полиро-
ванные пластины монокристалла кремния (100) 

толщиной 0,5 мм. Перед нанесением покрытий 
подложки промывали с использованием органи-
ческих растворителей (ацетон, спирт) в ультра-
звуковой ванне при температуре 50° С с после-
дующей промывкой в дистиллированной воде и 
сушкой на воздухе. После размещения подложек 
в вакуумной камере и ее откачки до остаточного 
давления 3·10-3 Па проводили их очистку с ис-
пользованием тлеющего разряда. Для формиро-
вания подслоев никеля магнетронным методом 
распыляли катод диаметром 80 мм и толщиной 4 
мм, изготовленный из никеля (Н0). Парциальное 
давление Ar в рабочей камере составляло 4∙10-2 Па.  
 

 
 

1 – баллон с кислородом,  
2 – баллон с аргоном,  
3 – регулятор расхода газа,  
      откалиброванный по аргону,  
4 – регулятор расхода газа,  

откалиброванный по кислороду,  
5 – катодный узел магнетронной 
      распылительной системы МАРС  
      (БГУИР, Беларусь, ЭСТО-Эл, Томск,  
      Россия),  
6 – генератор углеродной плазмы,  
7 – регулятор расхода газа,  
      откалиброванный по аргону,  
8 – ионный источник,  
9 – узел вращения,  
10 – оснастка с подложками 

 

Рисунок 1.1 – Схема устройства для нанесения  
Ni / a-C покрытий 

 
Толщина осаждаемых Ni подслоев в режиме 

стабилизации тока магнетронного разряда (500 мА, 
напряжение разряда 600 В, расход рабочего газа 
ΓAr = 65 мл / мин) регулировалась временем оса-
ждения и контролировалась после нанесения 
покрытий профилометром Syrtronic 25 (Taylor 
Hobson, Англия) по перепаду высот на границе 
покрытие / подложка. Выбранные режимы осаж-
дения позволили получить слои никеля с высо-
кой прочностью адгезионного соединения с под-
ложкой и толщиной 50 ± 5 нм.  

Перед осаждением углеродного слоя под-
ложку нагревали до температуры 150° С и 350° С. 
Температура контролировалась с помощью тер-
мопары. После нагрева подложкодержателя и 
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стабилизации температуры подложки с предва-
рительно осажденными Ni подслоями осаждали 
углеродный (а-С) слой из сепарированного пото-
ка углеродной плазмы, формируемой в результа-
те испарения графитового катода импульсным 
разрядом при напряжении разряда 350 В и часто-
те следования импульсов 3 Гц. Количество им-
пульсов разряда 3000.  

В качестве сепаратора плазменного потока, 
разделяющего ионную и нейтральную, микро-, 
нанодисперсную компоненту (макрочастицы, 
капли, осколки графитового катода), использова-
ли электромагнитный фильтр, выполненный в 
виде криволинейного соленоида с углом поворо-
та плазменного потока на 90 градусов. Отличи-
тельной особенностью данного соленоида явля-
ется его включение в электрическую схему блока 
питания импульсного генератора углеродной 
плазмы, что обеспечивало синхронизацию пере-
менного транспортирующего поля сепаратора с 
частотой разряда углеродного испарителя.   

После осаждения подложки с нанесённым 
покрытием охлаждали в вакуумной камере при дав-
лении 2·10-3 Па до комнатной температуры 23° С.  

Фазовый состав покрытий определяли ме-
тодом спектроскопии комбинационного рассеи-
вания с помощью КР микроскопа Senterra 
(Bruker), возбуждение спектров осуществлялось 
излучением с длиной волны 532 нм и мощностью 
20 мВт. Разложение регистрируемых спектров на 
D (центр вблизи 1380 см-1) и G пики (с центром 
около 1520…1580 см-1) осуществляли по методу 
Гаусса. Параметры структуры углеродных по-
крытий оценивали по изменению положения G 
пика, его полной ширины на полувысоте 
(FWHM) и отношению интенсивностей ID / IG 
[11], [12]. Математическую обработку спектров 
проводили с использованием лицензионной про-
граммы Opus (Bruker Optik GmbH). 

Морфологию покрытий изучали методом 
атомно-силовой микроскопии (АСМ) в режимах 
измерения топографии и фазового контраста с 
применением прибора Solver-PRO P47 (NT-MDT, 
РФ). В результате последующей математической 
обработки трехмерного изображения рельефа 
определяли шероховатость RMS и размер зерна. 

Исследование механических свойств по-
крытий проводили методом индентирования в 
режиме динамического механического анализа 
(«НаноСкан 4D», ФГБНУ «ТИСНУМ», г. Тро-
ицк, РФ). В качестве индентора использовали 
алмазную трехгранную пирамидку Берковича. 
Перед началом измерений проводилась калиб-
ровка податливости системы и формы индентора 
на эталонном образце с известным модулем уп-
ругости и твердостью (плавленый кварц). При 
этом типичная амплитуда колебаний составила 
порядка нескольких нанометров при максималь-
ной нагрузке 40мН. Измерение проводили при 
глубине индентирования 60 ± 3 нм. Полученные 

кривые анализировали в рамках модели Оливер-
Фара [13], что позволяет получить всю необхо-
димою информацию о твердости и упругости 
исследуемых покрытий [14], [15]. С целью обеспе-
чения метрологически достоверных значений из-
меренных параметров на каждом образце покры-
тий проводилось по 15 измерений при идентичных 
условиях нагружения, затем результаты усредняли.  

Известно [16], [17], что высокая твердость 
покрытий как правило определяет высокую из-
носостойкость, особенно в условиях абразивного 
трения, а значения модуля упругости Юнга ха-
рактеризуют усталостную прочность. Для опре-
деления перспективы применения разрабатывае-
мых слоев в качестве покрытий триботехниче-
ского назначения наряду с параметрами, харак-
терными для кинетики трения, такими как коэф-
фициент трения, износостойкость, термостой-
кость, важными являются значения стойкости к 
упругой деформации, так называемый индекс 
пластичности, определяемый как H / E, и стойкость 
к пластической деформации H3 / E2 [15], [16]. 
 

2 Полученные результаты и их анализ 
На начальном этапе исследования определя-

лись закономерности влияния температуры тер-
мообработки на изменение поверхностной мор-
фологии и механических свойств подслоя никеля.  

Из приведенных на рисунке 2.1 АСМ изо-
бражений поверхности осажденных Ni подслоев 
до и после термообработки при различной тем-
пературе следует, что слои Ni являются сплош-
ными, характеризуются отсутствием дефектов и 
капельной фазы. При этом с ростом температуры 
отжига наблюдается увеличение перепада высот, 
шероховатости RMS, размера зерна (таблица 2.1), 
что указывает на протекание активной термиче-
ской активации диффузионных процессов [18].  

При этом твердость покрытия незначительно 
увеличивается после термообработки. Стоит от-
метить, что модуль упругости нагретых до 350° С 
покрытий несколько возрастает, что является след-
ствием формирования более плотной структуры.  

Определены фазовый состав и морфология 
алмазоподобных покрытий, осажденных на под-
слои никеля. При этом осаждение а-С слоя про-
водилось при режиме генерации импульсных 
потоков углеродной плазмы, обеспечивающем 
высокое содержание sp3 гибридизированных ато-
мов углерода и минимальное радиационное воз-
действие на подложку (нагрев не более 10° С).  

Приведенные на рисунке 2.2 спектры КР 
осажденных слоистых покрытий характерны для 
аморфных углеродных покрытий и представляют 
собой ассиметричный пик, расположенный в 
области от 1000 до 2000 см-1 с центром, локали-
зованным в области 1600 см-1. В спектрах КР 
установлено наличие D- и G-пиков различной 
интенсивности, что характерно для разупорядо-
ченных углеродных материалов. 
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                                    а)                                                 б)                                               в) 
 

Рисунок 2.1 – АСМ изображения поверхности покрытий Ni толщиной 50 нм, осажденных на кремниевую 
подложку: а) без отжига, б) после отжига при 150° С, в) после отжига при 350° С 

 
    Таблица 2.1 – Параметры морфологии и механические свойства Ni подслоев 
 

Шероховатость RMS, нм Размер зерна D, нм H ± 10 %, ГПа E ± 10 %, ГПа 
без термообработки 

1,6 11,7 6,4 193 
термообработка при 150° С 

2,1 16,9 7,8 192 
термообработка при 350° С 

2,8 48,9 7,7 215 
 

   
a) б) в) 

 

Рисунок 2.2 – Спектры КР Ni/a-C покрытий (толщина а-С слоя 110±5 нм): 
а) без нагрева подложки, б) температура нагрева подложки 150 ± 20° С,  

в) температура нагрева подложки 350 ± 20° С 
 

При интерпретации данных КР спектроско-
пии следует учитывать, что проявление D-пика 
связано с дыхательной модой sp2-гибридизован-
ных кластеров, проявляющейся в КР-спектрах 
разупорядоченных структур, при этом смещение 
D пика возможно вследствие формирования 
твердых растворов за счет протекания процессов 
диффузии [19]. В то же время наличие G-пика 
обусловлено возбуждением валентных колеба-
ний sp2-гибридизованного углерода [11], [12]. 

Анализ представленных спектров КР согла-
суется с результатами работ [20], [21] и показы-
вает, что форма спектров КР осажденных покры-
тий, зависящая от отношения концентраций ато-
мов углерода с sp2- и sp3 типом гибридизации 
связей [9], [11], [12], [20], изменяется с увеличе-
нием температуры нагрева подложки, что явля-
ется признаком сложного характера распределе-
ния углеродных фаз как в граничном диффузи-
онном слое, так и в объёме углеродного слоя под 
действием температуры. Как показано в работах 
[1], [4], такое поведение спектральных кривых 

наиболее выражено при малых толщинах угле-
родного слоя, осажденного на подслоях металла 
или нитрида, и определяется особенностями 
структурообразования покрытий на начальных 
стадиях осаждения, характеризующихся высо-
ким структурным беспорядком и несовершенст-
вом структуры растущего а-С покрытия при кон-
денсации атомов / ионов углерода на поверхно-
сти подложки, изменением количества центров 
зарождения sp3 фазы, а также зависит от интен-
сивности диффузии кислорода в объём покры-
тия, происходящего после разгерметизации ва-
куумной камеры, что приводит к изменению 
sp2 / sp3 отношения атомов углерода. 

При толщине более 80 нм структура а-С по-
крытий становиться завершенной, снижается 
количество дефектов, что приводит к формиро-
ванию более равновесной структуры и снижению 
влияния Ni подслоя на процессы структурообра-
зования, при этом протекание дальнейших про-
цессов структурообразования определяется тем-
пературой подложки, которая оказывает влияние 
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на подвижность адсорбированных атомов угле-
рода, размер графитовых кластеров. 

Стоит отметить, что положения центров  
D- и G-пиков в спектрах КР полученных покры-
тий отличаются незначительно (таблица 2.2). 
При этом наблюдается увеличение ID / IG отно-
шения с ростом температуры нагрева подложек, 
однако точная оценка данного отношения не по-
зволяет количественно установить изменение 
фазового состава атомов углерода в покрытиях, 
так как значения ID / IG отношения определяются 
не только отношением sp2/sp3 атомов углерода с 
различной гибридизацией связей [12], но и сте-
пенью упорядоченности графитовой компоненты 
покрытия [12], [20], [21]. 

Основываясь на полученных результатах 
(таблица 2.2), а также с учетом работ [4], [5] с 
повышением температуры нагрева подложки 
должно происходит снижение содержания Сsp3 
фазы, однако в полученных слоистых Ni / а-С 
покрытиях на структуру аморфной углеродной 
матрицы оказывает влияние как рост толщины 
диффузионного слоя, вызванный температурой 
нагрева подложки, так и увеличение размера 
зерна Ni подслоя, определяющее увеличение 
площади границ раздела между аморфной угле-
родной матрицей и металлическим подслоем, что 
является причиной увеличения степени струк-
турного беспорядка углеродной матрицы. Ре-
зультаты, приведенные в таблице 2.2, находятся 
в соответствии с ТК отношением [21], опреде-
ляющим увеличение ID / IG отношения с ростом 
степени разупорядоченности или уменьшении 
размера Csp2-кластеров. 

При температуре нагрева подложки 350° С 
ширина G пика уменьшается, что указывает на 
количественные превращения в микроструктуре 
углеродной матрицы, вызванные увеличением 
доли атомов углерода с sp2-типом гибридизации 
связей. Также известно, что ширина пика КР оп-
ределяется дисперсией по размерам Сsp2 класте-
ров и, чем больше его ширина, тем больше раз-
личия между размерами Сsp2 кластеров.  

Соответственно процессы структурообразо-
вания в Ni / a-C покрытиях определяются проте-
канием конкурирующих процессов, на которые 
оказывает влияние как наличие Ni подслоя, так и 
температура нагрева подложки: 

1) в Ni / а-С покрытий, осажденных на хо-
лодную подложку, формируются Сsp2 кластеры, 
характеризующиеся широким распределением по 
размеру; 

2) с ростом температуры нагрева в углерод-
ной матрице не происходит формирование круп-
ных Сsp2 кластеров, а только увеличение их ко-
личества за счет слияния мелких (до 2 нм) Csp2 
кластеров. С увеличением температуры нагрева 
подложки в покрытиях образуется больше не-
значительно отличающихся по размерам разупо-
рядоченных Csp2-кластеров, что подтверждается 
как уменьшением ширины G-пика и увеличени-
ем его интенсивности, характеризующей степень 
деформации углов между связями атомам угле-
рода при формировании Csp2 кластера, так и 
увеличением ID / IG отношения. При этом отме-
тим, что одним из ключевых факторов, оказы-
вающих дополнительное влияние на ширину  
G-пика, являются внутренние напряжения сжа-
тия [16], величина которых снижается за счет 
наличия подслоя металла. 

Результаты определения поверхностной мор-
фологии, выполненные методом АСМ для Ni / a-C 
покрытий, осажденных при различной темпера-
туре подложки, приведены на рисунке 2.3.  

С применением динамического полукон-
тактного метода удалось определить с достаточ-
ной точностью морфологические (шероховатость 
RMS и размер зерна Dср) и относительные меха-
нические характеристики поверхности (изобра-
жения фазового контраста). Основываясь на фи-
зических принципах построения изображений 
фазового контраста, можно утверждать, что бо-
лее темные участки поверхности характеризуют-
ся более низкой твердостью в сравнении с более 
светлыми. Следовательно, можно изучить рас-
пределение фазового состава по поверхности 
покрытий [1]. 

Установлено, что покрытия характеризуют-
ся гладкой, аморфной поверхностной структурой 
с невыраженными границами зерен, образующих 
основную матрицу. На поверхности наблюдают-
ся макрочастицы размером до 250 нм, которые, 
как правило, являются осколками графитового 
катода и достигают подложки за счет многократ-
ного отражения от арматуры вакуумной камеры 
или элементов конструкции внутрикамерного  

 
Таблица 2.2 – Параметры спектров КР Ni/a-C покрытий 
 

Толщина  
а-С слоя, нм 

D пик  
положение, см -1 

D пик  
ширина, см-1 

G пик  
положение, см-1 

G пик  
ширина, см-1 

ID / IG 

Без нагрева подложки 
113,0 1409,2 232,9 1558,4 187,2 0,31 

Температура нагрева подложек 150 ± 20° С 
84,9 1403,8 297,08 1558,1 178,5 0,47 

Температура нагрева подложек 350 ± 30° С 
82,4 1408,0 294,9 1558,0 176,5 0,50 
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Рисунок 2.3 – АСМ изображения поверхности Ni / a-C, осажденных при температуре  подложки: 
а) без нагрева подложки, б) 150 ± 20° С, в) 350 ± 20° С 

 
сепаратора. Стоит отметить, что при толщине уг-
леродного слоя более 80 нм, независимо от тем-
пературы нагрева подложки, влияние структур-
ных параметров Ni подслоя на морфологию а-С 
покрытия отсутствует, что указывает на способ-
ность углеродного покрытия с ростом его тол-
щины нивелировать влияние морфологических 
параметров подслоя.  

Результаты математической обработки дан-
ных АСМ приведены в таблице 2.3, из которой 
следует, что с ростом температуры нагрева под-
ложка происходит значительное снижение шеро-
ховатости Ni / a-C покрытий, сопровождающееся 
незначительным увеличением размера зерна на 
поверхности. 
 

Таблица 2.3 – Параметры поверхностной 
морфологии а-С покрытий 

 

Толщина а-С 
слоя, нм 

Шероховатость 
RMS, нм 

Размер  
зерна D, нм

Без нагрева подложки 
113,0 3,8 8,3 

Температура нагрева подложки 150 ± 20° С 
84,9  2,7 8,8 

Температура нагрева подложки 350 ± 30° С 
82,4 0,9 9,3 

 

Полученные результаты не в полной мере 
согласуются с известными представлениями о 
процессах структурообразования при нагреве 

[18], [19], [22]. Снижение шероховатости при 
осаждении на более нагретый подслой никеля 
свидетельствует о доминировании латерального 
механизма роста углеродных частиц, что воз-
можно при повышении взаимодействия адатомов 
углерода с подложкой и снижении поэтому их 
вклада в формирование купола частиц.  

Механические свойства слоистых покрытий 
определяли путем измерения трех основных ха-
рактеристик: твердости H (ГПа), модуля упруго-
сти Е (ГПа) и коэффициента упругого восстанов-
ления η (%). Также рассчитывались параметры 
H / E и H3 / E2, позволяющие прогнозировать 
износостойкость покрытий, их способность со-
противляться нагрузкам в зоне контакта [13], 
[15]. Приведенные на рисунке 2.4 кривые инден-
тирования покрытий характеризуют изменение 
механических свойств в зависимости от глубины 
внедрения индентора. Полученные значения 
твердости и их изменения при увеличении глу-
бины индентирования, нагреве подложки на ста-
дии нанесения покрытия являются следствием 
проявления структурной и фазовой неоднород-
ности покрытий, протекания процессов дефекто-
образования, деформационного упрочнения под 
индентором, межслойной деформации при на-
гружении. 

Установлено, что при малой глубине инден-
тирования (до 10 нм) твёрдость и модуль упруго-
сти соответствуют  значениям,  характерным  для  

 

а) 

  б) 

в) 
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Рисунок 2.4 – Изменение твердости и модуля упругости Ni / a-C, осажденных при температуре 
подложки: а) без нагрева подложки, б) 150 ± 20° С, в) 350 ± 20° С 

 
а-C слоя, незначительно снижаясь с ростом тем-
пературы нагрева подложек. Также можно отме-
тить, что для покрытий, осажденных при более 
высоких температурах нагрева подложки, с рос-
том глубины индентирования наблюдается уве-
личение влияния Ni подслоя на величину твердо-
сти, что связано как с изменением структурно-
фазового состава углеродной матрицы, а также, 
согласно данным таблицы 2.1, с увеличением 
твердости подслоя Ni за счет перестройки его 
структуры под действием температуры (рисунок 
2.1 б, в). 

Приведенные в таблице 2.4 значения отно-
шений H / E и H3 / E2 изменяются в достаточно 
широких пределах, что позволяет прогнозиро-
вать различия в механизмах изнашивания и тре-
ния данных покрытий. 

 
Таблица 2.4 – Механические свойства Ni / a-C 

покрытий, осажденных при различной темпера-
туре подложки  

 

Твердость 
HB, ГПа 

Модуль упру-
гости Е, ГПа 

Н / E H3 / E2 η (%)

Без нагрева 
14,7 179,1 0,062 0,113 76,5

Температура нагрева подложек 150 ± 20° С 
10,5 211,7 0,049 0,025 61, 4

Температура нагрева подложек 350 ± 30° С 
11,2 230,2 0,048 0,026 58,3

 
Высокие значения H3 / E2 отношения для 

Ni / а-С покрытий, осажденных на холодную 
подложку, указывают на их более высокую изно-
состойкость, а значения H / E отношения – на 
высокую хрупкость, что не всегда позволяет 
обеспечить высокую стабильности пары трения. 
Низкие значения этих параметров, полученные 
для покрытий, осажденных на нагретую подлож-
ку, свидетельствуют о повышении пластической 
деформации покрытий в области контактного 
нагружения. Установленное при этом снижение 
поверхностной шероховатости RMS покрытий с 
ростом температуры нагрева определяет повы-
шение площади фактического контакта, что 

снижает среднею температуру в зоне трения за 
счет более интенсивного отвода генерируемого 
тепла и, соответственно, термоокислительную 
деструкцию углеродного слоя, и увеличивает, 
таким образом, ресурс работы пары трения. 

 
Заключение 
Установлены особенности влияния подслоя 

никеля, температуры подложки на морфологиче-
ские параметры, фазовый состав и механические 
свойства углеродных покрытий, осаждённых из 
импульсных потоков углеродной плазмы. Уста-
новлено, что термообработка Ni подслоев до 
температуры 350° С в течение 60 минут приводит 
к повышению в 1,75 раза шероховатости RMS и 
более чем в 4 раза размера зерна. При этом твер-
дость и модуль упругости покрытия незначитель-
но увеличивается после термообработки.  

Показано, что при толщине углеродного 
слоя более 80 нм, независимо от температуры 
нагрева подложки, влияние структурных пара-
метров Ni подслоя на морфологию а-С покрытия 
отсутствует. При этом фазовый состав Ni / a-C 
покрытий, осажденных на нагретые подслои ни-
келя, характеризуется более высокой плотностью 
Csp2 кластеров. С ростом температуры нагрева 
подложка происходит значительное снижение 
шероховатости Ni / a-C покрытий, сопровож-
дающееся незначительным увеличением размера 
зерна на поверхности, что свидетельствует о до-
минировании латерального механизма роста уг-
леродных частиц, повышении взаимодействия 
адатомов углерода с подложкой.  

Методом инструментального наноинденти-
рования установлена структурная и фазовая не-
однородность покрытий, проявляющаяся в немо-
нотонном изменении модуля упругости и суще-
ственном снижении твердости при увеличении 
глубины индентирования. При осаждении на 
нагретые подложки Ni / а-С покрытия проявляют 
более высокую пластичность, что, с учетом 
формирования менее шероховатых слоев, позво-
ляет прогнозировать их более высокие триботех-
нические свойства. 
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Аннотация. Проведен теоретический анализ качественного поведения решений уравнения Ланжевена для движения 
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Введение 
Проблема воздействия оптического излуче-

ния на частицы вещества актуализировалась по-
сле создания мощных лазерных источников све-
тового излучения. В настоящее время существу-
ет множество работ, в которых сообщается об 
исследовании действия силы светового давления 
на наночастицы с учётом физических свойств не 
только наночастиц [1]–[6], но и среды, в которой 
они расположены [7]–[9]. Не менее важными 
факторами, влияющими на эффективность взаи-
модействия оптического излучения с частицами 
вещества, являются параметры (степень коге-
рентности, объемная плотность энергии, мощ-
ность и т. д.) лазерного излучения [10]. В экспе-
риментах по манипулированию малыми части-
цами с использованием силы светового давления 
обычно используются сфокусированные пучки 
излучения лазеров непрерывного действия [11]–

[13]. Посредством формирующих оптических 
систем удаётся сконцентрировать энергию ла-
зерного излучения в узком пучке, чем обеспечи-
вается возможность более эффективного управ-
ления локализацией микро- и наночастиц [14]–
[16], особенно интересного в медицинских при-
ложениях. С использованием силы светового 
давления можно управлять не только потоком 
клеток, но и отдельно взятой биологической 
клеткой [17], [18]. 

Большое внимание уделяется изучению 
действия силы светового давления на металличе-
ские сферические наночастицы, расположенные 
вблизи диэлектрической подложки [19], [20], на 
диэлектрические сферические частицы вблизи 
металлических структур [21], [22], а также на 
системы нескольких металлических наноразмер-
ных объектов [23], [24]. При этом в зависимости 
от типа возбуждаемой плазмонной моды (смена 
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типа моды может достигаться в результате как 
управляемого изменения расстояния между ме-
таллическими объектами [24], так и варьирова-
ния длины волны падающего излучения) направ-
ление силы светового давления может изменять-
ся. Это означает, что между облучаемыми лазе-
ром металлическими наночастицами возможно и 
притяжение и отталкивание, что представляется 
весьма интересным в наноплазмонике. 

В работах [25], [26] сообщалось о результа-
тах теоретического исследования транспорти-
ровки металлических наночастиц в поле сфоку-
сированного лазерного излучения под действием 
силы светового давления. Особое внимание в 
них уделено изменению силы светового давле-
ния в условиях, соответствующих проявлению 
плазмонного резонанса в сфероидальной метал-
лической наночастице [27]. Показано, что вели-
чина силы светового давления существенно за-
висит от ориентации наночастиц относительно 
направления падающего лазерного пучка.  

В работе профессора Н.Г. Хлебцова [28] со-
держится краткий обзор известных к началу XXI 
века теоретических и экспериментальных работ 
об изучении оптических свойств металлических 
частиц и их применении для направленной дос-
тавки медицинский препаратов к биологическим 
мишеням посредством силы светового давления. 
Профессором В.В. Бучановым с соавторами в 
[29] продемонстрирована возможность переме-
щения микрочастиц (клеток) в поле излучения 
фемтосекундного лазера и манипулирования их 
положением при варьировании силы светового 
давления. Перспективной для медицинских при-
ложений оказалась и показанная в [30] возмож-
ность деструкции патологических клеток и ре-
зекции фрагмента от скопления раковых клеток 
вследствие разрыва связей между ними при мно-
гофотонном поглощении излучения биологиче-
скими объектами в поле фемтосекундных свето-
вых импульсов. 

Исследование зависимости распределения 
наночастиц, помещенных в прозрачную жид-
кость, по размерам на характеристики четырех-
волнового преобразователя излучения сделано в 
работе [31]. Показано, что в зависимостях ам-
плитудного коэффициента отражения и времени 
выхода на стационарное значение полуширины 
полосы пространственных частот от дисперсии 
наблюдаются экстремумы, при которых коэффи-
циент отражения принимает наибольшее, а время 
выхода наименьшее значения. 

В работе [32] проведен анализ вида про-
странственного спектра объектной волны, обра-
зующейся в процессе четырехволнового взаимо-
действия в схеме с горизонтально распростра-
няющимися волнами накачки в зависимости от 
массы наночастиц в прозрачной суспензии. По-
лученные результаты могут быть использованы 
при проектировании систем нелинейной 

адаптивной оптики на основе прозрачных суспен-
зий наночастиц для задач коррекции мелкомас-
штабных фазовых искажений сигнальной волны. 

Изучение сепарации наночастиц в прозрач-
ной полидисперсной водной суспензии с различ-
ными типами распределений по размерам под 
действием силы светового давления (на основе 
стационарного решения уравнения диффузии), 
возникающей в поле лазерного излучения интен-
сивностью 0,5–500 кВт/см2, рассмотрено в рабо-
те [33]. Установлено, что на дно кюветы пре-
имущественно будут осаждаться частицы радиу-
сом более 100 нм, а концентрация более мелких 
наночастиц во всем объеме суспензии останется 
без изменений. В случае симметричного началь-
ного распределения наночастиц по размерам 
воздействие интенсивного светового пучка на 
суспензию приводит к нарушению симметрии 
кривой функции распределения, а также смеще-
нию максимума в область меньших размеров 
частиц на облучаемой поверхности. 

Теоретическое исследование диэлектриче-
ской проницаемости, соответствующей плазмон-
ным осцилляциям в эллипсоидальной наноча-
стице с учетом вкладов по малому отношению 
размера наночастицы к длине волны приведено в 
работе [34]. Основное внимание в данной работе 
было уделено так называемым дипольным плаз-
монным осцилляциям, эффективно возбуждае-
мым почти однородным электрическим полем, 
возникающим вблизи наночастицы при действии 
на нее плоской монохроматической электромаг-
нитной волной излучения лазера. На основе ин-
тегральных уравнений по объему наночастицы 
предложена общая схема нахождения поправок 
по волновому числу к электростатическому вы-
ражению для диэлектрической проницаемости 
плазмонных осцилляций произвольной мульти-
польности. 

В настоящее время, несмотря на большое 
количество работ по данной тематике, остается 
нераскрыт вопрос качественного анализа урав-
нения движения частицы, а также получение но-
вых теоретических данных по управляемой 
транспортировке и локализации наноразмерных 
частиц, находящихся в жидкой среде, силами 
светового давления лазерного излучения. 

 
1 Основные соотношения 
Сила светового давления, действующая на 

частицу в пространственно модулированном ла-
зерном луче, может быть условно разделена на 
две составляющие: составляющую, направлен-
ную вдоль градиента интенсивности света, т. е. 

градиентную силу grad ,F


 и составляющую, дейст-

вующую вдоль направления распространения 

луча, и состоит из силы поглощения absF


 и рас-

сеивающей силы scat .F
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Для рассматриваемой нами прозрачной на-

ночастицы abs 0F 


 и, следовательно,  

grad scat .F F F 
  

 

Поскольку интенсивности встречно распро-
страняющихся лазерных лучей, образующих 

стоячую волну, равны, то scat 0F 


 и влияние из-

лучения на наночастицу полностью обусловлено 
только градиентной составляющей силы. 

Интенсивность излучения будет опреде-
ляться следующим уравнением: 

0( ) (1 cos(2 )),I z I kz   

где ( )k c n   – волновое число,   – частота из-

лучения, n – показатель преломления жидкости. 
В приближении Рэлея, когда размеры час-

тицы малы по сравнению с длиной волны излу-

чения, выражение для градиентной силы gradF


 

можно записать в виде: 

grad 0

( )
2 4 sin(2 ),

n dI z n
F z z I k kz

c dz c
        

  
 

где 
2

3
2

1

2

m
R

m


 


 – поляризуемость сферической 

наночастицы радиуса R  ( 1),kR   0 ,m n n  0n  – 

показатель преломления частицы. 
Уравнение движения наночастицы, разме-

щённой в идеальной жидкости под действием 

силы gradF


 аналогично математическому уравне-

нию маятника и имеет вид: 
2

02
4 sin(2 ),

d z n
m I k kz

cdt
              (1.1) 

или 
2

02
4 sin(2 ) 0.

d z n
I k kz

mcdt
     

Заменяя ускорение наночастицы 

,
dv dv dz vdv

a
dt dt dz dz

    получим 

04 sin(2 ).
vdv n

I k kz
dz mc

     

Разделяя переменные и интегрируя обе час-
ти, получим 

04 sin(2 ) .
n

vdv I k kz dz
mc

      

Решение данного уравнения имеет вид 
2

02 cos(2 )
2

v n
I kz C

mc
     

или 

04 cos(2 ) 2 ,
n

v I kz C
mc

      

где C  – постоянная интегрирования, которую 
найдем из начальных условий 0( 0,t   

0 / 2 ,z k   0 0).v   

Подставим начальные условия в последнее 
уравнение: 

0 04 cos 2 2 ,
2

n
v I k C

mc k

      
 

 

или 

2
0 04 cos( ) 2 .

n
v I C

mc
      

Откуда, 
2
0

02 .
2

v n
C I

mc
     

Возвращая постоянную интегрирования в 
уравнение, получим 

2
0 0 04 cos(2 ) 4 ,

n n
v I kz v I

mc mc
         (1.2) 

т. е. зависимость скорости от координаты перио-
дическая с периодом / .k  

На рисунке 1.1 представлена теоретическая 
зависимость скорости сферической диэлектриче-
ской наночастицы, находящейся в интерферен-
ционном поле, формируемом при наложении 
встречных пучков лазерного излучения под дей-
ствием градиентной силы без учета силы сопро-
тивления среды от времени, построенная на ос-
новании уравнения (1.2). 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Зависимость скорости движения 
наночастицы в поле лазерного излучения 

от времени ( 1,33,n   0,53,   185,5·10  кгm   
6

0 5,093 10I    Вт/м2, 532   нм, 3
0 10v   м/с) 

 

Представляя 
dz

v
dt

  и разделяя переменные, 

можно получить закон движения наночастицы, 
имеющий достаточно громоздкий вид, который 
сложен для анализа качественного поведения 
решений. 

 
2 Исследование качественного поведения 

решений 
В уравнении (1.1) выполним подстановку 

( )
( ) ,

2

x t
z t

k
  получим уравнение 
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2
08α π

sin ,
I k n

mx x
c

   

где 
2

2
.

d x
x

dt
  Введем замену параметров 

2
08α π

,
I k n

s
c

  тогда уравнение (1.1) примет вид 

sin 0.mx s x         (2.1) 
Заметим, что уравнение (2.1) эквивалентно 

системе уравнений: 
,

sin .

x y

s
y x

m





 




       (2.2) 

Фазовой поверхностью системы (2.2) явля-
ется цилиндр. Особыми точками (точками рав-
новесия) этой системы на развертке фазового 
цилиндра являются точки ( , ) (0,0)x y   и 

( , ) ( π,0).x y    Заметим, что замена переменных 

( , ) ( , )x y x y    не изменяет систему (2.2), т. е. 

фазовый портрет системы (2.2) симметричен от-
носительно начала координат.  

Матрица Якоби системы (2.2) имеет вид 
0 1

( , ) .cos
0

J x y s x

m

 
    
 

 

Для особой точки ( π,0)  собственные чис-

ла матрицы Якоби ( π,0)J   есть 1,2 / .s m    

Учитывая, что , 0,m s   получим два действи-
тельных числа разных знаков. Тогда точка 
( π,0)  является седлом – неустойчивым состоя-

нием равновесия (рисунок 2.1). 
Для особой точки (0,0)  собственные числа 

матрицы Якоби (0,0)J  есть 1,2 / .s m     

Учитывая, что , 0,m s   получим пару чисто 

мнимых чисел. Тогда точка (0,0)  – либо центр 

(окружена замкнутыми траекториями), либо фо-
кус (окружена спиралями). Перемножая уравне-
ния системы (2.2), получим уравнение 

sin ,mydy s xdx   общий интеграл которого 
2 2 cos ,my s x C   т. е. функция  

2( , ) 2 cosV x y my s x   
является первым интегралом системы (2.2), произ-
водная функции ( , )V x y  в силу системы (2.2) есть  

 

( , )

2 sin 2
si

.
n

0
s x

y
m

V V
V x y x y

x y

s x my

 
  
 

  

  
 

Тогда траектории системы (2.2) находятся на 
линиях уровня функции .V  Для достаточно ма-

лых 0   (при 0 2 )s    линии уровня 1( )V    

представляют собой замкнутые кривые,  

окружающие точку (0,0).  Эти кривые не содер-

жат точек равновесия и, следовательно, точка 
(0,0)  является центром (рисунок 2.1).  

 

 
 

Рисунок 2.1 – Фазовый портрет системы (2.2) 
 

Заметим, что в [35] изучается движение 
прозрачной наночастицы сферической формы в 
пространственно модулированном лазерном луче 
под действием градиентной силы с учетом силы 
сопротивления среды, которое описывается сис-
темой уравнений 

,

sin ,

x y

b s
y y x

m m





  




   (2.3) 

где 6 ,b R     – динамический коэффициент 

вязкости жидкости, R  – радиус сферической 
наночастицы. 

Эта система отличается от системы (2.2) на-

личием слагаемого 
b

y
m

  в правой части второго 

уравнения. Система (2.3) имеет те же особые 
точки, но характер точки (0,0)  с ростом пара-

метра 0b   сначала меняется на устойчивый 

фокус (при 2 ),b ms  а затем на устойчивый 

узел (при 2 ).b ms  

Заметим, что системы (2.2) и (2.3) являются 
автономными, и, следовательно, с помощью под-
ходов, изложенных в [36]–[40], результаты ана-
лиза качественного поведения решений системы 
(2.3) (или при 0b   системы (2.2), а значит и 
уравнения (1.1)) можно распространить на реше-
ния специальным образом возмущенных (с со-
хранением отражающей функции Мироненко) 
систем и, в частности, системы 

(1 ( )),

sin
(1 ( )),

x y t

by s x
y t

m

 



  




     (2.4) 
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которая эквивалентна уравнению 

 
 

 2 2
1 ( ) ( ) 1 ( ) sin

0,
1 ( )

b t m t s t x
x x

m t m

   
  




   

где ( )t  – непрерывная скалярная функция. При 

этом возмущенная система (2.4) сохраняет (при 
дополнительных условиях на функцию ( ))t  

многие качественные свойства решений исход-
ной системы (2.3), такие как наличие периодиче-
ских решений и устойчивость решений по Ляпу-
нову [36]. 
 

Заключение 
В работе проведен теоретический анализ 

качественного поведения решений уравнения 
Ланжевена для движения прозрачной наночасти-
цы сферической формы в пространственно мо-
дулированном лазерном луче под действием гра-
диентной силы без учета силы сопротивления 
среды (в идеальной жидкости). Построен фазо-
вый портрет этого уравнения. Показано, что в 
зависимости от начальных условий возможны 
два различных режима движения наночастиц – 
локализация наночастиц в одном из максимумов 
интерференционной картины излучения или не-
ограниченное удаление от начального положе-
ния в пределах интерференционного поля. 
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Аннотация. Определены особенности молекулярной структуры, химического состава и антифунгицидные свойства 
покрытий на основе клотримазола, полиуретана (ПУ), поливинилхлорида (ПВХ), сформированных из активной газовой 
фазы, образованной электронно-лучевым диспергированием соединений в вакууме. Установлено, что химический  
состав покрытия на основе клотримазола практически полностью соответствует химическому составу исходного  
лекарственного соединения. Некоторое снижение хлора в покрытии в сравнении с исходным лекарственным  
соединением объясняется частичной деструкцией C – Cl связей под действием потока электронов. Установлена  
высокая эффективность регулирования пролонгированного высвобождения лекарственного соединения путем  
формирования композиционных покрытий. Показано, что фунгицидная активность композиционных покрытий  
в значительной степени определяется свойствами полимерной матрицы. Более высокую фунгицидную активность  
проявляют покрытия на основе клотримазола и продуктов электронно-лучевого диспергирования ПВХ. 
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Abstract. The features of the molecular structure, chemical composition and antifungicidal properties of the coatings based on 
clotrimazole, polyurethane (PU), polyvinyl chloride (PVC), formed from the active gas phase formed by electron beam  
dispersion of compounds in a vacuum, were determined. It was found that the chemical composition of the clotrimazole-based 
coating almost completely corresponds to the chemical composition of the original drug compound. A slight decrease in  
chlorine in the coating compared to the original drug compound is explained by the partial destruction of C – Cl bonds under 
the influence of an electron flow. The high efficiency of regulating the prolonged release of a drug compound by forming  
composite coatings has been established. It has been shown that the fungicidal activity of composite coatings is largely deter-
mined by the properties of the polymer matrix. The coatings based on clotrimazole and graphitized PVC exhibit higher activity. 
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Введение 
Наиболее актуальной проблемой современ-

ной медицины является возникновение биопленок 

на поверхности имплантатов. При этом, несмот-
ря на наличие современных противомикробных 
препаратов, смертность от инфекций, вызванных 
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образованием биопленок, остаётся высокой с 
прогнозируемым ее дальнейшим ростом в буду-
щем [1], [2]. Особое место занимают смешанные 
биопленки, представляющие собой сообщества 
бактерий и грибков. В полимикробных биоплен-
ках реализуются сложные физические и биоло-
гические взаимодействия между бактериями и 
грибками, что значительно повышает их устой-
чивость к противомикробным и противогрибко-
вым лекарственным соединениям, средствам 
системной и местной терапии. Одним из направ-
лений предупреждения возникновения биопле-
нок на поверхностях имплантатов является сни-
жение бактериальной адгезии к имплантату. Это 
возможно путем придания имплантату заданной 
топографии [3], использования функциональных 
слоев, содержащих в своем объеме антибактери-
альные и антифунгальные соединения. Высокая 
шероховатость поверхности имплантата способ-
ствует быстрому образованию биопленки. Нане-
сение тонкослойных покрытий с заданными по-
верхностными антибактериальными и противо-
микробными свойствами не влияет на физико-
механические характеристики имплантатов и 
позволяет в полном объеме реализовать принцип 
самоочищения в результате их медленного рас-
творения в организме.  

Выбор лекарственного препарата, удовле-
творяющего требованиям, предъявляемым для 
такого рода покрытий с учетом специфики им-
плантата, является сложной задачей. Помимо 
медико-биологических аспектов, важным явля-
ется выбор наиболее эффективных, с технологи-
ческой точки зрения, приемов нанесения покры-
тий, гарантирующих их функциональные свой-
ства в течение заданного периода лечения. Сни-
жение до минимума вероятности возникновения 
устойчивых патогенных микроорганизмов может 
быть достигнуто одновременным применением 
нескольких лекарственных соединений, характе-
ризующихся различным механизмом бактери-
цидного действия [4], [5]. Метод электронно-
лучевого диспергирования исходных соединений 
позволяет в стерильных условиях наносить по-
крытия на основе широкой номенклатуры лекар-
ственных и полимерных материалов, характери-
зующихся различной кинетикой высвобождения 
лекарственного компонента [6]. По мнению ряда 
авторов, наиболее перспективными материалами 
матрицы, обеспечивающей контролируемое вы-
свобождение лекарственного соединения, явля-
ются биокерамики, наночастицы металлов, ши-
рокий класс органических ненасыщенных соеди-
нений [7], [8]. При этом комбинирование неорга-
нических и органических соединений позволяет 
формировать покрытия с повышенными прочно-
стными характеристиками, являющимися также 
источником не только лекарственного компонен-
та, но и минеральных элементов. 

Основной целью настоящей работы являет-
ся установление молекулярной структуры, хими-
ческого состава и противогрибковых свойств 
покрытий на основе клотримазола, полиуретана 
(ПУ), поливинилхлорида (ПВХ), формируемых 
из активной газовой фазы, образованной элек-
тронно-лучевым диспергированием соединений 
в вакууме. Выбор клотримазола (C22H17ClN2) в 
качестве лечебного препарата обусловлен его 
высокими антибактериальными и притивомик-
робными свойствами и, так как он практически 
не растворим, формирование покрытий на его 
основе из активной газовой фазы является обос-
нованным.   
 

1 Методика проведения эксперимента  
Покрытия осаждали из потока летучих 

продуктов электронно-лучевого диспергирова-
ния содинений в соответствии с методикой, 
приведенной в [9]. Плотность потока электронов 
составляла j = (0,01–0,03) A/см2, энергия E до 
1600 эВ. Формирование покрытий осуществляли 
при достижении в вакуумной камере давления 
остаточных газов ≈ 4·10–3 Па. Лекарственное 
вещество смешивалось с порошками ПУ, ПУ2, 
ПВХ и ПВХ2. Порошки ПУ2 и ПВХ2 получали 
путем предварительного электронно-лучевого 
диспергирования полимера по методике, пред-
ставленной в работе [10]. Покрытие на основе 
ПВХ2 содержит преимущественно графитопо-
добные структуры и полиеновые фрагменты, 
имеет регулярные поры размером 300–700 нм, 
обладает высокой стойкостью к истиранию, что 
определяет его эффективное применение в каче-
стве матрицы подложки (носителя) для антибак-
териальных слоев [9]. 

Толщина покрытий контролировалась непо-
средственно в процессе нанесения с помощью 
кварцевого измерителя. Сравнительному анализу 
подвергаются покрытия только с одинаковой 
эффективной толщиной.  

В качестве материала подложек при прове-
дении ИК исследований использованы пластины 
NaCl, кремниевые пластины – при проведении 
рентгенофотоэлектронной спектроскопии (РФЭС), 
титановые пластины – при микробиологических 
исследованиях. 

Химический состав осажденных покрытий 
определяли методом РФЭС. Измерения проводи-
ли на спектрометре PHI Quantera II Scanning XPS 
Microbrobe, используя Al Kα в качестве источни-
ка монохроматического рентгеновского излуче-
ния (hν = 1486,6 эВ). Калибровку прибора осу-
ществляли по линии С1s с энергией связи 
284,6 эВ. Обработка полученных результатов 
осуществлялась с помощью математического 
приложения OriginPro. 

ИК спектроскопические исследования вы-
полнялись на ИК-Фурье спектрофотометре Ver-
tex-70 (Bruker) с использованием стандартной 
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ячейки на пропускание. Спектры регистрирова-
лись в диапазоне волновых чисел 4000 – 400 см-1  
с разрешением 4 см-1. 

ЯМР 1H спектры исходных лекарственных 
соединений и покрытий получали с использова-
нием спектрометра Bruker Avance 400 МГц.  

Оценка противогрибковой активности по-
крытий проводилась стандартным диск-диффу-
зионным методом. Для этого суточную культуру 
гриба Candida albicans ATCC 10231 в концен-
трации 104 КОЕ развели до 10-2, что соответству-
ет микробной нагрузке 100 грибных тел в мл, 
объем пробы 100 мкл, засевали сплошным газо-
ном на поверхность плотной питательной среды 
для культивирования грибов (агар Сабуро  
4%-декстрозный). Затем помещали диски с по-
крытиями на основе клотримазола. Контрольный 
образец представлял собой образец покрытия без 
лекарственного соединения. Чашки Петри, со-
держащие диски, инкубировали в термостате при 
(35±1)° С на протяжении 48 ч. О наличии проти-
вогрибковой активности (качественная реакция) 
судили по образованию вокруг дисков зон за-
держки роста тест-штамма. При определении 
степени выраженности активности принимали во 
внимание размер зоны отсутствия роста колоний, 
полное/неполное ингибирование роста колоний, 
прорастание колоний на поверхности диска, по 
периметру диска и иные обстоятельства.  

2 Результаты и их обсуждение  
Установлено, что в ИК-спектре покрытия на 

основе клотримазола присутствуют все полосы 
поглощения, характерные для порошка исходно-
го лекарственного соединения (рисунок 2.1). От-
личия спектров проявляются в изменении поло-
жения отдельных полос поглощения и значений 
их оптической плотности. Подобные изменения 
могут быть обусловлены различным физическим 
состоянием рассматриваемых соединений и, со-
ответственно, различной степенью реализации 
межмолекулярного взаимодействия в тонком 
слое и порошке [10].  

В ИК спектре покрытия полоса при 750 см-1 
характеризуется наибольшим значением оптиче-
ской плотности. Отмеченную полосу связывают 
с внеплоскостными деформационными колеба-
ниями CH в орто-дизамещенных ароматических 
соединениях. Полосы при 710 и 700 см-1 харак-
терны для внеплоскостных деформационных 
колебаний CH монозамещенных бензола. Инте-
рес представляет сравнительный анализ полос 
поглощения, располагаемых в области высоких и 
низких значений волновых чисел ИК-спектра. 
В области 3200–3000 см-1 ИК-спектра покрытия 
присутствуют слабо выраженные полосы при 3030, 
3060 и 3087 см-1. Известно, что валентные колеба-
ния = C – H ароматических соединений дают поло-
сы  поглощения  (обычно триплет)  при 3030 см-1.  

 

 

 
 

Рисунок 2.1 – ИК-спектры покрытий на основе клотримазола и порошка исходного лекарственного 
 соединения: 1 – покрытие клотримазола; 2 – порошок клотримазола; 3 – покрытие ПУ2+ клотримазол; 

4 – покрытие ПВХ2 + клотримазол 
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Изменения в агрегатном состоянии анализируе-
мого вещества, присутствие заместителей, в ча-
стности галогенов, оказывают заметное влияние 
на расположение полос, вызывая ее смещение на 
10–15 см-1 в область больших значений волновых 
чисел [10].  

Таким образом, ИК-спектроскопический 
анализ однозначно указывает на присутствие в 
структуре молекул сконденсированного соеди-
нения как моно-, так и 1,2 дизамещенных бензо-
ла. Присутствие атомов хлора в структуре осаж-
даемого слоя также не ставится под сомнение. 
При этом ИК-спектроскопия не позволяет оце-
нить степень возможной деструкции C – Cl свя-
зей. Согласно полученным данным, в молеку-
лярной структуре осаждаемого покрытия отсут-
ствуют продукты разрушения имидазольного 
кольца. Подобное привело бы к появлению за-
метного поглощения в области валентных коле-
баний NH (3500–3300) см-1 и CH (3000–2800) см-1 
связей. Отмеченные изменения в ИК-спектре 
покрытия на основе клотримазола отсутствуют.  

ИК-спектр покрытия на основе клотримазо-
ла и ПВХ2 представлен всеми полосами погло-
щения, характерными для однокомпонентных 
слоев. Компоненты композиционного слоя не 
оказывают заметного влияния на расположение 
полос поглощения в ИК-спектре. Подобное мо-
жет быть следствием отсутствия межмолекуляр-
ного взаимодействия между компонентами раз-
личной природы в композиционном покрытии. 
Таким образом, композиционное покрытие пред-
ставляет высокодисперсную механическую 
смесь исходных компонентов мишени. Анализ 
ИК-спектра покрытия на основе клотримазола и 
ПУ2 затруднен наличием интенсивных полос 
поглощения, относящихся к фрагментам поли-
уретана. При этом очевидно, что в структуре 
сформированного композиционного слоя при-
сутствуют оба компонента исходной мишени.  

Результаты ЯМР исследований также ука-
зывают на соответствие химического состава 
молекул, формирующих покрытие, химическому 
составу исходных молекул клотримазола (рису-
нок 2.2). 

Данный вывод в целом подтверждается 
также результатами исследования химического 
состава и структуры методом РФЭС (таблица 2.1 
и рисунок 2.3). При этом следует отметить, что в 
осажденном слое на основе клотримазола фик-
сируется снижение содержания атомов азота и 
хлора (таблица 2.1). При этом их относительное 
содержание в исходном соединении и покрытии 
практически не изменилось.   

На рисунке 2.3 представлены РФЭ спектры 
покрытий на основе клотримазола. Анализ спек-
тров затруднен из-за отсутствия в литературе 
результатов подобных исследований. Полосу C1s 
раскладывали на составляющие отдельные пики. 
Пики при (282,6 ± 0,1) эВ, (283,5 ± 0,1) эВ и 

(284,5 ± 0,1) эВ характерны для бензола [11]. 
Полосу при (285,6 ± 0,2) эВ соотносят с колебания-
ми связей С – С / C – N [12], при (289,5 ± 0,1) эВ – 
C – Cl связей [13]. Полоса N1s также расклады-
валась на составляющие пики: 395,5 – N – H [14], 
(396,7 ± 0,1) эВ (= N –) [15], (398,5 ± 0,2) эВ 
(C = N – C) [16], (399,9 ± 0,2) эВ (N – (C)3) [17], 
405 эВ – C – NO2 / C – ONO / NO- [18]. Для по-
крытий на основе клотримазола установлено не-
которое повышение концентрации С = С связей 
(уменьшение отношение связей С – С / С = С), 
снижение числа атомов углерода с sp2 гибриди-
зацией. 

 

 

Рисунок 2.2 – ЯМР спектры исходного порошка 
и покрытия клотримазола 

 

Таблица 2.1 – Элементный состав материалов 
ат. % 

Исследуемый материал 
С N Cl 

Порошок клотримазола 88 8,6 3,4 
Покрытие клотримазола 90,5 6,7 2,8 
Покрытие клотримазол + ПУ 93,1 6,5 0,4 
Покрытие клотримазол + ПВХ 96,8 2,0 1,2 

 

Анализ полученных спектров свидетельст-
вует об отсутствии в покрытии на основе клот-
римазола продуктов деструкции бензольных ко-
лец. Воздействие потока низкоэнергетических 
электронов не сопровождается заметными изме-
нениями молекулярной структуры клотримазола. 
В наибольшей степени деструкции подвержены 
C – Cl связи и имидазольные кольца. Отмечается 
также повышение относительного содержания 
ненасыщенных углеродных связей, снижение 
числа атомов с sp2 гибридизацией. 

Следует отметить, что анализ представлен-
ных данных для композиционных слоев не явля-
ется достаточно корректным, так как данным 
методом анализируются поверхностные слои и 
поэтому необходимо учитывать нестационарность 
процесса диспергирования отдельных компонент 
композиционной мишени, более высокую скоро-
стью диспергирования клотримазола и снижение 
его содержания в поверхностном слое на заклю-
чительных стадиях нанесения покрытия.  
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Рисунок 2.3 – РФЭ-спектры материалов на основе клотримазола: 
а) порошок клотримазола; б) покрытие на основе клотримазола;  

в) покрытие на основе ПВХ2 и клотримазола; г) покрытие на основе ПУ2 и клотримазола 
 
 

 
 

Рисунок 2.4 – Фунгицидная активность образцов в отношении Candida albicans ATCC 10231 in vitro  
(качественная реакция): 1 – контрольный образец (без покрытия); 2 – покрытие на основе клотримазола; 

3 – покрытие на основе ПУ2 и клотримазола; 4 – покрытие на основе ПВХ2 и клотримазола 
 

 

 
 

Рисунок 2.5 – Зоны подавления роста Candida albicans ATCC 10231 после вымывания 
в дистиллированной воде 

а) 

б) 

в)

г)
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Рисунок 2.6 – Фунгицидная активность образцов в отношени Candida albicans ATCC 10231 
после 48 ч вымывания 

 
Проведенные микробиологические исследо-

вания показали, что полученные композиционные 
покрытия проявляют противогрибковую ак-
тивность в отношении тест-штамма (рисунок 2.4).  
 Вблизи образцов с композиционными по-
крытиями фиксировалось появление зон отсутст-
вия роста грибка. Результаты многочисленных 
тест-исследований позволили установить более 
выраженное фунгицидное действие на Candida 
albicans образцов с покрытием на основе ПВХ2 и 
клотримазола.  

Выдержка образцов с нанесенными покры-
тиями в дистиллированной воде в течение 24 ч 
не сопровождается потерей антифунгальной ак-
тивности. Диаметры зон подавления роста грибка 
составляют (30–32) мм, (35–38) мм и (35–40) мм 
для образцов с покрытиями ПУ2 + клотримазол, 
ПВХ2 + клотримазол и клотримазол, соответст-
венно (рисунок 2.5). 

Более длительное пребывание образцов в 
воде сопровождается снижением их антифун-
гальной активности. После нахождения в водной 
среде более 32 ч образцы с нанесенными слоями 
клотримазола и ПУ2 + клотримазол полностью 
теряют свою активность в отношении Candida 
albicans. Фунгицидная активность сохраняется 
лишь для образца на основе ПВХ2 + клотрима-
зол. Для данного образца диаметр зоны подавле-
ния роста грибка после 48 ч нахождения в воде 
составлял (24–26) мм (рисунок 2.6).  

Образцы с покрытием ПУ2 + клотримазол 
после 48 ч нахождения в воде не подвергаются 
разрушению. Но при этом полностью теряется 
его антифунгальная активность в отличие от по-
крытия на основе ПВХ2 + клотримазол. Причи-
ной потери антифунгальной активности слоя на 
основе ПВХ + клотримазол может являться бы-
строе растворение лекарственного соединения. 
При использовании в качестве матрицы слоя на 
основе ПВХ2 за счет его более высокой сорбци-
онной активности реализуется высокое взаимо-
действие молекулами клотримазола и, как 

следствие этого, сохранение высокой антифун-
гальной активности покрытия при вымывании.   
 

Заключение 
Установлено, что химический состав по-

крытия, сформированного в результате воздейст-
вия потока низкоэнергетических электронов на 
порошок клотримазола, практически полностью 
соответствует химическому составу исходного 
лекарственного соединения. Для покрытия ха-
рактерно меньшее содержание хлора в сравнении 
с исходным лекарственным соединением, что 
объясняется частичной деструкцией C – Cl связей 
под действием потока электронов. Установлено 
также повышение в покрытии относительного 
содержания ненасыщенных углеродных связей, 
снижения числа атомов с sp2 гибридизацией. 

Установлена высокая эффективность регу-
лирования пролонгированного высвобождения 
лекарственного соединения путем формирования 
композиционных покрытий. Показано, что фун-
гицидная активность композиционных покрытий 
в значительной степени определяется свойства-
ми полимерной матрицы. Более высокую актив-
ность проявляют покрытия на основе клотрима-
зола и повергнутого графитизации ПВХ.  
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Аннотация. Изучена последовательность фазовых превращений при кристаллизации Sr1,5La0,5FeMoO6- методом 
твердофазных реакций. Установлено, что для эффективного минимизирования влияния промежуточных продуктов 
реакции целесообразно применять прекурсоры и комбинированные режимы нагрева. В результате удалось получить 
однофазный порошок Sr1,5La0,5FeMoO6- с температурой Кюри 450 К и с величиной намагниченности 40,9 А·м

2
·кг-1 при 

Т = 77 К в магнитном поле 0,86 Тл. 
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Введение  
Большой интерес специалистов в области 

спинтроники вызывают твердые растворы 
Sr2хLaхFeMoO6δ с упорядоченной структурой 
двойного перовскита. Эти материалы характери-
зуются высокой химической стабильностью в 
восстановительной атмосфере, имеют высокие 

значения температуры Кюри (420–470 К), выра-
женную спиновую поляризацию электронов про-
водимости (приближающуюся к 100%) и низки-
ми значениями управляющих магнитных полей 
(В < 0,5 Тл) [1]–[4]. Интерес к таким материалам 
обусловлен их уникальными и важными для 
практических применений магнитными и  
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магнитотранспортными свойствами, которые, 
однако, могут различаться в зависимости от спо-
собов их получения [4]–[8]. 

Важными условием для применения опре-
деленного магнитного материала в устройствах 
микроэлектроники является низкое удельное со-
противление и высокое значение температуры Кю-
ри. В случае твердого раствора Sr2-хLaхFeMoO6- 
обнаружено, что увеличение содержания катио-
нов лантана La3+, который заменяет двухвалент-
ный Sr2+, приводит к увеличению концентрации 
электронов проводимости на уровне Ферми, и, 
согласно модели Рудермана – Кителя – Касуя –
Иосиды [9]–[13]. Это обуславливает рост обмен-
ных взаимодействий, и, соответственно, увеличение 
TC [9], [10]. Обнаружено, что наименьшим удельным 
сопротивлением обладает Sr1,5La0,5FeMoO6- [11]. 
Следует отметить, что дополнительное увеличе-
ние содержания La в составе материала приводит 
к ухудшению его гальваномагнитных свойств. 
Это объясняется наличием метастабильности 
магнитного состояния, вызванной одновремен-
ным сосуществованием ферромагнитных и ан-
тиферромагнитных взаимодействий [14], [15], 
что влияет на такие характеристики, как удель-
ное сопротивление, намагниченность насыще-
ния, температура Кюри и другие [9]–[13]. 

Важной проблемой в области спиновой 
электроники остается совершенствование техно-
логии получения качественных образцов двой-
ных перовскитов с воспроизводимыми магнит-
ными и гальваномагнитными свойствами. Боль-
шое влияние на свойства двойных перовскитов 
оказывают антиструктурные (катион Fe на месте 
Mo и наоборот) и другие точечные дефекты (ки-
слородные вакансии и их ассоциаты, межузель-
ные дефекты, вакансии и т. д.) [16]–[19]. При 
образовании точечных дефектов в двойных пе-
ровскитах катионы железа могут находиться в 
различных спиновых состояниях: низкоспиновом 

6 0
2g gt e ,  промежуточном 5 1

2g gt e  и высокоспиновом 
4 2
2g gt e  [20]–[22]. Причем, при определенных тер-

модинамических условиях может быть реализо-
ван случай, при котором имеется смесь высоко-
го, промежуточного и низкого спинового состоя-
ний. Так, согласно данным рентгеновской фото-
электронной спектроскопии, в Sr2-хLaхFeMoO6- 
установлено совместное сосуществование как 
цепочечных фрагментов 30% (Fe3+ – Mo5+), так и 
70% (Fe2+ – Mo6+) [23]–[25]. Из этого следует, что 
важнейшими для применения материала в про-
мышленности свойствами можно управлять пу-
тем контроля концентрации точечных дефектов. 

При анализе накопленных данных, получен-
ных рядом авторов, установлена многостадий-
ность процесса кристаллизации Sr2-хLaхFeMoO6-, 
что обусловлено сложностью фазовых превраще-
ний, низкой кинетикой фазообразования и слабой 
подвижностью катионов Fe3+ и Mo5+  

[26]–[30]. В публикациях есть сведения о полу-
чении двойных перовскитов механохимическим 
методом с последующим использованием высо-
котемпературного синтеза в восстановительной 
газовой среде [26]–[30]. В то же время в выпол-
ненных исследованиях практически отсутствуют 
строгие корреляции, связывающие функцио-
нальные характеристики материалов с их усло-
виями получения. В этом случае, для формиро-
вания однофазного порошка Sr1,5La0,5FeMoO6- с 
воспроизводимыми физико-химическими свой-
ствами, необходим контроль над процессами 
дефектообразования. Это требует анализа фазо-
вых превращений, происходящих в шихте, и 
изучения кинетики степени превращения двой-
ного перовскита в процессе его кристаллизации. 
В связи с этим, особую значимость приобретают 
исследования, направленные на изучение высо-
котемпературных фазовых превращений и опре-
деление состава промежуточных кристалличе-
ских фаз при синтезе Sr1,5La0,5FeMoO6-. В на-
стоящей статье будет установлена корреляцион-
ная зависимость между скоростью фазовых пре-
вращений и степени фазового превращения фер-
ромолибдата лантана-стронция, что позволит 
осуществить направленное изменение фазового 
состава синтезируемой керамики с воспроизво-
димыми физико-химическим свойствами. 

 
1 Синтез, материалы и методы исследо-

вания 
Для изучения последовательности фазовых 

превращений в твердых растворах Sr1,5La0,5FeMoO6-

 из прекурсоров SrMoO4, Sr0.5La0.5FeO3 использо-
вались реактивы La2O3, Fe2O3 и MoO3, а также 
карбонат стронция SrCO3 марки «ОСЧ». Помол и 
перемешивание стехиометрической смеси исход-
ных реагентов проводилось в планетарной шаро-
вой мельнице типа «PM 100» производства фир-
мы Retsch GmbH (Германия) в жидкой среде 
(спирт) в течение 3 часов. Полученные смеси су-
шились при температуре 350 К и прессовались в 
таблетки. Отжиги смеси проводились в политер-
мическом режиме при температурах 300–1370 К в 
потоке 5% H2 / Ar с последующей закалкой при 
комнатной температуре. 

Фазовый состав продуктов твердофазного 
синтеза определялся на дифрактометре PANalytical 
Empyrean в CuKα-излучении с использованием 
базы данных ICSD-PDF2 (Release 2000). Дифрак-
тограммы снимались при комнатной температуре 
со скоростью 60 /ч в диапазоне углов 2Θ = 10–
90. Аргон-водородная атмосфера создавалась 
постоянным потоком аргон-водородной смеси 
через высокотемпературную камеру AntonPaar 
HTK 1200N. Эксперименты выполнялись в диа-
пазоне температур 290–1270 К со скоростью на-
грева 10 град/мин. При этом каждая точка изме-
рялась последовательно по 4 раза при достиже-
нии заданной температуры (время экспозиции  
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2,5 минуты). Количественно-фазовый состав про-
дуктов твердофазного синтеза и степень сверх-
структурного упорядочения определялись на ос-
новании данных рентгеновской дифракции (РФА) 
с использованием программного обеспечения 
POWDERCELL [31] методом Ритвельда. 

Термическое поведение образцов исследова-
лось методом термогравиметрического анализа 
(ТГА) на дифференциальном сканирующем кало-
риметре Setaram Labsys TG-DSC16 в потоке арго-
на при скорости нагрева 1,4 град / мин.  

Температура Кюри определялась путем ана-
лиза температурных зависимостей намагниченно-
сти образца Sr1,5La0,5FeMoO6- пондеромоторным 
методом в диапазоне температур 77–800 К в при-
ложенном магнитном поле 0,86 Тл, с использова-
нием универсальной установки PPMS производ-
ства Cryogenic Ltd. 
 

2 Результаты исследования и их обсуждение 
На основании изучения последовательности 

фазовых превращений при кристаллизации 
Sr1,5La0,5FeMoO6- установлено, что синтез фер-
ромолибдата лантан-стронция в смеси простых 
оксидов протекает через ряд последовательно-
параллельных стадий (рисунок 2.1). На основании 
данных рентгеновской дифракции и ТГА обнару-
жено, что на начальном этапе взаимодействия об-
разующийся твердый раствор ферромолибдата 
лантана-стронция обогащен железом и его состав в 
ходе реакции меняется в сторону увеличения со-
держания молибдена. В частности, при рассмотре-
нии динамики фазовых превращений обнаружено, 
что основными сопутствующими фазами при кри-
сталлизации твердого раствора двойного перовски-
та Sr1,5La0,5FeMoO6- являются SrMoO4, Sr0,5 

La0,5FeO3 (рисунок 2.1).  
Данное обстоятельство указывает, что эти 

соединения являются структурообразующими 
для твердого раствора ферромолибдата лантан-
стронция. Становится очевидным, что для по-
вышения скорости протекания физико-химичес-
ких процессов необходимо уменьшение диф-
фузионного пути движения исходных реагентов 
в реакционную зону за счет устранения проме-
жуточных продуктов реакций при кристаллиза-
ции. Поэтому для ускорения процесса синтеза в 
качестве исходных реагентов использовались 
сложные оксиды SrMoO4 и Sr0,5La0,5FeO3. В ре-
зультате использования прекурсоров удалось 
синтезировать однофазный ферромолибдат лан-
тан-строн-ция без сверхструктурного упорядоче-
ния (рисунок 2.2) при Т = 1370 К в потоке газо-
вой смеси 5% H2 / Ar в течение 40 часов, соглас-
но следующей химической реакции: 

SrMoO4 + Sr0,5La0,5FeO3 = 
= Sr1,5La0,5FeMoO6- + (0.5 + δ / 2)О2↑. 

При этом величина намагниченности (M) 
составляет 21,8 А·м

2
·кг-1 при Т = 77 К в магнитном 

поле 0.86 Тл, а температура Кюри – 443 К 
(вставка на рисунке 2.2). 

 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Рентгенограммы образцов,  
синтезированных в непрерывном потоке 
5% H2 / Ar из стехиометрической смеси  

исходных реагентов 
MoO3 + 0,25La2O3 + 0,5Fe2O3 + 1,5SrCO3  

при скорости нагрева 1,5 град / мин в диапазоне 
температур 300–1240 К с последующей их  

закалкой при комнатной температуре 
 

 
 

Рисунок 2.2 – Рентгеновская дифрактограмма 
однофазного образца Sr1,5La0,5FeMoO6-:  

синтезированного из прекурсоров Sr0,5La0,5FeO3 и 
SrMoO4 при Т = 1370 К в потоке 5% H2 / Ar в 
течение 40 часов. На вставке представлена 

температурная зависимость намагниченности 
полученного таким образом однофазного 

образца Sr1,5La0,5FeMoO6- 
 

Для оптимизации режимов получения од-
нофазного образца Sr1,5La0,5FeMoO6- со сверх-
структурным упорядочением катионов Fe / Mo из 
прекурсоров были построены и проанализирова-
ны температурные зависимости степени фазовых 
превращений в процессе кристаллизации двой-
ного перовскита (рисунки 2.3, 2.4). 

Обнаружено, что c увеличением температу-
ры нагрева выше 770 К наблюдается уменьшение 
амплитудного значения max для обоих соедине-
ний SrMoO4 и Sr0,5La0,5FeO3. Наличие более 
значительных кинетических трудностей при рас-
творении SrMoO4 подтверждают данные по тем-
пературам, при которых амплитудные значения 
производной степени превращения (d / dТ)min, 
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указывающие на максимальную скорость рас-
творения, на 100 К выше, чем для соединения 
Sr0,5La0,5FeO3. При рассмотрении скоростей раз-
ложения оксидов замечено, что наибольшие зна-
чения минимума (d / dТ)min = –0,23 наблюдается 
для Sr0,5La0,5FeO3 при Т = 1049 К, а для SrMoO4 – 
(d / dТ)min = 0,19 при Т = 1150 К (рисунок 2.3). 
Это указывает на более высокую скорость проте-
кания химических процессов с растворением 
Sr0,5La0,5FeO3 по сравнению с ситуацией с мо-
либдатом стронция (рисунок 2.3). На основании 
выше полученных данных следует, что для 
уменьшения процессов фазообразования и уве-
личения скорости разложения промежуточных 
продуктов реакции SrMoO4 и Sr0,5La0,5FeO3 при 
кристаллизации твердого раствора Sr1,5La0,5FeMoO6- 
следует учитывать динамику фазовых превраще-
ний и применять комбинированные условия на-
грева. Так, в низкотемпературной области, где 
осуществляется образование и рост двойных ок-
сидов, скорость подъема температуры следует 
использовать максимальную, а в высокотемпера-
турной, где наблюдается растворение образо-
вавшихся побочных соединений, – низкую.  

 

 
а) 

 
б) 

Рисунок 2.3 – Температурные зависимости сте-
пени превращения и их производные для соеди-

нений SrMoO4 (a) и Sr0,5La0,5FeO3 (б) 
 

Согласно данным анализа  = f (Т) установ-
лено, что при увеличением температуры степень 
превращения Sr1,5La0,5FeMoO6-  увеличивается и 
при Т = 1370 К достигает максимальных значений 

 = 100% (рисунок 2.4). При этом в интервале 
температур Т  1060–1140 К наблюдается замед-
ление скорости роста двойного перовскита с на-
личием min | (d / dТ) | при 1100 К, обусловлен-
ное, скорее всего, уменьшением коэффициентов 
химической диффузии реагентов в реакционную 
зону (рисунок 2.4). Обнаруженное поэтапное 
изменение скорости роста Sr1,5La0,5FeMoO6- с 
присутствием двух максимумов (max | d / dТ |) 
скорости изменения степени превращения функ-
ции вида d / dt = f(Т) при Т  1040 К и 1160 К 
совпадает с температурами максимального рас-
творения Sr0,5La0,5FeO3 и SrMoO4, установлен-
ными выше.  

В этом случае выявленный факт более бы-
строго вступления в реакцию Sr0,5La0,5FeO3 в об-
ласти температур существования первого максиму-
ма max1|d/dТ| скорости роста Sr1,5La0,5FeMoO6-, 
скорее всего, связан с реализацией такого меха-
низма кристаллизации, при котором минимизи-
руются кинетические трудности за счет интен-
сивного растворения Sr0,5La0,5FeO3, что приводит 
к увеличению скорости роста двойного перов-
скита. Такой же химический процесс при кри-
сталлизации магнетика реализуется в области 
температур существования второго максимума 
max2 | d / dТ | скорости роста Sr1,5La0,5FeMoO6-, 
только теперь за счет интенсивного растворения 
SrMoO4. При этом скорость всего превращения 
определятся скоростью взаимодействия реагентов 
на границе раздела с зернами Sr1,5La0,5FeMoO6-. 

 

 
 

Рисунок 2.4 – Температурные зависимости 
степени превращения и ее производной 

для соединения Sr1,5La0,5FeMoO6- 
 

На основании выше полученных данных 
для получения однофазного твердого раствора 
были оптимизированы комбинированные режи-
мы нагрева:  

– на первом этапе производился предвари-
тельный синтез при Т = 1050 К в течение 20 часов. 
Данная температура была выбрана в связи с тем, 
что при ее значении наблюдается min| (d / dТ) | для 
соединения Sr0,5La0,5FeO3, а также max| (d / dТ) | для 
твердого раствора Sr1,5La0,5FeMoO6-;  
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– на втором этапе, для увеличения реакци-
онной способности смеси и диффузионной под-
вижности реагентов, измельчался образовавший-
ся слой продукта реакции, гомогенизировался и 
высокая дисперсность шихты достигалась путем 
тонкого вибропомола в спирту в течение 2 часов; 

– на третьем этапе, с целью максимально 
быстрого разложения промежуточных фаз 
SrMoO4 и Sr0,5La0,5FeO3 и достижения значений сте-
пени превращения  = 100% для Sr1,5La0,5FeMoO6-, 
синтез осуществлялся при Т = 1050 К в течение 
5 часов, с последующим нагревом до Т = 1150К, 
так как в таких условиях были достигнуты мак-
симальные скорости изменения степени превра-
щения двойного перовскита.  

В результате использования комбинирован-
ных режимов синтеза удалось получить одно-
фазное соединение Sr1,5La0,5FeMoO6- с наличием 
сверхструктурного упорядочения катионов желе-
за и молибдена, на что указывают рентгеновские 
рефлексы (101) и (103) (рисунок 2.5).  

 

 
 

Рисунок 2.5 – Рентгеновская дифрактограмма 
образца Sr1,5La0,5FeMoO6-, синтезированного из 

прекурсоров Sr0,5La0,5FeO3 и SrMoO4 при 
комбинированных режимах отжига и 

закаленного при комнатной температуре. 
На вставке представлена температурная 

зависимость намагниченности полученного 
образца Sr1,5La0,5FeMoO6- 

 

При этих условиях синтеза величина намаг-
ниченности составляет 40,9 А·м

2
·кг-1 при Т = 77 К 

в магнитном поле 0,86 Тл, а температура Кюри – 
450 K (вставка на рисунке 2.5). 

 
Заключение 
На основании изучения последовательности 

фазовых превращений при кристаллизации твер-
дого раствора Sr2-хLaхFeMoO6- определена мно-
гостадийность процесса, что обусловлено слож-
ностью фазовых превращений из-за протекания 
последовательно-параллельных химических ре-
акций и низкой кинетики фазообразования. Ус-
тановлено, что для минимизации кинетических 
трудностей и увеличения скорости роста 

однофазного ферромолибдата лантана-стронция 
в качестве исходных реагентов необходимо ис-
пользовать прекурсоры Sr0,5La0,5FeO3 и SrMoO4. 
На основании изучения температурных зависи-
мостей степени фазовых превращений и их про-
изводных были оптимизированы комбинирован-
ные режимы нагрева. В результате использова-
ния комбинированных режимов синтеза удалось 
получить однофазное соединение Sr1,5La0,5FeMoO6- 
из прекурсоров Sr0,5La0,5FeO3 и SrMoO4 с темпе-
ратурой Кюри 450 К, величиной намагниченно-
сти 40,9 А·м

2
·кг-1 при Т = 77 К в магнитном поле 

0,86 Тл и с наличием сверхструктурного упоря-
дочения катионов железа и молибдена (82%).  
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Введение  
Все группы, которые мы рассматриваем в 

данной работе, являются конечными. 
Следующая концепция, развивающая поня-

тие квазиперестановочной подгруппы (см. [1]), 
т. е. подгруппы, перестановочной со всеми под-
группами группы, предложена в работе [2]. 

Определение 1. Пусть A, B – подгруппы 
группы G. Тогда A называется: 

(1) G-перестановочной с B, если x xAB B A  
для некоторого ;x G  

(2) наследственно G-перестановочной с B, 
если x xAB B A  для некоторого элемента 

, .x A B   
Определение 2. Подгруппа A группы G на-

зывается (наследственно) G-перестановочной в 
G, если A (наследственно) G-перестановочна со 
всеми подгруппами из G. 

Наследственно G-перестановочные под-
группы в последнее время нашли ряд интерес-
ных приложений, связанных с изучением нор-
мальной структуры конечной группы и получе-
нием критериев ее не простоты [3]–[8]. 

В частности, в [3], [4], отвечая на вопрос о 
существовании G-перестановочных и наследст-
венно G-перестановочных подгрупп в неабеле-
вых простых группах (см. вопрос 17.112 из «Ко-
уровской тетради» [9]), А.А. Гальт и В.Н. Тютя-
нов показали, что спорадические и исключи-
тельные группы лиева типа не содержат нетри-
виальных наследственно G-перестановочных 
подгрупп.  

В [5] доказана разрешимость группы, у ко-
торой все минимальные подгруппы являются 
наследственно G-перестановочных (под мини-
мальной подгруппой группы G понимается любая 
ее подгруппа простого порядка).  

В [6] доказано, что если S – силовская 
2-подгруппа группы G и каждая максимальная 
подгруппа из S является наследственно G-пере-
становочной в G, то G разрешима.  

В работах [7], [8] исследовано нормальное и 
формационное строение группы, у которой лю-
бая подгруппа Шмидта является наследственно 
G-перестановочной (подгруппой Шмидта назы-
вается ненильпотентная группа, все собственные 
подгруппы которой являются нильпотентными). 

МАТЕМАТИКА
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В данной работе развиваются результаты из 
[5]. Здесь исследуется строение группы, у кото-
рой все подгруппы порядка 2 и 3, а также все 
циклические подгруппы порядка 4 являются на-
следственно G-перестановочными. 

Наша главная цель – доказательство сле-
дующей теоремы. 

Теорема А. Пусть G – группа, у которой 
все подгруппы порядка 2 и 3, а также все цикли-
ческие подгруппы порядка 4 являются наследст-
венно G-перестановочными. Тогда G – {2,3}-сверх-
разрешимая группа. 

Напомним, что для множества   простых 
чисел группа G называется  -сверхразрешимой, 
если она обладает главным рядом, каждый фак-
тор которого либо является  -группой, либо 
имеет простой порядок p для некоторого .p  

Из теоремы А, в частности, следует, что ес-
ли G – 3 -группа, у которой все подгруппы по-
рядка 2, а также все циклические подгруппы по-
рядка 4 являются наследственно G-перестано-
вочными, то G 2-сверхразрешима. 

 
1 Определения и предварительные ре-

зультаты 
В данной работе мы используем определе-

ния и обозначения, которые приняты в книге [10]. 
Будем использовать следующие обозначения: 
– если p – простое число, то ( )pSyl G  – 

множество всех силовских p-подгрупп группы G; 
– ( )G  – подгруппа Фраттини группы G;  

– ( )Z G  – центр группы G;  

– nZ  – циклическая группа порядка n; 

– если A и B – подгруппы группы G, то 
:A B  – их полупрямое произведение. 

Доказательство следующего результата 
осуществляется простой проверкой. 

Лемма 1.1. Пусть H и K – подгруппы груп-
пы G, причем K нормальна в G. Если подгруппа H 
является наследственно G-перестановочной в G, 
то подгруппа /HK K  является наследственно 

/G K -перестановочной в / .G K  
Минимальная неразрешимая группа – это 

неразрешимая группа, все собственные подгруп-
пы которой разрешимы. Простая проверка пока-
зывает, что группа G является минимальной не-
разрешимой группой тогда и только тогда, когда 

/ ( )G G  – минимальная простая группа, т. е. 

неабелева простая группа, все собственные под-
группы которой разрешимы. Полный список ми-
нимальных простых групп приведен Томпсоном 
в [11]. Этот список содержит следующие группы:  

– 2 (2 ),pPSL  где p – простое число; 

– 2 (3 ),pPSL  где p – простое число, большее 3; 

– 2 ( ),PSL p  где p – простое число, большее 

5, и 2 1 0 (mod  5);p    

– 3 (3);PSL  

– (2 ),pSz  p – простое нечетное число. 

Будем использовать следующий результат. 
Лемма 1.2 [5, лемма 3]. Пусть G – мини-

мальная простая группа. Тогда G не содержит 
нетривиальных наследственно G-перестановоч-
ных подгрупп. 

Предложение 1.1. Пусть G – 3 -группа, у 
которой все подгруппы порядка 2 и все цикличе-
ские подгруппы порядка 4 являются наследст-
венно G-перестановочными. Тогда группа G раз-
решима. 

Доказательство. Пусть группа G – мини-
мальный контрпример к предложению. Если 
собственная подгруппа группы G имеет нечет-
ный порядок, то она разрешима по теореме 
Томпсона-Фейта; если же она имеет четный по-
рядок, то она неразрешима, поскольку G являет-
ся минимальным контрпримером к предложе-
нию. Следовательно, G – минимальная неразре-
шимая группа. Если G является простой неабеле-
вой группой, то она будет минимальной простой 
группой и (2 )pG Sz  для некоторого простого 

числа 3.p   Данный случай невозможен ввиду 

леммы 1.2. 
Таким образом, G не является простой не-

абелевой группой. Легко показать, что / ( )G G  – 

минимальная простая неабелева 3 -группа. Та-

ким образом, / ( ) (2 )pG G Sz   для некоторого 

простого числа 3.p   Согласно леммам 1.1 и 

1.2, все элементы группы G, имеющие порядок 2 
и 4, содержатся в подгруппе ( ).G  

Пусть ( )x G  и | | 2.x   Тогда ввиду ус-

ловия предложения для некоторых силовских 
подгрупп ( )tU Syl G  и ( ),sS Syl G  где 

( 2 1)t q q    и ( 2 1),s q q    существу-

ют подгруппы x U   и .x S   Так как под-
группа ( )G  нильпотентна, то подгруппа 

2 ( ( ))R Syl G   нормальна в G. Отсюда следует, 

что  
.x S R x U R x         

Поэтому :x S x S x S        и 
: .x U x U x U        Если ,S U   – 

собственная подгруппа группы G, то ,S U   
является разрешимой группой. Тогда группа 

/ ( ) (2 )pG G Sz   содержит собственную разре-

шимую подгруппу  
( ) / ( ), ( ) / ( ) ,S G G U G G       

где  
( ) / ( ) ( / ( ))tU G G Syl G G     

и ( ) / ( ) ( / ( )).sS G G Syl G G     Последнее не-

возможно ввиду строения группы (2 )pSz  (см., 

например, [12]). 
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Таким образом, ,S U G   и ( ).x Z G  

Поскольку x   – произвольный элемент по-
рядка 2, то все элементы группы G, имеющие 
порядок 2, содержатся в ( ).Z G  

Пусть ( )x G  такой, что | | 4.x   Так же 

как в случае | | 2x   показывается, что 

, .x G S U     Ввиду [13, лемма 5.4.1] 

( ).x Z G  Так как x – произвольный элемент по-

рядка 4, то все элементы группы G, имеющие 
порядок 4, содержатся в ( ).Z G  

Таким образом, все элементы порядка 2 и 4 
группы G содержатся в ( ).Z G  Ввиду [14, теоре-

ма IV.5.5] группа G является 2-нильпотентной, 
что невозможно. 

Предложение доказано. 
При доказательстве теоремы А мы будем 

опираться на следующий результат из [15]. 
Лемма 1.3. Пусть p и q – простые числа, m 

и n – натуральные числа, причем 1.m np q   

Тогда выполняется одно из следующих утвер-
ждений: 

1) 2,q   3,p   3n   и 2;m   

2) 2,q   1,m   n является степенью числа 

2, а 1np   – простое число Ферма; 

3) 2,p   1n   и 1mq p   – простое число 

Мерсенна, в частности, m является простым 
числом. 

Описание подгрупп группы 2 ( )PSL p  со-

держится в известной теореме Диксона (см., на-
пример, [14, теорема II.8.27]). В дальнейшем мы 
будем опираться на нее без дополнительных 
ссылок. 
 

2 Доказательство теоремы A 
Покажем сначала, что группа G является 

разрешимой. Предположим, что это не так и G – 
минимальный контрпример. Ввиду предложения 
1.1 будем считать, что 3 делит порядок группы 
G. Ясно, что G – минимальная неразрешимая 
группа. Более того, ввиду леммы 1.2 мы можем 
считать, что G не является простой неабелевой 
группой. Следовательно, ( ) 1G   и / ( )G G  – 

минимальная простая группа. Согласно леммам 
1.1 и 1.2, все элементы группы G порядков 2, 3 и 
4 содержатся в подгруппе ( ).G  Рассмотрим все 

возможные случаи. 
1. 2/ ( ) (2 ),pG G PSL   где p – простое число. 

Из теоремы Диксона следует, что в группе 

2 2(2 ) ( )pPSL PSL q  силовская 2-подгруппа U 

содержится в единственной максимальной под-
группе : ( 1).B q q   Кроме того, 2 ( )PSL q  со-

держит циклическую подгруппу 1.qT Z   При 

этом числа q, 1,q   1q   являются попарно 

взаимно простыми. Ввиду леммы 1.3 равенство 
2 1 3p m   имеет место только в случае 3p   и 

2m   для группы 3
2 (2 ).PSL  В оставшихся слу-

чаях имеется простой делитель s числа 1,q   

отличный от 3. Пусть 2( (2 )).p
sS Syl PSL  В силу 

изложенного имеем 2, (2 ).pU S PSL   

Пусть сначала 3.p   Рассмотрим элемент 

( )x G  такой, что | | 3.x   Тогда ввиду условия 

теоремы для некоторых подгрупп 2 ( )U Syl G  и 

( ),sS Syl G  где (2 1) \{3},ps   существуют 

подгруппы x S   и .x U   Так как подгруппа 
( )G  нильпотентна, то подгруппа 3 ( ( ))R Syl G   

нормальна в G. Отсюда следует, что 
.x S R x U R x         

Поэтому :x S x S     и : .x U x U     
Если ,S U   – собственная подгруппа группы 
G, то ,S U   является разрешимой группой. 

Тогда группа 2/ ( ) (2 )pG G PSL   содержит соб-

ственную разрешимую подгруппу 
( ) / ( ), ( ) / ( ) ,S G G U G G       

где 2( ) / ( ) ( / ( ))U G G Syl G G     и 

( ) / ( ) ( / ( )).sS G G Syl G G     Последнее невоз-

можно ввиду строения группы 2 (2 ).pPSL  

Таким образом, ,S U G   и подгруппа 
x   нормальна в G. Следовательно, для любо-

го элемента z G  порядка 3 подгруппа z   
нормальна в G. Ясно, что ( ).z Z R   Поэтому 

( ) ( ).GG C z     Так как подгруппа ( )GC z   

является нормальной в G, то ( )GC z G    и 

( ).z Z G  Поскольку z – произвольный элемент 

порядка 3, то все элементы группы G, имеющие 
порядок 3, содержатся в ( ).Z G  Ввиду теоремы 

IV.3.5 из [14] группа G является 3-нильпотент-
ной, что невозможно.  

Пусть теперь 2/ ( ) (8).G G PSL   Отметим, 

что в группе 2 (8)PSL  порядка 3 22 3 7   силов-

ская 7-подгруппа S и силовская 3-подгруппа T 
порождают 2 (8).PSL  

Пусть ( )x G  такой, что | | 2.x   Тогда 

ввиду условия теоремы для некоторых подгрупп 

7 ( )U Syl G  и 3 ( )S Syl G  существуют подгруп-

пы x S   и .x U   Так как подгруппа ( )G  

нильпотентна, то подгруппа 2 ( ( ))R Syl G   

нормальна в G. Отсюда следует, что 
.x S R x U R x         

Поэтому :x S x S x S        и 
: .x U x U x U        

Так как , ,S U G   то ( ).x Z G  Посколь-

ку x – произвольный элемент порядка 2, то все 
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элементы группы G, имеющие порядок 2, содер-
жатся в ( ).Z G  

Пусть ( )x G  такой, что | | 4.x   Так же 

как в случае | | 2x   показывается, что 

, .x G S U     Ввиду [13, лемма 5.4.1] 

( ).x Z G  Так как x – произвольный элемент по-

рядка 4, то все элементы группы G, имеющие 
порядок 4, содержатся в ( ).Z G  

Таким образом, все элементы порядка 2 и 4 
группы G содержатся в ( ).Z G  Ввиду [14, теоре-

ма IV.5.5] группа G является 2-нильпотентной, 
что невозможно. 

2. 2/ ( ) ( ),G G PSL p   где p – простое чис-

ло, большее 5, и 2 1 0 (mod  5)p    или 

2/ ( ) (3 ),pG G PSL   где p – простое число, 

большее 3. 
Рассмотрим элемент ( )x G  такой, что 

| | 3.x   Тогда из строения группы / ( )G G  сле-

дует, что , ,G U S   где 2 ( )U Syl G  и 

( )sS Syl G  для некоторого простого s, большего 

3. Рассуждая далее по аналогии с описанным в 
пункте 1 случаем, получаем, что все элементы 
группы G, имеющие порядок 3, содержатся в 

( ).Z G  Ввиду теоремы IV.3.5 из [14] группа G 

является 3-нильпотентной, что невозможно. 
3. 3/ ( ) (3).G G PSL   

Из [15] следует, что в группе 3 (3)PSL  си-

ловская 13-подгруппа S и силовская 3-подгруппа 
T порождают группу 3 (3).PSL  Далее по аналогии 

с описанным в пункте 1 случаем 

2/ ( ) (8)G G PSL   приходим к противоречию. 

Итак, G – разрешимая группа. Покажем те-
перь, что любая группа, удовлетворяющая усло-
виям теоремы, является  -сверхразрешимой, где 

{2,3}.   

Предположим, что это не так. Тогда суще-
ствует по крайней мере одна группа, которая не 
является  -сверхразрешимой, но все ее под-
группы порядка 2 и 3, а также все ее цикличе-
ские подгруппы порядка 4 являются наследст-
венно G-перестановочными. Выберем среди них 
группу G, имеющую наименьший порядок. 
Пусть M – ее произвольная максимальная под-
группа. Тогда из | | | |M G  и выбора группы G 

следует, что M –  -сверхразрешимая группа. Так 
как группа G не является  -сверхразрешимой, то 
G – минимальная не F-группа, где F – формация 
всех  -сверхразрешимых групп. 

Так как группа G является разрешимой, то 
ввиду теоремы 24.2 из [16] она обладает сле-
дующими свойствами: 

1) GF  является p-группой, где {2,3};p  

2) / ( )G GF F  – нециклический главный 

фактор группы G; 
3) ( ) ( ) ( );G G G Z G   F F F  

4) если группа GF  неабелева, то ее центр, 
коммутант и подгруппа Фраттини совпадают и 
имеют экспоненту p; 

5) если группа GF  абелева, то она элемен-
тарна; 

6) если 3,p   то GF  имеет экспоненту 3; 

если 2p  , то экспонента GF  не превышает 4. 

Если 3,p   то из 6) следует, что в GF  най-

дется элемент x порядка 3, который не лежит в 
( ).G F  Тогда ввиду утверждения 2) 

( ) / ( )x G G   F F  – собственная подгруппа 

группы / ( ),G GF F  имеющая порядок 3. Пусть 

/ ( )M G F  – максимальная подгруппа группы 

/ ( ),G GF F  не содержащая / ( ).G GF F  Оче-

видно,  
| : | | / ( ) | 3 ,nG M G G  F F  

при этом ввиду утверждения 2) 1.n   По лемме 

1.1 ( ) / ( )x G G   F F  – наследственно 

/ ( )G G F -перестановочная подгруппа в 

/ ( ).G G F  Поэтому в G найдется элемент y та-

кой, что .y yx M M x      Из максимально-

сти M в G следует, что ,yx M G    а значит, 

| : | 3.G M   Противоречие.  

 Если 2,p   то из 4)–6) следует, что в GF  

найдется по крайней мере один элемент x поряд-
ка 2 или 4, который не лежит в ( ).G F  Тогда 

ввиду утверждения 2) ( ) / ( )x G G   F F  – 

собственная подгруппа группы / ( ),G GF F  

имеющая порядок 2. Рассуждая далее по анало-
гии со случаем 3,p   снова приходим к проти-

воречию, которое и завершает доказательство 
теоремы.                                                                    
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RATIONAL APPROXIMATIONS OF LAURENT SERIES 

A.P. Starovoitov, N.V. Ryabchenko 
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Аннотация. Изучается новая схема аппроксимации рядов Лорана рациональными функциями. Вводится понятие 
обобщенного многочлена и, опираясь на него, ставится и решается соответствующая задача Паде для ряда Лорана. 
Конструктивное решение этой задачи позволяет определить рациональные функции, которые рассматриваются 
в качестве аппроксимаций Паде ряда Лорана. Установлено, что в простейшем случае определенные аппроксимации 
Паде ряда Лорана ведут себя также, как и классические аппроксимации Паде степенного ряда: они локализуют особые 
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Введение 
Классические аппроксимации Паде опреде-

ляются для рядов вида 
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          (0.1) 

При этом говорят об аппроксимациях Паде соот-
ветственно в точках 0z   и .z    

Аппроксимацией Паде типа ( , )n m  ряда f   

называют [1] рациональную дробь  

, ,[ / ] / ,n m n mf
n m P Q

   

где тождественно не равный нулю многочлен 

, ,n mQ  ,deg n mQ m   и многочлен , ,n mP  

,deg n mP n   определяются из соотношений 
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n m n mQ f P z O z               (0.2) 

Здесь и далее n, m – целые неотрицательные чис-
ла, а под ( )pO z  понимаем степенной ряд вида 

1
1 2 ...p pc z c z    Многочлены Паде , ,n mQ  ,n mP  

условиями (0.2) определяются не единственным 

образом, тем не менее, дробь , ,/n m n mP Q   опреде-

ляет одну и ту же рациональную функцию [2]. 
В соответствии с (0.2) нахождение многочлена 

, 0 1( ) ... m
n m mQ z b b z b z      сводится к решению 

системы m линейных однородных уравнений с 
1m   неизвестными, которая в матричной форме 

имеет вид: 

, ( ) ,T T
n mG f u     
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1 2 1

2 3 2
,

1

( ) :

n m n m n

n m n m n
n m

n n n m

f f f

f f f
G f

f f f

  
    
  

     

  
 

 
 

      
   

 

матрица системы. Если , ( )n mG f   является мат-

рицей полного ранга, т. е. , ( ) ,n mrankG f m   то 

многочлены , ,n mQ  ,n mP  определяются однозначно 
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(с точностью до числового множителя) и при 
подходящем выборе этого множителя имеет ме-
сто формула 

1 2 1
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(здесь и далее 0kf
   при 0);k   аналогичная 

формула имеет место и для ,n mP  [3]. 

Из (0.3) при 1 0nf

   следует, что единст-

венный полюс nz  дроби [ /1]
f

n   вычисляется по 

формуле 1/ .n n nz f f 
  Согласно теореме Фабри 

«об отношении» [4], если для коэффициентов 
ряда f   выполняется соотношение 
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то радиус сходимости R  ряда f   равен *| |z  и 
*z  – особая точка суммы ряда .f   Таким обра-

зом, если выполняются условия теоремы Фабри, 
то полюсы nz  дроби [ /1]

f
n   сходятся к особой 

точке суммы степенного ряда f   и, наоборот, 

если существует предел *lim ,nn
z z


  то *z  – осо-

бая точка суммы степенного ряда .f   

Определим теперь аппроксимации Паде в 
точке .z    В этом случае обычно ограничива-
ются диагональным случаем, когда n m  (см., 
например, [2]). Если тождественно не равный 
нулю многочлен ,nQ  deg nQ m   и многочлен 

,nP  deg nP n   удовлетворяют условиям 
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то рациональную дробь [ / ] /n nf
n n P Q

   назы-

вают n-ой аппроксимацией Паде ряда f  . Здесь 

и далее под  pO z  понимаем ряд вида 
1

1 2 ...p pc z c z     Аппроксимации Паде [ / ]
f

n n   

всегда существуют и определяются соотношени-
ем (0.5) единственным образом [2]. 

Определение аппроксимаций Паде [ / ]
f

n m   

для произвольной пары индексов ( , )n m  имеет 

некоторую специфику (см., например, [5], [6]). 
Рассмотрим степенной ряд ( ) : (1/ ).g z f z   То-

гда по определению [6] 
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Если обозначить через , ,( ; ), ( ; )n m n mQ g P g      – 

многочлены Паде ряда ,g   то из (0.2) получим 
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Умножим правую и левую части предыдущего 

равенства на .mz  Тогда  
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Из (0.6) следует, что , ,[ / ] / ,n m n mf
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Если матрица , ( )n mG g   является матрицей пол-

ного ранга, то, учитывая (0.3), получим 
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(здесь 0kf
   при 1).k   В случае n m  данное 

определение равносильно определению диаго-
нальных аппроксимаций Паде, приведенному 
выше. Например, из предыдущей формулы сле-
дует хорошо известное представление (см., на-
пример, [2]) для знаменателя диагональных ап-
проксимаций Паде 
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Отметим, что при n m  числитель дроби 

[ / ]
f

n n   ,n nP  является многочленом. Для произ-

вольной пары индексов ( , )n m  это не так. На-

пример, если 1,n m   то , ,n mP  вообще говоря, 

многочленом не является, поскольку 

1
,

1 1
0

( )

.

m n
n m n

m m n
m n m

aa
P z z

z z

a a
a z a

z z



 


    
 

   

 

Всё это говорит о том, что определения недиаго-
нальных аппроксимаций Паде в точке z    и в 
точке 0z   отличаются содержанием. 

Рассмотрим теперь произвольный ряд Ло-
рана 
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   (0.7) 

где f   – правильная, а f   – главная его части. 

В настоящее время существует много различных 
подходов в построении аналога классических 
аппроксимаций Паде для ряда (0.7) (см., напри-
мер, [1], [5]–[10]). Проще всего воспользоваться 
готовыми конструкциями для каждого из рядов 
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,f f   и в качестве определения аппроксимации 

Паде ряда (0.7) взять их сумму (см., например, [7]) 
[ / ] : [ / ] [ / ] .f f f
n m n m n m    

Не останавливаясь подробно на достоинствах и 
недостатках этого и других определений, отме-
тим, что до сих пор так называемая «проблема 
Паде – Лорана» является актуальной. В извест-
ной монографии Дж. Бейкера и П. Грейвс-
Морриса [1] 1981 года отмечается, что «работа 
по созданию схемы аппроксимации рядов Лора-
на с простыми формальными свойствами и об-
щими теоремами сходимости находится в на-
чальной стадии...». Отметим, что с момента вы-
хода этой монографии в данном направлении 
исследований существенных продвижений мы не 
видим. 

В данной статье предлагается новый подход 
к указанной проблеме. Он опирается на класси-
ческую конструкцию построения аппроксимации 
Паде, предложенную Г. Фробениусом [11], и, 
вместе с тем, имеет отличие в постановке самой 
задачи: вместо обычных многочленов мы рас-
сматриваем обобщенные многочлены (многочле-
ны Лорана). Предложенный нами поход вполне 
оправдан, поскольку определённые нами далее 
обобщенные многочлены, как уже было отмече-
но, неявно присутствуют в классическом опреде-
лении аппроксимаций Паде в точке .z    
 

1 Аппроксимации Паде ряда Лорана 
Обозначим через mL  множество всех ра-

циональных дробей вида 
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где ka  – комплексные числа, .p m  Функцию 

,mQ L  будем называть обобщенным многочле-

ном (многочленом Лорана) степени не выше m, а 
deg | | | | 0.p pQ p a a     По определению  

n-ой частной суммой ряда (0.7) будем называть 
обобщенный многочлен 
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Хорошо известно, что если ряд (0.7) является 
рядом Лорана функции f аналитической в кольце 

{ : 0 | | },K z r z R     то последовательность 

0{ ( )}n nS z 
  равномерно сходится на любом ком-

пакте из K. 
Рассмотрим следующую задачу Фробениу-

са – Паде – Лорана: 
Задача .LA  Для фиксированной пары ин-

дексов ( , )n m  и ряда Лорана f найти такие то-

ждественно не равный нулю обобщенный много-
член ,n m mQ L  и обобщенный многочлен 
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где kc  – комплексные числа. 

При 0m   решением задачи LA  является  
n-ая частная сумма nS  ряда Лорана f. Если пара 

, ,( , )n m n mQ P  является решением задачи ,LA  то для 

любого комплексного числа 0   новая пара 

, ,( , )n m n mQ P   также является решением этой зада-

чи. Следующий пример показывает, что неединст-
венность может быть и более существенной. 

Пример 1.1. Пусть 2, 1,n m   а 

 
1

( ) ,k k
k

k

f z a z z






   

где 

2, если 1, 2, 4;

4, если 3;

1
, если 4.

!

k

k

a k

k
i


 


 

 


 

Тогда любое решение задачи LA  представимо в 
виде: 2,1 2,1( , ),Q P   ,  0,   где  
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а a и b произвольные действительные числа не 
равные нулю одновременно. 

Определение 1.1. Будем говорить, что зада-
ча LA  имеет единственное решение, если это 
решение единственно с точностью до числового 
множителя, т. е. для любых двух решений 

, ,( , )n m n mQ P  и , ,( , )n m n mQ P  задачи LA  найдется 

такое комплексное число ,  что  

, , , ,( , ) ( , ).n m n m n m n mQ P Q P    

Определение 1.2. Если пара , ,( , )n m n mQ P  яв-

ляется решением задачи ,LA  то рациональную 

дробь , ,[ / ] /f n m n mn m P Q  будем называть ап-

проксимацией Паде типа ( , )n m  для ряда Лорана f. 

Очевидно, что аппроксимации Паде 
[ / 0] f nn S  всегда существуют и определяются 

однозначно для любого n. В том случае, когда 
задача LA  имеет единственное решение, дробь 
[ / ] fn m  условиями (1.1) определяется однознач-

но. Вместе с тем, в отличии от аппроксимаций 
Паде рядов ,f   f   аппроксимации Паде ряда 

Лорана [ / ] fn m  определяются, вообще говоря, не 
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однозначно. Чтобы доказать это, обозначим че-
рез 1[2 /1] f  аппроксимацию Паде – Лорана из 

примера 1, которая соотвествует параметрам 
1,a b   через 2[2 /1] f  – аппроксимацию, соот-

ветствующую параметрам 2,a   0.b   Тогда 
легко показать, что 

1 22 6
[2 /1] ( ) 2 [2 /1] ( ).

5f f

i
i i

 
    

Нашей ближайшей целью является нахождение 
необходимых и достаточных условий, при вы-
полнении которых задача LA  имеет единствен-
ное решение. 
 

2 Критерий единственности 
Без ограничения общности будем рассмат-

ривать ряды Лорана (0.7), в которых правильная 
и главные части имеют бесконечное число чле-
нов. Изучение аппроксимаций Паде рядов Лора-
на, в которых главная или правильная части об-
рывается на некотором члене, существенно не 
отличается от изучения классических аппрокси-
маций Паде рядов f   и f   (см., например, [2]). 

Каждому l  поставим в соответствие 
матрицу-строку 
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Обозначим через ,n mH  матрицу порядка 

2 (2 1),m m   полученную из элементов опреде-

лителя ( , ; )D n m z  после удаления в нём ( 1)m  -ой 

строки. Если в определителе ( , ; )D n m z  ( 1)m  -ю 

строку заменить на строку ,lF  получим новый 

определитель ( , ).ld n m  Обозначим через ( , )n m  

определитель порядка 2m, полученный в резуль-
тате вычёркивания в определителе ( , ; )D n m z  

( 1)m  -ой строки и ( 1)m  -го столбца. 

Определение 2.1. Пару индексов ( , ),n m  

0m   будем называть слабо нормальной для f, 
если ,n mH  является матрицей полного ранга, т. е. 

, 2 .n mrankH m  

Теорема 2.1. Для того, чтобы для фиксиро-
ванной пары ( , ),n m  0m   задача LA  имела 

единственное решение необходимо и достаточ-
но, чтобы пара ( , )n m  была вполне нормальной 

для f, т. е. , 2 .n mrankH m  

Если , 2 ,n mrankH m  то при определенном 

выборе нормирующего множителя справедливы 
детерминантные представления: 

, ( ) ( , ; ),n mQ z D n m z                   (2.1) 
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Доказательство. Пусть искомый многочлен 

, ( )n mQ z  имеет вид 
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После преобразований получаем 
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где  
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Выберем коэффициенты pu  многочлена ,n mQ  

так, чтобы 
0, ( 1), , ( ),lc l n n m        

и положим 
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Выбранные таким образом многочлены , ,n mQ  

,n mP  удовлетворяют условиям (1.1). Остаётся 

исследовать совместность системы уравнений 

0, ( 1), , ( ).
m

l p p
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          (2.5) 

Запишем систему (2.5) в матричной форме 

, ,T T
n mH u    

 где 1 0 1( )m mu u u u u u     матрица-строка не-

известных коэффициентов, а   матрица-строка, 
состоящая из 2 1m   нулей. Система (2.5) явля-
ется однородной и в ней число неизвестных на 
единицу больше числа уравнений. Согласно тео-
реме Кронекера – Капелли эта система имеет 
ненулевое решение. Кроме того, множество всех 
линейно независимых решений системы (2.5) 
состоит из одного фундаментального решения 
тогда и только тогда, когда , 2 .n mrankH m   

В этом случае все остальные ненулевые решения 
получаются умножением этого фундаментально-
го решения на число 0.   Тем самым первая 
часть теоремы доказана. 
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Остановимся теперь на доказательстве ра-
венств (2.1)–(2.3). По предположению ранг мат-
рицы , 2 .n mrankH m  Поэтому при некотором s, 

1 2 1s m    определитель, полученный из эле-

ментов матрицы ,n mH  в результате вычеркива-

ния в ней s-го столбца, отличен от нуля. Пусть, 
например, 1.s m   Тогда, зафиксировав неиз-
вестное 0 ,u  получим квадратную неоднородную 

систему 
1

0
1

,

( 1), , ( )

m

l p p l p p l
p m p

f u f u f u

l n n m



 
 

  

     

 
        (2.6) 

главный определитель которой ( , ) 0.n m   За-

метим, что 0 0.u   В противном случае система 

(2.6), а значит и система (2.5) имели бы только 
нулевые решения. 

Система (2.6) имеет единственное ненуле-
вое решение и найти его можно с помощью фор-
мул Крамера: 

( , )
, , , 0,

( , )
p

p

n m
u p m m p

n m


   




  

где ( , )p n m  определитель, полученный из опре-

делителя ( , )n m  заменой в нём p-го столбца на 

столбец свободных членов. Если положить 

0 0( , ) : ( , ),n m u n m    то 

,

( , )
( ) .

( , )

m m
pp p

n m p
p m p m

n m
Q z u z z

n m 


 

      (2.7) 

Разлагая определитель ( , ; )D n m z  по элементам 

( 1)m  -ой строки и сравнивая с (2.7), делаем вы-

вод, что 

, 0

( , ; )
( ) .

( , )n m

D n m z
Q z u

n m



              (2.8) 

Сопоставив (2.7) и (2.4), замечаем, что для нахо-
ждения pc  следует только в (2.7) z заменить на 

.l pf   Учитывая введённые обозначения, получа-

ем, что 

0

( , ; )
.

( , )
p

p

d n m z
c u

n m



 

Поэтому многочлен , ( )n mP z  и остаточный член 

, ( )n mR z  можно представить в виде 

0
, ( ) ( , ) ,

( , )

n
p

n m p
p n

u
P z d n m z

n m 


        (2.9)  

 
,

0

1

( )

( , ) ( , ) .
( , )

n m

p p
p p

p n m

R z

u
d n m z d n m z

n m





  



 
 

(2.10) 

Умножая (2.8)–(2.10) на нормирующий множи-
тель 0( , ) / ,n m u  получим равенства (2.1)–(2.3). 

Если при вычеркивании в матрице ,n mH  

столбца с номером 1s m   получается 

определитель отличный от нуля, то, рассуждая 
аналогично, приходим к представлениям (2.1)–
(2.3). Теперь остаётся заметить, что поскольку 

, 2 ,n mrankH m  то определитель ( , ; )D n m z  не 

может быть тождественно равным нулю.             
  

3 Замечания и следствия 
Замечание 3.1. В теореме 2.1 предполагает-

ся, что 0.m   Если 0,m   то решение задачи 
LA  очевидно: с точностью до числового множи-

теля ,0 ( ) 1,nQ z   а обобщенный многочлен ,0nP  

является n-ой частной суммой nS  ряда (0.7). 

Замечание 3.2. При доказательстве теоремы 
2.1 никак не учитывалось наше предположение о 
сходимости ряда (0.7). Поэтому все утверждения 
теоремы остаются в силе, если ряд (0.7) являются 
формальным.  

Отметим также, что если пара ( , )n m  не яв-

ляется слабо нормальной для f, то обобщённые 
многочлены , ,n mQ  , ,n mP  заданные формулами 

(2.1) и (2.2), не являются решениями задачи .LA  
В частности, в примере 1.1 индекс (2, 1) не явля-
ется слабо нормальным, и, если вычислять, на-
пример, многочлен 2,1Q  по формуле (2.1), то по-

лучим 2,1( ) 0.Q z    

Следствие 3.1. Пусть пара индексов ( , )n m  

является слабо нормальной для f и коэффициен-
ты ряда (0.7) действительные числа. Тогда мно-
гочлены , ,n mQ  ,n mP  решения задачи ,LA  опреде-

ляемые формулами (2.1) и (2.2), являются обоб-
щенными многочленами с действительными ко-
эффициентами. 

Следствие 3.2. Для того, чтобы задача LA  
всегда имела единственное решение необходимо 
и достаточно, чтобы все пары индексов ( , )n m  

были вполне нормальными для f. 
Следствие 3.3. Если пара индексов ( , )n m  

является вполне нормальной для f, то аппрокси-
мации Паде [ / ] fn m  ряда Лорана f соотношения-

ми (2.1) определяются единственным образом. 
В заключении покажем, что в условиях тео-

ремы Фабри аппроксимации Паде [ /1] fn  ряда 

Лорана при n   ведут себя также, как и клас-
сические аппроксимации Паде [ /1]

f
n   степенно-

го ряда :f   они локализуют особенности функ-

ции f суммы ряда (0.7). 
Предположим, что f аналитична в кольце K, 
0nf   при 0n n  и существуют пределы 

1 1

1
lim 0, lim .n n

n n
n n

f f
z

f f z


 
   

          (3.1) 

Тогда по теореме Фабри точки z  являются осо-

быми точками суммы ряда f и лежат на границе 
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кольца K: | | ,z r   а | | .z R   Выбрав норми-

рующий множитель для знаменателя дроби 
[ /1] ,fn  получим 

*
,1 ,1

3 3

2 1

3 3 3

1

1 2

3 3 3

1
( ) ( )

1 .

n n
n n

n n n

n n n

n n n

n n n

Q z Q z
f f

f f f

f f f

z z

f f f

f f f

  

 

  


    

     

 


           (3.2)  

Отсюда и из (3.1) следует, что 

2 3

* 2
,1

3 2

2

2
3 2

2

1
lim ( ) 1

1 1 1

1
1 1

1 ( )( ) .

1

nn

n

z z z

Q z z z
z

zz z

z z
z z

z z z z z z
z zzz z

z z

  



 

 
 

 
 

 

 

 
    

 

 

Опираясь на предыдущие равенства, легко пока-
зать, что при сделанных предположениях для 
всех достаточно больших n пара индексов (n, 1) 
является вполне нормальной. Поэтому формула 
(3.2) справедлива, по крайней мере, при всех 
достаточно больших n. 

Таким образом, полюса дроби [ /1] fn  стре-

мятся к особым точкам z  функции f, лежащим 

на границе кольца K, внутри которого f анали-
тична. В связи с этим напомним, что А.А. Гончар 
высказал гипотезу о том, что свойство аппрок-
симаций Паде [ /1] ,

f
n   отмеченное выше, имеет 

место для аппроксимаций Паде [ / ]
f

n m   при 

любом фиксированном m. Первоначально спра-
ведливость этой гипотезы была установлена в 
ослабленном варианте [12]. В общем случае 
гипотеза А.А. Гончара доказана С.П. Суетиным 
[13], [14]. Вполне естественно предположить, что 
в адаптированном виде гипотеза А.А. Гончара 
справедлива и для аппроксимаций Паде [ / ] fn m  

ряда Лорана (0.7). 
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Аннотация. Рассматривается расчет электростатического поля тороидальных экранов ограничителя перенапряжения 
высоковольтной линии электропередачи. Расчет осуществляется методом теорем сложения. Получены алгебраические 
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Введение 
В конструкциях современных линий элек-

тропередачи находят широкое применение огра-
ничители перенапряжения, снабженные экрана-
ми в виде трех тороидальных деталей из провод-
ника для выравнивания электростатического по-
ля. Такое выравнивание позволяет повысить срок 
эксплуатации ограничителя [1]–[3]. 

Для проектирования тороидальных экранов 
и анализа конфигурации электростатического 
поля в экранирующих конструкциях предложен 
метод граничных элементов с кольцевидными 
граничными элементами [3], [4]. Поскольку этот 
метод является численным, то анализ электро-
статического поля конструкции затруднен значи-
тельным объемом вычислений. В [5] для тех же 
целей предложен метод конечных разностей.  
Но в данном случае требуется применять сетки 
большой размерности и вводить искусственное ог-
раничение области решения задачи. С учетом осо-
бенностей численных методов в [6] предлагается 

расчет конструкции экранов ограничителя с по-
мощью максвелловых потенциальных коэффи-
циентов. Но в этом случае тороидальный экран 
приближенно заменяется кольцевым зарядом. 

Современный уровень развития метода раз-
деления переменных дает возможность расчета 
электростатических полей в областях со сложной 
конфигурацией границ [7]. В частности, получе-
ны решения задачи электростатики для двух 
проводящих торов [8], для проводящего тора в 
поперечном, продольном электрических полях и 
в поле точечного заряда [9], [10], для системы из 
концентрических проводящего  тора и сфериче-
ского сегмента [11], для системы из соосных то-
ра и плоского круглого диска [12], для тора со 
специальной моделью материала [13]. Накоплен-
ный материал позволяет поставить задачу элек-
тростатики для системы трех тороидальных эк-
ранов с учетом возможного воздействия на эту 
систему электростатического поля грозовой тучи 
и решить ее аналитическим методом. 

ТЕХНИКА
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Таким образом, в статье поставлена цель 
получения решения задачи электростатики для 
системы трех проводящих тороидальных экранов 
аналитическим методом, который позволяет точ-
но учесть конфигурацию граничных поверхно-
стей задачи, а результат решения может приме-
няться для анализа конструкций реального элек-
тротехнического устройства. 

 
1 Постановка задачи 
Так как ограничители напряжения подве-

шены на мачтах линий электропередач достаточ-
но далеко от земли, то модельная задача для 
электростатического поля ограничителя ставится 
без учета влияния поверхности земли [6]. 

По материалам [6] задача электростатики 
для конструкции экранов ограничителя может 
быть поставлена следующим образом. 

В пространстве R3 с диэлектрической про-
ницаемостью среды ε0 (воздух) размещены три 
круговых тора с малыми радиусами торов jr  и 

большими радиусами jR  (j = 1, 2, 3). Центры 

торов jO  лежат на одной прямой, перпендику-

лярной плоскости земли. Торы изготовлены из 
проводящего материала. В общем случае потен-
циал поверхности jS  каждого тора Vj ≠ 0. 

Наиболее значимым источником внешнего 
электростатического поля, влияющего на работу 
ограничителя, является поле заряженных облас-
тей грозовых туч. Для учета этого влияния пред-
полагается, что на оси системы торов на значи-
тельном отдалении от нее находится точечный 
электрический заряд q, который моделирует об-
ласть грозовой тучи [14]. Такая модель тучи до-
пустима, так как грозовые облака находятся на 
большой высоте порядка единиц километров. 

Область пространства вне торов обознача-
ется D. В этой области  электростатическое  поле 

описывается потенциальными функциями ju  для 

полей торов и потенциальной функцией u0  для 
точечного заряда. Суммарный потенциал элек-
тростатического поля в D  

3

0
1

.j
j

u u u


   

Для электростатического поля в области D 
ставится краевая задача. 

Потенциал электростатического поля в об-
ласти D удовлетворяет уравнению Лапласа 

   0 в .u D                          (1.1) 

На поверхностях торов выполняется гра-
ничное условие  

 .
j

jS
u V                            (1.2) 

Потенциал в области D удовлетворяет усло-
вию на бесконечности  

  0 при .u M M                (1.3) 

На основании решения краевой задачи 
(1.1)–(1.3) требуется определить потенциал элек-
тростатического поля в D. 

 
2 Вывод системы уравнений для коэффи-

циентов разложения 
Для решения краевой задачи (1.1)–(1.3) с 

центрами торов jO  связываются декартова пря-

моугольная система координат , ,j j jx y z  и то-

роидальная система координат , ,j j j    (рису-

нок 2.1).  
Декартовы и тороидальные координаты в 

этих системах связаны соотношениями [8], [15] 
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Рисунок 2.1 – Тороидальные экраны с сопутствующими системами координат 
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В этих системах координат поверхности Sj 
описываются соотношениями [8] 
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Потенциалы торов представляются через 
гармонические тороидальные функции с учетом 
симметрии задачи [8], [16] 
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где x – неизвестные коэффициенты разложения; 
Ps – 1/2 – функции Лежандра;  

   , 2 ch cos .j j j jR        

Представления (2.1)–(2.3) удовлетворяют 
уравнению Лапласа (1.1) и условию на бесконеч-
ности (1.3). 

Чтобы удовлетворить граничному условию 
(1.2) для поверхности S1 потенциалы (2.2) и (2.3), 
аналогично [8], переразлагаются в системе коор-
динат 1 1 1, ,    с помощью известной теоремы 

сложения [16], которая осуществляет преобразо-
вание в сдвинутой системе координат вниз 
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где a12, a13 – расстояние между центрами соот-
ветствующих торов (рисунок 1), м; Qs–1/2 – функ-
ция Лежандра. 

В (2.4) и (2.5), также в следующих формулах  
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где 2F1 – гипергеометрическая функция [16]. 

После подстановки (2.1), (2.4) и (2.5) в (1.2) 
и приравнивания коэффициентов при одинако-
вых значениях экспоненты и при α1=ξ1 получает-
ся уравнение для неизвестных коэффициентов 
разложений потенциала. Правая часть гранично-
го условия преобразуется по известному разло-
жению [17]. 

     
 

 

   
 

 

 

1 1
1 2 2

2 1 12
1 2

2

1 1
3 2

3 1 13
1 3

2

1
1 1

2

ch

, ,
ch

ch

, ,
ch

ch , 0, 1, 2, 3

n

n m mn
m

m

n

k kn
k

k

n

Q

x x A c c a
P

Q

x A c c a
P

V
Q n

 




 







 




 



     








 (2.6) 

Чтобы удовлетворить граничному условию 
(1.2) для поверхности S2 потенциал (2.1) перераз-
лагается в системе координат 2 2 2, ,    с помо-

щью известной теоремы сложения [16], которая 
осуществляет преобразование в сдвинутой сис-
теме координат вверх. Потенциал (2.3) перераз-
лагается с помощью известной теоремы сложе-
ния [16], которая осуществляет преобразование в 
сдвинутой системе координат вниз. В результате 
преобразований, аналогичных вышерассмотрен-
ным, получается алгебраическое уравнение для 
неизвестных коэффициентов разложения 
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 (2.7) 

Чтобы удовлетворить граничному условию 
(1.2) для поверхности S3 потенциалы (2.1) и (2.2) 
переразлагаются в системе координат 3 3 3, ,    с 

помощью известной теоремы сложения [16], ко-
торая осуществляет преобразование в сдвинутой 
системе координат вверх. В результате получает-
ся алгебраическое уравнение для неизвестных 
коэффициентов разложения 
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Уравнения (2.6), (2.7), и (2.7) в совокупно-
сти образуют бесконечную систему алгебраиче-
ских уравнений относительно неизвестных ко-
эффициентов разложений (2.1), (2.2) и (2.3), ко-
торая может быть разрешена методом редукции 
[8]. Вычисление функций Лежандра может быть 
выполнено по известным соотношениям [11], 
[17]. Расчетное выражение гипергеометрической 
функции указано в [16].  

 
3 Учет потенциала поля грозовой тучи 
Расположение точечного заряда q, модели-

рующего область грозовой тучи, показано на 
рисунке 3.1. Расстояния jb  от центров торов jO  

до точечного заряда О4 много больше расстояний 
между центрами торов и их радиусов.  

Для учета потенциала указанного заряда 
требуется в правые части уравнений (2.6), (2.7) и 
(2.7) ввести выражение этого потенциала в соот-
ветствующей тороидальной системе координат с 
противоположным знаком на основании выра-
жения суммарного потенциала в D и граничного 
условия (1.2). 

Если с точкой О4 связать сферическую сис-
тему координат r4, θ4, φ4, то потенциал точечного 
заряда выражается по формуле [18] 
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            (3.1) 

где P() – полином Лежандра. 
Тогда для переразложения потенциала (3.1) 

в тороидальных системах координат , ,j j j    

применяется метод комбинирования теорем сло-
жения, указанный в [16]. Вначале предполагается, 

что с точками jO  связана вспомогательная сфе-

рическая система координат , , .j j jr    Тогда по-

тенциал (3.1) переразлагается в каждой из этих 
систем координат с помощью теоремы сложения, 
связывающей потенциалы в двух сферических 
системах координат со сдвигом вниз. Теорема 
сложения выбирается с учетом того, что поле 
вокруг ограничителя перенапряжения рассмат-
ривается в области размером порядка единиц 
метров, что значительно меньше расстояния от 
ограничителя до области грозовой тучи. Тогда на 
основании [16], [18] результат переразложения 
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Выражение для потенциала точечного заря-
да (3.2) переразлагается в тороидальной системе 
координат , ,j j j    с помощью теоремы сложе-

ния 264.3.10 из [16], тогда указанное выражение 
принимает вид 
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Из (3.3) следует, что для учета потенциала 
области грозовой тучи, в правые части уравне-
ний (2.6)–(2.7) должен быть добавлен член 

 

   
0

0
11

0 ( , )0 2

1
ch .

4

j

sn j js n
s n m kj

u

q
T c Q

b

 

  

 


 

  
 (3.4) 

 

 
 

Рисунок 3.1 – Местоположение заряда грозовой тучи относительно ограничителя
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В (3.3) и (3.4) на основании [16] 
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Таким образом, получены выражения для 
описания потенциала поля точечного заряда, 
моделирующего область грозовой тучи в торои-
дальных системах координат, связанных с экра-
нами ограничителя напряжения. Эти выражения 
позволяют составить систему уравнений для ко-
эффициентов разложения потенциала электро-
статического поля этих экранов в случае присут-
ствия грозовой тучи над мачтой линии и учесть 
влияние грозовой тучи на функционирование 
ограничителя. 

 

Заключение 
В статье показана принципиальная возмож-

ность анализа электростатического поля в элемен-
тах конструкции линий электропередач – ограни-
чителей напряжения, методом теорем сложения.  

По сравнению с методом потенциальных 
коэффициентов [6] предлагаемый в статье метод 
позволяет более точно проанализировать распре-
деление потенциала в конструкции ограничителя 
перенапряжения, учесть влияние внешних ис-
точников электростатического поля, которыми 
на практике оказываются заряженные области 
грозовых туч.  

По сравнению с численными методами [3]–
[5] точность предлагаемого метода не ниже, так 
как на практике система уравнений предлагаемо-
го метода решается методом редукции численно. 
Все сравниваемые методы обладают сравнимой 
трудоемкостью при составлении и решении 
уравнений со специальными функциями.  

Предлагаемый метод может применяться 
при разработке ограничителей напряжения вы-
соких классов напряжения, где требуется высо-
кая точность анализа условий работы экранов, и 
при разработке ограничителей для грозоактив-
ных местностей. В общем случае метод теорем 
сложения является перспективным методом ре-
шения задач техники высоких напряжений. 
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ИНТЕГРАЛЬНАЯ СХЕМА СЧИТЫВАНИЯ ДАННЫХ С НЕОХЛАЖДАЕМЫХ 
ТЕПЛОВЫХ ДЕТЕКТОРОВ БОЛОМЕТРИЧЕСКОГО ТИПА 
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READOUT INTEGRATED CIRCUIT OF THERMAL UNCOOLED 
BOLOMETRIC TYPE DETECTORS 

Tran Van Trieu, Dao Dinh Ha, P.E. Novikov, K.V. Korsak, 
I.Yu. Lovshenko, V.R. Stempitsky 

Belarusian State University of Informatics and Radioelectronics, Minsk 
 

Аннотация. Важной задачей в области проектирования сенсорных устройств, в т. ч. в области термографии, является 
разработка систем, обеспечивающих точную обработку входных данных, а также их преобразование в цифровой  
сигнал. Представлены результаты применения реализованной на языке описания аппаратуры Verilog-A обобщенной 
электрической (компактной) модели неохлаждаемого теплового детектора болометрического типа (микроболометр), 
учитывающей особенности конструкции и используемых для его изготовления материалов, при проектировании  
схемотехнического и топологического решений интегральной схемы считывания данных с матрицы детекторов,  
расположенных в фокальной плоскости, с использованием библиотеки проектирования TSMC 0,18 мкм. 
 
Ключевые слова: неохлаждаемый тепловой детектор болометрического типа, микроболометр, инфракрасный  
детектор, оксид ванадия, матрица в фокальной плоскости, интегральная схема считывания, моделирование. 
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Abstract. An important task in the design of sensor devices, including thermography, is the development of systems that 
provide accurate processing of input data, as well as their conversion into a digital signal. The results of application of the 
generalized electrical (compact) model of the thermal uncooled detector bolometric type (microbolometer) implemented in the 
Verilog-A hardware description language, which takes into account the peculiarities of the design and materials used for its 
fabrication, in the design of circuit and topological solutions of the integrated circuit for reading data from a matrix of detectors 
located in the focal plane, using the TSMC 0.18 µm design library, are presented. 
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Введение 
Технологии визуализации инфракрасного 

спектра, появившиеся в 1950-х годах, позволяют 
видеть объекты, недоступные человеческому 
глазу, обнаруживать тепловую энергию или из-
лучаемое объектами тепло. За последнее время 
тепловые детекторы и системы на их основе (те-
пловизоры) стали более доступнее для потреби-
телей за счет снижению стоимости и улучшению 
эксплуатационных характеристик. Это позволило 
расширить области применения термографии: 
теперь кроме специального назначения и науч-
ных исследованиях тепловизоры стали приме-
нять для обследования электрооборудования, 
поиска утечек тепла, газа, нефти, автоматизации 

технологических процессов и мониторинга ок-
ружающей среды, построения систем техниче-
ского зрения [1]. 

Двумя основными компонентами систем 
тепловизоров являются матрица в фокальной 
плоскости (МФП, англ. FPA – Focal Plane Array) 
и интегральная схема считывания (ИСС, англ. 
ROIC – Readout Integral Circuit). На рисунке 0.1 
изображена общая структурная схема преобразо-
вания ИК-излучения в видеопоследовательность. 

МФП состоит из массива чувствительных к 
ИК-диапазону пикселей (микроболометров), 
расположенных в фокальной плоскости линзы. 
Существует два основных типа ИК-пикселей: 
тепловые и фотонные [2]. 

ТЕХНИКА 
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Рисунок 0.1 – Преобразование ИК-излучения в цифровой сигнал 
 

Время отклика и чувствительность фотон-
ных детекторов намного выше, чем у тепловых. 
Однако, для их функционирования с наилучшим 
соотношением сигнал / шум их необходимо ох-
лаждать и поддерживать постоянную температу-
ру. Обычно применяется криогенное охлаждение 
Дьюара с использованием жидкого азота, термо-
электрическое охлаждение, охлаждение Джоуля-
Томсона и газоциркуляционное охлаждение. Все 
эти способы приводят к усложнению эксплуата-
ции и обслуживания, увеличению стоимости и 
энергопотребления [3]. 

Тепловые детекторы ИК-излучения основа-
ны на термоэлектрическом эффекте (термопары), 
тепловом расширении (ячейки Голея) или изме-
нении сопротивления (микроболометры). Для 
увеличения чувствительности в микроболометре 
в качестве термочувствительного слоя применя-
ется материал с очень малой теплоемкостью и 
большим температурным коэффициентом сопро-
тивления [4]. 
 ИСС представляет собой интерфейс между 
МФП и блоком обработки сигналов и выполняет 
функции интеграции, усиления и мультиплекси-
рования слабых зарядов детектора. 
 Малый ток, индуцированный ИК-излучени-
ем, интегрируется и отбирается в соответствую-
щей элементарной ячейке. Затем выходные дан-
ные элементарных ячеек считываются построчно 
и преобразуются в последовательный поток би-
тов с помощью схемы управления. Этот после-
довательный поток затем передается в процессор 
для постобработки и сглаживания. 

Качество систем построения ИК-изображе-
ния зависит от характеристик МФП и ИСС. Од-
ной из наиболее важных характеристик ИК-де-
текторов является обнаруживающая способность 
D* – фоточувствительность на единицу активной 
площади детектора, позволяющая сравнивать 
разные детекторы между собой. Шум может ис-
ходить от фоновых колебаний, рабочих цепей 
или самого ИК-детектора. Фоновый шум доми-
нирует над двумя другими типами шума, а также 
накладывает теоретический предел на D* (т. н. 
фоновое ограничение детектора) [5]. 

 
1 Приборная структура 
В качестве приборной структуры использо-

вана конструкция микроболометра, представ-
ляющая собой резонатор Фабри-Перо [6] и со-
стоящая из многослойной мембраны, располо-
женной на расстоянии D (вакуумный зазор) от 
кремниевой подложки с нанесенным слоем от-
ражающего покрытия (Al). Мембрана состоит из 
пленок проводящего и поглощающего (NiCr), 
диэлектрического (Si3N4) и термочувствительно-
го (VOx) материалов (рисунок 1.1, отражающий 
слой не показан). Воздушный зазор обеспечива-
ется за счет опорных «ног», которые также яв-
ляются контактами микроболометра. 

Посредством компьютерного моделирова-
ния установлены оптимальные с точки зрения 
обеспечения наибольшей величины и равномер-
ности коэффициента поглощения в диапазоне 
длин волн λ от 8 до 14 мкм: нижний слой Si3N4 – 
70 нм; NiCr – 4 нм; средний слой Si3N4 – 200 нм; 

 

   
Нижний слой Si3N4 Нижний слой NiCr Средний слой Si3N4 

   
Верхний слой NiCr Термочувствительный слой VOx Верхний слой Si3N4 

 
 

Рисунок 1.1 – Конструктивные слои микроболометра 
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термочувствительный слой VOх – 250 нм; верх-
ний слой Si3N4 – 150 нм. При этом величина 
среднего коэффициента поглощения составляет 
0,86 о.е., а пиковое значение – 0,9991 о.е. (при 
λ = 8,9 мкм). 

Исследование эксплуатационных характе-
ристик микроболометра (определены зависимо-
сти температуры от напряжения, электрического 
сопротивления от температуры, временные диа-
граммы с профилем падающего излучения, в ви-
де теплового потока, а также приложенного на-
пряжения и т.д.) выполнено посредством приме-
нения термомеханического, электротермомеха-
нического и стационарного теплового анализов. 

 
2 Разработка компактной (электрической) 

модели 
На языке описания аппаратуры Verilog-A 

реализована компактная модель микроболомет-
ра. Модель содержит блок расчета выходного 
напряжения в зависимости от входного сигнала 
V и теплового потока (ИК-излучения). В модели 
реализован блок ожидания изменения напряже-
ния на микроболометре и/или величины теплово-
го потока, а также определения процесса, кото-
рый будет запущен в результате наступления 
такого события (нагрев или остывание прибор-
ной структуры). Реальная температура болометра 
определяется как сумма номинальной темпера-
туры и ее приращения в зависимости от прило-
женного напряжения ΔT1 и теплового потока ΔT2 
по выражению 

 

Treal = Tnom + ΔT1 + ΔT2. 
 

Вклад каждой составляющей рассчитывает-
ся исходя из устоявшегося режима работы 

болометра при пропускании постоянного тока. 
Так, максимальное значение приращения темпе-
ратуры при протекании тока через болометр  
dT1 max определяется как 

 

dT1 max = f1(V) – f2(V), 
 

где f1(V) и f2(V) – функции, аппроксимирующие 
зависимость приращения температуры от при-
ложенного напряжения, полученную в результа-
те приборного моделирования, и ее остаточного 
члена (рисунок 2.1). 

Максимальное значение приращения тем-
пературы при воздействии теплового потока  
dT2 max имеет линейную зависимость от величины 
теплового потока (рисунок 2.2). 

Величина сопротивления микроболометра 
рассчитывается по аппроксимирующей функции 
зависимости, полученной при анализе результа-
тов приборного моделирования (рисунок 2.3). 

Для учета динамических изменений введе-
ны функции зависимости нагрева и остывания 
микроболометра от временного шага для эффек-
та самонагрева и поглощения тепла от внешнего 
источника f1, f2, f3 и f4 соответственно. Функции 
рассчитываются по аппроксимационным зависи-
мостям, полученным на основе временных диа-
грамм в программном продукте приборного мо-
делирования. На каждом временном шаге проис-
ходит определение текущего изменения темпера-
туры в зависимости от предыдущего временного 
шага. 

На рисунке 2.4 представлено сравнение ре-
зультатом моделирования в программных про-
дуктах приборного и схемотехнического моде-
лирования. 

 

 
Рисунок 2.1 – Зависимость приращения температуры от приложенного напряжения (1)  

и разницы её величины со значениями функции её аппроксимирующей (2) 
 

 
 

Рисунок 2.2 – Зависимость приращения температуры от теплового потока 
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Рисунок 2.3 – Зависимость величины сопротивления от температуры микроболометра 
 

а) 

 

б) 

 
 

Рисунок 2.4 – Сравнение результатов моделирования при подаче 
импульса считывания (а) и воздействии теплового потока (б) 

 
3 Реализация схемы считывания 
Представление массива неохлаждаемых те-

пловых детекторов болометрического типа со 
схемой считывания, реализованной посредством 
оптического разделения эталонного и активного 
пикселя, показана на рисунке 3.1. Буквой S обо-
значены ключевые переключатели, реализован-
ные по КМОП-технологии.  

Изменение сопротивления микроболометра, 
связанное с эффектом самонагрева, намного 
больше вызванного воздействием теплового по-
тока (ИК-излучения). Для компенсации такого 
эффекта применяют полумостовые схемы рези-
стивного делителя: постоянная часть тока детек-
тора компенсируется с помощью эталонного 
микроболометра, располагающегося в защищен-
ном от ИК-излучения месте на подложке. 

Трансимпедансный усилитель (ТИУ) явля-
ется основным каскадом усиления в схеме и 
предназначен для преобразования токового сиг-
нала, генерируемого датчиком, в сигнал напряже-
ния, который можно обрабатывать и анализиро-
вать [7]. Он состоит из усилителя и конденсатора 

обратной связи. Резистор обратной связи заме-
нен конденсатором обратной связи для достиже-
ния емкостного трансимпедансного усиления и 
стабилизации коэффициента усиления и частот-
ной характеристики схемы. Обычно схема ТИУ 
также реализует метод интегрирования для пре-
образования текущего сигнала в напряжение, 
пропорциональное накопленному заряду. Интег-
рирующий конденсатор подключается парал-
лельно конденсатору обратной связи, а переклю-
чатель используется для сброса напряжения на 
интегрирующем конденсаторе в начале каждого 
периода интегрирования. Операция сброса га-
рантирует, что выходное напряжение будет про-
порционально заряду, генерируемому датчиком в 
течение времени интегрирования. Схема считы-
вания ТИУ имеет ряд преимуществ, включая 
высокий коэффициент усиления, низкий уровень 
шума и способность обрабатывать малые сигналы. 

Выходной сигнал ТИУ все еще имеет ма-
лую амплитуду и обычно требует дополнитель-
ного усиления. Для этих целей применяют ма-
лошумящие усилители [8]. 
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Рисунок 3.1 – Структурная схема теплового детектора, включающего МФП и ИСС 
 

Далее сигнал поступают в схему выборки и 
хранения (буфер), которая предназначена для 
запоминания мгновенного значения аналогового 
сигнала и его хранения в течение времени необ-
ходимого для его дальнейшего преобразования. 

Для передачи сигналов с каждого столбца 
МФП на вход АЦП необходимо применение ана-
логового мультиплексора (коммутатор). Его осо-
бенность заключается в формировании электри-
ческого соединения выбранного входа с выходом 
и обеспечении низкого сопротивления между 
ними. Таким образом сигналы могут передавать-
ся в обе стороны. Выбор желаемого входа осу-
ществляется подачей соответствующей комби-
нации управляющих сигналов.  

Для обеспечения работы с данными, полу-
чаемыми от микроболометров, необходимо их 
дискретизация (выбор значений через равные 
промежутки времени из непрерывного потока 
данных), которая выполняется в АЦП [9]. Для 
реализации выбрана схема параллельного AЦП 
(Flash AЦП), которые отличаются большим бы-
стродействием. Паpаллeльный n-pазpядный AЦП 
cocтoит из 2n peзиcтopoв и 2n – 1 кoмпаpатopoв. 
На каждый кoмпаpатop пoдаeтcя oпopнoe 
напpяжeниe, значeниe кoтopoгo для coceдниx 
тoчeк oтличаeтcя на вeличинy, cooтвeтcтвyющyю 

oднoмy младшeмy значащeмy pазpядy (бoлee 
cтаpшиe pазpяды – в вepxниx пo cxeмe элeмeн-
таx). На выходе 2n – 1 кoмпаpатopов формирует-
ся выxoднoй кoд, называемый «кoд тepмoмeтpа». 
В дeйcтвитeльнocти, необходимо пpeoбpазовать 
сигнал при помощи шифpатopа в n-pазpядный 
двoичный кoд. 

Для избавления от избыточной информации 
проведено моделирование одного пикселя. На 
рисунке 3.2 представлена тестовая схема считы-
вания микроболометра, а на рисунке 3.3 – ре-
зультат моделирования. 

Сигнал out показывает напряжение между 
активным пикселем микроболометра и эталон-
ным. Уровень напряжения изменяется в зависи-
мости от уровня сигнала net5, который представ-
ляет собой тепловой поток. Сигнал AMP являет-
ся обработанным сигналом out через предусили-
тель и усилитель. Сигнал b является интегриро-
ванным сигналом AMP через блок SH. Выход 
блока SH соединён со входом в АЦП. Сигналы 
x<0:4> являются выходами АЦП. 

Для представленной на рисунке 3.1 системы 
с использованием библиотеки проектирования 
TSMC 0,18 мкм CMOS MS/RF 1.8/3.3V PDK раз-
работано топологическое представление, которое 
содержит   МФП   и  ИСС   на   одном  кристалле.  
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Рисунок 3.2 – Тестовая схема считывания микроболометра 

 

 
 

Рисунок 3.3 – Временная диаграмма тестовой схемы считывания микроболометра 
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Площадь кристалла составляет 20,4 мм2. Моде-
лирование электрических характеристик микро-
болометра осуществлялось с использованием 
разработанной электрической модели.  

Результаты компьютерного моделирования 
предлагаемой схемы с учетом паразитных ком-
понентов, вносимых топологическим решением, 
увеличивают задержки переключения на 14%, но 
при этом не нарушается работоспособность схе-
мотехнического решения. 

Данные компьютерного моделирования 
схемотехнического решения для приема, усиле-
ния и обработки данных сенсорных устройств, 
состоящей из интегрированных на одном кри-
сталле с использованием библиотеки проектиро-
вания TSMC 0,18 мкм CMOS MS/RF 1,8/3,3V 
PDK схемы считывания данных с матрицы мик-
роболометров показали высокую эффективность 
разработанной электрической модели, а также 
хорошее соответствие полученных результатов 
функциональным параметрам компонентов схе-
мы обработки сигналов. 
 

Заключение 
Проведена интеграция в программный про-

дукт проектирования интегральных микросхем 
компактной модели неохлаждаемого теплового 
детектора болометрического типа, реализован-
ной на языке описания аппаратуры Verilog-A, 
которая позволяют учитывать при схемотехни-
ческом моделировании влияние эффекта самона-
грева и внешнее воздействие теплового потока. 

В рамках тестирования электрической мо-
дели микроболометра в среде программного 
комплекса схемотехнического моделирования 
установлено, что погрешность моделирования 
характеристик исследуемых приборных структур 
не превышает 1% и 2% по сравнению с результа-
тами приборного моделирования с использова-
нием моделей переноса носителей заряда для 
статических и динамических характеристик со-
ответственно. 

Результаты компьютерного моделирования 
схемотехнического решения интегральной схемы 
считывания данных микроболометров с исполь-
зованием библиотеки проектирования TSMC 
0,18 мкм CMOS MS/RF 1,8/3,3V PDK показали 
высокую эффективность разработанной электри-
ческой модели микроболометра, а также хорошее 
соответствие полученных результатов функцио-
нальным параметрам компонентов схемы обра-
ботки сигналов. 
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SOLVING THE PROBLEM OF ORDER FULFILLMENT MANAGEMENT 
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Аннотация. Рассматривается производственный процесс выполнения заказов с параметрами, требующими переналадки 
оборудования. Задача определения оптимальной стратегии переналадки производственного оборудования является 
задачей оптимизации, которая сформулирована как задача коммивояжера. При решении такой задачи узлами графа 
являются заказы, дугами – переналадки с известной стоимостью при переходе от одного заказа к другому. Критерий 
оптимизации – минимальная общая стоимость переналадок оборудования. На основе матрицы стоимостей переналадок 
оборудования при выполнении заказов с известными параметрами проведены исследования решения задачи 
с помощью генетического алгоритма. Даны примеры оценки общей стоимости переналадок для заказов, имеющих 
несколько параметров с разными уровнями. Представлены шаги реализации генетического алгоритма для решения 
поставленной задачи, показаны результаты экспериментов. 
 
Ключевые слова: промышленное предприятие, заказы с параметрами, переналадка оборудования, оптимизация, 
задача коммивояжера, полносвязный граф, генетический алгоритм. 
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Abstract. The production process of fulfilling orders with parameters that require readjustment of equipment has been studied. 
The problem of determining the optimal strategy for readjustment of production equipment is an optimization problem, which is 
formulated as a traveling salesman problem. When solving this problem, the nodes of the graph are orders, the arcs are change-
overs with known cost when moving from one order to another. The optimization criterion is the minimum total cost of equip-
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Введение 
В статье рассматривается производствен-

ный процесс последовательного выполнения за-
казов, которые характеризуются множеством 
параметров. Такими параметрами заказа могут 
быть, например, цвет продукции, размеры, вес, 
форма и др. Для каждого параметра заказа пре-
дусматриваются уровни (например, для цвета – 
красный, белый, желтый, зеленый и др.) и опре-
деляются матрицы стоимостей переналадок про-
изводственного оборудования при переходе от 
одного уровня к другому.  

Переналадка оборудования – это изменение 
настроек или компонентов производственного 
оборудования для переключения между произ-
водством разных типов продукции. Переналадка 
может включать в себя замену инструментов, 
установку новых программных настроек или 
комбинацию этих и других действий для подго-
товки оборудования к производству определен-
ного изделия. При этом для переналадки обору-
дования требуются опытные работники – спе-
циалисты в области производства и управления 
производственными процессами, чтобы быстро и 
эффективно перенастроить машины. 

ИНФОРМАТИКА
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Выходными параметрами производственно-
го процесса являются, например, стоимость про-
изведенной продукции; время, затраченное на ее 
производство, стоимость переналадок оборудо-
вания при выполнении заказов. При составлении 
плана выполнения значительного количества 
заказов возникает сложность планирования по-
следовательности выполнения заказов с учетом 
требуемых переналадок оборудования. Перена-
ладка оборудования регламентируется опреде-
ленным временем, в течение которого заказы на 
определенных этапах не выполняются. Нерацио-
нальный порядок выполнения заказов на различ-
ных этапах производственного процесса может 
привести к повышению стоимости продукции из-
за переналадок и/или долгосрочного выполнения 
на одном из этапов, что приведет к переносу 
сроков выполнения. Задача сокращения сроков 
выполнения заказов в производстве решается, 
например, путем разработки и использования 
автоматизированной системы планирования 
производства [1]. Эффект достигается за счет 
автоматизации выполнения трудоемких и рутин-
ных операций по ведению оснастки. 

Известно решение задачи для сокращения 
непроизводительных потерь времени в многоно-
менклатурных производствах, связанных с необ-
ходимостью переналадок оборудования при сме-
не ассортимента продукции [2]. Разработана мо-
дель производственной ситуации в виде комби-
наторной задачи поиска простой цепи в полном 
ориентированном графе с нагруженными дугами. 
Предложен эвристический метод решения зада-
чи, использующий ряд приемов, позволяющих 
существенно сократить объем перебора при по-
иске варианта очередности обработки небольшо-
го количества различных видов продукции, при-
емлемого по критерию суммарной длительности 
переналадок. 

Выполнены исследования по разработке ин-
струментов для быстрой переналадки оборудо-
вания SMED (Single Minute Exchange of Dies). В 
SMED время, затрачиваемое на замену формы 
или штампа, должно составлять менее десяти 
минут. Это повышает производительность за 
счет сокращения времени, затраченного для пе-
реналадки производственного оборудования [3]. 

Важным направлением является исследова-
ние в теории производственных расписаний за-
дачи коммивояжера TSP (Travelling Salesman 
Problem), к которой сводится поиск оптимальной 
последовательности выполняемых заказов при 
их значительном количестве. Например, показа-
но, что метаэвристика POPMUSIC (Partial OPti-
mization Metaheuristic Under Special Intensification 
Conditions) очень эффективна для решения раз-
личных сложных комбинаторных задач [4]. При 
этом разрабатываются эвристические приемы, 
позволяющие сократить выбор дуг исследуемого 

графа для получения лучшего решения за корот-
кое время. 

В задаче TSP с количеством узлов графа бо-
лее тысячи используются современные методы 
машинного обучения [5]. Для сокращения вре-
менных затрат ограничивается пространство по-
иска при получении решения и, соответственно, 
снижается вычислительная нагрузка. Модель 
машинного обучения используется для выбора 
высоковероятных дуг при конструировании луч-
шего решения.  

Масштабируемость алгоритмов решения 
проблемы коммивояжера (TSP) для обработки 
крупномасштабных задач является актуальной 
проблемой. Проведены исследования с миллио-
ном узлов графа и ограничением времени вычис-
лений до одного часа. Предложены алгоритмы, 
применяющие методы кластеризации узлов гра-
фа и использования генетического алгоритма для 
каждого кластера в отдельности на основе кон-
цепции «разделяй и властвуй» [6], [7]. Другим 
направлением сокращения времени построения 
лучшего решения для больших данных является 
применение облачных вычислений [8]. 

В представленной работе рассматривается 
задача определения оптимального порядка вы-
полнения заказов, при котором минимизируется 
суммарная стоимость переналадок оборудования 
на основе формализации проблемы в виде задачи 
коммивояжера и применения генетического ал-
горитма для большого количества заказов, 
имеющих несколько параметров с разными 
уровнями. 

 
1 Материалы и модели 
Пусть имеется мультимножество  

1 2 | |{ , ,..., ,..., },
MM i ZZ z z z z  

1, 2,..., | |Mi Z  заказов с множеством  

1 2 | |{ , ,..., ,..., }q LL l l l l  
параметров, требующих переналадки производст-
венного оборудования, на котором заказы должны 
быть выполнены. Параметры ,ql L  1, 2,..., | |q L  

имеют множество дискретных значений  

 1 2 | |
, ,..., ,..., ,q q q q q

lq

l l l l l

h K
K k k k k  1, 2,..., | |,q L  

которые будем именовать уровнями. 
Каждый заказ требует определенной на-

стройки оборудования, которая определяется 
разной стоимостью cij в зависимости от требуе-
мой переналадки при переходе от заказа zi к заказу 
zj c другими уровнями параметров (рисунок 1.1). 

Заказы с одинаковыми уровнями парамет-
ров 1 2 3i i iz z z   не требуют переналадки и объ-

единены в один кластер iz . Аналогично заказы 

1 2j jz z  объединены в кластер jz  (рисунок 1.1). 

Таким образом, рассматривается множество Z,  
|Z| < |ZM| заказов с разными уровнями параметров. 
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Рисунок 1.1 – Стоимость переналадки оборудования ijс  при переходе в процессе  

производства от заказа iz к заказу jz
 

 
Цель состоит в определении оптимальной 

последовательности выполнения заказов и пере-
наладок оборудования, чтобы минимизировать 
стоимость настройки оборудования и общую 
стоимость выполнения множества заказов. 

Задача определения оптимальной стратегии 
переналадки производственного оборудования 
является задачей оптимизации, которая может 
быть сформулирована как задача коммивояжера. 

Математически задача определяется сле-
дующим образом: пусть имеется множество уз-
лов графа, каждая из которых соответствует оп-
ределенному заказу. Между узлами есть дуги, 
которые соответствуют переналадкам оборудо-
вания. Каждая переналадка оборудования имеет 
свою стоимость (может быть представлена вре-
менными параметрами). Требуется найти путь 
минимальной стоимости в этом графе, который 
будет соответствовать оптимальной последова-
тельности выполнения заказов и переналадок 
оборудования. 

Решение этой задачи может быть получено 
с использованием алгоритмов решения задачи 
коммивояжера, таких как жадный алгоритм, ди-
намическое программирование, метод ветвей и 
границ, эволюционные алгоритмы. При этом 
необходимо учитывать все возможные варианты 
переналадок оборудования. 

Для формализации производственного про-
цесса введем обозначения матриц стоимостей 
переналадки параметров оборудования. В общем 
виде будет рассматриваться случай с | |L  пара-

метрами, каждый из которых имеет | |,qlK  

1, 2,..., | |q L  различных уровней. Например, в 

общем случае параметр l1 имеет 1| |lK  уровней, 

параметр l2 имеет 2| |lK  уровней и т. д. Матрица 

| |qP  стоимостей переналадки для параметра ql  

между уровнями в общем случае: 

| | | |
( ) ,l lq qq qij K K

P p


  ; ;qij qij qjip R p p   

0, ; 1,..., | |, , 1,..., | | ,ql

qijp i j q L i j K     

где | |L  – количество параметров, | |qlK  – коли-

чество уровней q-го параметра, | | , | | ,qlL K N  

qijp R  – стоимость переналадки для q-го пара-

метра при переходе с уровня i на уровень j (на-
пример, стоимость перехода в крашении с белого 
на красный цвет отличается от стоимости пере-
хода с красного цвета на белый, т. е. ).qij qjip p  

В терминах задачи о коммивояжере будем 
рассматривать стоимость переналадки оборудо-
вания между выполняемыми заказами, как рас-
стояние между заказами сij (рисунок 1.1). Пусть 
имеется |Z| заказов с параметрами: 

1 11 12 1| |

| | | |1 | |2 | || |

...

... ... ... ... ... .

...

L

Z Z Z Z L

z l l l

Z

z l l l

   
   

    
   
   

 

Каждый заказ zi характеризуется парамет-
рами с соответствующими уровнями: 

1 2 | |( , , ..., ),  = 1, …, | |.i i i i Lz l l l i Z  
Тогда матрица расстояний С между заказа-

ми принимает вид: 

| | | |( ) , ; 0,

; , 1,..., | Z|; | | ,

ij Z Z ij ijC c c R c

i j i j Z N

  

  
 

где |Z| – количество заказов. 
Стоимости переналадки оборудования ijс  

при переходе в процессе производства от заказа 

iz  к заказу jz  могут быть рассчитаны по сле-

дующей формуле: 
| |

1
, , 1,..., | |,

L

ij qijq
с p i j Z


   

где qijp  – стоимость переналадки оборудования 

для q-го параметра, 1, 2,..., | |.q L  

Пример. Пусть рассматривается случай с 
четырьмя параметрами (| | 4),L   каждый из кото-

рых имеет четыре уровня (| |qlK = 4, 1,..., 4).q   

Матрица стоимостей переналадки оборудования 
между уровнями параметров имеет вид: 
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1 2 3 4

1 12 13 14

21 23 242

31 32 343

41 42 43
4

0

0
,

0

0

q q q q

q

q

q

q

l l l l

l

i i i
l

i i i
q l

i i i

l
i i i

k k k k

k p p p

p p pk
P

p p pk
p p pk

 
 
 
 
 
 

 q = 1, …, 4. 

Матрицы стоимости переналадки между 
уровнями для каждого из параметров: 

1

0 5 8 7

10 0 9 6
,

5 10 0 3

9 10 6 0

P

 
 
 
 
 
 

 2

0 9 9 1

5 0 1 4
,

2 5 0 2

3 7 7 0

P

 
 
 
 
 
 

 

3

0 7 3 6

10 0 10 2
,

5 6 0 8

5 8 3 0

P

 
 
 
 
 
 

 4

0 4 5 9

5 0 1 9
.

7 5 0 2

10 8 5 0

P

 
 
 
 
 
 

 

Параметру l1 соответствуют номера строк и 
столбцов матрицы P1, параметру l2 соответству-
ют номера строк и столбцов матрицы P2 и т. д.  

Параметры четырех заказов с соответст-
вующими уровнями представлены в таблице 1.1. 
 

Таблица 1.1 – Матрица уровней параметров 
четырех заказов 

 
Уровень параметра  

Заказы 
l1 l2 l3 l4 

z1 3 4 2 2 
z2 4 1 1 2 
z3 3 3 3 2 
z4 2 2 4 3 

 
Требуется определить стоимость оптималь-

ной последовательности выполнения заказов. 
Решение. Найдем стоимость c12 переналадки 

между заказами z1 и z2 (таблица 1.1). 
Шаг 1. В матрице P1 находим значение 

134 3.p    

Шаг 2. В матрице P2 находим значение 

241 3.p   

Шаг 3. В матрице P3 находим значение 

321 10.p   

Шаг 4. В матрице P4 находим значение 

422 0.p   

Шаг 5. Находим суммарное значение пере-
наладок по всем параметрам: 

12 134 241 321 422 16.c p p p p      

Аналогично по шагам 1–5 найдем стои-
мость c21 переналадки между заказами z2 и z1: 

21 143 214 312 422 6 1 7 0 14.c p p p p          

Повторяя шаги 1–5 заполняем матрицу рас-
стояний С между заказами, по которой опреде-
лим оптимальный порядок выполнения заказов, 

минимизирующий суммарную стоимость пере-
наладок оборудования:  

0 16 17 20

14 0 18 25
.

13 10 0 24

26 21 18 0

С

 
 
 
 
 
 

 

Минимальная стоимость CZ последователь-
ности выполнения заказов z4, z3, z2, z1: 

CZ = C (z4, z3, z2, z1) = c43 + c32 + c21 = 42. 
Для решения задачи определения опти-

мального порядка выполнения заказов ,iz  

1,..., | |,i Z  при котором суммарная стоимость 

переналадок оборудования будет минимальной, 
предлагается применение алгоритма случайного 
поиска на основе генетического алгоритма. В 
качестве хромосом при решении данной задачи 
предлагается использовать вектора последова-
тельностей заказов, характеризуемых суммар-
ными стоимостями переналадок оборудования. 

 
2 Эксперименты и методы 
Генетический алгоритм – это алгоритм 

случайного поиска, который моделирует 
естественную эволюцию. Широко используется 
для решения NP-полных задач в различных 
предметных областях, которые в свою очередь 
не могут быть решены алгоритмами перебора. 

Чтобы применить генетический алгоритм 
для решения задачи оптимизации, необходимо 
установить, что является популяцией, хромосомой, 
геном, выбрать способ кодирования решений.  

Популяция – это множество возможных 
решений поставленной задачи, образующее про-
странство поиска. В популяции представлены 
хромосомы – наборы параметров, определяющие 
предлагаемое возможное решение. Ген – один из 
параметров хромосомы. Скрещивание – опера-
ция, при которой хромосомы обмениваются ге-
нами. Мутация – случайная перестановка не-
скольких генов в хромосоме. Приспособленность – 
оценка хромосомы согласно целевой функции. 
Поколение – одна итерация алгоритма. 

Для решения поставленной задачи хромо-
сомой представляется множество заказов, ука-
занные в порядке следования их выполнения на 
оборудовании. Каждый ген хромосомы – это от-
дельный заказ, который не может повторяться 
дважды в одной хромосоме. Например, хромо-
сомы из семи заказов могут быть представлены в 
виде {5, 2, 1, 4, 3, 7, 6}. Приспособленностью 
хромосомы будет являться сумма переналадок 
оборудования при выполнении заказов. 

Пусть имеется семь заказов. Матрица стои-
мостей переналадок оборудования при выполне-
нии заказов представлена в таблице 2.1. 

Генетический алгоритм поиска оптимально-
го порядка выполнения заказов реализуется сле-
дующей последовательностью шагов. 
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Таблица 2.1 – Матрица стоимостей перена-
ладки оборудования 

 

№ за-
каза 

1 2 3 4 5 6 7 

1 0 16 17 20 16 15 15 
2 14 0 18 25 12 17 13 
3 13 10 0 24 10 16 19 
4 26 21 18 0 10 23 18 
5 23 19 7 15 0 15 26 
6 17 25 18 27 17 0 10 
7 20 20 14 27 21 7 0 

 
Шаг 1. Установить параметры для поиска 

наилучшего решения: размер популяции, коли-
чество поколений, процент мутации. 

Шаг 2. Сгенерировать начальную популя-
цию. В качестве первой хромосомы в популяции 
установим гены (заказы) в порядке возрастания 
их номера {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Генерируем сле-
дующие хромосомы в популяции, переставляя 
гены случайным образом, пока не достигнем не-
обходимого размера популяции. 

Шаг 3. Вычислить для каждой хромосомы в 
популяции, согласно значениям, приведенным в 
таблице 2.1, приспособленность (сумму стоимо-
стей переналадок оборудования). 

Шаг 4. Применить операцию скрещивания. 
4.1 Выбрать случайным образом пару хро-

мосом. Пусть парой выбранных хромосом явля-
ются Ch1: {1, 6, 4, 3, 2, 7, 5} и Ch2: {5, 1, 2, 7, 4, 
6, 3} со значениями функции приспособленности 
120 и 119 соответственно (рисунок 2.1).  

 

 

Хромосомы Гены 
Приспособ-

ленность 
Ch1 1 5 7 3 6 4 2 120 
Ch2 1 6 2 4 3 5 7 119 

         

Ch11 1 5 2 4 3 7 6 104 
Ch22 1 6 7 3 4 2 5 96 

 

Рисунок 2.1 – Применение операции скрещивания 
 

4.2 Сгенерировать точку разрыва (выделена 
полужирно на рисунке 2.1). 

4.3 Часть генов Ch1 до точки разрыва, 
копируем в Ch11 (новую хромосому). 

4.4 Часть генов Ch2 после точки разрыва, 
копируем в Ch11, если данные гены еще не были 
унаследованы.  

4.5 Если не все гены Ch11 были заполнены, 
то выбираем не унаследованные гены Ch1; 

4.6 Аналогичным образом формируем гены 
Ch22. Копируем часть генов Ch2 до точки 
разрыва, часть Ch1 после точки разрыва, 
заполняем не унаследованными генами Ch2. 

Интерпретация хромосом означает получе-
ние фенотипа из генотипа, т. е. определение по-
рядка выполнения заказов (рисунок 2.2). 

Шаг 5. Применить операцию мутации. На 
данном шаге осуществляем обмен двух сгенери-
рованных генов в случайной хромосоме.  

Шаг 6. Добавить полученные хромосомы-
потомки (Ch11, Ch22 на рис.3) в популяцию, 
образовавшуюся после операции скрещивания на 
шаге 4. 
 

 

 
 

Рисунок 2.2 – Интерпретация хромосом 
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Таблица 3.1 – Результаты исследованиягенетического алгоритма 

 

Исследования Ii, i = 1,…,4 с разным количеством заказов |Z| 
Показатели 

I1: |Z| = 5 I2: |Z| = 10 I3: |Z| = 50 I4: |Z| = 100 
Количество поколений, K 10 100 100000 1000000 
Лучшее решение, CZ 42 54 269 410 
Время поиска, T [с] 0,023 0,036 81,21 839,83 

 
Шаг 7. Сортировать все хромосомы в по-

рядке возрастания значений функции приспо-
собленности и удалить из популяции наименее 
приспособленные хромосомы в количестве, до-
бавленном на шаге 6. 

Шаг 8. Повторить шаги 3–7 в соответствии 
с заданным количеством поколений. 

Шаг 9. Определить решение в качестве наи-
лучшего в работе алгоритма, равным хромосоме 
с наименьшим значением приспособленности. 

 
3 Результаты 
На основании матриц P1–P4 стоимостей пе-

реналадки между уровнями для каждого из па-
раметров, полученных в ходе постановки задачи 
(таблица 1.1), проведены предварительные ис-
следования генетического алгоритма при раз-
личных начальных условиях (размер популяции, 
количество поколений). Принято решение об 
исследовании задачи управления порядком вы-
полнения заказов с размером популяции, равным 
семидесяти хромосомам.  

Итоговые результаты исследований пред-
ставлены в таблице 3.1. В ходе экспериментов 
решались задачи тестирования программного 
продукта, оценки погрешности полученной при-
способленности, определения времени поиска 
решения. 

В результате исследований эксперимен-
тальные данные позволяют провести анализ по-
лучения результатов по общей стоимости пере-
наладок оборудования CZ выполнения заказов, 
времени (T, с) нахождения лучшего решения, 
приближенного к оптимальному, за количество 
поколений K. Критерием для остановки генети-
ческого алгоритма является количество итераций 
(поколений K).  

В первом исследовании I1 решение получе-
но методом полного перебора (число перестано-
вок равно 120) и с применением генетического 
алгоритма. Результаты в обоих случаях совпада-
ют, абсолютная погрешность равна нулю. Гене-
тический алгоритм находит оптимальное реше-
ние за короткое время, благодаря рациональному 
заданию количества поколений K = 10.  

В исследовании I2 метод полного перебора 
не применялся в связи с 3628800 вариантами для 
поиска оптимального значения. Так же с увели-
чением числа заказов |Z| для поиска лучших ре-
шений необходимо увеличивать количество по-
колений, что в итоге приводит к увеличению 

вычислительных затрат и, соответственно, уве-
личению времени поиска лучшего решения. 

В исследованиях I3 и I4 показано, что уве-
личение числа заказов в два раза с |Z| = 50 до 
|Z| = 100 приводит к увеличению времени поиска 
лучшего решения более чем в десять раз. 

 
Заключение 
Полученные результаты работы генетиче-

ского алгоритма при большом количестве зака-
зов являются приближенными, не являются оп-
тимальными. Однако полученные решения яв-
ляются рациональными для практического при-
менения. 

С ростом масштабируемости задачи возни-
кает необходимость увеличения количества ите-
раций (числа поколений), что приводит к значи-
тельному времени работы генетического алго-
ритма.  

Практическая значимость исследований со-
стоит в разработке методики применения гене-
тического алгоритма для решения задачи управ-
ления порядком выполнения большого количест-
ва заказов при планировании производства. 
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ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНАЯ СИСТЕМА АДАПТАЦИИ УПРАВЛЕНИЯ 
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INTELLECTUAL ADAPTIVE CONTROL SYSTEM 
WITH FEEDBACK CONNECTIONS 

V.S. Smorodin, V.A. Prokhorenko 

Francisk Skorina Gomel State University 
 

Аннотация. Предложен метод адаптации управления на основе многоуровневого сопряжения нейрорегуляторов и 
имитационных моделей технологических операций для адаптированного управления технологическим циклом 
с обратными связями по управлению. Изложены принципы создания, разработаны алгоритмы и представлена 
процедура построения интеллектуальной компьютерной системы адаптации управления нового поколения на основе 
открытых семантических технологий проектирования интеллектуальных систем (OSTIS). 
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Введение 
Эффективность функционирования созда-

ваемых автоматизированных систем управления 
реальными объектами в значительной степени 
зависит от качества и адекватности математиче-
ских моделей объекта исследования, которые 
используются на стадии проектирования систе-
мы управления [1]. При этом нелинейность ис-
следуемых процессов и нестационарность харак-
теристик поведения управляемых параметров 
моделируемых объектов, как и отсутствие доста-
точно полной информации об условиях измене-
ния текущих параметров в режиме реального 
времени, затрудняют построение адекватных 
математических моделей, требуют уточнения 
параметров состояния автоматизированной сис-
темы управления и выполнения динамической 
корректировки алгоритмов синтеза управляющих 
воздействий в режиме реального времени [2].  

Вместе с тем ориентация технологий модели-
рования управляемыми производственными систе-
мами на способы формализации вероятностных 

технологических процессов существенно огра-
ничивает возможности решения фундаменталь-
ных вопросов, связанных с синтезом оптималь-
ной структуры объектов исследования и стаби-
лизацией параметров функционирования техно-
логических операций (ТО). 

Наиболее существенными научными ре-
зультатами в области исследования функциони-
рования автоматизированных производственных 
систем и систем управления по этой причине 
являются разработка эффективных алгоритмов 
адаптивного управления автоматизированными 
производствами на основе новых методов нейросе-
тевого моделирования объекта исследования [3]. 

В рамках предложенного авторами настоя-
щей статьи подхода к многоуровневому модели-
рованию объектов исследования представлен 
способ построения интеллектуальной системы 
адаптации управления для автоматизированных 
производственных систем, при наличии внешних 
управляющих воздействий и случайных возму-
щений, с обратными связями по управлению. 
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1 Проблемы управления технологиче-
скими системами с вероятностными парамет-
рами технологических операций 

Проблема определения оптимальных пара-
метров управления технологическими системами 
в режиме реального времени является актуаль-
ной задачей управления производством в усло-
виях наличия внешних управляющих воздейст-
вий при выполнении технологических операций 
и случайных возмущений, связанных с конструк-
тивными и надежностными характеристиками 
функционирования оборудования.  

В настоящей работе предлагается решение 
задачи адаптации управления автоматизирован-
ной технологической системой на основе созда-
ния интеллектуальной компьютерной системы 
нового поколения, способной обеспечить стаби-
лизацию параметров технологического цикла 
при наличии внешних возмущений в режиме 
реального времени. 

Создание интеллектуальной компьютерной 
системы нового поколения предполагает сле-
дующие этапы разработки: 

– методики формализации технологическо-
го процесса производства на основе использова-
ния онтологии предметной области «технологи-
ческие процессы производства с вероятностными 
характеристиками»; 

– схемы функционирования гибридной ин-
теллектуальной компьютерной системы, обеспе-
чивающей возможность семантической совмес-
тимости и совместного использования с другими 
решениями на промышленных предприятиях в 
контексте концепции Industry 4.0; 

– алгоритмов синтеза обратных связей по 
управлению на основе применения нейрорегуля-
торов; 

– метода адаптивного управления система-
ми автоматизированного производства при нали-
чии внешних управляющих воздействий. 

– программных средств поддержки интел-
лектуальных систем на базе алгоритмов адапта-
ции и предложенного метода в режиме реального 
времени. 
 

2 Формализация компонентов интеллек-
туальной компьютерной системы адаптивно-
го управления 

Оптимизация параметров технологического 
цикла автоматизированного производства требу-
ет разработки эффективных алгоритмов адапта-
ции управления и методов построения нейроре-
гуляторов, стабилизирующих параметры техно-
логических операций с учетом текущей инфор-
мации о функционировании объекта исследова-
ния, случайных возмущениях и внешних управ-
ляющих воздействиях, которые фиксируются в 
процессе работы контроллера системы управле-
ния и хранятся на стойке управления автомати-
зированной системы управления (АСУ) техноло-
гическим процессом (ТП).  

Структурная блок-схема взаимодействия 
компонентов интеллектуальной системы адапта-
ции управления представлена на рисунке 2.1. 
Формальное описание объекта управления про-
водится на основе использования онтологии 
предметной области «вероятностные технологи-
ческие процессы производства». При реализации 
данного подхода используются формализован-
ные знания для описания технологических про-
цессов с вероятностными характеристиками тех-
нологических операций и моделирования техно-
логических процессов.  

Применяемая формализация базируется на 
научных разработках авторов в области имита-
ционного моделирования сложных технических 
систем и подразумевает использование интегри-
рованных в экосистему OSTIS библиотек агрега-
тов-имитаторов технологических операций на 
принципах семантической совместимости [4].  

При высокой степени нестационарности ха-
рактеристик технологических операций объекта 
управления для построения многоуровневых ма-
тематических моделей применяются имитацион-
ные модели, нейрорегуляторы и многошаговые 
алгоритмы обучения, обладающие лучшими ди-
намическими свойствами. 

Как следует из схемы взаимодействия ком-
понентов системы, формирование обратных свя-
зей по управлению сводится к поиску адаптации 
управления, удовлетворяющей заданным пользо-
вателем критериям, осуществляемому по прин-
ципу замкнутого контура, в котором на базе соб-
ранных статистик функционирования АСУ ТП и 
коллекции имитационных моделей производится 
построение моделей нейрорегуляторов. Система 
принятия решений, функционирующая с исполь-
зованием построенных нейрорегуляторов, в реаль-
ном времени осуществляет формирование коррек-
тирующих воздействий на контроллер АСУ ТП.  

Внедрение концепции Industry 4.0 на про-
мышленных предприятиях сопровождается соз-
данием цифрового двойника предприятия и по-
строением единой онтологической модели про-
изводства, которая является ядром комплексного 
информационного обслуживания предприятия. 
Одним из этапов построения модели цифрового 
двойника предприятия является встраивание 
данных о низких уровнях производства, таких 
как технологические процессы производства и 
оборудование [2].  

Для того чтобы обеспечить возможность 
применения интеллектуальной системы адапта-
ции управления, знания о технологическом про-
цессе предприятия должны быть записаны на 
формальном языке представления знаний. Ис-
точниками таких знаний могут служить сущест-
вующие описания работы предприятий в рамках 
принятых международных стандартов (таких как  
ISA 5.1, ISA-88) [5]. Так, в рамках стандарта ISA-
88 технологический цикл называется процедурой 
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(procedure), а технологическая операция – фазой 
(phase). 

При наличии известного состава устройств 
оборудования и ТО технологического цикла, а 
также статистических данных об их функциони-
ровании, возможно перейти к имитационному 
моделированию технологического процесса пу-
тем замены в вероятностном сетевом графике 
(ВСГР), описывающем цикл, устройств оборудо-
вания на агрегаты-имитаторы функционирования 
устройств оборудования общего и индивидуаль-
ного пользования, а сами операции на ИМ ВСГР 
представить в имитационной модели набором 
агрегатов-имитаторов событий и агрегатов-
имитаторов технологических операций [1]. На базе 

имитационных моделей технологического цикла, 
базирующихся на актуальных статистиках функ-
ционирования, возможно построение нейрорегу-
ляторов, осуществляющих коррекции управ-
ляющих воздействий контроллера. 

При таком подходе адаптивной системе 
управления требуется минимальный объем ис-
ходной информации о поступающем сигнале, а 
описанная формализация дает возможность син-
теза баз знаний о промышленном предприятии и 
его технологических процессах на основе онто-
логии предметной области в рамках концепции 
Industry 4.0 автоматизации промышленных пред-
приятий. 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Схема взаимодействия компонентов системы адаптивного управления 
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3 Методика построения гибридной ин-
теллектуальной системы адаптации управления 

Основу создания гибридной интеллектуаль-
ной системы адаптации управления составляет 
идея разработки многоуровневых имитационных 
моделей и математических моделей нейросете-
вых регуляторов для решения задач оптимизации 
управления, построения алгоритмов синтеза об-
ратных связей по управлению технологическим 
циклом в зависимости от изменения параметров 
функционирования объекта управления. 

Гибридная интеллектуальная система адап-
тации управления включает в себя следующие 
компоненты: 1) подсистему обработки и хране-
ния статистик функционирования АСУ ТП; 
2) подсистему имитационного моделирования; 
3) подсистему построения моделей нейрорегуля-
торов; 4) базу построенных нейрорегуляторов;  
5) подсистему принятия решений. 

Статистики функционирования ТП включа-
ют в себя значения сигналов, описывающих со-
стояние устройств оборудования ТП, а также 
значения управляющих сигналов. Подсистема 
обработки и хранения статистик отвечает за сохра-
нение исторических значений данных сигналов. 

Подсистема имитационного моделирования 
позволяет строить и выполнять имитационные 
модели ТП и его системы управления на основе 
онтологической модели производства и описан-
ной формализации. В качестве исходных данных 
используются сохраненные подсистемой обра-
ботки и хранения статистик функционирования 
исторические значения. На их основании строят-
ся функции распределения для ресурсов, потреб-
ляемых технологическими операциями и надеж-
ностных характеристик оборудования, сохраняе-
мые в базу знаний. Агрегаты-имитаторы функ-
ционирования устройств оборудования общего и 
индивидуального пользования являются основой 
для создания ИМ ТП.  

Подсистема построения моделей нейроре-
гуляторов реализует алгоритмы нейросетевого 
моделирования для поиска оптимальной страте-
гии адаптации управления. При условии наличия 
известных целевых значений сигналов коррек-
ций (например, в случае ручной разметки дан-
ных, либо наличия существующего качественно-
го регулятора контроллера системы), нейрорегу-
лятор может быть построен с использованием 
собранных статистик функционирования ТП и 
АСУ [3], [6]. В случае отсутствия прототипа ре-
гулятора применяются алгоритмы поиска опти-
мальной политики выбора действий в среде, по-
строенной на базе подсистемы имитационного 
моделирования ТП [4]. Осуществляется подбор 
оптимальной архитектуры нейронной сети и ва-
лидация модели после обучения. Модели нейро-
регуляторов сохраняются в базу для дальнейше-
го использования либо дообучения с учетом об-
новленных статистик. 

Подсистема принятия решений осуществля-
ет формирование корректирующих воздействий 
на контроллер АСУ ТП посредством построен-
ных моделей нейрорегуляторов. 

При условии наличия соответствующих 
средств программно-аппаратного сопряжения, воз-
можна реализация адаптации управления в авто-
матизированном режиме, либо формирование ре-
комендательной системы, используемой персо-
налом, обслуживающим технологический цикл. 

Таким образом, при решении задачи стаби-
лизации параметров технологических операций в 
режиме реального времени использованы много-
уровневые математические модели, включая 
нейросетевые и имитационные, а также реализо-
вана гибридная интеллектуальная компьютерная 
система адаптивного управления нового поколе-
ния, созданная на основе открытых семантиче-
ских технологий проектирования интеллектуаль-
ных систем [2]. 
 

4 Алгоритмы построения обратных связей 
по управлению компьютерной системы адап-
тивного управления 

При решении задач адаптации реализованы 
следующие возможности нейросетевого модели-
рования для построения обратных связей по 
управлению: 1) нейросетевое моделирование ди-
намики существующего регулятора; 2) нейросе-
тевой синтез оптимальной стратегии адаптации 
управления; 3) поиск оптимальной структуры 
нейронной сети. 

Нейросетевое моделирование существую-
щего регулятора эффективно в тех случаях, когда 
существует качественный регулятор контроллера 
системы, либо понятны правила его синтеза. 
Нейронная сеть при этом выступает в роли ап-
проксиматора его функции и обучается на вы-
борке известных пар данных вида «стимул-
реакция» моделировать воздействия нейрорегу-
лятора на АСУ ТП [3]. На рисунке 4.1 показана 
схема алгоритма построения и валидации подра-
жающего нейрорегулятора.  

Нейросетевой синтез оптимальной страте-
гии адаптации управления осуществляется мето-
дами обучения с подкреплением в условиях за-
дания пользователем системы критериев оценки 
качества политики выбора действий нейрорегу-
лятором, которые применяются для построения 
целевой функции алгоритма [4]. Алгоритмы та-
кого типа могут содержать в себе элементы ис-
следования пространства решений [7], что делает 
их применение перспективным в условиях реше-
ния трудноформализуемой и неоднозначной за-
дачи выбора оптимальной стратегии адаптации. 
В качестве среды для обучения и валидации ней-
рорегуляторов используется имитационная мо-
дель ТП. На рисунке 4.2 показаны схема алго-
ритма построения нейрорегулятора при синтезе 
оптимальной стратегии адаптации управления. 
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Рисунок 4.1 – Схемы алгоритмов построения (слева) и валидации подражающего нейрорегулятора 
при моделировании динамики существующего регулятора с использованием ИМ ТП 

 
 

 
 

Рисунок 4.2 – Общая схема алгоритма 
построения нейрорегулятора с использованием 

обучения с подкреплением 
 

На рисунке 4.3 показан пример использова-
ния синтеза оптимальной стратегии адаптации 
управления ТП в соответствии с выбранным 
пользователем критерием качества адаптации 
(снижение затрат). 

При решении задач методами нейросетевого 
моделирования важным вопросом является вы-
бор архитектуры нейронной сети с адекватной 
сложностью для решения задачи. Реализованы 
[8] алгоритмы автоматического подбора опти-
мальной архитектуры нейронной сети с исполь-
зованием схемы простого перебора и генетиче-
ского алгоритма на основе алгоритма NEAT [9]. 

Описанные алгоритмы нейросетевого моде-
лирования позволяют решать задачи адаптации 
управления и стабилизации параметров функ-
ционирования ТП в соответствие с заданными 
пользователем системы критериями.  
 

Заключение 
В работе предложен способ построения ин-

теллектуальной компьютерной системы нового 
поколения для адаптации управления технологи-
ческим циклом автоматизированного производ-
ства с обратными связями по управлению при 
наличии случайных возмущений и внешних 
управляющих воздействий в интегрированной 
среде открытых семантических технологий про-
ектирования интеллектуальных систем OSTIS. 
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Рисунок 4.3 – Гистограммы распределений параметров ТП  
(затрат – слева и времени нормальной работы цикла – справа) при имитации функционирования ТП 

с адаптацией управления (зеленый) и без нее (красный). 
 
Обратные связи по управлению формируются на 
основании поступающей информации о работе 
оборудования при изменении стандартных пара-
метров физического контроллера автоматизиро-
ванной системы управления для обработки собы-
тий возникновения случайных возмущений и 
внешних управляющих воздействий в режиме 
реального времени. Реализованы фундаменталь-
ные конструкции метаязыка OSTIS построения 
базы знаний для формализации вероятностных 
технологических процессов производства различ-
ной архитектуры с изменяющейся топологией. 

При решении задачи синтеза оптимальной 
структуры технологической системы с произ-
вольной организацией технологического процес-
са производства и стабилизации параметров тех-
нологических операций реализованы алгоритмы 
построения обратных связей по управлению на 
основе генетических алгоритмов и моделей ис-
кусственных нейронных сетей. Адаптация 
управления осуществляется в рамках решения 
многокритериальной задачи оценки качества 
выполнения технологического процесса при ми-
нимизации затрат на выполнение замкнутого 
технологического цикла производства на основе 
эффективных нейросетевых алгоритмов.  
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