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Аннотация. Представлена методика получения нанокомпозитных органо-неорганических материалов, легированных 
редкоземельными элементами. Определены оптимальные режимы формирования композитных полимерных слоев.  
Установлено влияние исходного состава и режимов термообработки на толщину, адгезию и оптические свойства  
полученных пленок. Проведены исследования топографии поверхности и спектрально-люминесцентных свойств  
полученных полимерных пленок. 
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Abstract. Sol-gel technique for obtaining nanocomposite organic-inorganic materials doped with rare earth elements is  
presented. The optimal regimes for the formation of composite polymer layers have been determined. The influence of the  
initial composition and heat treatment modes on the thickness, adhesion and optical properties of the resulting films has been 
established. Studies of the surface topography and spectral-luminescent properties of the synthesized polymer films have been 
carried out. 
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Введение 
В настоящее время проводятся исследова-

ния в области разработки органических фото-
электрических элементов. Полимерные материа-
лы, применяемые в этих устройствах, имеют не-
высокую стоимость, небольшую толщину и гиб-
кость по сравнению с традиционными солнеч-
ными элементами.  

Принцип работы органических фотоэлек-
трических элементов аналогичен традиционным 
солнечными элементами. Преобразование фото-
нов в электроны состоит из четырех этапов: 

поглощение фотонов и образование экситонов; 
диффузия экситонов на границу между двумя 
материалами, их диссоциация и разделение заря-
дов с последующим их переносом на электрод [1]. 

Органический фотоэлектрический элемент 
обычно состоит из полимерной подложки, про-
водящего слоя (к примеру, оксидом индия-
олова), фотоактивного слоя, и электродов. Фото-
активный слой состоит из донора и акцептора 
электронов, которые отвечают за поглощение 
фотонов, разделение электрических зарядов и их 
перенос к электродам. Поглощение фотонов 
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создает экситоны, которые представляют собой 
пары электрон-дырка, взаимодействующие по-
средством кулоновского притяжения. Для гене-
рации электрического тока эти электронно-
дырочные пары должны разделиться на границе 
перехода перед рекомбинацией. К сожалению, 
из-за короткого времени жизни экситона длина 
диффузии составляет от 10 до 20 нанометров. 
Это означает, что в процессе возникновения тока 
участвуют только экситоны, созданные в преде-
лах расстояния диффузии до границы раздела. 
Когда длина диффузии экситонов выходит за 
пределы расстояния до границы раздела, генери-
руемые носители рекомбинируют, прежде чем 
они успевают разделиться. Необходимо, чтобы 
активный слой был достаточно толстым для по-
глощения значительного количество света [2]. 

Золь-гель технология в настоящее время 
достаточно широко применяется для синтеза 
различных материалов, в том числе нанокомпо-
зитных, применяемых в технологии получения 
солнечных элементов [3], [4]. Золь-гель системы 
обладают такими привлекательными свойствами, 
как механическая прочность, химическая инерт-
ность и возможность изменения характера и си-
лы взаимодействия наночастиц с матрицей [5]. 

В данной работе предлагается разработан-
ная методика формирования фотоактивного слоя 
на основе полимерных нанокомпозитных органо-
неорганических материалов, легированных ред-
коземельными элементами. 

 
1 Синтез, материалы и методы исследо-

вания 
Использование поливинилацеталей низших 

альдегидов позволяет получать пленки с высокой 
адгезией к различным материалам, обладающих 
хорошей химической стойкостью, прозрачно-
стью и светостойкостью. В качестве полимерной 
основы был выбран поливинилбутираль благо-
даря хорошей растворимости в спиртах (метило-
вом, этиловом, изопропиловом и бутиловом) и 
совместимости с другими пленкообразователями 
(феноло-, мочевино-, меламиноформальдегида-
ми, нитратом целлюлозы и др.).  

Формирование и синтез нанокомпозитных 
фотоактивных органо-неорганических материа-
лов, содержащих редкоземельные элементы, 
проходит в три этапа: 

– подготовка исходного раствора; 
– введение в состав солей редкоземельных 

элементов; 
– формирование тонкой пленки на подлож-

ке (нанесение, сушка). 
Схема процесса, отражающая технологию 

получения легированных нанокомпозитных ма-
териалов, представлена на рисунке 1.1. 
 

 
 

Рисунок 1.1 – Схема получения нанокомпозитных 
материалов, легированных редкоземельными 

элементами 
 

Для формирования однородных пленок ме-
тодом центрифугирования исходные растворы 
должны обладать определенной вязкостью от 
3 сСт (мм²/с) до 9 сСт (мм²/с). При большей вяз-
кости затрудняется растекание раствора, что 
приводит к образованию неоднородной по тол-
щине пленки и образованию трещин на этапе 
сушки. Для изучения влияния концентрации по-
ливинилбутираля в этиловом спирте на вязкость 
провели реологические исследования получен-
ных растворов (таблица 1.1).  
 

Таблица 1.1 – Результаты измерения вязко-
сти полученных растворов на основе поливинил-
бутираля 

 

Концентрация поливинил-
бутираля, масс. % 

Вязкость, сСт 
(мм²/с) 

2 1,67 
3 1,84 
4 2,16 
5 3,41 
6 5,45 
7 6,83 
8 8,12 
9 9,2 

10 11,73 
 

Результаты исследования показывают, что 
растворы с концентрацией поливинилбутираля 
до 4 масс. % имеют низкую вязкость до 2,16 сСт, 
при нанесении таких растворов на подложку ме-
тодом центрифугирования происходит растекание 
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раствора и быстрое испарение практически без 
образования пленки.  

Растворы с концентрацией поливинилбути-
раля 9 масс. % и более имеют высокую вязкость 
более 9 сСт, при нанесении таких растворов на 
подложку методом центрифугирования происхо-
дит медленное растекание раствора с образова-
нием волнообразных разводов и неровностей 
поверхности получаемой пленки.  

Таким образом, оптимальными для форми-
рования однородных пленок методом центрифу-
гирования являются концентрации поливинилбу-
тираля в этиловом спирте от 5 масс. % до 8 масс. %. 

Для синтеза легированных нанокомпозит-
ных органо-неорганических материалов в полу-
ченный раствор вводили соли нитратов европия 
и церия, а также заранее синтезированные мето-
дами химического осаждения и методом Печини 
нанокристаллические порошки европия. После 
полного растворения солей и перемешивания до 
однородного состояния готовые растворы вы-
держивают в темном месте при комнатной тем-
пературе в течение суток. 

Разрабатываемый полимерный нанокомпо-
зит будет использоваться в солнечном элементе 
в качестве активного слоя, поэтому он должен 
обладать необходимыми физическими свойства-
ми, наиболее существенными из которых явля-
ются прочность сцепления полимера с материа-
лом подложки для формирования многослойной 
структуры солнечного элемента и механическая 
прочность для предотвращения повреждения 
активного полимерного слоя. Для дальнейшего 
исследования была приготовлена серия образцов 
на основе 5% раствора поливинилбутираля в 
различных растворителях, легированных редко-
земельными элементами.  

Для исследования показателя преломления 
и толщины полученных образцов был использо-
ван быстродействующий лазерный эллипсометр 
ЛЭФ-757, который предназначен для проведения 
измерений толщин и оптических констант тон-
копленочных материалов.  

Исследования оптических свойств (спек-
тров поглощения и пропукскания) полученных 
материалов в видимой области от 300 нм до 800 
нм проводились с использованием спектрофото-
метра Varian CARY 50. 

Для исследования топографии поверхности 
полученных полимерных пленок на основе поли-
винилбутираля, содержащих наноструктурные 
порошки европия, провели исследования по-
верхности с использованием сканирующего зон-
дового микроскопа СОЛВЕР P47-PRO (ООО  
НТ-МДТ, Москва). 

Измерения проводили в 5 разных точках 
пластины. Результаты исследования показывают, 
что пленки на основе поли(N-эпоксипропилкар-
базола) и поливинилбутираля имеют схожий по-
казатель преломления около 1,5. Толщина 

полученных полимерных слоев варьируется в 
диапазоне от 2,8 мкм для пленок из поли(N-эпо-
ксипропилкарбазола) до 3,1 мкм для пленок на 
основе поливинилбутираля. Это может быть свя-
зано с большей исходной концентрацией поли-
винилбутираля (5–7 %) по сравнению с концен-
трацией поли(N-эпоксипропилкарбазола) (1–2 %). 
Использование в качестве растворителя различ-
ных растворителей не влияет на показатель пре-
ломления и толщину получаемых полимерный 
слоев. 

Испытание адгезионных свойств выполня-
ется в целях контроля качества и применяется 
для соблюдения промышленных стандартов и 
технических условий. Исследование адгезии 
проводили согласно ГОСТ 31149-2014 методом 
решетчатого надреза [6]. Установлено, что ис-
пользование различных растворителей не оказы-
вает существенного влияния на адгезию к под-
ложке полученных полимерных композицион-
ных покрытий. Все покрытия, не зависимо от 
растворителя, имеют самый высокий класс адге-
зии согласно ГОСТ 31149-2014 – Класс 0 (края 
надрезов полностью гладкие; ни один из квадра-
тов в решетке не отслоился). Стоит отметить, что 
использование в качестве растворителя изопро-
пилового спирта приводит к образованию незна-
чительных сколов и осыпанию покрытия по 
краю надреза. 

Для определения механической прочности 
тонких покрытий чаще всего применяют склеро-
метрический метод и метод истирания. Наиболее 
подходящими методами определения механиче-
ской прочности тонких покрытий являются те, 
которые основаны на определении прочности 
покрытий к истиранию. Прочность полученных в 
ходе выполнения работы покрытий определялась 
методом истирания резиновым наконечником, 
изготовленным из пищевой резины средней 
плотности (П-С), через батистовую прокладку 
при следующих параметрах: частота вращения, 
мин-1 – от 30 до 100, число оборотов – 3000, на-
грузка на наконечник – 200 г, расстояние от оси 
вращения – 5 мм. Результаы исследования ука-
зывают, что полученные покрытия обладают 
механической стойкостью к истиранию более 
3000 циклов, что позволяет их использовать для 
формирования многослойной структуры солнеч-
ного элемента. 
 

2 Результаты исследования и их обсуждение 
Для определения максимально допустимой 

температуры обработки получаемых пленок на 
основе растворов поливинилбутираля и уста-
новления влияния используемого растворителя 
на оптические и спектрально-люминесцентные 
свойства проведены исследования оптических 
свойств получаемых материалов. Результаты 
исследования представлены на рисунках 2.1–2.2. 
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Результаты исследования показывают, что 
при температурах сушки вплоть до 125 С изме-
нений в оптических характеристиках получен-
ных пленок нет. При увеличении температуры 
сушки больше 125 С происходит деградация 
поливинилбутираля, что приводит к резкому 
снижению оптических свойств. Увеличение кон-
центрации вводимых солей церия приводит к 
снижению пропускания на 2–3%, что связано с 
увеличением рассеивания в пленках. Использо-
вание растворителей различного типа не оказы-
вает существенного влияния на оптические свой-
ства получаемых пленок. 

Результаты исследования топографии по-
верхности полученных полимерных пленок на ос-
нове поливинилбутираля, содержащих нанострук-
турные порошки европия, (рисунок 2.3) указывают 
на однородную структуру полученных пленок без 

видимых включений. Это свидетельствует о том, 
что пленки имеют аморфную структуру. 

Шероховатость поверхности изменяется в 
пределах от 5 нм до 7 нм, что свидетельствует о 
равномерном распределении наноструктурных 
порошков европия по поверхности пленки.  

Результаты исследования фотолюминес-
центных свойств полученных материалов пока-
зывают, что полученные материалы имеют низ-
кую интенсивность свечения, что может быть 
связано с низким содержанием редкоземельных 
элементов в составе. Для увеличения фотолюми-
несцентных свойств в получаемых материалах 
необходимо перейти от использования солей 
редкоземельных элементов к синтезируемым 
нанокристаллическим порошкам комплексного 
состава, которые должны обеспечить более вы-
раженные фотолюминесцентные свойства полу-
чаемых материалов.  

 

    
                                                        а)                                                                                                      б) 
 

Рисунок 2.1 – Спектры поглощения пленок поливинилбутираля: 
а) с бутиловым спиртом; б) с изопропиловым спиртом 

 

    
                                                        а)                                                                                                      б) 
 

Рисунок 2.2 – Спектры поглощения пленок поливинилбутираля, 
содержащих редкоземельные соединения европия и церия: 

а) в зависимости от температуры обработки; б) в зависимости от состава  
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спиртом 

 

Рисунок 2.3 – Топография поверхности полимерных пленок,  
содержащих 2 масс.% наноструктурного порошка европия 

 

На рисунке 2.4 показан спектр люминес-
ценции высокого разрешения (0,2 см-1) для пере-
ходов 5Di → 7F0-3 и 5D0 → 7F1 при 300 К. Полосы 
переходов из верхнего возбужденного состояния 
5D0 обычно очень слабы. Полоса при длине вол-
ны 580 нм, относящаяся к переходу 5D0 → 7F0, 
относится к переходам 4f → 4f с очень малой 
полушириной (0,48 нм). 

На рисунке 2.5 показано положение полосы 
излучения фотолюминесценции 5D0 → 7F0 при 
различных концентрациях. Спектр люминесцен-
ции перехода 5D0 → 7F0 показывает, что полоса 
действительно состоит из основного компонента 
(около 99% интегральной интенсивности) и до-
полнительного очень слабого компонента, что 
вероятно связано с дефектными состояниями.  

 

 
 

Рисунок 2.4 – Спектр люминесценции 
наноструктурного порошка европия 

 

 
 

Рисунок 2.5 – Спектр люминесценции пленок 
поли(N-эпоксипропилкарбазола) с различным 

содержание наноструктурного порошка европия 
 

Характерный переход 5D0 → 7F0 свидетель-
ствует о том, что ион Eu(III) занимает позицию 
симметрии Cnv, Cn или Cs. Поскольку как возбу-
жденное, так и основное состояние перехода 
5D0 → 7F0 являются невырожденными, отдель-
ный пик полосы 5D0 → 7F0 соответствует отдель-
ному иону Eu(III) в нанокристалле. 

В катодолюминесцентном спектре одного 
из полученных порошков европия проявляются 
полосы люминесценции, связанные с Eu3+, и ши-
рокая полоса с максимумом около 460 нм (рису-
нок 2.6). При рассмотрении переходов Eu3+ с 
уровня 5D0 в спектре можно установить, что он 
характерен для аморфного оксидного соедине-
ния, где Eu3+ занимает позиции, преимуществен-
но близкие к С2v.  
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Рисунок 2.6 – Спектр
 

 люминесценции 
наноструктурированного порошка европия 

При детальном рассмотрении переходов 
Eu3+ (рисунок 2.6) можно установить, что в спек-
трах появляются дополнительные полосы в об-
ласти переходов 5D0 − 7F1 и 

5D0 − 7F4, не харак-
терные для аморфных соединений.  

Заключение 
Разработана методика получения наноком-

позитных органо-неорганических пленок, леги-
рованных редкоземельными элементами. Приго-
товлена серия стабильных растворов на основе 
поливинилбутираля в различных растворителях. 
Проведены исследования вязкости полученных 
растворов, экспериментальным путем установ-
лено, что оптимальной является концентрация 
поливинилбутираля в этиловом спирте от 5 масс. % 
до 8 масс. %. При установленных концентрациях 
исходные растворы имеют однородную структу-
ру и необходимую вязкость для нанесения мето-
дом центрифугирования. 

Проведены исследования показателя пре-
ломления и толщины полученных полимерных 
слоев. Полученные пленки имеют толщину от 
2,85 до 3,1 мкм и показатель преломления рав-
ный 1,5, что согласуется с результатами, пред-
ставленными в публикациях [7]. 

Проведены исследования адгезии получае-
мых материалов. Установлены зависимости фи-
зических свойств полученных материалов от ус-
ловий синтеза, типа растворителя и метода нане-
сения на подложку. Установлено, что использо-
вание различных растворителей не оказывает 
существенного влияния на адгезию к подложке 
полученных полимерных композиционных по-
крытий. Все покрытия имеют самый высокий 
класс адгезии. Установлено, что при увеличении 
температуры сушки свыше 150 C адгезия 

покрытий снижается. Полимерные покрытия, 
прошедшие термообработку при (175–200) С, 
имеют класс адгезии – 1. 

Установлено, что при температурах сушки 
вплоть до 125 С изменений в оптических харак-
теристиках полученных пленок нет. При увели-
чении температуры сушки больше 125 С проис-
ходит деградация поливинилбутираля, что при-
водит к ухудшению оптических и спектрально-
люминесцентных свойств. Увеличение концен-
трации вводимых солей редкоземельных элемен-
тов приводит к ухудшению пропускания на 
2–3%. Использование растворителей различного 
типа не оказывает влияния на оптические свой-
ства получаемых пленок. 

Проведены исследования топографии по-
верхности полученных полимерных пленок, со-
держащих наноструктурные порошки европия. 
Результаты исследования указывают на одно-
родную структуру полученных пленок без види-
мых включений. Шероховатость поверхности 
изменяется в пределах от 7 нм до 9 нм, что сви-
детельствует о равномерном распределении на-
ноструктурных порошков европия по поверхно-
сти пленки.   

Из результатов анализа спектрально-люми-
несцентных свойств полученных материалов 
следует, что ион Eu(III) занимает позицию сим-
метрии Cnv, Cn или Cs. Поскольку как возбужден-
ное, так и основное состояние перехода 5D0 → 7F0 
являются невырожденными, отдельный пик по-
лосы 5D0 → 7F0 соответствует отдельному иону 
Eu(III) в нанокристалле. 

Разработанные нанокомпозитные материа-
лы, содержащие комплексы редких земель, яв-
ляются перспективными материалами в качестве 
фотоактивного слоя для получения органических 
фотоэлектрических элементов. 
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ческие ТМ световые пучки Эрмита – Гаусса. Исследуются поляризационные и энергетические свойства таких пучков. 
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ных астигматических ТМ световых пучков Эрмита – Гаусса. 
 
Ключевые слова: ТМ-моды, астигматические пучки, пучки Эрмита – Гаусса, поперечные потоки энергии. 
 
Для цитирования: Гиргель, С.С. Поляризация и потоки энергии обобщенных астигматических ТМ мод Эрмита –
Гаусса / С.С. Гиргель // Проблемы физики, математики и техники. – 2023. – № 4 (57). – С. 14–19. – DOI: https://doi.org/ 
10.54341/20778708_2023_4_57_14. – EDN: ADFHDR 
 
Abstract. New vector solutions of the parabolic equation describing vector astigmatic TM Hermite – Gaussian light beams are 
proposed. The polarization and energy properties of such beams are investigated. The graphical modeling of the ellipses of 
polarization, the intensity and transverse energy fluxes of vector astigmatic TM Hermite – Gaussian light beams is carried out. 
 
Keywords: TM-modes, astigmatic beams, Hermite – Gaussian beams, transverse energy fluxes. 
 
For citation: Girgel, S.S. Polarization and energy fluxes of generalized astigmatic TM Hermite – Gaussian modes / S.S. Girgel // 
Problems of Physics, Mathematics and Technics. – 2023. – № 4 (57). – P. 14–19. – DOI: https://doi.org/10.54341/ 
20778708_2023_4_57_14 (in Russian). – EDN: ADFHDR 

 
 

Введение 
Световые пучки занимают важную часть 

общей оптики. Чаще всего обсуждаются скаляр-
ные световые пучки, например, [1]–[5]. Вектор-
ные пучки рассматриваются реже [6]–[16]. Обыч-
но рассматриваются векторные световые пучки 
однородной поляризации по сечению пучка. 
Векторные пучки с неоднородной поляризацией, 
например ТЕ или ТМ-моды рассматриваются 
значительно реже [8]–[16]. В наших работах об-
суждались циркулярные ТМ пучки Куммера [15], 
ТМ пучки Бесселя – Гаусса [15]. Все эти пучки 
характеризуются цилиндрической симметрией. 
Перейдём к обсуждению неоднородно поляризо-
ванных векторных световых пучков с декартовой 
симметрией. В [8] исследовались ТЕ и ТМ гаус-
совы моды. После астигматического гауссова 
пучка [1], [8], самым распространённым является 
пучок Эрмита – Гаусса. Как ни удивительно, в 
большинстве случаев рассматриваются только 
скалярные [1], [2], или векторные пучки Эрмита-
Гаусса с однородной поляризацией [7]. В статье 
[14] обсуждаются ТЕ- и ТМ-моды только для 
инвариантных световых полей (Бесселя, Матьё и 
Вебера). В работе [12] рассматриваются ТЕ- и 

ТМ-моды для параксиальных векторных полей. 
Однако эти поля являются следствием решений 
уравнения Гельмгольца, поэтому там нет, на-
пример, пучков Эрмита – Гаусса и Лагерра –
Гаусса. В работе Фадеевой [13] обсуждаются 
поляризационные свойства только стандартных 
ТЕ и ТМ пучков Эрмита – Гаусса при Z = 0. Од-
нако существуют [1] также ещё элегантные и 
обобщённые пучки Эрмита – Гаусса. Кроме того, 
в работе [13] не рассматривались энергетические 
характеристики таких пучков.  

В настоящей работе мы будем изучать 
обобщённые векторные пучки Эрмита – Гаусса с 
неоднородной поляризацией, их векторные по-
ляризационные и энергетические свойства. Сна-
чала в разделе 1 обсуждаются поляризационные 
и энергетические характеристики векторных 
пучков Эрмита – Гаусса с однородной поляриза-
цией. Затем, в разделе 2, обсуждаются поляриза-
ционные и энергетические характеристики век-
торных ТМ пучков Эрмита – Гаусса. Проведено 
графическое моделирование интенсивности и 
поперечных потоков энергии. Выполнен анализ 
полученных результатов, который подтвердил и 
проиллюстрировал аналитические расчеты. 

ФИЗИКА
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1 Векторные астигматические пучки Эр-
мита – Гаусса с неоднородной поляризацией 

Скалярную амплитуду обобщённых 3D ас-
тигматических эрмито-гауcсовых световых пуч-
ков можно записать в виде произведения двух 
независимых 2D пучков ,X Yf f f  где 
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образуют общий 3D гауссиан X YG G G  с про-

стым астигматизмом. Все переменные и пара-
метры здесь и далее записаны в безразмерной 
форме. mH  и nH  – полиномы Эрмита с индек-

сами m и n соответственно. Безразмерные пере-
менные 0/ ,X x x 0 0/ , / ,Y y x Z z z   где 0 0,x   

2
0 0 / 2z k x  – характерные линейные размеры 

пучка в поперечном и продольном направлениях 
соответственно. 0K kx  – безразмерное волно-

вое число, согласующие множители  
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               (1.2) 

1.i    Выше введены четыре параметра пучка 

, 0 ,0( )X Y X YQ Z Z Q   и , 0 ,0( ) ,X Y X YP Z Z P   при-

чем свободные параметры 0 ,0X YQ  и 0 ,0X YP  явля-

ются комплексными: 0 ,0 0 ,0 0 ,0 ;X Y X Y X YQ Q iQ    

0 ,0 0 ,0 0 ,0 .X Y X Y X YP P iP    Таким образом, скаляр-

ный обобщенный пучок Эрмита – Гаусса с про-
стым астигматизмом в общем случае зависит от 
безразмерных переменных X, Y, Z, от двух цело-
численных индексов m и n, волнового числа К, 
четырех комплексных свободных параметров 

0 ,XQ  0 ,XP  0 ,YQ  0 .YP  

В зависимости от соотношений между сво-
бодными параметрами 0 ,0X YQ  и 0 ,0X YP возможны 

различные типы пучков. Например, для 2D мод в 
плоскости (X, Z) в общем случае имеем обоб-
щенные (general) 2D пучки, характеризуемые 
амплитудами ,Xgf  которые при *

X XP Q  реду-

цируются к 2D стандартным (standard) пучкам 
Эрмита – Гаусса с амплитудами ,Xsf  а при 

0 XP   – сводятся к элегантным (elegant) модам 

с амплитудами .Xef  Аналогично, в плоскости  

(Y, Z) возможны обобщенные, стандартные и 
элегантные моды , ,Yg Ys Yef f f  соответственно. В 

итоге имеем 6 типов скалярных 3D пучков Эр-
мита – Гаусса:  

,gg Xg Ygf f f  ,sg Xs Ygf f f  ,eg Xe Ygf f f  

,gs Xg Ysf f f  ,ge Xg Yef f f  .ee Xe Yef f f  

Векторные пучки Эрмита – Гаусса с одно-
родной поляризацией (стандартные моды) обсу-
ждались нами в работе [7]. Поэтому перейдем 
теперь к изучению векторным ТМ-мод Эрмита –
Гаусса с простым астигматизмом. Векторы элек-
трического и магнитного полей обобщенной  
ТМ-моды параксиальной световой волны можно 
представить [8], [15], как  

4
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Проекция 0,ZH   поскольку мы обсуждаем 

ТМ-моды. 
Для физически реализуемых пучков конеч-

ной мощности должна выполняться квадратич-
ная интегрируемость (КИ) функции .E  Анализ 

показал, что необходимые и достаточные условия 
КИ ТМ-мод Эрмита – Гаусса – 0 0[ 0, 0],X YQ Q    

как и для скалярных пучков. При этом во всех 
случаях комплексные параметры 0 ,XP  0YP  не 

влияют на КИ. 
 

2 Поляризационные и энергетические ха-
рактеристики векторных обобщенных пара-
ксиальных ТМ-мод Эрмита – Гаусса 

Введем, следуя формализму [16], комплекс-
ный угол i       соотношением  

y x/ ( ),E E tg i        
тогда азимут эллипса поляризации световой вол-
ны равен ,  а ее эллиптичность   выражается 

как .th     Поляризация ТМ-мод Эрмита –

Гаусса в сечении пучка в общем случае эллипти-
ческая, зависит от координат X, Y и не зависит 
явно от гауссиана G. 
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Плотности энергии, продольного и попе-
речного потоков энергии электромагнитного по-
ля для параксиальных векторных пучков с неод-
нородной поляризацией (ТМ-моды) соответст-
венно равны [8]: 
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В последнем выражении целесообразно выде-
лить явно, следуя Берри и Бекшаеву [9]–[11], 
плотность орбитального oS  и спинового sS  по-

токов энергии. Получаем ,o s  S S S  где 
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Видим, что  
1

0 z/ 1,S S K    1
z/ 1,sS S K    

что естественно для параксиальных пучков. 
Нами проводилось графическое моделиро-

вание поперечных потоков энергии и интенсив-
ности ТМ мод параксиальных пучков Эрмита –
Гаусса. Некоторые результаты изображены на 
рисунках 2.1–2.6 при различных значениях 
свободных  параметров.  Выбирались параметры 

0 0,XQ   0 0,YQ   чтобы обеспечить КИ функций 

векторной амплитуды пучков Эрмита – Гаусса и, 
тем самым, переносимую конечную мощность 
через поперечное сечение пучка.  

 Поляризация ТМ мод Эрмита – Гаусса явля-
ется сильно неоднородной по поперечному сече-
нию пучка и, в общем случае, эллиптической. 
При переходах от радиального расстояния до 
R   поляризация трансформируется от ли-
нейной через круговую постепенно к линейной 
радиальной (исключая области, близкие к осям 
ОX и OY). При 0Z   поляризация всегда линей-
ная неоднородная. На рисунке 2.1 видно, что 
плоскости XZ и YZ являются плоскостями сим-
метрии. Таким образом, точечная группа сим-
метрии картин эллипсов поляризации – 2 .X Y zm m  

Вдоль осей OX и OY – строго линейная поля-
ризация. 

На рисунках 2.2–2.6 показаны некоторые 
характерные картины интенсивностей в относи-
тельных единицах и направлений поперечных 
потоков энергии S  для ТМ мод Эрмита –

Гаусса. Видно, что, как и для эллипсов поляри-
зации, точечная группа симметрии картин попе-
речных потоков энергии и интенсивностей по-
прежнему остается 2 .X Y zm m  При увеличении 

радиального расстояния R поперечные потоки 
энергии постепенно становятся радиальными. 
Хотя симметрия интенсивности поперечных по-
токов энергии и картин полной интенсивности 
пучка одинакова, качественно эти интенсивности 
различаются. Например, как ясно видно на ри-
сунках 2.2 –2.6, их максимумы различны. 

 

    
                                             а)                                                                                     б) 
 

Рисунок 2.1 – Эллипсы поляризации обобщенных и элегантных ТМ мод Эрмита-Гаусса:  
а) обобщенные ТМ-gg моды. Свободные параметры: 0 0,8;XQ   0 0,3;YQ   0 2;XP    0 2;YP   0 0,8;YQ   

б) элегантные ТМ-ee моды. Свободные параметры: 0 0,8;XQ   0 0,3;YQ   0 ;XP    0 ;YP    0 0,8YQ   
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На всех рисунках взяты следующие значе-
ния свободных параметров: n = 2; m = 1; 

1000;K   0 0 0 0 0.X Y X YQ Q P P        Графичес-
кое моделирование показало, что изменение от-
личных от нуля свободных параметров 0 0, ,X YQ Q   

0 ,YQ  0 XQ  сильно влияет на поляризационные и 
энергетические свойства ТМ мод Эрмита –
Гаусса. В то же время, варьирование параметров 

0 0, ,X YP P   0 ,XP  0YP  слабо воздействует на физи-
ческие свойства ТМ мод Эрмита – Гаусса.  

На рисунках 2.4 и 2.6 изображены линии 
плотностей орбитального и спинового потоков 
энергии вместе с их интенсивностями. Видно, 
что линии орбитального потока энергии ориен-
тированы, в основном, вдоль радиальных на-
правлений, а линии спинового потока энергии – 
вдоль азимутальных направлений. Максимумы 
их интенсивностей не совпадают с максимумами 
общей интенсивности пучка. 

 

      
                         а)                                                 б)                                                              в) 

Рисунок 2.2 – Поперечный поток энергии и интенсивность векторных пучков Эрмита – Гаусса 
(обобщенных ТМ-gg мод): а) линии поперечного потока в поперечном сечении XOY;  

б) линии поперечного потока вместе с его интенсивностью; в) полная интенсивность пучка в поперечном 
сечении XОY. Используемые параметры: 0 0,8;XQ   0 0,8;YQ   0 2;XP    0 2;YP   0 0,8YQ   

 
                          а)                                              б)                                                              в) 

Рисунок 2.3 – Общий поперечный поток энергии и интенсивность векторных пучков Эрмита – Гаусса 
(элегантных ТМ-ее мод): а) линии поперечного потока в поперечном сечении XOY; б) линии поперечного 

потока вместе с его интенсивностью; в) полная интенсивность пучка в поперечном сечении XОY. 
Используемые параметры: 0 0,8;XQ   0 0,3;YQ   0 ;XP    0YP    

     
                                            а)                                                                        б) 

Рисунок 2.4 – Поперечные потоки энергии вместе с их интенсивностями векторных пучков Эрмита –
Гаусса (элегантных ТМ-ее мод): а) линии плотности поперечного орбитального oS  потока в поперечном 

сечении XOY; б) линии плотности поперечного спинового sS  потока вместе с его интенсивностью.  
Используемые параметры, как на рисунке 2.3 
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                              а)                                              б)                                                         в) 

Рисунок 2.5 – Поперечный поток энергии и интенсивность векторных пучков Эрмита – Гаусса 
(стандартных ТМ-ss мод): а) линии поперечного потока в поперечном сечении XOY; 

б) линии поперечного потока вместе с его интенсивностью; в) полная интенсивность пучка в поперечном 
сечении XОY. Используемые параметры: 0 0,3;XQ   0 0,5;YQ   0 0,3;XP    0 0,5YP   

 

    ,   
                                                 а)                                                                 б) 

Рисунок 2.6 – Поперечные потоки энергии вместе с их интенсивностями векторных пучков Эрмита –
Гаусса (стандартных ТМ-ss мод): а) линии плотности поперечного орбитального oS  потока в поперечном 

сечении XOY; б) линии плотности поперечного спинового sS  потока вместе с его интенсивностью.  

Используемые параметры, как на рисунке 2.5 
 

Заключение 
В данной работе представлены новые реше-

ния векторного параболического уравнения, 
описывающие параксиальные векторные 3D све-
товые пучки Эрмита – Гаусса с неоднородной 
поляризацией (ТМ-моды). Указано, что имеются 
шесть типов таких пучков, обозначаемые индек-
сами , , , , , .gg gs ge sg se ee  Установлено, что ус-

ловия физической реализуемости ТМ-мод Эрми-
та – Гаусса всех типов одинаковы и сводятся к 
ограничениям на мнимые части параметров 0 XQ  

и 0 :YQ  0 00 0.X YQ Q    При этом веществен-

ные части свободных параметров 0 XQ  и 0YQ  не 

изменяют ограничений КИ. Представлены явные 
выражения для векторов поля для интенсивно-
сти, орбитального, спинового и общего потоков 
энергии ТМ мод различных типов. 

Проведенное графическое моделирование 
эллипсов поляризации, интенсивности и попе-
речных потоков энергии (орбитального ,oS  спи-

нового sS  и общего )o s  S S S  потоков под-

твердило и проиллюстрировало аналитические 
расчеты. 

Наличие нескольких свободных параметров 
позволяет в широких пределах изменять физиче-
ские свойства исследуемых световых пучков, это 
открывает интересные перспективы их дальней-
шего изучения и использования. 
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Аннотация. На основании использования уравнений состояния реальных газов получены аналитические выражения 
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Введение 
Безразмерные приведенные термодинами-

ческие переменные основаны на  использовании 
в качестве единиц измерения объема V, темпера-
туры T и давления P реального газа соответст-
венно критической температуры ,крT  критиче-

ского давления kpP  и критического объема kpV  

, , .
кр кр кр

V T P
V T P

V T P
                 (0.1) 

Определение и использование этих переменных 
для записи уравнений состояния в приведенной 
форме содержатся практически во всех учебни-
ках по термодинамике [1], [2]. На этой основе 
сформулирован принцип соответственных состо-
яний, согласно которому вещества, имеющие оди-
наковые приведенные термодинамические пара-
метры состояния, имеют и одинаковые свойства. 

В работе [3] были введены определения 
приведенного изобарного коэффициента объём-
ного расширения ,P  приведенного изохорного 

термического коэффициента давления ,V  при-

веденной изотермической сжимаемости Tk  и 

приведенной разности изобарной и изохорной 
теплоемкостей c   

1
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Соответственно, связь приведенных коэффициен-
тов с экспериментально измеряемыми физически-
ми параметрами газов задаётся соотношениями 
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Несложно убедиться в выполнении соотношений 

;P V Tk P     P Vc PVT                 (0.3) 

для рассматриваемых приведенных характери-
стик реальных газов.  
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На основе (0.2) в [3] были получены выра-
жения для приведенных термодинамических ко-
эффициентов и приведенной разности изобарной 
и изохорной теплоемкостей реальных газов в 
рамках уравнений состояния Ван-дер-Ваальса 
[1], [2], Редлиха – Квонга [4] и Соаве – Редлиха –
Квонга [5].  

В уравнении Соаве – Редлиха – Квонга впер-

вые был введен параметр ( ),a T  зависящий от 

приведенной безразмерной температуры. В 
дальнейшем эта идея получила позитивное раз-
витие в уравнении Пенга – Робинсона [6], [7] и 
других. Более того, температурная зависимость 

была распространена и на параметр ( ),b T  что 

успешно реализовано в уравнении Исикавы –
Чанга – Лу [ 8], [9].  

Данная работа является продолжением ра-
боты [3] и посвящена получению аналогичных 
результатов на основе уравнений Пенга – Робин-
сона, Исикавы – Чанга – Лу и Фогельсона – Ли-
хачева [10]. 

Предполагается, что вводимые далее вспо-
могательные обозначения действуют в пределах 
раздела, посвященного отдельному уравнению 
состояния. 

 
1 Приведенные формы термодинамиче-

ских коэффициентов и разности изобарной и 
изохорной теплоёмкостей в модели Пенга –
Робинсона 

Уравнение состояния Пенга – Робинсона 
широко используется в теории и имеет высокую 
прикладную значимость в технологии нефтега-
зодобычи, криогенике и ряде других областей. 
Молярная форма уравнения имеет вид [6] 

 
( )

.
( )

RT a T
P

V b V V b b V b
 

   
         (1.1) 

Параметр b является постоянным, а пара-
метр a(T) зависит от приведенной температуры  

( ) ( );ca T a T    

  2

( ) 1 1 ;T k T      
   (1) 1.       (1.2) 

Здесь, в соответствии с [6], коэффициент  
20,37464 1,54226 0, 26992k      

содержит параметр ω ‒ ацентрический фактор 
Питцера. Для конкретного газа это есть фикси-
рованное число и поэтому не рассматривается 
как переменная величина. 

Следует отметить, что явный вид ( )T  в по-

следние годы активно используется как инстру-
мент адаптации уравнения состояния к более 
детальному описанию свойств реальных газов. В 
связи с этим в литературе широко обсуждаются 
десятки модификаций этой функции [7], [11], 
[12]. По этой причине в получаемых формулах 

функции вида ( )T   рассматриваются в общем 

виде и не конкретизируются. 

Параметры уравнения Пенга – Робинсона 
можно выразить через параметры критического 

состояния газа, для которого 1,T   (1) 1   и 

должны выполняться условия  
2

2
0, 0.

kp kp
T T

P P

V V

           
           (1.3) 

Для этого удобно параметр b выразить через ве-
личину критического объема 

.крV b                              (1.4) 

Условия (1.3) позволяют получить соотношения 
между параметрами уравнения и параметрами 
критического состояния 

;кр
b

кр

RT
b

P
   

2 2
кр

c a
кр

R T
a

P
            (1.5) 

где постоянные множители равны 
1

0,07779607;
3 1b  


 

2

2

3 6 5
0,45723553.

(3 1)a

  
  


       (1.6) 

Введенный числовой параметр φ получается в 
результате решения кубического уравнения и 
имеет значение  

3 34 2 2 4 2 2 1 3,95137304.        

Критические параметры уравнения Пенга –
Робинсона (см., например [13]), равны соответ-
ственно: 

;c b
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            (1.7) 

Критический коэффициент сжимаемости для 
газов Пенга – Робинсона имеет значение, более 
близкое к экспериментальным значениям реаль-
ных газов, чем для уравнения Ван-дер-Ваальса 

0,3074.кр кр
кр

кр

P V
Z

RT
   

Для упрощения последующих выкладок введем 
новые константы 

1

1
12,85411911,

b

  


 

2 2
75,54828481.a

b


  


              (1.8) 

Подставляя (1.4)–(1.8) в (1.1), получим при-
веденную форму уравнения Пенга – Робинсона  
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          (1.9) 

Выражения (1.6) и (1.7) позволяют найти 
фигурирующие в (0.1) частные производные 
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.
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 (1.10) 

С учетом предложенных к настоящему времени 
весьма многочисленных модификаций функции 

( )T   явный расчет ее производной на основании 

только представления (1.2) не является целесо-
образным. 

Производные (1.10) и уравнение (1.9), в 
свою очередь, дают явный вид термодинамиче-
ских характеристик (0.2), удобный для организа-
ции вычислений, например 

2
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В полученном выражении повторяющиеся эле-
менты формул определим как самостоятельные 
функции 

2
2 2

1

( 1)
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Тогда получаем компактные выражения для рас-
сматриваемых термодинамических параметров 
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Несложно убедиться в выполнении первого соот-
ношения (0.4) для полученных коэффициентов. 

Значение c   получим на основании второ-
го соотношения (0.3) 

2

1

2

1 ( ) ( )
.
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T A V T
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T A V B V T

     
    

  
      

 
2 Приведенные формы термодинамиче-

ских коэффициентов и разности изобарной и 
изохорной теплоёмкостей в модели Исикавы –
Чанга – Лу 

Как отмечено выше, использование темпе-
ратурно-зависимых параметров получило даль-
нейшее развитие в работах Т. Исикавы, У.К. Чанга 
и Б. Лу [8], [9], в которых было предложено 
уравнение состояния с двумя температурно-за-
висимыми параметрами. Молярная форма этого 
уравнения записывается как 

(2 ( )) ( )

(2 ( )) ( ( ))

RT V b T a T
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V V b T TV V b T


 

 
    (2.1) 

с параметрами, имеющими структуру 

2 5/ 2
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b
k
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P
     

(1) (1) 1.     

Функции ( ),  ( )T T    в работе [8] рассматрива-

лись в виде полиномов 
3
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коэффициенты которых для каждого вещества 
подбирались по критерию наилучшего совпаде-
ния с экспериментальными данными, например, 
о теплоте парообразования. При этом приведен-
ная температура изменялась в пределах 

0 6 1 6., T ,   В работе [9] при описании свойств 
газа в сверхкритической области зависимость па-
раметров от приведенной температуры была иной 
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Таким образом, уравнение Исикавы – Чанга – Лу 
предполагает определенную свободу формы для 

( )T   и ( )T   в зависимости от исследуемой фи-

зической ситуации. 
Параметры критического состояния связаны с 

параметрами уравнения (2.1) соотношениями [14] 
( ),кр крV b T   
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где использованы обозначения для коэффициентов 
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В приведенных переменных уравнение Исика-
вы – Чанга – Лу принимает вид [14]  
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(2.2) 

Введём ряд дополнительных обозначений  
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Тогда уравнение (2.2) принимает вид 

1( , ) ( )( ( )) ( , ).P VTA V T T V T B V T              (2.3) 

Далее на основе (2.3) и (0.2) получаем явный вид 
искомых термодинамических коэффициентов и 
разности теплоёмкостей в приведенной форме:  


 



1

1

1

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )(

( )) ( , ) ( ) ( ) ( , ) / ( , )

( ) ( , ) ( )(2 ( )) ( , ) ;

P V T VA V T T T C V T T V

T B V T T T B V T VTA V T

T T C V T T V T B V T

       

    

    

          

          

        

 


 


1

1

1

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )(

( )) ( , ) ( ) ( ) ( , ) / ( , )

( )( ( )) ( , ) ;

V V T VA V T TV T C V T T V

T B V T T T B V T VTA V T

T V T B V T

       

   

  

            

          

    

 


 1

1

( , ) ( , ) ( ) ( , )

( )(2 ( )) ( , ) ;

Tk V T VTA V T T T C V T

T V T B V T


   

  

          

    
 




1

2

1

1

( , ) ( ) ( , ) ( )(

( )) ( , ) ( ) ( ) ( , ) / ( , )

( ) ( , ) ( )(2 ( )) ( , ) .

c VT VA V T T T C V T T V

T B V T T T B V T VTA V T

T T C V T T V T B V T

        

   

    

          

          

        

 

 
3 Приведенные формы термодинамиче-

ских коэффициентов и разности изобарной и 
изохорной теплоёмкостей в модели Фогельсо-
на – Лихачева 

В работе [10] было рассмотрено молярное 
уравнение состояния реального газа, содержащее 
пять параметров и имеющее смысл обобщения 
уравнения Ван-дер-Ваальса 

( ) .
( )k m

a
P V b RT

V c T

 
    

         (3.1) 

Авторами работы [10] было показано, что 
уравнение хорошо передает количественные со-
отношения между параметрами реальных газов. 
Рассчитанные путем обработки табличных дан-
ных для значений P, V, T критические параметры 
большинства газов оказались близкими по вели-
чине к экспериментальным параметрам. 

Частными случаями уравнения (3.1) оказы-
ваются [1], [2], [10]: уравнение Ван-дер-Ваальса 
(с = 0, k = 2, m = 0), уравнение Бертло (с = 0, 
k = 2, m = 1), уравнение Клаузиуса (k = 2, m = 1). 

В работе [15] для уравнения (3.1) получена 
форма записи в приведенных переменных и изу-
чено поведение инверсионной кривой эффекта 
Джоуля – Томсона. 

Характеристики критического состояния 
могут быть выражены через параметры уравне-
ния состояния: 
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            (3.2) 

Из выражений (3.2) несложно получить 
формулы, связывающие значения некоторых 
параметров уравнения состояния  
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Из (3.3) следует, в частности, что параметры a, b 
и c для уравнения, корректно описывающего 
критическое состояние вещества, не являются 
независимыми. 

В приведенных переменных (0.1) уравнение 
(3.1) принимает вид, соответствующий исходному 
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где использованы обозначения 
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Тогда критический коэффициент сжимае-
мости газа Фогельсона – Лихачева определяется 
выражением 
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При нахождении аналитических выражений 
для частных производных, входящих в (0.2), и 
далее для приведенных термодинамических ко-
эффициентов, будем использовать вспомога-
тельную функцию 
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Тогда уравнение (3.4) принимает вид 
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С учетом введенных обозначений получаем яв-
ный вид искомых термодинамических коэффи-
циентов и разности теплоёмкостей в приведен-
ной форме, определяемых уравнением состояния 
Фогельсона – Лихачева 
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На основании полученных результатов не-
сложно записать явные выражения для термоди-
намических коэффициентов и разности изобар-
ной и изохорной теплоёмкостей, соответствую-
щие частным случаям уравнения Фогельсона –
Лихачева, а именно, уравнению Ван-дер-Ваальса, 
уравнению Бертло и уравнению Клаузиуса. 

 
Заключение 
Таким образом, в данной работе получены 

аналитические выражения для приведенного 
изобарного коэффициента объёмного расшире-
ния ,P  приведенного изохорного термического 

коэффициента давления ,V  приведенной изо-

термической сжимаемости Tk  и приведенной 

разности изобарной и изохорной теплоемкостей 
c   реальных газов, определяемые уравнениями 

состояния Пенга – Робинсона, Исикавы – Чанга –
Лу и Фогельсона – Лихачева. Аналитические 
соотношения получены в удобной для проведе-
ния вычислений форме. 

Полученные результаты в определенном 
смысле расширяют область применимости зако-
на соответственных состояний и могут быть ис-
пользованы в качестве основы для анализа при-
менимости различных уравнений состояния ре-
альных газов к описанию экспериментальных 
данных, а также для предсказания физических 
параметров новых веществ на основе закона со-
ответственных состояний. 
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Аннотация. Исследованы особенности акустооптической дифракции ограниченных световых пучков прямоугольного 
профиля на медленной сдвиговой ультразвуковой волне в кристаллах парателлурита. Показано, что эффективность 
дифракции и ширина частотного пропускания акустооптического устройства в полярной плоскости значительно выше, 
чем в азимутальной. Установлено, что разрешающая способность устройства в режиме дефлектора может быть одина-
ковой для полярной и азимутальной плоскости за счет выбора размеров входной апертуры светового пучка. 
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Введение 
В одноосных кристаллах реализуется широ-

коапертурная геометрия взаимодействия света и 
ультразвука [1]–[4]. При этом плоскость акусто-
оптического (АО) взаимодействия проходит че-
рез оптическую ось, а волновой вектор ультра-
звуковой (УЗ) волны составляет с перпендикуля-
ром к оптической оси некоторый угол 0. Такая 
геометрия АО взаимодействия имеет место, ко-
гда на диаграмме волновых векторов падающего 
и дифрагированного света касательные к волно-
вым поверхностям параллельны. Другая геомет-
рия АО взаимодействия реализуется в АО де-
флекторах, когда волновой вектор ультразвука 
ортогонален волновому вектору дифрагирован-
ной световой волны [5]–[7]. При этом для свето-
вого пучка, падающего под углом Брэгга, в усло-
виях анизотропной дифракции достигается вы-
сокая частотная ширина полосы пропускания 

устройства на относительно низких УЗ частотах. 
Следует отметить, что АО взаимодействие в ре-
альных условиях является, в общем случае, трех-
мерным [8], [9]. При этом для сильно расходя-
щихся световых пучков необходимо учитывать 
особенности АО дифракции не только в 
полярной плоскости, но и ортогональной к ней 
азимутальной плоскости. При этом очевидно, что 
разрешающая способность и ширина полосы его 
пропускания в ортогональных плоскостях долж-
ны отличаться по величине. 

В настоящей работе исследованы особенно-
сти анизотропной брэгговской АО дифракции 
светового пучка прямоугольного профиля на 
медленной сдвиговой УЗ волне в кристалле па-
рателлурита (ТеО2) в полярной плоскости (110)

и азимутальной плоскости (001).  
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1 Теоретически результаты и их обсуж-
дение 

На рисунке 1.1 представлена схема АО 
взаимодействия в кристаллах парателлурита с 
учетом дифракции в полярной плоскости XZ 
(X||[110], Z||[001]) и азимутальной плоскости XY 
(X||[110], Y||[ 110 ]). 
 

 
 

Рисунок 1.1 – Схема двухкоординатного АО мо-
дулятора-дефлектора на кристалле ТеО2  

(ПП – пьезопреобразователь, ПГ – поглотитель, 
Д – диафрагма, ЗП – УЗ пучок, Б – угол Брэгга, 
 – угол сноса групповой скорости УЗ волны,  

1 – угол отклонения волнового вектора  
УЗ волны от направления [110] в кристалле;  
линейная апертура входного окна светового  

пучка (диафрагма) составила d1d2;  
размер пьезопреобразователя составил l1l2) 

 
На рисунке 1.1 входное оптическое излуче-

ние падает на монокристалл ТеО2 перпендику-
лярно его входной грани. Апертура входного 
пучка имеет линейные размеры 1 2.d d  Бегущая 

УЗ волна возбуждается пьезопреобразователем 
(ПП) размером 1 2.l l  Длина АО взаимодействия 

ld в полярной плоскости и фазовая скорость УЗ 
волны  даются соотношениями [3]: 
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где l1 – размер пьезопреобразователя в плоскости 
АО взаимодействия XZ,  – угол сноса групповой 
скорости УЗ пучка по отношению к фазовой, 1 – 
угол падения оптического излучения по отноше-
нию к оси X (в полярной плоскости),  – плот-
ность кристалла; c11, c12, c44 – упругие постоян-
ные ТеО2. 

 Будем считать, что падающая волна имеет 
необыкновенную «е» поляризацию, тогда дифра-
гированная волна имеет обыкновенную «о» по-
ляризацию (рисунок 1.2). В таком случае ди-
фракция света на ультразвуке имеет объемный 
характер. Условия пространственного и времен-
ного синхронизма позволяют установить соот-
ношения между углами падания и дифракции в 
полярной плоскости XZ и азимутальной плоско-
сти XY [2]. При этом эффективные фотоупругие 
постоянные, ответственные за процесс дифрак-
ционного рассеяния в полярной и азимутальной 
плоскостях, значительно различаются. Различа-
ются также и величины расстройки фазового 
синхронизма. Следует отметить, что при анализе 
дифракционного процесса следует рассмотреть 
энергетические характеристики световых пучков 
в условиях объемной АО дифракции [1]. 
 

 
а) 

 

 
б) 

 

Рисунок 1.2 – Диаграмма волновых векторов в 
полярной (а) и азимутальной (б) плоскости: 

Z – оптическая ось кристалла,  
no, (ne) – обыкновенный (необыкновенный) 

показатели преломления кристалла,  

1  – угол падения в полярной плоскости 

(отсчитывается от оси Х),  

1  – угол дифракции в полярной плоскости, 

1  – угол ориентации волнового вектора 

ультразвука по отношению к оси X в полярной 
плоскости, 

2  – угол падения в азимутальной плоскости,  

2  – угол дифракции в азимутальной плоскости,  

2  – угол ориентации волнового вектора 

ультразвука по отношению к оси X в азимуталь-
ной плоскости 
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В соответствии с результатами работы [2] в 
полярной плоскости XZ угол падения света 1  

находится из соотношения: 
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где / of n     ((f) – фазовая скорость (цен-

тральная частота) УЗ волны,  – длина световой 
волны). Угол дифракции 1 = 900– 1. Отстройка 
фазового синхронизма имеет вид: 
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 1f  – ширина 

полосы пропускания устройства в полярной 
плоскости. 
 Эффективность АО взаимодействия в по-
лярной плоскости находим из соотношения: 
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где постоянная связи (1) дается соотношением 
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причем Ра – мощности ультразвуковой волны 
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    – эффективная фо-

тоупругая постоянная для АО рассеяния в по-
лярной плоскости 11 12 44( , ,р р р  – фотоупругие 

постоянные [5]); параметр 1BLB  обусловлен ко-

нечной апертурой входного окна устройства d1 и 
находится из соотношения [1]: 
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где 1 1 1/ oG l f n d    – параметр Гордона; здесь 

sin ( ) sin( ) / ( ).c X X X    

 Угол падения светового пучка в азимуталь-
ной плоскости (рисунок 1.2, б)  
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где 2 – угол, который волновой вектор УЗ вол-
ны составляет с осью Х в азимутальной плоско-
сти XY (рисунок 2, б); угол дифракции  
2 = 900 – 2. 
 Отстройки фазового синхронизма 2( )k  для 

азимутальной плоскости даются соотношением: 
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где (0) / ,e on n   2f  – ширина полосы пропус-

кания в азимутальной плоскости. 
 Эффективность дифракции для азимуталь-
ной плоскости определяем из соотношения: 
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Таким образом, для используемых на практике 
кристаллов ТеО2 выполняется соотношение: 

2 1
eff effp p  [6]. Параметр 2BLB  обусловлен конеч-

ной апертурой входного окна фильтра d2 в азиму-
тальной плоскости и находится из соотношения: 
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 – параметр Гордона в плоскости XY. 

 Коэффициенты 1 2B и BBL BL , входящие в вы-

ражения (1.1) и (1.2), учитывают ограниченность 
световых пучков, падающих на АО ячейку с 
прямоугольным профилем, то есть с апертурой 

1 2.d d  Следует отметить, что параметрам Гор-

дона 1,2 ~ 1G  соответствует функционирование 

АО устройства в режиме модулятора света; при 

1,2 1G   – реализуется режим АО дефлектора, а 

при 1,2 1G   имеет место режим визуализации 

УЗ полей [1]. Если положить: d1 = d2 = 1 см, 
l1 = l2 = 0,5 см,  = 0,63 мкм,  = 620 м/с, no = 2,25, 
то параметр Гордона составляет 1,2 0,022.G   

Такое устройство функционирует в режиме АО 
дефлектора. 
 
 2 Результаты расчетов 
 На рисунке 2.1 представлена зависимость 
эффективности дифракции , для дифракции в 
полярной плоскости (а) и азимутальной плоско-
сти (б) от мощности ультразвука при различных 
углах наклона волнового вектора УЗ волны по 
отношению к направлению [110] в кристалле.  
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                                                а)                                                                                       б) 
 

Рисунок 2.1 – Зависимость эффективности дифракции в полярной плоскости  (а)  
и азимутальной плоскости  (б) от акустической мощности при различных углах наклона 1,2:  

30 (1), 40 (2), 50(3), 60(4) (кристалл ТеО2, no = 2,25, ne = 2,41,  = 0,63 мкм, d1 = d2 =1 см, l1 = l2 = 0,5 см) 
 

      
                                                а)                                                                                       б) 
 

Рисунок 2.2 – Зависимость эффективности дифракции при АО взаимодействии в полярной  (а) 
и азимутальной  (б) плоскости от ширины полосы пропускания f (кристалл ТеО2, no = 2,25, ne = 2,41, 

 = 0,63 мкм, d1 = d2 = 1 см, l1 = l2 = 0,5 см, 1,2 = 60, максимальной эффективности дифракции 
    1 соответствует акустическая мощность Pa = 0,16 Вт). 

 
Из рисунка 2.1 следует, что имеют место 

осциллирующие зависимости эффективности 
дифракции при увеличении мощности ультра-
звука [1]. Вследствие значительно меньшего зна-
чения эффективной фотоупругой постоянной для 
дифракции в азимутальной плоскости по сравне-
нию с полярной, при дифракции в азимутальной 
плоскости максимальное значение дифракцион-
ной эффективности достигается при значительно 
больших акустических мощностях, чем при ди-
фракции в полярной плоскости. При акустиче-
ской мощности Pa = 0,16 Вт достигается пример-
но одинаковое значение дифракционной эффек-
тивности     1 для угла наклона 1,2 = 60 
[3], [4]. 
 Зависимость эффективности дифракции , 
от ширины полосы пропускания устройства f 
АО дефлектора при длине волны  = 0,63 мкм 
для полярной (а) и азимутальной (б) плоскости 
дифракции представлены на рисунке 2.2. 
 Основными характеристиками АО дефлек-
тора являются ширина полосы пропускания f и 

число разрешимых положений дифрагированного 
пучка N. Ширина полосы пропускания АО де-
флектора рассчитывалась по уровню 50% от 
максимального значения дифракционной эффек-
тивности (с учетом симметричной зависимости 
при f1,2 > 0 и f1,2 < 0) и составила f1 = 22 МГц 
для АО дифракции в полярной плоскости и 
f2 = 0,08 МГц – в азимутальной плоскости. Дру-
гой характеристикой АО дефлектора является 
число разрешимых положений соответственно в 
полярной и азимутальной плоскости, то есть 

, 1,2 1,2 ,N f      где 1,2 1,2 /d    – время прохода 

звукового пучка через световой пучок соответст-
венно в полярной и азимутальной плоскости [1]. 
Следовательно, условие одинакового разрешения 
в полярной и азимутальной плоскостях 
( )N N   формулируется как: 1 2 2 1/ / .f f d d    

 
Заключение 
Таким образом, эффективность брэгговской 

дифракции света на медленной сдвиговой ульт-
развуковой волне в кристалле парателлурита 
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и ширина полосы частотной перестройки ультра-
звука в полярной (110)  плоскости и азимуталь-

ной (001)  плоскости значительно отличаются по 

величине. При определенных параметрах свето-
вого пучка прямоугольного профиля устройство 
может функционировать в режиме модуляции 
или дефлекции. Разрешающая способность уст-
ройства в режиме дефлектора может быть одина-
ковой для полярной и азимутальной плоскости за 
счет выбора размеров входной апертуры свето-
вого пучка. 
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ВЛИЯНИЕ РАСПОЛОЖЕНИЯ ВОЛОКОН В ТРУБЕ ИЗ КОМПОЗИТА 
НА ПАРАМЕТРЫ ГИДРАВЛИЧЕСКОГО УДАРА 
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INFLUENCE OF THE ARRANGEMENT OF FIBERS IN A COMPOSITE PIPE 
ON THE PARAMETERS OF WATER HAMMER 

V.V. Mozharovsky, S.V. Kirhintsava 

Francisk Skorina Gomel State University 
 

Аннотация. Исследуется явление гидравлического удара в однослойной трубе из композита известным методом характе-
ристик, с помощью которого представляется возможным определить напор (давление) и расход (скорость) движущейся 
жидкости [1]–[5]. Построена методика и создана программа в среде Delphi, позволяющая определять параметры гидро-
удара в трубе из композита (скорость волны, напор и расход жидкости). Проведен расчет и анализ результатов о влия-
нии физико-механических характеристик гидравлического удара на напор (давление) и расход жидкости на примере тру-
бы из полиэтилена, усиленной обмоткой стальных волокон [4] с различными схемами армирования [6], [7]. Скорость 
волны жидкости в ортотропной трубе определялась по разработанной методике [8], показано, что полученные результаты 
хорошо согласуются с другими экспериментальными и теоретическими данными. 
 
Ключевые слова: труба из композита, ортотропия, волокна, матрица, скорость волны, гидравлический удар, метод 
характеристик, напор, расход жидкости. 
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Abstract. The phenomenon of water hammer in a single-layer composite pipe is investigated by the known method of characteris-
tics, with which it is possible to determine the pressure and flow rate (velocity) of a moving fluid [1]–[5]. A methodology has been 
developed and a program has been created in the Delphi environment that makes it possible to determine the parameters of a water 
hammer in a composite pipe (wave velocity, pressure and fluid flow). The calculation and analysis of the results on the influence of 
the physico-mechanical characteristics of a water hammer on the head (pressure) and flow rate of the liquid is carried out on the ex-
ample of a polyethylene pipe reinforced with a winding of steel fibers [4] with various reinforcement schemes [6], [7]. The velocity 
of the liquid wave in the orthotropic tube was determined according to the developed method [8], it is shown that the results ob-
tained are in good agreement with the other experimental and theoretical data. 
 
Keywords: composite pipe, orthotropy, fibers, matrix, wave velocity, water hammer, method of characteristics, pressure, fluid flow. 
 
For citation: Mozharovsky, V.V. Influence of the arrangement of fibers in a composite pipe on the parameters of water hammer / 
V.V. Mozharovsky, S.V. Kirhintsava // Problems of Physics, Mathematics and Technics. – 2023. – № 4 (57). – P. 30–35. – 
DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2023_4_57_30 (in Russian). – EDN: EAIFOC 

 
 

Введение 
Численное моделирование и прогнозирова-

ние внезапного повышения или понижения дав-
ления очень важны для защиты трубопроводов 
от нежелательных повреждений из-за эффекта 
гидроудара. Явление гидравлического удара бы-
ло впервые обосновано в 1898 г. выдающимся 
российским учёным – Н. Е. Жуковским [1]. Од-
ной из основных составляющих элементов этой 
проблемы является регулирование возможного 
максимального давления путем оптимальной 
эксплуатации, а также выбор надежных материа-
лов и проектирование защитных устройств в тру-
бопроводах. На современном этапе развития тех-
нологий такими материалами могут быть компо-
зиты. Скорость ударной волны является основ-
ным фактором в моделировании переходных 

процессов, который может значительно изменять 
частоту и амплитуду волн гидроудара, а также 
экстремальные переходные распределения дав-
ления вдоль трубопровода. Скорость волны за-
висит от многих факторов, таких как плотность и 
модуль упругости жидкости, материала и формы 
трубы. Широко известны формулы для опреде-
ления скорости ударных волн в однослойных 
изотропных трубах [2], однако они дают по-
грешности при применении для труб из компо-
зитных материалов. В работе [8] представлены 
зависимости, определяющие скорость волны жид-
кости в однослойных и двуслойных изотропных и 
ортотропных трубах. В данной статье на основе 
ранее предложенного подхода моделируются и 
сравниваются параметры гидравлического удара 
для однослойных труб с различными схемами 
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армирования. Результат показывает, что армиро-
вание может увеличить скорость ударной волны 
и вызвать дополнительные гидравлические скач-
ки давления в трубопроводе, которые определя-
ются с помощью математического моделирования. 

 
1 Постановка задачи 
В работе приводятся исследования о влиянии 

схем армирования однослойной трубы из компо-
зита (длиной L с внутренним и внешним радиусом 
ra и rc соответственно, и с протекающей внутри 
жидкостью плотностью ) волокнами с различной 
ориентацией (перпендикулярно, параллельно, 
радиально) на скорость волны, напор и расход 
жидкости при гидроударе. Решается задача ком-
пьютерной реализации определения напора и рас-
хода жидкости при гидравлическом ударе для 
вышеуказанных труб из композитов методом ха-
рактеристик. 

 
2 Методика определения скорости волны 

и максимального давления при гидравличе-
ском ударе 

С помощью формул, предложенных извест-
ным российским ученым Н. Е. Жуковским, мож-
но легко определять предельно возможное зна-
чение напора при гидравлическом ударе (прямой 
удар) [1]:  

0P C V     или 0 / ,H C V g     (2.1) 

где P  – ударное повышение давления;  – 
плотность перекачиваемой жидкости; C – ско-
рость ударной волны; g = 9,82 м/с2 – ускорение 
свободного падения; H – пьезометрический на-
пор; 2

0 4 / ( )V Q D   – скорость жидкости в трубе, 

Q – расход жидкости, D – внутренний диаметр 
трубы. 

Скорость ударной волны в однородных изо-
тропных трубах определяется соотношением 

1
,С

D

K E



 



                   (2.2) 

где K – модуль объемной упругости жидкости, E – 
модуль упругости материала трубы; D – диаметр 
трубопровода,  – толщина стенки трубопровода. 

Для композитных труб скорость ударной 
волны определяется на основе теории упругости 
анизотропного тела. Так, в работе [8] выведены 
формулы, определяющие скорость волны при 
гидроударе для различных комбинаций слоистых 
упругих ортотропных свойств трубы и футеров-
ки. Зависимость, определяющая скорость волны 
в однослойных ортотропных трубах [7], [8], будет 
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cr  и ar  – внешний и внутренний радиусы трубы 

соответственно. 
Механические свойства (модули упругости 

материала трубы ,E  rE  и коэффициенты Пуас-

сона ,r  r  представлены в случае плоского 

напряженного состояния в цилиндрической сис-
теме координат rz  и определяются по правилу 
«смесей» с объемным содержанием V волокна 
(индекс f) в матрице (индекс m)) волокнистых 
материалов при различных способах расположе-
ния волокон определяются следующим образом 
[6], [7]:  

– перпендикулярное расположение волокон 
по отношению к оси z: 

1
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1r m

V
E E
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– радиальное расположение волокон по от-
ношению к оси z: 

(1 ) ,r f mE VE V E    
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V
E E

V

 



 

,f m
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E
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(1 ) ;r f mV V     
 

– параллельное расположение волокон по 
отношению к оси z: 

(1 ) ,r f mE VE V E     

,rE E   ,r r     

(1 ) .r f mV V     
 

Если волокна расположены под определен-
ным углом к осям, необходимо использовать 
зависимости из [9] с учетом угла армирования. 

 
3 Описание уравнений гидравлического 

удара и метода характеристик 
Уравнения непрерывности и импульса для 

одномерных потоков переходных процессов через 
закрытые трубопроводы выражаются гиперболиче-
скими уравнениями в частных производных [3] 

2

0,
H C Q

t gA x

 
 

 
  

0.
Q H

gA RQ Q
t x

 
  

 
 

Эти уравнения обычно решаются численно, преоб-
разовав их в уравнения в частных производных по 
характеристическим линиям методом характери-
стик, рисунок 3.1 [3].  
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Рисунок 3.1 – Расчетная сетка метода 
характеристик [3] 

 
Для вычисления этих параметров используем 

стандартную процедуру, которая есть во многих 
научных источниках, например, в [2]–[5]. Следуя 
этим работам, запишем механизм  расчета необхо-
димых параметров для определения напора и рас-
хода жидкости в трубе. H и Q во внутренних узлах 
р сетки дискретизации определяются следующим 
образом: 

, ,
2 2i i

p M p M
p p

C C C C
H Q

B

 
   

где H – напор (м); t – время (с); C – скорость волны 
в трубе (м/с); g = 9,82 м/с2 – ускорение свободного 
падения; 2 / 4A D   – площадь поперечного сече-
ния трубопровода (м2); Q – расход жидкости (м3/c); 
x – расстояние вдоль трубы (м); 2/ (2 )R f x gDA   – 

коэффициент сопротивления; / ( );B C gA  f – ко-

эффициент трения Дарси – Вайсбаха; x – шаг 
при разбиении трубы м); D – внутренний диа-
метр трубы (м). 
 Значения Cp и CM определяются из соотноше-
ний [3] 
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Граничные условия рассматриваемой зада-
чи следующие: 

– в резервуаре (левая граница):  

 
1 1 10 ; / ;P P P MH H Q H C B    

– в области закрытия клапана (правая 
граница): 

 2
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где H0 и Q0 – напор в резервуаре и расход жидко-
сти соответственно; tc – время закрытия задвиж-
ки (с); s – константа, характеризующая быстроту 
закрытия клапана (если s = 0, то предполагается, 
что клапан закрывается мгновенно, что приводит 
к максимальному пику давления; при 0 < s < 1 

скорость потока будет быстро уменьшаться в 
начале и медленно уменьшаться в конце закры-
тия; при s = 1 во время перекрытия будет наблю-
даться линейное падение расхода; при s > 1, ско-
рость потока будет медленно снижаться в начале 
и быстро уменьшаться в конце перекрытия). Для 
реализации метода характеристик при гидроуда-
ре в случае закрытия задвижки при течении жид-
кости в композитной волокнистой трубе с на-
чальными напором и скоростью был составлен 
алгоритм математического моделирования рас-
чета параметров и создана компьютерная про-
грамма. 

 
4 Пример расчета давления и расхода 

жидкости 
Для полного описания расчета напора и 

расхода жидкости при гидравлическом ударе 
рассмотрим трубу из полиэтилена (модули упру-
гости и коэффициенты Пуассона матрицы равны 

mE  = 1,43 ГПа, m  = 0,4, а волокна соответст-

венно равны fE  = 207 ГПа, f  = 0,3, V = 1,48% 

[4]) с радиусом ra = 0,232 м и толщиной стенки 
 = 0,018 м, усиленную обмоткой стальных воло-
кон. По предложенной методике была составлена 
программа на основе метода характеристик, в 
которой учитывался расчет скорости волны для 
композитной трубы и определялись основные 
параметры. Был произведен расчет напора и рас-
хода жидкости и сделан анализ о влиянии распо-
ложения волокон (перпендикулярное, парал-
лельное) в матрице композиционного материала 
трубы на скорость волны, давление и расход 
жидкости при гидроударе. Результаты вычисле-
ний показаны на рисунках 4.1–4.3. Труба из ком-
позита длиной L = 2500 м была разделена на 
5 секций; задаются условия H0 = 49,95 м;  
Q0 = 0,1 м3/c; коэффициент трения f = 0,018; 
Tmax = 50 с; время закрытия задвижки tc = 2,1 с и 
tc = 0 с, константа s принята равной 1,5 и 0.  

График зависимости скорости волны C от 
объемного содержания V и расположения воло-
кон показан на рисунке 4.1 [7]. 
 

 
 

Рисунок 4.1 – График зависимости скорости 
волны C от объемного содержания V  

и расположения волокон в трубе из композита  
(толщина стенки  = 0,018 м) 
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                                                 а)                                                                                     б) 

 

   
                                                     в)                                                                                   г) 
 

Рисунок 4.2 – Графики зависимости напора Н (давления Р) от t (V = 1,48%):  
а) tc = 2,1 с, s = 1,5 (перпендикулярное); б) tc = 2,1 с, s = 1,5 (параллельное);  

в) tc = 0 с, s = 0 (перпендикулярное), график 1– H, график 2 – P;  
г) tc = 0 с, s = 0 (параллельное): график 1– H, график 2 – P 

 

   
                                              а)                                                                                    б) 

 

Рисунок 4.3 – Графики зависимости расхода жидкости Q от времени t (V = 1,48%):  
а) tc = 2,1 с, s = 1,5; б) tc = 0 с, s = 0 

 
На рисунке 4.2 и рисунке 4.3 представлены 

графики зависимости напора Н и расхода жидко-
сти Q при перпендикулярном и параллельном 
расположении волокон по отношению к оси z 
(V = 1,48%) при tc = 2,1 с, s = 1,5 и tc = 0 с, s = 0. 
Скорость волны при перпендикулярном распо-
ложении волокон равна C = 377 м/c, при 
параллельном – C = 388 м/c (рисунок 4.1). 
 

Из рисунков 4.2 в, г видно, что максималь-
ные напоры незначительно отличаются от распо-
ложения волокон при полном закрытии задвижки: 
для перпендикулярного расположения волокон 
Hmax = 69,3 м, параллельного – Hmax = 69,8 м. Сле-
довательно, можно использовать при расчетах 
формулу Жуковского Н.Е. для времени закрытия 
tc меньше, чем фаза гидравлического удара Т. 
Действительно, определив  
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 2
max 0 04 /H H H C Q D g        

для перпендикулярного и параллельного распо-
ложения волокон, имеем: Hmax = 69,5 м и 
Hmax = 71,1 м соответственно. 

Шаг по времени вычислялся по формуле 
/ ( ).ht L CN  Фаза 2 /T L C  для перпендику-

лярного расположения волокон составляет 13,3 c; 
для параллельного – 12,9 c, что отражено на ри-
сунках 4.2 в, г. 

По формуле Жуковского 0P C V     

для перпендикулярного расположения волокон 
P  = 0,19 МПа, для параллельного –  
P  = 0,20 МПа, что совпадает с результатами, 

представленными на рисунке 4.2 в, г. 
Из рисунков 4.2 видно, что при небольшом 

содержании волокон (V = 1,48%) с указанными 
физико-механическими характеристиками влия-
ние их расположения на напор H незначитель-
ное, однако при большом содержании волокон 
отличие значений Н может достигать 10% при 
перпендикулярном и параллельном расположе-
нии, что показано на рисунке 4.4. Следует отме-
тить, что при параллельном расположении воло-
кон Нmax больше, чем при перпендикулярном. 

 

 
 

Рисунок 4.4 – Графики зависимости напора Hmax  
от объемного содержания волокон V 

 
Колебание давления в трубе рассчитывается 

в 5-и точках трубы для разного временного со-
стояния при течении жидкости до положения 
задвижки. Для краткости результаты приведены 
на рисунках 4.5 и 4.6. 

Как видно из рисунков 4.5 и 4.6, для объем-
ного содержания V = 1,48% металлических воло-
кон в матрице из полиэтилена, влияние располо-
жения волокон на параметры гидроудара незна-
чительное в связи с близкими значениями скоро-
стей волн в рассматриваемом случае. 
 

 

   
                                                 а)                                                                                   б) 

 

Рисунок 4.5 – Графики зависимости напора Н от времени t  
в определенных точках трубы (tc = 2,1 с; s = 1,5; V = 1,48%):  
а) перпендикулярное, б) параллельное расположение волокон 

 

   
                                                 а)                                                                                    б) 

 

Рисунок 4.6 – Графики зависимости напора Н от времени t  
в определенных точках трубы (tc = 2,1 с; s = 1,5; V = 1,48%):  
а) перпендикулярное, б) параллельное расположение волокон 
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Заключение 
В статье предложена методика определения 

параметров гидравлического удара (скорости 
волны, напора, расхода жидкости) при движении 
жидкостей в однослойной трубе из композита с 
разным расположением волокон в матрице 
композиционного материала при условии, что 
оси анизотропии совпадают с направлением 
волокон. Теоретические результаты, а также 
расчеты по предложенной компьютерной прог-
рамме, созданной на базе метода характеристик, 
которые представлены в данной работе, и, как 
показывают экспериментальные и другие теоре-
тические исследования, адекватно отражают 
происходящие явления при гидроударе. 
Проведенные исследования показывают, что ар-
мирование может увеличить скорость ударной 
волны и вызвать дополнительные гидравличе-
ские скачки давления в трубопроводе, в основ-
ном, за счет увеличения объемного содержания V 
армирующих волокон в трубе из композита.  
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Аннотация. В рамках механики разрушения с использованием генетического алгоритма была проведена оптимизация 
параметров резки силикатных стекол эллиптическими лазерными пучками. С использованием языка программирова-
ния APDL были выполнены расчеты температур, термоупругих напряжений и коэффициентов интенсивности напря-
жений. Были построены соответствующие регрессионные модели для пяти факторов: скорости резки, мощности лазе-
ра, длины стартовой трещины и длины полуосей эллиптического лазерного пучка. Значения максимальных температур 
в зоне обработки, значения термоупругих напряжений и коэффициентов интенсивности напряжений KI в вершине 
стартовой трещины использовались в качестве откликов. Была проведена оценка влияния варьируемых факторов на 
отклики. Выполнено сравнение значений откликов, полученных в результате оптимизации с использованием генетиче-
ского алгоритма со значениями, полученными в результате конечно-элементного моделирования. В результате  
оптимизации лазерного раскалывания эллиптическими пучками были установлены значения технологических пара-
метров, обеспечивающие повышение надежности и производительности процесса резки силикатных стекол эллиптиче-
скими лазерными пучками. 
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Abstract. This paper presents the optimization of cutting parameters of silicate glasses with elliptical laser beams as part of 
fracture mechanics using a genetic algorithm. Temperatures, thermoelastic stresses and stress intensity factors were calculated 
via APDL (Ansys Parametric Design Language). Corresponding regression models were built for five factors: cutting speed,  
laser power, initial crack length, and elliptical laser beam semi-axis length. The values of maximum temperatures in the treat-
ment zone, values of thermoelastic stresses and stress intensity coefficients KI at the initial crack tip were used as responses. 
The influence of varying factors on the responses was evaluated. The comparison of the response values, obtained as a result of 
optimization using a genetic algorithm with the values resulting from finite element simulation, was performed. As a result of 
optimizing laser cleaving with elliptical beams, the values of technological parameters were established. These parameters  
ensure an increase in reliability and productivity of the process of cutting silicate glasses with elliptical laser beams. 
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 Introduction  
In the recent years, laser cutting of silicate 

glasses using laser-induced crack formation tech-
nologies has become widespread [1]–[9]. 

Simulation of laser cleaving processes, disre-
garding the initial crack, does not provide the possi-
bility of sufficiently accurate determination of proc-
essing parameters, while simulation within thermo-
elasticity theory and linear fracture mechanics, tak-
ing into account the parameters of the initial defect 

and using the finite element mesh rebuilding tech-
nique, ensures the necessary accuracy of calculations 
[10]–[14]. 

Increasing the efficiency of laser cutting of ma-
terials, including laser cleaving methods, can be 
achieved by optimizing processing parameters using 
genetic algorithms [15]–[18]. 

This study uses MOGA (multi-objective ge-
netic algorithm) of the ANSYS software to optimize 
the parameters of cutting silicate glasses with 
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elliptical laser beams through laser cleaving using 
fracture mechanics parameters. 

 
1 Determining the optimal parameters for 

laser cleaving of silicate glasses with elliptical 
laser beams 

The calculations of temperature and thermoe-
lastic stress fields as well as determination of the 
values of stress intensity coefficients KI at the initial 
crack tip in silicate glasses during processing with 
elliptical laser beams were performed within the 
framework of the unrelated problem of thermoelas-
ticity and fracture mechanics using APDL [19]. 

Figure 1.1 illustrates the scheme of the laser 
beam and refrigerant impact zones in the cutting 
plane. Position 1 marks the laser beam, position 2 
indicates the refrigerant, and position 3 denotes the 
crack.  
 

 
 

Figure 1.1 – Schematic of impact zones of laser 
beam and refrigerant in the cutting plane 

 
The silicate glass properties given in [1] were 

used in the simulation process. The calculations 
were performed for a rectangular test piece with 
dimensions of 20×10×1 mm. The model consisted of 
5968 elements (see Figure 1.2, 1.3).  
 

 
 

Figure 1.2 – Finite element model 
 

 
Figure 1.3 – Finite element mesh near the crack tip 

The elements simulating the stress singularity 
at the crack tip were used to improve the accuracy of 
KI calculations. Here, to obtain the root asymptotics 
at the crack tip, the element nodes were shifted by a 
quarter of the element side in the direction of the tip [19]. 

The calculations were performed for the laser 
beam with a wavelength equal to 10.6 μm. The 
processing speed was V = 15·10-3 m/s. The follow-
ing values of laser beam parameters were used: ma-
jor semi-axis 3·10-3 m, minor semi-axis В = 1·10-3 m. 
The length of the initial crack was L = 1·10-3 m. 

Figures 1.4–1.9 show the calculated values of 
temperature and thermoelastic stress fields.  

The calculated temperatures at the initial crack 
tip do not exceed the glass transition temperature 
(for silicate glass sheet it is 789 K), which ensures 
the absence of thermoelastic stress relaxation.  

 

 

 
Figure 1.4 – Temperature distribution in the volume 

of the sample to be treated, °K 
 

 
 

Figure 1.5 – Distribution of stresses y  in the 

volume of the sample to be treated, MPa 
 

 

 
 

Figure 1.6 – Distribution of stresses y  near the 

crack tip, МPа 
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Figure 1.7 – Calculated values of temperature T at 

the crack tip 
 

 
Figure 1.8 – Calculated values of elastic stresses y  

at the crack tip 
 

 
Figure 1.9 – Calculated values of stress intensity 

factor KI at the crack tip 
 

As Figure 1.8 shows, significant compressive 
stresses are formed at the initial crack tip as a result 
of laser heating with an elliptical beam. After refrig-
erant exposure, tensile stresses are formed there as 
well. At the crack tip, the values of stress intensity 
coefficients have reached their maximum values 
twice. The second maximum of the values of the 

stress intensity coefficients corresponds to the ten-
sile stresses at the crack tip (see Figure 1.9). Thus, 
the necessary conditions for the initiation of crack 
development are fulfilled: 0y   and I I сK K  (for 

silicate glass the critical stress intensity factor is 
KIС = 0.5 МPа·m1/2).  

This study used MOGA of the DesignXplorer 
module to optimize the cutting parameters of silicate 
glasses with elliptical laser beams.  

The response surfaces were generated using a 
five-factor version of the central composite design of 
the numerical experiment [20]. The following fac-
tors were used as variable factors: P1 is the process-
ing speed V, P2 is the beam power P, P3 is the large 
semi-axis of the laser beam A, P4 is the small semi-
axis of the beam B, P5 is the length of the initial 
defect L. 

The maximum temperatures T and thermoelas-
tic stresses y  in the treatment zone, values of stress 

intensity coefficients KI were determined as re-
sponses (see Table 1.1). 

The response functions relating the output pa-
rameters (T, ,y  KI) to the factors (V, P, A, B, L) are 

as follows: 
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The following criteria were used to evaluate 
the resulting regression equations:  

– determination coefficient  
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Table 1.1 – Experimental design and calculation results 
 

N 
P1 

V, m/s 
P2 

P, W 
P3 
А, m 

P4 
В, m 

P5 
L, m 

P6 
Т,°K 

P7 
,y  МPа 

P8 
KI, МPа·m1/2 

1 0.015 7.5 0.003 0.001 0.0015 650 271 1.50 
2 0.01 7.5 0.003 0.001 0.0015 708 420 2.36 
3 0.02 7.5 0.003 0.001 0.0015 611 193 1.06 
4 0.015 5 0.003 0.001 0.0015 531 180 1.00 
5 0.015 10 0.003 0.001 0.0015 769 361 2.00 
6 0.015 7.5 0.002 0.001 0.0015 738 235 1.30 
7 0.015 7.5 0.004 0.001 0.0015 595 294 1.64 
8 0.015 7.5 0.003 0.0005 0.0015 861 213 1.15 
9 0.015 7.5 0.003 0.0015 0.0015 545 266 1.50 

10 0.015 7.5 0.003 0.001 0.001 649 290 1.61 
11 0.015 7.5 0.003 0.001 0.002 650 257 1.42 
12 0.01 5 0.002 0.0005 0.002 852 174 9.50 
13 0.02 5 0.002 0.0005 0.001 749 914 4.84 
14 0.01 10 0.002 0.0005 0.001 1410 404 2.20 
15 0.02 10 0.002 0.0005 0.002 1205 156 0.82 
16 0.01 5 0.004 0.0005 0.001 630 245 1.36 
17 0.02 5 0.004 0.0005 0.002 578 961 0.48 
18 0.01 10 0.004 0.0005 0.002 968 434 2.39 
19 0.02 10 0.004 0.0005 0.001 863 232 1.24 
20 0.01 5 0.002 0.0015 0.001 537 248 1.41 
21 0.02 5 0.002 0.0015 0.002 472 102 0.57 
22 0.01 10 0.002 0.0015 0.002 782 451 2.56 
23 0.02 10 0.002 0.0015 0.001 650 227 1.27 
24 0.01 5 0.004 0.0015 0.002 466 286 1.63 
25 0.02 5 0.004 0.0015 0.001 420 145 8.12 
26 0.01 10 0.004 0.0015 0.001 637 618 3.53 
27 0.02 10 0.004 0.0015 0.002 547 250 1.36 

 
where id  is the values determined by the finite ele-

ment method; iy  is the values determined using 

regression models. 
The determination coefficients for the output 

parameters T, y  and KI are 0.9993, 0.9997 and 

0.9996, respectively. The RMSE values for T, y  

and KI are 5.8° K, 2.2 MPa and 0.013 МPа·m1/2, 
respectively. This allows concluding about the nec-
essary correspondence of regression models to finite 
element analysis data.  

The data presented in Figure 1.10 also confirm 
the adequacy of the resulting regression equations. 
The graph shows the normalized values obtained by 
finite element simulation on the abscissa and the 
corresponding normalized values obtained by re-
gression equations on the ordinate. The accuracy of 
the regression model is higher when the points are 
closer to the diagonal of the graph.  

The study on the influence of input parameters 
on output parameters has revealed that the laser 
beam power and its geometrical parameters have the 
most significant effect on the maximum values of 
temperature T in the treatment zone, while the proc-
essing speed and the laser power have the greatest 
effect on the maximum thermoelastic stresses σy and 

the values of stress intensity coefficients KI. Here, 
the length of the initial crack also affects considera-
bly these responses (see Figure 1.11). 

Figures 1.12–1.14 illustrate the diagrams show-
ing how the maximum temperature in the treatment 
zone T, tensile stresses y  and stress intensity fac-

tors at the crack tip depend on the factors. 
 

 
 

Figure 1.10 – Adequacy test of regression equations 
P6 – T, P7 – ,y  P8 – KI 
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Figure 1.11 – Response sensitivity diagram P1 – V, 
P2 – P, P3 – A, P4 – B, P5 – L 

 

 
 

Figure 1.12 – Dependence of maximum temperature 
T, K on processing parameters P2 – P, P4 – B 

 

 
 

 

Figure 1.13 – Dependence of stresses at the crack tip 
,y  MPa on processing parameters P1 – V, P2 – P 

 
 
 

 

 
 

Figure 1.14 – Dependence of stress intensity factors 
at the crack tip KI , MPa·m1/2 on processing 

parameters P1 – V, P5 – L 
 

2 The optimization of laser cleaving of 
silicate glass with elliptical laser beams  

The optimization of laser cleaving of silicate 
glass with elliptical laser beams was performed 
using MOGA of the DesignXplorer module with an 
initial population of 500 individuals and the number 
of individuals per iteration also equaling 500. 

The optimization was done following the crite-
rion of processing speed maximum maxV   at the 
maximum temperature in the treatment zone 

789KT   and the minimum values of stress inten-
sity factors at the crack tip exceeding the values of 
the critical stress intensity factor KI > KIс. 

The optimization results are given in Table 2.1, 
where the parameter values obtained by finite ele-
ment simulation are given in brackets. Here, the 
maximum relative error of the results obtained using 
MOGA did not exceed 8% when determining the 
responses. 

 
Table 2.1 – Optimization results 

 

N 1 
P1 V, m/s 0.02 
P2 P, W 8.9 
P3 А, m 0.002 
P4 В, m 0.0015 
P5 L, m 0.0012 
P6 Т,°K 601 (554) 

P7 ,y  МPа 214 (231) 

P8 KI, МPа·m1/2 1.17 (1.26) 
 

Conclusion 
This paper demonstrated the possibility of op-

timizing silicate glass processing parameters as part 
of thermoelasticity and fracture mechanics theory 
using a genetic algorithm. The regression models of 
glass thermal cleaving using the central composite ex-
perimental design were obtained. The correspondence 
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between regression models and finite element analy-
sis results was established. The numerical experi-
ments resulted in the determination of the optimal 
parameters for thermal cleaving of silicate glass by 
elliptical laser beams based on fracture mechanics 
criteria. 
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Аннотация. Определено влияние параметров углеродной плазмы на химический и фазовый состав, морфологию,  
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Введение  
Углеродные покрытия обладают уникаль-

ным сочетанием свойств, в числе которых хими-
ческая инертность, низкий коэффициент трения, 
высокая микро- и нанотвердость, биосовмести-
мость, прозрачность в инфракрасном диапазоне, 
электрическая проводимость, что способствует 
их широкому внедрению в различных областях, 
включая электронику, автомобильную промыш-
ленность, аэрокосмическую промышленность и 
даже медицину [1]–[5]. Однако, углеродные по-
крытия имеют и недостатки, в частности, низкую 
термостойкость (менее 350 C) и высокий уро-
вень внутренних механических напряжений.  

Изменение фазового состава углеродных 
покрытий, их легирование различными элемен-
тами являются эффективными технологическими 
приемами управления их структурой, а соответ-
ственно и свойствами [1]. Путем обоснованного 
выбора природы легирующего элемента, его оп-
тимальной концентрации и объемного распреде-
ления можно существенным образом улучшить 

эксплуатационные параметры покрытий и дос-
тичь необходимой многофункциональности [1]. 
В частности, легирование углеродных покрытий 
карбидообразующими металлами приводит к 
формированию в его объеме химических соеди-
нений, свойства которых, а также их дисперс-
ность, морфология и характер распределения по 
толщине слоя в значительной степени определя-
ют свойства покрытий в целом [1], [6]. Отметим 
также, что легирующие элементы оказывают 
каталитическое или ингибирующее влияние на 
процессы формирования sp3 и sp2 углеродных фаз.  

Структура и свойства углеродных покрытий 
в значительной степени зависят от выбора мето-
да, технологических режимов и условий их фор-
мирования, которые также оказывают сущест-
венное влияние на соотношение sp3/sp2 гибриди-
зированных атомов углерода [1]. В числе пара-
метров, наиболее эффективно влияющих на 
свойства углеродных покрытий, наряду с темпе-
ратурой подложки и мишени, давлением и соста-
вом атмосферы вакуумной камеры, отмечают 
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частоту углеродной плазмы, изменение которой 
достигается достаточно простыми методами [1].   

Такое комплексное и в целом ряде систем 
неоднозначное влияние природы и концентрации  
легирующих элементов определяют важность 
проведения отдельных исследований, установле-
ние их оптимального химического состава при 
различных режимах генерации импульсной ка-
тодной углеродной плазмы. 

Целью настоящей работы является опреде-
ление химического и фазового состава, морфоло-
гии и механических свойств углеродных покры-
тий, бинарнолегированных цирконием и кремни-
ем, установление их зависимости от концентра-
ции металлических ингредиентов, частоты сле-
дования углеродной плазмы. Выбор циркония и 
кремния в качестве легирующих элементов обу-
словлен различной химической активностью по 
отношению к углероду и кислороду и высокой 
эффективностью их применения для повышения 
термостойкости однокомпонентно легированных 
покрытий [5], [7].  

 
1 Методика эксперимента 
Композиционные углеродные покрытия, ле-

гированные цирконием и кремнием, были осаж-
дены из газового потока сложного состава, обра-
зованного электродуговым испарением (ток дуги 
80 А) циркония и импульсным искровым испа-
рением составного графитового катода с крем-
ниевыми вставками (напряжение разряда 350 В). 
Частота следования импульсов источника угле-
родной плазмы равнялась 5, 10, 15 Гц. Толщина 
покрытий составляла 280–300 нм. 

Химический состав и структура химических 
связей определялись методом рентгеновской 
фотоэлектронной спектроскопии (РФЭС) при 
помощи рентгено-электронного спектрометра 
PHI Quantera (Япония) при возбуждении вещест-
ва Kα-излучением алюминия с энергией кванта 
1486,6 эВ и суммарной мощностью 250 Вт. 

Морфология композиционных углеродных 
покрытий изучалась средствами специализиро-
ванного аналитического программного комплек-
са Gwyddion, при помощи которого обрабатыва-
лись изображения, полученные при использова-
нии атомно-силового микроскопа Solver Pro  
(NT-MDT, Россия). Изображения были получены 
в полуконтактном режиме, площадь сканирования – 
4×4 мкм. В качестве основных параметров рас-
сматривались: субшероховатость Rms, количество 
отдельных структурных образований (далее зе-
рен) на рассматриваемом участке, средняя высо-
та и средний диаметр зерен.  
 Анализ фазового состава композиционных 
углеродных покрытий, легированных цирконием 
и кремнием, определялся средствами спектро-
скопии комбинационного рассеяния при помощи 
спектрометра Senterra (Bruker, Германия), длина 
волны возбуждающего излучения – 532 нм, 
мощность – 5 мВт.  

 Значения нанотвердости H и модуля упру-
гости E были получены при помощи нанотвер-
домера НаноСкан 4D (ТИСНУМ, Россия), осна-
щённого алмазным индентором Берковича. 

 
2 Результаты и их обсуждение 
Показано, что с увеличением частоты сле-

дования импульсов от 5 Гц до 15 Гц источника 
углеродной плазмы, концентрация углерода уве-
личивается, а концентрация циркония в компо-
зиционном покрытии уменьшается (таблица 2.1). 
Данный факт обусловлен изменением плотности 
потока углеродной плазмы, генерируемой им-
пульсным катодно-дуговым источником по от-
ношению к потоку металлической плазмы, обра-
зованной электродуговым источником в стацио-
нарном режиме.  

 
Таблица 2.1 – Элементный состав углерод-

ных покрытий, легированных цирконием и 
кремнием 

 

Концентрация элементов 
в покрытии, ат. % Покрытие

Частота 
следования 
импульсов, 

Гц 
С Zr O Si 

5 47,4 27,0 24,2 1,4 
10 82,1 7,6 8,5 1,8 C+Zr+Si
15 89,3 4,8 3,9 2,0 

 
 Кроме того, установлено, что с увеличением 
частоты следования импульсов концентрация 
кислорода в покрытии уменьшается. По всей 
видимости, это объясняется снижением интен-
сивности адсорбции атомов кислорода легирую-
щими элементами вследствие снижения их кон-
центрации в покрытии. При этом основным свя-
зывающим кислород элементом является цирко-
ний, так как концентрация кремния в покрытии 
не изменяется существенным образом. 

Средствами АСМ установлено, что субше-
роховатость и средний диаметр отдельных 
структурных образований углеродных покрытий, 
легированных цирконием, изменяются в доста-
точно широких пределах в зависимости от режи-
ма генерации углеродной плазмы (рисунок 2.1, 
таблица 2.2). Некоторые колебания отдельных 
параметров, характеризующих рельеф поверхно-
сти, могут объясняться присутствием капельной 
фазы в потоке металлической плазмы, генери-
руемом электродуговым источником. 

Методом РФЭС определены особенности 
химического состава полученных покрытий. Ана-
лиз пиков РФЭ спектров проводился методом их 
разложения при помощи функции Лоренца –
Гаусса на характерные полосы. С1s пик РФЭС 
композиционных углеродных покрытий разла-
гался на следующие компоненты (рисунок 2.2): 
C – Zr c энергией связи ~283,3 Csp2 с энергией 
связи ~284,4 эВ, Csp3 с энергией связи ~ 285,2 эВ 
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и С – O ~ 286,0 эВ [8]–[10]. Пик Zr3d расположен 
в области энергий 181−185 эВ [11] и имеет два 
достаточно интенсивных максимума, соответст-
вующих спин-орбитальным компонентам 3d-
уровней – 3d5/2 и 3d3/2 [12], которые можно раз-
ложить на 4 пика (рисунок 2) около 180, 182, 183, 
185 эВ. Первая пара пиков соотносится с Zr – С, 
а вторая – c Zr – O [9], [11], [12].  
 Смещение составляющих Zr3d пиков со-
гласно [9], [12] может быть обусловлено как из-
менением концентрации циркония в покрытии, 
так и условиями осаждения, в первую очередь, 
температурой подложки, влияющей на формиро-
вание аллотропных модификаций химических 
соединений циркония с кислородом. Необходимо 
отметить, что при использовании импульсного 
электродугового источника температура подложки 
повышается с возрастанием частоты следования 
импульсов [5].   

Анализ результатов обработки спектров 
РФЭС (таблица 2.3) показывает, что увеличение 
частоты следования импульсов приводит к воз-
растанию доли Csp3 компоненты C1s пика и 
уменьшению доли компоненты, соответствую-
щей Zr – С. Это объясняется снижением концен-
трации циркония, а, значит, и снижением содер-
жания карбида циркония в покрытии.  

Кроме этого, анализ Zr3d пика показывает, 
что если при частоте 5 Гц, относительная доля 
оксида циркония выше, чем доля карбида цирко-
ния (Zr – C / Zr – O менее 1), то с увеличением 
частоты следования импульсов цирконий нахо-
дится, главным образом, в виде карбида 
(Zr – C / Zr – O более 1). Данный факт может 
быть обусловлен увеличением температуры под-
ложки, вследствие повышения частоты следова-
ния импульса.  

 

  
C47,4% + Zr27,0% + Si1,4% 

 
C82,1% + Zr7,6% + Si1,8% 

 
C89,3% + Zr4,8% + Si2,0% 

 

Рисунок 2.1 – АСМ изображения поверхности углеродных покрытий, 
легированных цирконием и кремнием 

 

Таблица 2.2 – Морфологические параметры углеродных покрытий,  
       легированных цирконием и хромом 
 

Образец 
Средняя 

высота, нм 
Rms, 
нм 

Плотность 
зерен, шт. 

Средний 
диаметр 
зерен, нм 

C47,4%+Zr27,0%+Si1,4% 2,3 0,6 35 48 
C82,1%+Zr7,6%+Si1,8% 2,0 0,4 54 35 
C89,3%+Zr4,8%+Si2,0% 4,7 0,7 45 38 
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а) 

  

б) 

  

в) 

  
 С1s Zr3d 

Рисунок 2.2 – РФЭ спектры углеродных покрытий, легированных цирконием и кремнием: 
а) C47,4% + Zr27,0% + Si1,4% , б) C82,1% + Zr7,6% + Si1,8%, в) C89,3% + Zr4,8% + Si2,0% 

 

Анализ пика Si2p был затруднен высоким 
уровнем шумов, не позволяющих достоверно 
провести обработку.  

Результаты спектроскопии комбинационно-
го рассеяния (таблица 2.4) также свидетельству-
ют об уменьшении содержания sp2-гибридизиро-
ванных атомов углерода.  

Спектры комбинационного рассеивания уг-
леродных покрытий имеют пик, локализованный 
в области 1000–1800 см-1. Методика анализа уг-
леродного пика заключается в его разложении на 
две гауссианы: в диапазоне 1350–1400 см-1 рас-
положен D-пик, который соответствует матрице 
на основе sp2-гибридизированных атомов и  
содержащий sp3-гибридизированные атомы [13]; 
в диапазоне около 1560–1580 см-1 расположен  
G-пик, соответствующий sp2-гибридизированным 
атомам углерода [14]. 

Показано, что с увеличением частоты следо-
вания импульсов наблюдается уменьшение со-от-
ношения ID / IG. С увеличением содержания sp3-фа-
зы sp2-кластеры становятся меньше, углеродные 
кольца разрушаются на сегменты с цепочками 
C = C групп, а интенсивность D-пика, обусловлен-
ная модами ароматических sp2-колец, снижается 
[13]. Кроме того, положение G-пика смещается к 
1520 см-1, что связано с увеличением степени топо-
логической разупорядоченности графита. 

Изменение соотношения ID / IG может быть 
обусловлено не только изменением фазового 
соотношения sp3 / sp2 [15], но и смещением D-
пика вследствие изменения концентрации карби-
дов металла [16]. Легирование углеродных по-
крытий металлами в некоторых случаях может 
способствовать графитизации покрытия [17]. 
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Таблица 2.3 – Фазовый состав углеродных покрытий, легированных цирконием и кремнием, на 
основании анализа параметров их РФЭ спектров  

 

Покрытие Пики  
РФЭ  

спектра 

Тип  
связи 

Пик, эВ 
± 0,3 эВ 

Ширина, 
эВ 

Доля  
площади, %

Сsp3 / 
Сsp2 

С – Zr / 
Сsp3 + 
 Сsp2 

Zr – C / 
Zr – O 

С-Zr 283,3 0,9 17,6 
Сsp2 284,3 1,2 36,4 
Сsp3 285,2 1,0 36,2 

C1s 

C-O 286,0 0,8 9,8 
*Zr-C5/2 181,0 1,4 30,3 
*Zr-C3/2 182,0 1,5 13,7 
*Zr-O5/2 183,3 1,8 43,3 

C47,4% + 
Zr27,0% + 

Si1,4% 
Zr3d 

*Zr-O3/2 184,9 1,7 12,7 

0,99 0,24 0,79 

С-Zr 283,5 0,3 0,3 
Сsp2 284,6 1,0 41,1 
Сsp3 285,2 1,0 53,3 

C1s 

C-O 286,0 0,5 5,3 
*Zr-C5/2 180,5 1,2 4,7 
*Zr-C3/2 182,7 1,3 60,2 
*Zr-O5/2 184,5 0,8 10,5 

C82,1% + 
Zr7,6% + 
Si1,8% 

Zr3d 
*Zr-O3/2 185,2 1,0 24,6 

1,30 < 0,01 1,85 

С-Zr 283,4 0,4 1,4 
Сsp2 284,3 0,9 35,7 
Сsp3 285,0 1,1 59,1 

C1s 

C-O 285,9 0,6 3,8 
*Zr-C5/2 180,7 1,2 38,7 
*Zr-C3/2 182,2 1,8 23,1 
*Zr-O5/2 183,3 1,3 28,1 

C89,3% + 
Zr4,8% + 
Si2,0% 

Zr3d 
*Zr-O3/2 184,8 1,6 10,1 

1,66 < 0,01 1,61 

* – спин-дублет Zr 3d5/2, 3d3/2  

 

Таблица 2.4 – Параметры спектров КР углеродных покрытий, легированных цирконием и кремнием 
 

D-пик G-пик 
Образец 

Положение, см-1 Ширина, см-1 Положение, см-1 Ширина, см-1 
ID / IG 

C47,4%+Zr27,0%+Si1,4% 1391,9 265,4 1534,6 146,3 0,91 
C82,1%+Zr7,6%+Si1,8% 1383,85 259,1 1534,5 203,6 0,67 
C89,3%+Zr4,8%+Si2,0% 1361,7 220,2 1524,0 210,8 0,52 

 
Показано, что покрытия, сформированные 

при более высокой частоте следования импульсов 
источника углеродной плазмы (10 и 15 Гц) и име-
ющие низкое содержание циркония (7,6 ат. % и 
4,8 ат. %), характеризуются более высокими зна-
чениями модуля упругости Е и нанотвердости H 
по сравнению с покрытиями, сформированными с 
частотой следования импульсов 5 Гц с большим 
содержанием циркония (27 ат. %) (таблица 2.5).  

 
Таблица 2.5 – Механические характеристи-

ки кремний-углеродных покрытий, легирован-
ных хромом 

 

Образец 
H,  

ГПа 
E, МПа H / E 

C47,4% + Zr27,0% + Si1,4% 12,5 142,8 0,088 
C82,1% + Zr7,6% + Si1,8% 14,4 157,3 0,091 
C89,3% + Zr4,8% + Si2,0% 14,2 157,0 0,090 

 

Полученные данные находятся в соответст-
вии с результатами, приведенными в работе [18], 
и свидетельствуют о более высокой пластично-
сти покрытий с высоким содержанием циркония, 
что подтверждается увеличением соотношения 
H/E при снижении частоты следования импуль-
сов и уменьшении концентрации циркония. Кро-
ме этого, такое уменьшение пластичности может 
быть вызвано увеличением содержания класте-
ров из sp3-гибридизированных атомов углерода, 
что подтверждается результатами РФЭС, приве-
денными выше. 
 

Выводы 
Показано, что с увеличением частоты сле-

дования импульсов углеродной плазмы, содер-
жащей кремний, при стационарном режиме элек-
тродугового испарения циркония в композици-
онных углеродных покрытиях, их морфология, 
элементный и фазовый состав изменяется в дос-
таточно широких пределах.  
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Увеличение частоты следования импульсов 
источника углеродной плазмы и снижение кон-
центрации циркония приводит к увеличению со-
отношения sp3/sp2-гибридизированных атомов 
углерода и, как следствие, возрастанию нанот-
вердости покрытий. Показано, что при высокой 
концентрации циркония (27 % ат.) в композици-
онном покрытии, его больша́я доля находится в 
виде оксида, а при более низких значениях кон-
центрации (7,6 ат. % и 4,8 ат. %) – в виде карбида. 
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Аннотация. Разработана методика синтеза золь-гель пленок ITO с внедренными нанокристаллами ZnGa2O4:Cr3+, Yb3+ 
(YAGG:Cr3+, Yb3+), проявляющими длительное послесвечение на поверхности фотоэлектрического солнечного элемента. 
Интенсивность люминесценции для золь-гель пленки с нанокристаллами ZnGa2O4:Cr3+, Yb3+ имеет интенсивность на 
порядок ниже, чем для пленок ITO с нанокристаллами YAGG:Cr3+, Yb3+. Применение метода Печини обеспечивает 
интенсивность люминесценции пленок ITO с нанокристаллами YAGG:Cr3+, Yb3+ в 4 раза выше, чем метод химического 
осаждения. Нанокристаллы вводились в матрицу на основе ITO. In2O3:SnO2 (ITO) – полупроводник с шириной запре-
щенной зоны 3,0–4,3 эВ, обеспечивающий высокое пропускание в видимой области света. Тонкие пленки ITO исполь-
зуются в оптоэлектронике и микроэлектронике в качестве прозрачного проводящего контакта для ряда оптоэлектронных 
продуктов, включая солнечные элементы, светодиоды, лазерные диоды и плоские дисплеи. 
 
Ключевые слова: синтез пленок, золь-гель метод, тонкие пленки, солнечные элементы, функциональные структуры. 
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Abstract. The technique for the synthesis of sol-gel ITO films with embedded ZnGa2O4:Cr3+, Yb3+ (YAGG:Cr3+, Yb3+) 
nanocrystals exhibiting long-lasting afterglow on the surface of a photovoltaic solar cell has been developed. The luminescence 
intensity for a sol-gel film with ZnGa2O4:Cr3+, Yb3+ nanocrystals is an order of magnitude lower than for ITO films with 
YAGG:Cr3+, Yb3+ nanocrystals. The use of the Pechini method ensures the luminescence intensity of ITO films with 
YAGG:Cr3+, Yb3+ nanocrystals is 4 times higher than the chemical deposition method. Nanocrystals were introduced into an 
ITO-based matrix. In2O3:SnO2 (ITO) is a semiconductor with a band gap of 3.7–4.3 eV, providing high transmittance in the 
visible light region. ITO thin films are used in optoelectronics and microelectronics as a transparent conductive contact for a 
range of optoelectronic products, including solar cells, LEDs, laser diodes and flat panel displays. 
 
Keywords: film synthesis, sol-gel method, thin films, solar cells, functional structures. 
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Введение 
Прозрачные проводящие пленки (TCF) де-

сятилетиями использовались в оптоэлектронных 
устройствах в качестве прозрачного проводника 

из-за их высокого оптического пропускания и 
электропроводности. Каждый материал TCF 
имеет разные оптические и электрические свой-
ства, которые определяют характеристики 
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устройства: высокая прозрачность в сочетании с 
низким удельным сопротивлением, как у индия. 
Тонкие пленки ITO используются в оптоэлек-
тронике и микроэлектронике в качестве прозрач-
ного проводящего контакта для ряда оптоэлек-
тронных продуктов, включая солнечные элемен-
ты, светодиоды, лазерные диоды и плоские 
дисплеи. 

Стойкие люминесцентные материалы мож-
но использовать для повышения эффективности 
солнечных элементов. Этот тип люминесценции 
может длиться до нескольких часов, обычно при 
комнатной температуре, после прекращения дей-
ствия источников возбуждения. Наиболее при-
емлемый механизм можно качественно объяс-
нить процессом захвата-высвобождения элек-
трона, который возбуждается ультрафиолетовым 
или видимым светом. 

Введение нанокристаллов ZnGa2O4:Cr3+, 
Yb3+ и YAGG:Cr3+, Yb3+ с устойчивыми люми-
несцентными свойствами в золь ITO при низкой 
температуре термообработки позволяет получить 
покрытия, проявляющие стойкое свечение на 
поверхности солнечного элемента, при этом по-
крытия  имеют достаточную механическую 
стойкость для использования в солнечных бата-
реях. Для получения таких покрытий наноки-
сталлы ZnGa2O4:Cr3+, Yb3+ и YAGG:Cr3+, Yb3+ 
вводились в состав пленок на основе оксида ин-
дия-олова (ITO). 

В данной статье представлена методика по-
лучения прозрачных проводящих золь-гель пле-
нок, содержащих легирующие добавки. В каче-
стве таких добавок выбраны нанокристаллы с 
длительным послесвечением различного состава. 
 

1 Методика получения золь-гель пленок, 
содержащих нанокристаллы ZnGa2O4:Cr3+, 
Yb3+ (YAGG:Cr3+, Yb3+) 

Нанокристаллы ZnGa2O4:Cr3+, Yb3+ 
(YAGG:Cr3+, Yb3+) были получены следующим 
методом. Оксиды галия (Ga2O3) и иттрия (Yb2O3) 
растворяли в азотной кислоте (HNO3), а затем 
кипятили до полного выпаривания, после чего 
солевой остаток разводили в дистиллированной 
воде. В полученный прозрачный раствор добав-
ляли растворы ацетата цинка (Zn(O2CCH3)2 ) и 
нитрата хрома (Cr(NO3)3 – 3H2O ) и перемешива-
ли в течении часа при температуре 65–70° С до 
получения прозрачного раствора. Данный рас-
твор подвергали испарению и сушке при темпе-
ратуре 110° С до состояния ксерогеля. Ксерогель 
прокаливали в муфельной печи в течении пяти 
часов при температуре 800° С. Далее аморфный 
порошок отжигали в печи при температуре 
1000° С десять часов. Полученный порошок на-
нокристаллов ZnGa2O4:Cr3+, Yb3+ (YAGG:Cr3+, 
Yb3+) остужали и размалывали в мельнице до 
однородного состояния. Далее порошок 
нанокристаллов вводился в состав оксида индия-

олова. Схема получения нанокристаллов 
ZnGa2O4:Cr3+, Yb3+ приведена на рисунке 1.1. 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Схема получения нанокристаллов 
ZnGa2O4:Cr3+, Yb3+ (YAGG:Cr3+, Yb3+) 

 

 
 

Рисунок 1.2. – Методика формирования 
золь-гель покрытий с введением  
нанокристаллов YAGG:Cr3+, Yb3+ 

 
Для приготовления состава оксида индия-

олова (ITO) использовались химически чистый 
хлористый ангидрид двухвалентного олова 
(SnCl2), ацетат индия основной (In(CH3COO)3) и 
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изопропанол. На первой стадии SnCl2 и 
In(CH3COO)3 растворяли в изопропиловом спирте. 
Для однородного растворения прекурсоров рас-
твор держали в ультразвуковой ванне до полного 
растворения. После этого золь выдерживался при 
комнатной температуре (около 20°С) в течение 
нескольких суток до полного гидролиза компо-
нентов. Нанокристаллы ZnGa2O4:Cr3+, Yb3+ 
(YAGG:Cr3+, Yb3+) внедрялись в золь в концен-
трации 5 масс. % после гидролиза основных 
компонентов, после чего состав наносился на 
поверхность солнечного элемента методом цен-
трифугирования  при скорости вращения под-
ложки 6000 об/мин. Отжиг нанесенного покры-
тия проводился в муфельной печи при темпера-
туре 250–300° С в течении 60 минут. Межслой-
ный отжиг проводился при температуре 250° С. 
Состав был нанесен в количестве 5 слоев. Схема 
формирования золь-гель покрытий с нанокристал-
лами YAGG:Cr3+, Yb3+ приведена на рисунке 1.2. 
 

2 Результаты и обсуждение 
На рисунке 2.1 показаны спектры пропуска-

ния (Т) пленок ITO, нанесенных на стеклянную 
подложку, содержащую разное количество сло-
ев, отожженных при разных температурах. 

Пленки ITO, нанесенные на стекло, облада-
ют хорошим коэффициентом пропускания (75–
85%) в видимом и ближнем ИК-диапазонах. Бо-
лее длительный отжиг при 550° С приводит к 
небольшому смещению края полосы основного 
поглощения в коротковолновую сторону за счет 
уплотнения пленки и улучшения ее кристалличе-
ской структуры. Также спектры пропускания 
имеют осциллирующий характер, характерный 
для возникающих интерференционных эффектов 
в многослойных тонкопленочных структурах. 

 

Рисунок 2.1 – Спектры пропускания слоев ITO 
 

На рисунке 2.2 представлены значения 
удельного поверхностного сопротивления раз-
личных покрытий в зависимости от параметров 

их изготовления (температуры отжига и толщи-
ны пленок). 
 

 
 

 

Рисунок 2.2 – Удельное сопротивление слоев 
ITO в зависимости от температуры отжига и 

толщины слоя 
 

Из рисунка 2.2 видно, что увеличение числа 
слоев и повышение температуры отжига приво-
дят к незначительному снижению удельного по-
верхностного сопротивления. Заметное сниже-
ние удельного поверхностного сопротивления 
наблюдается при увеличении количества слоев и 
при дополнительном вакуумном отжиге при тем-
пературе 350° С. Дополнительный отжиг в ва-
кууме при температуре 350º С приводит к уплот-
нению пленки и, как следствие, к уменьшению 
удельного поверхностного сопротивления. 

На рисунке 2.3 представлены типичные 
АСМ-изображения поверхности образца ITO 
(топография, фазовый контраст, зернистость), 
площадь сканирования 4×4 мкм. 
 

Перед дополнительным вакуумным отжигом 

 
           а)                          б)                          в) 

После дополнительного вакуумного отжига 

 
           а)                          б)                          в) 

Рисунок 2.3 – АСМ-изображения поверхности 
образца ITO: а) топография, б) – фазовый 

контраст, в) зернистость 
 

Слой ITO образован равномерно распреде-
ленными сферическими зернами с четкими гра-
ницами между ними. Перед дополнительным ва-
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куумным отжигом на поверхности многослойной 
пленки ITO формируется плотный слой с харак-
терным размером зерна 120 нм и субшероховато-
стью 5,5 нм. Для сравнения отметим, что субше-
роховатость слоя образца ITO (6 слоев) на поли-
рованной поверхности кремния не превышает 3 
нм. После дополнительного вакуумного отжига 
структура уплотняется, размер зерна уменьшает-
ся до 70 нм, а субшероховатость до 4,2 нм, что 
хорошо согласуется с измерениями удельного 
сопротивления. Синтезированные слои обладали 
высокой адгезией к поверхности подложек. 

На рисунках 2.4–2.6 представлены спектры 
люминесценции композитов с нанокристаллами 
ZnGa2O4:Cr3+, Yb3+ (YAGG:Cr3+, Yb3+). Порошки, 
изготовленные методом Печини, характеризуют-
ся более интенсивной люминесценцией в диапа-
зонах 510–580 нм и 700–750 нм, что, по-
видимому, объясняется более сильной связью 
иона активатора с матрицей. Повышение кон-
центрации легирующих нанокристаллов выше 
0,5 масс. % снижало пропускание золь-гель 
пленки ниже чем до 80%, что является неприем-
лемым для прозрачного проводящего электрода. 

 

 
 

Рисунок 2.4 – Спектры люминесценции пленок ITO с нанокристаллами  
YAGG:Cr3+, Yb3+ (химическое осаждение): λвозб = 325 нм (1); λвозб = 435 нм (2) 

 

 
 

Рисунок 2.5 – Спектры люминесценции пленок ITO с нанокристаллами  
YAGG:Cr3+, Yb3+ (λвозб = 435 нм): химическое осаждение (1); Печини (2) 

 
На рисунке 2.6 показаны спектры люминес-

ценции при отжиге пленки на температурах 700, 
800 и 900° С. Из графика видно, что при увели-
чении температуры отжига растет интенсивность 
люминесценции композитов с нанокристаллами 
ZnGa2O4:Cr3+, Yb3+. Интенсивность люминесцен-
ции для золь-гель пленки с нанокристаллами 
ZnGa2O4:Cr3+, Yb3+ имеет интенсивность на по-

рядок ниже, чем для пленок ITO с нанокристал-
лами YAGG:Cr3+, Yb3+. Метод Печини обеспечи-
вает интенсивность люминесценции пленок ITO 
с нанокристаллами YAGG:Cr3+, Yb3+ в 4 раза 
выше, чем метод химического осаждения. 
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Рисунок 2.6 – Спектры люминесценции золь-гель 
пленок ITO с нанокристаллами  

ZnGa2O4:Cr3+, Yb3+: λвозб = 255 нм 
 
Ниже, на рисунке 2.7, представлены сол-

нечные элементы с нанесенными на них люми-
несцентными покрытиями. 

 

 
Рисунок 2.7 – Солнечные элементы с (а) и без 

люминесцентного покрытия (б) 
 

При удалении внешнего источника света 
солнечные элементы с дополнительно нанесен-
ным люминесцентным покрытием ITO с нанок-
ристаллами YAGG:Cr3+, Yb3+ сохраняли остаточ-
ное напряжение до 0,5 В в течение 30–60 минут. 
 

Заключение 
Разработана методика синтеза золь-гель 

пленок ITO:C с внедренными нанокристаллами 
ZnGa2O4:Cr3+, Yb3+ (YAGG:Cr3+, Yb3+), прояв-
ляющими длительное послесвечение на поверх-
ности фотоэлектрического солнечного элемента. 
Повышение концентрации легирующих нанок-
ристаллов выше 0,5 масс. % снижало пропуска-
ние золь-гель пленки ниже чем до 80%, что явля-
ется неприемлемым для прозрачного проводяще-
го электрода. При увеличении температуры 
отжига до 900 0С интенсивность люминесценции 
композитов с нанокристаллами ZnGa2O4:Cr3+, 
Yb3+ возрастала. Интенсивность люминесценции 
для золь-гель пленки с нанокристаллами 
ZnGa2O4:Cr3+, Yb3+ имеет интенсивность на по-
рядок ниже, чем для пленок ITO с нанокристал-
лами YAGG:Cr3+, Yb3+. Применение метода Пе-
чини обеспечивает интенсивность люминесцен-
ции пленок ITO с нанокристаллами YAGG:Cr3+, 
Yb3+ в 4 раза выше, чем метод химического 
осаждения. 
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СИНТЕЗ И СОРБЦИОННЫЕ СВОЙСТВА ПОКРЫТИЙ НА ОСНОВЕ 
ГИДРОКСИЭТИЛЦЕЛЛЮЛОЗЫ, ИНТЕРКАЛИРОВАННЫХ 

ИЗ ГАЗОВОЙ ФАЗЫ АНТИБАКТЕРИАЛЬНЫМ СОЕДИНЕНИЕМ 
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SYNTHESIS AND SORPTION PROPERTIES OF COATINGS BASED 
ON HYDROXYETHYL CELLULOSE INTERCALATED FROM THE GAS PHASE 

WITH ANTIBACTERIAL COMPOUNDS 

M.A. Yarmolenko1, Jiang Xiao Homg2, A.A. Rogachev3, A.V. Rogachev1, 
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Аннотация. Установлена высокая эффективность применения метода электронно-лучевого диспергирования при 
осаждении однокомпонентных и композиционных покрытий на основе гидроксиэтилцеллюлозы и октенидина, 
определена их молекулярная структура и свойства. Молекулярная структура покрытия на основе гидроксиэтилцеллю-
лозы содержит более высокую концентрацию C – O, C – C (sp3), C – OH связей в сравнении со структурой 
исходного органического соединения. Покрытие характеризуется высокой скоростью и монотонным характером 
высвобождения октенидина в водную среду. 
 
Ключевые слова: электронно-лучевое диспергирование, покрытие, гидроксиэтилцеллюлоза, октенидин, структура, 
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Введение 
Разработка новых составов и технологий 

формирования функциональных материалов, 
применяемых в качестве элементов имплантатов, 
является одним из активно развиваемых в по-
следнее время направлений исследований. Ис-
пользование в качестве основы композиционных 
материалов медицинского назначения природ-
ных, легко деградируемых в человеческом орга-
низме соединений, позволяет реализовать 

комплекс свойств, определяющий их высокий 
лечебный эффект. В числе таких перспективных 
материалов следует отметить покрытия на осно-
ве модифицированной целлюлозы, содержащие 
антибактериальные препараты [1]. В частности, 
перспективно применение слоев гидроксиэтил-
целлюлозы (ГЭЦ), которая в биологических сре-
дах полностью разлагается без образования ток-
сичных для живых существ промежуточных 
продуктов биохимических реакций [2]. При этом 
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гидроксиэтилцеллюлоза проявляет гипоаллер-
генные свойства и эффективно используется при 
гидрофилизации [3]. Данное соединение хорошо 
растворяется в воде, однако формирование на его 
основе композиционных высокодисперсных ма-
териалов, содержащих гидрофобные лекарствен-
ные препараты, растворными методами не пред-
ставляется возможным. В связи с этим выбор и 
обоснование технологических приемов форми-
рования таких слоев с заданными дисперсностью 
и распределением ингредиентов представляет 
практический и научный интерес.  

При формировании композиционных мате-
риалов путем осаждения из активной газовой 
фазы ограничения, связанные с различием хими-
ческих, теплофизических, термодинамических 
свойств компонентов не являются определяю-
щими [4]. Высокая универсальность данного ме-
тода достигается переводом молекулярных обра-
зований заданных веществ в летучее состояние, 
их активацией и последующим осаждением на 
поверхности с образованием конденсированных 
слоев. Структура, состав осажденных покрытий 
регулируются достаточно эффективно путем из-
менения условий и режима энергетического воз-
действия на стадии генерации летучих продук-
тов, их переноса в газовой среде, осаждения на 
поверхности. При этом исключается применение 
жидких сред, являющихся источником загрязнений.  

Основной целью настоящей работы являет-
ся оценка эффективности электронно-лучевого 
осаждения композиционных покрытий на основе 
гидроксиэтилцеллюлозы и октенидина, опреде-
ление их молекулярной структуры. 
 

1 Методика формирования покрытий и 
исследования 

Формирование композиционных покрытий 
на основе ГЭЦ и октенидина проводилось мето-
дом электронно-лучевого диспергирования с 
помощью устройства и методики, представлен-
ных в [5], [6]. Из-за ограниченной растворимости 
октенидина осаждение таких композиционных 
покрытий из раствора не осуществимо. В качест-
ве мишеней были использованы порошки гидро-
ксиэтилцеллюлозы и смеси ее с октенидином с 
массовым содержанием 1:1.  

В процессе нанесения покрытия регистри-
ровали изменение давления в вакуумной камере 
(начальное давление составляло 2·10–3 Па) и ско-
рость роста тонкого слоя с помощью кварцевого 
измерителя. Изменение условий генерации лету-
чих продуктов электронно-лучевого диспергиро-
вания осуществляли в одном технологическом 
цикле путем варьирования тока накала электрон-
ной пушки и величины ускоряющего напряжения.  

Молекулярную структуру нанесенных по-
крытий определяли методом ИК-спектроскопии 
на ИК-Фурье спектрофотометре Vertex-70 
(Bruker) с использованием стандартной МНПВО 

приставки (многократное нарушенное полное 
внутреннее отражение). При реализации данной 
методики покрытия из продуктов диспергирова-
ния осаждались на пленки металлизированного 
лавсана. Численная обработка спектров осущест-
влялась с помощью программы OPUS.  

Анализ химической структуры и элементно-
го состава покрытий проводили методом рентге-
новской фотоэлектронной спектроскопии (РФЭС). 
Измерения осуществляли на XPS-микрозонде 
PHI Quantera II Scanning XPS с использованием 
Al Kα в качестве источника монохроматического 
рентгеновского излучения (hν = 1486,6 эВ). РФЭС 
исследования выполняли при следующих пара-
метрах: 1) угол эмиссии электронов – 45°; 
2) область анализа составляла 100 мкм × 100 мкм; 
3) давление при проведении РФЭС-анализа соот-
ветствовало 1,9·10-7 Па. РФЭС анализ проводили 
с учетом рекомендаций, представленных в рабо-
тах [7], [8]. Перед измерением образцы подвер-
гали травлению ионами аргона для очистки по-
верхности покрытий от постороннего углерода. 
Параметры травления: время – 1 мин, ускоряю-
щее напряжение – 2 кВ, угол падения – 45°. 
Травление необходимо для очистки поверхности 
покрытия от постороннего углерода. Полосы 
РФЭ-спектров были обработаны с помощью при-
ложения OPUS. Для удаления фонового вклада 
использован метод Ширли. Аппроксимацию фо-
тоэлектронных линий производили с помощью 
функции Гаусса.  

ЯМР 1H спектры порошка ГЭЦ и покрытия 
на его основе получали с использованием спек-
трометра Bruker Avance 400 МГц. Растворителем 
являлся диметилсульфоксид. 

Кинетику высвобождения октенидина из 
композиционного покрытия в физиологический 
раствор устанавливали по методике, приведен-
ной в [9]. 
 

2 Результаты исследования и их обсуждение 
На начальных стадиях воздействия потока 

электронов на мишень с ГЭЦ и ее смеси регист-
рируется оплавление порошка. На данной стадии 
отсутствует заметное изменение давления в ва-
куумной камере, кварцевый измеритель толщи-
ны не фиксирует начало процесса нанесения по-
крытия (рисунок 2.1). Данные об изменении дав-
ления в вакуумной камере и скорости роста, по-
лученные при диспергировании мишеней при 
ускоряющем напряжении 1000 и 500 В и токе 
накала 10 А, свидетельствуют о практически ли-
нейной зависимости параметров нанесения от 
мощности потока электронов. Характер измене-
ния давления и скорости роста покрытий, в част-
ности, отсутствие индукционного начального 
периода, резкое снижение процесса генерации 
летучих продуктов диспергирования при выклю-
чении источника электронов указывают на пре-
имущественно нетепловой механизм генерации 
летучих продуктов диспергирования.  
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Рисунок 2.1 – Кинетические зависимости 
давления в камере и скорости роста покрытий 
при различных режимах электронно-лучевого 

диспергирования порошка ГЭЦ 
 

Анализ ИК-спектров покрытий на основе 
ГЭЦ, представленных на рисунке 2.2, показыва-
ет, что их молекулярная структура имеет много 
общего со структурой покрытий на основе мик-
рокристаллической целлюлозы (МКЦ) [9].  

При этом тонкий слой на основе ГЭЦ в 
сравнении с МКЦ не обладает способностью 
микрокристаллической целлюлозы интенсивно 
сорбировать влагу из атмосферы воздуха. На это 
указывают невысокие значения оптической 
плотности полосы в интервале 3700–3000 см-1 

(валентные колебания OH-групп). В области вол-
новых чисел 3000–2800 см-1 проявляются ва-
лентные колебания С – Н связей: полоса при 
2975 (–ОС2Н5), 2898, 2800 см-1 – СН3, при 2930 
см-1 – СН2, при 2873 см-1 – СН (третичный) [10], 
[11]. В интервале 1200–900 см-1 – валентные ко-
лебания С – О, С – О – С, С – С, С – ОН связей. 
Наибольшее значение оптической плотности в 
интервале 1200–900 см-1 характерно для валент-
ных колебаний С – О – С связей (1111 и 1070 см-1). 

Нагрев покрытия сопровождается десорб-
цией молекул адсорбированной влаги. На это 
указывает снижение оптической плотности по-
лос поглощения в области колебаний гидро-
ксильных групп (3700–3000) см-1 и при 1640 см-1 
(деформационные колебания молекул воды). 
Помимо десорбции влаги регистрируется проте-
кание процессов деструкции тонкого покрытия: 
постепенное повышение температуры до 150° С 
сопровождается монотонным снижением опти-
ческой плотности всех полос поглощения в ИК-
спектре. При температуре нагрева 190° С фикси-
руется рост поглощения во всем диапазоне вол-
новых чисел ИК-спектра покрытия. Исключением 
является область (3700–3000) см-1 и полоса при 
1640 см-1. Рост поглощения может быть связан с 
возникновением межмолекулярных сшивок (эфир-
ные связи) с участием этанольных заместителей. 

 

 
а) один цикл нагрева (нагрев от 25° С до 190° С и последующее охлаждение до 25° С) 

 

 
б) два цикла нагрева 

 

Рисунок 2.2 – ИК-спектры покрытия на основе ГЭЦ 
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Следует отметить, нагрев до 190°С покрытий на 
основе микрокристаллической целлюлозы со-
провождается разрушением эфирных связей и 
пиранозных циклов. Влияние кислорода может 
проявляться в повышении интенсивности по-
глощения С – Н связей в ИК-спектре. В частно-
сти, в работе [11] отмечено, что ацетилирование 
сопровождается повышением интенсивности 
полосы при 1380 см-1.  

При повторном отжиге было зафиксировано 
снижение оптической плотности всех полос по-
глощения. Результат косвенно подтверждает вы-
вод об образовании сшитой структуры.  

Проведено определение молекулярной 
структуры покрытий на основе ГЭЦ с помощью 
РФЭС (рисунок 2.3). Полосу C 1s раскладывали 
на оставляющие полосы в соответствии с моле-
кулярной структурой ГЭЦ: 284,7 эВ – C – C (sp2); 
285,5 эВ – C – O, C – C (sp3), C – OH; 286,4 эВ – 
C – O / C – OH [12]–[14]; 287,3 эВ – C = O [15], 
[16]; 288,5 эВ – C = O / –COOH [16], [17]; 
289,5 эВ – O – C = O [18]–[20].  

Молекулярная структура покрытия на осно-
ве ГЭЦ характеризуется более высоким содер-
жанием C – O, C – C (sp3), C – OH связей в срав-
нении со структурой исходного органического 
соединения. Результат может быть следствием 
разрушения молекул ГЭЦ с последующим окис-
лением углеводородных фрагментов. Содержа-
ние C – C (sp2) связей в молекулярной структуре 
покрытия не отличается от содержания анало-
гичных связей в структуре исходного ГЭЦ. Та-
ким образом, воздействие потока электронов не 
сопровождается возникновением ненасыщенных 

C = C связей и ароматических структур в осаж-
даемом покрытии. Следует отметить, что в про-
цессе электронно-лучевого воздействия цвет по-
рошка ГЭЦ в мишени меняется с белого на чер-
ный, что указывает на ее карбонизацию. Поэтому 
при нанесении покрытия на более поздней ста-
дии в молекулярной структуре наблюдается рост 
C – C (sp3) связей. Ранее уже было отмечено, что 
образование ароматических структур в мишени 
не характерно для процесса электронно-лучевого 
диспергирования ГЭЦ в вакууме.  

Наиболее заметным отличием структуры 
покрытия от структуры исходного соединения 
является более низкое содержание в тонком слое 
C = O связей. Высокое содержание карбониль-
ных групп в структуре порошка может быть обу-
словлено технологическими особенностями син-
теза ГЭЦ, присутствием следовых количеств 
низкомолекулярных фрагментов химических 
реагентов. При воздействии потока электронов 
на порошок ГЭЦ такие соединения легко десор-
бируются и удаляются системой откачки.  

Представленные на рисунке 2.3 РФЭС спек-
тры позволяют провести анализ структуры по-
крытия по толщине. Видно, что химический со-
став мишени при нанесении непрерывно меняет-
ся. Так, верхний слой покрытия сформирован 
фрагментами, образованными при наиболее дли-
тельном воздействии потока электронов на ГЭЦ. 
По этой причине содержание C – C (sp2) связей 
на поверхности покрытия выше, чем вблизи под-
ложки. При этом молекулярная структура по-
крытия, в целом, является относительно одно-
родной  по  толщине.  Это  может  быть  связано 

 

 
 

Рисунок 2.3 – РФЭ спектры ГЭЦ 
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с тем, что низкомолекулярные фрагменты дест-
рукции порошка ГЭЦ не способны конденсиро-
ваться на подложке. Образование низкомолеку-
лярных фрагментов деструкции ГЭЦ происходит 
при длительном воздействии потока электронов 
на органическое соединение.  

Отжиг сопровождается частичной деструк-
цией молекулярной структуры покрытия, кото-
рая является причиной изменения концентрации 
пиранозных циклов, эфирных связей и этаноль-
ных заместителей. Деструкция сопровождается 
также последующим окислением углеводород-
ных фрагментов. Косвенно на это указывает рост 
содержания С = О связей. Отметим, что данные 
результаты согласуются с данными ИК-спектро-
скопии. 

Анализ результатов 1Н ЯМР спектроско-
пии, представленных на рисунке 2.4, показывает, 
что отличия спектров исходной ГЭЦ и покрытия 
фиксируются в области 3,3–3,2 ppm, 2,1–1,3 ppm. 
 

 
 

Рисунок 2.4 – 1H ЯМР спектры ГЭЦ 
 

Широкие пики между 3,20 и 3,30 ppm были 
приписаны сигналам трех протонов (H2, H3 и 
H4) в ангидроглюкозных единицах (AGU). В 1Н 
ЯМР спектре покрытия отсутствуют полосы при 
2,1, 1,6 и 1,3 ppm, которые могут быть соотнесены 
с протонами метиленовых, метильных, ацетатных 
и эфирных групп боковых заместителей [21]–[23]. 
Результаты 1Н ЯМР спектроскопии также указы-
вают на частичную деструкцию пиранозных цик-
лов и боковых заместителей (–CH2CH2OH).  

Согласно данных ЯМР спектроскопии, воз-
действие потока электронов на ГЭЦ не сопрово-
ждается интенсивной деструкцией молекулярной 
структуры высокомолекулярного соединения.  

В ИК-спектре композиционного покрытия 
на основе ГЭЦ и октенидина присутствуют все 
полосы поглощения, характерные для исходных 
компонентов мишени (рисунок 2.5). По этой при-
чине композиционный слой можно рассматри-
вать как высокодисперсную механическую смесь 
исходных компонентов. 

Характер межфазного взаимодействия в 
значительной степени определяет особенности 
высвобождения антибактериальных лекарствен-
ных компонентов из композиционного слоя (ри-
сунок 2.6). Если при нахождении покрытия окте-
нидина после двух часов нахождения покрытия в 
физиологическом растворе концентрация окте-
нидина выходит на «плато» и в течение после-
дующих 9 часов фиксируются периодические 
изменения концентрации относительно устано-
вившегося значения «насыщения», то при введе-
нии октенидина в матрицу гидроксиэтилцеллю-
лозы характер высвобождения существенно из-
меняется: концентрация препарата монотонно 
повышается в процессе выдержки в растворе. 
При описании кинетики высвобождения октени-
дина из композиционного слоя моделью Peppas-
Korsmeyer показатель экспоненты n = 0,29. 
 

 
1 – покрытие ГЭЦ + октенидин; 
2 – покрытие на основе ГЭЦ; 
3 – покрытие на основе октенидина; 

 

Рисунок 2.5 – ИК-спектры покрытий на основе 
ГЭЦ и октенидина 

 

 
               a) покрытие октенидина;             б) – покрытие ГЭЦ + октенидин; в) – покрытие (ГЭЦ +  
                                                                                                                                поликапролактон) + октенидин 

Рисунок 2.6 – Изменение концентрации октенидина в физиологическом растворе 
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Монотонное высвобождение октенидина в 
водную среду с показателем экспоненты в моде-
ли Peppas – Korsmeyer n = 0,29 фиксируется и из 
композиционного покрытия (ГЭЦ + поликапро-
лактон) + октенидин (рисунок 2.6, в). При этом 
скорость высвобождения лекарственного соеди-
нения заметно ниже скорости его высвобожде-
ния из тонкого слоя на основе ГЭЦ + октенидин. 
Отмеченное может быть связано со структурой 
композиционного слоя, а также с особенностями 
процесса электронно-лучевого диспергирования 
многокомпонентной смеси. Наличие сильного 
межмолекулярного взаимодействия (водородных 
связей) между фрагментами органических высо-
комолекулярных соединений препятствует быст-
рому высвобождению лекарства.  

 

Заключение 
Определены закономерности формирования 

покрытий гидроксиэтилцеллюлозы и композици-
онных слоев на ее основе и октенидина методом 
электронно-лучевого диспергирования, их моле-
кулярная структура и свойства. Установлено, что 
при воздействии потока низкоэнергетических 
электронов на ГЭЦ регистрируется квазистацио-
нарная генерация летучих продуктов, давление в 
камере и скорость осаждения которых практиче-
ски линейно зависит от мощности потока элек-
тронов. Осажденные слои имеют молекулярную 
структуру близкую к структуре исходных соеди-
нений. В покрытиях отмечается наличие межмо-
лекулярных сшивок с участием этанольных за-
местителей, окисление углеводородных фраг-
ментов. При этом электронно-лучевое воздейст-
вие не сопровождается возникновением ненасы-
щенных C = C связей и ароматических структур. 
Покрытия по своему химическому составу явля-
ются достаточно однородными по толщине. Во 
внешних слоях покрытие содержит более высо-
кую концентрацию C–C (sp3) связей. Термиче-
ская обработка тонкого слоя сопровождается 
формированием сшитой структуры. 

Композиционные покрытия ГЭЦ + октени-
дин в отличие от однокомпонентных слоев окте-
нидина характеризуются высокой скоростью и 
монотонным характером растворения октениди-
на в водных средах. Монотонное высвобождение 
октенидина в водную среду фиксируется и из 
композиционного покрытия (ГЭЦ + поликапро-
лактон) + октенидин. При этом скорость высво-
бождения лекарственного соединения заметно 
ниже скорости его высвобождения из тонкого 
слоя на основе ГЭЦ + октенидин, что свидетель-
ствует о проявлении более сильного межмолеку-
лярного взаимодействия (образовании водород-
ных связей) между фрагментами органических 
высокомолекулярных соединений.  
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Введение 
Данная статья, посвящённая изучению сте-

пеней элементов в полиадических группах спе-
циального вида, является продолжением статей 
[1], [2] и составляет с ними единое целое. В связи 
с этим нумерация разделов в настоящей статье 
продолжает нумерацию разделов в [2]. Сохраня-
ется преемственность в отношении соглашений, 
определений и обозначений из [1], [2], все они 
остаются в силе и в новой статье. 

 
5 Случай циклической подстановки 
В формулировке следующей теоремы, в от-

личие от теоремы 3.2, обратные последователь-
ности явно не присутствуют. 

Теорема 5.1. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3),  – подстановка из Sk порядка d, 
l = td + 1 для некоторого натурального t, ν < 0, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной 
группы < Ak, s, , k > 
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Доказательство. По теореме 3.2, если ν ˂ 0, то 
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где последовательности 1
j
  определяются ра-

венством (3.7). Заменив в этом равенстве каждую 
последовательность 
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 соответствую-

щей левой частью jr равенства (5.1), видим, что 
1

j
  = j(d–1) 1 ( )d j

a 
  j1 ( ) ,ja  

то есть  
1

j
  = βj.                          (5.4) 

Если в (5.1) r = 0, то, считая подстановку 0 тож-
дественной, имеем 

j0 = 

3

j j

n

a a






, j = 1, , k.            (5.5) 

Подставляя (5.4) и (5.5) в (5.3), получим (5.2).     

Если порядок подстановки  делит n – 1, то 
теорема 5.1 позволяет сформулировать ещё одну 
теорему. 

Теорема 5.2. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3),  – подстановка из Sk порядка d, 
n = pd + 1 для некоторого натурального p, ν < 0, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной 
группы < Ak, s, , k > 
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Ввиду равенства [-1]a  = a , из теорем 5.1 и 5.2 
при ν = – 1 вытекают соответствующие результа-
ты о косых элементах из [3, теоремы 2.1 и 2.2]. 

Так как цикл длины k из Sk имеет порядок k, 
то, полагая в теоремах 5.1 и 5.2  – цикл длины k 
из Sk, получим ещё две теоремы. 

Теорема 5.3. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3),  – цикл длины k из Sk, l = tk + 1 для 
некоторого натурального t, ν < 0, a = (a1, , ak) – 
произвольный элемент l-арной группы < Ak, s, , k >, 
jr = 

( ) ( )

3

r rj j

n

a a
 






, j = 1, , k, r = 0 ,1, , k – 1, 

βj = j(k–1) 1 ( )k j
a 

  j1 ( )ja . 

Тогда 

a[ν] = ((β1 1 10 1 1 10 1

1tv

a a
 

    ),  

, (βk 0 0

1

k k k k k k

tv

a a
 

    )). 

Теорема 5.4. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3),  – цикл длины k из Sk, n = pk + 1 для 
некоторого натурального p, ν < 0, a = (a1, , ak) – 
произвольный элемент l-арной группы < Ak, s, , k >, 
jr = 

( ) ( )

3

r rj j

n

a a
 






, j = 1, , k, r = 0 ,1, , k – 1, 

βj = j(k–1) 1 ( )k j
a 

  j1 ( )ja . 

Тогда 

a[ν] = ((β1 1 10 1 1 10 1

1spv

a a
 

    ),  

, (βk 0 0

1

k k k k k k

spv

a a
 

    )). 

Из теорем 5.3 и 5.4 при ν = – 1 вытекают со-
ответствующие результаты о косых элементах из 
[3, теоремы 2.3 и 2.4]. 

Если в теореме 5.3 (в теореме 5.4) положить 
k = n – 1, то t = s (p = 1) и получим следующую 
теорему. 

Теорема 5.5. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3),  – цикл длины n – 1 из Sn–1, ν < 0, 
a = (a1, , an–1) – произвольный элемент l-арной 
группы < An–1, s, , n–1 >, 

jr = 
( ) ( )

3

r rj j

n

a a
 






, 

j = 1, ,  n – 1, r = 0 ,1, , n – 2, 

βj = j(n–2) 2 ( )n j
a 

  j1 ( )ja . 

Тогда 

a[ν] = ((β1 1 10 1 1 10 1

1s

a a
 

    ),  

, (βn–1 1 ( 1)0 1 1 ( 1)0 1

1

n n n n n n

s

a a     

 

   


)). 

Из теоремы 5.5 при ν = – 1 вытекает резуль-
тат о косых элементах из [3, следствие 2.1]. 

 Если в теореме 5.3 положить k = l – 1, то 
t = 1. Поэтому из этой теоремы вытекает 

Теорема 5.6. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3),  – цикл длины l – 1 из Sl–1, ν < 0, 
a = (a1, , al–1) – произвольный элемент l-арной 
группы < Al–1, s, , l–1 >, 

jr = 
( ) ( )

3

r rj j

n

a a
 






, 

j = 1, , l – 1, r = 0 ,1, , l – 2, 

βj = j(l–2) 2 ( )l j
a 

  j1 ( )ja . 

Тогда 

a[ν] = ((β1 1 10 1 1 10 1

1

a a


    ),  

, (βl–1 1 ( 1)0 1 1 ( 1)0 1

1

l l l l l la a     



   


)). 

Из теоремы 5.6 при ν = – 1 вытекает резуль-
тат о косых элементах из [3, следствие 2.2]. 

Если в теореме 5.1  = (i j) – транспозиция 
из Sk, то d = 2, r = 0, 1, 

βj = j1 ( )ja  = ( ) ( )

3

j j

n

a a 




 ia  = 

3

i i

n

a a


 ia  = i0 ia , 

βi = i1 ( )ia  = ( ) ( )

3

i i

n

a a 




 ja  = 

3

j j

n

a a




 ja  = j0 ja . 

Кроме того, так как l – 1 = s(n – 1) = 2t, то по 
предложению 3.1 для m ≠ i, m ≠ j имеем 

bm = (
( 3)( 2 1)

m m

n t

a a
   


2 1

m m

t

a a
  

 ). 

Поэтому из теоремы 5.1 вытекает 
Следствие 5.1. Пусть < A,  > – n-арная груп-

па (n  3), (i j) – транспозиция из Sk, s(n – 1) = 2t 
для некоторого натурального t, ν < 0, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной 
группы < Ak, s, (ij), k >. Тогда a[ν] = (b1, , bk), где 

bj = (i0 ia 0 0 0 0

1

j j i i j j i i

tv

a a a a

 

   


), 

bi = (j0 ja 0 0 0 0

1

i i j j i i j j

tv

a a a a

 

   


), 

bm = (
( 3)( 2 1)

m m

n t

a a
   


2 1

m m

t

a a
  

 ), m ≠ i, m ≠ j. 

 
6 Цикл (12  d) 
Конкретизируем полученные результаты 

для цикла  = (1 2  d)  Sk. 
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Теорема 6.1. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3), d ≤ k, (1 2  d)  Sk, l = td + 1 для неко-
торого натурального t, ν < 0, a = (a1, , ak) – про-
извольный элемент l-арной группы < Ak, s, (12  d), k >, 
j0 =

3

j j

n

a a






, j1= 1 1

3

j j

n

a a 






,, j(d–j)=
3

d d

n

a a


 , 

j(d–j+1) = 1 1

3n

a a


 ,,j(d–1) = 1 1

3

j j

n

a a 






,  (6.1) 

βj = j(d–1) 1ja  j(d–j+1) 1a j(d–j) da j1 1ja  . (6.2) 

Тогда 

a[ν] = ((β1 1 10 1 1 10 1

1tv

a a
 

    ),  

, (βk 0 0

1

k k k k k k

tv

a a
 

    )).         (6.3) 

Доказательство. Так как порядок подста-
новки (12  d) равен d, то по теореме 5.1 спра-
ведливо равенство (6.3), где 

βj = j(d–1) 1 ( )d j
a 

  j1 ( )ja .           (6.4) 

jr= ( ) ( )

3

r rj j

n

a a
 






, j=1,,k, r = 0 ,1, , d – 1. (6.5) 

А так как  = (12  d), то 
(j) = j + 1, 

2(j) = ((j)) = (j + 1) = j + 2, 
 

d–j(j) = (d–1–j(j)) = (d – 1) = d, 
d+1–j(j) = (d–j(j)) = (d) = 1, 

 
d–1(j) = (d–2(j)) = (j – 2) = j – 1, 
d(j) = (d–1(j)) = (j – 1) = j. 

Поэтому последовательности j0, j1, , j(d–1), 
определяемые равенствами (6.5), принимают вид 
(6.1), а правая часть равенства (6.4) совпадает с 
правой частью равенства (6.2)                                

Если порядок d цикла (12  d) делит n – 1, 
то теорема 6.1 позволяет сформулировать ещё 
одну теорему. 

Теорема 6.2. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3), d ≤ k, (12  d)  Sk, n = pd + 1 для не-
которого натурального p, ν < 0, a = (a1, , ak) – 
произвольный элемент l-арной группы 
< Ak, s, (12  d), k >. Тогда 

a[ν] = ((β1 1 10 1 1 10 1

1spv

a a
 

    ),  

, (βk 0 0

1

k k k k k k

spv

a a
 

    )), 

где последовательности βj и j0, j1, , j(d–1) 
определяются соответственно равенствами 
(6.1) и (6.2). 

Из теорем 6.1 и 6.2 при ν = – 1 вытекают со-
ответствующие результаты о косых элементах из 
[3, теоремы 2.5 и 2.6]. 

Следующие две теоремы получаются из 
теорем 6.1 и 6.2, если в них положить d = k. 

Теорема 6.3. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3), l = tk + 1 для некоторого натурального 
t, ν < 0, a = (a1, , ak) – произвольный элемент 
l-арной группы < Ak, s, (12  k), k >, 
j0 =

3

j j

n

a a






, j1= 1 1

3

j j

n

a a 






,j(k–j)=
3

k k

n

a a


 , 

j(k–j+1) = 1 1

3n

a a


 ,,j(k–1) = 1 1

3

j j

n

a a 






,  (6.6) 

βj = j(k–1) 1ja  j(k–j+1) 1a j(k–j) ka j1 1ja  . (6.7) 

Тогда 

a[ν] = ((β1 1 10 1 1 10 1

1tv

a a
 

    ),  

, (βk 0 0

1

k k k k k k

tv

a a
 

    )). 

Теорема 6.4. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3), n = pk + 1 для некоторого натурально-
го p, ν < 0, a = (a1, , ak) – произвольный эле-
мент l-арной группы < Ak, s, (12  k), k >. Тогда 

a[ν] = ((β1 1 10 1 1 10 1

1spv

a a
 

    ),  

, (βk 0 0

1

k k k k k k

spv

a a
 

    )), 

где последовательности βj и j0, j1, , j(k–1) 
определяются соответственно равенствами 
(6.6) и (6.7). 

Из теорем 6.3 и 6.4 при ν = – 1 вытекают со-
ответствующие результаты о косых элементах из 
[3, теоремы 2.7 и 2.8]. 

Следующая теорема получается из теоремы 
6.3, если в ней положить k = n – 1. 

Теорема 6.5. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3), ν < 0, a = (a1, , an–1) – произвольный 
элемент l-арной группы < An–1, s, (12  n–1), n–1 >, 

j0 =

3

j j

n

a a






, j1= 1 1

3

j j

n

a a 






, 

, j(n–1–j)= 1 1

3

n n

n

a a 



 , 

j(n–j) = 1 1

3n

a a


 ,,j(n–2) = 1 1

3

j j

n

a a 






, 

βj = j(n–2) 1ja  j(n–j) 1a j(n–1–j) 1na  j1 1ja  . 

Тогда 

a[ν] = ((β1 1 10 1 1 10 1

1sv

a a
 

    ),  

, (βn–1 1 ( 1)0 1 1 ( 1)0 1

1

n n n n n n

sv

a a     

 

   


)). 

Из теоремы 6.5 при ν = – 1 вытекает резуль-
тат о косых элементах из [3, теорема 2.9]. 

Следующая теорема вытекает из теоремы 
6.3, если в ней положить k = l – 1. Она же может 
быть доказана аналогично теореме 6.1, если вос-
пользоваться теоремой 5.6. 

Теорема 6.6. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3), ν < 0, a = (a1, , al–1) – произвольный 
элемент l-арной группы < Al–1, s, (12  l–1), l–1 >, 
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j0 =

3

j j

n

a a






, j1= 1 1

3

j j

n

a a 






,j(l–1–j)= 1 1

3

l l

n

a a 



 , 

j(l–j) = 1 1

3n

a a


 , , j(l–2) = 1 1

3

j j

n

a a 






, 

βj =j(l–2) 1ja  j(l–j) 1a j(l–1–j) 1la  j1 1ja  . 

Тогда 

a[ν] = ((β1 1 10 1 1 10 1

1v

a a
 

    ),  

, (βk 1 ( 1)0 1 1 ( 1)0 1

1

l l l l l l

v

a a     

 

   


)). 

Из теоремы 6.6 при ν = – 1 вытекает резуль-
тат косых элементах из [3, теорема 2.10]. 

Тернарный случай. Следующее следствие 
вытекает из теоремы 5.1, если в ней положить n = 3. 

Следствие 6.1. Пусть < A,  > – тернарная 
группа,  – подстановка из Sk порядка d, 2s = td 
для некоторого натурального t, ν < 0, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент (2s + 1)-ар-
ной группы < Ak, s, , k >. Тогда 

a[ν] = (( 1 (1)da 
  (1)a  

1 11 (1) 1 (1)(1) (1)

1

d d

t

a a a a a a   

 

  


), 

 

( 1 ( )d k
a 

  ( )ka  

1 1( ) ( )( ) ( )

1

d dk k k kk k

t

a a a a a a   

 

  


)). 

Следующее следствие вытекает из следст-
вия 6.1, если в нём положить, d = 2. 

Следствие 6.2. Пусть < A,  > – тернарная 
группа,  – подстановка из Sk порядка 2, ν < 0, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент (2s + 1)-ар-
ной группы < Ak, s, , k >. Тогда 

a[ν] = (( (1)a 1 (1) 1 (1)

1s

a a a a 

 




),  

, ( ( )ka ( ) ( )

1

k k k k

s

a a a a 

 




)). 

Следующее следствие вытекает из следст-
вия 6.1, если в нём положить  – цикл длины k. 

Следствие 6.3. Пусть < A,  > – тернарная 
группа,  – цикл длины k из Sk, 2s = tk для неко-
торого натурального t, ν < 0, a = (a1, , ak) – 
произвольный элемент (2s + 1)-арной группы 
< Ak, s, , k >. Тогда 

a[ν] = (( 1 (1)ka 
  (1)a  

1 11 (1) 1 (1)(1) (1)

1

k k

t

a a a a a a   

 

  


), 

 

( 1 ( )k k
a 

  ( )ka  

1 1( ) ( )( ) ( )

1

k kk k k kk k

t

a a a a a a   

 

  


)). 

Следующее следствие можно извлечь из 
следствия 6.2, если в нём положить,  – транспо-
зиция из Sk. Оно же вытекает из следствия 5.1. 

Следствие 6.4. Пусть < A,  > – тернарная 
группа, k ≥ 3,  = (i j) – транспозиция из Sk, ν < 0, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент (2s + 1)-ар-
ной группы < Ak, s, (ij), k >. Тогда a[ν] = (b1, , bk), где 

bj = ( ia

1

j i j i

s

a a a a

 




), bi = ( ja

1

i j i j

s

a a a a

 




), 

bm = (
2 1

m m

s

a a
  

 ), m ≠ i, m ≠ j. 

Следующее следствие вытекает из теоремы 
6.1, если в ней положить n = 3. 

Следствие 6.5. Пусть < A,  > – тернарная 
группа, d ≤ k, (1 2  d)  Sk, 2s = td для некото-
рого натурального t, ν < 0, a = (a1, , ak) – про-
извольный элемент (2s + 1)-арной группы 
< Ak, s, (12  d), k >. Тогда 

a[ν] = ((β1 1 1 1 1

1tv

a a
 

  ), , (βk

1

k k k k

tv

a a
 

  )), 

где 

βj = 1ja    1a da   1ja  . 

Следующее следствие можно извлечь из 
следствия 6.5, если в нём положить,  – транспо-
зиция (1 2) из Sk. Оно же вытекает из следствия 
6.4. 

Следствие 6.6. Пусть < A,  > – тернарная 
группа, (1 2)  Sk, ν < 0, a = (a1, , ak) – произ-
вольный элемент (2s + 1)-арной группы 
< Ak, s, (12), k >. Тогда a[ν] = (b1, , bk), где 

b1 = (( 2a 1 2 1 2

1vs

a a a a


 ), b2 = ( 1a 2 1 2 1

1vs

a a a a


 )), 

bm = (
2 1

m m

s

a a
  

 ), m ≠ 1, m ≠ 2. 
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Введение  
Все рассматриваемые в работе группы яв-

ляются конечными. 
Кегель в 1962 году в работе [1] предложил 

следующую концепцию p-субнормальной под-
группы: для данного простого числа p подгруппа 
H группы G называется p-субнормальной в G 
(при этом пишут ),pH G  если ( )pH P Syl H   

для любой силовской p-подгруппы P группы G. 
В этой же работе он выдвинул следующую гипо-
тезу: подгруппа H конечной группы G является 
субнормальной в G тогда и только тогда, когда 
она p-субнормальна для любого простого числа p. 

Виландт в 1980 году (см. [2]), когда класси-
фикация конечных простых групп была практи-
чески завершена, включил эту гипотезу в список 
наиболее важных проблем, требующих решения 
после завершения классификации. Поэтому с тех 
пор эту гипотезу называют проблемой Кегеля – 
Виландта. 
 Полное решение гипотезы Кегеля – Ви-
ландта, опирающееся на классификацию конеч-
ных простых групп, было получено Кляйдманом 
в 1991 году [3]. 
 Пусть { | }i i I     – некоторое разбиение 

множества   всех простых чисел, т. е. 

i I i    и i j     для всех .i j  Пусть  

G – -полная группа, т. е. G обладает по крайней 
мере одной холловой i -подгруппой для любого 

.i I  Для i I  мы пишем ,
i

H G  если H – та-

кая подгруппа группы G, что ( )
iiH S Hall H   

для любой холловой i -подгруппы iS  группы G. 

В [4] (см. вопрос 19.86) А.Н. Скиба сформу-
лировал следующий аналог гипотезы Кегеля –
Виландта для -субнормальных подгрупп.  

-Проблема Кегеля – Виландта: Верно ли, 
что подгруппа H -полной группы G является 
-субнормальной в G, если 

i
H G  для любого 

.i I  
Концепция σ-субнормальности, развиваю-

щая идею субнормальной подгруппы, предложе-
на А.Н. Скибой в [5]. Эта концепция базируется 
на следующем определении. 

Для заданного разбиения  множества всех 
простых чисел подгруппа H группы G называет-
ся -субнормальной в G, если существует цепь 
подгрупп 0 1 ... nH H H H G      такая, что 

для каждого 1, 2,...,i n  либо подгруппа 1iH   

нормальна в ,iH  либо группа 1/ ( )
ii H iH Core H   

является j -группой для некоторого .j I  

МАТЕМАТИКА
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Понятно, что подгруппа H субнормальна в 
G тогда и только тогда, когда она σ-
субнормальна в G для минимального разбиения 

{{2},{3},{5},...}.   Поэтому для минимального 

разбиения σ-проблема Кегеля – Виландта пре-
вращается в проблему Кегеля – Виландта. 

В настоящее время -проблема Кегеля –
Виландта решена для минимального разбиения 
(см. [3]), а также для произвольного бинарного 
разбиения (см. [6]; разбиение  называется би-
нарным, если { , }     для некоторого множе-

ства   простых чисел). Кроме того, из работы 
[7] следует, что -проблема Кегеля – Виландта 
имеет положительное решение для разбиения 

{{2,3},{5},{7},...}.   

В данной работе -проблема Кегеля – Ви-
ландта решается для разбиения {{2},{3},{2,3} }.   

Наша главная цель – доказательство следующей 
теоремы. 

Теорема A. Пусть {{2},{3},{2,3} }.   Под-

группа H группы {2,3}G E   является -субнор-

мальной в G тогда и только тогда, когда выпол-
няются следующие условия: (1) 2 ;H G   
(2) 3 ;H G  (3) {2,3} .H G  

Доказательство теоремы А опирается на 
следующую теорему B, имеющую самостоятель-
ное значение. 

Теорема B. Пусть G – простая неабелева 
группа и М – ее холлова подгруппа. Если 
| : | 2 3 ,G M     где 2,   1,   то имеет ме-

сто одно из следующих утверждений:  
(1) 5 2 2(4) (5),G A SL PSL    5 ;M Z  

(2) 6 2 (9),G A PSL   5 ;M Z  

(3) 2 3(7) (2),G PSL SL   7 ;M Z  

(4) 2 (8),G SL  7 ;M Z  

(5) 2 (17),G PSL  17 ;M Z  

(6) 3 (3),G SL  13;M Z  

(7) 3 (3),G SU  7 ;M Z  

(8) 4 4(2) (3),G PSU PSp   5 ;M Z  

(9) 11,G M  11 5: ;M Z Z  

(10) 12 ,G M  11 5: ;M Z Z  

(11) 2 ( ),G PSL q  ,nq p  5,p   M содер-

жится в подгруппе Бореля группы 2 ( ).PSL q  

Ключом к доказательству теоремы B явля-
ется теорема 1.1 из [8], описывающая простые 
группы, которые содержат подгруппу, индекс 
которой имеет в точности два различные про-
стые делители. 

 
1 Определения и предварительные ре-

зультаты 
В работе используются определения и обозна-

чения, принятые в [9]. Что касается терминологии 

теории -субнормальных подгрупп, то мы отсы-
лаем читателя к работе [5]. 

Будем использовать следующие обозначения: 
– если p – простое число, то pG  – силовская 

p-подгруппа группы G и ( )pSyl G  – множество 

всех силовских p-подгрупп группы G; 
– если   – некоторое множество простых 

чисел, то ( )Hall G  – множество всех холловых 

 -подгрупп группы G;  
– E  – множество всех групп, обладающих 

холловыми  -подгруппами;  
– если { | }i i I     – разбиение множества 

  всех простых чисел и n – натуральное число, 
то ( ) { ( ) | , ( ) };i in n i I n          

– ( ) (| |);G G    

– nZ  – циклическая группа порядка n; 

– если A и B – подгруппы группы G, то 
:A B  – их полупрямое произведение. 

Мы будем использовать следующий результат. 
Лемма 1.1 [10, теорема 3.1]. Пусть G – 

группа Шевалле нормального или скрученного 
типа, определенная над полем характеристики 
p. Пусть A – собственная холлова  -подгруппа 
группы G, причем   содержит p, но не содер-
жит 3. Тогда либо 2,p   либо 2  и A содер-

жится в подгруппе Бореля группы G.  
Нам понадобятся также следующие теоре-

тико-числовые результаты из [11].  
Лемма 1.2. Пусть p и q – простые числа 

такие, что 1m np q   для некоторых нату-

ральных m и n. Тогда имеет место одно из сле-
дующих утверждений: 

(1) 2,q   3,p  3n   и 2;m   

(2) 2,q   1,m   n – степень числа 2 и 

1np q   – простое число Ферма; 

(3) 2,p   1n   и 1mq p   – простое чис-

ло Мерсенна, в частности, m – простое число. 
Для натуральных чисел n и b простое число 

d, делящее 1nb  , называется примитивным про-

стым делителем числа 1nb   (или, иначе, при-
митивным по отношению к паре { , }n b ), если d 

делит 1nb  , но d не делит 1ib   для всех 1 i n  . 
Лемма 1.3. Для натуральных чисел n и b 

справедливы следующие утверждения: 
(1) Существует примитивный простой де-

литель числа 1,nb   кроме случаев ( , ) (2,6)b n   

или b – простое число Мерсенна и 2.n   
(2) Каждый примитивный простой дели-

тель p числа 1nb   не меньше 1.n   Кроме того, 

если 1,p n   то 2p  делит 1,nb   за исключе-

нием следующих случаев: 
(i) 2n   и {2 1,  3 2 1};s sb     
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(ii) 2b   и {4,6,10,12,18};n  

(iii) 3b   и {4,6};n  

(iv) 5b   и 6.n   
(3) Если для натурального числа s прими-

тивный делитель числа 1sb   делит 1,nb   то s 
делит n. 

Для классических простых групп лиева типа мы 
будем использовать далее обозначения книги [12]. 

Будем говорить, что -полная группа G яв-
ляется контрпримером к теореме A, если она 
обладает подгруппой H такой, что для некоторо-
го полного холлова множества   типа  и любо-
го элемента g G  система g  редуцируется в 

подгруппу H, но H не является -субнормальной 
в G. Если, кроме того, сумма | | | |G H  мини-

мальна, то пару ( , )G H  будем называть мини-

мальным контрпримером к теореме A.  
Для разбиения { | }i i I     система 

1 2{ , ,..., }kS S S   холловых i -подгрупп 

( 1,2,..., )i k  группы G называется полным хол-

ловым множеством типа  группы G, если вы-
полняются следующие два условия: 

1) (| |,| |) 1i jS S   для всех {1, 2,..., };i j k   

2) 1 2( ) ( ) ( ) ... ( ).kG S S S       

Если 1 2{ , ,..., }kS S S   – полное холлово 

множество типа   группы G, то, очевидно, сис-

тема 1 2{ , ,..., }g g g g
kS S S   также является полным 

холловым множеством типа  группы G для лю-
бого элемента .g G  

Следующая лемма устанавливает строение 
минимального контрпримера к теореме A и сво-
дит ее доказательство к анализу строения холло-
вых подгрупп простых неабелевых групп. 

Лемма 1.4 [13, лемма 2.4]. Пусть { | }i i I    – 

разбиение множества всех простых чисел. Если 
( , )G H  – минимальный контрпример к теореме 

A, то G и H – простые неабелевы группы.  
Лемма 1.5. Пусть G – простая неабелева 

группа и H – такая ее подгруппа, что | |H  де-

лится на p и pH G  для некоторого простого 

числа 5.p   Тогда справедливо одно из следую-

щих утверждений: 
1) ;H G  

2) ,nG A  1,nH A   где an s p p    и 

1 ;s p   

3) 3 (5),G U  7H A  и 5;p   

4) G HS  – группа Хигмэна – Симса, 

22H M  и 5.p   

Доказательство леммы вытекает из теоре-
мы 1.4 работы [7]. 

Лемма 1.6. Пусть H – подгруппа группы G и 
( )S Hall G  для некоторого множества   

простых чисел. Если pS S  для некоторого 

p  и ( )gS H Hall H   для любого ,g G  

то .pH G  

Доказательство. Пусть ( ).pP Syl G  По 

теореме Силова справедливо равенство x
pP S  

для некоторого .x G  Из условия леммы следу-

ет, что xS H  – холлова  -подгруппа из H. 

Пусть 1 ( ).x
pP Syl S H   Очевидно, 1P  – силов-

ская p-подгруппа из H. Отсюда и из того, что 
x
pP S  – единственная силовская p-подгруппа в 

,xS  по теореме Силова имеем равенство 

1,P H P   т. е. P H  – силовская p-подгруппа 

в H. Таким образом, .pH G                                          

 
2 Доказательство теоремы B 
Отметим, что если | ( ) | 3,G   то в группе G лю-

бая силовская r-подгруппа M, где ( ) \{2,3},r G  

удовлетворяет условию теоремы. Список данных 
групп приведен, например, в [14, с. 20]:  

5 2 2 5

6 2 5

{ (4) (5) ( );  

(9) ( );

G A SL PSL M Z

A PSL M Z

   

 
 

2 3 7 2 7

2 17

(7) (2) ( );  (8) ( );  

(17) ( );

PSL SL M Z SL M Z

PSL M Z

  


 

3 13 3 7

4 4 5

(3) ( );  (3) ( );

(2) (3) ( )}.

SL M Z SU M Z

PSU PSp M Z

 

 
 

Поэтому далее будем считать, что | ( ) | 4G   и 

| ( ) | 2.M   

Рассмотрим возможные случаи. 
1) G – спорадическая группа. Тогда из [15, 

таблица 3] следует, что 11G M  и 11 5:M Z Z  

или 12G M  и 11 5: .M Z Z  

2) ,nG A  7.n   Тогда из [15, таблица 2] 

следует, что группа G не содержит холловых под-
групп M таких, что | : | 2 3 ,G M     где 2,  1.  

3) G – группа лиева типа над полем харак-
теристики p. Сведения о существовании холло-
вых подгрупп индекса 2 3   извлекаются, в ос-
новном, из работы [8].  

(3.1) ( )f
nG PSL p  для некоторого просто-

го числа p. 
Отметим, что подгруппа M является разре-

шимой. Поэтому из [8, таблица 4.1] следует, что 
или 3 (3),G SL  или 3 2(2) (7),G SL PSL   или 

2.n   Однако в первых двух случаях | ( ) | 3,G   

поэтому 2.n   Пусть сначала ( ).p M  Ясно, 

что 5.p   Тогда M содержится в подгруппе Бо-

реля B (см. лемму 1.1) и | : | 1.G B q   Следова-

тельно, | : |G M  делится на 1.q   Отметим, что 

список таких простых групп не пуст и M может 



-Проблема Кегеля – Виландта для разбиения  = {{2},{3},{2,3}} 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 4 (57), 2023 67

как совпадать с подгруппой Бореля, так и быть ее 
собственной подгруппой. Например, для 2(11)G PSL  

подгруппа 11 5:M Z Z  – подгруппа Бореля, а для 

2 (31)G PSL  подгруппа M изоморфна группе 

31 5: ,Z Z  в то время как 31 15: .B Z Z  

Пусть ( ).p M  В этом случае {2,3}.p  

Пусть сначала 2.p   Из [8, таблица 4.1] следует, 

что возможны следующие случаи.  
2

2 (2 ),
i

G SL
22 1
iM Z


 и 2 2| : | 2 (2 1),
i i

G M    

где 22 1
i

r   – простое число Ферма. Ясно, что 
22 1 3.

i

   Тогда 0i   и 2 (2)G SL  – разреши-

мая группа, что невозможно. 

2 (2 ),fG PSL
2 1fM Z


 и | : | 2 (2 1),f fG M    

где 2 1f r   – простое число Мерсенна. Оче-
видно, что 2 1 3f    и 2 (4).G SL  Однако 

2| ( (4)) | 3SL  . Снова пришли к противоречию. 

Рассмотрим также случай 
2 1

.fM Z


  Тогда 

| : | 2 (2 1).f fG M    Если 2 1f r   – простое 

число Ферма, то 2 1 3f    и 2 (2),G SL  что не-

возможно. Однако по лемме 1.2 также выполня-
ется равенство 22 1 3f    и 2 (8).G SL  Отсюда 

2| ( (8)) | 3,SL   что противоречит предположе-

нию | ( ) | 4.G   

Если 3,p   то 2
2 (3 ),

i

G PSL  
23 1
iM Z


  и 

2 2| : | 3 (3 1) / 2.
i i

G M    Так как | |M  – нечетное 

число, то этот случай невозможен. 
Рассмотрим также следующий случай. 

Пусть M – тор порядка 2(3 1) / 2.
i

  Тогда 
2 2| : | 3 (3 1)

i i

G M    и, очевидно, 23 1 2.
i

   В этом 

случае 2 (3)G SL  – разрешимая группа, что не-

возможно. Пусть M – тор порядка 2(3 1) / 2.
i

  

Тогда 2 2| : | 3 (3 1).
i i

G M    По лемме 1.2 имеем, 

что 1i   и 2 (9).G PSL  Однако 2| ( (9)) | 3.SL   

(3.2) 2 ( ),mG PSp q  2 4,m   ,fq p  где p – 

простое число.  
Список групп 2 ( ),mPSp q  имеющих подг-

руппу индекса 2 3   можно извлечь из [8, таб-
лица 4.2]. Случай 4 (3)G PSp  был рассмотрен. 

Разберем оставшиеся случаи. 

4 ( )G PSp q  или 2 (2 ).f
mG PSp  Из [8, таб-

лица 4.2] следует, что в обоих случаях подгруппа 
M не является холловой в G. 

4 ( ),G PSp p  1M P  – параболическая под-

группа индекса 2( 1)( 1),p p   где 2 1rp    или 
22 1.

i

p    В этом случае  

4 2 41
| | ( 1)( 1).

(2, 1)
G p p p

p
   


 

По лемме 1.3 существует простое число t, при-
митивное по отношению к паре { ,4}.p  Ясно, что 

t делит 2 1.p   По лемме 1.3 число 5.t   По-

следнее невозможно. Случай, когда  
4 21

( 1)
(2, 1)

:
p q

a p

M Z Z




  

и имеет индекс 2 2( 1) ( 1),a p p   где {1,2},a  

рассматривается точно так же, как предыдущий. 
(3.3) ( ),nG PSU q  3,n   ,fq p  где p – 

простое число. 
Список групп ( ),nPSU q  имеющих подгруп-

пу индекса 2 3   можно извлечь из [8, таблица 
4.3]. Рассмотрим все случаи. 

3 ( ).G PSU p  В этом случае | : |G M  делит-

ся на 3 1.p   Отметим, что группа 3 (2)G PSU  

является разрешимой. Поэтому 3.p   По лемме 

1.3 существует простое число r, примитивное по 
отношению к паре { ,6}.p  Имеем 

6 3 31 ( 1)( 1),p p p     

поэтому r делит 3 1.p   Из леммы 1.3 заключаем, 

что 7.r   Последнее невозможно. 

4 ( ).G PSU p  Из [8, таблица 4.3] следует, 

что | : |G M  делится на 3 1p   и данный случай 

рассматривается как предыдущий. 
( ),nG PSU q  1( ),nM SU q   

1 1
| : | ,

1

n
n q

G M q
q

 
 


 

где n – нечетное простое число. В этом случае q 
делит | |M  и | : |,G M  что невозможно. 

(3.4) 2 1( ),nG q   3,n   ,fq p  где p – 

нечетное простое число.  
Из [8, таблица 4.4] следует, что во всех слу-

чаях (| |,| : |) 1.M G M   Последнее невозможно. 

(3.5) 2 ( ),mG q   4,m   ,fq p  где p – 

простое число.  
Из [8, таблица 4.5] следует, что для групп 

10 (2),G    8 (2),G    
2(2 1)

(2),iG 


   

12
(2)iG 

   подгруппа M имеет в G нечетный 

индекс, что невозможно. В оставшихся случаях 
(| |, | : |) 1,M G M   что также невозможно. 

(3.6) G – исключительная группа лиева типа.  
Из [8, таблица 5.1] следует, что группа G не 

имеет холловых подгрупп индекса 2 3 .             
 

2 Доказательство теоремы A 
Если подгруппа H является -субнормаль-

ной в G, то ввиду [5, лемма 2.6] 2 ,H G  3 ,H G  

{2,3} .H G  
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Докажем обратное утверждение теоремы. 
Пусть ( , )G H  – минимальный контрпример к тео-

реме A. Тогда ввиду леммы 1.4 G и H – простые 
неабелевы группы. Так как группы из списка  

5 2 2 2 3{ , (7),  (8), (17), (3)}A PSL SL PSL SL  

являются минимальными неразрешимыми груп-
пами, то ввиду теоремы B  

6 3 4 11 12 2{ , (3),  (2), , , ( )}.G A SU PSU M M PSL q  

Кроме того, для группы 2 ( )PSL q  выполняются 

условия: ,nq p  5p   и M содержится в под-

группе Бореля группы 2 ( ).PSL q  

В силу [16] случай 6 11 12{ , , }G A M M  не-

возможен. 
Таким образом, 2 ( ),G PSL q  где ,nq p  

5p   и M содержится в подгруппе Бореля груп-

пы 2 ( ).PSL q  

Пусть 1 2 3( ) ,G      где 1 {2},   

2 {3},   3 {2,3} ( ).G    

Рассмотрим отдельно случаи 5p   и 7.p   

1. Пусть 5.p   В этом случае 2 (5 ),mH PSL  

где m делит n. Кроме того, 35 .  Так как хол-

лова 3 -подгруппа S группы G является 5-зам-

кнутой, то по лемме 1.6 подгруппа H 5-суб-
нормальна в G. Отсюда ввиду леммы 1.5 спра-
ведливо равенство ,H G  что невозможно. 

2. Пусть 7.p   В этом случае 2 ( ),mH PSL p  

где m делит n. Кроме того, подгруппа H может 
быть изоморфна 5.A  Если 2 ( ),mH PSL p  то, как 

и в пункте 1. 
Предположим, что 5.H A  Так как силов-

ская 3-подгруппа P группы G является цикличе-
ской, то по теореме 1 из [17] она является 
TI-подгруппой группы G. Число подгрупп, со-
пряженных с P в группе G, равно ( 1),q q   а чис-

ло силовских 3-подгрупп в 5A  равно 10. Так как 

( 1) 10,q q    то найдется силовская 3-подгруппа 

группы G, имеющая единичное пересечение с H. 
Пришли к противоречию с условием 3 .H G      
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Аннотация. Построена феноменологическая модель плазмохимического травления аллюминиевого покрытия, являю-
щегося основой токонесущих микроконстукций в технологиях изделий электронной техники, в газовой среде, содер-
жащей парциальные компоненты BCl3 с1 = (5065 об.%), Cl2 с2 = (2535 об.%) и N2 с3 = (0–30 об.%) при давлении 
P = 150–250 мТорр и плотности мощности плазмы W = 1,6–2,2 Вт/см2. 
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Введение 
Уменьшение размеров активных элементов 

изделий микроэлектроники, и, как следствие, 
повышение степени интеграции приводит к то-
му, что существенная площадь изделия оказыва-
ется занятой электрическими межсоединениями. 
Увеличение общей длины межсоединений при 
неизбежном одновременном уменьшении их по-
перечного сечения приводит к значительному 
увеличению импеданса, в результате чего суще-
ственно снижается быстродействие приборов. 
Одним из возможных путей решения указанной 
проблемы являются многоуровневые межсоеди-
нения [1].  

В свою очередь, многоуровневая система 
тоже обладает рядом недостатков, основным из 
которых является обрыв токоведущих дорожек 
вследствие нарушения «сплошности» диэлектри-
ческих покрытий, формируемых последующим 

газофазным осаждением на ступеньках тополо-
гического рельефа. Наличие полостей в диэлек-
трике, заполняющем пространство между токо-
ведущими дорожками, провоцирует развитие па-
разитных механических микронапряжений и со-
путствующих дефектов: накопления неконтро-
лируемых примесей, растрескивания и т. п., при-
водящих в конечном итоге к отказам приборов. 
[1], [2]. 

Ранее авторами в статье [2] предложен один 
из способов решения такой задачи. Представля-
ется целесообразным формировать поперечный 
профиль токоведущих алюминиевых дорожек в 
форме равнобедренной трапеции с внешними уг-
лами при нижнем основании, равными 
  75−85о. Это приводит к устранению эффекта 
экранирования при последующем осаждении 
диэлектрика, предотвращению его преимущест-
венного роста в верхней части канавок между 

ТЕХНИКА
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дорожками и, соответственно, однородному за-
полнению углублений топологического рельефа 
материалом диэлектрика и далее материалом 
последующего слоя. Выбор угла наклона боко-
вых стенок токоведущих дорожек основан как на 
устранении эффекта экранирования, так и на ми-
нимизации полезной площади, занимаемой ме-
таллизацией. При углах наклона более 85о, 
вследствие некоторой неперпендикулярности 
потока осаждаемых частиц диэлектрика рабочей 
поверхности полупроводниковой пластины, на-
блюдается появление отдельных полостей в ди-
электрике. С другой стороны, углы наклона ме-
нее 75о требуют уже заметного увеличения пло-
щади металлизации без снижения ее электриче-
ского сопротивления, что является нерациональ-
ным [2]. 
 

1 Постановка задачи моделирования 
Травление пленки сплава на основе алюми-

ния проводят в плазме газовой смеси BCl3 
с1 = (5065 об.%), Cl2 с2 = (2535 об.%) и N2 
с3 = (0–30 об.%) при давлении P = 150 – 
250 мТорр и плотности мощности плазмы 
W = 1,6–2,2 Вт/см2. 

Микропрофиль зоны травления формирует-
ся по механизму анизотропного травления, сти-
мулированного ионной бомбардировкой [3], ха-
рактерному для случая, когда энергия ионов 
плазмы  100 эВ [4]. При этом управлять степе-
нью пространственной анизотропии травления, в 
конечном итоге определяющей угол наклона 
профиля , можно, изменяя такие параметры 
процесса, как давление в рабочей камере (кон-
центрацию ионов), плотность мощности плазмы 
(энергию ионов), парциальный состав газовой 
смеси (массы и импульсы ионов). Показатель ани-
зотропии определяется как отношение скоростей 

травления в вертикальном и горизонтальном на-
правлениях относительно поверхности материа-
ла [3]. Однако, для моделирования в качестве 
критерия анизотропии целесообразно использо-
вать тангенс угла наклона стенки [5]: 

tg ,в

г

v

v
                             (1.1) 

где vв – вертикальная составляющая скорости 
травления; vг – горизонтальная составляющая 
скорости травления. 

При этом обе составляющие скорости трав-
ления в зависимости от параметров процесса 
имеют тенденцию изменяться, формируя как 
целевой профиль, так и дефекты процесса (рису-
нок 1.1): «перетрав» с эрозией маски, «подтрав» 
нижележащего подслоя, эффект отрицательного 
клина, trenching-эффект и пр. [6].  

В исследуемом процессе проявляется ярко 
выраженная зависимость анизотропии травления 
от плотности мощности плазмы и давления в 
реакторе. При этом, если рост плотности мощно-
сти плазмы W однозначно приводит к росту 
средней кинетической энергии ионов, движу-
щихся перпендикулярно поверхности, т. е. уси-
ливает вертикальную составляющую скорости 
травления, то, с другой стороны, повышение 
давления приводит к уменьшению длины сво-
бодного пробега и закономерному увеличению 
вероятности попадания ионов на боковые стенки 
за счёт столкновений в плазменном потоке. Кро-
ме того, на анизотропию травления влияет фазо-
вый состав плазмы, т. к. ионы разной химиче-
ской природы имеют различные массы, различ-
ный диаметр эффективного сечения взаимодей-
ствия, различные статистические распределения 
по скоростям и импульсам и т. п. 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Виды изотропного и анизотропного травления и дефекты процесса [6] 
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Учитывая выше сказанное, будем полагать, 
что в случае, когда длина свободного пробега 
молекул   0,2 мкм (толщина слоя Al + 1%Si, 
подвергаемого травлению 0,8–1,4 мкм), то пре-
обладает вертикальная составляющая скорости 
травления, и вероятность горизонтального трав-
ления минимальна. В случае, когда   0,2 мкм, 
то за счёт межмолекулярных столкновений, на-
ряду с вертикальной составляющей скорости 
травления, возникает горизонтальная, обеспечи-
вающая при соответствующих режимах необхо-
димый профиль травления. 

При этом, в предположении, что молекулы 
компонент плазмы ведут себя как твёрдые сфе-
ры, среднюю длину свободного пробега  ко-
торых можно рассчитать по формуле [7]: 

2
,

2

kT

d P
 


                     (1.2) 

где: k = 1,3810–23 Дж/К – постоянная Больцмана; 
T – термодинамическая температура; P – давле-
ние плазмы в реакторе; d – эффективный диа-
метр молекулы.  

Поскольку в смеси присутствуют молекулы 
BCl3 d1 = 0,41 нм; Cl2 d2 = 0,37 нм и N2 d3 = 0,32 нм 
[8], то можно полагать, что эффективный диа-
метр сферы столкновения составляет величину, 
определяемую по формуле: 

d = c1d1 + c2d2 + c3d3.          (1.3) 
Температура плазмы пропорциональна 

плотности мощности W, и для оценки можно 
использовать литературные данные [9], согласно 
которым в исследуемом диапазоне плотностей 
мощности значения температуры с достоверно-
стью аппроксимации R2 = 0,98 соответствуют 
эмпирической линейной зависимости: 

T = 180,96W + 89,97,   (1.4) 
где T – термодинамическая температура (К); W – 
плотность мощности плазмы (Вт/см2). 

Далее, основываясь на молекулярно-
кинетической модели Максвелла – Больцмана, 
для расчёта вероятности столкновений в плаз-
менном потоке можно использовать известное 
выражение, характерное для распределения час-
тиц по длинам свободного пробега в идеальном 
газе [7] 

2

2
3

4
( ) exp .

dn
f

nd

               
 (1.5) 

При этом распределение активных частиц 
по длинам свободного пробега зависит от темпе-
ратуры, давления и объёмной концентрации (эф-
фективный диаметр столкновения) в плазменной 
смеси (рисунки 1.2–1.4). Функция f() представ-
ляет собой плотность вероятности того, что от-
носительная доля частиц обладает длиной сво-
бодного пробега в интервале   d, тогда веро-
ятность столкновения определяется, как инте-
грал указанной функции в соответствующих 
пределах. А именно, доля вертикальной 

составляющей скорости травления vв будет соот-
ветствовать интегралу в пределах от 0,2 до 0,8 мкм, 
что соответствует границе слоя травления, а доля 
горизонтальной составляющей vг от «0» до 0,2 мкм. 
 

 
Рисунок 1.2 – Распределение частиц по длинам 

свободного пробега в случае T = 300 К, 
d = 0,35 нм при различных давлениях P 

 газовой смеси 
 

 
Рисунок 1.3 – Распределение частиц по длинам 

свободного пробега в случае P = 200 мТорр, 
d = 0,35 нм при различных температурах T 

 

 
Рисунок 1.4 – Распределение частиц по длинам 

свободного пробега в случае P = 200 мТорр, 
T = 350 К при различных эффективных 

диаметрах сферы столкновения 
 

Таким образом, варьируя существенные па-
раметры процесса, такие как давление в рабочей 
камере, плотность мощности плазмы и её 
парциальный состав, можно оценить вероятность 
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наличия горизонтальной составляющей скорости 
травления vг молекулярного потока.  
 

2 Оценка влияния режимов травления и 
фазового состава плазмы на структуру по-
крытия Al + 1%Si  

Посредством представленной феноменоло-
гической модели проведено исследование зави-
симостей скоростей травления vв и vг и, соответ-
ственно тангенса угла наклона боковых стенок 
токоведущих дорожек от давления в рабочей 
камере P, плотности мощности плазмы W, объ-
ёмных долей компонент плазмы (с1, с2, с3).  

Например, при P = 200 мТорр, W = 2,0 Вт/см2 
и BCl3 с1 = 55 об.%, Cl2 с2 = 30 об.% и N2 
с3 = 15 об.%, расчёты проведённые по формулам 
(1.1)–(1.5) приводят к значению  = 82,7 при 
экспериментальном значении 80. При этом, для 
P = 300 мТорр, W = 2,0 Вт/см2 и BCl3 с1 = 55 об.%, 
Cl2 с2 = 30 об.% и N2 с3 = 15 об.%, расчётный 
угол наклона боковых стенок составляет 66,9, а 
экспериментальное значение 70 [1]. В таблице 
2.1 представлен сравнительный анализ зависи-
мости угла наклона боковых стенок полученных 
токоведущих дорожек от давления в рабочей 
камере P при прочих неизменных параметрах. 

 
Таблица 2.1 – Влияние давления P в рабо-

чей камере на угол наклона боковых стенок то-
коведущих дорожек , при W = 2,0 Вт/см2 и BCl3          
с1 = 55 об.%, Cl2 с2 = 30 об.% и N2 с3 = 15 об.% 

 

P, мТорр 
 эксперименталь-

ный,  
 теоретиче-

ский,  
120 88 87,7 
150 85 86,5 
200 80 82,7 
250 75 76,3 
300 70 66,9 

 
Также исследована зависимость угла накло-

на  токоведущих дорожек от плотности мощно-
сти W плазмы, при неизменном давлении P в 
рабочей камере реактора. Результаты представ-
лены в таблице 2.2. 
 

Таблица 2.2 – Влияние плотности мощности 
плазмы на угол наклона боковых стенок токове-
дущих дорожек , при P = 200 мТорр и BCl3 
с1 = 55 об.%, Cl2 с2 = 30 об.% и N2 с3 = 15 об.% 

 

W, Вт/см2 
 эксперименталь-

ный,  
 теоретиче-

ский,  
1,2 73 68,1 
1,6 80 78,0 
2,0 80 82,7 
2,2 80 84,1 
2,5 87 85,5 

Наиболее интересным, с точки зрения рас-
творения материала металлизированного слоя, 
является влияние на наклон токоведущих доро-
жек процентное соотношение травителей BCl3 и 
Cl2, так как именно они образуют с алюминием 
летучие соединения, составляющие сам процесс 
плазменного травления. Результаты такого ис-
следования приведены в таблице 2.3. 

 

Таблица 2.3 – Влияние соотношения объём-
ных концентраций травителей BCl3 и Cl2 (с1 / с2) 
на угол наклона боковых стенок дорожек метал-
лизации , при давлении P = 200 мТорр и плот-
ности мощности плазмы W = 2,0 Вт/см2 

 

с1 / с2, 
отн.ед 

 эксперименталь-
ный,  

 теоретиче-
ский,  

55 / 30 80 82,7 
45 / 30 85 85,9 
50 / 30 85 85,7 
65 / 30 80 80,6 
70 / 30 70 84,7 
55 / 20 65 85,8 
55 / 25 80 85,6 
55 / 35 80 85,3 
55 / 40 90 85,2 
45 / 25 70 86,1 

 
Как видно, в отличие от результатов, пред-

ставленных в таблицах 2.1 и 2.2, в таблице 2.3 
для некоторых режимов наблюдаются сущест-
венные до 25 % расхождения (значения выделе-
ны полужирным начертанием). Такое несоответ-
ствие можно объяснить тем, что при превыше-
нии концентрации хлорида бора по отношению к 
молекулярному хлору в 1,8–2,3 раза, образуются 
новые летучие соединения (продукты реакции 
непосредственного физического травления), ко-
торые активно участвуют во вторичных столкно-
вениях.  

 

Заключение 
Представленная феноменологическая мо-

дель позволяет оценить влияние параметров 
процесса плазмохимического травления, таких 
как давление в рабочей камере, плотность мощ-
ности плазмы, соотношение ингредиентов газо-
вой смеси, на скорость и геометрию получаемых 
поверхностных микроструктур, в частности, 
«дрожек металлизации». Показано, что такая 
модель с доверительной вероятностью в про-
центном выражении не превышающей 7 %, от-
ражает влияние на процесс плазмохимического 
травления его существенных параметров. Одна-
ко, при установлении зависимости анизотропии 
травления от соотношения концентраций актив-
ных компонентов плазмы, в ряде случаев обна-
ружены существенные расхождения, которые 
можно объяснить образованием в рабочей каме-
ре вторичных продуктов реакции. 
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Введение 
Промышленный Интернет вещей (IIoT) за-

висит от данных, собираемых многими датчика-
ми, контроллерами и серверами. IIoT улучшает 
производство, используя надежную и безопасную 
связь между промышленными объектами при 
поддержке новых вычислительных технологий. 

В промышленных сетях количество под-
ключенных устройств быстро увеличивается, что 
влечет проблемы связанные с маршрутизацией и 
безопасностью.  

Беспроводная сенсорная сеть состоит из 
небольших устройств, соединенных по радиока-
налу. Сенсорные устройства имеют ограничен-
ные ресурсы, такие как энергия, память и вычис-
лительная мощность. В этой области проводится 
множество исследований. Например, какие про-
токолы связи являются наиболее энергоэффек-
тивными и обеспечивают наибольший срок 
службы [1]. 

Сети, работающие по протоколу RPL, при-
вязаны к корневому маршрутизатору, который 
обычно действует как пограничный в сетях 
6LoWPAN, т. е. обеспечивает маломощную сен-
сорную сеть с подключением к внешним сетям 
Internet. 

Как известно [1] RPL (Routing Protocol for 
Low energy and Lossy networks) – это протокол 
для сетей с низким потреблением энергии и по-
терями, в основе которого лежат направленные 
ациклические графы DODAG (Destination 
Oriented Directed Acyclic Graph). Протокол RPL 
образует древовидную топологию (рисунок 0.1), 
также называемую DAG (Directed Acyclic Graph). 
У каждого узла в сети RPL есть предпочтитель-
ный родитель, который действует как шлюз для 
этого узла. Если узел не имеет записи в своей 
таблице маршрутизации для пакета,  узел просто 
пересылает его своему предпочтительному роди-
телю и так далее, пока он не достигнет пункта 

ТЕХНИКА



Метод маршрутизации в сетях IIoT с использованием кластеризации для протокола RPL 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 4 (57), 2023 75

назначения или общего родителя, который пере-
сылает его вниз по дереву к месту назначения. 
Это означает, что узлы, расположенные ближе к 
корневому узлу, имеют большие таблицы мар-
шрутизации. [2] 
 

 
 

Рисунок 0.1 – Топология сети RPL 
 

RPL использует три типа управляющих со-
общений для создания и поддержки топологии 
RPL и таблицы маршрутизации. Этими сообще-
ниями являются: информационный объект 
DODAG (DIO), запрос информации DODAG 
(DIS) и объект объявления пункта назначения 
DODAG (DAO). Сообщения DIO используются 
RPL для формирования, поддержки и обнаруже-
ния DODAG. Когда сеть RPL запускается, узлы 
начинают обмениваться информацией о DODAG 
с помощью сообщений DIO, которые содержат 
информацию о конфигурации DODAG и помо-
гают узлам присоединиться к DODAG и выбрать 
родителей. DIS используется любым узлом для 
явного запроса сообщений DIO от соседних уз-
лов. Он запускается узлом в случае, если он не 
может получить DIO через заданный интервал 
времени. 

Протокол RPL поддерживает две целевые 
функции: MRHOF для нахождения оптимального 
пути использует метрику ETX. OFO для нахож-
дения оптимального пути использует количество 
переходов. Целевая функция определяет,как узел 
RPL выбирает и оптимизирует маршруты в про-
токоле RPL на основе доступных информацион-
ных объектов. 

ETX отражает потерю пакетов, учитывая 
качество беспроводного канала и коллизии паке-
тов. ETX зависит от расстояния между двумя 
узлами, так как вероятность успешной передачи 
уменьшается с увеличением расстояния. ETX 
можно уменьшить за счет увеличения мощности 
передач узлов, но это увеличит диапазон помех в 
беспроводной среде. ETX можно представить 
формулой (0.1): 

1
,

f r

ETX
D D




                   (0.1) 

где fD  – вероятность успешного получения па-

кетов соседним узлом; rD  – вероятность успеш-

ного получения подтверждения. 
 

1 Моделирование в ОС Contiki 
При проведении исследования нами исполь-

зовался симулятор COOJA, в котором были вы-
браны сенсорный узел на базе платформы Sky-
mote, выступающий в роли пограничного мар-
шрутизатора в сети IPv6, и сенсорная сеть, со-
держащая 40 сенсорных узлов, расположенных 
случайным образом (рисунок 1.1) и выступаю-
щих в качестве отправителя. Пограничный мар-
шрутизатор (шлюз) выполнял настройку префик-
са сети и инициировал создание дерева маршру-
тизации по протоколу RPL. 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Топология беспроводной 
сенсорной сети с 40 узлами 

 
Было выполнено моделирование беспро-

водной сенсорной сети в симуляторе COOJA и 
произведено сравнение основных показателей 
производительности: различные режимы энерго-
потребления, количество отправленных пакетов, 
количество потерянных пакетов, ETX и количе-
ство переходов при подключении к шлюзу. 

В таблице 1.1 представлены следующие 
обозначения: LPMPower – это режим низкого 
энергопотребления, когда сигнал на радиочасто-
те отсутствует (высокочастотный блок выклю-
чен), а микроконтроллер находится в режиме 
ожидания. CPUPower – это энергопотребление 
процессором. ListenPower – это энергопотребле-
ние в режиме прослушивания. TransmitPower – 
это энергопотребление в режиме пересылки. 
Power – это общее энергопотребление для всех 
режимов. 

 

Power = CPU Power + LPM Power + 
+ Listen Power + Transmit Power 

(1.1)
 

Результаты моделирования приведены в 
таблице 1.1 в порядке убывания общего энерго-
потребления для исследуемой сенсорной сети. 

Исходя из результатов проведенного моде-
лирования, можно отметить неравномерную ба-
лансировку нагрузки и, соответственно, более 
высокое потребление энергии некоторыми 
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сенсорными узлами. Так, в рассматриваемой 
топологии наибольшая нагрузка у сенсорного 
узла 5, для которого общее энергопотребление 
составляет 1,823 мВт за 10 минут исследования, 
что на 43% больше среднего энергопотребления 
для всех узлов. Также загруженными узлами бу-
дут узлы 36, 12, 38 и 19, для которых общее 
энергопотребление составляет 1,491 мВт., 1,464 
мВт., 1,434 мВт и 1,401 мВт соответственно, что 
на 41%, 39%, 36%, 33 % больше среднего энер-
гопотребления.  

На рисунке 1.2 представлена сенсорная кар-
та исследуемой сети. 

Из приведенной сенсорной карты подклю-
чений можно заметить, что к узлу 5 подключи-
лось большое количество сенсорных узлов по 
сравнения с другими узлами, так как узел 5 луч-
ший по метрике ETX для всех подключенных к 
нему узлов. 

  

 
Таблица 1.1 – Показатели производительности сенсорной сети из 40 узлов 
 

Сенсор-
ные узлы 

CPU Power, 
мВт 

LPM Power, 
мВт 

ListenPower,
мВт 

TransmitPower,
мВт 

Power, 
мВт 

Hop ETX Received Lost

5 0,644 0,144 0,871 0,165 1,823 1 16 10 0 
36 0,564 0,146 0,645 0,136 1,491 2 26,18 9 0 
12 0,564 0,146 0,659 0,095 1,464 1 16 9 0 
38 0,525 0,148 0,591 0,171 1,434 2 25,24 9 0 
19 0,517 0,148 0,638 0,098 1,401 2 34,1 9 0 
13 0,554 0,147 0,575 0,12 1,397 2 26,36 9 0 
2 0,533 0,147 0,511 0,159 1,351 2 27,68 10 0 

29 0,535 0,147 0,538 0,128 1,348 2 25,24 9 0 
9 0,47 0,149 0,614 0,112 1,346 2 25,24 9 0 
4 0,531 0,147 0,561 0,092 1,333 2 25,24 9 0 

16 0,539 0,147 0,566 0,075 1,327 2 26,35 9 0 
6 0,523 0,148 0,538 0,115 1,323 2 25,24 9 0 

30 0,55 0,147 0,54 0,072 1,308 1 16 10 0 
10 0,534 0,147 0,539 0,085 1,305 1 16 9 0 
25 0,46 0,15 0,546 0,148 1,304 2 29,92 9 0 
14 0,511 0,148 0,518 0,124 1,302 2 29,35 10 0 
7 0,538 0,147 0,542 0,069 1,296 2 25,11 10 0 

40 0,544 0,147 0,527 0,07 1,288 1 16 9 0 
21 0,501 0,148 0,509 0,126 1,284 1 16 9 0 
31 0,533 0,147 0,51 0,084 1,275 2 25,11 10 0 
35 0,49 0,149 0,537 0,09 1,266 1 16 9 0 
15 0,464 0,149 0,572 0,08 1,265 1 16 9 0 
39 0,464 0,149 0,464 0,17 1,247 3 38,9 10 0 
32 0,461 0,15 0,481 0,149 1,24 2 32,51 9 0 
17 0,461 0,15 0,493 0,13 1,233 2 25,26 9 0 
23 0,472 0,149 0,497 0,101 1,219 2 28,03 9 0 
11 0,491 0,149 0,494 0,072 1,206 1 16 9 0 
3 0,448 0.15 0,477 0,124 1,199 3 47,25 9 1 

33 0,493 0,149 0,481 0,076 1,198 2 25,11 10 0 
34 0,5 0,148 0,478 0,059 1,186 1 16 9 0 
22 0,506 0,148 0,458 0,063 1,175 2 25,36 8 0 
24 0,482 0,149 0,48 0,06 1,171 1 16 9 0 
37 0,456 0,15 0,489 0,069 1,164 2 26,39 9 0 
8 0,445 0,15 0,479 0,087 1,161 2 27,68 10 0 

18 0,412 0,151 0,478 0,098 1,139 2 29,95 9 0 
27 0,403 0,151 0,464 0,112 1,13 3 43,94 9 0 
26 0,392 0,152 0,463 0,112 1,118 2 38,36 9 0 
28 0,458 0,15 0,456 0,048 1,112 1 16 9 0 
41 0,423 0,151 0,432 0,082 1,088 2 37,44 9 0 
20 0,417 0,151 0,431 0,054 1,053 1 16 9 0 

 0,495 0,149 0,529 0,102 1,274     
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Рисунок 1.2 – Сенсорная карта подключения 
 
Таким образом, недостатком протокола RPL яв-
ляется несбалансированная нагрузка, что приво-
дит к тому, что к одному узлу может подклю-
читься большое количество узлов и, как следст-
вие, к расходованию большей энергии и разрядке 
батареи этого сенсорного узла. В нашем иссле-
довании это узел 5. Все сенсорные узлы имеют 
батареи с ограниченным зарядом, батареи узлов 
с более высокой нагрузкой расходуют энергию 
быстрее и могут отключаться от беспроводной 
сенсорной сети. Как правило, такие узлы нахо-
дятся близко к корню. После отключения разря-
женного узла, те узлы, которые использовали 
этот узел в своем маршруте, должны найти 
новый маршрут к корню, что увеличивает 
сетевой трафик и энергопотребление узлов и 
соответственно уменьшает время жизни беспро-
водной сенсорной сети.  

Сетевая кластеризация – это один из мето-
дов снижения энергопотребления и увеличения 
срока службы сети. Общая беспроводная сенсор-
ная сеть делится на разные кластеры (рисунок 
1.3) [3]–[6]. 

 

 
 

Рисунок 1.3 – Пример кластерной архитектуры 
 

В нашем исследовании были выбраны че-
тыре кластера. В каждом кластере в качестве 

главного узла выбраны те узлы, где самое высо-
кое значение остаточной энергии, т. е. те у кото-
рых наибольший процент заряда. 

Остаточная энергия была рассчитана по сле-
дующей формуле: 

 

Остаточная энергия = Общая энергия – 
– Количество потребляемой энергии узлами

(1.2)
 

Количество потребляемой энергии узлами 
была рассчитана по следующей формуле: 
 

Количество потребляемой энергии узлами =
= CPU Power + LPM Power + Listen Power +

+ Transmit Power 
(1.3)

 

В протоколе RPL сообщение DIO содержит 
расстояние, номер версии, ранг и целевую функ-
цию, которая используется для расчета ранга. 
Все узлы после получения сообщения DIO выби-
рают корень в качестве своего предпочтительно-
го родителя, а затем вычисляют свой собствен-
ный ранг в соответствии с выбранной целевой 
функцией. Затем каждый узел отправляет свое 
сообщение DIO, содержащее его новый ранг 
всем своим соседям. Каждый узел после получе-
ния сообщения DIO проверяет свой ранг с при-
сланным. Если полученный ранг выше, чем соб-
ственный, такое сообщение сбрасывается. Если 
же полученный ранг ниже, чем собственный, 
узел добавляет единицу к расстоянию идентифи-
катор узла-отправителя в свою таблицу маршру-
тизации. Это расстояние позволяет рассчитать 
количество потомков на узел при построении 
DODAG и может использоваться для баланси-
ровки нагрузки. 

В нашем исследовании изменим формулу 
расчета ранга, учитывая остаточную энергию для 
выбора главного узла в кластере.  

 

newRank = ETX / Остаточную энергию (1.4)
 

Узел с рангом ниже выбирается в качестве 
главного узла в кластере. Внесем изменение в 
функцию calculate_rank(). И выполним модели-
рование. 

 

 
 

Рисунок 1.4 – Сенсорная карта подключения с 
использованием кластеризации 
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Результаты моделирования приведены в 
таблице 1.2 в порядке убывания общего энерго-
потребления для исследуемой сенсорной сети с 
измененным расчетом ранга. А результат под-
ключения к главному узлу кластера показан на 
рисунке 1.4. 

Проанализировав полученный результат, 
можно обратить внимание, что нет таких загру-
женных узлов, как в результатах, представлен-
ных в таблице 1.1 (узел 5). И общее количество 
затраченной энергии всеми узлами примерно 
одинаковое, что показывает лучшие результаты 
по балансировке нагрузки. Но количество под-
ключенных узлов к кластерам оказалось нерав-
номерным, что обуславливает необходимость 

усовершенствования в дальнейшем самого алго-
ритма, добавив возможность подсчета подклю-
ченных узлов.  

После выбора главных узлов кластера и 
формирования кластеров необходимо вычистить 
новый ранг для всех главных узлов в кластерах, 
которые будут отправлять данные на шлюз. Был 
проведен анализ нового ранга, используя для 
этого метрику ETX (рисунок 1.5). 

ETX пути с 3 переходами со 100-процентной 
доставкой (процентной надежностью) равен 3, то-
гда как ETX пути с 2 переходами с 50-процентной 
доставкой равен 4. В нашем случае ETX пути с 
одним переходом со 100-процентной доставкой, 
т. е. на данном пути нет потерь пакетов, равен 1. 

 

Таблица 1.2 – Показатели производительности сенсорной сети из 40 узлов с учетом расчета нового 
ранга 
 

Сенсорные 
узлы 

CPU Power, 
мВт 

LPM Power, 
мВт 

ListenPower,
мВт 

TransmitPower,
мВт 

Power, 
мВт 

Hop ETX Received Lost

36 0,543 0,147 0,545 0,051 1,287 1 16 11 0 
10 0,538 0,147 0,511 0,089 1,286 1 16 11 0 
13 0,54 0,147 0,514 0,072 1,273 1 16 11 0 
24 0,525 0,148 0,49 0,096 1,258 1 16 11 0 
31 0,536 0,147 0,53 0,044 1,258 1 16 11 0 
16 0,533 0,147 0,511 0,064 1,255 1 16 11 0 
30 0,541 0,147 0,501 0,048 1,237 1 16 11 0 
40 0,532 0,147 0,504 0,048 1,232 1 16 11 0 
4 0,526 0,148 0,484 0,064 1,221 1 16 11 0 

35 0,494 0,149 0,502 0,075 1,22 1 16 11 0 
7 0,533 0,147 0,472 0,065 1,217 1 16 11 0 

12 0,534 0,147 0,487 0,047 1,216 1 16 10 0 
6 0,511 0,148 0,467 0,078 1,204 1 16 11 0 
5 0,532 0,147 0,48 0,041 1,201 1 16 10 0 

23 0,469 0,149 0,471 0,107 1,197 1 16 11 0 
38 0,514 0,148 0,478 0,058 1,197 1 16 11 0 
2 0,512 0,148 0,472 0,049 1,182 1 16 11 0 

34 0,527 0,148 0,461 0,043 1,179 1 16 11 0 
11 0,49 0,149 0,453 0,079 1,171 1 16 11 0 
29 0,526 0,148 0,454 0,043 1,17 1 16 10 0 
22 0,511 0,148 0,452 0,054 1,164 1 16 10 0 
15 0,473 0,149 0,491 0,049 1,162 1 16 11 0 
14 0,501 0,148 0,458 0,05 1,157 1 16 11 0 
21 0,489 0,149 0,45 0,049 1,136 1 16 11 0 
26 0,39 0,152 0,44 0,149 1,131 2 27 10 1 
28 0,434 0,15 0,477 0,052 1,113 1 16 11 0 
9 0,463 0,149 0,443 0,047 1,103 1 16 11 0 

17 0,452 0,15 0,443 0,048 1,092 1 16 11 0 
37 0,458 0,15 0,425 0,055 1,087 1 16 11 0 
18 0,407 0,151 0,449 0,079 1,086 1 16 11 0 
25 0,425 0,151 0,44 0,066 1,083 1 16 11 0 
32 0,435 0,15 0,43 0,045 1,061 1 16 11 0 
3 0,44 0,15 0,432 0,038 1,06 1 16 11 0 
8 0,422 0,151 0,436 0,042 1,051 1 16 11 0 

20 0,415 0,151 0,424 0,047 1,037 1 16 11 0 
41 0,415 0,151 0,41 0,04 1,016 1 16 11 0 
27 0,401 0,151 0,413 0,042 1,007 1 16 11 0 

 0,486 0,149 0,468 0,06 1,162     
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 2 Поиск оптимального маршрута 
На рисунке 2.1 представлены возможные 

пути между главными узлами в кластере и шлю-
зом, а также значения ETX для всех путей. Так 
для узла 33 возможны несколько вариантов: 
33 → GW, 33 → 1 → GW, 33 → 39 → GW и это 
далеко не все возможные варианты путей. Наша 
задача состоит в нахождении наилучшего мар-
шрута от каждого главного узла кластера до 
шлюза. Каждый узел рассчитывает ранг всех 
узлов в пределах диапазона передачи и отправит 
сообщение узлу с минимальным рангом. Был 
выполнен поиск оптимального маршрута в соот-
ветствии с алгоритмом, приведенном на рисунке 
2.2, от каждого главного узла кластера до шлюза 
с учетом рассчитанного ранга. 

 

 

Рисунок 2.1 – Расчет ранга с учетом ETX 
 

 
 

Рисунок 2.2 – Алгоритм расчета ранга 
с учетом ETX 

 
Так для главного узла кластера 33 таким 

маршрутом будет 33 → 1 → GW с рангом пути 3, 
для 39 – 39 → 19 → GW с рангом пути 3. Алго-
ритм на рисунке 1.6 находит наиболее надежный 

путь, но не учитывает энергопотребление узлов, 
что важно для сети Интернета вещей. В этой свя-
зи был изменен расчет ранга с учетом энергопо-
требления (рисунок 2.3).  
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Рисунок 2.3 – Расчет ранга с учетом ETX 
и энергопотребления PE 

 
На рисунке 2.3 представлены значения ETX 

для всех путей и общее энергопотребление для 
всех главных узлов в кластере. Был изменен рас-
чет ранга в алгоритме, представленном на рисун-
ке 2.3, добавив также общее энергопотребление. 
В измененном алгоритме изменилась только 
строка с расчетом ранга: 

 
Таким образом, наилучшим узлом будет 

узел, где ранг минимальный, т. е. этот путь более 
надежный и остаточная энергия наибольшая. 
Так, для главного узла кластера 33 таким мар-
шрутом будет 33 → GW с рангом пути 4,56, для 
39 – наилучший маршрут 39 → 19 → GW с ран-
гом 3,42. 

Наилучшие пути для главного узла кластера 
33 по двум приведенным алгоритмам оказались 
разными: когда учитывается энергопотребление 
путь 33 → 1 → GW имеет ранг 6,88, поскольку 
данный узел более истощен по сравнение с дру-
гими узлами, а ранг пути 33 → GW – равен 5,56. 
При учете только метрики ETX путь 
33 → 1 → GW имеет ранг 3, а ранг пути 
33 → GW – равен 4. А наилучшим будет тот 
путь, где ранг минимальный, поэтому маршруты 
будут отличаться. Таким образом, когда необхо-
димо более надежная доставка ранг необходимо 
рассчитывать по алгоритму, приведенному на 
рисунке 2.3, когда же необходимо учитывать и 
выбирать узел с наибольшим количеством оста-
точной энергии, ранг необходимо рассчитывать 
по измененной формуле. 
 

Заключение 
Протокол RPL обладает рядом достоинств 

при использовании в промышленном Интернет 
вещей, но, как показало проведенное моделиро-
вание, потребление энергии узлами не 
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сбалансировано. Чтобы исправить этот недоста-
ток, было предложено использовать кластериза-
цию и, при формировании кластеров, выбирать 
узел с наивысшим значение остаточной энергии.  

Также предложены два алгоритма опреде-
ления ранга для маршрутизации от главных уз-
лов кластера к шлюзу, учитывающие метрику 
ETX и общее энергопотребление. 
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MODELING OF THE LAYERED PAVEMENT DEFORMATION CONSIDERING 
THE TEMPERATURE CHANGE 

A.O. Shimanovsky, D.A. Kupreyeva 

Belarusian State University of Transport, Gomel 
 

Аннотация. Выполнен анализ напряжений и деформаций в асфальтобетонном покрытии, возникающих под действием 
давления колес проезжающих автомобилей. Учитывается изменение модулей упругости материалов верхних слоев, 
обусловленное изменением температуры по высоте. На основе решения задачи термоупругости в среде программного 
комплекса конечноэлементного моделирования ANSYS установлено распределение температур, напряжений и дефор-
маций в слоях дорожного покрытия. Продемонстрировано, что снижение жесткости материалов верхних слоев при  
нагреве поверхности дороги ведет к существенному изменению картины распределения напряжений и деформаций. 
 
Ключевые слова: дорожное покрытие, асфальтобетон, термоупругость, конечно-элементное моделирование,  
напряженно-деформированное состояние. 
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Abstract. The analysis of stresses and deformations in the asphalt concrete pavement, arising under the action of the pressure of 
the wheels of passing cars, is carried out. There is taken into account the change in the elastic moduli of the upper layers  
materials, due to the change in temperature along the height. Based on the solution of the thermoelasticity problem in the  
ANSYS finite element modeling software package, the distribution of temperatures, stresses and strains in the pavement layers 
is obtained. It is shown that the decrease in the stiffness of the upper layers materials leads to a significant change in the pattern 
of stress and strain distribution when the road surface is heated. 
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Введение  
Дорожная одежда должна сохранять свою 

прочность под действием нагрузок от проез-
жающих автомобилей, а ее поверхность не 
должна пластически деформироваться в течение 
расчетного срока службы. Помимо давления от 
транспортных средств, автомобильные дороги 
подвергаются воздействию многочисленных фак-
торов окружающей среды (увлажнение выпадаю-
щими осадками, промерзание и оттаивание и др.). 

На формирование условий работы дорож-
ных одежд большое влияние оказывает измене-
ние температуры воздуха в месте расположения 
автодороги. Анализ, проведенный в [1] для усло-
вий Эстонии, показал, что температуры дорож-
ного покрытия за последние 30 лет менялись в 
диапазоне от –34 до +58° C. В работе [2] показа-
но, что температура на территории Китая вырос-
ла за последние десятилетия на 2–4 градуса,  
а температура поверхности дороги в некоторых 

случаях оказывается на 50° большей температу-
ры основания. Также в ней рассмотрено влияние 
температуры на модуль упругости асфальтобе-
тона и его коэффициент Пуассона. Увеличение 
температуры поверхности дороги приводит к 
существенному снижению модуля упругости ас-
фальтобетона, что ведет к перераспределению 
напряжений в дорожном покрытии и может стать 
причиной его преждевременного выхода из строя. 

В работе [3] анализируется диапазон изме-
нения модулей упругости мелкозернистых и 
крупнозернистых асфальтобетонов при разных 
температурах и длительностях нагружения. От-
мечается, что для анализа прочности дорожных 
покрытий важно иметь близкие к точным значе-
ния параметров жесткости слоев. Обоснование 
значений модулей упругости асфальтобетонов 
для расчёта дорожной одежды по критерию рас-
тяжения при изгибе под кратковременными на-
грузками представлено в статье [4]. 
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В статье [5] предлагается методика, позво-
ляющая учесть влияние различных параметров 
асфальтобетона на его динамический модуль 
упругости. На основании экспериментальных 
данных в [6] подобраны различные сигмоидаль-
ные функции, характеризующие зависимость 
динамического модуля упругости асфальтобето-
на от температуры и частоты нагружения.  

В ходе испытаний, описанных в работе [7], 
установлено, что существующие эмпирические 
формулы дают значительную погрешность опре-
деления модуля упругости после 500 с нагруже-
ния при температуре –10° С. Статистический 
анализ полученных в исследовании [8] данных 
показал, что после нескольких тысяч циклов на-
гружения модуль упругости материала снижает-
ся на 30% и более,  причем на сопротивление 
термической усталости существенное влияние 
оказывают состав асфальтобетона и размер 
фракции его составляющих. На основе анализа 
механических характеристик асфальтобетона в 
условиях Румынии в [9] установлено, что повы-
шение температуры воздуха с 11 до 30° C ведет к 
увеличению числа усталостных повреждений в 
15 раз. 

В статье [10] выполнен экспериментальный 
анализ влияния соотношения битума и цемента 
на модуль упругости и предел прочности цемен-
тобетона с дисперсным битумом при разных 
температурах. Методика прогнозирования меха-
нических характеристик такого цементобетона в 
зависимости от содержания его составных эле-
ментов предложена в работе [11]. 

Точность результатов определения темпера-
туры асфальтобетонных покрытий по эмпириче-
ски полученным выражениям анализируется в 
статье [12]. Приведены рекомендации по рацио-
нальному использованию рассматриваемых 
формул.  

Имеется ряд публикаций, посвященных 
расчетам напряжений в дорожных покрытиях, 
связанных с наличием тепловых явлений. В ра-
боте [13] для определения деформаций дорожной 
одежды предложен подход, позволяющий на 
первом этапе определить распределение темпе-
ратур по высоте поперечного сечения, а на вто-
ром найти эквивалентные модули упругости, 
соответствующие данному распределению тем-
ператур. Данный подход использован также в 
статье [14]. Сравнение температурных деформа-
ций, вычисленных на основе различных эмпири-
ческих зависимостей для модулей упругости, с 
результатами экспериментов выполнено в работе 
[15]. Экспериментально найденные значения 
оказались несколько большими, чем определен-
ные расчетом. 

Экспериментально-теоретический анализ 
распределения температур и напряжений в трех 
типах дорожных покрытий при проезде автомо-
биля проведен в работе [16]. Установлено, что на 

напряжения и деформации в слоях дорожного 
покрытия существенно влияют как нелинейно 
изменяющийся градиент температуры, так и ус-
ловия взаимодействия колес с дорогой, а наи-
худшие условия имеют место при движении тя-
желых автомобилей с малой скоростью.  

В работе [17] проанализированы деформа-
ции асфальтового покрытия при суточных пере-
падах температур. Принималось, что температу-
ра на поверхности покрытия изменяется от 
+25° C до +60° C. Выполнено сравнение экспе-
риментальных данных с результатами расчета по 
модели, учитывающей связь изменения темпера-
туры и вязкоупругих деформаций в материале 
покрытия. В статье [18] выполнено сравнение 
моделей упругого и вязкоупругого деформиро-
вания дорожного покрытия под действием про-
езжающих автомобилей при температурах до 
50° C. Отмечается, что при температурах, пре-
вышающих 30° C, разница между результатами 
вычислений оказывается значительной и может 
существенно влиять на расчетное значение дол-
говечности. Проведенный в работе [19] экспери-
ментальный анализ причин образования колей-
ности при высоких температурах показал, что 
значительную роль здесь играют механические 
характеристики второго и третьего слоев дорож-
ного покрытия. 

Экспериментально анализируется деформи-
рование образца при понижении температуры в 
работе [20]. Показано, что существующие теоре-
тические модели недостаточно точно отражают 
изменение температурных напряжений в мате-
риале при отрицательных температурах.  

В статье [21] проведена серия расчетов, свя-
занных с моделированием методом конечных 
элементов распространения трещины в дорож-
ном покрытии. Показана высокая вероятность 
образования микротрещин на границах слоев 
дорожного покрытия. В работе [22] выполнено 
конечноэлементное моделирование с целью ана-
лиза влияния суточного изменения температуры 
поверхности дороги на распространение трещин 
в ней. 

Таким образом, существует необходимость 
в уточненном определении напряжений и де-
формаций в дорожной одежде, связанных с из-
менением температуры окружающей среды. Це-
лью представленной работы является установле-
ние влияния зависимости модуля упругости 
верхних слоев дорожного покрытия от темпера-
туры на напряженно-деформированное состоя-
ние дорог � категории, интенсивность движения 
по которым составляет от 2 000 до 5 000 автомо-
билей в сутки. 

 
1 Методика численного моделирования 
Рассматривается участок дороги, попереч-

ное сечение которой представлено на рисунке 1.1. 
Предполагается, что дорожная одежда включает  
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Таблица 1.1 – Физико-механические характеристики слоев дорожной одежды (при 20° C) 
 

Номер 
слоя 

Толщи-
на, 
см 

Плот- 
ность, 
кг/м3 

Модуль 
упругости, 

MПa 

Коэффи-
циент Пу-
ассона 

Коэффициент 
температурного 
расширения, 1/°C 

Удельная 
тепло-
емкость, 
кДж/кг·K 

Коэффициент 
тепло-

проводности, 
Вт/м·K 

1 4 2300 3336 0,3 10–5 1,65 1,4 
2 4 2300 2944 0,25 10–5 1,65 1,25 
3 14 2000 330 0,25 10–5 1,65 1 
4 48 1700 205 0,15 10–5 1,00 0,64 

 
четыре слоя, которые сформированы из разных 
материалов. Их физико-механические характери-
стики аналогичны использованным в [23] (таб-
лица 1.1). Зависимости модулей упругости ас-
фальтобетонных слоев от температуры приняты 
в соответствии с [13] и приведены на рисунке 
1.2. Изменение механических характеристик 
слоев 3 и 4 при их нагреве незначительно, и им 
можно пренебречь. 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Расчетная модель дорожной одежды: 
1 – плотный асфальтобетон;  
2 – пористый асфальтобетон;  
3 – фракционированный щебень; 
4 – гравийная смесь 

 

 
 

Рисунок 1.2 – Зависимости модулей упругости 
материалов от температуры, цифра у линии 

соответствует номеру слоя 
 

При расчетах дорожных покрытий исполь-
зуется допущение, что давление от шины на уча-
сток дороги равномерно распределяется по кру-
говой площадке. При движении автомобиля на 
дорогу одновременно оказывают воздействие 

несколько шин. Наиболее неблагоприятным 
является случай, при котором рядом в одном 
направлении двигаются два автомобиля. В этом 
случае можно считать, что нагрузки по длине и 
ширине дорожного полотна приложены перио-
дично [23], [24]. Поэтому в качестве расчетной 
области рассматривается структурный элемент, 
содержащий участок, который включает одну 
четвертую области приложения нагрузки. Он 
имеет вид параллелепипеда, который включает 
несколько слоев дорожного покрытия с различ-
ными физико-механическими характеристиками 
(рисунок 1.3). 

 

 
 

Рисунок 1.3 – Структурный элемент дорожного 
покрытия 

 
Конечно-элементная модель выделенного 

структурного элемента дорожного полотна была 
создана в программном комплексе ANSYS. Учи-
тывая необходимость проведения связанного 
статического и температурного анализа, исполь-
зован 20-узловой шестигранный элемент 
SOLID226, который дает возможность учета осо-
бенностей мультифизического анализа. Конечно-
элементная сетка создавалась в полуавтоматиче-
ском режиме, при этом число конечных элемен-
тов модели составило около 7000. 

В качестве нагрузки к четверти круга на по-
верхности модели, радиус которого принимался 
равным 17 см, прикладывалось равномерно рас-
пределенное давление 600 кПа, соответствующее 
действию шины. В качестве граничных условий 
применены: запрет перемещений по вертикали 
для нижней поверхности нижнего слоя и  
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симметрия для всех боковых поверхностей 
параллелепипеда. Также для поверхности слоя 1 
задавались различные значения относительных 
температур Tп из диапазона от 0 до +50° C. 

В ходе расчета осуществлялось решение 
связанных уравнений термоупругого деформи-
рования [25]: 

       1
;D T

       

   t

0

,pC
S T

T


      

где {ε} – вектор полной деформации; [D] – мат-
рица жесткости; {σ} – вектор напряжения; {α} – 
вектор коэффициентов теплового расширения 
(верхний индекс t использован для обозначения 
соответствующей транспонированной матрицы); 
ΔT – изменение температуры относительно эта-
лонной температуры (она предполагается равной 
0° С), К; S – плотность энтропии; ρ – плотность 
материала; Cp – удельная теплоемкость при по-
стоянном давлении; T0 – абсолютная эталонная 
температура, К. 
 

2 Анализ результатов расчетов 
В ходе выполнения расчетов получены зна-

чения температур, напряжений и деформаций в 
слоях дорожного покрытия. 

На рисунке 2.1 представлены графики, де-
монстрирующие изменение температур по высо-
те дороги при разных температурах ее поверхно-
сти. Они показывают, что наибольший градиент 
температуры по высоте дорожной одежды имеет 
место в верхних наиболее плотных и жестких ее 
слоях. 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Изменение температур по высоте 
дорожного покрытия при разных температурах 

Tп поверхности 
 

Схемы распределения напряжений, пред-
ставленные на рисунке 2.2, показывают, что при 
одинаковой температуре во всех слоях дороги 
верхние два слоя асфальтобетона работают как 
балка на упругом основании, воспринимая на-
грузку от движущегося автомобиля. Учитывая 
достаточно высокий модуль упругости асфаль-
тобетона, в этом случае имеем максимальное 
напряжение в нем, которое составляет 2730 кПа. 
Увеличение температуры поверхности дороги, 

которое сопровождается снижением модулей 
упругости верхних двух слоев, приводит к суще-
ственному изменению картины распределения 
напряжений. Теперь максимальные их значения 
наблюдаются как под центром площадки прило-
жения нагрузки, так и на краях этой области. 
Снижение уровня максимальных напряжений 
слоев асфальтобетона при увеличении темпера-
туры связано с существенным уменьшением их 
модулей упругости. 
 

 
 

a) 
 

 
 

б) 
 

 
 

в) 
Рисунок 2.2 – Эквивалентные по Мизесу 
напряжения, кПа, при температурах: 

a) Tп = 0° C; б) Tп = +30° C; в) Tп = +50 °C 
 

Анализ схем распределения деформаций 
(рисунок 2.3) показывает, что при нулевой тем-
пературе поверхности все точки дорожного по-
крытия смещаются вниз, а наибольшие смеще-
ния наблюдаются, главным образом, в асфальто-
бетонных слоях под местом приложения нагруз-
ки. Увеличение температуры поверхности, а 
вместе с ней и температур всех слоев, приводит к 
увеличению толщины дорожного покрытия 
вследствие температурного расширения. По этой 
причине максимальные положительные дефор-
мации наблюдаются в верхних угловых точках 
данной модели. В то же время область с мини-
мальными значениями перемещений, которая 
соответствует наибольшим деформациям, под 
действием приложенной нагрузки распространя-
ется не только на асфальтобетонное покрытие, 
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но и на третий слой фракционированного щебня. 
Такой результат согласуется с данными, приве-
денными в работе [19]. 
 

 
 

а) 
 

 
 

б) 
 

 
 

в) 
 

Рисунок 2.3 – Вертикальные перемещения точек 
дорожного покрытия, мм, при температурах: 

a) Tп = 0° C; б) Tп = +30° C; в) Tп = +50° C 
 

Заключение 
В работе представлены результаты конечно-

элементного моделирования термоупругого де-
формирования дороги � категории под действи-
ем нагрузки от движущихся автомобилей. Пока-
зано, что при низких температурах асфальтобе-
тонное покрытие работает как балка на упругом 
основании. Связанное с увеличением температу-
ры поверхности дороги уменьшение модуля уп-
ругости асфальтобетона приводит к перераспре-
делению напряжений и значительному увеличе-
нию деформаций под местом приложения на-
грузки. Такой результат может свидетельство-
вать о формировании колеи на дорожном покры-
тии. Полученные результаты могут быть исполь-
зованы при совершенствования конструкций 
автомобильных дорог. 
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Введение 
Перекресток автомобильных дорог является 

одним из самых загруженных участков транс-
портной сети (ТС), на функционирование кото-
рого оказывает влияние много случайных факто-
ров. Управление обслуживанием транспортных и 
пешеходных потоков обычно регулируется све-
тофорами, параметры работы которых зачастую 
не учитывают динамику изменения интенсивно-
сти динамических потоков. В результате обра-
зуются транспортные пробки, приводящие к рос-
ту временных и денежных затрат на перемеще-
ние транспортных единиц, росту аварий и ухуд-
шению экологической обстановки. Поэтому ак-
туальна проблема разработки программных 
средств, позволяющих обосновать выбор режима 
управления движением на перекрестке с учетом 
изменяющейся транспортной и пешеходной на-
грузки на исследуемый участок ТС. 

Одним из наиболее часто используемых ме-
тодов оценки пропускной способности ТС явля-
ется метод имитационного моделирования, по-
зволяющий исследовать динамику функциониро-
вания объектов на высоком уровне детализации 

с учетом вероятностных параметров перемеще-
ния транспортных единиц и изменяющихся ус-
ловий внешней среды [1]. Разработанные авто-
рами модели позволяют выбрать рациональный 
вариант структурной организации функциониро-
вания ТС с учетом заданного пользователем кри-
терия, определить величину максимального по-
тока и распределение транзитных потоков по 
сети с учетом вероятностных параметров нагруз-
ки на сеть. При этом динамика обслуживания 
транспорта на перекрестках не исследовалась. 
Разработка детальной имитационной модели пе-
рекрестка автомобильных дорог позволит по-
полнить библиотеку параметризованных имита-
ционных моделей программного комплекса 
«TRANZIT» [2] и расширить класс решаемых 
задач с использованием новой модели.  

В статье рассматриваются вопросы созда-
ния интеллектуальной системы управления пе-
рекрестком автомобильных дорог с использова-
нием обучения с подкреплением. Основой разра-
ботанной системы является имитационная мо-
дель «Перекресток», реализованная в современ-
ной среде имитационного моделирования 
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AnyLogic Personal Learning Edition 8.8.2, предос-
тавляющей огромный выбор компонентов и 
функционала для создания имитационных моде-
лей [3]. Модель «Перекресток» выступает в ка-
честве среды для реализации обучения с подкре-
плением (RL, reinforcement learning) – области 
машинного обучения, в которой обучение про-
исходит через взаимодействия с окружающей 
средой. При этом обучаемый получает информа-
цию о последствиях своих действий, а не о том, 
какие действия следует выполнять [4].  

Применение современных средств разра-
ботки программного обеспечения [5] и опыт раз-
работчиков позволили реализовать различные 
алгоритмы обучения с подкреплением, которые 
были использованы для обучения среды «Пере-
кресток», превращающие её в интеллектуальную 
систему, адаптирующуюся под изменяющуюся 
транспортную нагрузку.  
 

1 Имитационная модель «Перекресток» 
Для создания модели перекрёстка был ис-

пользован участок дороги, представленный на 
рисунке 1.1. Предполагалось, что пересекающие-
ся дороги имеют двустороннее движение, по две 
полосы движения в каждом направлении. С по-
мощью библиотеки «Презентация» среды моде-
лирования было добавлено изображение, которое 
использовалось в качестве основы будущей мо-
дели «Перекрёсток».  

Для организации моделирования перекрёст-
ка была выполнена формализация объекта: раз-
мечены дороги, настроены светофоры, задана 
интенсивность поступления потоков машин и 
параметры появления потоков пешеходов. 

Блок «Дорога» из Библиотеки дорожного 
движения [6] позволил сделать необходимую 
разметку дороги. В свойствах созданной дороги 
было выбрано число полос основного и встреч-
ного движения, определён цвет и покрытие доро-
ги, задана ширина дороги и другие её параметры. 

Случайный процесс перемещения транс-
портных средств и пешеходов на перекрёстке 
также был определен с использованием Библиотеки 

дорожного движения среды AnyLogic, позво-
ляющей планировать и прогнозировать переме-
щение динамических потоков в ТС. Описание 
объекта было выполнено с использованием диа-
грамм процессов, которые формировались с ис-
пользованием функции ‘drag-and-drop’. Динами-
ческие единицы (транспортные средства и пеше-
ходы) представлены в виде агентов, имеющих 
индивидуальные физические параметры.  

Для описания логики движения пешеходов 
были созданы агенты «Pedestrian», которые затем 
были использованы в элементах, участвующих в 
моделировании пешеходных потоков и задаю-
щих интенсивность появления пешеходов, на-
правление их перемещения, скорость перемеще-
ния и другие параметры. Элемент «Ped Source» 
отвечал за создание пешеходов, «Ped Select Out» 
определял направления пешеходов по опреде-
лённым заранее вероятностям или условиям на 
один из пяти выходных портов, «Ped Sink» слу-
жил для удаления пешеходов, «Ped Go To» пере-
водил пешеходов в заданное заранее с помощью 
целевой линии, области или точки место моде-
лируемого пространства. Движение пешехода 
заканчивалось при пересечении заданного ко-
нечного пункта. С помощью элемента «Много-
угольный узел» секции «Разметка пространства» 
было задано допустимое поведение пешеходов 
на дороге и на светофорах, указано, при каких 
фазах пешеходам можно переходить дорогу, а 
при каких не следует (рисунок 1.2). 

Формирование транспортных потоков было 
задано с использованием элементов «Car 
Source», «Car Move To», «Car Dispose» Библио-
теки дорожного движения.  Элемент «Сar 
Source» создаёт автомобили и помещает их в 
указанное место дорожной сети, «Car Move To» 
управляет движением созданных машин, а «Car 
Dispose» удаляет данные машины из модели. 
Автомобиль едет только тогда, когда он нахо-
дится в блоке «Car Move To». В свойствах этих 
элементов была задана интенсивность прибытия 
транспортных единиц, указывалось, на какой 
дороге они появляются, по какой  полосе  едут  и 

 

  
 

Рисунок 1.1 – Фотография перекрёстка 
автомобильных дорог 

 

Рисунок 1.2 – Разметка модели «Перекрёсток» 
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куда направляются, определены параметры по-
ведения динамических единиц (агентов) при по-
ступлении в сеть, не нахождении пути и при вы-
ходе из сети. 

Диаграммы, отражающие пример логики 
движения машин в модели «Перекрёсток», при-
ведены на рисунках 1.3 и 1.4 (данные диаграмм 
задают одно и то же движение транспортных 
потоков).  

Для регулирования движения транспорта 
была определена логика работы светофоров. Для 
этого в секцию «Блоки» Библиотеки дорожного 
движения был добавлен блок «Traffic Light». В 
свойствах «Traffic Light» были рассмотрены раз-
личные режимы работы для стоп-линий и для 
соединителей полос перекрёстка. Варьировались 
настройки длительности каждой из фаз светофо-
ров. При запуске моделирования указывались 
начальные значения времени фаз светофоров, во 
время имитации эти значения изменялись, что 
позволило оптимизировать работу светофоров. В 
блоке «Road Network Description» были включе-
ны отображения пробок для более наглядной 

симуляции дорожного движения. Кроме того, 
данный блок использовался для получения дос-
тупа к управлению транспортными единицами, 
находящимися в моделируемой дорожной сети. 
Были исследованы возможности выбора различ-
ных действий, которые выполнялись при добав-
лении автомобиля в дорожную сеть, въезде на 
дорогу и др. 

Для сбора статистики по времени переме-
щения всех машин в ТС была создана популяция 
агентов с параметром «времяПоявления», для 
которых вычислялось «времяПроезда» при за-
вершении их перемещения в сети. Для отобра-
жения результатов моделирования использова-
лась «Гистограмма» из секции «Диаграммы» 
палитры «Статистика». Для более чёткого пони-
мания о загруженности ТС в целом вычислялось 
среднее время проезда, которое отображалось на 
графике. Кроме этого, вычислялось время, кото-
рое транспортные единицы провели на опреде-
лённых участках перекрёстка и которое в про-
цессе имитации отображалось на графиках. 
 

 

  
 

Рисунок 1.3 – Диаграмма логики движения 
транспорта на перекрёстке 

 

Рисунок 1.4 – Оптимизированная диаграмма 
логики движения транспорта на перекрёстке 

 

  
 

Рисунок 1.5 – Модель перекрёстка в процессе 
имитации (2D) 

 

Рисунок 1.6 – Модель перекрёстка в процессе  
имитации (3D) 
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Рисунок 1.7 – Результаты моделирования дорожной ситуации с использованием модели «Перекрёсток» 
 и логики дорожного движения, изображённой на рисунке 1.3 

 

 
 

Рисунок 1.8 – Результаты моделирования дорожной ситуации с использованием модели «Перекрёсток» 
и логики дорожного движения, изображённой на рисунке 1.4 
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Благодаря управляющим элементам из сек-
ции «3D» библиотеки «Презентация» была уста-
новлена камера и создана трёхмерная анимация, 
отражающая процесс перемещения разных 
транспортных единиц (автомобилей, грузовиков, 
фур, автобусов и др.). Также для удобства про-
смотра имитации на заранее обозначенных об-
ластях перекрёстка была реализована панель на-
вигации, позволяющая переключаться между 
режимами отображения имитации.  

После запуска имитации (рисунки 1.3, 1.4) и 
проведения её в течение одного часа были сфор-
мированы результаты моделирования (рисунки 
1.7 и 1.8). 

На верхнем левом графике рисунка 1.7 ото-
бражено число машин (ось Y) на различных уча-
стках дороги в текущий момент времени моде-
лирования в секундах (ось X). На графике «Сред-
нее время проезда» отображено среднее время 
проезда машин на всей дороге (ось Y) в опреде-
лённые моменты времени моделирования в се-
кундах (ось X). Ниже представлена гистограмма, 
представляющая функцию плотности распреде-
ления времени перемещения транспортных еди-
ниц (ось X). 

На левом верхнем графике рисунка 1.8 
представлено среднее время проезда всех машин 
на дороге (ось Y), находящихся в моделируемом 
перекрестке в определенный момент времени (в 
секундах) симуляции (ось X). Справа представ-
лена гистограмма «Время проезда» представ-
ляющая функцию плотности распределения вре-
мени перемещения транспортных единиц (ось X). 
На нижних графиках (слева направо) показано 
время в секундах (ось Y), которое провели в сум-
ме все транспортные единицы, движущиеся в 
системе (от перекрестка, к перекрестку и на пе-
рекрестке, соответственно) в определенный мо-
мент времени моделирования в секундах (ось X). 
 

2 Создание интеллектуальной системы 
«Перекресток» 

Для организации интеллектуального управ-
ления моделированием в AnyLogic был создан 
эксперимент «Обучение ИИ», в котором были 
заданы свойства и параметры, используемые для 
обучения ИИ-агента (агента верхнего уровня) в 
рамках обучения с подкреплением (RL). Данный 
эксперимент использовался для выгрузки гото-
вых моделей на платформы, предназначенные 
для работы с ИИ, с целью обучения с подкрепле-
нием. 

Для подготовки модели к обучению были 
заполнены такие поля эксперимента, как «На-
блюдение», «Действие» и «Конфигурация». В 
разделе «Наблюдение» были указаны значения, 
которые передавались ИИ-агенту в ходе обуче-
ния для дальнейшего анализа. В разделе «Дейст-
вие» были заданы значения, которые ИИ-агент 
рассчитывает в ходе «эпизода» модели, а затем 

назначает переменным или функциям внутри мо-
дели прежде, чем перейти к следующему «эпизо-
ду». В разделе «Конфигурация» был сформирован 
набор значений, определяющих начальное со-
стояние модели перед «эпизодом». Наконец, в 
разделе «Модельное время» было указано, 
сколько времени будет проходить имитация. 

Для наблюдения были выбраны данные, со-
стоящие из времени, которое агенты провели на 
определенных участках дороги («getCars(true)» – 
автомобили, двигающиеся по направлению к 
перекрёстку, «getCars(false)» – автомобили, дви-
гающиеся от перекрёстка), фаза светофора, вре-
мя фаз светофора и текущее время. Действие, 
которое ИИ-агент может произвести, определя-
лось вектором из 7 целых чисел, которые опре-
деляли, что именно делать со временем опреде-
лённой фазы светофора: уменьшать, увеличивать 
или ничего не менять. Начальное состояние мо-
дели определялось четырьмя параметрами: про-
межутком времени, через который нужно произ-
водить действие («time_between_actions»), и зна-
чением времени для каждой фазы светофора. 

В качестве награды использовалось значе-
ние выражения, полученное в результате 
вычитания суммы времени перемещения транс-
портных потоков, полученной до выполненного 
действия ИИ-агента, от суммы времени, полу-
ченной после выполнения действия. При этом 
суммировалось время, которое транспортные 
единицы провели, двигаясь по направлению к 
светофору (на четырех участках дороги) и на 
перекрёстке. 

Реализованная модель «Перекрёсток» и за-
данный эксперимент «Обучение ИИ» был экс-
портирован в Microsoft Bonsai для проведения 
обучения. Для того, чтобы подключить экспор-
тированную модель в PyCharm, использовалась 
библиотека Alpyne. Она позволила получить 
доступ к данным имитационной модели и про-
вести обучение. 

 
3 Сравнительный анализ реализованных 

алгоритмов машинного обучения 
В области обучения с подкреплением появ-

ляется множество алгоритмов, позволяющих 
эффективно обучать агентов. Некоторые из них 
были реализованы и протестированы в игровых 
средах OpenAI Gym. Кратко остановимся на вы-
водах, которые были сделаны при использовании 
реализованных алгоритмов. 

Такие известные методы обучения, как  
Q-learning и Deep Q-learning, изучают функцию 
значения, которая показывает ожидаемую сумму 
вознаграждений, заданных состоянием и дейст-
вием обучаемого агента. 

Q-Learning – это методика обучения с под-
креплением без использования моделей. Она 
обычно считается «самым простым» алгоритмом 
обучения с подкреплением. Q-Learning использует 
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ранее изученные «состояния», которые были 
исследованы для рассмотрения будущих ходов, и 
сохраняет эту информацию в «Q-таблице». Для 
каждого действия, предпринятого из состояния, 
Q-table должна включать положительное или 
отрицательное вознаграждение. Эта форма обу-
чения отлично подходит, когда количество ходов 
ограничено или среда не сложная, поскольку 
агент запоминает прошлые ходы и с легкостью 
повторяет их. Однако для более сложных сред со 
значительно большим количеством состояний 
Q-table быстро заполняется, что приводит к уве-
личению времени обучения. 

Использование Deep Q-learning предполага-
ет наличие некоторого хранилища с определен-
ным размером, где хранятся последние N опытов 
агента. При обучении используется случайная 
выборка определенного размера из памяти вос-
произведения и применяется обновление Q-lear-
ning. После воспроизведения опыта агент выби-
рает и выполняет действие в соответствии с  
ɛ-жадной политикой. 

Преимуществами данного алгоритма явля-
ется то, что каждый шаг опыта потенциально ис-
пользуется во многих обновлениях весов нейрон-
ной сети, что позволяет повысить эффективность 
данных. Использование случайных выборок на-
рушает корреляции между выборками и, следо-
вательно, уменьшает дисперсию в обновлениях. 

Данные методы имеют много преимуществ 
и хорошо обучают агентов. Однако можно выде-
лить несколько значительных проблем: они мо-
гут иметь большие колебания во время обучения; 
возникают трудности при большом наборе воз-
можных действий; нужно реализовывать ком-
промисс между разведкой и эксплуатацией. 

Все эти проблемы можно решить при по-
мощи градиентов политики. Градиент политики 
(PG) – это подход к RL, оптимизирующий пара-
метризованную модель политики для ожидаемой 
отдачи с использованием градиентного подъема. 
К преимуществам градиента политики можно 
отнести следующее: при обучении агента просто 
следуют градиенту в отношении самой полити-
ки, что означает, что постоянно совершенствует-
ся сама политика; параметры настраиваются на-
прямую; имеется возможность выучить стохас-
тические политики [7]. Недостатком градиентов 
политики является то, что большую часть време-
ни они сходятся на локальном максимуме, а не 
на глобальном оптимуме, и их обучение может 
занять много времени. Но и эти проблемы можно 
решить правильно подобрав политику.  

Для обучения модели «Перекресток» ис-
пользовался градиент политики Монте-Карло. 
При обучении выполнялись следующие дейст-
вия: вычислялась логарифмическая вероятность, 
полученная с помощью функции политики; по-
лученное значение умножалось на функцию 
оценки; выполнялось обновление веса. Было 

обнаружено, что проблема данной политики за-
ключается в усреднении всех действий. Даже 
если некоторые из них были очень плохими, а 
балл в итоге получался высоким, данные дейст-
вия оценивались как хорошие. Из этого следует, 
что для получения правильной политики нужно 
произвести много экспериментов. А это приведёт 
к медленному обучению. 

 
4 Результаты обучения среды «Перекресток» 
С использованием AnyLogic Cloud был про-

веден сравнительный анализ полученных резуль-
татов моделирования среды до и после обучения. 
Для этого были заданы входные и выходные 
данные в «Конфигурации запуска» модели. За-
тем модель была экспортирована в облако и соз-
дано два эксперимента. В первом эксперименте в 
качестве входных данных были введены началь-
ные значения, а во втором – результаты, получен-
ные после обучения модели (рисунок 4.1). 

После проведения экспериментов с помо-
щью режима сравнения были сопоставлены по-
лученные результаты, которые представлены на 
рисунках 4.2, 4.3. Из них хорошо видно, что на 
исследуемом участке сети после обучения среднее 
время проезда транспортных единиц, как и время 
нахождения на перекрестке, уменьшилось, то 
есть пропускная способность перекрестка увели-
чилась. 

 

 
 

Рисунок 4.1 – Входные данные для двух 
 экспериментов 

 
Среднее время проезда транспорта умень-

шилось с 219,744 секунд до 137,718 секунд. Мак-
симальное время перемещения транспортных 
единиц было сокращено с 526,922 секунд до 
339,384 секунд. 

Полученные результаты свидетельствуют 
об эффективности обучения с использованием 
метода градиента политики Монте-Карло. Алго-
ритм стабилен и обладает хорошими свойствами 
сходимости, однако наблюдается чувствитель-
ность к локальным минимумам. 
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Рисунок 4.2 – Среднее время перемещения транспортных единиц 
 

 
 

Рисунок 4.3 – Время, которое провели машины на перекрёстке 
 

Заключение 
Реализованная интеллектуальная система 

управления перекрестком автомобильных дорог 
параметризована и при ее небольшой адаптации 
к реальному объекту моделирования может быть 
использована для организации эффективного 
управления на перекрестках, на которых на од-
ном уровне пересекаются несколько потоков 
транспорта и пешеходов. Это обеспечит опера-
тивность в организации обслуживания транс-
портных потоков, повысит безопасность пере-
мещения пешеходов и позволит оптимизировать 
работу транспортной системы в целом.  
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Аннотация. Предложен подход к решению задачи построения моделей машинного обучения в решении задач класси-
фикации данных. На примере анализа наборов биомедицинских данных проведено сравнение производительности  
алгоритмов машинного обучения, настроенных с помощью предварительно оптимизированных гиперпараметров.  
Найдены наилучшие значения гиперпараметров, обеспечивающие эффективное прогнозирование, для самых  
распространенных алгоритмов машинного обучения. 
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Введение 
Машинное обучение находит широкое при-

менение в медицине и здравоохранении. Оно 
помогает врачам в диагностике заболеваний, 
прогнозировании их развития и выборе опти-
мального лечения [1]. Алгоритмы машинного 
обучения анализируют большие массивы меди-
цинских данных – результаты анализов, жалобы 
пациентов, данные мониторинга и т. д. На основе 
этих данных строятся прогностические модели, 
которые затем используются для конкретных 
пациентов. Использование моделей машинного 
обучения позволяет сравнивать характеристики 
нового пациента с имеющимися данными и по-
лучать вероятность наличия того или иного за-
болевания. Такой подход позволяет диагности-
ровать заболевания на ранних стадиях и свое-
временно назначать лечение. Кроме того, врачи 
могут опираться на рекомендации системы при 
выборе схемы лечения и прогнозировании его 

эффективности для конкретного пациента [2]. 
Таким образом, машинное обучение делает ме-
дицинскую помощь более персонализированной 
и результативной.  

Прогностические модели могут быть также 
полезны на этапе обучения будущих специали-
стов. Некоторые промежуточные результаты 
исследования, приведенного в данной статье 
(определение вероятности наличия заболевания у 
пациента по перечню биомедицинских данных, а 
также прогнозирование заболевания по симпто-
мам пациента) нашли применение в сфере обра-
зования. Они были апробированы, положены в 
основу программного модуля виртуального 
практикума для студентов медико-биологичес-
кого профиля [3] и успешно внедрены в учебный 
процесс МГУ имени А.А. Кулешова [4].  

Построение эффективной модели машинно-
го обучения является сложным и трудоемким 
процессом, который включает в себя нахождение 
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подходящего алгоритма обучения и получение 
оптимальной архитектуры модели путем на-
стройки ее гиперпараметров [5] – параметров, 
которые настраиваются непосредственно перед 
обучением модели, а не в процессе машинного 
обучения.  
 

1 Методика построения модели машин-
ного обучения  

Анализ доступных методов и схем построе-
ния модели машинного обучения [6]–[8], позво-
лил выбрать надежную и оптимальную схему, 
наиболее подходящую для решения поставлен-
ной задачи (рисунок 1.1).  

Реализация такой схемы проходит в не-
сколько этапов. 

1 этап. Сбор данных – это первый шаг при 
решении любой проблемы машинного обучения. 
Для данной задачи используются наборы биоме-
дицинских данных из репозитория UCI [9], кото-
рые предназначены для обучения, проверки и 

тестирования. В выбранных нами наборах дан-
ных присутствуют признаки заболеваний, а так-
же информация о наличии заболевания.  

Каждый экземпляр данных, используемый в 
обучении модели машинного обучения, имеет 
как входные, так и выходную переменные. На-
пример, данные, которые анализируются на на-
личие определенного заболевания, имеют в каче-
стве входных переменных набор признаков, опи-
сывающих это заболевание, и в качестве выход-
ной – атрибут, указывающий, имеется ли заболе-
вание у пациента или нет.  

2 этап. Подготовка данных – самый важ-
ный шаг проекта в сфере машинного обучения, 
который должен проводиться до того момента, 
как набор данных будет использоваться для обу-
чения модели. Использование необработанных 
данных при моделировании может приводить к 
неверным результатам. 
 

 

 
 

Рисунок 1.1. – Схема построения моделей машинного обучения 
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Таблица 1.1 – Используемые атрибуты набора данных 
 

Атрибут Описание Тип, возможные значения 
Age Возраст Число 
Sex Пол 0: женский  

1: мужской 
Cp Тип болей в груди 0: бессимптомная 

1: атипичная стенокардия 
2: неангинальная 
3: типичная стенокардия 

Trestbps Артериальное давление в состоянии покоя Число 
Chol  Общий холестерин в сыворотке крови Число 
Fbs  Уровень сахара в крови натощак 0: менее 120 мг / дл 

1: более 120 мг / дл 
Restecg Результаты электрокардиографии в покое 0: норма 

1: наличие аномалии ST-T 
2: наличие вероятной или опреде-
ленной гипертрофии левого желу-
дочка по критериям Эстеса 

Thalach  Максимальная достигнутая частота сердечных 
сокращений 

Число 

Exang Стенокардия, вызванная физической нагрузкой 0: Нет 
1: Да 

Oldpeak Депрессия ST-сегмента, вызванная  
упражнениями по сравнению с отдыхом 

Число 

Slope  Подъем пикового сегмента ST при физической 
нагрузке 

0: косонисходящая 
1: платообразная 
2: косовосходящая 

Ca  Количество крупных сосудов, окрашенных  
флуороскопией 

0, 1, 2, 3 

Thal  Талассемия 0: отсутствует 
1: исправленный дефект 
2: нормальный 
3: обратимый дефект 

Target Наличие заболевания 0: отсутствие заболевания 
1: наличие заболевания 

 
3 этап. Построение модели машинного обу-

чения: после сбора и подготовки данных они 
могут использоваться для обучения модели ма-
шинного обучения. Данный этап включает в себя 
выбор алгоритма машинного обучения и обуче-
ние модели, оптимизация гиперпараметров, вы-
числение метрик качества для обученной модели 
и ее проверка на тестовых данных. 

В качестве прикладной задачи обучение мо-
делей машинного обучения проводилось на на-
борах биомедицинских данных. Для примера в 
таблице 1.1 приведены атрибуты набора данных, 
которые использовались в обучения модели для 
прогнозной аналитики сердечно-сосудистых за-
болеваний.  

Исследование производительности алго-
ритмов машинного обучения в задачах класси-
фикации данных проводилось в соответствии со 
схемой на рисунке 1 для решения прикладной 
задачи прогнозной аналитики биомедицинских 
данных. Для этого был проведен анализ наборов 
данных с использованием следующих алгорит-
мов машинного обучения [10], [11]–[14], [15]:  

– Logistic Regression (Логистическая регрессия),  
– Linear Discriminant Analysis (Линейный 

дискриминантный анализ),  
– K-Neighbors Classifier (Метод ближайших 

соседей),  
– Classification and Regression Tree (Метод 

построения деревьев решений),  
– Naive Bayes Classifier (Наивный байесов-

ский алгоритм),  
– Linear Support Vector Classification (Ли-

нейный метод опорных векторов),  
– C-Support Vector Classification (Метод 

опорных векторов),  
– Multilayer Perceptron Classifier (Много-

слойный персептрон),  
– Bagging Classifier (Бутстрэп-агрегирование),  
– Random Forest Classifier (Случайный лес),  
– Extra Trees Classifier (Классификатор экс-

тремально рандомизированных деревьев),  
– AdaBoost Classifier (адаптивный бустинг),  
– Gradient Boosting Classifier (Градиентный 

бустинг),  
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– Light Gradient Boosting Machine (Гради-
ентный бустинг деревьев решений LightGBM),  

– Extreme Gradient Boosting (Градиентный 
бустинг деревьев решений XGBoost).  

Модели машинного обучения используют 
80% набора данных для обучения, а оставшиеся 
20% используются для проверки точности алго-
ритмов.  В качестве основной метрики для срав-
нения в данном случае используется доля пра-
вильных ответов алгоритма (Accuracy), опреде-
ляемая следующим соотношением [16]: 
 

Accuracy = (TP + TN) / (TP + FP + TN + FN), 
 

где TP – классификатор верно утверждает, что 
объект принадлежит к рассматриваемому классу, 

TN – классификатор верно утверждает, что 
объект не принадлежит к рассматриваемому 
классу, 

FP – классификатор неверно утверждает, что 
объект принадлежит к рассматриваемому классу, 

FN –  классификатор неверно утверждает, 
что объект не принадлежит к рассматриваемому 
классу. 

Для валидации точности прогнозирования 
были использованы наборы данных по сердечно-
сосудистым заболеваниям, раку молочной желе-
зы, диабету, хронической болезни почек, заболе-
ваниям печени [9]. 

 
2 Результаты исследования 
Для наглядной демонстрации преимуществ 

предложенного подхода и высокой эффективно-
сти обученных моделей машинного обучения на 
примере анализа биомедицинских данных в таб-
лицах 2.1–2.5 детально представлены результаты 
проведенного исследования производительности 
алгоритмов машинного обучения и их гиперпара-
метров для всех рассмотренных наборов данных.  
 

 
Таблица 2.1 – Сердечно-сосудистые заболевания 
 

Алгоритм Точность (%) Параметры Значения параметров 
(BG) Bagging 
Classifier 

84.75 bootstrap, bootstrap_features, n_estimators, 
n_jobs, random_state, verbose, warm_start 

487.0468, True, True, 50, 1, 
0, 0, False 

(ET) Extra Trees 
Classifier 

84.75 criterion, max_depth, min_samples_leaf, 
min_samples_split, min_weight_fraction_leaf, 
n_estimators, n_jobs, random_state 

entropy, 10, 2, 2, 0.0, 30, 6, 0

(LR) Logistic 
Regression 

84.74 C, class_weight, fit_intercept, intercept_scaling,
l1_ratio, max_iter, multi_class, n_jobs, penalty, 
random_state, solver, tol 

0.01, balanced, False, 0.01, 
0.2, 5000, auto, 1, elasticnet, 
0, saga, 1.01 

(CART)  
Classification and 
Regression Tree 

84.35 criterion, max_depth, min_samples_leaf, 
min_samples_split, min_weight_fraction_leaf, 
splitter 

11.4143, gini, 16, 6, 2, 0.0, 
random 

(KNN)  
K-Neighbors 
Classifier 

84.35 algorithm, leaf_size, n_jobs, n_neighbors, p, 
weights 

auto, 2, 1, 9, 1, uniform 

(LSVC) Linear 
Support Vector 
Classification 

84.34 C, class_weight, dual, fit_intercept, inter-
cept_scaling, loss, max_iter, multi_class, pen-
alty, random_state, tol, verbose 

0.01, , True, True, 0.41, 
squared_hinge, 5000, ovr, l2, 
0, 2.01, 0 

(RF) Random 
Forest Classifier 

83.91 bootstrap, criterion, max_depth, max_features, 
n_estimators, random_state 

True, gini, 2, auto, 110, 0 

(XGB) Extreme 
Gradient Boosting 

83.91 learning_rate, max_depth, n_estimators, nthread 0.051, 1, 480, 6 

(LGBM) Light 
Gradient Boosting 
Machine 

83.5 boosting_type, learning_rate, max_depth, 
n_jobs, num_leaves, objective, random_state 

dart, 0.379, –1, 6, 2, binary, 0

(NB) Naive 
Bayes Classifier 

83.5 var_smoothing 0.3960000001 

(LDA) Linear 
Discriminant 
Analysis 

83.1 solver, store_covariance, tol svd, False, 0.8 

(SVC) C-Support 
Vector  
Classification 

83.1 C, degree, gamma, kernel, random_state, tol, 
verbose 

0.61, 1, scale, poly, 0, 0.201, 
False 

(MLP) Multilayer 
Perceptron 
Classifier 
 

82.29 activation, alpha, hidden_layer_sizes, 
random_state, tol, verbose, warm_start 

relu, 0.4, 130, 0, 0.001, False,
False 
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Алгоритм Точность (%) Параметры Значения параметров 
(GB) Gradient 
Boosting 
Classifier 

82.27 criterion, learning_rate, loss, max_depth, 
n_estimators, random_state, tol 

friedman_mse, 0.1, 
exponential, 1, 400, 0, 0.0001

(AB) AdaBoost 
Classifier 

82.26 algorithm, learning_rate, n_estimators, ran-
dom_state 

525.1748, SAMME, 0.36, 
405, 0 

 
Таблица 2.2 – Рак молочной железы 
 

Алгоритм Точность (%) Параметры Значения параметров 
(LR) Logistic 
Regression 

98.68 C, class_weight, fit_intercept, intercept_scaling,
l1_ratio, max_iter, multi_class, n_jobs, penalty, 
random_state, solver, tol 

0.21, , False, 0.01, 0.2, 5000, 
multinomial, 1, elasticnet, 0, 
saga, 0.01 

(LSVC) Linear 
Support Vector 
Classification 

98.68 C, class_weight, dual, fit_intercept,  
intercept_scaling, loss, max_iter, multi_class, 
penalty, random_state, tol, verbose 

0.21, balanced, True, True, 
0.61, hinge, 5000, ovr, l2, 0, 
0.51, 0 

(SVC) C-Support 
Vector  
Classification 

98.24 C, degree, gamma, kernel, random_state, tol, 
verbose 

0.41, 1, scale, linear, 0, 
0.001, False 

(MLP) Multilayer 
Perceptron 
Classifier 

98.02 activation, alpha, hidden_layer_sizes,  
random_state, tol, verbose, warm_start 

identity, 0.0, 100, 0, 0.001, 
False, False 

(AB) AdaBoost 
Classifier 

97.8 algorithm, learning_rate, n_estimators,  
random_state 

SAMME, 0.4, 400, 0 

(LGBM) Light 
Gradient  
Boosting  
Machine 

97.8 boosting_type, learning_rate, max_depth, 
n_jobs, num_leaves, objective, random_state 

gbdt, 0.364, –1, 6, 10, binary, 
0 

(ET) Extra Trees 
Classifier 

97.58 criterion, max_depth, min_samples_leaf, 
min_samples_split, min_weight_fraction_leaf, 
n_estimators, n_jobs, random_state 

entropy, 12, 1, 3, 0.0, 30, 6, 0

(GB) Gradient 
Boosting 
Classifier 

97.36 criterion, learning_rate, loss, max_depth, 
n_estimators, random_state, tol 

friedman_mse, 0.4, 
exponential, 1, 700, 0, 0.0001

(XGB) Extreme 
Gradient Boosting 

97.14 learning_rate, max_depth, n_estimators, nthread 0.201, 1, 520, 6 

(KNN)  
K-Neighbors 
Classifier 

96.92 algorithm, leaf_size, n_jobs, n_neighbors, p, 
weights 

auto, 2, 1, 11, 1, uniform 

(RF) Random 
Forest Classifier 

96.48 bootstrap, criterion, max_depth, max_features, 
n_estimators, random_state 

True, entropy, 22, auto, 310, 
0 

(BG) Bagging 
Classifier 

96.04 bootstrap, bootstrap_features, n_estimators, 
n_jobs, random_state, verbose, warm_start 

True, True, 40, 1, 0, 0, False 

(LDA) Linear 
Discriminant 
Analysis 

96.04 solver, store_covariance, tol svd, False, 0.2 

(CART)  
Classification and 
Regression Tree 

94.95 criterion, max_depth, min_samples_leaf, 
min_samples_split, min_weight_fraction_leaf, 
splitter 

gini, 26, 6, 2, 0.0, random 

(NB) Naive 
Bayes Classifier 

94.73 var_smoothing 1.00E-10 

 
Таблица 2.3 – Диабет 
 

Алгоритм Точность (%) Параметры Значения параметров 
(CART)  
Classification 
and Regression 
Tree 

81.17 criterion, max_depth, min_samples_leaf, 
min_samples_split, min_weight_fraction_leaf, 
splitter 

entropy, 41, 11, 2, 0.0, 
random 
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Алгоритм Точность (%) Параметры Значения параметров 
(LSVC) Linear 
Support Vector 
Classification 

81.16 C, class_weight, dual, fit_intercept,  
intercept_scaling, loss, max_iter, multi_class, 
penalty, random_state, tol, verbose 

0.81, , True, True, 0.41, 
squared_hinge, 5000, ovr, 
l2, 0, 4.01, 0 

(SVC)  
C-Support  
Vector  
Classification 

79.55 C, degree, gamma, kernel, random_state, tol, 
verbose 

0.21, 1, auto, poly, 0, 0.401, 
False 

(RF) Random 
Forest Classifier 

79.54 bootstrap, criterion, max_depth, max_features, 
n_estimators, random_state 

True, gini, 22, log2, 310, 0 

(LDA) Linear 
Discriminant 
Analysis 

79.25 solver, store_covariance, tol svd, False, 0.0 

(LGBM) Light 
Gradient  
Boosting  
Machine 

79.24 boosting_type, learning_rate, max_depth, 
n_jobs, num_leaves, objective, random_state 

dart, 0.368, -1, 6, 2, binary, 
0 

(MLP) 
Multilayer 
Perceptron 
Classifier 

79.24 activation, alpha, hidden_layer_sizes, ran-
dom_state, tol, verbose, warm_start 

identity, 0.6, 100, 0, 0.001, 
False, False 

(ET) Extra Trees 
Classifier 

79.23 criterion, max_depth, min_samples_leaf, 
min_samples_split, min_weight_fraction_leaf, 
n_estimators, n_jobs, random_state 

gini, 16, 1, 3, 0.0, 40, 6, 0 

(GB) Gradient 
Boosting 
Classifier 

78.91 criterion, learning_rate, loss, max_depth, 
n_estimators, random_state, tol 

friedman_mse, 0.4, 
deviance, 4, 100, 0, 0.0001 

(LR) Logistic 
Regression 

78.91 C, class_weight, fit_intercept, inter-
cept_scaling, l1_ratio, max_iter, multi_class, 
n_jobs, penalty, random_state, solver, tol 

0.21, , True, 0.01, 0.6, 5000, 
auto, 1, elasticnet, 0, saga, 
1.01 

(AB) AdaBoost 
Classifier 

78.59 algorithm, learning_rate, n_estimators, ran-
dom_state 

SAMME, 0.38, 455, 0 

(BG) Bagging 
Classifier 

78.26 bootstrap, bootstrap_features, n_estimators, 
n_jobs, random_state, verbose, warm_start 

True, False, 25, 1, 0, 0, 
False 

(KNN)  
K-Neighbors 
Classifier 

77.96 algorithm, leaf_size, n_jobs, n_neighbors, p, 
weights 

auto, 2, 1, 29, 1, uniform 

(NB) Naive 
Bayes Classifier 

77.32 var_smoothing 0.2846000001 

(XGB) Extreme 
Gradient 
Boosting 

77.3 learning_rate, max_depth, n_estimators, 
nthread 

0.051, 1, 440, 6 

 
Таблица 2.4 – Хроническая болезнь почек 

 

Алгоритм Точность (%) Параметры Значения параметров 
(AB) AdaBoost 
Classifier 

100.0 algorithm, learning_rate, n_estimators,  
random_state 

SAMME, 0.35, 400, 0 

(CART)  
Classification 
and Regression 
Tree 

100.0 criterion, max_depth, min_samples_leaf, 
min_samples_split, min_weight_fraction_leaf, 
splitter 

gini, 1, 11, 2, 0.1, best 

(ET) Extra Trees 
Classifier 

100.0 criterion, max_depth, min_samples_leaf, 
min_samples_split, min_weight_fraction_leaf, 
n_estimators, n_jobs, random_state 

gini, 10, 1, 2, 0.0, 20, 6, 0 

(LGBM) Light 
Gradient  
Boosting  
Machine 

100.0 boosting_type, learning_rate, max_depth, 
n_jobs, num_leaves, objective, random_state 

gbdt, 0.35, –1, 6, 2, binary, 
0 
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Алгоритм Точность (%) Параметры Значения параметров 
(LR) Logistic 
Regression 

100.0 C, class_weight, fit_intercept, inter-
cept_scaling, l1_ratio, max_iter, multi_class, 
n_jobs, penalty, random_state, solver, tol 

0.01, , False, 0.01, 0.1, 
5000, auto, 1, elasticnet, 0, 
saga, 0.01 

(LSVC) Linear 
Support Vector 
Classification 

100.0 C, class_weight, dual, fit_intercept, inter-
cept_scaling, loss, max_iter, multi_class, pen-
alty, random_state, tol, verbose 

0.01, , False, True, 0.01, 
squared_hinge, 5000, ovr, 
l1, 0, 0.01, 0 

(MLP) 
Multilayer 
Perceptron 
Classifier 

100.0 activation, alpha, hidden_layer_sizes,  
random_state, tol, verbose, warm_start 

identity, 0.0, 110, 0, 0.001, 
False, False 

(NB) Naive 
Bayes Classifier 

100.0 var_smoothing 1, 00E-10 

(RF) Random 
Forest Classifier 

100.0 bootstrap, criterion, max_depth, max_features, 
n_estimators, random_state 

False, gini, 22, auto, 210, 0 

(SVC)  
C-Support 
Vector 
Classification 

100.0 C, degree, gamma, kernel, random_state, tol, 
verbose 

0.21, 1, scale, linear, 0, 
0.101, False 

(XGB) Extreme 
Gradient 
Boosting 

100.0 learning_rate, max_depth, n_estimators, 
nthread 

0.001, 1, 400, 6 

(KNN)  
K-Neighbors 
Classifier 

97.6 algorithm, leaf_size, n_jobs, n_neighbors, p, 
weights 

auto, 2, 1, 2, 1, distance 

(BG) Bagging 
Classifier 

98.4 bootstrap, bootstrap_features, n_estimators, 
n_jobs, random_state, verbose, warm_start 

True, False, 35, 1, 0, 0, 
False 

(GB) Gradient 
Boosting 
Classifier 

98.4 criterion, learning_rate, loss, max_depth, 
n_estimators, random_state, tol 

friedman_mse, 0.1, 
deviance, 1, 400, 0, 0.0001 

(LDA) Linear 
Discriminant 
Analysis 

99.2 solver, store_covariance, tol svd, False, 0.4 

 
Таблица 2.5 – Заболевания печени 
 

Алгоритм Точность (%) Параметры Значения параметров 
(LSVC) Linear 
Support Vector 
Classification 

73.23 C, class_weight, dual, fit_intercept,  
intercept_scaling, loss, max_iter, multi_class, 
penalty, random_state, tol, verbose 

0.81, , True, True, 0.61, 
squared_hinge, 5000, ovr, 
l2, 0, 2.51, 0 

(ET) Extra Trees 
Classifier 

73.01 criterion, max_depth, min_samples_leaf, 
min_samples_split, min_weight_fraction_leaf, 
n_estimators, n_jobs, random_state 

gini, 16, 1, 3, 0.0, 60, 6, 0 

(LR) Logistic 
Regression 

72.79 C, class_weight, fit_intercept, inter-
cept_scaling, l1_ratio, max_iter, multi_class, 
n_jobs, penalty, random_state, solver, tol 

0.81, , True, 0.01, 0.1, 5000, 
multinomial, 1, elasticnet, 
0, saga, 0.01 

(CART)  
Classification 
and Regression 
Tree 

72.56 criterion, max_depth, min_samples_leaf, 
min_samples_split, min_weight_fraction_leaf, 
splitter 

gini, 16, 16, 7, 0.0, random 

(KNN)  
K-Neighbors 
Classifier 

72.34 algorithm, leaf_size, n_jobs, n_neighbors, p, 
weights 

auto, 2, 1, 27, 2, uniform 

(MLP) 
Multilayer 
Perceptron 
Classifier 

72.13 activation, alpha, hidden_layer_sizes, ran-
dom_state, tol, verbose, warm_start 

tanh, 0.4, 110, 0, 0.001, 
False, False 
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Алгоритм Точность (%) Параметры Значения параметров 
(LGBM) Light 
Gradient  
Boosting  
Machine 

72.12 boosting_type, learning_rate, max_depth, 
n_jobs, num_leaves, objective, random_state 

gbdt, 0.372, –1, 6, 9, binary, 
0 

(LDA) Linear 
Discriminant 
Analysis 

71.68 solver, store_covariance, tol svd, False, 0.1 

(RF) Random 
Forest Classifier 

71.46 bootstrap, criterion, max_depth, max_features, 
n_estimators, random_state 

True, entropy, 2, auto, 10, 0 

(SVC)  
C-Support 
Vector 
Classification 

71.46 C, degree, gamma, kernel, random_state, tol, 
verbose 

0.01, 1, scale, linear, 0, 
0.001, False 

(XGB) Extreme 
Gradient 
Boosting 

71.46 learning_rate, max_depth, n_estimators, 
nthread 

0.001, 0, 400, 6 

(GB) Gradient 
Boosting 
Classifier 

71.24 criterion, learning_rate, loss, max_depth, 
n_estimators, random_state, tol 

friedman_mse, 0.1, 
exponential, 1, 100, 0, 
0.0001 

(AB) AdaBoost 
Classifier 

70.12 algorithm, learning_rate, n_estimators, ran-
dom_state 

SAMME, 0.45, 470, 0 

(BG) Bagging 
Classifier 

68.58 bootstrap, bootstrap_features, n_estimators, 
n_jobs, random_state, verbose, warm_start 

True, True, 95, 1, 0, 0, False

(NB) Naive 
Bayes Classifier 

58.84 var_smoothing 1.00E-10 

 
Анализ полученных результатов, проведен-

ный для каждого набора данных, позволил опре-
делить наиболее эффективный алгоритм машин-
ного обучения, обладающий наиболее высокой 
точностью.  
 

Заключение 
Предложен подход, основанный на исполь-

зовании оптимизированных алгоритмов машин-
ного обучения, который позволяет обеспечить 
эффективное прогнозирование заболеваний на 
этапе ранней диагностики. Проведен анализ про-
изводительности алгоритмов машинного обуче-
ния для классификации биомедицинских данных. 
Исследована эффективность наиболее популяр-
ных алгоритмов классификации данных. Для 
каждого алгоритма определены оптимальные 
значения гиперпараметров для наборов данных 
по сердечно-сосудистым заболеваниям, раку мо-
лочной железы, диабету, хронической болезни 
почек, заболеваниям печени.  

Найдены алгоритмы машинного обучения, 
обладающие наивысшей производительностью: 
для сердечно-сосудистых заболеваний – Extra 
Trees Classifier – с точностью 84.80%, для рака 
молочной железы – Logistic Regression – с точно-
стью 98.68%, для диабета – Classification and 
Regression Tree – с точностью 81.17%, для хро-
нической болезни почек – AdaBoost Classifier –  
с точностью 100.0%, для заболеваний печени – 
Linear Support Vector Classification – с точностью 
73.23%. 

Полученные результаты могут быть исполь-
зованы в здравоохранении для разработки систем 
поддержки принятия врачебных решений.  

В перспективе с целью повышения точно-
сти и надежности результатов прогнозирования 
планируется проведение исследований в направ-
лении разработки нейросетевых моделей на ос-
нове современных архитектур глубокого обуче-
ния, объединяющие в себе различные типы слоев. 
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manuscript. References should be given in their 
original spelling, numbered in the order they appear 
in the text and contain full bibliography. Please, do 
not cite unpublished papers. The numbers of refer-
ences are sited in square brackets (e. g. [1], [2]). 

The paper should be signed by all authors. 
The following documents should be attached to 

the article: 
– covering letter of the organization in which 

the work was done with a request for publication; 
– information about the authors; 
– expert opinion on the possibility of publish-

ing an article in the press; 
– treaty on the transfer of the copyright (two 

copies). 
The authors should provide the following in-

formation on a separate sheet: surname, first name, 
patronymic, science degree, rank and correct postal 
address for correspondence, organization or com-
pany name and position, title, research field, home 
or office phone numbers, and e-mail address. 

Then the paper is sent to the Editorial Board to 
be reviewed. The Editorial Office informs the au-
thors of paper denial and the reviewer's conclusion 
without returning the manuscript. A request to revise 
the manuscript does not imply that the paper is ac-
cepted for publication since it will be re-reviewed 
and considered by the Editorial Board. The authors 
of the rejected paper have the right to apply for its 
reconsideration. 

The Editorial Board has the right to edit the 
manuscript and abridge it without misrepresenting 
the paper contents. 



 106 

Papers not meeting the above requirements are 
denied and returned to the authors. The date of re-
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