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VECTOR CIRCULAR PARAXIAL KUMMER – GAUSS BEAMS.  
POLARIZATION AND POWER PROPERTIES 

S.S. Girgel 

Francisk Skorina Gomel State University 
 

Аннотация. Предложены и исследуются аналитические выражения в замкнутой форме для векторных циркулярных 
3D световых пучков Куммера – Гаусса с однородной и неоднородной поляризациями. Сформулированы ограничения 
на свободные параметры, чтобы такие пучки Куммера – Гаусса переносили конечную мощность. Вычислены и  
графически исследуются поляризационные свойства, продольный и поперечные потоки энергии таких пучков. 
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Введение 
В работе [1] нами исследовались скалярные 

параксиальные циркулярные пучки Куммера –
Гаусса, а в [2], [3] – векторные параксиальные 
циркулярные пучки Куммера с однородной и 
неоднородной по сечению пучка поляризацией 
(энергетические и поляризационные свойства). 

В настоящей работе обсуждаются энергети-
ческие и поляризационные свойства векторных 
параксиальных циркулярных пучков Куммера –
Гаусса с однородной и неоднородной поляриза-
циями. Получены явные выражения, описываю-
щие векторные циркулярные  световые пучки 
Куммера – Гаусса с однородной и неоднородной 
поляризациями. Исследованы поляризационные 
свойства, продольные и поперечные потоки 
энергии таких световых пучков. 

 
1 Векторные циркулярные световые 

пучки Куммера – Гаусса с однородной поля-
ризацией. 

Для монохроматических волн вида 
( , ) exp( )f t f ikz i t  r  

скалярное параболическое уравнение в цилинд-
рической системе координат имеет решение [1] 
(см. также [4]) 

 

12

0 0

1 2, 1; exp( ) ( ).

v v m

m

I R P Q
f Exp

Q P Q

M m U R im f f

  
    

            
     

 

Аргументы функций Куммера М  равны 

 2 1 / 1/ .U iR P Q   Комплексные параметры 

пучка 0Q Z iQ   и 0 .P Z iP   ешение f обла-

дает цилиндрической (циркулярной) симметри-
ей. Здесь, как и ранее [2], [3], используются все 
величины в безразмерной форме. Безразмерные 
переменные  

0/ ,X x x  0 0/ , / ,Y y x Z z z   2 2 .R X Y   

Оператор набла в безразмерных циркулярных 
(цилиндрических) координатах имеет вид  

(1/ ) .R R Z Z Z ZR             e e e e  

Следуя разработанному нами формализму 
[1]–[3], электрическое поле векторных паракси-
альных циркулярных пучков Куммера – Гаусса с 
однородной поляризацией запишем, как 
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.zf f    E e e e  Комплексный постоянный 

нормированный 2(| | 1) e  вектор поляризации 

e однозначно определяет поляризационные 

характеристики пучка ( ).       e e e  Введем 

параметр поляризации / tg( ).с с сi            

Индекс с указывает, что вычисления проводятся 
в циркулярном (circular) базисе. Тогда азимут 
главной оси эллипса поляризации световой вол-
ны относительно оси OZ равен ( ),с   а ее эл-

липтичность   будет th .с    Здесь 

arctg( / ).y x   Так как const, e  то поляриза-

ция является однородной по всему сечению пучка. 
Для расчета энергетических характеристик 

пучка Куммера – Гаусса с однородной поляриза-
цией целесообразно ввести энергетический век-

тор .
f

f


b  Обозначения ( , , , , )R Z X Yb b b b b  – 

компоненты вектора b  в циркулярном и декар-
товом базисах соответственно. Теперь усреднен-
ные по времени плотности энергии w, продоль-
ного zS  и поперечного S  потоков энергии 

электромагнитного поля для параксиальных век-
торных пучков с однородной поляризацией мож-
но представить как [2]: 

2

;
8

f
w





 z ;

c
S w

n
  ,o s  S S S  

 z ,o R R

m
S Im b

R 
     
 

S e e  

 z th 2 Re .s c RS b    S e  
Здесь безразмерный параметр параксиальности 
пучка 41/ 10 .K     Нормированное волновое 

число 0.K kx  В выражении для S  выделены 

явно, следуя формализму [5]-[7], плотность ор-
битального oS  и спинового sS  потоков энергии. 

Видим, что для азимутальной зависимости 

2 ( ) exp( )f im    спиновый поток энергии – 

строго азимутальный. 
 Вычисляя компоненты вектора ,b  получаем 

 
 

2 1 , 2;2 1 1
;

( 1) , 1;R

i R M m Um iR
b

R Q P Q m M m U

    
        

 

.
i m

b
R   Здесь использованы известные [8] пре-

образования Куммера 

( , , ) ( 1, 1, ).u

a
M a b u M a b u

b
     

Вблизи оси пучка поперечный поток энергии S  – 

азимутальный. При возрастании R радиальная 
компонента становится преобладающей. 

Чтобы векторные пучки Куммера – Гаусса c 
однородной поляризацией переносили конечную 
мощность, необходимо, чтобы для функции f  

выполнялись условия её квадратичной интегри-
руемости (КИ). В [1] были установлены условия 
КИ для скалярных пучков Куммера – Гаусса. Эти 
ограничения на свободные параметры пучка, как 
показывает анализ, справедливы также и для 
векторных пучков Куммера – Гаусса с однород-
ной поляризацией. 

 
2 Векторные циркулярные световые 

пучки Куммера – Гаусса с неоднородной по-
ляризацией (ТМ-моды) 

Векторные световые пучки с неоднородной 
поляризацией [9] исследовались слабо. Чтобы 
перейти к неоднородно поляризованным ТМ 
пучкам Куммера – Гаусса, достаточно выбрать 
поперечную часть E  векторной амплитуды  

электрического поля светового пучка в виде  

.R R

im
f f b f

R   
      
 

Ε b e e  

Тогда из уравнения непрерывности компонента 
4 ,z ZE b f   где 

 
 

2

2

2

2 2

1 , 2;1 1
.

( 1) , 1;

Z
Z

f iR Q m
b

f P QQ

i R M m U

m M m UP Q

    
     

    
      

 

В декартовом базисе векторы электрическо-
го и магнитного полей векторных ТМ пучков 
Куммера – Гаусса равны: 

; ; 4 ;X X Y Y Z ZE b f E b f E b f     
; ; 0.X Y Y X ZH nb f H nb f H     

Анализ условий КИ для векторных пучков 
Куммера – Гаусса с неоднородной поляризацией 
(ТМ-мод) показал, что эти условия отличаются 
от условий КИ для пучков Куммера – Гаусса с 
однородной поляризацией. Результаты этого ис-
следования представлены в таблице 2.1. 

Поляризация векторных циркулярных ТM-
мод Куммера – Гаусса определяется комплекс-
ным параметром  

/ tg( ) ,R
R

i m
E E i

R b          

азимут главной оси эллипса поляризации свето-
вого поля относительно радиального направле-
ния Re  равен ,  а отношение полуосей эллипса 

  будет th .    

На рисунке 2.1 графически изображены эл-
липсы поляризации циркулярных ТM-мод Кум-
мера – Гаусса. 

Как видно из рисунка 2.1, соответствующе-
го набору свободных параметров строки 4.4 (а) и 
строки 2 (б) таблицы 2.1, характер поляризации 
зависит от радиальных расстояний R от оси пуч-
ка и не зависит от азимутального угла .  Вблизи 

оси пучка поляризация круговая, затем, с увели-
чением расстояния R, периодически постепенно 
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изменяется от круговой до линейной. После это-
го возникают эллипсы с противоположным на-
правлением вращения и т. д. Главные оси эллип-
сов образуют спирали, которые постепенно рас-
кручиваются. Постепенно, по мере увеличения R 

эллипсы поляризации вырождаются в линии, а 
поляризация стремится к линейной, радиальной. 
Это видно также из формулы для  векторной ам-
плитуды .E  

 

Таблица 2.1 – Условия КИ для векторных циркулярных ТМ световых пучков Куммера – Гаусса с 
непрерывным угловым индексом m и комплексным параметром i       

 

№ 
Ограничения 
на параметры 

0Q  

Ограничения 
на параметры 

0P  

Ограничения на индекс 
i        

( 0; 1, 2,3,...)m   � 

Предел   

при R   

Выполнение 
условий КИ 

 

1 0 0Q   0 0P  нет 0   да 

2 0 0Q   0 0P  1   0   да 

3 0 0Q   0 0P  m N     0   да 

4.1 0 0Q   0P    3

2

m        нет 

4.2 0 0Q   0P  
 

3

2

m    const 
 

нет 

4.3 0 0Q   0P  
 

3 2
,

2 2

m m       
 0 

 
нет 

4.4 0 0Q   0P  
 

2

2

m     0 
 

да 

5.1 0Q  
 0 0P

 
1

2

m   
  

 
нет 

5.2 0Q  
 0 0P

 
1

2

m   
const 

 
нет 

5.3 0Q  
 0 0P

 
1

,
2 2

m m       0 
 

нет 

5.4 0Q  
 0 0P

 2

m    
0 

 
да 

 

       
                                   а)                                                                                          б) 

Рисунок 2.1 – Эллипсы поляризации векторных ТМ-мод Куммера – Гаусса. 
Параметры пучка: а) 0 00,7; 1; 0,38; ; 1, 2;m Q P Z         б) 01,5; 0; 1; 1; 1m Q Z          
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                         а)                                                       б)                                                                    в) 

 

Рисунок 2.2 – Интенсивность и поперечный поток энергии векторных циркулярных пучков Куммера 
(ТМ-моды) с зависимостью 2 exp( ( )) :f i m   а) интенсивность в продольном сечении пучка;  

б) интенсивность в поперечном сечении пучка; в) линии поперечного потока энергии.  
Используемые параметры: 0 00,7; 1; 0,38; ; 1,2m Q P Z        

 

 
                   а)                                                       б)                                                                 в) 
 

Рисунок 2.3 – Интенсивность и поперечный поток энергии векторных циркулярных пучков Куммера 
(ТМ-моды) с зависимостью 2 exp( ( )) :f i m   а) интенсивность в продольном сечении XOZ;  

б) интенсивность в поперечном сечении XОY; в) линии поперечного потока энергии.  
Используемые параметры: 0 02; 2; 2; 2; 1m Q P Z        

 
Обсудим теперь энергетические свойства 

векторных ТМ пучков Куммера – Гаусса. Плот-
ности энергии w и продольного zS  потоков энер-

гии светового поля для векторных ТМ пучков 
Куммера – Гаусса можно представить, как [8]: 

2
2 2

12
;

8 R

m
w b f

R

 
    

 z .
c

S w
n

  

Плотность поперечного потока энергии для 
ТМ-мод  можно записать в виде [9] 

 *Re .
8 z

c
E

n 


  


S E  

Вычисляя, находим, что в циркулярном базисе 
2

1 Re( ) Im( ) .
2 R Z R Z

c m
f b b b

n R 

         
S e e  

В декартовой системе координат плотности 
энергии w  и поперечного S  потоков энергии 

представляются в симметричных формах: 

 2 2 2

1 ;
8 X Yw b b f


 


 

 2

1 Re( ) Im( ) .
2 X Z X Y Z Y

c
f b b b b

n
 




    


S e e  

На рисунках 2.2 и 2.3, соответствующих на-
бору свободных параметров строки 4.4 и строки 
2 таблицы 2.1, представлены некоторые харак-
терные результаты графического моделирования 
интенсивности и поперечных потоков энергии 
для векторных ТМ пучков Куммера – Гаусса. 
Картины интенсивности в поперечном сечении 
исследуемых световых пучков представляют 
собой кольца. Обычно видно одно или несколько 
колец. Остальные кольца не видны из-за их сла-
бой интенсивности. Продольные потоки энергии  
пропорциональны интенсивности пучка и значи-
тельно меньше поперечных потоков. Вблизи оси 
пучка  азимутальные компоненты значительно 
превосходят радиальные. По мере возрастания 



Векторные циркулярные параксиальные пучки Куммера – Гаусса. Поляризация и энергетические свойства 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (56), 2023 11

радиального расстояния R от оси пучка, в конеч-
ном итоге, радиальные потоки становятся преоб-
ладающими. Поперечные потоки энергии пред-
ставляют собой постепенно раскручивающиеся 
спирали. Азимутальные и радиальные компонен-
ты поперечного потока энергии осциллируют с 
возрастанием радиального расстояния. Таким об-
разом, линии полных потоков энергии ТМ пуч-
ков Куммера – Гаусса представляют собой слож-
ные спиралевидные линии вокруг оси пучка OZ. 
 

Заключение 
В данной работе выведены выражения, опи-

сывающие практически не изучавшиеся типы 
пучков – векторные параксиальные циркулярные 
световые пучки Куммера – Гаусса c однородной 
и неоднородной поляризациями, переносящие 
конечную мощность и поэтому физически реали-
зуемые. Они характеризуются пятью свободны-
ми параметрами: четырьмя вещественными –  
(К, 0 ,Q  0 ,P  m) и одним комплексным парамет-

ром .i       
Сформулированы условия физической реа-

лизуемости однородно и неоднородно поляризо-
ванных циркулярных векторных пучков Кумме-
ра – Гаусса с переносимой конечной мощностью 
во всем пространстве. Вычислены явные выра-
жения для плотностей продольного и поперечно-
го потоков энергии для однородно и неоднород-
но поляризованных пучков Куммера – Гаусса. 
Выполнено графическое моделирование их по-
перечных потоков энергии и интенсивности. 
Проведен соответствующий анализ. Установле-
но, что выбор различных свободных параметров 
пучка приводит к качественно различным физи-
ческим картинам. 
 Хотя иллюстративное графическое модели-
рование выполнено для целочисленных значений 
m и вещественных значений свободного пара-
метра ,  найденные условия КИ пригодны так-
же для непрерывных значений m и комплексных 
значений .  
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tation, Sturm – Liouville problem, approximate analytical solution, Schrödinger equation, modified Pöschl – Teller potential, 
hypergeometric series, energy quantization condition. 
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 Введение 
Одномерное уравнение Логунова – Тавхелид-

зе для волновой функции (2 , ),E   описывающей 

связанные состояния системы двух частиц одина-
ковой массы m, в релятивистском конфигурацион-
ном представлении (РКП) имеет вид [1], [2] 

(2 , ) ( , ) ( ) (2 , ) ,E G E V E d




            

,                        (0.1) 

где величина 2E  – энергия системы двух частиц 
в системе центра масс (0 2 2 ),E m     – коор-

дината в РКП, ( )V   − потенциал, ( , )G E    – 

функция Грина, имеющая следующую форму [1], [2]: 

 
 

sh 2 ( )1
( , ) .

sin 2 sh ( ) 2

w m
G E

m w m

      
 

(0.2) 

Величина 0 2w    в (0.2) связана с энергией 

2E  по формуле 2 2 cos .E m w  
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В данной работе мы рассматриваем нахож-
дение приближённых аналитических решений 
уравнения (0.1) с модельным потенциалом в РКП 
следующего вида: 

0
2 2

0

( ) ,
V

V


 
 

       (0.3) 

где 0 0,V   0 0   – константы. Отметим, что 

решение задачи в случае аналогичного трёхмер-
ного потенциала было выполнено в работе [3]: 
точно – в случаях, когда 2 0E   и 2 2 ,E m  чис-
ленно – в случае, когда 0 2 2 .E m   
 

1 Приближённое аналитическое решение  
Для решения поставленной задачи сформу-

лируем уравнение (0.1) в импульсном представ-
лении [4] 

(2 , ) ( , ) ( ) (2 , ) ,
2p p p k k k

m
E G E V E d





         
   

,p                            (1.1) 

где (2 , )pE   – волновая функция, p  – быстро-

та, связанная с относительным импульсом p  в 

системе центра масс по формуле sh ,pp m   

( )p kV    – потенциал, ( , )pG E   – функция 

Грина, имеющая вид 

2 2 2

1
( , ) .

chp
p

G E
m E

 
 

       (1.2) 

Входящие в уравнение (1.1) величины связаны с 
соответствующими величинами в РКП инте-
гральными соотношениями [1], [2] 

(2 , ) exp( ) (2 , ) ,
2 p p p

m
E i m E d





       
   

( , ) exp( ( )) ( , ) ,
2 p p p

m
G E i m G E d





       
   

( ) exp( ( ) ) ( ) .p k p kV i m V d




           (1.3) 

Подстановка выражения для потенциала в РКП 
(0.3) в формулу (1.3) и последующее вычисление 
интеграла приводит к следующему выражению 
для потенциала в импульсном представлении: 

0 0 0( ) exp( | | ).p k p kV V m           (1.4) 

Интегральное уравнение (1.1) с потенциалом 
(1.4) эквивалентно задаче Штурма – Лиувилля 
(ЗШЛ) [3] 

2
2 1

02

2
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p p
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p p

d
m G E E

d

m V E
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d
G E E
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После подстановки  

1( , ) (2 , ) (2 , )p p pG E E E        
и учёта явного вида функции Грина (1.2) пред-
ставим ЗШЛ в следующей форме: 

 

2
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0
22
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V
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(1.5) 

(2 , ) 0.

p

p
p

d
E

d
 

  


 

Задача (1.5) не имеет точных решений. Най-
дём её решения приближённо аналитически. Для 
этого выполним приближение множителя в пра-
вой части уравнения 

   
0 0

2 22 2
,

ch ch 1p p

V V

E m E m
  

     

 (1.6) 

где 0   – параметр, выбор значения которого 
определяет точность данного равенства и зави-
сит от параметра .E m  Представим ЗШЛ (1.5) с 

учётом приближения (1.6) в виде 
2 2

2
02 2

( ) (2 , ) (2 , ),
chp p

p p

d g
m E E

d

 
        

   
 

,p                         (1.7) 

(2 , ) 0,

p

p
p

d
E

d
 

  


 

где введено обозначение  
122

0 1 .g V E m


     

Уравнение в (1.7) аналогично одномерному 
уравнению Шрёдингера в случае модифициро-
ванного потенциала Пешля – Теллера [5], [6]. 
Как известно, в случае такого взаимодействия 
нерелятивистская задача имеет точные решения. 
Приведём кратко процедуру нахождения реше-
ний полученной нами релятивистской задачи (с 
совершенно другими граничными условиями). 
Для этого выполним в (1.7) замену переменной 

th px    и переобозначение 

(2 , ) ( ).pE W x    

После указанных преобразований представим 
(1.7) в форме 

2 2 2 2
0

ˆ ( ) ( ) (1 ) ( ) 0,L m g x W x          

  1 1,x                        (1.8) 

1

ˆ ( ) 0,
x

LW x


        (1.9) 

где мы ввели обозначение для оператора 

2ˆ (1 ) .
d

L x
dx

   В уравнении (1.8) сделаем под-

становку 2( ) (1 ) ( ),W x x U x   где ( )U x  – неиз-

вестная функция, 0 (2 ).m     В результате 
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получим дифференциальное уравнение для 
функции ( ) :U x  

 
2

22 2
2

(1 ) (2 4 ) 4 2

( ) 0.

d d
x x g

dxdx

U x

 
           

 
 

(1.10) 

Заменой переменной (1 ) 2y x   преобразуем 

уравнение (1.10) к гипергеометрическому [7] 
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общее решение которого имеет вид 

2 1

1
2 1

( ) ( , ; ; )

( 1 , 1 ;2 ; ),c

U y A F a b c y

By F a c b c c y

 

     
    (1.11) 

где 2 1F  – гипергеометрические ряды, А, В – не-

определённые константы, а, b, c – параметры 
следующего вида: 

 
1 22

1 2 2 1 4 ;a g         

 
1 22

1 2 2 1 4 ;b g         1 2 .c     

Возвращая в (1.11) переменную x  и подставляя 
эту функцию в формулу для ( ),W x  получим сле-

дующее выражение: 
2

2 1( ) (1 ) ( , ; ; (1 ) 2)W x A x F a b c x     (1.12) 

 12

2 1

(1 ) (1 ) 2

( 1 , 1 ;2 ;(1 ) 2).

c
B x x

F a c b c c x

   

      
 

Выражение (1.12) удовлетворяет граничному 
условию (1.9) при 1,x   если 0.B   Граничное 
условие при 1x    выполняется только когда 

2 1( , ; ; (1 ) 2)F a b c x  является полиномом, т. е. 

должно выполнятся равенство  
,a n   0,1,2,...n         (1.13) 

Учтём в (1.13) явный вид величины a, а также 
величин  , g и выразим из него энергию 

1 2

0

0 0

2 2 1 .
( )( )n

V
E m

m n m n

 
        

 (1.14) 

Выражение (1.14) является условием квантова-
ния энергии. Из равенства (1.13) следует, что 

0.a   С учётом явного вида величины a полу-
чим условие, которому должны удовлетворять 
параметры 0 ,V  ,  0 :m  0 0 0(1 ).V m m      

Формула для волновой функции, соответст-
вующей собственному значению энергии 2 ,nE  

имеет следующий вид: 

02 2 2
(2 , )

ch ch
n

n p m
p n p

A
E

m E  
   

    
 

 2 1 0 0,1 2 ;1 ;(1 th ) 2 ,pF n m n m            

где константа nA  – всё ещё не определена. 

2 Анализ полученных результатов 
Исследуем найденные приближённые ре-

шения. Из выражения (1.14) следует, что пара-
метр n может принимать любые целые неотрица-
тельные значения, не меньшие, чем  

 1 22
0 01 4 1 2 .V m       

С целью выяснения точности собственных 
значений выполним сравнение получаемых по 
формуле результатов с соответствующими вели-
чинами, полученными численным решением ин-
тегрального уравнения (0.1) с потенциалом (0.3): 

 
 

0

2 2
0

(2 , )
2 sin

sh ( 2 ) ( ) 1
(2 , ) .

sh ( ) 2

V
E

m w
w m

E d
m





   

  
    

    
(2.1) 

Для этого удобно выразить из формулы (1.14) 
величину 0V  и считать, что условие квантования 

выполняется для неё, а величину 2E  рассматри-
вать как параметр. Такое условие квантования 
имеет вид 

  2

0( ) 0 01 ( )( ),nV E m m n m n        

0,1,2,...n               (2.2) 
В таблице 2.1 приведены величины пара-

метра ,  соответствующие различным значени-

ям обезразмеренной энергии 2 .E m  

  
Таблица 2.1 – Значения параметра 
аппроксимации   
 

2E m    2E m    

0,3 1,01 1,2 1,18 
0,6 1,03 1,5 1,36 
0,9 1,08 1,8 1,90 

 

Данные в таблице 2.1 величины   – это значе-
ния, при которых интегральная функция  

   

2

2 22 2

( )

1 1

ch ch 1
p

p p

d
E m E m





  

 
           


 

принимает минимальное значение для фиксиро-
ванной величины 2 .E m  

В таблице 2.2 приведены значения величин 

0( ) ,nV  найденных при численном решении инте-

грального уравнения (2.1) (numerically) и опреде-
лённых по формуле (2.2) (approximately) для раз-
ных значений величин 0 ,m  2 2 / ,E m   n. Ве-

личины 0( )
num

nV  найдены с точностью до 4 знаков 

после запятой и выше. Насколько полученные 
значения оказываются близкими к точным мож-
но судить по приведенным в таблице величинам 

( ) 0( ) 0( ) .num appr
n n nV V  
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Таблица 2.2 – Значения константы связи 0( )nV  
 

2  0(0)
numV  0(0)

apprV  (0)  
0(1)
numV  0(1)

apprV  (1)  
0(2)
numV  0(2)

apprV  (2)  

0 0, 25m   

0,3 0,3075 0,3079 0,0004 2,7836 2,7959 0,0123 7,2322 7,2781 0,0459 
0,6 0,2922 0,2912 0,0010 2,6955 2,6907 0,0048 6,9871 7,0210 0,0339 
0,9 0,2662 0,2652 0,0010 2,5429 2,5562 0,0133 6,5623 6,7077 0,1454 
1,2 0,2283 0,2288 0,0005 2,3148 2,3887 0,0739 5,9257 6,3308 0,4051 
1,5 0,1760 0,1761 0,0001 1,9858 2,0920 0,1062 5,0039 5,6263 0,6224 
1,8 0,1019 0,1021 0,0002 1,4756 1,6544 0,1788 3,5658 4,5785 1,0127 

0 1,00m   

0,3 1,9639 1,9648 0,0009 5,9226 5,9336 0,0110 11,8555 11,8968 0,0413 
0,6 1,8551 1,8473 0,0078 5,6875 5,6527 0,0348 11,4151 11,3890 0,0261 
0,9 1,6710 1,6588 0,0122 5,2844 5,2418 0,0426 10,6562 10,6852 0,0290 
1,2 1,4066 1,3952 0,0114 4,6911 4,6879 0,0032 9,5286 9,7628 0,2342 
1,5 1,0505 1,0325 0,0180 3,8576 3,8409 0,0167 7,9194 8,2677 0,3483 
1,8 0,5685 0,5510 0,0175 2,6269 2,6448 0,0179 5,4710 6,1104 0,6394 

0 4,00m   

0,3 19,5907 19,5891 0,0016 29,4800 29,4816 0,0016 41,3457 41,3684 0,0227 
0,6 18,3595 18,3092 0,0503 27,9101 27,7384 0,1717 39,3652 39,0985 0,2667 
0,9 16,2960 16,2052 0,0908 25,2570 24,9560 0,3010 35,9991 35,5672 0,4319 
1,2 13,3771 13,2608 0,1163 21,4480 21,0847 0,3633 31,1174 30,6908 0,4266 
1,5 9,5516 9,3800 0,1716 16,3196 15,7584 0,5612 24,4268 23,7552 0,6716 
1,8 4,6630 4,4840 0,1790 9,3670 8,7438 0,6232 15,0115 14,3754 0,6361 

 
Как видно из таблицы 2.2, с ростом величины 

0m  точность значений константы связи, най-

денных по формуле (2.2), снижается. Также точ-
ность снижается с ростом номера состояния n 
для каждого фиксированного значения 0.m  

 

Заключение 
Таким образом, в данной работе получены 

приближённые аналитические решения одно-
мерного уравнения Логунова – Тавхелидзе с по-
тенциалом 2 2 1

0( )    в релятивистском конфи-

гурационном представлении. Решения получены 
преобразованием интегрального уравнения в 
релятивистском конфигурационном представле-
нии к задаче Штурма – Лиувилля в импульсном 
представлении с последующей заменой обыкно-
венного дифференциального уравнения аналогом 
уравнения Шрёдингера с модифицированным 
потенциалом Пешля – Теллера, для которого 
известны точные решения. Сравнение получен-
ных данным методом собственных значений с 
соответствующими величинами, найденными 
при численном решении уравнения Логунова –
 Тавхелидзе, показало эффективность предло-
женного метода.  
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Аннотация. Теоретически исследована акустооптическая модуляция бесселевых световых пучков на ультразвуке в 
одноосных гиротропных кристаллах парателлурита. Установлено, что эффективность анизотропной брэгговской  
дифракции бесселевых световых пучков нулевого порядка выше, чем азимутально-неоднородных пучков первого  
порядка. Показано, что наибольшая эффективность дифракции для бесселевого пучка первого порядка достигается для 
акустооптического преобразования лево-эллиптически поляризованной световой волны в право-эллиптически поляри-
зованную. Ширина полосы пропускания устройства остается неизменной при оптимальных условиях стопроцентной  
эффективности дифракции для бесселевых пучков различных порядков и уменьшается при увеличении длины акусто-
оптического взаимодействия. 
 
Ключевые слова: акустооптическое взаимодействие, гиротропный одноосный кристалл, бесселев световой пучок, 
модуляция света. 
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Введение 
Акустооптическая (АО) дифракция свето-

вых волн в плосковолновом приближении или 
гауссовых световых пучков довольно хорошо 
изучена [1]. В настоящее время имеется мало 
работ по АО модуляции бесселевых световых 
пучков (БСП) высших порядков [2]–[4]. В работе 
[4] исследованы особенности АО преобразова-
ний при коллинеарном распространении ультра-
звука и дифрагированных световых пучков. 
Влияние оптичской активности на брэгговскую 
АО дифракцию в кристаллах парателлурита ис-
следовано в работе [5]. Показано, что для 
световых волн с длиной волны 0,6328 мкм  

достижима ширина полосы модуляции 25 МГц 
при акустической мощности 0,035 Вт и длине 
АО взаимодействия 12 мм. Вследствие узкой 
дифракционной структуры БСП высших поряд-
ков и узкого темного центрального пятна, бессе-
левы пучки высокого порядка могут быть ис-
пользованы для управления атомами на больших 
расстояниях, например, фокусирования холод-
ных атомов [6].  

В настоящей работе с использованием ме-
тода интегралов перекрытия рассмотрено некол-
линеарное АО взаимодействие бесселевых 
световых пучков высоких порядков при попут-
ном распространении в окрестности оптической 
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оси в кристаллах парателлурита. При этом в ка-
честве примера рассмотрена АО модуляция БСП 
нулевого порядка (m = 0) и первого порядка 
(m = 1) в кристаллах парателлурита при дифрак-
ции на медленной сдвиговой ультразвуковой 
(УЗ) волне, распространяющейся вдоль оси [110] 
и поляризовинной вдоль оси [110].  

 
1 Теоретические результаты и обсуждение 
Кроме обычного продольного фазового со-

гласования БСП должны удовлетворять услови-
ям поперечного фазового согласования. Такое 
согласование связано с тем, что бесселевы свето-
вые пучки с различными углами конусности 
имеют различную пространственную структуру 
и, как следствие, различные величины интегра-
лов перекрытия дифрагированных пучков. Вы-
числение интегралов перекрытия позволяет най-
ти их максимальные значения (gm) в условиях 
поперечного синхронизма.  

Для взаимодействия волн с одинаковыми 
поляризациями, когда имеет место изотропная 
дифракция эллиптически поляризованных волн, 
условия Брэгга выполняются одновременно при 
одном и том же угле падания  

0arcsin( / 2 ),Б n     
где 0  и   – длина световой и ультразвуковой 

волн соответственно; n – средний показатель 
преломления кристалла. В случае взаимодейст-
вия волн с различными поляризациями (анизо-
тропная дифракция эллиптически поляризован-
ных волн) углы Брэгга отличаются от Б  на ве-

личину 2 / ( sin 2 ),Бn      где   – параметр 

гиротропии [7]. При соблюдении условия 

an    ( an  – глубина модуляции показателя 

преломления акустической волной) возможно 
независимое рассмотрение всех четырех ди-
фракционных процессов изотропной и анизо-
тропной дифракции в гиротропных средах. 
Предполагается, что на границе области АО 
взаимодействия формируются избирательно БСП 
с правой или левой эллиптической поляризацией. 
В таком случае варьированием частоты ультра-
звука возможно достижение различных типов 
преобразования эллиптически-поляризованных 
волн. На рисунке 1.1 представлена геометрия 
анизотропной брэгговской дифракции эллипти-
чески поляризованных БСП. 

Рассмотрим геометрию АО взаимодействия 
(рисунок 1.1), для которой УЗ волна распростра-
няется в кристалле парателлурита под малым 
углом  к оси Х и занимает пространство между 
плоскостями z = 0 и z = l. Ось падающего БСП 
расположена в плоскости XZ под углом 1  к 

фронту УЗ волны. Сечение поверхности волно-
вых векторов плоскостью дифракции XZ и  
расположение плосковолновых компонент па-
дающего (ko и ke) и плосковолновых компонент 

дифрагированного (  и   )o ek k   бесселевых пучков 

показано на рисунке 1.1, б. При этом предпола-
гается, что в условиях опыта возможно раздель-
ное наблюдение двух возможных дифракцион-

ных процессов: '
1 2, ,o e e ok K k k K k    

    
 где 

1 2,K K
 

 – плосковолновые компоненты акустиче-

ского пучка.  
 

 
а) 

 

 
б) 

 

Рисунок 1.1 – а) Схема АО взаимодействия БСП 
и УЗ волны (ПП – пьезопреобразователь,  

ПГ – поглотитель ультразвука, 1 и 2 – угол 
падения и дифракции соответственно); 

б) геометрия расположения преломленной и ди-
фрагированной плосковолновых компонент БСП 
в плоскости дифракции на медленной сдвиговой 

УЗ волне в кристалле ТеО2 1,2(K


 – волновые век-

торы ультразвука, , ,o ek


 ,o ek 


 – волновые векторы 

преломленной и дифрагированной волн)  
 

Система уравнений связанных волн для 
комплексных амплитуд дифрагированных волн 
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 (1.1) 

где kf – расстройка фазового синхронизма, 
между падающей и дифрагированной волной 
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(продольное фазовое рассогласование, f – рас-
согласование УЗ частоты); векторы поляризации 
находим из соотношений [8]: 

, ,e e e e e e e e e e            
     

 

1

1

( )(1 cos ) ( ) cos ,
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m m
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Здесь введены следующие обозначения: 
, , ze e e 
  

 – единичные векторы в цилиндрической 

системе координат , , ;z   волновое число ди-

фрагированной волны ,k k    причем 

0 0/ cos( )k     – удельное вращение кристалла, 

  – параметр конусности преломленного свето-

вого пучка без учета гиротропии и линейной 
анизотропии, 0 0

ij i jn n    – параметр гиротропии 

в направлении распространения дифрагирован-
ной волны (k0 – волновое число света в вакууме, 
ij – тензор гирации, 0

in  – компоненты единич-

ного вектора волновой нормали дифрагирован-
ной волны), m – целое число; параметры  нахо-
дятся из соотношений: 

0 0сos( ) cos( ) 1 ( / ) tg( ) ,
          

где 0 0
ij i jn n    (ij – компоненты тензора диэлек-

трической проницаемости одноосного кристал-
ла); ˆ  – изменение тензора диэлектрической 
проницаемости, индуцированное УЗ волной, 0 – 
угол конусности БСП в отсутствие гиротропии.  
 Решение системы уравнений связанных 
волн (1.1) ищем с использованием следующих 
граничных условий: 0 1(0) ,  (0) 0.A A A    Тогда 

решение имеет вид: 
2 2 2
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где постоянную связи дифрагированных волн 
находим из соотношения: 
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длина АО взаимодействия с учетом угла () сно-
са групповой скорости УЗ волны относительно 
фазовой дается соотношением [9]: 

 1 11 cos( ) / cos( ) ,dl l      

где 
 
 

44 11 12

2 2
11 12 44

( ) / 2 sin cos
,

( ) / 2 cos sin

c c c
arctg

c c c

        
     

 

причем 11 12 44, ,c c c  – упругие модули кристалла; 

эффективная фотоупругая постоянная  

 12 11 44( ) sin(2 ) / 8эфp p p p     

11 12 44( , ,p p p  – фотоупругие постоянные,  – 

плотность кристалла,  – фазовая скорость УЗ 
волны, 0 – длина световой волны в вакууме; 

( ) / 2,o en n n   где no (ne) – обыкновенный (не-

обыкновенный) показатель преломления кри-
сталла; Pa – мощность УЗ волны, l1 – длина пье-
зопреобразователя вдоль оси X||[110], l2 – шири-
на пьезопреобразователя,  – плотность кристал-
ла,  – фазовая скорость УЗ волны). 

 
 2 Случаи анизотропной АО дифракции 
эллиптически поляризованных световых волн  

Рассмотрим различные случаи анизотроп-
ной АО дифракции эллиптически поляризован-
ных световых волн и соответствующие им инте-
гралы перекрытия, имеющие следующий вид: 
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В приведенных выше формулах символ « е


-бар» 
означает, что символ q, соответствующий попе-
речному волновому числу дифрагированной све-
товой волны, следует заменить на символ q0 для 
падающей; RВ – радиус БСП. 
 На рисунке 2.1 представлена зависимость 
интеграла перекрытия mg  от параметра qn = q / q0 – 

отношение расходимостей дифрагированного и 
падающего БСП для дифракции БСП нулевого 
порядка (а) и первого порядка (б).  

Из рисунка 2.1, а) следует, что интегралы 
перекрытия БСП нулевого порядка (m = 0) при 
анизотропной дифракции достигают максималь-
ного значения при выполнении условия попе-
речного фазового синхронизма, то есть при 
qn = 0. В случае азимутально-неоднородных БСП 
с азимутальным числом m = 1 (рисунок 2.1, б), 
эффективности анизотропной дифракции для 
двух (кривые 1, 2) возможных видов АО преоб-
разования отличаются по величине, причем для 
дифракции правополяризованной волны в лево-
поляризованную (кривая 1) максимум gm = 0,72 
при qn = 0; при дифракции левополяризованной в 
правополяризованную (кривая 2) максимум 
gm = 0,87 при qn = 0,5. 

На рисунке 2.2 представлена зависимость 
эффективности дифракции   от  мощности  
ультразвука   Ра  для  анизотропной  брэгговской  
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        а)              б) 
 

Рисунок 2.1 – Зависимость интеграла перекрытия g,  gm от параметра qn = q / q0 для дифракции 
бесселевого пучка нулевого порядка (а) и первого порядка (б); анизотропная дифракция  

(кривая 1, 2-правополяризованная в левополяризованную (и наоборот) максимум gm = 0,98 для m = 0); 
(б) дифракция правополяризованной волны в левополяризованную (кривая 1) максимум gm = 0,72 для 

m = 1; дифракция левополяризованной в правополяризованную (кривая 2) максимум gm = 0,87 для m = 1 
(кристалл ТеО2; медленная сдвиговая УЗ волна распространяется под малым углом  к оси X||[110]; 

 = 0,50,  = 83 град/мм, RВ = 1 мм, 0 = 0,63 мкм) 
 

дифракции БСП нулевого порядка с азимуталь-
но-однородным распределением (m = 0, кривая 1) 
и азимутально-неоднородного (m = 1, кривая 2), 
которая соответствует дифракции левополяризо-
ванной волны в правополяризованную; кривая 3 
соответствует анизотропной дифракции право-
поляризованной световой волны в левополяризо-
ванную). 

 

 
 

Рисунок 2.2 – Зависимость эффективности 
дифракции  от мощности ультразвука Ра для 

дифракции азимутально-однородного БСП 
(m = 0, кривая 1) и азимутально-неоднородного 
(m = 1, кривая 2 (3), когда левополяризованная 

волна преобразуется в правополяризванную  
(и наоборот) (кристалл TeO2; медленная 

сдвиговая УЗ волна распространяется под малым 
углом  к оси X||[110];  = 0,50,  = 83 град/мм, 
RВ = 1 мм, 0 = 0,63 мкм, l1 = l2 = 4 мм, 1 = 0,70, 

2 = 0,40, f = 30 МГц,  = 617 м/с,  = 0,10) 
 

Из рисунка 2.2 следует, что наиболее эф-
фективное преобразование падающей световой 
волны в дифрагированную достигается для ази-
мутально-однороднго БСП нулевого порядка. 
Для азимутально-неоднородного БСП первого 

порядка при полной перекачке световой мощно-
сти из нулевого дифракционного порядка в пер-
вый требуются различные акустические мощности. 

 

 
 

Рисунок 2.3 – Зависимость эффективности 
дифракции  от отстройки частоты ультразвука 
f от брэгговской для падающего БСП нулевого 

и первого порядка (1–3) при анизотропной 
дифракции и различных длинах АО  

взаимодействия l1: 4 (1), 6 (2), 8 мм (3) (кристалл 
TeO2; медленная сдвиговая УЗ волна 

распространяется под малым углом  к оси 
X||[110];  = 0,50,  = 87 град/мм, RB = 1 мм, 
(кривые 1–3, Pa = 0,05, gm = 0,98 Вт, m = 0),  
(кривые 1–3, Pa = 0,065, gm = 0,87 Вт, m = 1,  

причем правополяризованная волна дифрагирует 
в левополяризованную; кривые 1–3, Pa = 0,09, 

gm = 0,72 Вт, m = 1, причем левополяризованная 
дифрагирует в правополяризованную)  

0 = 0,63 мкм, 1 = 0,70, 2 = 0,40, l2 = 4 мм,  
f = 30 МГц,  = 617 м/с,  = 0,10) 

 
На рисунке 2.3 представлена зависимость 

эффективности АО дифракции  от отстройки 
частоты ультразвука от брэгговской f для БСП 
нулевого порядка (кривые 1–3) при различных 
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длинах АО взаимодействия и при оптимальных 
условиях стопроцентной эффективности ди-
фракции, когда мощность ультразвука Ра = 0,05 
Вт и максимальное значение интеграла перекры-
тия gm = 0,98. При этом максимальной эффек-
тивности дифракции на рисунке 2.3 соответству-
ет длина АО взаимодействия l1 = 4 мм; для БСП 
первого порядка имеют место такие же зависи-
мости, причем для дифракции левополяризован-
ной волны в правополяризованную следует пола-
гать Ра = 0,065 Вт, gm = 0,87 и при дифракции 
правополяризованной в левополяризованную по-
лагалось: Ра = 0,09 Вт, gm = 0,72. 
 Из рисунка 2.3 следует, что ширина полосы 
пропускания модулятора при анизотропной АО 
дифракции БСП нулевого и первого порядка со-
ставляет f1/2 = 20 МГц. При увеличении длины 
АО взаимодействия, то есть при отклонении от 
оптимальных условий преобразования падающей 
волны в дифрагированную (l2 = 4 мм), полоса 
пропускания модулятора уменьшается и состав-
ляет f1/2 = 8 МГц при l2 = 6 мм и f1/2 = 4 МГц 
при l2 = 8 мм. 
 

Заключение 
Таким образом, при дифракции БСП нуле-

вого и первого порядка на медленной сдвиговой 
УЗ волне, распространяющейся вдоль оси [110] 
имеет место эффективная модуляция БСП с час-
тотной полосой пропускания по уровню 3дБ со-
ставляющей ~20 МГц при длине АО взаимодей-
ствия 4 мм и мощности ультразвука 0,05 Вт для 
световой волны с длиной 0,6328 мкм и ширине 
пьезопреобразователя 4 мм. Ширина полосы 
пропускания устройства остается неизменной 
при оптимальных условиях стопроцентной эф-
фективности дифракции для БСП различных по-
рядков (m) и уменьшается при увеличении длины 
взаимодействия. 
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ВЛИЯНИЕ СХЕМ АРМИРОВАНИЯ ТРУБЫ ИЗ КОМПОЗИТА 
НА СКОРОСТЬ ВОЛНЫ ПРИ ГИДРАВЛИЧЕСКОМ УДАРЕ 

В.В. Можаровский, С.В. Киргинцева 
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INFLUENCE OF COMPOSITE PIPE REINFORCEMENT SCHEMES ON THE 
WAVE SPEED IN CASE OF WATER HAMMER 

V.V. Mozharovsky, S.V. Kirhintsava 

Francisk Skorina Gomel State University 
 

Аннотация. Приводятся исследования скорости волны при гидроударе для однослойных труб из композита с различными 
схемами армирования и с протекающей внутри жидкостью. Для разработки математических моделей расчета скорости 
волны используется математическая теория упругости анизотропной среды, на основе концепций макромеханики.  
На примере расчета трубы из полиэтилена, усиленной обмоткой стальных волокон, сделан анализ результатов о влия-
нии процентного содержания волокна в матрице композиционного материала на скорость волны при гидроударе.  
Показано, что полученные результаты хорошо согласуется с другими экспериментальными и теоретическими данными. 
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Введение  
 В современной практике машиностроения и 
теплоэнергетики одной из актуальных задач яв-
ляется создание и применение труб из компози-
тов, которые отличаются своей легкостью и из-
носостойкостью и, как следствие, долговечно-
стью в использовании, что, в свою очередь, 
влияет на экономическую составляющую изго-
товления элементов конструкций. 

Следует отметить, что в настоящее время 
недостаточно внимания уделяется разработке 
современных математических моделей расчета 
деформированного и напряженного состояний 
слоистых труб из композитов в динамике, а 
именно определения скорости волны при гидро-
ударе при транспортировке жидкости, которые 
адекватно отражали бы экспериментальные ис-
следования. Одной из задач математического 
моделирования является численная реализация 
расчета напряженно-деформированного состоя-
ния слоистых труб из композитов в динамике и 

определение скорости волны при гидроударе для 
различных схем армирования. Так, основные 
подходы и элементы армирования, теоретиче-
ские положения, касающиеся расчета, также за-
ложены в работах [1]–[3]. В статье [3] представ-
лена определенная методика расчета параметров 
гидроудара для армированной полиэтиленовой 
трубы, а также приводятся экспериментальные 
результаты, которые дают возможность адекват-
но оценивать полученные теоретические иссле-
дования. 

Для разработки математических моделей 
используется математическая теория упругости 
анизотропной среды на основе концепций мак-
ромеханики. При этом необходимо при опреде-
лении параметров трубы из композита использо-
вать характеристики материалов: объемное со-
держание волокна в матрице, модули упругости, 
коэффициент Пуассона и пределы прочности в 
разных направлениях. Для определения механи-
ческих характеристик в телах сопряжения из 
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волокнистых композиционных материалов при-
меняется теория как изотропного и трансвер-
сально-изотропного, так и ортотропного тела. 
Теорию трансверсально-изотропного тела, в слу-
чае плоской деформации, можно применить, на-
пример, для расчета слоистого композита с ар-
мирующими волокнами, расположенными хао-
тически в плоскости, для которой имеет место 
изотропия. В данном случае различие упругих 
свойств проявляется при переходе от слоя к 
слою, т. е. можно сказать, что упругие свойства 
меняются в направлении наслаивания. Упругие 
свойства такого композита характеризуют четы-
ре независимые постоянные, а через них доста-
точно просто могут быть вычислены остальные 
постоянные. Для приближенного анализа в рас-
чете модулей упругости, например, армирован-
ной трубы, в работе [3] используется определен-
ный подход, применительно к композитным ма-
териалам. В представленной же работе исследо-
вания проводились по алгоритму построения 
математической модели и расчета трубы на ос-
новании теории упругости ортотропного тела в 
случае плоского напряженного состояния, кото-
рый легко можно преобразовать для плоской 
деформации. 

 
1 Постановка задачи 
В данной статье рассматривается явление 

гидроудара для труб из волокнистых композитов 
с целью оценки схем армирования и механиче-
ских свойств материалов на скорость волны, что 
непосредственно вызывает резкое повышение 
напряжений в трубе. Такое явление возникает 
при транспортировке жидкости в экстремальных 
условиях (резкое и сильное повышение давления 
в трубопроводе при внезапном торможении дви-
гающегося по нему потока жидкости, перекры-
тия трубы, включение насосов подкачки и др.). 
Исторически известно, что явление гидравличе-
ского удара было впервые обосновано выдаю-
щимся российским учёным – Н. Е. Жуковским 
(1898 г.), установившим основные зависимости 
расчета предельно возможного значения напора 
при гидравлическом ударе (прямой удар) [1]. В 
настоящей работе приводятся исследования ско-
рости волны при гидроударе для однослойных 
труб из композита с различными схемами арми-
рования, длиной L и диаметром D с протекающей 
внутри жидкостью плотностью . Так, на рисун-
ках в таблице 3.1 показаны схемы а), б), в) для 
построения моделей армирования однослойных 
труб из композитов с описанием ортотропии ме-
ханических свойств для применяемых материа-
лов. Решается задача компьютерной реализации 
определения скорости волны и максимального 
давления при гидравлическом ударе для выше 
указанных труб из композитов. 

 

2 Методика определения скорости волны 
и максимального давления при гидравличе-
ском ударе 

Принимаем при расчете формулу Н.Е. Жу-
ковского для предельно возможного значения 
напора при гидравлическом ударе (прямой удар):  

,P c         (2.1) 

где P  – ударное повышение давления,  
( ),P g H Z    

 – плотность перекачиваемой жидкости, c – 
скорость ударной волны,  – изменение скоро-
сти потока жидкости, Z – высота центральной 
линии трубы от заданной точки отсчета, H – пье-
зометрический напор. 

Анализируя известную классическую зави-
симость для определения распространения ско-
рости ударной волны в однородных изотропных 
трубах  

1/ ,
D

c
K E


  


         (2.2) 

можно сделать вывод о снижении скорости вол-
ны при увеличении диаметра трубы, уменьшении 
толщины её стенок и коэффициента упругости 
материала труб (K – модуль объемной упругости 
жидкости, E – модуль упругости материала трубы; 
D – диаметр трубопровода,  – толщина стенки 
трубопровода). 

Формула (2.2) определяет скорость волны 
для однослойных изотропных труб. В работе [2] 
выведены формулы, определяющие скорость 
волны при гидроударе для различных комбина-
ций слоистых упругих ортотропных свойств тру-
бы и футеровки. 

Максимальное давление, возникающее вну-
три трубы, определяется по известным зависи-
мостям (2.3) (например, см.[4]): 

max 0 ,hammer frictionH H Dh Dh      (2.3) 

где 

2

,
2friction

LV
Dh I

Dg
  ,hammer

сV
Dh

g


 

I – коэффи-

циент трения трубы; V– средняя скорость воды в 
трубе, ( / ,V Q S  где H – значение напора в м, 

вод. ст., Q – общий расход жидкости, S – площадь 
поперечного сечения трубы); g – ускорение сво-
бодного падения, g = 9,81 м/с2. 
 

3 Расчет скорости волны в трубе из ком-
позита при гидравлическом ударе 

Разработана программа в среде Delphi для 
расчета скорости волны и максимальных давле-
ний внутри труб для различных конструкций и 
механических характеристик: однослойных и 
двуслойных, изотропных и ортотропных. Для 
анализа влияния схем армирования трубы на 
скорость волны при гидравлическом ударе рас-
смотрим однослойные ортотропные трубы [2], 
[3]. Скорость волны для всех труб определяется 
по формуле 
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            (3.1) 

здесь К – объемный модуль упругости для жид-
кости, cr  и ar  – внешний и внутренний радиусы 

трубы соответственно. Параметр   определяет-
ся по методике изложенной в работах [2], [6] в 
зависимости от принятой модели трубы.  

Упругие постоянные и геометрические па-
раметры будут [2] 

11 12 22, , ,
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Так как материал трубы имеет волокнистую 

структуру, состоящую из матрицы и волокна, то 
применяем правило «смесей» для оценки влия-
ния объемного содержания волокна на измене-
ния модулей упругости и коэффициента Пуассо-
на. Соответственно, меняется скорость волны 
гидроудара и происходит изменение ударного 
давления. 

Если же использовать формулы, опреде-
ляющие радиальное перемещение кольца (трубы) 
из ортотропного материала при действующем 
давлении внутри трубы (см., например, [5]), по-
сле несложных преобразований найдем дефор-
мацию 
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а затем, учитывая, что 2 / P    [2], где  

1 / ,rk E E  
получим выражение для   в формуле (3.1):  
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  (3.2) 

которое совпадает с формулой, предложенной в 
[6] для изотропного случая, когда 1 1.k   

Если же рассматривать расчет трубы из 
ортотропного материала в случае плоской 
деформации, то достаточно заменить 1,k   

1

(1 )
,

(1 )
rz zr

r z z

E
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где ,z  z  и ,rz  zr  – коэффициенты Пуассо-

на, связанные с направлением оси Z. 
 

Таблица 3.1 – Зависимости для определения модулей упругости ,E  rE  и коэффициентов Пуассона 

,r  r  (механических свойств) волокнистых материалов при различных способах расположения волокон 
  

Вид расположения волокон Расчетная схема 
(1-волокно, 2-матрица) 

Механические свойства 

а) перпендикулярное распо-
ложение волокон по отноше-
нию к оси Z 
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б) радиальное расположение 
волокон по отношению к оси 
Z 
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в) параллельное расположе-
ние волокон по отношению к 
оси Z 
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4 Пример расчета и анализ результатов 
Рассмотрим трубу из полиэтилена (модули 

упругости и коэффиценты Пуассона матрицы 
равны mE = 1,43 ГПа, m = 0,4, а волокна соот-

ветственно равны – fE = 207 ГПа, f = 0,3, [3]) с 

радиусом ra = 0,232 м и толщиной стенки 
 = 0,018 м, усиленную обмоткой стальных воло-
кон. По предложенной методике был произведен 
расчет и сделан анализ о влиянии процентного 
содержания волокна в матрице композиционного 
материала на скорость волны при гидроударе, 
результаты вычислений показаны на рисунке 4.1, 
что хорошо согласуются с экспериментальными 
и теоретическими данными работы [3] при пер-
пендикулярном расположении волокон. Так, на-
пример, в [3] при объемном содержании волокна 
V = 1,48% скорость волны c составляет 385 м/c, 
по экспериментальным данным равна – 379,8 м/c 
[3], а по предложенной методике в данной рабо-
те, скорость волны равна 377 м/с, исходя из рас-
считанных модулей упругости по правилу «сме-
сей» rE = 1,47 ГПа и E = 4,47 ГПа. 

 

 
Рисунок 4.1 – График зависимости скорости 

волны от объёмного содержания волокон 
в матрице композиционного материала 

(обозначение 4 на графике – данные из работы [3]) 
 
На рисунке 4.2 показаны графики измене-

ния скорости волны от объемного содержания 
волокон в матрице композиционного материала 
для различных толщин трубы при перпендику-
лярном (а), радиальном (б) и параллельном (в) 
расположении волокон по отношению к оси z. 

На рисунке 4.3 показаны графики зависимо-
сти скорости волны от объемного содержания 
волокон в матрице композиционного материала 
для толщины трубы  = 0,018 м при перпендику-
лярном, радиальном и параллельном расположе-
нии волокон по отношению к оси Z. 

Характер изменения кривых с изменением 
объемного содержания волокон для случая пер-
пендикулярного и параллельного расположения 
имеет идентичную корреляцию (рисунок 4.2, а, 
рисунок 4.2, в, рисунок 4.1, рисунок 4.3) и с уве-
личением толщины скорость волны увеличивает-
ся. Можно заметить из анализа кривой 3 на ри-
сунке 4.3 (радиальное расположение), что для  

малых величин объемного содержания волокон 
скорость волны изменяется незначительно, но 
резко возрастает при большом содержании воло-
кон, примерно от 80% до 100% и достигает ско-
рости 1291 м/c. Используя предложенные графи-
ки, легко можно определить скорость волны при 
гидроударе при различном объемном содержа-
нии волокон и для других толщин труб из ком-
позитов. Для этого разработан алгоритм расчета 
скорости волны и программа реализации этого 
расчета с графиками, представленными на ри-
сунках в зависимости от входящих параметров.  

 

а) 
 

 
б) 

 

 
в) 

 

Рисунок 4.2 – График зависимости скорости 
волны от объёмного содержания волокон 
в матрице композиционного материала  

для различных толщин трубы при 
перпендикулярном (а), радиальном (б) 

и параллельном (в) расположении волокон по 
отношению к оси Z 
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Рисунок 4.3 – График зависимости скорости 
волны от объёмного содержания волокон 
в матрице композиционного материала 

и расположения волокон для толщины трубы 
 = 0,018 м 

 
Заключение 
В статье предложена методика расчета ско-

рости волны при движении жидкостей в трубе из 
композитов с разным расположением волокон в 
матрице композиционного материала при усло-
вии, что оси анизотропии совпадают с направле-
нием волокон. Теоретические результаты, кото-
рые представлены в данной работе, построены в 
случае расчета трубы, используя плоско-напря-
женное состояние, и, как показывают экспери-
ментальные и другие теоретические исследова-
ния, адекватно отражают происходящее явление 
при гидроударе. На основании выведенных тео-
ретических подходов для определения скорости 
движения волны при гидроударе для трубы из 
композита, используя теорию упругости анизо-
тропного тела, можно построить методику для 
случая армирования трубы с волокнами, которые 
расположены под некоторым углом к основным 
осям материала. 
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Аннотация. При помощи нейросетевого моделирования и с использованием генетического алгоритма определены 
значения технологических параметров, обеспечивающие эффективную лазерную резку кварцевого стекла при воздей-
ствии на обрабатываемое изделие лазерного пучка с длиной волны, равной 10,6 мкм, и хладагента. Выполнена много-
критериальная оптимизация лазерной резки кварцевых пластин по критериям максимума растягивающих напряжений 
и максимума скорости обработки. Описаны алгоритмы выбора оптимальной архитектуры нейронных сетей. 
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Введение  
Среди основных методов разделения хруп-

ких неметаллических материалов, таких как 
кварцевые стекла, выделяются резка при помощи 
алмазных дисков, механическое и лазерное 
скрайбирование. При этом управляемое лазерное 
раскалывание является наиболее эффективным 
способом резки таких материалов. Применение 
этой технологии основано на создании опреде-
ленного распределения термоупругих напряже-
ний внутри материала, что обеспечивает форми-
рование лазерно-индуцированных трещин с за-
данными параметрами. Преимуществами данной 
технологии являются высокая точность и ско-
рость нанесения лазерных разрезов [1]–[3]. 

В настоящее время исследования по моде-
лированию лазерной обработки материалов ус-
пешно применяют искусственные нейронные 
сети [4]–[6]. Для повышения эффективности ла-
зерных технологий важно оптимизировать соот-
ветствующие технологические параметры, 

примеры такого использования генетических 
алгоритмов представлены в работах [7]–[9]. Ге-
нетические алгоритмы представляют собой одну 
из форм эволюционных методов, основанных на 
коллективном обучении внутри популяции и 
имитации естественного отбора. Они обеспечивают 
поиск оптимальных решений путем наследования и 
усиления полезных свойств множества объектов 
в процессе имитации эволюции [10], [11]. 

В данной работе была выполнена многокри-
териальная оптимизация процесса лазерной рез-
ки кварцевых пластин методом управляемого 
раскалывания с использованием нейросетевого 
моделирования и авторской версии модифициро-
ванного генетического алгоритма (МГА) [10]. 

 
1 Построение нейросетевых аппроксима-

торов 
Факторами в рассматриваемой задаче явля-

лись: V – скорость резки, А и B – полуоси эллипти-
ческого лазерного пучка, P – мощность лазерного 

ФИЗИКА
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излучения. При этом определялись следующие 
отклики: yy  – максимальные напряжения рас-

тяжения, T – максимальная температура в зоне 
лазерного воздействия. В работе применялось 
нейросетевое моделирование откликов yy  и T. 

Для формирования массива данных и дан-
ных для тестирования нейронных сетей были 
использованы расчеты температурных полей и 
полей термоупругих напряжений, полученные в 
работе [6]. Все данные были нормализованы и 
приведены к диапазону [0, 1]. Нейронные сети, 
алгоритмы их обучения и кросс-валидации реа-
лизованы с использованием библиотеки Keras на 
языке Python. 

При решении задач средствами нейросете-
вого моделирования важной проблемой является 
выбор оптимальной архитектуры нейронной се-
ти. Задача выбора структуры нейронной сети 
является сложной. Простейшим подходом к ре-
шению этой проблемы является реализация схем 
перебора архитектур-кандидатов с их после-
дующей кросс-валидацией (рисунок 1.1). 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Схема алгоритма выбора 
оптимальной архитектуры нейронной сети 

с применением метода перебора 

При выборе оптимальных архитектур ней-
росетей для аппроксимации откликов yy  и T 

сравнивались трехслойные персептроны различ-
ных конфигураций. Количество нейронов в пер-
вом и втором скрытых слоях перебиралось в 
диапазоне от 8 до 96 с шагом 4. Для каждой ар-
хитектуры-кандидата был осуществлен пяти-
кратный процесс кросс-валидации с разделением 
исходных данных на пять частей и предвари-
тельным случайным перемешиванием данных. 
Метрики MSE (среднеквадратичная ошибка), 
MAE (средняя абсолютная ошибка), 2R  (коэф-
фициент детерминации) усреднялись по всем 
экспериментам. 

На рисунках 1.2 и 1.3 показаны тепловые 
карты распределений MSE и 2R  для аппрокси-
маторов откликов yy  и T.  

В таблице 1.1 приведены значения метрик 
для наилучших архитектур аппроксиматора от-
клика T. 
 

Таблица 1.1 – Значения метрик MSE, MAE 
и 2R  для наилучших архитектур-кандидатов ап-
проксиматора максимальной температуры T. 

 

Архитек-
тура ней-

росети 
MSE MAE 2R  

Количе-
ство эпох 
обучения

88-84-1 4,103·10–5 0,002674 0,9969 608 

88-88-1 4,137·10–5 0,002663 0,9968 595 

96-76-1 4,490·10–5 0,002874 0,9960 559 

88-80-1 4,507·10–5 0,003218 0,9959 580 

96-56-1 4,674·10–5 0,0030257 0,9965 625 

 
 

 

 
Рисунок 1.2 – Тепловые карты распределений среднеквадратичной ошибки (MSE) для трехслойных 

архитектур-кандидатов нейросетевых аппроксиматоров откликов yy  (а) и T (б) 
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Рисунок 1.3 – Тепловые карты распределений коэффициента детерминации 2( )R  для трехслойных 

архитектур-кандидатов нейросетевых аппроксиматоров откликов yy  (а) и T (б) 

 
В ходе численных экспериментов было ус-

тановлено, что лучшие результаты при аппрок-
симации yy  показывает искусственная нейрон-

ная сеть с архитектурой [64-56-1], а при аппрок-
симации температуры T – искусственная ней-
ронная сеть с архитектурой [88-84-1]. 

Следует, однако, отметить, что в случае 
глубоких нейронных сетей имплементация алго-
ритмов, основанных на переборе, становится 
проблематичной в силу большой размерности 
пространства поиска и отсутствия очевидных 
критериев перебора архитектур. Использование 
эволюционных подходов и генетических алго-
ритмов может частично автоматизировать задачу 
поиска оптимальной архитектуры. 

В данной работе использован эволюцион-
ный алгоритм подбора нейросетевых архитектур 
для решения задачи выбора оптимальной архи-
тектуры аппроксиматора .yy  Схема алгоритма 

показана на рисунке 1.4. 
В использованном в данной работе алго-

ритме применена схема кодирования архитектур, 
мутаций и скрещиваний геномов, основанная на 
алгоритме NEAT [11]. В отличие от NEAT, пред-
ложенный алгоритм не выполняет оптимизацию 
эволюционными методами весов связей в нейро-
сети и оперирует не единичными нейронами в 
качестве узлов, а модулями, которые могут пред-
ставлять собой произвольно заданный набор 
слоёв. В данной работе использованы модули, 
представляющие собой полносвязные слои с ко-
личеством нейронов от 4 до 16 и функцией акти-
вации ReLu. Применялись мутации двух типов: 
добавление узла и добавление связи между узла-
ми. В качестве процедуры оценки качества гено-
ма в контексте решаемой задачи была использо-
вана кросс-валидация с разделением данных на 
три части и вычислением усредненной средне-
квадратичной ошибки MSE для всех членов 

популяции. При этом 20% лучших членов попу-
ляции переходили в следующее поколение, ос-
тальные геномы генерировались путем скрещи-
вания лучших геномов и применения случайных 
мутаций с вероятностью p = 0,5. 
 

 
 

Рисунок 1.4 – Схема эволюционного алгоритма 
выбора оптимальной архитектуры нейросети 

 

 
 

Рисунок 1.5 – Уменьшение MSE для лучшего 
генома популяции при использовании 

эволюционного алгоритма поиска оптимальной 
архитектуры нейросети 
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Рисунок 1.6 – Эволюция архитектуры нейросетей на протяжении 5 поколений (буквой а) обозначена 
исходная архитектура нейронной сети, буквами б), в), г) обозначены архитектуры лучших нейросетей 

для 2, 4 и 5 поколений 
 

На рисунке 1.5 показана динамика измене-
ния среднего значения MSE для 5 поколений в 
популяции размером 50 геномов. На рисунке 1.6 
показана эволюция нейросетевой архитектуры на 
протяжении 5 поколений.  

Полученная в процессе реализации эволю-
ционного алгоритма архитектура нейросети по 

результатам кросс-валидации демонстрирует 
значения усредненных метрик оценки качества, 
сравнимые со значениями архитектур, отобран-
ных с помощью алгоритма перебора 
(MSE = 3,827·10–5; MAE = 3,861·10–3; 2R  = 0,996). 
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2 Определение оптимальных параметров 
процесса лазерной резки кварцевых пластин 

С использованием нейронных сетей с архи-
тектурами [64-56-1] для аппроксимации yy  и 

[88-84-1] для аппроксимации T был осуществлен 
поиск значений факторов, обеспечивающих мак-
симальные значения напряжений yy  при усло-

вии maxV   и ограничения на значение темпе-
ратуры T < 1473 K. Также были введены ограни-
чения на выход значений факторов за пределы 
диапазонов в обучающей выборке нейросетевых 
аппроксиматоров.  

На языке Python была создана авторская 
версия модифицированного генетического алго-
ритма (МГА) [10]. В основе процесса генерации 
новых поколений популяции лежал метод скре-
щивания геномов, представленный в [10], при 
этом дополнительно была реализована мутация 
геномов путем внесения случайных изменений в 
факторы в пределах диапазона [0.0001,0.1] с ве-
роятностью p = 0,5.  

Целевая функция включала в себя значения 
предсказанных нейросетевыми аппроксиматоро-
ми оценок yy  и Т и фактора V, а также штрафы 

за выход за пределы допустимых диапазонов 
значений факторов и значений максимальных 
температур: 
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Рассмотрена также альтернативная целевая 
функция: 
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Процесс многокритериальной оптимизации 
с применением авторского генетического алго-
ритма представлен на рисунке 7. На обоих гра-
фиках видно монотонное уменьшение значений 
целевой функции (сплошная линия) для лучшего 
генома популяции (точки (A, B, V, P)). Увеличе-
ние среднего значения целевой функции по по-
пуляции (пунктирная линия) в конце работы ал-
горитма объясняется приближением геномов к 
заданным границам (в частности, по температу-
ре) и, соответственно, штрафами за выход .i iE  

Существенной разницы в скорости сходимости и 
качестве алгоритмов при сравнении приведен-
ных целевых функций не обнаружено. 

В результате применения генетического ал-
горитма найдены оптимальные значения факто-
ров, приведенные в таблице 2.1. В скобках при-
ведены значения параметров, полученные в ре-
зультате конечно-элементного расчета процесса 
лазерной резки кварцевой пластины с оптималь-
ными значениями факторов, определенными в 
результате применения МГА. Показано, что ус-
тановленные аппроксиматорами и МГА значения 
напряжения yy  и температуры T, определены с 

погрешностями 0,1% и 2,5% соответственно. 
 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Процесс сходимости генетического алгоритма при решении задачи многокритериальной 
оптимизации параметров раскалывания кварцевых пластин с размером популяции 500 (а)  

и размером популяции 2000 (б) 
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Таблица 2.1 – Результаты многокритериаль-
ной оптимизации  

 

V, 
мм/с 

A, 
мм 

B, 
мм 

P, 
Вт 

T, 
K 

,yy  

МПа 

69,9 0,00135 0,00080 299,9 
1472,45 

(1435,31)
7,24 

(7,23)
 

Заключение 
В работе выполнена многокритериальная 

оптимизация откликов процесса лазерной резки 
кварцевых пластин с применением нейросетево-
го моделирования. Определены оптимальные 
значения факторов лазерной резки кварцевых 
пластин и установлено соответствие между по-
строенной моделью и результатами конечно-
элементного анализа. Описаны алгоритмы выбо-
ра оптимальной архитектуры нейронной сети 
методом перебора и на базе эволюционных ме-
тодов. Определены оптимальные архитектуры 
нейронных сетей для аппроксимации максимума 
растягивающих напряжений и максимума темпе-
ратуры при выполнении лазерной резки кварце-
вых пластин.  
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Аннотация. Предложена усовершенствованная конструкция управляемой цилиндрической гиперлинзы, созданной на 
базе чередующихся слоев антимонида индия и кремния. Эта конструкция предназначена для получения изображений с 
субволновым разрешением в терагерцовом диапазоне. С использованием численного моделирования продемонстриро-
вана способность динамической перестройки гиперлинзы в широком диапазоне частот при изменении температуры. 
Основными характеристиками этой структуры являются небольшие размеры, низкие потери в диэлектрике и способ-
ность формирования изображений сверхвысокого разрешения. Это исследование может способствовать улучшению 
разрешения систем визуализации в терагерцовом диапазоне, а также содействовать развитию систем визуализации 
изображений и зондирования со сверхвысоким разрешением, работающих в этом диапазоне. 
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Abstract. The presented article proposes an improved design of a controllable cylindrical hyperlens based on alternating layers 
of indium antimonide and silicon. This design is intended for obtaining sub-wavelength resolution images in the terahertz range. 
Using numerical simulation, the ability of dynamic tuning of the hyperlens over a wide frequency range by varying the tempera-
ture is demonstrated. The key characteristics of this structure include small dimensions, low losses in the dielectric, and the abil-
ity to form images with super-high resolution. This research can contribute to enhancing the resolution of visualization systems 
in the terahertz range, as well as promoting the development of ultra-high resolution imaging and probing systems operating in 
this range. 
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Введение 
В настоящий момент создаются разнооб-

разные устройства, способные генерировать и 
обнаруживать ТГц излучение, однако возможно-
сти для управления этим излучением остаются 
ограниченными. Это затрудняет развитие многих 
перспективных применений в области электро-
ники и фотоники. В отличие от многих других 
диапазонов частот, терагерцовые волны способ-
ны проникать в различные непроводящие мате-
риалы и позволяют анализировать молекулярную 
структуру естественных веществ, облегчая иден-
тификацию различных соединений [1]. Это по-
зволяет применять современные методы 

терагерцовой спектроскопии и визуализации для 
решения широкого спектра фундаментальных и 
прикладных задач в различных областях иссле-
дования [2]–[7]. Интерес к электромагнитным 
волнам в ТГц диапазоне обусловлен их потен-
циалом для эффективного использования в нова-
торских приложениях, таких как системы тера-
герцового изображения, медицинские сканеры, 
системы безопасности и контроля, мониторинг 
атмосферных условий, космические коммуника-
ционные системы и т. д. [1], [8], [9]. 

В большинстве разных систем ученые стре-
мятся получить высококачественное визуальное 
представление объектов, подлежащих изучению. 

ФИЗИКА
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При получении терагерцовых изображений ос-
новной трудностью является ограниченное раз-
решение, связанное со значительно большей 
длиной волны по сравнению с видимым светом. 
Для преодоления дифракционных ограничений 
используются разнообразные методы, например, 
сканирующая оптическая микроскопия ближнего 
поля, микроскопия со стохастической оптиче-
ской реконструкцией, микроскопия с использо-
ванием насыщенного структурированного осве-
щения и другие [10]. Однако основным ограни-
чением таких подходов является применение 
высокоинтенсивного света и пошаговое сканиро-
вание поверхности образца, что приводит к за-
медлению сканирования и не позволяет получать 
полноценные изображения в реальном времени, 
особенно для динамических биологических объ-
ектов. 

Один из перспективных методов получения 
субволновых изображений в терагерцовом диа-
пазоне связан с разработкой и изготовлением 
гиперлинз на базе гиперболических метамате-
риалов [11]–[18], композитов, в которых попе-
речная и продольная составляющие тензора ди-
электрической и/или магнитной проницаемостей 
имеют противоположные знаки. 

Метаматериалы – композиционные мате-
риалы, свойства которых обусловлены в первую 
очередь резонансными свойствами составляю-
щих их элементов, а не периодической структу-
рой как в фотонных кристаллах, интенсивно ис-
следовались на протяжении последних 25 лет 
[19]–[24]. 

Множество гиперболических метаматериа-
лов с субволновым разрешением, как правило, 
имеют статичную природу, что ограничивает их 
применение. При реализации активных гипербо-
лических метаматериалов, для их перестройки 
используются следующие методы: изменение 
температуры, управление оптическим излучени-
ем, регулировка электрического или магнитного 
поля [1]. 

Существует ограниченное число материа-
лов, которые могут быть использованы в гипер-
болических структурах в низкотерагерцовом 
диапазоне, а также позволяют осуществлять ди-
намическую перестройку своих свойств. К таким 
материалам можно отнести антимонид индия и 
графен. Практическая реализация динамических 
структур метаматериала с использованием гра-
фена сталкивается с определенными трудностя-
ми из-за необходимости применения системы 
очень тонких электродов для регулировки хими-
ческого потенциала через подачу электрического 
потенциала. Это также требует точного контроля 
и согласования между слоями и может вызвать 
проблемы при интеграции графена с другими 
материалами. В работе [13] для металлической 
составляющей использован антимонид индия 
вместе со слоями полиэтилена высокой плотности 

(HDPE). Коэффициент поглощения у HDPE су-
щественно возрастает с увеличением частоты 
[25]. Также в работе [13] отсутствуют результа-
ты, которые бы подтверждали получение изо-
бражений со сверхвысоким разрешением в даль-
ней зоне. 

В данном исследовании предлагается улуч-
шенный дизайн активной цилиндрической ги-
перлинзы, состоящей из чередующихся слоев 
антимонида индия и кремния. Этот дизайн на-
правлен на получение изображения с субволно-
вым разрешением в терагерцовом диапазоне час-
тот. Использование антимонида индия позволяет 
динамически настраивать его дисперсионные 
свойства путем небольших изменений темпера-
туры, в то время как кремний, действуя как ди-
электрик, обладает высоким показателем пре-
ломления и низким коэффициентом поглощения 
в исследуемом ТГц диапазоне. Эти характери-
стики позволяют создать гиперболическую 
структуру с небольшой толщиной и минималь-
ными потерями. Представленная в данной работе 
гиперлинза обеспечивает гибкость настройки 
характеристик сверхвысокого разрешения. Это 
достигается благодаря правильному выбору гео-
метрических параметров. При этом она остается 
относительно простой по конструкции и эконо-
мичной. Данная работа может способствовать 
улучшению систем визуализации и зондирования 
со сверхвысоким разрешением в терагерцовом 
диапазоне в режиме реального времени. 

 
1 Теоретические сведения 
Одним из стандартных вариантов реализа-

ции гиперболических метаматериалов является 
плоская структура, состоящая из чередующихся 
тонких слоев металла и диэлектрика. Плоская 
структура метаматериала с гиперболической 
дисперсией может передавать изображение в 
зоне ближнего поля без увеличения. Более инте-
ресные явления возникают, когда поверхность 
гиперболического метаматериала искривлена, 
например, в форме цилиндра или сферы. В этом 
случае волны, распространяющиеся в такой лин-
зе, не только передают изначально эванесцент-
ные волны с большей поперечной компонентой 
волнового числа, но и преобразуют их в распро-
страняющиеся волны, которые можно обнару-
жить обычным микроскопом. Степень увеличе-
ния изображения определяется отношением ра-
диусов на двух границах линзы. Такие увеличи-
вающие гиперлинзы позволяют получать поля  
с субволновой детализацией в масштабах,  
превышающих длину волны, что упрощает  
дальнейшую обработку средствами обычной ди-
фракционной оптики. 

В качестве металла использовался InSb, ди-
электрическая проницаемость которого в ТГц 
диапазоне может быть описана с помощью моде-
ли Друде [26]. При выборе материала для 
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диэлектрического слоя гиперлинзы мы руково-
дствовались требованием к низким потерям и 
высокому коэффициенту преломления. Это по-
зволит использовать более тонкие слои и, при 
необходимости, увеличить их количество. К 
примеру, в работе [13] был использован поли-
этилен высокой плотности (HDPE), однако у не-
го низкий показатель преломления и коэффици-
ент поглощения значительно увеличивается с 
частотой (при 2 ТГц ⁓ 1 см-1). Среди кристалли-
ческих материалов с низкими потерями наиболее 
подходящими являются Si и SiO2. Однако кремний 
с диэлектрической проницаемостью εSi = 11,69 
предпочтительнее из-за его высокого показателя 
преломления (nSi = 3,42) и низкого коэффициента 
поглощения (0,1 см-1) в широком диапазоне частот.  

Для анализа гиперболической дисперсии 
предлагаемой гиперлинзы, то есть зависимости 
её диэлектрической проницаемости от диэлек-
трических проницаемостей слоёв, мы использо-
вали следующие уравнения для эффективной 
среды в случае анизотропной многослойной 
структуры InSb / Si [27]: 

,
(1 )

InSb Si
r

InSb Sip p

 
 

   
               (1.1) 

(1 ) ,InSb Sip p                      (1.2) 

где εr – эффективная диэлектрическая проницае-
мость в направлении r, а εθ – эффективная ди-
электрическая проницаемость в плоскости θ (в 
цилиндрических координатах), p = tInSb / (tInSb + tSi) – 
коэффициент заполнения металла (отношение за-
полнения), где tInSb и tSi – толщины слоев InSb и Si.  

2 Компьютерная модель 
В современных условиях математическое 

моделирование активно применяется как важный 
инструмент научных исследований. Оно прихо-
дит на смену экспериментальным исследованиям 
и становится неотъемлемой частью научного 
процесса, особенно в случаях, когда проведение 
экспериментов или полный теоретический ана-
лиз всех аспектов изучаемого явления представ-
ляют сложности [28]. В настоящее время в лабо-
раториях, посвященных изучению метаматериа-
лов, для проведения численных экспериментов 
наиболее часто используется коммерческое про-
граммное обеспечение, основанное на методе 
конечных элементов. 

На рисунке 2.1 показано схематическое изо-
бражение предлагаемой активной цилиндриче-
ской гиперлинзы со структурными параметрами 
и материалами, использованными при моделиро-
вании. Предлагаемый гиперболический метама-
териал представляет собой полуцилиндр с внут-
ренним радиусом r = 50 мкм и толщиной 
t = 50 мкм и состоит из 10 пар слоев InSb / Si с 
оптимизированным коэффициентом заполнения 
p = 0,65. Трехмерная модель гиперлинзы имеет 
прорези шириной 10 мкм в металлической обо-
лочке в виде букв GSU (Gomel State University) в 
вертикальной ориентации. Гиперлинза возбуж-
дается линейной x-поляризованной (LPx), y-поля-
ризованной (LPy), круговой правой (RCP) и кру-
говой левой (LCP) электромагнитной волной. 

Гиперлинза расположена на кремниевой 
подложке толщиной L = 200 мкм. Вся структура 
покрыта пленкой золота (Au) толщиной tAu = 4 
мкм. Вся модель окружена идеальным погло-
щающим слоем для предотвращения нежела-
тельных отражений от границ гиперлинзы. 
 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Схематическое изображение цилиндрической трехмерной гиперлинзы, 
используемой в моделировании 
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3 Результаты компьютерного моделиро-
вания 

В качестве металла мы используем InSb с 
диэлектрической проницаемостью, описанной 
уравнением (1.1) из [26]. Данный материал ха-
рактеризуется тем, что имеет подходящую плот-
ность носителей, чтобы его плазменная частота 
находилась в терагерцовом диапазоне, и поэтому 
InSb можно использовать вместо металла в ги-
перболических структурах. 

Были проведены численные исследования 
эффективных параметров многослойной струк-
туры металл / диэлектрик, которые описываются 
выражениями (1.1) и (1.2). На рисунке 3.1, а и б 
показаны зависимости радиальной и азимуталь-
ной диэлектрической проницаемости в диапазоне 
частот от 1,5 до 4,5 ТГц при изменении темпера-
туры. Сплошная линия относится к действитель-
ной части, а штрихпунктирная к мнимой части 
диэлектрической проницаемости. Следует отме-
тить широкие пределы принимаемых значений 
действительной части диэлектрической прони-
цаемости при небольших изменениях температу-
ры. Это дает возможность осуществлять динами-
ческую перестройку дисперсионных свойств ги-
перболического метаматериала в исследуемом 
частотном диапазоне. 
 

 
 

Рисунок 3.1 – Радиальная εr (а) и азимутальная εθ (б) 
диэлектрическая проницаемость гиперлинзы 

при разных температурах 
 

Из рисунка 3.1, можно выделить частотные 
области, где гиперболическая среда обладает 
свойствами среды первого или второго типа. 

Второй тип среды является более предпочти-
тельным для гиперлинзы, поскольку имеет 
большее значение волнового вектора. Заметим, 
что с понижением температуры рабочая область 
гиперболической среды второго типа смещается 
в область низких частот. Изменение температуры 
в небольших пределах от 20 до 80º С существен-
но изменяет рабочую частоту. 

С помощью математического моделирова-
ния была произведена оптимизация основных 
параметров и рассчитана напряженность элек-
трического поля в ближней зоне (рисунок 3.2) от 
гиперлинзы на частоте 2,25 ТГц при разных ва-
риантах возбуждения и разных значениях темпе-
ратуры. 

 

 
Рисунок 3.2 – Результаты моделирования 

напряженности электрического поля в ближней 
зоне при различной поляризации падающей 

волны (а) и распределение поля при различных 
температурах (б) 

 

Анализируя полученные распределения на-
пряженности электрического поля (рисунок 3.2, а) 
при различной поляризации падающего поля и 
установленной, комнатной температуре можно 
утверждать, что наиболее четкое изображение 
получается при левой круговой поляризации 
волны (LCP). Ввиду того, что размеры прорези и 
расстояние между буквами значительно меньшие 
по сравнению с длиной волны (λ = 133 мкм), 
можно утверждать, что изображение формирует-
ся с субволновым разрешением (порядка λ / 3). 
Без гиперлинзы изображение не формируется. 
Хорошее изображение надписи GSU, но с чуть 
меньшей интенсивностью, также получается и 
при линейной x-поляризованной (LPx) волне, 
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прошедшей через гиперлинзу. При других значе-
ниях температуры (рисунок 3.2, б) происходит 
расфокусировка надписи и снижение интенсив-
ности поля.  

Из этого можно сделать вывод, что гипер-
линза на заданной частоте формирует субволно-
вое изображение только при определенной тем-
пературе. Изменяя температуру гиперболической 
структуры, мы можем реализовать субдифракци-
онную визуализацию полей, излучаемых (рас-
сеиваемых) исследуемыми объектами.  

Покажем, что предлагаемая цилиндрическая 
гиперлинза является перестраиваемой и форми-
рует субволновое изображение в терагерцовом 
диапазоне при другой температуре. На рисунке 
3.3 показаны распределения напряженности 
электрического поля в структуре при различной 
температуре и частоте. 

 

 
 

Рисунок 3.3 – Распределение напряженности 
электрического поля в структуре при различной 

температуре и частоте 
 

Надписи получены при LCP падающей вол-
не, выбранной температуре, на строго опреде-
ленной частоте. Анализ многократно повторяе-
мых численных экспериментов показал, что при 
выбранной требуемой температуре и оптимиза-
ции коэффициента заполнения металла можно 
четко сформировать субволновое изображение в 
терагерцовом диапазоне. Однако стоит отметить, 
что прослеживается уменьшение интенсивности 
поля при увеличении температуры. 

Подводя итоги исследований, можно сде-
лать вывод, что предлагаемая модель цилиндри-
ческой гиперлинзы реализует в ближней зоне 
субдифракционное формирование полей, излу-
чаемых (рассеиваемых) исследуемыми объекта-
ми в широком ТГц диапазоне. Динамическая 
перестройка работы гиперлинзы по частоте про-
изводится за счет изменения температуры. Ис-
пользуемый принцип управления технологиче-
ски осуществляется гораздо проще по сравнению 
с оптическим управлением или изменением на-
пряженности приложенного электрического либо 
магнитного поля.  

 

Заключение 
В данной статье предложена динамически 

управляемая цилиндрическая гиперлинза на ос-
нове чередующихся InSb / Si слоев для получе-
ния изображений с субволновым разрешением на 
терагерцовых частотах. С помощью численного 
моделирования продемонстрирована возмож-
ность перестройки гиперлинзы в частотном диа-
пазоне от 1,5 до 4,5 ТГц при изменении темпера-
туры от 20 до 80º С. Используемый принцип 
управления отличается простотой по сравнению 
с другими способами. На основании предложен-
ной компьютерной модели может быть изготов-
лена цилиндрическая гиперлинза с использова-
нием стандартных методов напыления или элек-
тронно-лучевого испарения. Эта работа может 
способствовать улучшению систем визуализации 
изображений и зондирования со сверхвысоким 
разрешением для терагерцового диапазона в ре-
жиме реального времени [29]–[31]. 
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Введение 
Данная статья, посвящённая изучению сте-

пеней элементов в полиадических группах спе-
циального вида, является продолжением статьи 
[1] и составляет с ней единое целое, что отраже-
но в названиях обеих статей. В связи с этим ну-
мерация разделов в настоящей статье продолжа-
ет нумерацию разделов в [1]. Сохраняется пре-
емственность в отношении соглашений, опреде-
лений и обозначений из [1], все они остаются в 
силе и в данной статье. В ней ссылки на резуль-
таты из работы [1] даются без указания на эту 
работу. Например, ссылка на теорему 2.1 означает, 
что имеется в виду теорема 2.1 из раздела 2 в [1]. 

Всю необходимую информацию из теории 
полиадических групп можно найти в [2]–[6]. 
 

3 Главная теорема 
Вначале покажем, что, если в теореме 2.2 

подстановка  оставляет неподвижным некото-
рый символ, то компонента элемента a[ν] (ν < 0), 
индекс которой совпадает с этим символом, име-
ет вид, указанный в следующем предложении. 

Предложение 3.1. Пусть < A,  > – n-арная 
группа (n  3), подстановка  из Sk удовлетворя-
ет условию l    и оставляет неподвижным 
символ m, ν < 0, a = (a1, , ak) – произвольный эле-
мент l-арной группы < Ak, s, , k >. Тогда m-я ком-
понента bm элемента a[ν] = (b1, , bk) имеет вид 

bm = (
( 3)( ( 1) 1)

m m

n l

a a
   


( 1) 1

m m

l

a a
  

 ). 

Доказательство. Так как подстановка  ос-
тавляет неподвижным символ m, то 

( )
,r mm

a a


  
( )r m

a


 = ,a  

( ) ( )

3

r rm m

n

a a
 






 = 
3

m m

n

a a


  

для любого r = 0, 1, , l – 2. Далее, учитывая, 
перестановочность в n-арной группе < A,  > лю-
бого её элемента a со своим косым элементом ,a  
находим um и bm из формулировки теоремы 2.2: 

um = 
3 3

2

m m m m m m

n n

l

a a a a a a
 



   


 = 

= (
( 3)( 2)

m m

n l

a a
 


2

m m

l

a a


 ), 

bm = ( m mu u



( 3)( 1)

m m

n

a a
 


1

m ma a


 ) = 

= (
( 3)( 2)

m m

n l

a a
  


( 2)

m m

l

a a
 


( 3)( 1)

m m

n

a a
 


1

m ma a


 ) = 

= (
( 3)( ( 1) 1)

m m

n l

a a
   


( 1) 1

m m

l

a a
  

 ).                

Следствие 3.1. Пусть < A,  > – тернарная 
группа, подстановка  из Sk оставляет непод-
вижным символ m, ν < 0, a = (a1, , ak) – произ-
вольный элемент (2s + 1)-арной группы 
< Ak, s, , k >. Тогда m-я компонента bm элемента 
a[ν] = (b1, , bk) имеет вид 

bm = (
2 1

m m

vs

a a
 

 ). 
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В следующей теореме, в отличие от теоре-
мы 2.1, более детально описаны компоненты по-
лиадических степеней элементов l-арной группы 
< Ak, s, , k >. 

Теорема 3.1. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па, порядок подстановки  из Sk делит нату-
ральное d, l = td + 1 для некоторого натурально-
го t, a = (a1, , ak) – произвольный элемент  
l-арной группы < Ak, s, , k >, 

j = a(j)  1 ( )
,d j

a 
 j = 1, , k,         (3.1) 

1
ja  и 1

j
  – любые обратные последовательно-

сти в < A,  > для элемента aj и последователь-
ности j соответственно. Тогда: 

a[ν] = a, если ν = 0; 
a[ν] = (( 1 1 1 1 1

t

a a a


  ),,( k k k k k

t

a a a


  )), (3.2) 

если ν > 0; 
a[ν] = (( 1

1
 1 1 1 1

1 1 1 1

1t

a a   

 

  ),  

, ( 1
k
 1 1 1 1

1

k k k k

t

a a   

 

  )),          (3.3) 

если ν ˂ – 1 или ν = – 1, t ≠ 1. 
Доказательство. Так как порядок подста-

новки  делит d, то из условия l = td + 1 следует, 
что порядок подстановки  делит l – 1. Следова-
тельно, подстановка  удовлетворяет условию 
l = . Таким образом, выполнены условия тео-
ремы 1.1, согласно которой < Ak, s, , k > – l-арная 
группа. 

По условию подстановка d является тожде-
ственной и l = td + 1. Поэтому 

a(j)  2 ( )l j
a 

 = 

= 1 1( ) ( )( ) ( )

1

d dj j j jj j

t

a a a a a a   



  


a(j) 1 ( )d j
a 

 

или, учитывая равенство (3.1), 
a(j)  2 ( )l j

a 
 = 

1

j j j j

t

a a



 


j.   (3.4) 

Для ν = 0 доказывать нечего. 
Если ν > 0, то положим 

a[ν] = s, , k(
( 1) 1

a a
l  

 ) = (b1, , bk). 

Из этого равенства, принимая во внимание опре-
деление l-арной операции s, , k и тождествен-
ность подстановки l–1, получим 

bj = ( 2 1( ) ( ) ( )l lj j j j
a a a a   

  

2 1 2 1( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1

)l l l lj jj j j j
a a a a a a       



  


 = 

= ( 2( ) ( )lj j j
a a a  

 aj 

2 2( ) ( )( ) ( )

1

)l lj j j jj j
a a a a a a   



  


 = 

= ( 2 2( ) ( )( ) ( )
),l lj j j j jj j

a a a a a a a   



  


 

то есть 

bj= ( 2 2( ) ( )( ) ( )
)l lj j j j jj j

a a a a a a a   



  


. 

Из полученного равенства и равенства (3.4) вы-
текает 

bj = (aj

1 1

)j j j j j j j j j j j j

t t

a a a a a a

 



       
 


= 

= (aj j j j j j j j j

t t

a a a a



     
 


) = 

 = ( j j j j j

t

a a a



 


), 

то есть 
bj = ( j j j j j

t

a a a



 


) 

для любого j  {1, , k}. Следовательно, верно 
(3.2) 

Пусть теперь ν ˂ – 1 или ν = – 1, t ≠ 1 и по-
ложим 

bj = ( 1
j
 1 1 1 1

1

j j j j

t

a a   

 

 


), j  {1, , k}, (3.5) 

s, , k(
( 1)

a a
l 

 (b1, , bk)) = (c1, , ck).   (3.6) 

Из последнего равенства, принимая во внимание 
определение l-арной операции s, , k и тождест-
венность подстановки l–1, получим 

cj=( 2 1 2 1( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1

l l l lj j jj j j j
a a a a a a a       



  


 

2 1( ) ( ) ( )
)l lj j j

a a b   
  = 

= ( 2 2( ) ( )( ) ( )

1

l lj j j j jj j
a a a a a a a   



  


 

2( ) ( )
)lj jj

a a b 
 , 

то есть 
cj = ( 2 2( ) ( )( ) ( )

1

l lj j j j jj j
a a a a a a a   



  


 

2( ) ( )
).lj jj

a a b 
  

Полученное равенство, учитывая равенство (3.4), 
можно переписать следующим образом 

cj = (aj

1 1

1

j j j j j j j j j j j j

t t

a a a a a a

 



       
 


 

1

j j j j j

t

a a



  


bj), 

откуда следует 
cj=(aj

( 1) 1

j j j j

t t

a a

  

 


jbj)=(aj

1

j j j j

t

a a

 

 


jbj), 

то есть 
cj = (aj

1

j j j j

t

a a

 

 


jbj). 

Подставляя в это равенство вместо bj правую 
часть из (3.5) и используя нейтральность соот-
ветствующих последовательностей, получим 
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cj=(aj

1

j j j j

t

a a

 

 


j( 1
j
 1 1 1 1

1

j j j j

tv

a a   

 

 


))=aj, 

то есть cj = aj для любого j  {1, , k}, откуда и 
из (3.6) вытекает 

s, , k(
( 1)

a a
l 

 (b1, , bk)) = a. 

Следовательно, (b1, , bk) = [ ]a   и верно (3.3).    
Замечание 3.1. Если в теореме 3.1 d = l – 1, 

то t = 1 и получается теорема 2.1, являющаяся 
таким образом следствием теоремы 3.1. 

Замечание 3.2. Пустую последовательность 
можно рассматривать как нейтральную последо-
вательность. Поэтому будем считать (a) = a для 
любого элемента a n-арной группы < A,  >. 

Замечание 3.3. Так как при t = 1, ν = – 1 по-
следовательность 

1 1 1 1

1

j j j j

t

a a   

 

 


 

пустая, то правая часть в (3.3) не имеет смысла. 
С другой стороны, если t = 1, то d = l – 1 = s(n – 1). 
Это означает, что в качестве обратной последо-
вательности в < A,  > для последовательности j 
длины d – 1 = s(n – 1) – 1 можно использовать 
одноэлементную обратную последовательность 

1.j
  Поэтому, если в теореме 3.1 t = 1, ν = – 1, то, 

как и в теореме 2.1, 
a[–1] = ( 1

1
 , , 1

k
 ). 

Если принять во внимание замечание 3.2, то по-
следнее равенство можно считать содержащимся 
в равенстве (3.3), которое, таким образом, верно 
для ν ˂ 0. Будем иметь это в виду при формули-
ровке следствий из теоремы 3.1 и других резуль-
татов, полученных с её помощью. 

Замечание 3.4. Покажем, что число элемен-
тов под знаком n-арной операции в каждой ком-
поненте правой части (3.3) равно r(n – 1) + 1 для 
некоторого натурального r, то есть равенство 
(3.3) корректно. 

Так как 
s(n – 1) = l – 1 = td = (t – 1)d + 1+ d – 1, 

то обратный элемент 1
j
  в < A,  > для последо-

вательности j длины d – 1 эквивалентен в смыс-
ле Поста последовательности длины (t – 1)d + 1. 
Кроме того, любая обратная последовательность 

1
ja  для элемента aj эквивалентна в < A,  > по-

следовательности длины n – 2. В этом случае 
число элементов под знаком n-арной операции в 
правой части (3.3) равно 

(t – 1)d + 1 + (n – 2 + (t – 1)d + 1)( – νt – 1) = 
= td – d + 1 + (n – 2 + td – d + 1)( – νt – 1) = 
=l –1– d +1+ (n – 2 + l – 1– d + 1)( – νt –1)= 

= l – d + (n – 2 + l – d)( – νt – 1) = 
=l – d – νt(n – 2) – νtl + νtd – (n –2) – l +d = 

= – νt(n – 2) – νtl + νtd – (n – 2) = 
= (– νt(n – 2) – νtl) + ν(l – 1) – (n – 1) + 1 = 
= – νt(l + n – 2) + (νs(n – 1) – (n – 1)) + 1 = 

= – νt(s(n –1) +1+ n – 2) + (νs –1)(n –1) +1 = 
= – νt(s(n – 1)+ n – 1) + (νs – 1)(n – 1) + 1 = 

= – νt(s + 1)(n – 1) + (νs – 1)(n – 1) + 1 = 
= (– νt(s + 1) + νs – 1))(n – 1) + 1 = 

= (– ν(ts + t – s) – 1)(n – 1) + 1 = 
= r(n – 1) + 1, 

где r = – ν(ts + t – s) – 1. 
Замечание 3.5. Если в теореме 3.1 n  3, то 

в качестве обратной последовательности 1
ja  в  

n-арной группе < A,  > для её элемента aj можно 
взять последовательность 

1
ja  = 

3

.j j j

n

a a a






 

Кроме того, в силу леммы 2.1, обратная последо-
вательность 1

j
  в < A,  > для последовательно-

сти j из теоремы 3.1 имеет вид 
1

j
 = 1 1( ) ( )

3

d dj j

n

a a  






1 ( )d j
a 

 

… ( ) ( )

3

j j

n

a a 




 ( ) .ja                     (3.7) 

Соответственно теорема 3.1 примет сле-
дующий вид. 

Теорема 3.2. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3), порядок подстановки  из Sk делит 
натуральное d, l = td + 1 для некоторого нату-
рального t, a = (a1, , ak) – произвольный эле-
мент l-арной группы < Ak, s, , k >, 

j = a(j)  1 ( )
,d j

a 
 j = 1, , k, 

1
j
  – последовательность (3.7) или любая дру-

гая обратная последовательность в < A,  > для 
последовательности j. Тогда: 

a[ν] = a, если ν = 0; 
a[ν] = (( 1 1 1 1 1

t

a a a


  ),,( k k k k k

t

a a a


  )), 

если ν > 0; 

a[ν] = (( 1
1
 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

3 3

1

n n

tv

a a a a a a 

 

 

    


),  

, ( 1
k
 1 1

3 3

1

k k k k k k k k

n n

tv

a a a a a a 

 

 

    


)), 

если ν ˂ 0. 
Замечание 3.6. В теоремах 3.1 и 3.2 в каче-

стве подстановки  можно взять подстановку 
порядка d. Если же в качестве подстановки  в 
этих теоремах взять подстановку порядка  
d = l – 1, то t = 1 в формулах (3.2) и (3.3) из тео-
ремы 3.1 и в соответствующих формулах из тео-
ремы 3.2. 

Ввиду равенства [-1]a  = a , из теорем 3.1 и 3.2 
при ν = – 1 вытекают соответствующие результа-
ты о косых элементах из [7, теоремы 2.1 и 2.2]. 

Замечание 3.7. Если < Ak, s, , k > – l-арная 
группа,  – тождественная подстановка, 
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a = (a1, , ak)  Ak, то согласно определению 
полиадической степени для ν > 0 имеем 

a[ν] = (
( 1) 1

a a
l  

 ) = ( 1 1

( 1) 1

( ) ( )k k

l

a a a a
  

   ) = 

= ( 1 1

( 1) 1 ( 1) 1

( ), , ( )k k

l l

a a a a
     

     ). (3.8). 

Для ν ˂ 0 имеем 
( [ ]

( 1)

a a a
l



 

 ) = a, 

то есть 
(a[ν]

1 1

( 1)

( ) ( )k k

l

a a a a
 

   ) = (a1, , ak). 

Если a[ν] = (b1, , bk), то из последнего равенства 
следует 
( 1 1 1

( 1) ( 1)

( ), , ( )k k k

l l

b a a b a a
   

     ) = (a1, , ak), 

то есть 

( 1)

( )j j j

l

b a a

 

 


 = aj, j = 1, , k,        (3.9) 

откуда 
bj = (aj

1 1

( 1)

j j

v l

a a 

 




) = ( 1 1

( 1) 1

j j

v l

a a 

  




). (3.10) 

Если теперь в теореме 3.1 d = 1, то есть  – 
тождественная подстановка, то t = l – 1, а после-
довательность (3.1) – пустая. В этом случае ра-
венства (3.2) и (3.3) принимают соответственно 
вид (3.8) и (3.10). Следовательно, случай тожде-
ственной подстановки содержится в теореме 3.1 
при d = 1. Это же верно и для теоремы 3.2. 

Для тождественной подстановки имеет ме-
сто предложение, устанавливающее связь между 
степенями элементов в l-арной группе 
< Ak, s, , k > и степенями компонент этих эле-
ментов в n-арной группе < A,  >. 

Предложение 3.2. Пусть < A,  > – n-арная 
группа,  – тождественная подстановка из Sk, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной 
группы < Ak, s, , k >. Тогда для любого целого ν 
верно равенство a[ν] = ( [ ]

1
sva ,, [ ]sv

ka ). 

Доказательство. Ясно, что для ν = 0 равен-
ство из формулировки теоремы верно. 

Положим a[ν] = (b1, , bk). Если ν > 0, то, со-
гласно (3.8), 

bj = 

( 1) 1

( ).j j

l

a a

  

 


 

А так как l – 1 = s(n – 1), то 
bj = 

( 1) 1

( )j j

s n

a a

  

 


 = [ ] ,sv
ja  ν > 0. 

Если ν ˂ 0, то верно (3.9) и, кроме того, 

( 1)

( )j j j

l

b a a

 

 


 = 

( 1)

( ),j j j

s n

b a a

 

 


 ν ˂ 0. 

Следовательно, bj = [ ].sv
ja  Таким образом, форму-

ла из условия предложения верна для любого 
целого ν.                                                                    

Тернарный случай. Если в теореме 3.1 по-
ложить n = 3, то в качестве обратной последова-
тельности 1

ja  в тернарной группе < A,  > для её 

элемента aj можно взять его косой элемент .ja   

В результате получим следствие для ν < 0. 
Следствие 3.2. Пусть < A,  > – тернарная 

группа, порядок подстановки  из Sk делит на-
туральное d, 2s = td для некоторого натурально-
го t, a = (a1, , ak) – произвольный элемент 
(2s + 1)-арной группы < Ak, s, , k >, ν < 0, 

j = a(j)  1 ( )d j
a 

, j = 1, , k, 

1
j
  – любая обратная последовательность в 

< A,  > для последовательности j. Тогда 

a[ν] = (( 1
1
 1 1

1 1 1 1

1tv

a a 

 

  ),  

, ( 1
k
 1 1

1

k k k k

tv

a a 

 

  )). 

Замечание 3.8. Если d – чётное, то последо-
вательность j в следствии 3.2 эквивалентна в 
смысле Поста элементу (a(j)  1 ( )d j

a 
). Поэто-

му можно считать 
j = (a(j)  1 ( )d j

a 
), 

соответственно 
1

j
  = j  = 1( ) ( )

( ).dj j
a a  

   

Если d = 2, то j – элемент тернарной группы 
< A,  >, и в силу замечания 3.2, считаем 
j = (j). 

Имея в виду замечание 3.8, следствие 3.2 
можно переформулировать следующим образом. 

Следствие 3.3. Пусть < A,  > – тернарная 
группа, порядок подстановки  из Sk делит чёт-
ное d, 2s = td для некоторого натурального t, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент (2s + 1)-ар-
ной группы < Ak, s, , k >, ν < 0, 

j = (a(j)  1 ( )d j
a 

), j = 1, , k. 

Тогда 

a[ν] = (( 1 1 1 1 1

1t

a a
 

  ),  

, ( k
1

k k k k

t

a a
 

  )). 

Если в следствии 3.2 положить d = 2, то 

t = s, j = a(j), 
1

j
  = 1

( )ja
  = ( )ja , j = 1, , k и 

получим 
Следствие 3.4. Пусть < A,  > – тернарная 

группа,  – подстановка из Sk порядка 2, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент (2s + 1)-ар-
ной группы < Ak, s, , k >, ν < 0. Тогда  

a[ν] = (( (1)a 1 (1) 1 (1)

1s

a a a a 

 




), , 

 ( ( )ka ( ) ( )

1

k k k k

s

a a a a 

 




)). 
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Из следствия 3.4 при ν = – 1 вытекает ре-
зультат о косых элементах из [7, следствие 2.2]. 

Бинарный случай. Сформулируем бинарное 
(n = 2) следствие из теоремы 3.1 только для слу-
чая ν ˂ 0, так как для ν ≥ 0 степень a[ν] определя-
ется одними и теми же формулами и в теореме 
3.1 и в следствии. 

Следствие 3.5. Пусть A – группа, порядок 
подстановки  из Sk делит натуральное d, s = td 
для некоторого натурального t, a = (a1, , ak) – 
произвольный элемент (s + 1)-арной группы 
< Ak, [ ]s+1, , k >, ν ˂ 0, 

j = a(j)  1 ( )d j
a 

, j = 1, , k, 

1
ja  и 1

j
  – обратные элементы в группе A для 

элементов aj и j соответственно. Тогда 
a[ν] = ( 1

1
 1 1 1 1

1 1 1 1

1t

a a   

 

  ,  

, 1
k
 1 1 1 1

1

k k k k

t

a a   

 

  ). 

Если в следствии 3.5 положить d = 2, то по-
лучим 

Следствие 3.6. Пусть A – группа,  – под-
становка из Sk порядка 2, s = 2t для некоторого 
натурального t, a = (a1, , ak) – произвольный 
элемент (s + 1)-арной группы < Ak, [ ]s+1, , k >, 
ν ˂ 0. Тогда 

a[ν] = ( 1
(1)a


1 1 1 1

1 (1) 1 (1)

1

,

t

a a a a   
 

 




  

, 1
( )ka


1 1 1 1

( ) ( )

1

k k k k

t

a a a a   
 

 




). 

В следствиях 3.2, 3.3 и 3.5 в качестве подста-
новки  можно взять подстановку порядка n – 1. 

 
4 Порядок подстановки делит n – 1 
Если в теоремах 3.1 и 3.2 d = n – 1, то l –

 1 = t(n – 1), откуда и из l – 1 = s(n – 1) следует 
t = s. Поэтому теоремы 3.1 и 3.2 позволяют 
сформулировать следующие две теоремы. 

Теорема 4.1. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па, порядок подстановки  из Sk делит n – 1, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной 
группы < Ak, s, , k >, 

βj = a(j)  2 ( )n j
a 

, j = 1, , k, 

1
ja  и 1

j
  – любые обратные последовательно-

сти в < A,  > для элемента aj и последователь-
ности βj соответственно. Тогда: 

a[ν] = a, если ν = 0; 
a[ν] = (( 1 1 1 1 1

s

a a a


  ),,( k k k k k

s

a a a


  )), 

если ν > 0; 
a[ν] = (( 1

1
 1 1 1 1

1 1 1 1

1s

a a   

 

  ),  

, ( 1
k
 1 1 1 1

1

k k k k

s

a a   

 

  )), 

если ν ˂ 0. 

Теорема 4.2 Пусть < A,  > – n-арная группа 
(n  3), порядок подстановки  из Sk делит n – 1, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной 
группы < Ak, s, , k >, βj = a(j)  2 ( )n j

a 
, j = 1, , k, 

1
j
  – любая обратная последовательность в 

< A,  > для последовательности βj, в частности 
1

j
 = 2 2( ) ( )

3

n nj j

n

a a  






2 ( )n j
a 

 ( ) ( )

3

j j

n

a a 




 ( )ja . 

Тогда:  
a[ν] = a, если ν = 0; 

a[ν] = (( 1 1 1 1 1

s

a a a


  ),,( k k k k k

s

a a a


  )), 

если ν > 0; 

a[ν] = (( 1
1
 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

3 3

1

n n

sv

a a a a a a 

 

 

    


),  

, ( 1
k
 1 1

3 3

1

k k k k k k k k

n n

sv

a a a a a a 

 

 

    


)), 

если ν ˂ 0. 
Если  как и в теоремах 4.1 и 4.2 порядок d 

подстановки  делит n – 1, то есть n = rd + 1 для 
некоторого натурального r, то d делит l – 1, так 
как из l = s(n – 1) + 1 следует l = td + 1, где t = sr. 
Поэтому, если в теоремах 3.1 и 3.2 в качестве 
подстановки  взять подстановку порядка d, то 
можно сформулировать ещё две теоремы. 

Теорема 4.3. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па,  – подстановка из Sk порядка d, n = rd + 1 
для некоторого натурального r, a = (a1, , ak) – 
произвольный элемент l-арной группы < Ak, s, , k >, 

j = a(j)  1 ( )d j
a 

, j = 1, , k, 

1
ja  и 1

j
  – любые обратные последовательно-

сти в < A,  > для элемента aj и последователь-
ности j соответственно. Тогда: 

a[ν] = a, если ν = 0; 
a[ν] = (( 1 1 1 1 1

sr

a a a


  ),,( k k k k k

sr

a a a


  )), 

если ν > 0; 
a[ν] = (( 1

1
 1 1 1 1

1 1 1 1

1srv

a a   

 

  ),  

, ( 1
k
 1 1 1 1

1

k k k k

srv

a a   

 

  )), 

если ν ˂ 0. 
Теорема 4.4. Пусть < A,  > – n-арная груп-

па (n  3),  – подстановка из Sk порядка d, 
n = rd + 1 для некоторого натурального r, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной 
группы < Ak, s, , k >, 

j = a(j)  1 ( )d j
a 

, j = 1, , k, 

1
j
  – последовательность (3.7) или любая дру-

гая обратная последовательность в < A,  > для 
последовательности j. Тогда: 
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a[ν] = a, если ν = 0; 
a[ν] = (( 1 1 1 1 1

sr

a a a


  ),,( k k k k k

sr

a a a


  )), 

если ν > 0; 

a[ν] = (( 1
1
 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

3 3

1

n n

srv

a a a a a a 

 

 

    


),  

, ( 1
k
 1 1

3 3

1

k k k k k k k k

n n

srv

a a a a a a 

 

 

    


)), 

если ν ˂ 0. 
Из теорем 4.1 и 4.2 при ν = – 1 вытекают со-

ответствующие результаты о косых элементах из 
[7, теоремы 2.3 и 2.4]. 

Замечание 4.1. Если в теореме 4.2 положить 
r = 1, d = 2, то n = 3. В этом случае из теоремы 
4.2 при ν ˂ 0 вытекает следствие 3.4. 

Замечание 4.2. Можно показать, что теоре-
мы 4.3 и 4.4 извлекаются соответственно из тео-
рем 4.1 и 4.2 и наоборот. Так как последовательно-
сти βj и j из теорем 4.1 и 4.3 связаны равенством 

βj = 

1

j j j j

r

a a



 


j. 

то для ν > 0 имеем 
( j j j j j

s

a a a



 


)) = 

= (aj

1 1

)j j j j j j j j j j j j

r r

s

a a a a a a

 



       
 


= 

= (aj j j j j j j j j

r r

s

a a a a



     
 


) = 

 = ( j j j j j

sr

a a a



 


). 

Аналогично для ν ˂ 0 доказывается равенство 

( 1
j
 1 1 1 1

1

j j j j

s

a a   

 

 


)) = 

= ( 1
j
 1 1 1 1

1

j j j j

srv

a a   

 

 


)). 

Таким образом, теоремы 4.1 и 4.3 могут быть 
извлечены одна из другой. 
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Аннотация. Подгруппа A группы G называется tcc-подгруппой в G, если существует подгруппа T группы G такая, что 

G=AT и для любого X A  и для любого Y T  существует элемент ,u X Y   такой, что .uXY G  Предположим, 

что G = AB – произведение двух p-разрешимых tcc-подгрупп A и B. Получена зависимость оценки p-длины группы G 
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Введение 
Рассматриваются только конечные группы. 

Используемые обозначения и определения стан-
дартны, их можно найти в [1]. 

Пусть G – p-разрешимая группа. Это озна-
чает, что она обладает нормальным рядом 

0 11 ,nG G G G     

в котором каждая фактор-группа 1 /i iG G  явля-

ется либо p-группой, либо p -группой. Поэтому 

для такой группы можно определить ( , )p p -ряд: 

0 0 1 1 21 ,l lP N P N P P N G         

где / ( / )i i ip
N P O G P  – наибольшая нормальная 

p -подгруппа в / ,iG P  а 1 / ( / )i i p iP N O G N   – 

наибольшая нормальная p-подгруппа в / .iG N  

Наименьшее натуральное число l такое, что 
,lN G  называют p-длиной группы G и обозна-

чают через ( ).pl G  

Большое значение для теории p-разреши-
мых групп имеет статья Ф. Холла и Г. Хигмена 
[2], в которой введено понятие p-длины p-разре-
шимой группы и установлена связь между ее 
оценками и некоторыми характеристиками ее 
силовской p-подгруппы. В частности, доказано, 
что p-длина p-разрешимой группы G не превыша-
ет ступени нильпотентности ( )pc G  и числа 

образующих ( )pg G  силовской p-подгруппы pG  

группы G.  
Эта тематика нашла свое развитие в работах 

А.Х. Журтова, В.Д. Мазурова и С.А. Сыскина 
[3], [4]. Одним из результатов этих работ являет-
ся следующее утверждение: если G – p-разреши-
мая группа с силовской p-подгруппой, изоморф-
ной силовской подгруппе группы Шмидта, то  
p-длина не превышает 1. Отсюда, в частности, 
следует, что разрешимая группа, представимая в 
виде произведения двух подгрупп Шмидта вза-
имно простых порядков, имеет p-длину, не 

МАТЕМАТИКА
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превышающую 1 для всех ( )p G  [5]. В.Н. Кня-

гина и В.С. Монахов [6] рассмотрели более об-
щую ситуацию: если A и B – подгруппы Шмидта 
конечной p-разрешимой группы G и ,G AB  то 
p-длина группы G не превышает 2. 

В последние десятилетия большой попу-
лярностью пользуется направление исследова-
ний, связанное с изучением строения групп 

,G AB  у которых некоторые системы подгрупп 
из сомножителей A и B перестановочны, см. [7]. 
Напомним, что подгруппы A и B группы G назы-
ваются перестановочными, если .AB BA  Заме-
тим, что равенство AB BA  равносильно тому, 
что .AB G  Среди множества результатов этой 
тематики отдельное место занимают работы, ко-
торые посвящены нахождению зависимости ме-
жду числовыми инвариантами (нильпотентая 
длина, p-длина и др.) факторизуемых групп и 
числовыми инвариантами их сомножителей, свя-
занных между собой заданными условиями пере-
становочности, см. [8]–[10]. 

В работе [11] было введено следующее 
Определение. Подгруппа A группы G назы-

вается tcc-подгруппой в G, если она удовлетво-
ряет следующим условиям: 

1) в G существует подгруппа T такая, что 
;G AT  

2) для любого X A  и для любого Y T  
существует элемент ,u X Y   такой, что 

.uXY G  
Подгруппу T в дальнейшем будем называть 

tcc-добавлением к подгруппе A в группе G. 
В работе [12] были исследованы производ-

ная и нильпотентная длины группы ,G AB  где 
A и B – разрешимые tcc-подгруппы группы G. 
Кроме того, для p-разрешимых подгрупп A и B 
доказано, что G p-разрешима и  

( ) 1 max{ ( ), ( )}.p p pl G l A l B             (0.1) 

Так как ( ) ( )p pl G c G  и ( ) ( ),p pl G g G  то из 

(0.1) следует, что 
( ) 1 max{ ( ), ( )}p p pl G c A c B   

и              ( ) 1 max{ ( ), ( )}.p p pl G g A g B           (0.2) 

Оценки (0.2) уточнены в следующей теореме. 
Теорема. Пусть G AB  – произведение  

tcc-подгрупп A и B. Если A и B p-разрешимы, то 
G p-разрешима и справедливы следующие ут-
верждения: 

(1) ( ) max{ ( ), ( )};p p pl G c A c B  

(2) ( ) max{ ( ), ( )}.p p pl G g A g B  

 
1 Вспомогательные результаты 
Запись H G  означает, что H – подгруппа 

группы G. Подгруппы Фраттини и Фиттинга 
группы G обозначаются через ( )G  и ( ).F G  

Запись G A B   означает полупрямое произве-
дение с нормальной подгруппой A. 

Группа G называется примитивной, если в 
G существует максимальная подгруппа M с еди-
ничным ядром 1.x

G x GM M    В этом случае 

подгруппа M называется примитиватором груп-
пы G. 

Произведение G AB  называется tcc-пере-
становочным [13], если для любых X A  и 
Y B  существует элемент ,u X Y   такой, что 

.uXY G  
Лемма 1.1 [теорема 1, предложения 1-2]. 

Пусть G AB  – tcc-перестановочное произве-
дение подгрупп A и B. Предположим, что N – 
минимальная нормальная подгруппа группы G. 
Тогда справедливы следующие утверждения: 

(1) { , } {1, };A N B N N    

(2) если N A B   или 1,A N B N     

то | | ,N p  где p – простое число. 

Напомним, что ( )pF G  – это наибольшая 

нормальная p-нильпотентная подгруппа группы 
G, равная произведению всех p-нильпотентных 
нормальных подгрупп группы G. 

Если в группе G имеется нормальная под-
группа pG   такая, что ,p pG G G   то группа G 

называется p-нильпотентной. 
Лемма 1.2 [14, II.3.2]. Пусть G – p-разре-

шимая группа такая, что ( / )pl G K k  для всех 

неединичных нормальных подгрупп K группы G, 
но ( ) .pl G k  Тогда справедливы следующие ут-

верждения: 
(1) ( ) 1;G   

(2) ( )pF G  – элементарная абелева p-группа; 

(3) ( )pF G  – единственная минимальная 

подгруппа группы G и ( ) ,pG F G M   где M – 

примитиватор группы G; 
(4) ( ( )) ( ).G p pC F G F G  

Лемма 1.3 [12, лемма 2.6]. Пусть A – соб-
ственная неединичная tcc-подгруппа примитив-
ной группы G и Y – tcc-добавление к A в G. Пред-
положим, что N – единственная минимальная 
нормальная подгруппа группы G. Если 1N A   
и ,N Y  то A – циклическая группа порядка, 
делящего p – 1. 

Лемма 1.4. Пусть p – p-группа и N – нор-
мальная в p подгруппа. Тогда 

( / ) ( ) 1,g P N g P                    (1.1) 

если ( ).N P  

Доказательство. Из [1, теорема 3.22] сле-
дует, что ( ) / ( / ).P N N P N    Так как P –  

p-подгруппа, то / ( )P P  – элементарная абелева 

p-подгруппа и  
( / ) / ( ( ) / )

/ ( ) ( / ( )) / ( ( ) / ( ))

P N P N N

P P N P P P N P


    


 

 

элементарная абелева p-подгруппа. 
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Тогда из [1, теорема 3.25 (3)] следует, что 
( / ) ( ) / .P N P N N    Поэтому 

( / ) ( ) / .P N P N N    

Пусть ( )g P m  и ( / ) .g P N k  Тогда по [1, 

теорема 3.25 (4)] | / ( ) | mP P p   и 

| ( / ) / ( / ) |

| / ( ) |
| / ( ) |

| ( ) / ( ) |

kp P N P N

P P
P P N

P N P

  


   
 

 

,
| ( ) / ( ) | | / ( ) |

m m
mp p

p
P N P N P N

  
   

 

так как ( )N P  и ( ) .N P N   

Таким образом, .k m  Поэтому ( / ) ( )g P N g P  

или ( / ) ( ) 1.g P N g P                                            

 
2 Доказательство теоремы 
По [12, теорема] группа G p-разрешима. 
Пусть  

max{ ( ), ( )}p p cc A c B k  и max{ ( ), ( )} .p p gg A g B k  
Покажем, что ( )p cl G k  и ( ) .p gl G k  Предпо-

ложим, что теорема неверна и G – контрпример 
наименьшего порядка. Пусть N – неединичная 
минимальная нормальная подгруппа. Тогда 

/AN N  и /BN N  p-разрешимы и являются tcc-
подгруппами в / .G N  Тогда по выбору группы G 

( / ) max{ ( / ), ( / )}p p pl G N c A N N c B N N  
и ( / ) max{ ( / ), ( / )}.p p pG N g A N N g B Nl N  

Так как  
( / ) ( )p pc A N N c A  и ( / ) ( ),p pc B N N c B  

а также 
( / ) ( )p pg A N N g A  и ( / ) ( ),p pg B N N g B  

то ( / )p cl G N k  и ( / ) .p gl G N k  

Очевидно, что ( ) 1.pO G   По лемме 1.2 

( ) 1G   и группа G имеет единственную мини-

мальную нормальную подгруппу N такую, что 
( ) ( ) ( )G pN C N F G O G    и G N M   – при-

митивная группа с примитиватором M. 
Пусть Y – tcc-добавление к подгруппе A в 

группе G. По лемме 1.1 либо | | ,N p  либо 

N A  и 1,N Y   либо 1N A   и .N Y  
Анналогично и для подгруппы B и ее tcc-до-
бавления X в G: либо | | ,N p  либо N B  и 

1,N X   либо 1N B   и .N X  

Если | | ,N p  то /G N  изоморфна цикли-

ческой группе автоморфизмов группы N. Следо-
вательно, G сверхразрешима и ( ) 1.pl G   Значит 

( )p cl G k  и ( ) ,p gl G k  противоречие. 

Если 1 ,N A N B     то по лемме 1.3 A и 
B циклические. Тогда G сверхразрешима, проти-
воречие. 

Пусть .N A B   Поэтому .pN A  Тогда  

( ) ( ) ( )
pp A AZ A C N C N    

( ) .GC N A N B N      
Следовательно, ( / ) ( ) 1.p pc A N c A   Аналогично 

( / ) ( ) 1.p pc B N c B   

Таким образом, 
( / ) max{ ( / ), ( / )}

max{ ( ), ( )} 1.

p p p

p p

l G N c A N c B N

c A c B

 

 
 

Тогда 
( ) ( / ) ( )

max{ ( ), ( )} 1 1 max{ ( ), ( )}.

p p p

p p p p

l G l G N l N

c A c B c A c B

  

   
 

Поскольку G N M   и ,pN A  то 

( )p pA N A M   и ( ).pN A  По лемме 1.4 

( / ) ( ) 1.p pg A N g A   Аналогично 

( / ) ( ) 1.p pg B N g B   

Таким образом,  
( / ) max{ ( / ), ( / )}

max{ ( ), ( )} 1.

p p p

p p

l G N g A N g B N

g A g B

 

 
 

Тогда ( ) max{ ( ), ( )}.p p pl G g A g B  

Пусть 1N Y N B     и .N A X   По 
лемме 1.3 подгруппа B циклическая, порядка 
делящего 1.p   Поэтому 1pB   и ( ) 0pc B   

( ( ) 0).pg B   

Таким образом, 
( / ) max{ ( / ), ( / )}

max{ ( ) 1,0}

p p p

p

l G N c A N c B N N

c A

 

  
 

( ) 1 max{ ( ), ( )} 1.p p pc A c A c B     

Аналогично 
( / ) max{ ( / ), ( / )}

max{ ( ) 1,0}

p p p

p

l G N g A N g B N N

g A

 

  
 

( ) 1 max{ ( ), ( )} 1.p p pg A g A g B     
Тогда ( )p cl G k  и ( ) ,p gl G k  противоречие. 

Аналогичные рассуждения справедливы для 
случая 1N X N A     и .N B Y                 
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Введение 
Несмотря на тот факт, что модель функцио-

нирования информационно-телекоммуникацион-
ной сети (ИТС) с возможностью попадания на 
каждое устройство которой компьютерных виру-
сов исследовалась в работе [1], первая стохасти-
ческая модель функционирования ИТС, с уста-
новленным антивирусным программным обеспе-
чением (АПО), рассматривалась в работе [2] 
спустя около 20 лет после опубликования работы 
[1]. В работах [3]–[4] состоялось объединение 
этих сетей с возможностью нахождения заявки в 
карантине в каждой системе сети массового об-
служивания (СМО) без выделения для этих це-
лей отдельной СМО. В работе [3] данная сеть 
исследовалась методом многомерных произво-
дящих функций, а в работе [4] методом последо-
вательных приближений, совмещенного с мето-
дом рядов. В работе [5] данная модель обобщи-
лась на случай, когда вирус, уничтожив один 
пользовательский запрос, мог переходить в дру-
гие системы до тех пор, пока не был обнаружен 

АПО. Но в данных работах не учитывался тот 
факт, что большинство современных устройств 
являются многопроцессорными и в них может 
параллельно происходить обработка нескольких 
пользовательских запросов. В данной работе бу-
дет происходить обобщение моделей, предло-
женных в работе [5] на случай наличия в ИТС 
многопроцессорных устройств. 

 

1 Описание сети 
Рассмотрим G-сеть [1], состоящую их n 

СМО, в каждой из которых функционируют 

2, 1,im i n   линий обслуживания (ЛО). Посту-

пающие в каждую СМО потоки положительных 
(неопасный запрос) и отрицательных заявок 
(вредоносный запрос) являются простейшими с 

интенсивностями соответственно 0 0, , 1, .i i i n     

Для предотвращения заражения ИТС поступив-
шая в i-ю СМО заявка первоначально становится 
в контрольную очередь, которая физически 
представляет собой место RAM, отведенное  
для антивирусного ПО, где проверяется на  

МАТЕМАТИКА
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стандартность, т. е. на наличие вируса в течении 
времени, имеющего показательное распределе-

ние с параметром   , 1, .v
i i n   Количество ЛО в 

контрольной очереди равно единице. Пусть ве-
роятность успешной проверки на стандартность 
положительной заявки равна ip  и тогда она по-

ступает в очередь на обслуживание в этой СМО, 
а с противоположной вероятностью 1 ip  будет 

признана отрицательной и отправится в карантин 
на лечение. Вероятность успешного опознания 
отрицательной заявки в контрольной очереди 
СМО iS  равна .ip  Тогда отрицательная заявка 

и переходит в карантинную очередь на лечение, 
а с вероятностью 1 ip  может она ошибочно 

быть признана положительной из-за технических 
сложностей,  таких как не обновления антиви-
русных БД. Тогда она поступит в очередь на об-
работку, где она немедленно уничтожает 1 по-
ложительную заявку в непустой системе, после 
чего с вероятностью 0in  покидает сеть или с ве-

роятностью ijn  переходит в контрольную оче-

редь j-й СМО, 
0

1, 1, .
n

ij
j

n i n


   В пустой системе 

отрицательная заявка не производит никакого 
воздействия. Пусть длительности обслуживания 
положительных заявок в СМО iS  одной ЛО 

имеют экспоненциальную ф.р. с параметром ,i  

1,  i n , по завершении которого с вероятностью 

ijp  переходит в контрольную очередь СМО jS  

как положительная заявка, с вероятностью ijp  – 

как отрицательная, зараженный во время обслу-
живания резидентными вирусами и с вероятностью 

 0
1

1
n

i ij ij
j

p p p 



    покидает сеть, ,  1,  .i j n   

В карантине, которая в ИТС является папкой 
файлов, помещенных на карантин, заявки, при-
знанные нестандартными, становятся в очередь 
на лечение. Предположим, что длительность ле-
чения заявки в i-м узле имеет экспоненциальную 

ф.р. с параметром   , 1,c
i i n  . Если лечение ус-

пешное, то заявка с вероятностью   , 1,s
ip i n  

переходит в очередь на обработку в i-й СМО, в 

противном случае с вероятностью  1 s
ip  зара-

женная заявка оказывается вирусом и удаляется, 
т. е. покидает сеть. В этом описании карантина 
мы предполагаем, что вирус не может обмануть 
его при его лечении.  

Состояние сети описывается вектором: 

   1 2 1 2, , , ,..., , , ,..., ; ,n nk l t k k k l l l t
       

      (1.1) 

где           , , ; ; ; ; ,p s n c
i i i i i ik l t k k l l t
 

    ;p n
i ik l  − соот-

ветственно число положительных и отрицательных 

заявок, находящихся в контрольной очереди;  s
ik  − 

количество положительных заявок на обслужи-

вании;  c
il  − количество заявок на карантине. 

Пусть заявки выбираются на проверку на стан-
дартность из очереди случайным образом. Тогда 
вероятность того, что будет проверена на стан-
дартность положительная заявка в режиме на-
сыщения равна 

 
1

0 0 0
1 1

.
n n

i i j ji i i j ji ji
j j

q p p p



      

 

  
          
  

   

В [6] данный коэффициент представлен в ста-
ционарном режиме. 

Пусть вектор I  − вектор размерности 2n, 

состоящий из нулей, за исключением компоненты 
с номером ,  которая равна 1. Возможны сле-
дующие переходы нашего случайного марковско-

го процесса в состояние  , ,k l t t 
 

 за время :t  

1) из состояния  2 1, ,ik I l t
   с вероятно-

стью     0
p

i iu k t o t     в контрольную оче-

редь i-й СМО извне за время t  поступит поло-

жительная заявка 1, ;i n  

2) из состояния  2 1, ,ik l I t
    в контроль-

ную очередь i-й СМО за время t  извне посту-
пит отрицательная заявка с вероятностью 

    0 ,n
i iu l t o t     1, ;i n  

3) из состояния  2 1 2 , ,i ik I I l t 
    с вероят-

ностью        ,v s
i i i iq p u k t o t      1,i n  поло-

жительная заявка после проверки на стандарт-
ность в i-й СМО будет признана таковой и пе-
рейдет в очередь для обслуживания; 

4) из состояния  2 1 2, , , ,i ik I l I l t 
     1,i n  

с вероятностью         1v c
i i i iq p u l t o t       

положительная заявка после проверки на стан-
дартность в i-й СМО будет признана отрица-
тельной и перейдет в карантин для лечения; 

5) из состояния  2 1 2, ,i ik l I I t 
     с вероят-

ностью         1 , 1,v c
i i i iq p u l t o t i n        

отрицательная заявка после проверки на стан-
дартность в i-й СМО будет признана отрица-
тельной и перейдет в карантин для лечения; 

6) из состояния  2 2 1, ,i ik I l I t 
    с вероят-

ностью          01 1 ,v s
i i i i iq p u k n t o t        

1,i n  отрицательная заявка после проверки на 
стандартность в i-той СМО будет признана по-
ложительной, перейдет в очередь на обслуживание 
и удалит 1 положительную заявку, уйдя из сети; 
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7) из состояния  2 1, , ,ik l I t
    1,i n  

    1 1v
i i iq p         01 s

i iu k n t o t     отри-

цательная заявка после проверки на стандарт-
ность в i-ой СМО будет признана положитель-
ной, перейдет в очередь на обслуживание, но 
застанет систему пустой и уйдет из сети; 

8) из состояния  2 2 1 2 1, ,i i jk I l I I t   
     с 

вероятностью 
            1 1 ,v s n
i i i i ij jq p u k n u l t o t        

1,i n  отрицательная заявка после проверки на 
стандартность в i-ой СМО будет признана поло-
жительной, перейдет в очередь на обслуживание 
и удалит 1 положительную заявку, перейдя в 
контрольную очередь j-й СМО; 

9) из состояния  2 1 2 1, , , 1,i jk l I I t i n   
      

    1 1v
i i iq p            1 s n

i ij ju k n u l t o t     

отрицательная заявка после проверки на стан-
дартность в i-ой СМО будет признана положи-
тельной, перейдет в очередь на обслуживание, но 
застанет систему пустой и перейдет в контроль-
ную очередь j-ой СМО; 

10) из состояния  2 2, ,i ik I l I t 
   с вероят-

ностью          ,c s s
i i ip u k t o t     1,i n  каран-

тинному узлу i-ой СМО удастся вылечить зара-
женную заявку и она отправляется в очередь на 
обслуживание в i-ую СМО; 

11) из состояния  2, ,ik l I t
    с вероятно-

стью       1 ,c s
i ip t o t      1,i n  карантин-

ному узлу не удастся вылечить зараженную за-
явку и он покидает сеть, не принеся ей вреда; 

12) из состояния  2 2 1, ,i jk I I l t 
    c веро-

ятностью       min 1, ,p
i i i ij jk m p u k t o t      

, 1,i j n  время обслуживания заявки в i-й СМО 

закончилось и он направится в контрольную оче-
редь j-ой СМО снова как положительная заявка; 

13) из состояния  2 2 1, ,i jk I l I t 
    c веро-

ятностью       min 1, ,n
i i i ij jk m p u l t o t      

, 1,i j n  время обслуживания заявки в i-ой СМО 

закончилось и она направляется в контрольную 
очередь j-ой СМО как отрицательная заявка; 

14) из состояния  2 , ,ik I l t
   c вероятно-

стью    0min 1, ,i i i ik m p t o t      1, ;i n  вре-

мя обслуживания файла в i-ой СМО закончилось, 
она и уходит из сети; 

15) из состояния  , ,k l t
 

 с вероятностью  
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С помощью формулы полной вероятности, в 
которой, перейдя к пределу при ∆t →0, можно 
показать, что нестационарные вероятности со-
стояний удовлетворяют следующей системе 
РДУ:  
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        2 1 21 ; ;v c
i i i i i iq p u l P k I l I t 
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2 2 1

2 2 1
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p
ij j i j
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       (1.2) 

 
2 Уравнение Колмогорова – Фоккера –

Планка 
Решение РДУ Колмогорова (1.2) будем ис-

кать в случае, когда число линий обслуживания, 
общее количество положительных заявок в кон-
трольной, карантинных и обслуживающих оче-
редях не превосходит величины K >> 1. Пусть 

    1,p p
i ix k K       1,s s

i ix k K       1,n n
i iz l K   

    1.c c
i iz l K   Введём в рассмотрение вектор отно-

сительных переменных         1 1, , , ,..., ,p s p
nx z t x x x 

 
 

          1 1, , ,..., z , z , .s n c n c
n n nx z z t  В этом случае возмож-

ные значения этого вектора при фиксированном  
t принадлежат ограниченному замкнутому мно-
жеству 

       
                  

1 1

1 1

, : , ,..., ,

, , ,..., z , z , , , z , 0,

p s p
n

s n c n c p s n c
n n n i i i i

G x z x x x

x z z x x z


 




 

       

1 1 1 1

1, , 1, 1, 1, 1 ,
n n n n

p s n c
i i i i

i i i i

i n x x z z
   

     


     

в котором они располагаются в узлах  4n–мерной 
решетки на расстоянии 1K    друг от друга. 
При увеличении K «плотность заполнения» 
множества G возможными компонентами векто-
ра (x, ,z  t) увеличивается, и становится возмож-
ным считать, что он имеет непрерывное распре-

деление с плотностью вероятностей  , , ,p x z t 
 

причем    4 , , , , .n
K

K P k l t p x z t


   
 Поэтому 

можно воспользоваться аппроксимацией функ-

ции  , , ,P k l t
 

 применив соотношение 

     4 4, , , , , , , , ,n nK P k l t K P yK xK z K t p y x z t  
        

 , , .x z t G
 

 
Обозначим , 1, 2 .i ie I i n    Пола-

гая, что  , , ,p y x z t  
 является однородными 

функциями первого порядка и дважды непре-
рывно дифференцируемы по своим аргументам, 
исходя из (1.2) получаем уравнения для плотно-
сти распределения вероятностей состояний 
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      (2.1) 

Полагая, что  , ,p x z t 
 дифференцируема по t и 

дважды кусочно-непрерывно дифференцируема 

по , , 1, 4 ,i ix z i n  разложим функции  

 2 2 1; ; ,i jp x e e z t
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   2 1 2 2 2; ; , ; ; ,i i i ip x e e z t p x e z e t 
   

     

 2 1 2; ; ,i ip x z e e t
 

      2 1 2; ;i ip x e z e t
 

    

 2 1; ; ,ip x e z t


    2 1; ;ip x z e t


    

в ряд Тейлора в окрестности точки  , , ,x z t 
 ис-

пользуя члены до второго порядка включительно: 
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Учитывая данные соотношения, уравнение 
(2.1) представимо в виде: 

 

      

      

22

0 2
1 2 1 2 1

22

0 2
2 1 2 1

, ,

; ; ; ;

2

; ; ; ;

2

n
p

i i
i i i

n
i i

i i

p x z t

t

p x z t p x z t
u x

x x

p x z t p x z t
u l

z z



 


  

 


 





         

    
      
   



 

  

  

 

        
2 1 2

; ; ; ;
v s

i i i i
i i

p x z t p x z t
q p u x

x x

 
 



   
     
    

  
 

     2 2 22

2 2
2 2 12 2 1

; ; ; ; ; ;
2

2 i ii i

p x z t p x z t p x z t

x xx x

  



        
    

    
 

          

     
2 2

2 2 22

2 2
2 22 2

; ; ; ;

; ; ; ; ; ;
2

2

c s s
i i i

i i

i ii i

p x z t p x z t
p u x

z x

p x z t p x z t p x z t

z xz x

 

  

   
     
    

        
    

  

      

          

     
2 1 2

2 2 22

2 2
2 2 12 2 1

; ; ; ;
1

; ; ; ; ; ;
2

2

v c
i i i i

i i

i ii i

p x z t p x z t
q p u z

x z

p x z t p x z t p x z t

z xz x

 
 



  



   
      
    

        
    

  

      

          

     
2 1 2

2 2 22

2 2
2 2 12 2 1

; ; ; ;
1

; ; ; ; ; ;
2

2

v c
i i i i

i i

i ji j

p x z t p x z t
q p u z

z z

p x z t p x z t p x z t

z zz z

 
 



  

 

   
      
    

        
    

  

      

        
   

     

0

2 2 1

2 2 22

2 2
2 2 12 2 1

1 1

; ; ; ;

; ; ; ; ; ;
2

2

v s
i i i i i

i i

i ii i

q p n u x

p x z t p x z t

x z

p x z t p x z t p x z t

x zx z

 

 



  



   

   
     
    

        
    

  

    

 

         
   

0

22

2
2 1 2 1

1 1 1

; ; ; ;

2

v s
i i i i i

i i

q p n u x

p x z t p x z t

z z

 

 

 

    

       
    

    

       
     

, 1

2 2 1 2 1

1 1

; ; ; ; ; ;

n
v s

i i i i ij
i j

i i j

q p u x n

p x z t p x z t p x z t

x z z

 



  

 


    


    
      
     


      

     

     

2 2 22

2 2
2 1 2 12 1 2 1

2 2 2

2
2 1 2 2 2 12

; ; ; ; ; ;
2

2

; ; ; ; ; ;
2 2

i ji j

i i i ji

p x z t p x z t p x z t

z zz z

p x z t p x z t p x z t

z x x zx

  

  

  

 

       
   

  
   
    

    

      

         
   

     
2 1 2 1

2 2 22

2 2
2 1 2 12 1 2 1

1 1 1

; ; ; ;

; ; ; ; ; ;
2

2

v s
i i i i ij

i j

i ji j

q p u x n

p x z t p x z t

z z

p x z t p x z t p x z t

z xz z

 

 

 

  

  

    

   
     
    

        
    

  

    

 

        22

2
2 1 2 1

; ; ; ;
1

2
c s

i i
i i

p x z t p x z t
p

z z

 

 

       
   

  
 

 
   2

0 2
2 2

; ; ; ;
min ,

2i i i i
i i

p x z t p x z t
x l p

x x

      
   

  
 

 

      

     

   

, 1 2 2 1

2 2 2

2 2
2 2 12 2 1

2 2 1

min ,

; ; ; ;

; ; ; ; ; ;
2

2

; ; ; ;

i i i

n
p

ij j
i j i j

i ji j

ij
i j

x l

p x z t p x z t
p u x

x x

p x z t p x z t p x z t

x xx x

p x z t p x z t
p

x z

 


 

  

 

 




 

   
    

     
        

    
  
   
    




  

    

  

     2 2 2

2 2
2 2 12 2 1

; ; ; ; ; ;
2 .

2 i ji j

p x z t p x z t p x z t

x zx z

  

 

      
     

    

 

Теорема 2.1. В асимптотическом случае 
при достаточно больших K плотность распре-

деления  , ,p x z t 
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В [6] показано, что средние относительные 
числа положительных заявок в контрольной и 
обслуживающих очередях, а также средние от-
носительные числа отрицательных заявок в кон-
трольной и карантинной очередях находятся из 
дифференциальных уравнений 
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При функционировании сети в режиме на-
сыщения, т. е.  
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решение системы (2.4) имеет вид: 

   p
iN t       0

1

0 ;
n

v p
i i i j j ji i

j

q m p t N  



 
     
 

  

         
         1 1 0 ;

s v c s
i i i i i i

v s
i i i i i i

N t q p p

q p m t N

 

 

   

    
 

       

        

0

1

1

1 1 m 0 ;

n v
i i i i

n
v n
j j j ji j j ji i

j

L t q

q p n p t L

 

  



    


       


 

             
   

1 1

0 .

c v c
i i i i i i i

c
i

L t q p q p t

L

         


 

В статье [7] показаны методы нахождения 
дисперсии числа заявок в данной сети.  

 
Заключение 
В статье выведено уравнение Колмого-

рова – Фоккера – Планка для G-сети с системами 
с контрольными и карантинными очередями в 
случае большого количества находящихся в сис-
темах сети запросов. Данная сеть является сто-
хастической моделью компьютерной сети с ус-
тановленным на каждом компьютере сети анти-
вирусного программного обеспечения. С его по-
мощью можно находить любые характеристики 
для данной сети.  
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Аннотация. Представлено разработанное портативное устройство для обнаружения тремора рук из нескольких 
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Введение  
Феномен глобального старения увеличил 

число людей с возрастными неврологическими 
расстройствами, включая болезнь Паркинсона и 
эссенцильный тремор. Патологический тремор, 
который считается одним из наиболее частых 
двигательных симптомов таких расстройств, мо-
жет серьезно повлиять на независимость и каче-
ство жизни пациентов. 

Для дифференциальной диагностики пата-
логического тремора, разработки передовых реа-
билитационных и вспомогательных технологий 
необходимы значительные по объему наборы 
данных, методы оценки количественных пара-
метров тремора, обладающие достаточной точ-
ностью, обобщающие методы моделирования, 
которые позволят спрогнозировать спектрально-
временные характеристики патологического тре-
мора при различных неврологических заболевани-
ях и заболеваниях центральной нервной системы. 

На сегодняшний день существуют различ-
ные технологии, которые позволяют количест-
венно оценить тремор и поставить предположи-
тельный диагноз. Например, были произведены 

многократные попытки различить разные типы 
тремора с использованием умных часов. Также 
проводились эксперименты по оценке возможно-
сти использования смартфона для регистрации и 
оценки количественных параметров тремора. 
Обе упомянутые выше методики требуют более 
длительного времени тестирования и более доро-
гого оборудования по сравнению с используе-
мым акселерометром MPU6050.  

Для контроля двигательных симптомов и 
клинической оценки эффективности лекарств 
врачи и пациенты все чаще используют постоян-
но носимые портативные устройстве (миографы 
и акселерометры), которые для удобства пациен-
та выполняются в виде колец, браслетов, умных 
часов и перчаток.  

Следовательно, возникает потребность в 
создании безболезненного, доступного, быстро-
го, удобного и эффективного устройства, кото-
рое может определять частоты и амплитуды тре-
мора на основе различных параметров получен-
ного сигнала для лучшей диагностической оцен-
ки. Целью исследования является создание уст-
ройства диагностики тремора с использованием 

ТЕХНИКА
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акселерометра, платы Arduino и пакета приклад-
ных программ MATLAB для обработки и анали-
за полученных данных. 

 
1 Теоретический анализ 
Тремор (от лат. Tremor – дрожание) – дро-

жательный гиперкинез, часто встречающееся дви-
гательное расстройство, представляющее собой 
ритмичные непроизвольные колебания какой-ли-
бо части тела. Наиболее часто дрожание отмечает-
ся при болезни Паркинсона, эссенциальном тремо-
ре (болезнь Минора), психогенном треморе и др.  

Различают физиологический и паталогиче-
ский тремор. Патологический тремор рук являет-
ся частым моторным симптомом некоторых воз-
растных неврологических двигательных наруше-
ний и описывается как непроизвольные и псев-
доритмические движения, влияющие на коорди-
нацию, точность и скорость предполагаемых 
движений. В отличие от физиологического тре-
мора, который определяется низкоамплитудны-
ми вибрациями в спектральном диапазоне от 8 до 
12 Гц, патологический тремор представляет со-
бой движение с более высокой амплитудой, про-
исходящее в более широком диапазоне частот 3–
8 Гц и включает следующие виды тремора: тре-
мор покоя (3–6 Гц), возникающий, когда конеч-
ность расслаблена и на что-нибудь опирается 
(обычно наблюдается при БП); тремор действия, 
возникающий во время произвольного сокраще-
ния мышц; интенционный тремор, возникающий 
при нарушении функции мозжечка (например, 
вследствие инсульта, травмы, или при рассеян-
ном склерозе).  

Тремор действия также имеет нескколько 
видов: постуральный, кинетический и изометри-
ческий. Постуральный и кинетический тремор 
обычно наблюдается у пациентов с ЭТ. Посту-
ральный тремор (5–8 Гц) наиболее максимален, 
когда конечность удерживается в фиксирован-
ном положении против действия силы тяжести 
(например, при вытянутых руках), кинетический 
тремор возникает в заключительной части про-
извольного движения небольшой амплитуды. 
Подвидом кинетического тремора является ин-
тенционный тремор (3–10 Гц), возникающий при 
целенаправленном движении, его амплитуда вы-
сокая, а частота низкая в течение всего движе-
ния, но после достижения цели тремор усилива-
ется (например, при пальценосовой пробе). Изо-
метрический тремор действия возникает во вре-
мя сокращения мышц против жесткого непод-
вижного объекта, например, при захвате твердо-
го объекта, который блокирует движение конеч-
ности и изменяет длину мышц [1]. 

Проблема анализа патологического тремора 
заключается в разнообразии его видов, субъек-
тивной окраске, а также отсутствии значитель-
ных объемов экспериментальных данных и об-
щих методов анализа, которые могли бы в 

полной мере предоставить спектрально-вре-
менные характеристики сигнала движения ко-
нечности.  

Стандартный неврологический осмотр по-
зволяет лишь дать описательные характеристики 
тремора (дрожания): данные о его локализации 
(голова, рука или нога), степени выраженности 
(низкая, средняя или высокая), отношении к силе 
притяжения (покой или постуральный). Инстру-
ментальные методы позволяют оценить такие 
параметры тремора как частота и амплитуда, 
мощность и т. д. 

Для инструментальной диагностики тремо-
ра используются следующие методы: 

– электромиография (регистрируются элек-
трические потенциалы, генерируемые мышеч-
ными волокнами в процессе сокращения); 

– акселерометрия (измеряется ускорение 
движения конечностей); 

– гироскопия (измеряются угловые скоро-
сти движения конечностей); 

– видеорегистрация; 
– тензометрия (регистрируется непосредст-

венный тактильный контакт с тензометрическим 
датчиком) и другие [2]. 

Акселерометрический метод относится к 
кинематическим методам, основной чертой ко-
торых является непосредственная регистрация 
колебательных движений с помощью миниатюр-
ных сенсоров (датчиков). Суть метода заключа-
ется в измерении ускорения (проекции ускоре-
ния) вдоль осей чувствительности x, y и z датчи-
ка. Тогда величина общего ускорения рассчиты-
вается по формуле 

2 2 2 ,x y za a a a      (1.1) 

где ,xa  ,ya  za  – значения проекций ускорения 

по трем осям x, y, z соответственно. 
Данный метод является простым в исполь-

зовании, недорогим и информативным для диаг-
ностики паталогического тремора, а также соз-
дания систем диагностики на его основе. Однако 
недостатком акселерометрического метода явля-
ется сложность выделения составляющей тремо-
ра из общего сигнала движения. Поэтому для 
более точной диагностики возможно комбиниро-
ванное использование нескольких методов, на-
пример, электромиография и акселерометрия. 
 

2 Разработка прототипа портативного 
устройства 

Разработанный прототип портативного уст-
ройства для оценки параметров тремора состоит 
из стандартных акселерометрических датчиков, 
интегрированных на плате Arduino с микрокон-
троллером ATmega32u4, имеющим встроенную 
поддержку USB. В качестве акселерометриче-
ского датчика используется модуль GY-521, 
состоящий из 3-осевого гироскопа и 3-осевого 
акселерометра. Совместное использование 
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акселерометра и гироскопа позволяет определить 
движение тела в трехмерном пространстве. 

Принцип работы портативного устройства 
заключается в следующем. Портативное устрой-
ство на основе микроконтроллера получает дан-
ные с датчиков (значения проекций ускорения по 
трем осям ,xa  ya  и )za  и сохраняет их на карту 

памяти в виде текстового файла с расширением 
txt посредством подключенного к плате Arduino 
SD модуля. Для обработки данных в реальном 
времени портативное устройство подключается к 
персональному компьютеру с помощью кабеля 
USB. В качестве элемента питания используется 
аккумуляторная батарея. 

Программное обеспечение для портативно-
го устройства создано в Arduino IDE, которое с 
помощью несколько библиотек реализует алго-
ритмы для чтения и обработки данных с датчика. 

Программное обеспечение, с помощью ко-
торого проводиться количественная оценка па-
раметров сигнала тремора, реализовано при по-
мощи пакета прикладных программ MATLAB. 
Предварительная обработка полученных данных 
включает фильтрацию, так как полезный сигнал 
является низкочастотным (чаще всего 3–12 Гц, в 
зависимости от вида тремора), также необходимо 
убрать шумы и наводки. Затем проводиться час-
тотно-временной анализ на основании быстрого 
преобразования Фурье, в результате которого 
вычисляется амплитуда и частота, строиться ам-
плитудный спектр сигнала.  

На схеме (рисунок 2.1) представлен аппа-
ратно-программный комплекс для исследования 
параметров тремора, который включает в себя 
разработанное портативное устройство, несколь-
ко акселерометрических датчиков, а также про-
граммный комплекс для обработки, анализа по-
лученных данных с визуализацией результатов 
на базе персонального компьютера. 

Наличие автономного режима работы у 
портативного устройства позволяет проводить 

мониторинг движения конечностей при ведении 
пациентом обычного образа жизни, что является 
важным для диагностики заболеваний централь-
ной нервной системы на ранних стадиях, когда 
тремор слабо выражен или появляется время от 
времени. 

Длительная регистрация помогает решить 
проблему получения типичных фрагментов (пат-
тернов) анализируемого тремора. Такой режим 
позволит выявить и эссенциальный тремор, ко-
торый появляется при движении конечностей. 
При этом могут фиксироваться: частота появле-
ния тремора (пропорция времени, в течение ко-
торого регистрируется ритмическая активность 
внутри определенного периода), средняя мощ-
ность и частота тремора в пределах конкретного 
временного интервала и т. д. 
 

3 Методики исследования и полученные 
результаты 

Для проведения экспериментальной апро-
бации разработанного прототипа портативного 
устройства для оценки параметров тремора ис-
пользовался стандартный протокол записи тре-
морограмм [1]. Длительность записи каждой 
пробы составила 20 секунд. Данные с акселеро-
метрических датчиков считывались c частотой 
дискретизации 62 Гц. 

После записи треморограмм с помощью 
прототипа портативного устройства полученные 
данные были обработаны с помощью пакета 
прикладных программ MATLAB 2020 (вычисле-
ны амплитудно-частотные параметры тремора, а 
также построены спектрограммы и рассчитана 
спектральная мощность сигнала). Для преобра-
зования временного сигнала в отдельные спек-
тральные компоненты использовалось быстрое 
преобразование Фурье (БПФ). 

Результаты проводимого анализа треморо-
грамм представлены на рисунке 3.1. 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Схема аппаратно-программного комплекса для количественной оценки 
параметров тремора 
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Рисунок 3.1 – Графики значения ускорения по каналам 
 

Заключение 
В ходе исследования проведен анализ суще-

ствующих технических устройств и методов их 
использования для количественной оценки пара-
метров тремора. Определено, что широкое рас-
пространение имеет акселерометрический метод, 
который в свою очередь является недорогим и 
достаточно информативным. Разработано порта-
тивное многоканальное устройство, реализую-
щее данный метод. Проведенные эксперименты 
доказали возможность применения данного уст-
ройства для регистрации тремора, в том числе и 
в составе аппаратно-программного комплекса 
для его дальнейшей количественной оценки. 

Некоторые результаты доложены на между-
народных научно-практических конференциях 
[3], [4]. 

Перспективой развития данного аппаратно-
программного комплекса является создание про-
граммного обеспечения, реализующего нейрон-
ную сеть для дифференциальной диагностики 
различных видов паталогического тремора при 
заболеваниях центральной нервной системы. 
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Введение 
Плазмохимические покрытия нитрида крем-

ния (Si3N4) в настоящее время применяются в 
технологии изготовления интегральных схем в 
качестве диэлектрических и маскирующих слоев. 
С целью реализации необходимой поверхност-
ной микрогеометрии их травление осуществляют 
во фторсодержащей плазме за счет образования 
летучего тетрафторида кремния. Плазмохимиче-
ские покрытия Si3N4 содержат значительное ко-
личество водорода, поэтому их скорость травле-
ния заметно выше, чем пленок, полученных пу-
тем химического осаждения. В [1] отмечается, 
что селективность плазмохимического травления 
покрытий нитрида кремния, полученных путем 
химического осаждения из паровой фазы, по от-
ношению к кремнию составляет примерно 8:1 
(т. е. сопоставима со скоростью травления SiO2), 

а скорость травления плазменного Si3N4 пример-
но такая же, как и кремния. 

В качестве подслоя (ПС) в таких технологи-
ях, как правило, используют покрытия из диок-
сида кремния (SiO2), толщина которых составля-
ет 50–25 нм, при характерной толщине функцио-
нального слоя (ФС) Si3N4 100–200 нм. При этом 
неравномерность толщины пленки Si3N4 и скоро-
сти ее травления по площади пластины требует 
при формировании рисунка некоторого «пере-
трава». С учетом невысокой селективности трав-
ления по отношению к SiO2 и малой толщины 
этого оксида операция формирования рисунка в 
пленке Si3N4 становится критической [2]. 

В данной работе проведено моделирования 
способа ПХТ, реализованного при изготовлении 
интегральных схем типа IZ33567B, который  
заключается в следующем: на пластинах 150 

ТЕХНИКА
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КДБ-12 (100) стандартными методами химиче-
ской обработки, окисления, термообработки, 
ионного легирования, диффузии, фотолитогра-
фии, травления формировали области кармана. 
Затем на поверхности полученных структур 
формировали методом термического окисления 
поднитридный диоксид кремния толщиной 25 нм. 
Пленку нитрида кремния толщиной 200 нм оса-
ждали из парогазовой фазы при температуре  
780° С за счет реакции моносилана с аммиаком. 
Путём стандартной фотолитографии на поверх-
ности полученных структур формировали маску 
фоторезиста, после чего структуры подвергали 
плазмохимическому травлению, режимы которо-
го указаны в [3]. Травление осуществляли на 
установке ПХТ GIR 260S компании Alcatel [3]. 

 
1 Оценка скорости ПХТ 
В рамках кинетической модели для описа-

ния скорости V (м/с) ПХТ наиболее приемлемо 
аналитическое выражение вида [4,5]: 

рас0,233
,

kT
m

sum
A

S M
V N

N



  (1.1) 

где M – молярная масса материала, подвергаемо-
го ПХТ, кг/моль;  – плотность материала под-
ложки, кг/м3; NA – число Авогадро, моль-1; k – 
постоянная Больцмана, Дж/К; Nsum – концентра-
ция химически активных частиц (ХАЧ), участ-
вующих в химических реакциях, 1/м3, m – масса 
ХАЧ, кг; T – термодинамическая температура; К; 

расS  – коэффициент распыления, атом/ион. 

Принципиально важной величиной в выра-
жении (1.1) является концентрация ХАЧ, участ-
вующих в травлении. В представленной модели 
травлению подвергается нитрид кремния Si3N4, а 
источником ХАЧ является гексафторид серы SF6 
(элегаз – безуглеродный источник фтора в плаз-
ме), концентрацию которого непосредственно 
вблизи зоны травления поверхности Si3N4 обо-
значим через N. 

ПХТ нитрида кремния (1.2) и оксида крем-
ния (1.3) осуществляется за счет следующих хи-
мических механизмов [3]: 

Si3N4 + SF6 + O2→SiF4↑ + N2↑ + SO2↑    (1.2) 
SiO2 + SF6 + O2 →SiF4↑ + SO2↑          (1.3) 

Продукты реакции в обоих случаях летучи и 
откачиваются из реактора. Однако скорости ре-
акций (1.2) и (1.3) в зависимости от условий экс-
перимента отличаются ориентировочно в 2,5–3 
раза. Это связано как с тем, что энергия связи 
Si – N меньше энергии связи Si – O, так и с тем, 
что во втором случае реакция взаимодействия 
SiO2 с радикалами фтора конкурирует с реакцией 
повторного восстановления образовавшихся свя-
зей Si – F в Si – O за счет взаимодействия с ради-
калами кислорода O2

*, которые обладают боль-
шей массой по сравнению с радикалами F* и 
большей энергией. В случае нитрида аналогичный 
процесс также имеет место, однако атом кремния 

в Si3N4 окружен четырьмя атомами азота, кото-
рые при бомбардировке радикалами O2

* перехо-
дят в газовую фазу и препятствуют закреплению 
атома кремния в пленке [3]. 

Таким образом, результаты учёта селектив-
ности (относительной скорости) травления нит-
рида кремния по отношению к диоксиду крем-
ния, в условиях представленного техпроцесса, 
исходя из результатов моделирования, могут 
указать на наличие дефектов (например, микро-
тренчей) [1], [3] уже в готовых изделиях. 

Скорость диссоциации dN / dt соединения 
SF6, которое является источником ХАЧ, может 
быть определена из соотношения [6]: 

221,4 10 exp ,i d

dN p E
N

dt kTMT

     
 

     (1.4) 

где Ni – поток ионов на поверхность подложки, 
ион/(м2с); d – поперечное сечение диссоциации 
молекулы, м2; Е – энергия активации реакции 
адсорбции [7], Дж; МХАЧ – молярная масса ХАЧ, 
кг/моль. 

Величину Ni можно варьировать, исходя из 
значения плотности мощности (энергии) плазмы, 
величина d – определяет эффективность ПХТ в 
определённых условиях, поэтому может быть 
определена из конкретного эксперимента, при 
этом составляет величину порядка 10–18 м2 [6]. 

Решение дифференциального уравнения (1.4) 
при условиях: N(0) = 0 и N(t) = const имеет вид: 

 ( ) 1 exp( ) ,iN t N t                (1.5) 

где 221, 4 10 exp ,d

p E

kTMT

      
 

 t – время 

травления.  
Однако непосредственно в процессе ПХТ 

примут участие не все из частиц N, так как часть 
из них может «отразится» от поверхности. Таким 
образом, количество ХАЧ, реализующих плазмо-
химическую реакцию с нитридом кремния при пер-
вом взаимодействии, можно описать равенством: 

 ( ) 1 exp( ) ,iN t N t               (1.6) 

где α – коэффициент «прилипания», а количество 
отразившихся ХАЧ N1 в этом случае описывать-
ся выражением: 

  1( ) 1 exp( ) 1 .iN t N t           (1.7) 

При взаимодействии ХАЧ c поверхностью 
зоны травления, их часть, обладающая достаточ-
ной энергией, отражается и могжет снова ока-
заться в данной зоне, то есть способны вторично 
учувствовать в ПХТ. Этот процесс аналогичен 
образованию дополнительной концентрации час-
тиц. Данные частицы могут существенным обра-
зом влиять на процесс ПХТ, поэтому необходи-
мо их учитывать при расчете скорости травления 
в плазме SF6. 

Для относительно малых величин энергий 
радикалов, используемых в ПХТ, в большинстве 
практических случаев используется косинусои-
дальный закон отражения ХАЧ. В этом случае 
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при заданных энергиях частиц плотность веро-
ятности  повторного попадания в рабочую зону 
травления можно описать выражением [5]: 

2

cos cos
,

r

 
                        (1.8) 

где r – расстояние между точками отражения и 
химического взаимодействия ХАЧ (характерный 
масштаб зоны травления), м;  – угол вылета 
ХАЧ из точки отражения;  – угол падения ХАЧ 
в точку рабочей зоны. Расстояние r, выбирается 
исходя размеров и формы рабочей зоны, т. е. 
«окна» формируемого фоторезистивной маской 
(рисунок 1.1).  
 

1

2 

3  



r 

 
Рисунок 1.1 – Схема травления: 1 – фоторезист;  
2 – зона травления Si3N4; 3 – траектория иона ХАЧ 

 

В таком случае вычисление указанного ко-
личества ХАЧ сводится к расчёту по формуле: 

  2 ( ) 1 exp( ) 1 .iN t N t            (1.9) 

Таким образом, итоговое количество ХАЧ, при-
годное для использования в формуле (1.1), явля-
ется результатом сложения: Nsum = N(t) + N2(t). 

Используя соотношения (1.1), (1.3)–(1.9), 
можно провести моделирования процесса ПХТ, 
протекающего по механизму (1.2), с учётом зна-
чений существенных параметров: М1(Si3N4) = 
= 140,28610–3 кг/моль, М2(SiО2) = 56,17210–3 кг/моль, 
k = 1,3810–23 Дж/К, Т = 400 К, m = 24,310–26 кг, 
ρ1(Si3N4) = 3 170 кг/м3, ρ2(SiО2) = 2 650 кг/м3; NA = 
= 6,021023 моль–1, р = 5 Па, МХАЧ(F*) = 18,9910–3 
кг/моль. 

Исходя из геометрии зоны травления (рису-
нок 1.1), параметр составляет величину r  2 мкм, 
при характерных значениях углов   80–85° и 
  30–60 – обусловленных степенью анизотро-
пии травления в условиях техпроцесса, описан-
ного в [3].  

Для нахождения величин N и N2 также не-
обходимо оценить значение коэффициента α, 
который, согласно [6], при ионно-плазменном 
осаждении или травлении полагают равным 0,1. 
Учитывая, что энергия активации процесса ад-
сорбции E ПХТ изменяется в пределах до 1эВ [7] 
и коэффициент распыления Sрас = 0,25 [5] можно 
рассчитать скорости травления Si3N4 и SiO2 в 
зависимости от параметров эксперимента, а так-
же оценить селективность травления функцио-
нального слоя (нитрид кремния) по отношению к 
подслою (диоксид кремния). 

 

2 Результаты моделирования и корреля-
ция с экспериментом 

С использованием соотношений (1.1), 
(1.6) и (1.9) можно оценить зависимость скоро-
стей травления (V, Ǻ/c) функционального слоя 
(ФС) и подслоя (ПС) от давления смеси рабочих 
газов (P, Па) (рисунок 2.1) в различные моменты 
времени экспозиции.  

Из представленных графиков видно, что с 
ростом давления смеси рабочих газов скорости 
ПХТ увеличиваются как для материала ФС, так и 
для материала ПС, что коррелирует с экспери-
ментальными данными, полученными в том же 
диапазоне (см. например [3], [8]). Селективность 
травления (относительная скорость травления 
ФС по отношению к ПС) также увеличивается в 
пределах 1,2–2,3 отн. ед. 

В исследуемой системе будем полагать, что 
концентрация ХАЧ (Nsum) пропорциональная 
плотности мощности плазмы (W), которую мож-
но изменять при заданных значениях давления 
смеси рабочих газов. В работах [3], [8], [9] этот 
параметр варьируется в пределах 0,15–0,45 Вт/см2, 
что может соответствовать увеличению концен-
трации ХАЧ частиц не более чем в 3 раза.  

 

  
а) расчёт скорости травления ФС (Si3N4) б) расчёт скорости травления ПС (SiO2) 

 

Рисунок 2.1 – Зависимость скорости травления ФС и ПС от давления смеси рабочих газов 
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а) расчёт скорости травления ФС (Si3N4) б) расчёт скорости травления ПС (SiO2) 

Рисунок 2.2 – Зависимость скорости травления ФС и ПС от мощности ВЧ генератора 
 

В нашем случае, с учётом оценок, представ-
ленных в работе [7], а также предварительного 
анализа настоящей модели можно полагать, что 
поток ионов Ni будет изменяться в пределах  
(1 – 3)1019 ион/(м2с) при неизменном поперечном 
сечении диссоциации молекулы d = 10–18 м2. 
Зависимости скорости травления ФС и ПС от 
плотности мощности плазмы (плотности потока 
ионов ХАЧ) при значении давления смеси рабо-
чих газов P = 5 Па представлены на рисунке 2.2. 

Как видно из графиков, представленных на 
рисунке 2.2, зависимость скорости ПХТ как для 
материала ФС, так и для материала ПС в услови-
ях экспериментов, описанных в [3], [8], [9], со-
ставляет величину 0,5–2 Ǻ/c. При этом представ-
ляет собой монотонно возрастающую функцию и 
может быть хорошо аппроксимирована линейной 
зависимостью, что с погрешностью, не превы-
шающей 9%, соответствует результатам экспе-
римента, представленными в тех же работах. 

Кроме того, представленная в данной рабо-
те модель позволяет оценить зависимость скоро-
сти травления от времени экспозиции и темпера-
туры подложки. При этом полученные функцио-
нальные зависимости в общем виде соответст-
вуют результатам, представленным работах [4]–
[6]. Учёт физико-химических свойств материа-
лов ФС, ПС, энергии и химической природы 
ХАЧ, а так же энергии активации исследуемых 
процессов позволяет обобщить использование 
полученных аналитических соотношений на дру-
гие подобные процессы. 

 
Заключение 
Представленная в работе математическая 

модель ПХТ нитрида кремния в плазме газовой 
смеси, состоящей из элегаза (70–91 об.%) и ки-
слорода (30–9 об.%), позволяет рассчитать с по-
грешностью, не превышающей 9% скорости 
травления ФС и ПС в диапазонах давлений и 
плотностей мощности плазмы, соответствующих 
используемым в настоящее время техпроцессам. 
На основании выводов о снижении селективно-
сти травления, можно, в частности, предсказать 

появление дефектов в готовых изделиях в виде 
микротренчей. 
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Аннотация. Проведено математическое моделирование взаимодействия излучения ближнего инфракрасного (ИК) 
диапазона с покрытием диоксида кремния при длительности импульса  = 0,05–0,5 секунды и экспозиции  
E = 0,1–1,0 Дж/см2. Дана оценка снижения скорости плазмохимического травления (ПХТ) SiO2 покрытия за счёт  
повышения средней энергии связи в кристаллической решётке вследствие термической модификации фазового состава 
указанного покрытия. 
 
Ключевые слова: плазмохимическое травление, диоксид кремния, инфракрасное излучение, математическое модели-
рование. 
 
Для цитирования: Купо, А.Н. Моделирование влияния инфракрасного излучения на фазовый состав покрытий  
диоксида кремния / А.Н. Купо, В.В. Емельянов, В.А. Емельянов // Проблемы физики, математики и техники. – 2023. – 
№ 3 (56). – С. 64–68. – DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2023_3_56_64. – EDN: RUIKVY 
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Введение 
Покрытия диоксида кремния используются 

в современных технологиях микроэлектроники 
при изготовлении кристаллов интегральных схем 
различного типа, например: биполярных инте-
гральных схем, «металл – оксид – проводник» и 
др. При этом, в качестве функционального слоя 
(ФС) чаще всего выступают плазмохимические 
покрытия нитрида кремния (Si3N4), а покрытия 
из диоксида кремния (SiO2), толщина которых 
составляет 50–25 нм, используются в качестве 
подслоя (ПС) на кремниевой подложке [1]. 

При последующем ПХТ указанных двух-
слойных структур принципиальную сложность 
представляет невысокая селективностью травле-
ния Si3N4 по отношению к нижележащему слою 
SiO2, используемому для предотвращения воз-
никновения дефектов в полупроводниковой 

подложке. Необходимость ПС связана с тем, что 
нитрид кремния характеризуется наличием в них 
высоких растягивающих напряжений – до 100 ГПа 
[2], обусловленных процессами формирования 
пленки. Несмотря на небольшое различие в зна-
чении коэффициента линейного термического 
расширения Si3N4 и кремния (3,410–6 К–1 для 
Si3N4 [3] и 3,7210–6 К–1 для Si [4]), использование 
высоких температур при изготовлении полупро-
водниковых приборов и отсутствие полиморф-
ных превращений Si3N4 приводит к возникнове-
нию высоких механических напряжений на гра-
нице раздела Si – Si3N4. Границы элементов то-
пологического рисунка характеризуются скачко-
образным изменением значения и знака механи-
ческих напряжений, что приводит к образованию 
на этих границах дислокаций в кремнии. Диоксид 
кремния характеризуется большим количеством 

ТЕХНИКА 
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полиморфных превращений в широком интерва-
ле температур и играет роль демпфера, благода-
ря чему возникающие в структуре механические 
напряжения релаксируют и дефекты в подложке 
не образуются [5]. 

Таким образом, основной задачей в пред-
ставленном техпроцессе является повышение 
селективности травления нитрида кремния, по-
лученного химическим осаждением из парогазо-
вой фазы, по отношению к термическому диок-
сиду кремния.  

Поставленная задача решается тем, что в 
известном способе формирования микротополо-
гии, описанном в [6], после формирования плен-
ки нитрида кремния химическим осаждением из 
парогазовой фазы проводят обработку получен-
ной пленки 1  5 импульсами ближнего инфра-
красного излучения   0,82,0 мкм, длительно-
стью от  = 0,05–0,5 с при плотности энергии 
(экспозиции) E = 0,1–1,0 Дж/см2.  

Введение дополнительной операции ИК об-
лучения формируемой структуры в соответствии 
с указанными параметрами обеспечивает нагрев 
поверхностной области на глубину, соизмери-
мую с длиной волны используемого ИК излуче-
ния, до температур порядка 7001800о С. Это 
приводит к релаксации механических напряже-
ний и полиморфным превращениям в структуре 
поднитридного диоксида кремния с повышением 
энергии химической связи. 

 
1 Термодинамика фазовых переходов в 

покрытии SiO2 
Диоксид кремния SiO2 является однокомпо-

нентной системой со сложным полиморфизмом. 
В природе встречается одиннадцать кристалли-
ческих полиморфных модификаций и две стек-
лообразные формы кварца. Три главные поли-
морфные модификации диоксида кремния (мо-
дификации первого порядка) кварц, тридимит и 
кристобалит существенно различаются между 
собой по структуре и физико-химическими свой-
ствам и, к тому же имеют низко- и высокотемпе-
ратурные модификации. 

Температурные границы фазовых переходов 
диоксида кремния впервые были установлены 
К.Н. Феннером (см. рисунок 1) [7]–[9]. Известно, 
что относительная скорость фазовых превраще-
ний для различных модификаций диоксида 
кремния может существенно меняться. Фазовые 
переходы между главными модификациями 
кварца (α-кварц ↔ α-тридимит, α-тридимит ↔  
α-кристобалит), связанные с глубокой пере-
стройкой кристаллической решетки, протекают 
очень медленно. Превращения между модифика-
циями второго порядка (α-кварц ↔ β-кварц,  
α-тридимит ↔ β-тридимит ↔ γ-тридимит), про-
текают с большими скоростями [10]. 

Скорость травления диоксида кремния во 
фторсодержащей плазме зависит от энергии 

связи Si  O, которая, в свою очередь, зависит от 
кристаллографической структуры SiO2, т. е. его 
полиморфной модификации.  
 

 
 

Рисунок 1.1 – Диаграмма Феннера состояния 
диоксида кремния [7], [9] 

 
Наличие высоких растягивающих напряже-

ний в ФС нитрида кремния компенсируется вы-
сокими сжимающими напряжениями в ПС диок-
сида. В результате такой суперпозиции, обычно 
наблюдаемые полиморфные модификадии диок-
сида, такие как кристобалит и тридимит, пре-
вращаются в наиболее плотный стишовит. Для 
образования стишовита требуются высокие тем-
пературы и давления порядка 1618 ГПа, что 
существенно меньше фактической величины ме-
ханических напряжений в пленке нитрида крем-
ния. Кристобалит и тридимит также присутству-
ют в ПС SiO2, однако они располагаются пре-
имущественно вблизи границы с кремнием и 
составляют лишь небольшую часть (до 3%) объ-
ема ПС. Некоторую долю объема занимает также 
высокобарическая модификация коэсит, кото-
рый, однако, по плотности ближе к тридимиту, 
нежели к стишовиту. Стишовит вследствие 
большей плотности по сравнению с другими по-
лиморфными модификациями диоксида более 
устойчив к воздействию плавиковой кислоты, 
однако в то же время он характеризуется заметно 
меньшей энергией связи Si  O, что делает его 
менее устойчивым к воздействию фторсодержа-
щей плазмы в процессе ПХТ. Так, молярная эн-
тальпия H0 химической связи Si  O в ряду кри-
стобалит  тридимит  коэсит  стишовит при-
нимает следующие значения: 908,0  905,2  
905,9  861,5 кДж/моль [11]. В то же время вели-
чина энтальпии (энергии связи) H0 Si3N4 со-
ставляет 787,8 кДж/моль [3]. Т. е. энергия связи 
Si  O в стишовите является промежуточной ве-
личиной между энергией связи Si  O в триди-
мите и энергией связи Si  N в нитриде. А по-
скольку приграничная с нитридом область диок-
сида кремния представлена в основном стишови-
том, то очевидным направлением повышения 
селективности травления нитрида кремния по 
отношению к его диоксиду является обеспечение 
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условий для полиморфного превращения стишо-
вита в другие модификации с большей энергией 
связи. 

 
2 Обоснование технологических режимов 

и разработка модели 
Исходный монокристаллический кремний 

является прозрачным в ИК диапазоне. Термооб-
работанный кремний содержит большое количе-
ство точечных дефектов, являющихся центрами 
поглощения. Поэтому кремниевые пластины, на 
которых сформированы топологические элемен-
ты с использованием термообработки, практиче-
ски непрозрачны. Энергия ИК излучения форми-
рует тепловой источник на поверхности. При 
использовании излучения большей длины волны 
кремниевая подложка соответственно прогрева-
ется на бόльшую глубину. В этом случае для 
достижения сравнимого положительного эффек-
та требуется пропорциональное увеличение 
мощности излучателей, что экономически неце-
лесообразно [5], [6]. 

Источники ближнего ИК излучения широко 
распространены и используются в технологиях 
микроэлектроники. К ним, в частности, относят-
ся галогенные кварцевые лампы, дающие макси-
мум излучения на длине волны порядка 1,1 мкм. 
Невысокая глубина поглощающей области при-
водит к концентрации поглощенной энергии в 
активной области полупроводниковой структу-
ры, не затрагивая объем кремниевой пластины. 
Однако в связи с высокой теплопроводностью 
кремния эта поглощенная энергия довольно бы-
стро распределяется по всему объему, приводя к 
быстрому охлаждению поверхностного слоя. 
Поэтому импульс ИК излучения должен быть 
достаточно мощным для достижения требуемого 
эффекта в активной области и достаточно корот-
ким, чтобы предотвратить нагрев всего объема 
пластины. Только в этом случае достигается эф-
фект релаксации напряжений с соответствую-
щими структурно-фазовыми изменениями и эф-
фект «закалки» генерируемых и высвобождае-
мых точечных дефектов, стабилизирующих дос-
тигнутое состояние. 

Оценку необходимых режимов ИК предоб-
работки можно осуществить методами матема-
тического моделирования. Для этого решается 
нестационарная нелинейная задача теплопровод-
ности в трехслойной системе «Si3N4 – SiO2 – Si», 
которая представлена системой дифференциаль-
ных уравнений: 

1 1
1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ;

T T
c T T T

x x

         
         (2.1) 

2 2
2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ;

T T
c T T T

x x

         
        (2.2) 

3 3
3 3 3 3 3( ) ( ) ( ) .

T T
c T T T

x x

         
        (2.3) 

В формулах: индекс «1» – для Si3N4, «2» – для 
SiO2, «3» – кремниевая подложка; с,  и  – теп-
лоёмкость, плотность и теплопроводность мате-
риалов, зависящие от температуры T. Теплооб-
мен по механизму теплопроводности происходит 
вдоль координаты x вглубь трёхслойной систе-
мы, как это показано на рисунке 2.1. 
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Рисунок 2.1 – Схема математической модели 
воздействия ИК излучения на трёхслойную сис-

тему «Si3N4 – SiO2 – Si» 
 

При этом на границах раздела фаз «0» и 
«L3» реализованы граничные условия II и I рода: 

0 :x   1
1 1( ) ;

T
T q

x


 


              (2.4) 

3 :x L  3 3 0( ) ,T L T                 (2.5) 

где L3 – координата граница раздела «Si – низкий 
вакуум», на рисунке 2.1 не обозначена, т. к. 
кремниевую подложку можно считать полубес-
конечной; q = E /  – плотность мощности тепло-
вого источника, на поверхности нитрида кремния 
ИК излучением. Уравнение (2.5) отвечает усло-
вию теплоизоляции нижней границы системы. 

На границах раздела фаз «Si3N4 – SiO2» 
(x = L1) и «SiO2 – Si» (x = L2) реализованы гра-
ничные условия IV рода, отвечающие требова-
нию неразрывности теплового потока и равенст-
ву температур по обе стороны указанной границы: 

1 :x L  2 1
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T T
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x x

 
  

 
 

1 1 2 1( ) ( ),T L T L                     (2.6) 

2 :x L  32
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3 Анализ результатов моделирования 
Представленную систему дифференциаль-

ных уравнений (2.1)–(2.3) с граничными усло-
виями (2.4)–(2.7) можно аппроксимировать ко-
нечно-разносной схемой, выполненной с первым 
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порядком точности по времени t и вторым по 
координатам x. При этом была выбрана неявная 
разностная схема, поскольку она является наибо-
лее устойчивой при уменьшении разностного 
шага по времени [12].  

Учёт зависимостей теплофизических пара-
метров тонких слоёв нитрида и диоксида крем-
ния от термодинамической температуры реали-
зован в линейном приближении с учётом резуль-
татов полученных в [13] и [14]. А именно:  

_Si3N4 = 7,9 + 0,0148T Вт/(мК),  
_Si3N4 = 1534 + 0,218T кг/м3,  
_SiO2 = 1,087 + 0,0003T Вт/(мК),  
_ SiO2 = 1935 + 0,15T кг/м3.  
В среде Mathсad были разработаны файлы-

сценарии для динамического моделирования 
температурного поля в представленной трёх-
слойной системе (рисунок 2.1). Это позволяет 
получать данные о термодинамической темпера-
туре в произвольной точке системы, а значит, в 
частности, указывать вероятность фазового пе-
рехода в диоксиде кремния. Таким образом про-
гнозировать скорости его последующего травле-
ния во фторсодержащей плазме. В представлен-
ной модели можно варьировать следующие ос-
новные параметры: плотность энергии в импуль-
се E, длительность  и количество импульсов ИК 
излучения, толщину каждого из слоёв. 

На рисунке 3.1 представлено расчётное рас-
пределение температуры по глубине слоёв нит-
рида и диоксида кремния для различных дли-
тельностей экспозиции .  
 

 
 

Рисунок 3.1 – Распределение температуры по 
глубине слоёв Si3N4 и SiO2 для плотности 

энергии 
 

Как видно из рисунка 3.1 изменение темпе-
ратуры T по толщине слоя SiO2 составляет по-
рядка 45–50 K, в отличие от слоя Si3N4 где изме-
нение температуры незначительно (не превыша-
ет 9%). Это говорит о том, что воздействие ИК 
излучения на ПС более эффективно, чем на ФС, 
а, значит, способно инициировать фазовые пре-
вращения именно в SiO2, существенно не влияя 
на свойства ФС. 

На рисунке 3.2 представлена зависимость 
двухслойной системы ФС и ПС от плотности 

энергии в импульсе E при фиксированной дли-
тельности импульса  = 0,5 с. 

 

 
 

Рисунок 3.2 – Распределение температуры по 
глубине слоёв Si3N4 и SiO2 для длительности 
импульса  = 0,5 с и плотностей энергии 
в импульсе E в диапазоне 0,1–1,0 Дж/см2 

 
Анализируя результаты моделирования, 

представленные, например, на рисунках 3.1 и 3.2 
можно утверждать, что вариация таких парамет-
ров ИК излучения как плотность энергии в им-
пульсе E и длительность импульса  позволяет 
эффективно влиять на фазовые переходы в ПС 
SiO2. В частности показано, что для достижения 
в ПС температур порядка 1500 К, характерных 
для фазового перехода стишовита в кристобалит, 
необходимы плотности энергии E = 0,80–
0,85 Дж/см2 при длительности импульса излуче-
ния  = 0,25–0,20 с. 

 
Заключение 
Представленная в работе математическая 

модель температурного поля, сформированного 
под действием ИК излучения, позволяет устано-
вить необходимые значения технологических 
параметров, таких как плотность энергии в им-
пульсе E и длительность импульса  для форми-
рования заданного фазового состава в подслое 
SiO2 и последующей оптимизации процессов 
плазмохимического травления в технологиях 
микроэлектроники. 
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INVESTIGATION OF THE CROSS-CORRELATION OF SPECTRAL 
COMPONENTS OF CAVITATION NOISE 
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Аннотация. Приводятся результаты исследования взаимной корреляции спектральных компонент кавитационного 
шума (КШ), в частности, основной частоты, т. е. частоты f0 УЗ поля, субгармоники, гармоник основной частоты,  
непрерывной составляющей КШ и ряда других. Установлено, что основная частота слабо коррелирует с другими  
компонентами КШ, т. е. связь f0 с другими частотами характеризуется низким коэффициентом корреляции. Обнаружена 
линейная связь между гармониками основной частоты, непрерывной составляющей спектра и интегральной  
мощностью кавитационного шума. 
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Введение 
Интенсификация ультразвуком (УЗ) физи-

ко-химических процессов в жидкостях, как из-
вестно [1]–[3], имеет кавитационную природу, 
т. е. связана с явлением образования, пульсаций 
и захлопывания микропузырьков газа в поле пе-
ременного давления. В последнее время интен-
сивно расширяются возможности применения УЗ 
колебаний в медицине и биологии в кавитацион-
ном режиме [4]–[8].  

При пульсациях и захлопывании пузырьков 
в кавитационной области генерируется сложный 
акустический сигнал с интенсивной шумоподоб-
ной компонентой – так называемый кавитацион-
ный шум (КШ). Поскольку кавитационный шум 
излучается пузырьками при их движении, то, как 
обоснованно считают многие авторы [9]–[16], он 
содержит информацию о динамическом поведе-
нии пузырьков. В ряде работ предлагалось ис-
пользовать различные спектральные составляющие 
КШ для оценки уровня активности кавитации.  

Авторы [9], [14], [15] использовали субгар-
монику f0 / 2 основной частоты f0 в качестве ин-
дикатора возникновения кавитации и для оценки 
уровня ее активности. В работе [10] исследова-
лась интенсивность полного сигнала КШ в диа-
пазоне частот от 0 до 250 кГц при частоте поля  
f0 = 36 кГц в сравнении с химической активно-
стью кавитации. В [11] предлагалось использо-
вать интенсивность непрерывной составляющей 
КШ на частоте 2,25 f0, т. е. фактически – между 
второй и третьей гармониками основной часто-
ты. Авторами [12], [13] отмечено наличие корре-
ляции интенсивности широкополосной состав-
ляющей КШ и активности кавитации, оценивае-
мой по интенсивности звуколюминесценции. 
Предлагалось также использовать полный сигнал 
КШ, не выделяя какие – либо спектральные ком-
поненты [15].  

Отметим, что механизмы генерирования 
компонент КШ не выяснены однозначно. Это в 
значительной мере затрудняет разработку методов 
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исследования кавитации c использованием спек-
трального анализа КШ.  

В данной работе ставилась задача выявить 
спектральные компоненты кавитационного 
шума, коррелирующие между собой. 

 

1 Методика и установка 
 Схема установки для проведения экспери-
ментов представлена на рисунке 1.1. Объект ис-
следования – кавитация в ультразвуковой ванне с 
размерами 155×140×100 мм. Частота УЗ поля в 
ванне f0 = 35,2 кГц. 

Для регистрации кавитационного шума и 
его спектральных характеристик использовался 
кавитометр ICA – 3DM (БГУИР, г. Минск) с вол-
новодным датчиком. Диаметр приемного эле-
мента датчика равен 3 мм. Прибор позволяет 
регистрировать мощность полного выходного 
сигнала датчика H в диапазоне частот от 10 кГц 
до 10 МГц и интегральную мощность кавитаци-
онного шума Ak1 в диапазоне частот от 300 кГц 
до 10 МГц, т. е. при вычислении Ak1 не учитыва-
ется основная частота, субгармоника, несколько 
первых гармоник и непрерывная составляющая в 
диапазоне частот 10…300 кГц.  
 Встроенная в кавитометре программа по-
зволяет реализовать спектральный анализ КШ в 
диапазоне частот от 0 до 500 кГц с использова-
нием быстрого преобразования Фурье. Результа-
ты обработки спектров сохраняются в виде изо-
бражений и текстовых файлов. 
 

 
 

Рисунок 1.1 – Схема установки для проведения 
эксперимента: 

1 – ультразвуковой генератор; 
2 – пьезокерамический излучатель; 
3 – жидкость; 
4 – датчик кавитации; 
5 – кавитометр; 
6 – анализатор спектра; 
7 – компьютер 

 
 Распределение кавитации в ванне неодно-
родно. Из-за наличия компоненты стоячей волны 

в вертикальной плоскости оно включает квази-
периодические максимумы и минимумы (рису-
нок 1.2, а). В горизонтальной плоскости поле 
значительно ослабевает при удалении от центра 
ванны (рисунок 1.2, б).  
 

 
а) 

 

 
б) 

 

Рисунок 1.2 – Распределение активности  
кавитации в ультразвуковой ванне:  

а – в вертикальной плоскости (по оси излучателя); 
б – в горизонтальной плоскости  

(21 мм от излучателя) 
 

Активность кавитации и ее распределение в 
объеме ванны сильно зависят от уровня жидко-
сти в ванне h, температуры жидкости, газосо-
держания и др. Поэтому, изменяя уровень жид-
кости и/или положение (X, Y, Z) датчика в ванне, 
можно варьировать состояние кавитационной 
области вблизи датчика в широком диапазоне. Со-
ответственно, будут варьироваться и спектры КШ. 
 Для исследования корреляции спектраль-
ных компонент КШ использована следующая 
методика. Исходя из данных рисунка 1.2 выбра-
но 15 положений датчика в областях, различаю-
щихся по величине активности кавитации. В ка-
ждом положении датчика регистрировались 
спектр КШ в диапазоне от 0 до 500 кГц и вели-
чин Н и Ak1. Каждый из спектров представляет 
собой усредненный результат 20 последователь-
ных измерений.   

По каждому из 15 спектров извлекалась ин-
формация о следующих составляющих: ампли-
туда основной гармоники f0; амплитуда 2-й, 3-й и 
4-й гармоник fn = nf0, где n  [2, 4]; амплитуда 
субгармоники fs = f0 / 2; уровень непрерывной 
составляющей между f0 и f2, между f2 и f3 и на 
частоте 500 кГц. 
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2 Результаты и обсуждение 
На рисунке 2.1 в качестве примера пред-

ставлено два из 15 полученных спектров в лога-
рифмическом масштабе. Спектры включают ос-
новную частоту f0, гармоники nf0. 

Видно, что они значительно различаются. 
Непрерывная составляющая (штриховая линия) 
на первом спектре (рисунок 2.1, а) находится в 

диапазоне [–64; –56] дБ, на втором (рисунок 2.1, 
б) – в пределах [–46; –38] дБ. 

В таблице 2.1 и 2.2 представлены по 5 запи-
сей с наименьшей и наибольшей шириной диапа-
зона вариаций мощности ∆W. Приведены также 
минимальное и максимальное значение мощно-
сти КШ на каждой представленной частоте. 
 

 

 
а) 

 

 
б) 

 

Рисунок 2.1 – Примеры полученных спектров кавитационного шума 
 

Таблица 2.1 – Частоты наблюдения минимального изменения мощности КШ 
 

частота,  
кГц 

спектр  
№1, дБ 

спектр  
№2, дБ 

… 
спектр  

№15, дБ 
min_value, 

дБ 
max_value,  

дБ 
∆W,  
дБ 

407,226 –51,517 –51,123 … –49,514 –60,476 –45,588 14,888 
435,546 –51,598 –50,855 … –48,102 –58,297 –42,935 15,362 
425,780 –49,187 –49,013 … –46,237 –58,131 –42,165 15,966 
469,237 –48,242 –51,488 … –49,620 –59,417 –43,317 16,100 
474,120 –49,349 –50,692 … –48,895 –62,965 –46,579 16,386 

 

Таблица 2.2 – Частоты наблюдения максимального изменения мощности КШ 
 

частота,  
кГц 

спектр  
№1, дБ 

спектр  
№2, дБ 

… 
спектр  

№15, дБ 
min_value, 

дБ 
max_value,  

дБ 
∆W,  
дБ 

18,066 –37,848 –50,153 … –43,749 –68,433 –23,203 45,231 
0,488 –62,268 –64,111 … –55,310 –69,420 –25,329 44,090 
0,977 –59,119 –59,359 … –50,652 –67,188 –24,024 43,164 
18,555 –43,219 –51,807 … –48,950 –69,729 –27,519 42,210 
17,578 –38,464 –50,575 … –41,947 –69,602 –28,191 41,411 
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На рисунке 2.2 представлен график зависи-
мости диапазона вариаций мощности ∆W в спек-
тре КШ от частоты. При увеличении частоты, 
начиная примерно с 200 кГц, ∆W плавно умень-
шается и достигает минимального значения 
(14,8–16,4 дБ) в высокочастотной части спектра, 
т.е. для частот выше 400 кГц. 

Наибольшие значения ∆W (41,4–45,2 дБ) 
наблюдаются на частотах, лежащих вблизи суб-
гармоники fs = 17,5 кГц. Значения на граничных 
частотах 0,49 и 0,98 кГц не принимаются во вни-
мание, т. к. частоты ниже 10 кГц находятся вне 
рабочего диапазона использовавшегося прибора. 
 

 
 

Рисунок 2.2 – Частотная зависимость ширины 
диапазона изменения мощности ∆W КШ 

 
Таким образом, максимальное значение ∆W 

наблюдается на частоте 17,6 кГц, что соответст-
вует частоте субгармоники. На графике наблю-
даются периодические пики на частотах вблизи 
18, 53, 89, 123, 158 и 228 кГц. Эти частоты с не-
которым приближением кратны субгармонике, 
но при этом не кратны основной частоте. Т. е. их 
можно описать уравнением вида 

0(2 1)
(2 1) ,

2peak s

n f
f n f


    

где fpeak – частоты, соответствующие пиковым 
значениям ширины диапазона вариаций мощно-
сти КШ; fs – частота субгармоники; f0 – основная 
частота (частота генератора); n – целое число. 

Данной формулой не описывается пик на 
частоте 34,2 кГц, что несколько меньше основ-
ной частоты, для уточнения результата требуется 
большее число опытов. Имеется также неболь-
шой максимум средней величины разброса для 
диапазона частот от 150 до 250 кГц. В целом, в 
низкочастотной области от 50 до 250 кГц наблю-
даются более интенсивные вариации мощности 
сигнала по сравнению с высокочастотными со-
ставляющими, что указывает на перспективность 
использования данного диапазона для оценки 
активности кавитации. 

На рисунке 2.2 заметны также провалы на 
частотах в районе 35, 71, 101, 141, 211 и 248 кГц, 
которые кратны основной частоте ультразвуко-
вого поля f0, т. е. их можно с некоторым прибли-
жением описать уравнением вида 

min 0 ,f nf  

где fmin – частота, которой соответствует умень-
шение ширины диапазона вариаций мощности 
КШ; f0 – основная частота (частота генератора);  
n – целое число. 

Для проведения корреляционного анализа 
использовались значения мощности следующих 
величин: 

– гармоники f0, f2, f3, f4; 
– субгармоника fs; 
– noise_f0_f2 – мощность непрерывной со-

ставляющей спектра между основной и 2-й гар-
моникой (рисунок 2.1); 

– noise_f2_f3 – мощность непрерывной со-
ставляющей спектра между 2-й и 3-й гармоникой 
(рисунок 2.1); 

– noise_500kHz – мощность непрерывной 
составляющей спектра на частоте 500 кГц (рису-
нок 2.1); 

– величина Н – мощность полного выходно-
го сигнала датчика в диапазоне частот от 10 кГц 
до 10 МГц; 

– величина r1 – интегральная мощность ка-
витационного шума в диапазоне частот от 300 кГц 
до 10 МГц 

На рисунке 2.3 представлена корреляцион-
ная матрица данных величин. На пересечениях 
столбцов и строк приведены коэффициенты кор-
реляции Пирсона соответствующих величин. 
 

 
 

Рисунок 2.3 – Корреляция между 
составляющими спектра КШ 

 
Как видно, для большинства пар характерна 

сильная положительная корреляция. Наиболее 
сильная линейная связь наблюдается попарно 
между непрерывными составляющими спектра 
noise_f0_f2, noise_f2_f3, noise_500kHz; между 2-й, 
3-й и 4-й гармониками; между гармониками и 
непрерывной составляющей спектра. 

Отдельно стоит обратить внимание на ос-
новную частоту f0: за исключением субгармоники 
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и полного сигнала Н она слабо коррелирует с 
анализируемыми составляющими спектра КШ. 
Причина отсутствия связи (или слабая связь) 
между этими компонентами с частотой УЗ поля, 
вероятно, в том, что они не являются прямыми 
производными частоты поля, а генерируются 
пузырьками, динамика которых не связана ли-
нейно с вариациями давления в поле.  

На рисунке 2.4 приведены примеры попар-
ных распределений величин с высоким (рисунок 
2.4, а, б) и низким (рисунок 2.4, в, г) коэффици-
ентом корреляции. Первые два распределения 
хорошо аппроксимируются линейной зависимо-
стью. Связь основной гармоники и величины 
непрерывной составляющей между основной и 
2-й гармоникой довольно слаба (r = 0,51). Не-
смотря на относительно небольшой коэффици-
ент корреляции зависимость на рисунке 2.4, в 
может быть описана прямой линией при удале-
нии некоторых крайних точек. Для уточнения 
характера зависимости необходимо провести 
дополнительные исследования. 

Наличие взаимной корреляции исследовав-
шихся спектральных составляющих кавитацион-
ного шума позволяет сделать вывод, что каждая 
из оставляющих может использоваться для де-
тектирования кавитации и, возможно, для оценки 
активности кавитации. 

 
Заключение 
Установлено, что вариации активности ка-

витации, воздействующей на датчик при изменении 

его положения случайным образом в УЗ ванне, 
вызывают наибольшие изменения мощности ка-
витационного шума (КШ) на частоте субгармо-
ники. В целом, в низкочастотной области при 
f < 200 кГц наблюдаются более интенсивные ва-
риации мощности сигнала по сравнению с высо-
кочастотными составляющими f > 200 кГц, что 
указывает на перспективность использования 
данного диапазона для оценки активности кави-
тации. 

На частотах, кратных субгармонике (или 
близких кратным субгармонике), но не кратных 
основной частоте, наблюдаются пики вариаций 
мощности. На частотах, кратных основной час-
тоте, наоборот, имеют место провалы вариаций 
мощности. 

Обнаружена линейная связь между гармо-
никами основной частоты, непрерывной состав-
ляющей спектра и интегральной мощностью ка-
витационного шума. 

Корреляция основной частоты, т. е. частоты 
ультразвукового поля с большинством состав-
ляющих спектра выражена довольно слабо. От-
сутствие связи (или слабая связь) этих компо-
нент с частотой УЗ поля обусловлено, скорее 
всего тем, что эти составляющие не являются 
прямыми производными частоты поля, т. е. не 
возникают, например, вследствие нелинейных 
искажений волны, а генерируются пузырьками, 
динамика которых не связана линейно с вариа-
циями давления в поле. 
 

 

 
                                             а)                                                                                          б) 
 

 
                                              в)                                                                                         г) 
 

Рисунок 2.4 – Попарные распределения между составляющими спектра КШ: 
a – коэффициент корреляции R2 = 0,95; б – коэффициент корреляции R2 = 0,94;  
в – коэффициент корреляции R2 = 0,51; г – коэффициент корреляции R2 = 0,63 
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Аннотация. Разработана нестационарная нелинейная осесимметричная модель процесса лазерной термохимической 
обработки алмаза. Рассчитаны значения температуры и диффузионных коэффициентов в трёхфазной системе «водород – 
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Введение 
В настоящее время обработка алмазов (при-

родных и синтетических) в технологиях микро- и 
наноэлектроники осуществляется как механиче-
ским способом, так и с использованием лазерно-
го излучения. При традиционном применении 
лазерного излучения (лазерная резка, гравировка 
и т. п.) происходит графитизация обрабатывае-
мой поверхности с последующим удалением ма-
териала по заданной траектории обработки [1]. 
При этом перспективным представляется термо-
химический способ обработки алмаза. Основная 
идея этого способа – использование химических 
свойств алмаза [2]. А именно: алмаз приводят в 
контакт с металлом, который способен раство-
рять в себе углерод (например, с молибденом), а 
для обеспечения непрерывности протекания 
процесса его проводят в атмосфере газа, который 
взаимодействует с растворенным в металле угле-
родом, но не реагирующим непосредственно с 
алмазом. В качестве такого газа может быть ис-
пользован водород, способный создавать с ато-
мами углерода летучие соединения [3]. 

1 Постановка задачи 
В основе термохимического способа обра-

ботки алмаза лежит процесс каталитического 
взаимодействия углерода, входящего в состав 
алмаза с водородом или смесями водорода с во-
дяным паром и углекислым газом [4]. 

Для выбора оптимальных режимов указан-
ного способа обработки необходимо исследовать 
физико-химические механизмы протекающих 
тепловых и диффузионных процессов. Для лока-
лизации теплового источника на поверхности 
металла используется лазерное излучение. Уп-
рощённая схема термохимической обработки 
представлена на рисунке 1.1 [4].  

Поскольку лазерное излучение формирует 
осесимметричный тепловой источник [5], то сле-
дует решать трехмерную задачу в цилиндриче-
ской системе координат, что сводит её к двухмер-
ной, но усложняет форму оператора Лапласа [6]. 

Таким образом, рассматривается нестацио-
нарная нелинейная задача тепломассопереноса в 
трехслойной системе «водород – металл – алмаз». 

ТЕХНИКА
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При этом будем полагать, что конвективный те-
плообмен с газовой фазой отсутствует, посколь-
ку тепловой поток за счет конвекции по сравне-
нию с радиационным составляет не более 3 %, и 
газ поддерживается при постоянной температуре 
Т0. Начальные температуры алмаза и металличе-
ского покрытия так же равны Т0. В целом рас-
сматриваемую систему можно считать теплоизо-
лированной. Лазерное излучение воздействует на 
поверхность металла, формируя при этом по-
верхностный тепловой источник с плотностью 
мощности q, равномерно распределённой по се-
чению лазерного пятна. Это обеспечивает нагрев 
металлического слоя и его насыщение углеро-
дом, а также активирует диффузионные процес-
сы на обеих границах фаз: «металл – алмаз» и 
«водород – металл». 

 

1 

2 

3 
4 

 
 

Рисунок 1.1 – Схема лазерной термохимической 
обработки алмаза 

1 – металл,  
2 – алмаз, 
3 – лазерное излучение,  
4 – газовая среда 
 

 Кроме того, при постановке задачи приняты 
следующие разумные допущения:  

– диапазон температур, при которых прово-
дится лазерная обработка, ограничен температу-
рой плавления металла при нормальных условиях; 

– давление в газовой фазе соизмеримо с 
нормальным атмосферным и не превышает его. 

В общем случае решение задачи тепломас-
сопереноса в описанной системе сводится к ре-
шению системы дифференциальных уравнений, 
включающих уравнения теплопроводности со 
смешанными граничными условиями, а также 
уравнения диффузии в трёх средах. 
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В формулах: индекс «1» – для металла, «2» – 
для алмаза соответственно; с,  и  – теплоём-
кость, плотность и теплопроводность материа-
лов, зависящие от температуры T.  

При этом на границах «водород – металл» и 
«водород – алмаз» реализованы граничные усло-
вия II-го рода. 

1
1 1 0

1
1 1 0

( ) , 0 ;
0 :

( ) 0, ;

T
T q r R

xx
T

T r R
x

        
 

     (1.3) 

2
2 2 2: ( ) 0,

T
x L T

x


  


                (1.4) 

где R0 – радиус лазерного пятна на поверхности 
металла, L2 – координата нижней границы разде-
ла «алмаз – водород», q – плотность мощности 
теплового источника. 

На границе раздела «металл – алмаз», коор-
дината которой x = L1, реализованы граничные 
условия IV-го рода в форме (1.5): 
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         (1.5) 

Система (1.1)–(1.5) решается совместно с урав-
нениями диффузии для всех трёх сред, представ-
ленными в форме (1.6): 

( ) ,
С C

D T
x x

        
                (1.6) 

где С – массовая концентрация углерода каждой 
из трёх рассматриваемых фаз, при этом коэффи-
циенты диффузии D принимаются зависящими 
от температуры (уравнение Аррениуса): 

0( ) exp ,
E

D T D
kT

   
 

             (1.7) 

где D0 – фактор диффузии, E – соответствующая 
энергия активации реакции диссоциации (ассо-
циации) углерода, k = 1,3810-23 Дж/К – постоян-
ная Больцмана. 

При задании начальных условий считается, 
что температура системы в начальный момент 
времени постоянна во всех точках: 

 = 0:  Т1 = Т2 = Т3 = Т0.               (1.8) 
Также в начальный момент времени заданы 

значения массовых концентраций углерода во 
всех фазах: 

 = 0:  С1 = С01; С2 = С02; С3 = С03.      (1.9) 
При этом на границах фаз x = 0 и x = L1 

должны быть реализованы условия неразрывно-
сти потока массы: 
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2 Моделирование и область применения 

модели 
Представленную дифференциальную задачу 

(1.1)–(1.5) можно аппроксимировать конечно-
разносной схемой, выполненной с первым 
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порядком точности по времени t и вторым по 
пространственным координатам x и r. При этом 
была выбрана неявная разностная схема, по-
скольку она является наиболее устойчивой [7], 
т. е. позволяет проводить интегрирование крае-
вой задачи с любым малым разностным шагом 
по времени.  

Поскольку теплофизические свойства алмаза 
существенно изменяются в исследуемых темпера-
турных режимах, то это было учтено в линейном 
приближении следующим образом: коэффициент 

теплопроводности (T) = 628 – 0,148T Вт/(мК) и 
удельная теплоёмкость с = 344 + 1,445T Дж/(кгК) [8]. 

В среде Mathсad были разработаны файлы-
сценарии для динамического моделирования 
температурного поля представленной двумерной 
осесимметричной задачи. Это позволило, варьи-
руя существенные параметры в широком диапа-
зоне, получать мгновенные значения диффузи-
онных коэффициентов в любых точках рассмат-
риваемой трёхфазной системы, в том числе и на 
границах раздела фаз. Фрагмент файла-сценария 
представлен на рисунке 2.1. 

 

 
Рисунок 2.1 – Фрагмент файла-сценария для динамического моделирования температуры 

средствами Mathcad 
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Разработанная модель позволяет определять 
осесимметричное распределение температуры в 
двухслойной системе («металл» – «алмаз») в лю-
бой момент времени в широком диапазоне ин-
тенсивностей лазерного излучения для произ-
вольных зависимостей теплофизических пара-
метров от температуры, а также для различных 
типов металлического покрытия.  

На рисунке 2.2 представлены поля темпера-
тур в координатах: x – глубина, r – радиус, для 

плотности мощности теплового источника 
q = 106 Вт/м2 в различные моменты времени воз-
действия лазерного излучения. 

Полученные значения температуры позво-
ляют на основании соотношений (7–10) оценить 
коэффициенты диффузии в любой точке иссле-
дуемой двухслойной системы в произвольный 
момент времени, а также оценить скорость диф-
фузионных процессов в любой области системы.  
 

 

 
 

20 секунд воздействия 
 

50 секунд воздействия 

  
100 секунд воздействия 200 секунд воздействия 

 

Рисунок 2.2 – Распределения температуры T (К) по объёму двухслойной системы  
«металл – алмаз» в различные моменты времени воздействия лазерного излучения 

 
На рисунке 2.3 представлено распределение 

значений диффузионных коэффициентов D в 
различные моменты времени для плотности 
мощности теплового источника q = 106 Вт/м2. 

Представленная модель позволят также 
оценить зависимость диффузионных коэффици-
ентов от толщины металлического покрытия 
кристаллов алмаза как непосредственно в самом 
покрытии, так и на границе раздела фаз «металл – 
алмаз». Что позволит сделать выводы об эффек-
тивности удаления алмаза методом лазерной 
термохимической обработки в зависимости от 

теплофизических и геометрических параметров 
металлического слоя.  

На рисунке 2.4 представлена зависимость 
значений диффузионных коэффициентов на гра-
нице раздела фаз «металл – алмаз» от расстояния 
r до центра лазерного пятна на поверхности при 
различных значениях толщины h металлического 
покрытия при плотностях мощности поверхно-
стного теплового источника q = 106 Вт/м2 и 
q = 105 Вт/м2, радиусе лазерного пятна на по-
верхности r0 = 100 мкм. 
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20 секунд воздействия 50 секунд воздействия 

 

 
100 секунд воздействия 200 секунд воздействия 

 

Рисунок 2.3 – Поле коэффициентов диффузии D (10-11 м2/с) двухслойной системы «металл – алмаз» 
в различные моменты времени воздействия лазерного излучения 

 

 
(1) q = 106 Вт/м2, h = 20 нм; (2) – q = 105 Вт/м2, h = 50 нм;  

(3) q = 106 Вт/м2, h = 300 нм; (4) – q = 105 Вт/м2, h = 500 нм 
 

Рисунок 2.4 – Зависимость значений диффузионных коэффициентов от толщины металлического 
покрытия h и плотности мощности теплового источника, сформированного лазерным излучением q 

 
Результаты моделирования показали, при 

фиксированной плотности мощности лазерного 
теплового источника и изменении толщины ме-
таллического покрытия в 8–10 раз, изменение 
диффузионного коэффициента отличаются лишь 
на 2–3%. При этом показано, что при уменьше-
нии плотности мощности теплового источника в 

пределах одного порядка диффузионные коэф-
фициенты так же уменьшаются по абсолютному 
значению на 35–40% в пределах всей зоны тер-
мического влияния лазерного излучения. Этот 
факт, очевидно, свидетельствует о снижении ин-
тенсивности диффузионных процессов, а значит и 
уменьшении скорости удаления алмаза в целом. 
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3 Результаты и выводы  
Разработана нестационарная двухмерная 

осесимметричная нелинейная математическая 
модель тепломассопереноса в системе водород – 
металл – алмаз, в которой учтены температурные 
зависимости теплофизических свойств и коэф-
фициентов диффузии при нагреве поверхности 
металла лазерным излучением. Анализ результа-
тов моделирования (в частности, значений диф-
фузионных коэффициентов и соответствующей 
им интенсивности диффузионных процессов) в 
диапазоне плотностей мощности теплового ис-
точника q = 104 – 107 Вт/м2 и толщин металличе-
ского покрытия h = 10 нм до 1 мкм позволяет 
установить наиболее эффективные режимы тер-
мохимической обработки и обеспечить скорость 
удаления алмаза (1,2–1,8)·10–10 кг/(м2·с), минуя 
стадию графитизации при точности обработки 
(10–30)·10–6 м. 
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Аннотация. Рассмотрен анализ воздействия амплитудно-модулированных сигналов на характеристики анизотропной 
среды над залежами нефти и газа на основе квазигидродинамического подхода. Исследованы компоненты поверхност-
ного импеданса диэлектрической проницаемости среды, образующейся над углеводородными залежами. Проведено 
моделирование характеристик среды над скоплениями углеводородов для электромагнитных волн от частоты несущего 
колебания, коэффициента амплитудной модуляции, частоты модуляции и проводимости диэлектрического наполнителя. 
Рекомендованы режимы зондирований анизотропных сред над углеводородами на основе изменения абсолютной и  
фазовой составляющих компонент поверхностного импеданса подстилающей поверхности. Предложено внедрение 
различных методов и аппаратуры для повышения точности определения границ залежей углеводородов. Результаты 
исcледований могут быть применены в поисковой геофизике. 
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Abstract. The analysis of the effect of amplitude-modulated signals on the characteristics of an anisotropic medium over oil 
and gas deposits based on a quasi-hydrodynamic approach is considered. The components of the surface impedance of the  
dielectric constant of the medium formed over the hydrocarbon deposits are investigated. The modeling of the characteristics of 
the medium above the accumulations of hydrocarbons for electromagnetic waves from the frequency of the carrier vibration, the 
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Введение 
Актуальность усовершенствования элек-

тромагнитных методов (ЭММ) георазведки ос-
новывается на повышении точности и произво-
дительности разрабатываемых методов выделе-
ния углеводородов за счет расширения функцио-
нальной зависимости компонентов диэлектриче-
ской проницаемости среды над залежами от ре-
жимов зондирования [1], [2]. Разработка и мо-
дификация современных методов поиска и 
оконтуривания месторождений нефти и газа  

вызвана требованиями улучшения выделения 
границ и уровня идентификации месторождений 
углеводородных залежей (УВЗ) [3], [4]. Совре-
менное состояние науки и техники позволяет 
производить оценку возможностей использова-
ния высокоэффективных технологий поиска по-
лезных ископаемых при освоении площадей с 
наличием углеводородных ресурсов. Достижение 
высоких показателей точности и идентификации 
возможно при поиске, оконтуривании залежей 
нефти и газа с помощью радиокомплексирования 
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ЭММ георазведки, где применена аналогия ис-
следуемой среды над залежью нефти и газа с 
плазмоподобным образованием с использовани-
ем для изучения взаимодействия электромаг-
нитных волн (ЭМВ) с УВЗ существующих реше-
ний при изучении плазмы и плазмоподобных 
сред. Установлено, что окружающее углеводоро-
ды пространство содержит твердый кристалли-
ческий скелет, пронизанный электролитом и про-
водящими включениями за счет минералов с 
электронной проводимостью, и находится в фи-
зическом и химическом равновесии с окружаю-
щей средой [5]. Направление тенденций развития 
поисковой геофизики акцентировано на решение 
задач внедрения эффективных методов геораз-
ведки с высоким уровнем точности и достовер-
ности выделения месторождений УВЗ с исполь-
зованием методов широкого спектра [6]. 

Дифференциация анизотропных сред может 
быть осуществлена на основе применения для 
обнаружения УВЗ методов 3D-электроразведки с 
становлением полей в исследуемой среде [7]. 
Выбор методов ЭММ и построение электроди-
намических моделей сред, образующихся над 
скоплениями нефти и газа, реализуется в раз-
личных модифицированных способах и средст-
вах для реализации вертикального зондирования 
при поиске углеводородов [8]. Определение ано-
малий поля в анизотропной среде находит широ-
кое использование для установления и диффе-
ренциации свойств геологического профиля ме-
стности [9].  

Исследование влияния высокой температу-
ры и пластовых давлений над УВЗ на электрохи-
мические и электрофизические процессы и обра-
зование на границе с воздушным пространством 
промежуточной области с избытком свободных 
электронов, оказывающих воздействие на элек-
тродинамический отклик анизотропной среды, 
определяет методику проведения эксперимен-
тальных испытаний при радиоволновом зонди-
ровании [10]. Использование сложных ампли-
тудно-частотно-модулированных сигналов и мо-
дификации способов поиска УВЗ на их базе по-
строены на обнаружении месторождений угле-
водородов по регистрации амплитудных и фазо-
вых компонент ЭМВ для исследуемого геологи-
ческого участка местности [11]. Осуществление 
мониторинга коллекторов и геотермальных ис-
следований среды на основе универсальных спо-
собов применяется в поисковой геофизике для 
решения поставленных задач электроразведки 
[12]. Высокие показатели и совместное примене-
ние морских магнитотеллурических и гравимет-
рических данных измерений с учетом сейсмиче-
ских ограничений актуальны в современных сис-
темах поиска полезных ископаемых [13]. Актив-
ное внедрение различных методов и аппаратур-
ных средств для обнаружения углеводородов 
основано на решении данных задач с достаточно 

хорошими характеристиками и оценке возмож-
ностей использования дистанционных техноло-
гий поиска полезных ископаемых при освоении 
углеводородных ресурсов на шельфах [14]. При-
менение квазигидродинамического подхода и 
исследование компонентов составляющих по-
верхностного импеданса анизотропной среды 
над УВЗ с учетом влияния на самый верхний 
слой от всех ниже расположенных слоев прове-
дено в работе [15]. Активное внедрение методов 
исследования поверхностного импеданса и аппа-
ратурных средств для обнаружения углеводоро-
дов основано на решении данных задач с высо-
кой точностью обнаружения [16]. Внедряются 
различные методы и аппаратурные средства для 
обнаружения углеводородов на решении данных 
задач с достаточно хорошими характеристиками 
[17], [18]. 

 
1 Анализ взаимодействия амплитудно-

модулированных сигналов с анизотропной 
средой над УВЗ 

Взаимодействие амплитудно-модулирован-
ных (АМ) сигналов с анизотропным наполните-
лем над скоплением углеводородов рассмотрено в 
работе [4]. Для реализации новых методов элек-
троразведки представляют интерес процессы 
взаимодействия АМ сигналов на основе получе-
ния дополнительных режимов взаимодействия.  

Рассмотрим воздействие на анизотропную 
среду АМ радиосигнала следующего вида: 

( ) (1 cos )cos ,me t E k t t               (1.1) 

где Е – амплитуда несущего колебания; mk  – коэф-

фициент амплитудной модуляции; 2 ,F    

2 f    – соответственно модулирующая и несу-

щая частоты. Компоненты тензора диэлектриче-
ской проницаемости среды для такого режима 
имеют вид [4]:  
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В выражениях (1.2) фигурируют компонен-
ты тензора диэлектрической проницаемости сре-
ды над УВЗ 1,  2 ,  3  плазменная частота ;Пi  

гиротропная частота ;Гi  частота столкновения 

частиц ;i  относительная диэлектрическая про-

ницаемость среды ;r  проводимость среды ;r  

диэлектрическая постоянная 0.   

Методика исследований заключается в опре-
делении компонентов поверхностного импеданса 
среды над УВЗ по формулам: 

11 12

21 22

.
Z Z

Z
Z Z

 
  
  

 


                         (1.3) 

Составляющие матрицы (1.3) рассчитывают-
ся по формулам:  
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          (1.5) 

Проводился анализ составляющих поверх-
ностного импеданса среды над УВЗ для парамет-
ров среды над залежами углеводородов [1]: зна-
чения диэлектрической проницаемости вме-
щающих пород 1 30R    и электрической про-

водимости 510 1r
    См/м; концентрации час-

тиц 16 1810 –  10е иN N   м–3 , частота столкно-

вения частиц 92 10    рад/с.  

 

2 Результаты исследований
 Проведен анализ выражений (1.4) для ком-

понентов поверхностного импеданса среды над 
УВЗ. Зависимости абсолютной и фазовой со-
ставляющей компонент поверхностного импе-
данса приведены на рисунке 2.1 (а – абсолютная 
часть поверхностного импеданса, б – фазовая 
часть поверхностного импеданса). Как видно из 
рисунка, абсолютная составляющая поверхност-
ного импеданса не подвержена влиянию низких 
частот зондирования. На частоте несущего коле-
бания f = 108 Гц с ростом диэлектрической про-
ницаемости наполнителя происходит уменьше-
ние рассматриваемой составляющей сопротив-
ления анизотропной среды. 

Как видно из рисунка, фазовая составляю-
щая 11Z  не изменяется при низких частотах не-

сущего колебания, а с ростом частоты несущего 
колебания возрастает от отрицательных значе-
ний и имеет точку перехода через нуль при ди-
электрической проницаемости, равной 4.  

Зависимости абсолютной и фазовой состав-
ляющей компонент поверхностного импеданса 

21Z  приведены на рисунке 2.2. Как видно из ри-

сунка, абсолютная составляющая 21Z  поверхно-

стного импеданса монотонна при низких часто-
тах зондирования. На частоте несущего колеба-
ния f = 108 Гц с ростом диэлектрической прони-
цаемости наполнителя происходит уменьшение 
рассматриваемой составляющей сопротивления 
анизотропной среды, аналогично, как и для пре-
дыдущего случая. Как видно из рисунка, фазовая 
составляющая 21Z  не изменяется при низких 

частотах несущего колебания, а с ростом частоты 
несущего колебания уменьшается с ростом ди-
электрической проницаемости анизотропной 
среды над УВЗ. 

 

     
 

                                                      а)                                                                                      б) 
Рисунок 2.1 – Зависимости абсолютной и фазовой составляющей компонент поверхностного импеданса: 

а) абсолютная часть поверхностного импеданса, б) фазовая часть поверхностного импеданса 

11( ) ,rZ    11arg ( )rZ   – для mK  = 0,5, F = 104 Гц, f = 105 Гц;  

12 ( ) ,rZ    12arg ( )rZ   – для mK  = 0,5, F = 104 Гц, f = 106 Гц;  

13 ( ) ,rZ    13arg ( )rZ   – для mK  = 0,5, F = 104 Гц, f = 108 Гц 
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                                                      а)                                                                                       б) 
Рисунок 2.2 – Зависимости абсолютной и фазовой составляющей компонент поверхностного импеданса: 

а) абсолютная часть поверхностного импеданса, б) фазовая часть поверхностного импеданса 

21( ) ,rZ    21arg ( )rZ   – для mK  = 0,5, F = 104 Гц, f = 105 Гц;  

22 ( ) ,rZ    22arg ( )rZ   – для mK  = 0,5, F = 104 Гц, f = 106 Гц; 

23 ( ) ,rZ    23arg ( )rZ   – для mK  = 0,5, F = 104 Гц, f = 108 Гц 

 

      
                                                    а)                                                                                        б) 
Рисунок 2.3 – Зависимости абсолютной и фазовой составляющей компонент поверхностного импеданса: 

а) абсолютная часть поверхностного импеданса, б) фазовая часть поверхностного импеданса 

11( ) ,rZ    11arg ( )rZ   – для mK  = 0,5, F = 104 Гц, f = 105 Гц;  

12 ( ) ,rZ    12arg ( )rZ   – для mK  = 0,5, F = 104 Гц, f = 106 Гц;  

13 ( ) ,rZ    13arg ( )rZ   – для mK  = 0,5, F = 104 Гц, f = 108 Гц 

 
Проведено моделирование зависимостей 

абсолютной и фазовой составляющей компонент 
поверхностного импеданса (рисунок 2.3) от про-
водимости анизотропной среды над УВЗ. Уста-
новлено, что низкие значения частоты несущего 
колебания не влияют ни на амплитудную, ни на 
фазовые компоненты рассматриваемой состав-
ляющей.  

Применение частоты несущего колебания  
f = 108 Гц расширяет информативность результа-
тов моделирования. Изменения происходят на 
отрезке (0,001 – 1) См/м, что и актуально для 
исследования характера проводимости окру-
жающего углеводороды пространства.  

Процедура диагностики среды над УВЗ 
осуществляется по методике решения обратной 
задачи за счет набора конкретных значений рас-
стояний и конкретизации электродинамических 
моделей УВЗ с учетом влажности слоев, клима-
тических факторов и особенностей измерений 
сезонного характера. Было установлено, что ва-
риации частоты несущей АМ колебания не влия-
ет ни на амплитудные, ни на фазовые состав-
ляющие поверхностного импеданса (согласно 
рисунков 2.5, 2.6). 
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                                                   а)                                                                                         б) 
Рисунок 2.4 – Зависимости абсолютной и фазовой составляющей компонент поверхностного импеданса: 

а) абсолютная часть поверхностного импеданса, б) фазовая часть поверхностного импеданса 

21( ) ,rZ    21arg ( )rZ   – для mK  = 0,5, F = 104 Гц, f = 105 Гц;  

22 ( ) ,rZ    22arg ( )rZ   – для mK  = 0,5, F = 104 Гц, f = 106 Гц;  

23 ( ) ,rZ    23arg ( )rZ   – для mK  = 0,5, F = 104 Гц, f = 108 Гц 

 

      
                                                   а)                                                                                           б) 
Рисунок 2.5 – Зависимости абсолютной и фазовой составляющей компонент поверхностного импеданса: 

а) абсолютная часть поверхностного импеданса, б) фазовая часть поверхностного импеданса 

11( ) ,Z F   11arg ( )Z F  – для mK  = 0,5, r  = 10, f = 107 Гц;  

12 ( ) ,Z F   12arg ( )Z F  – для mK  = 0,5, r  = 10, f = 108 Гц;  

13 ( ) ,Z F   13arg ( )Z F  – для mK  = 0,5, r  = 10, f = 109 Гц 

 
Поверхностный импеданс содержит различ-

ные структуры кристаллического скелета. Воз-
можен учет влияния электролитов, пронизы-
вающих скелет и проводящих включений за счет 
минералов с электронной проводимостью. Также 
было установлено, что коэффициент АМ не 
влияет на характеристики поверхностного импе-
данса, за исключением вариации несущего коле-
бания, когда такое влияние имеется. Импеданс-
ные характеристики среды над УВЗ дают качест-
венную и количественную оценку электродина-
мических параметров сред за счет выделения 
аномальных эффектов при распространении ЭМВ 
над данной средой. Анализ взаимодействия АМ 

сигналов показал, что режимы модуляции вы-
зывают в компонентах тензоров диэлектриче-
ской проницаемости дополнительные состав-
ляющие, которые зависят от параметров сигна-
лов (только в режиме изменения несущего ко-
лебания). Все это приводит к расширению 
функциональных зависимостей компонентов 
тензоров от режимов модуляции, позволяя тем 
самым повысить информативность разрабаты-
ваемых методов поиска УВЗ. 

На основе проведённых исследований взаи-
модействия ЭМВ и АС предложены новые мето-
ды электроразведки, позволяющие повысить уро-
вень достоверности поиска и выделения УВЗ. 
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                                                  а)                                                                                        б)  
 

Рисунок 2.6 – Зависимости абсолютной и фазовой составляющей компонент поверхностного импеданса: 
а) абсолютная часть поверхностного импеданса, б) фазовая часть поверхностного импеданса 

21( ) ,Z F   21arg ( )Z F  – для mK  = 0,5, r  = 10, f = 107 Гц;  

22 ( ) ,Z F   22arg ( )Z F  – для mK  = 0,5, r  = 10, f = 108 Гц;  

23 ( ) ,Z F   23arg ( )Z F  – для mK  = 0,5, r  = 10, f = 109 Гц 

 
Заключение

 Проведенный анализ распространения ЭМВ 
в среде над углеводородами в режиме АМ сигна-
лов показал, что: 

1. На частоте несущего колебания f = 108 Гц 
происходит изменение абсолютной и фазовой 
составляющих компонент поверхностного импе-
данса анизотропной среды над углеводородами. 

2. Импедансные характеристики среды над 
УВЗ дают качественную и количественную 
оценку при значениях проводимости диэлектри-
ческого наполнителя на отрезке (0,001 – 1) См/м. 

3. Вариации частоты модуляции, коэффици-
ента АМ колебаний не влияет ни на амплитуд-
ные, ни на фазовые составляющие поверхност-
ного импеданса, за исключением режима изме-
нения несущей частоты колебания, когда такая 
зависимость имеется. 
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ОПИСАТЕЛЬНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК СТАТИСТИЧЕСКОЙ ВЫБОРКИ 

О.М. Демиденко1, А.И. Якимов2, Е.А. Якимов2, К.Г. Тищенко2 

1Гомельский государственный университет имени Франциска Скорины 
2Белорусско-Российский университет, Могилёв 

 
BLENDED LEARNING TECHNOLOGY IN THE STUDY OF DESCRIPTIVE 

CHARACTERISTICS OF A STATISTICAL SAMPLE 

O.M. Demidenko1, A.I. Yakimov2, Y.A. Yakimov2, K.G. Tishchenko2 
1Francisk Skorina Gomel State University 
2Belarusian-Russian University, Mogilev 

 
Аннотация. Представлено содержательное описание смешанного обучения, отмечены основные элементы смешанной 
модели обучения и методики: ротация, перевёрнутый класс, индивидуальный план, гибкая модель. Выполнен анализ 
информационно-коммуникационных технологий и интернет-ресурсов с наборами данных для решения задачи  
статистической обработки данных. На примере решения задачи определения описательных характеристик статистиче-
ской выборки применяется язык программирования R с набором библиотек: WDI, xtable, openxlsx, psych, sm, ggplot2, 
tidyverse, dunn.test, rstatix, ggpubr. Показана реализация парсинга данных с интернет-ресурса открытых данных  
Всемирного банка (data.worldbank.org). Разработан скрипт на языке программирования R для нахождения описательных 
характеристик статистической выборки. Предложена технология применения информационно-коммуникационных 
технологий для образовательного процесса при изучении статистических методов обработки данных. 
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Введение 
Использование информационно-коммуника-

ционных технологий (ИКТ) в образовании по-
зволяет развивать интеллектуальные и творче-
ские способности студентов и помогает им фор-
мировать умения самостоятельно приобретать 
новые знания. Для этого используются различ-
ные инструменты, такие как виртуальная реаль-
ность, интеллектуальные агенты, учебные игры, 
машинное обучение и искусственный интеллект. 
Также используются цифровые технологии и 
инструменты, такие как глобальная сеть 

Интернет, электронные учебные пособия, репо-
зитории, платформы и каталоги. Все эти инстру-
менты помогают преподавателям более эффек-
тивно организовывать и проводить занятия, соз-
давать разнообразные интерактивные уроки и 
предоставлять мотивацию обучаемым [1]. 

Смешанное обучение (англ. Blended 
Learning) – это образовательная концепция, в 
рамках которой студент получает знания и само-
стоятельно онлайн, и очно с преподавателем. 
Среди преимуществ смешанного обучения под-
черкивается следующее: встраивание технологии 

ИНФОРМАТИКА
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асинхронной интернет-коммуникации в образо-
вательные курсы способствует получению одно-
временно независимого и совместного учебного 
опыта. Замечено, что использование информаци-
онных и коммуникационных технологий улуч-
шает отношение к получению знаний, а также 
качество коммуникации между студентами и 
преподавателями [2]. 

Целями данной статьи являются обзор мо-
делей смешанного обучения и разработка на их 
основе методики применения информационно-
коммуникационных технологий для повышения 
эффективности изучения статистических мето-
дов обработки данных. 

 
1 Модели смешанного обучения 
На сегодняшний день существует около со-

рока моделей смешанного обучения. В вузах ча-
ще всего используют следующие методики и их 
подвиды: ротация; перевёрнутый класс; индиви-
дуальный план; гибкая модель. 

Основными компонентами смешанной мо-
дели обучения являются [3]:  

1. Лекционные занятия: материалы лекций 
оформлены в виде презентаций и/или онлайн 
курса. 

2. Семинарские занятия (face-to-face 
sessions): занятия могут быть объединены с лек-
ционными, при этом обсуждаются наиболее 
важные темы дисциплины, а также отрабатыва-
ются практические навыки.  

3. Учебные материалы дисциплин (учебни-
ки и методические пособия): материалы пред-
ставлены в печатном и в электронном виде, ис-
пользуются различные мультимедийные прило-
жения.  

4. Онлайн-общение с преподавателями и 
студентами.  

5. Индивидуальные и групповые онлайн-
проекты (collaboration): развитие навыков работы 
в интернете, анализа информации из различных 
источников, работы вместе с группой, распреде-
ления обязанностей и ответственности за выпол-
нение работы.  

6. Виртуальная классная комната: общение 
студентов с преподавателем с помощью различ-
ных средств интернет-коммуникаций.  

7. Аудио и видеолекции, анимации и симу-
ляции. 

Контент для организации самостоятельной 
работы обучаемых в электронной среде включа-
ет: дидактические ресурсы – электронный учеб-
ник, презентации преподавателя, тематики кон-
трольных, самостоятельных, курсовых работ, 
виртуальных семинаров, ссылки на интернет-
ресурсы, список литературы и другие материалы; 
знания, создаваемые в процессе обучения и дос-
тупные для других участников учебного процес-
са; результаты выполненных заданий, групповые 
работы, презентации, доклады [2]. 

Исследования показывают, что студенты с 
высокими и средними показателями склонны 
увеличивать использование виртуальной обу-
чающей среды (англ. Virtual Learning Environ-
ment), чтобы компенсировать недостаток препо-
давания, в то время как студенты с низкими по-
казателями сокращают свой доступ, возможно, 
из-за более низкого уровня самоэффективности и 
саморегуляции. Эти результаты показывают, что 
преподавателям необходимо рассмотреть вопрос 
о разработке обучающих методик для поддержки 
студентов, когда обучение должно осуществ-
ляться через асинхронную онлайн-среду обуче-
ния. Например, преподавателям следует предос-
тавлять четкое руководство по структурирова-
нию учебной деятельности [4]. 

Принятую модель смешанного обучения по 
эффективности классифицируют как малоэффек-
тивную, среднеэффективную и высокоэффектив-
ную в зависимости от значимости последующих 
изменений в программе преподавания и резуль-
татов обучения студентов. На эффективность 
модели смешанного обучения влияет опыт пре-
подавателя и его знания в области информаци-
онно-коммуникационных технологий [5], [6]. 

В работе использована модель ES смешан-
ного обучения: ES = <S, T, M, R, C> (рисунок 1.1). 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Модель смешанного обучения 
 

В модели ES (рисунок 1.1) основными ком-
понентами являются: S – студент, T – преподава-
тель, M – мультимедийные средства, R – язык 
программирования R, C – облако данных. 

 
2 Обзор и анализ информационных тех-

нологий 
Облако данных в модели ES (рисунок 1.1) 

реализуется через сервисы Всемирного банка, 
который уже много лет собирает по каждой 
стране большие объемы статистической инфор-
мации о структуре их экономики, показатели для 
оценки уровня экономического развития и мно-
гое другое. Кроме того, это одна из крупнейших 
мировых международных финансовых организа-
ций, которая финансирует десятки проектов по 
всему миру. В начале 2010 года Всемирным бан-
ком был создан и открыт в интернете пор-
тал Data.worldbank.org. Этот сайт является цен-
тром открытой информации в машиночитаемом 
виде и предоставляет данные по следующим по-
казателям: Сельское хозяйство и развитие  
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сельских районов (Agriculture & Rural Develop-
ment), Эффективность помощи (Aid Effective-
ness), Изменение климата (Climate Change), Эко-
номика и рост (Economy & Growth), Образование 
(Education), Энергетика и горнодобывающая 
промышленность (Energy & Mining), Окружаю-
щая среда (Environment), Внешний долг (External 
Debt), Финансовый сектор (Financial Sector), 
Гендер (Gender), Здоровье (Health), Инфраструк-
тура (Infrastructure), Бедность (Poverty), Частный 
сектор (Private Sector), Государственный сектор 
(Public Sector), Наука и технологии (Science & 
Technology), Социальное развитие (Social Devel-
opment), Социальная защита и труд (Social Pro-
tection & Labor), Торговля (Trade), Городское 
развитие (Urban Development). 

Каждый из показателей имеет свои значе-
ния. Например, значения показателя Social De-
velopment: Коэффициент подростковой рождае-
мости (рождений на 1000 женщин в возрасте 15–
19 лет) (Adolescent fertility rate (births per 1,000 
women ages 15–19)), Дети в сфере занятости, 
женщины (% детей женского пола в возрасте 7–
14 лет) (Children in employment, female (% of fe-
male children ages 7–14)), Дети в сфере занятости, 
мужчины (% детей мужского пола в возрасте 7–
14 лет) (Children in employment, male (% of male 
children ages 7–14)), Дети в сфере занятости, все-
го (% детей в возрасте 7–14 лет) (Children in em-
ployment, total (% of children ages 7–14)), Уровень 
участия в рабочей силе, женщины (% женского 
населения в возрасте 15+) (смоделированная 
оценка МОТ) (Labor force participation rate, fe-
male (% of female population ages 15+) (modeled 
ILO estimate)), Уровень участия в рабочей силе, 
мужчины (% мужского населения в возрасте 15+) 
(смоделированная оценка МОТ) (Labor force par-
ticipation rate, male (% of male population ages 
15+) (modeled ILO estimate)), Ожидаемая про-
должительность жизни при рождении, женщины 
(лет) (Life expectancy at birth, female (years)), 
Ожидаемая продолжительность жизни при рож-
дении, мужчины (лет) (Life expectancy at birth, 
male (years)), Распространенность ВИЧ, женщи-
ны (% в возрасте 15–24) (Prevalence of HIV, fe-
male (% ages 15–24)), Распространенность ВИЧ, 
мужчины (% в возрасте 15–24) (Prevalence of 
HIV, male (% ages 15–24)) и др. 

R – язык программирования, созданный для 
статистической обработки и анализа данных. Он 
поддерживает многочисленные методы анализа, 
содержит статистические тесты и технологии для 
формирования графиков. Функционал применя-
ется для сравнения выборок, обнаружения при-
чинно-следственных связей, визуализации дан-
ных в виде графиков и отчетов, работы с табли-
цами. Кроме того, R имеет большое сообщество 
пользователей и разработчиков, которые создают 
и поддерживают пакеты и библиотеки для реше-
ния различных задач [7]. 

Перечень пользовательских R-библиотек 
для получения и обработки данных [8]: WDI – 
библиотека, предоставляющая доступ к данным 
World Development Indicators; xtable – предостав-
ляет функции для экспорта данных в виде таблиц 
HTML, LaTeX и Text; openxlsx – содержит функ-
ции для чтения, записи и форматирования фай-
лов Excel; psych – функции для психологических 
и психометрических исследований; sm – функ-
ции для сглаживания и построения графиков 
данных; ggplot2 – мощная и гибкая библиотека 
построения графиков; tidyverse – набор инстру-
ментов для манипулирования данными, исследо-
вания и визуализации; dunn.test – функции для 
тестов множественного сравнения Данна (Тест 
Данна используется для детального исследова-
ния различий между медианами групп. Он про-
веряет, какие из групп действительно отличают-
ся друг от друга, и позволяет установить причи-
ну этих различий. Тест Данна может быть ис-
пользован для анализа данных, полученных из 
нескольких независимых групп); rstatix – функ-
ции для манипулирования данными, статистиче-
ских тестов и построения графиков; ggpubr – 
функции для создания графиков, готовых к пуб-
ликации. 

Парсинг данных – это автоматизированный 
сбор и систематизация информации из открытых 
источников с помощью скриптов. Он может ис-
пользоваться для анализа текста, изображений, 
веб-страниц и других данных. Например, можно 
использовать парсинг данных для извлечения 
информации из сайта и использования ее для 
создания аналитической модели. Существуют 
программы для парсинга: Scraper API, iDatica, 
Octoparse, ParseHub, Scrapy, Diffbot, Cheerio и др. 

Для извлечения данных (парсинга) с порта-
ла Data.worldbank.org используется прямое об-
ращение к R-библиотеке WDI (рисунок 2.1).  
 

 
 

Рисунок 2.1 – Парсинг данных с применением 
библиотеки WDI 

 
Для библиотеки WDI передаются соответ-

ствующие параметры: indicator – показатель, по 
которому осуществляется выборка данных; 
country – страны, по которым выполняется вы-
борка; start и end – годы начала и конца периода, 
по которым выбираются данные; extra – при ус-
тановке значения TRUE возвращает дополни-
тельную информацию, такую как регион, уро-
вень дохода и др. [8]. 
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3 Технология определения описательных 
характеристик статистической выборки 

Описательные характеристики статистиче-
ской выборки делят на две основные группы: 
меры центральной тенденции и характеристики 
вариации. Центральную тенденцию выборки по-
зволяют оценить среднее арифметическое значе-
ние, мода, медиана. К характеристикам вариации 
исследуемых данных относят размах варьирова-
ния, дисперсию, среднее квадратическое откло-
нение, коэффициент вариации, стандартную 
ошибку средней арифметической. 

В соответствии с моделью смешанного обу-
чения для определения описательных характери-
стик в образовательном процессе используются 
информационно-коммуникационные технологии: 
интернет-данные, парсинг данных, библиотеки 
языка программирования R. 

Методика получения данных по заданному 
параметру и выбранному значению. 

Шаг 1. Загрузить и подключить пользова-
тельские R-библиотеки: 

 

library(WDI) 
library(xtable) 
library(openxlsx) 
library(psych) 
library(sm) 
library(ggplot2) 
library(tidyverse) 
library(dunn.test) 
library(rstatix) 
library(ggpubr). 
 

Шаг 2. Создаётся выборка по данным пор-
тала Data.worldbank.org, например, с именем 
collection: 

 

collection <‐WDI(indicator = "SP.DYN.LE00.MA.IN", 
country ="all", start=2015, end=2020, extra=TRUE) 

 

где indicator  =  "SP.DYN.LE00.  MA.IN"  – код 
значения Ожидаемая продолжительность жизни 
при рождении, мужчины (лет) (Life expectancy at 
birth, male (years)) показателя Социальное разви-
тие (Social Development); 

country ="all" – выбраны все страны; 
start  =  2015  – выбираются данные с 2015 

года; 
end  =  2020  – выбираются данные по 2020 

год; 
extra  =  TRUE  – выбираются дополнитель-

ные данные. 
Шаг 3. На основе подготовленной выборки 

для каждого года ставится задача провести ста-
тистический анализ с помощью R: 

– привести описательную статистику. 
– построить гистограмму распределения, 

подобрав соответствующее число интервалов 
разбиения; 

– проверить гипотезу о принадлежности 
нормальному закону распределения. 

Шаг 3.1. Определяем описательные харак-
теристики выборки collection. 

Пусть, например, требуется провести анализ 
данных по состоянию на 2020 год. 

Разобьём всю выборку collection на под-
множества в зависимости от уровня дохода в 
странах и определим дополнительные перемен-
ные для анализа данных: collection_INCOME1 – 
страны с высоким доходом, collection_INCOME2 
– страны с низким доходом, collection_INCOME3 
– страны с доходом ниже среднего, col-
lection_INCOME4 – страны с доходом выше 
среднего): 

 

collection_INCOME1<‐subset 
(collection,income=="High income"&year==2020) 
collection_INCOME2<‐subset 
(collection,income=="Low income"&year==2020) 
collection_INCOME3<‐subset 
(collection,income=="Lower middle 
income"&year==2020) 
collection_INCOME4<‐subset 
(collection,income=="Upper middle 
income"&year==2020) 
collection_INCOME<‐subset 
(collection,year==2020&income!="Aggregates"). 
 

После выполнения операции создания пе-
ременных в области Environment в R studio ото-
бразятся дополнительные переменные (рисунок 
3.1). 

 

 
 

Рисунок 3.1 – Выборки с именами  
collection, collection_INCOME (INCOME1, …, INCOME4) 

 
Можно отметить наличие несовпадения в 

количестве стран относительно объема выборок 
collection_INCOME1  –  collection_IN‐COME4 и вы-
борки collection_INCOME. Это обусловлено тем, 
что у Венесуэлы нет данных по уровню дохода 
за 2020 год и она не была отнесена ни к одной 
выборке по уровню дохода. 

Расчет арифметической средней, медианы, 
дисперсии, стандартного отклонения, а также 
минимального и максимального значений в R 
выполняют функции mean(), median(), var(), sd(), 
min() и max() соответственно. В системе R име-
ется возможность и более быстрого расчета ос-
новных параметров описательной статистики. 
Для этого, в частности, служит функция общего 
назначения summary(): 
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summary(collection_INCOME1$SP.DYN.LE00.MA.IN) 
summary(collection_INCOME2$SP.DYN.LE00.MA.IN) 
summary(collection_INCOME3$SP.DYN.LE00.MA.IN) 
summary(collection_INCOME4$SP.DYN.LE00.MA.IN). 
 

Одной строки кода достаточно для получе-
ния минимального (Min) и максимального (Max) 
значений collection_INCOME1  –  collection_INCOME4, 
медианы (Median), арифметической средней 
(Mean), первого (1st  Qu.) и третьего (3rd  Qu.) 
квартилей, а также для определения количества 
отсутствующих значений (NA's) (рисунок 3.2).  

 

 
 

Рисунок 3.2 – Описательные характеристики 
выборок collection_(INCOME1, …, INCOME4) 

 

Шаг 3.2. Выполним построение гистограмм 
распределения исследуемых выборок. 

Вызываем функцию hist, параметром кото-
рой является переменная с кодом значения пока-
зателя, в данном случае код значения Ожидаемая 

продолжительность жизни при рождении, муж-
чины (лет) (Life expectancy at birth, male (years)) – 
SP.DYN.LE00.MA.IN: 

 

hist(collection_INCOME1$SP.DYN.LE00.MA.IN) 
hist(collection_INCOME2$SP.DYN.LE00.MA.IN) 
hist(collection_INCOME3$SP.DYN.LE00.MA.IN) 
hist(collection_INCOME4$SP.DYN.LE00.MA.IN) 

 

Гистограммы распределения исследуемых 
выборок представлены на рисунке 3.3. 

Шаг 3.3. Проверим гипотезу принадлежно-
сти полученных распределений нормальному 
закону распределения. 

Для проверки гипотезы о принадлежности 
нормальному закону распределения использует-
ся тест Шапиро-Уилка, который реализуется в R 
через функцию shapiro.test(): 
 

shapiro.test(collection_INCOME1$SP.DYN.LE00.MA.IN) 
shapiro.test(collection_INCOME2$SP.DYN.LE00.MA.IN) 
shapiro.test(collection_INCOME3$SP.DYN.LE00.MA.IN) 
shapiro.test(collection_INCOME4$SP.DYN.LE00.MA.IN) 
 

Для проверки случайной величины на нор-
мальность распределения, нулевая H0 и альтер-
нативная H1 гипотезы формулируются следую-
щим образом: 

 

  
а) collection_INCOME1 б) collection_INCOME2 

  
в) collection_INCOME3 г) collection_INCOME4 

 

Рисунок 3.3 – Гистограммы распределения исследуемых выборок collection_(INCOME1, …, INCOME4) 
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H0: Случайная величина распределена по 
нормальному закону; 

H1: Случайная величина не распределена по 
нормальному закону. 

Функция shapiro.test(x) принимает на вход 
выборку объема не меньше 3 и не больше 5000, 
возвращает список со следующими компонента-
ми: statistic – значение статистики теста, кото-
рую принято обозначать символом W; p.value – 
апроксимация p-value для полученного значения 
статистики; method – строка с названием теста; 
data.name – имя переменной, содержащей вы-
борку, которая была передана функции 
shapiro.test в качестве аргумента (рисунок 3.4). 

 

 
 

Рисунок 3.4 – Результаты оценивания выборок 
по критерию Шапиро – Уилка 

 
В данном случае (рисунок 3.4) при уровне 

значимости, например, α = 0,05 для выборки 
collection_INCOME1 гипотезу H0 следует откло-
нить (так как p – value < α), а для остальных H0 
должна быть принята. 
 

4 Результаты и их обсуждение 
Разработанные R-скрипты для получения 

описательных характеристик статистических 
выборок применены при анализе данных, полу-
ченных с портала Data.worldbank.org. 

Для расчета арифметической средней, ме-
дианы, дисперсии, стандартного отклонения, а 
также минимального и максимального значений 
в R служат функции mean(), median(), var(), sd(), 
min() и max() соответственно.  

Специальной функции для расчета стан-
дартной ошибки средней в R нет, однако для это-
го вполне подойдут уже имеющиеся функции. 
Как известно, стандартная ошибка средней рас-
считывается как отношение стандартного откло-
нения к квадратному корню из объема выборки. 

Квантили рассчитываются в R при помощи 
функции quantile(). При настройках, заданных по 
умолчанию, выполнение указанной команды 
приведет к расчету минимального и максималь-
ного значений, а также трех квартилей, т. е.  

значений, которые делят выборку на четыре рав-
ные части. Функция quantile() позволяет рассчи-
тать и другие квантили. Например, децили, т. е. 
значения, делящие выборку на десять частей. 

Рассмотренные выше функции позволяют 
получить достаточно полное представление об 
анализируемых выборках. Однако специальные 
функции для расчета некоторых параметров опи-
сательной статистики не входят в базовую вер-
сию R, например, коэффициенты эксцесса (англ. 
kurtosis) и асимметрии (skewness) – параметры, 
характеризующие форму распределения. Можно 
рассчитать эти величины по соответствующим 
формулам или воспользоваться имеющимися 
дополнительными пакетами для R, например, 
пакетом moments. 

Кроме базовой функции shapiro.test(), при 
помощи которой можно выполнить широко ис-
пользуемый тест Шапиро – Уилка, в R реализо-
ваны практически все имеющиеся тесты на нор-
мальность [9] – либо в виде стандарных функ-
ций, либо в виде функций, входящих в состав 
отдельных пакетов. Например, функции из паке-
та nortest реализуют следующие распространен-
ные тесты на нормальность (установить этот па-
кет можно командой install.packages("nortest")):  

ad.test() – тест Андерсона – Дарлинга; 
cvm.test() – тест Крамера-фон Мизеса; 
lillie.test() – тест Колмогорова – Смирнова в 

модификации Лиллие-форса;  
pearson.test() – критерий хи-квадрат Пирсона; 
sf.test() – тест Шапиро – Франсия. 
 
Заключение 
Смешанное обучение комбинирует в себе 

элементы традиционного присутственного обу-
чения и онлайн-обучения, что может иметь мно-
жество преимуществ при изучении статистиче-
ских методов обработки данных. 

Модель ES смешанного обучения реализо-
вана при изучении статистических методов об-
работки данных с использованием R-скриптов и 
парсинга данных портала Data.worldbank.org при 
изучении описательных характеристик иссле-
дуемых выборок. 

Применение смешанного обучения позволя-
ет студентам развивать навыки самостоятельной 
работы, практику работы с языками программи-
рования и информационно-коммуникационными 
технологиями. 
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Введение 
Отсутствие универсальных алгоритмов об-

работки изображений вынуждает для каждой 
разрабатываемой (модернизируемой) оптико-
электронной системы адаптировать существую-
щие или синтезировать новые алгоритмы обра-
ботки изображений, исходя из задач и условий 
работы системы. Для экономии временных и 
материальных ресурсов при первичном анализе 
алгоритмов обработки изображений использует-
ся математическое моделирование работы сис-
темы в заданных условиях [1]. Для получения 
результатов близких к реальным требуется, что-
бы математическая модель была адекватна усло-
виям работы системы. Для оценки адекватности 
математической модели производится сравнение 
показателей качества работы алгоритмов обра-
ботки изображений на реальной системе и на 
экспериментальной модели. Считается, что если 
расхождение между показателями, полученными 
на реальных данных и на моделируемых не 

превышает 10–15 %, то модель можно считать 
адекватной [2, с. 18]. 

Однако в ряде случаев такой подход к оцен-
ке адекватности не представляется возможным в 
связи с отсутствием требуемых алгоритмов об-
работки изображений. Например, на сегодняш-
ний день отсутствуют алгоритмы обнаружения 
(малоразмерных, малоконтрастных) объектов на 
гиперспектральных изображениях при съемке с 
наземного или низколетящего носителя. Это 
обусловлено тем, что гиперспектральные изо-
бражения, как правило, используют при анализе 
поверхности на больших удалениях, например, 
из космоса. 

В связи с этим возникает необходимость 
оценить адекватность разрабатываемой матема-
тической модели изображения в условиях отсут-
ствия целевых алгоритмов его обработки. Реше-
нию данной задачи и будет посвящена эта статья. 
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1 Критерии сходства изображений 
Предположим, что адекватной математиче-

ской моделью изображений является та, в кото-
рой сформированное изображение максимально 
схоже с реальным по заданным критериям каче-
ства и результат обработки сгенерированного 
изображения схож с результатом обработки ре-
ального изображения. Критерии качества выби-
раются, исходя из решаемой задачи. Классиче-
ские критерии качества изображения и их при-
менимость описаны в [3]–[5]. К ним относят: 
среднеквадратическая ошибка (MSE); пиковое 
отношение сигнала к шуму (PSNR); норма Мин-
ковского (L2) и индекс структурного сходства 
(SSIM). 

В практических задачах поиска похожих 
изображений широко распространены критерии, 
сравнивающие значение хэш-функции от изо-
бражений (mediumHash и pHash) [6]. Перспек-
тивными критериями сходства считают [7]:  

искусственные нейронные сети (далее – ИНС); 
классификаторы на основе машинного обучения, 
такие как машина опорных векторов (SVM), 
ближайшие соседи (kNN) и др. 

Ввиду того, что готовые критерии сходства 
на основе ИНС либо имеют закрытый исходный 
код и не дают возможность провести обучение 
ИНС на собственном наборе данных, или имеют 
сложную структуру, которую нельзя обучить на 
имеющемся в нашем распоряжении наборе дан-
ных, разработаем критерий самостоятельно. 

 
2 Структура нейронной сети оценки сход-

ства двух изображений 
Структурная схема предлагаемой ИНС 

оценки сходства двух изображений представлена 
на рисунке 2.1. 

Из рисунка 2.1 видно, что ИНС можно ус-
ловно разделить на две части: 
 

 

Resize block
Feature 

extraction

Concatenate Evaluation

Resize block
Feature 

extraction

?x?x3

?x?x3

416x416x3

416x416x3

1600

1600

40x40x2 1

Reshape

Reshape

40x40x1

40x40x1  
 

Рисунок 2.1 – Структурная схема ИНС оценки сходства двух изображений 
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Рисунок 2.2 – Структурная схема блоков ИНС: извлечения признаков (а), оценки сходства признаков (б), 
составных частей модулей извлечения признаков и оценки их сходства (в) 
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– первая часть – сиамская сеть для извлече-
ния информационных признаков изображения, 
включающая в себя приведение исходных изо-
бражений к единому размеру (Resize block), не-
посредственно извлечение информационных 
признаков (Feature extraction) и изменение раз-
мерности (Reshape); 

– вторая часть – классификатор, оцениваю-
щий сходства, включающий блок конкатенации 
карт признаков от двух изображений и блок 
оценки сходства. 

Структурные схемы блоков извлечения при-
знаков, оценки их сходства представлены на ри-
сунках 2.2, а и б соответственно. На рисунке 2.2, в 
представлены структуры составных частей блоков 
извлечения признаков и оценки их сходства. Под-
робное описание используемых слоев приведено в [8]. 

Функционирование представленной ИНС 
также можно представить в виде двух этапов. На 
первом этапе на вход подается 2 трехканальных 
RGB-изображения. Далее оба изображения при-
водятся к единому размеру – 416×416 пикселей, 
после чего изображения поступают на блок из-
влечения признаков, выходом блока является од-
номерный вектор, включающий 1600 признаков 
изображения. После одномерный вектор преобра-
зуется в двумерную матрицу размерностью 40×40. 
На этом завершается работа сиамской ИНС. 

На втором этапе полученные две двухмер-
ные матрицы признаков изображений объединя-
ются в один трехмерный тензор – 40×40×2. Да-
лее полученный тензор подается на вход блока 
оценки сходства выходом которого является чис-
ло находящиеся в диапазоне от 0 до 1. Чем ближе 
результат к единице, тем более схожими являются 
изображения, при этом необходимо отметить, что 
если результат равен 1, то это не означает, что 
входные изображения являются идентичными. 
 

3 Оценка критериев сходства изображений 
Оценим применимость показателей схоже-

сти изображения. Для этого применим следую-
щие показатели качества [1]: 

– точность определения схожих изображе-
ний – отношение числа пар изображений, верно 
детектированных как схожие к общему числу 
пар изображений, детектированных как схожие; 

– полнота определения схожих изображе-
ний – отношение числа пар изображений, верно 
детектированных как схожие к числу пар схожих 
изображений; 

– точность определения различных изобра-
жений – отношение числа пар изображений, вер-
но детектированных как различные к общему 
числу пар изображений, детектированных как 
различные; 

– полнота определения различных изобра-
жений – отношение числа пар изображений, вер-
но детектированных как различные к числу пар 
различных изображений. 

В качестве тестовых данных будут исполь-
зоваться пары изображений из набора данных, 
состоящего из изображений 6-ти классов, каж-
дый класс представлен 360-ю изображениями. 
Сами классы представлены распространенными 
математическими моделями изображений: Гаус-
сова модель изображений, Марковские случай-
ные поля, случайные поля Гибса, дваждыстахо-
стическая модель, дваждыстахостическая модель 
с квантованием по уровню, волновая модель [1], 
[9, с. 43], [10, с. 20]. 

Для начала работы тестовую выборку необ-
ходимо разбить на пары таким образом, что пары 
с четными номерами являются изображениями 
одного класса – схожие изображения, а пары с 
нечетными номерами – изображениями разных 
классов – различные изображения. Далее пары 
изображений поступают на вход проверяемого 
критерия, по результатам оценки которого рас-
считываются метрики качества. 

Результаты оценки критериев сходства изо-
бражений на тестовом наборе данных представ-
лены в таблице 3.1. 
 

Таблица 3.1 – Результаты оценки критериев 
сходства изображений на тестовом наборе данных 

 

Критерий 
сходства

Точность 
опреде-
ления 

схожих 
изобра-
жений 

Полнота 
опреде-
ления 

схожих 
изобра-
жений 

Точность 
опреде-
ления 

различ-
ных изо-
бражений 

Полнота 
опреде-
ления 

различ-
ных изо-
браже-

ний 
MSE 0,55 0,91 0,73 0,23 
PSNR 0,7 0,73 0,7 0,68 
L2 0,68 0,51 0,6 0,76 
SSIM 0,5 0,97 0,5 0,03 
medium-
Hash 

0,52 0,16 0,5 0,85 

pHash 0,4 0,13 0,47 0,8 
ИНС 0,94 0,93 0,89 0,9 
 

Как видно из таблицы 3.1 лучшие результа-
ты были получены при использовании критерия 
на основе ИНС, в связи с чем в основе методики 
оценки адекватности математической модели 
будет применятся именно ИНС оценки сходства 
двух изображений. Поскольку нельзя принять 
решение об адекватности математической моде-
ли по результатам одного сравнения, разработа-
ем методику, выполняющую сравнение серии 
изображений. 

 

4 Методика оценки адекватности мате-
матической модели изображения 

В основе методики используется k-кратная 
перекрестная проверка для ИНС оценки сходства 
двух изображений [11]. На рисунке 4.1 представ-
лен алгоритм методика оценки адекватности ма-
тематической модели изображения с реальными 
изображениями. 
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Рисунок 4.1 – Методика оценки адекватности 
математической модели изображения 

с реальными изображениями 
 

В соответствии с рисунком 4.1 для оценки 
адекватности математической модели изображе-
ния требуется: 

1) выделить переменную estimate, которая 
необходима для хранения текущей суммы оце-
нок сходства двух изображений; 

2) выполнить разбиение набора данных на 
10 равных частей таким образом, чтобы в каждой 
части было равное число реальных изображений и 
изображений проверяемой математической модели; 

3) выделить 1-ю часть набора как тестовую, 
а 2 – 10-ю как тренировочную; 

4) провести обучение ИНС на тренировоч-
ной части набора данных. При этом изображения 
разбиваются на пары так, чтобы пары с четными 
номерами являлись изображениями одного клас-
са, а пары с нечетными номерами – изображе-
ниями разных классов; 

5) провести проверку обученной ИНС, при 
этом результат оценки каждой пары суммируется 
к переменной estimate. При этом изображения 
разбиваются на пары таким образом, чтобы каж-
дая пара являлась изображениями разных классов; 

6) выполнить пункты 3 – 5 для оставшихся 
частей набора данных; 

7) разделить итоговую сумму оценки сход-
ства estimate на общее число пар изображений. 

Если итоговая оценка адекватности матема-
тической модели находится в интервале от 0,0 до 
0,5 – это означает, что математическая модель 
значительно отличается от описываемой сцены, 
чем ближе оценка к 0,0, тем сходство меньше. 
Большинство пар изображений были правильно 
идентифицированы как различные, т. е. 

математическая модель неадекватно описывает 
заданные условия. Если же итоговая оценка аде-
кватности находится в интервале от 0,5 до 1,0 – 
означает, что математическая модель слабо от-
личается от описываемой сцены, чем ближе к 
1,0, тем сходство больше. При этом большинство 
пар изображений не были идентифицированы 
как различные, т. е. математическая модель адек-
ватно описывает заданные условия. В целом, 
математическую модель можно считать адекват-
ной для проведения на ней оценки качества ра-
боты разрабатываемых алгоритмов обработки 
изображений при итоговой оценке адекватности 
больше или равной 0,5. 

Необходимо отметить, что при размере на-
бора данных менее 1000 пар изображений лучше 
использовать уже обученную ИНС на другом 
большом наборе данных (более 1000 пар). Так же 
оценку адекватности модели больше 0,5 можно 
получить только при использовании уже обучен-
ной ИНС. 

 
5 Верификация методики 
Для того чтобы проверить выдвинутое 

предположение оценим адекватность Гауссовой 
модели изображения двумя способами: 

1) сравнив качество работы гистограммного 
алгоритма обнаружения на Гауссовой модели 
изображения и на реальных видеопоследователь-
ностях двух типов: первый тип – видеопоследо-
вательность с летательным аппаратом на фоне 
чистого неба, второй тип – видеопоследователь-
ность с автомобилем на фоне леса; 

2) сравнив Гауссову модели изображения с 
кадрами реальных видеопоследовательностей двух 
типов: первый тип – чистое неба, второй тип – лес. 

Для оценки адекватности первым способом 
воспользуемся исследовательским инструмента-
рием описанным в [1]. Результаты качества рабо-
ты гистограммного алгоритма обнаружения на 
трех типах видеопоследовательностей представ-
лены в таблице 5.1. 

 

Таблица 5.1 – Результаты качества работы 
гистограммного алгоритма обнаружения на трех 
типах видеопоследовательностей 

 

Тип видеопосле-
довательности 

Точность 
обнару-
жения 

Полнота 
обнару-
жения 

Пересечение 
над объеди-

нением 
Гауссова модель 
изображения 

1 1 0,55 

Реальная видеопо-
следовательность 
с летательным ап-
паратом на фоне 
чистого неба 

0,96 0,92 0,57 

Реальная видеопо-
следовательность 
с автомобилем на 
фоне леса 

0,01 0,42 0,22 
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Для оценки адекватности вторым способом 
используется обученная ИНС, в качестве обу-
чающей выборки использовался набор данных 
аналогичный набору, применяемому для оценки 
критериев сходства, за исключением того, что 
была исключена Гауссова модели изображения и 
число изображений для каждого класса было уве-
личено до 1080. Результаты оценки адекватности 
Гауссовой модели изображения для двух типов 
видеопоследовательностей приведены в таблице 5.2. 

 

Таблица 5.2 – Результаты оценки адекват-
ности Гауссовой модели изображения для двух 
типов видеопоследовательностей 

 

Тип видеопоследовательности Оценка 
адекватности 

Реальная видеопоследователь-
ность чистого неба 

0,64 

Реальная видеопоследователь-
ность с лесом 

0,01 

 

По полученным результатам из таблицы 5.1 
можно сделать вывод, что Гауссова модель адек-
ватно описывает изображения, соответствующие 
чистому небу (отклонения метрик качества рабо-
ты алгоритма обнаружения на реальной и смоде-
лированной видеопоследовательностях состави-
ли менее 10%). Однако при этом модель не адек-
ватно описывает изображения, соответствующие 
лесу (отклонения метрик качества работы алго-
ритма обнаружения на реальной и смоделиро-
ванной видеопоследовательностях составили 
более 10%). При этом из таблицы 5.2 можно сде-
лать аналогичный вывод: Гауссова модель изо-
бражения адекватно описывает изображения, 
соответствующие чистому небу, и неадекватно 
описывает изображения, соответствующие лесу. 

Таким образом, выдвинутое предположение 
можно считать подтвержденным. 
 

Заключение 
Для оценки сходства изображений актуаль-

ными являются критерии на основе ИНС. В ча-
стности, в статье предложена структура ИНС, 
позволяющая рассчитывать показатель сходства 
пары изображений. Предложенная структура ИНС 
позволила повысить точность обнаружения схо-
жих и различных изображений до 2-х раз в срав-
нении с классическими и применяемыми на прак-
тике критериями оценки сходства изображений. 

Для оценки степени адекватности матема-
тической модели изображения была предложена 
методика, использующая k-кратную перекрест-
ную проверку ИНС на наборе данных, состоя-
щем исключительно из реальных изображений 
целевой обстановки и изображений, полученных 
с помощью оцениваемой математической моде-
ли. Корректность оценки адекватности матема-
тической модели изображения была продемонст-
рирована на простейшем примере Гауссовой мо-
дели. При оценке адекватности было установлено, 
что Гауссова математическая модель изображения 

подходит для описания лишь простой фоновой 
обстановки, а для моделирования сложной фоно-
вой обстановки оказывается неадекватной. 
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Аннотация. Приведены результаты исследования субъективных восприятий цифровых изображений. Предложена  
модель цифрового изображения на макро-, микро- и информационном уровнях, а также дано описание опросника для 
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Introduction 
Due to the development of microelectronics 

and computer technology, digital images have en-
tered our daily life from aerospace, medical and 
other fields. Big data research shows that more than 
50% of the information people receive in daily life 
comes from digital images, such as screens, TVs, 
computers and smart phones, which affect people's 
physiology and psychology while transmitting in-
formation. 

A digital image is an information model de-
scribed according to ISO/IEC 19794-5 [1] by a two-
dimensional representation of the brightness and 
texture of an object under certain lighting condi-
tions, a discrete-continuous structure consisting of a 
finite number of elements (pixels) each of which has 
a geometric reference to the displayed object and its 
state in time. Digital images display symbols, graph-
ics, coordinates, static and dynamic, primary and 
secondary, protected and unprotected information, 
categorized by features such as number of degrees of 
freedom, color depth, graphic type, information pro-
vided, playback mode, number of layers, etc. At the 
macro level, the digital image has a non-point pri-
mary emitter, which is potentially dangerous in 
terms of unwanted visual effects, such as “flashes” 
with hazardous class of A, AA, AAA, areas of un-
comfortable brightness, etc. At the microscopic 
level, a digital image is a discrete continuous object 

with an ordered structure of a finite number of ele-
ments, each of which is independently assigned 
color, intensity, and other characteristics; and ac-
cording to GOST R 52872-2019, this is “content 
brought to the user through his senses using a user 
application, often not requiring compliance with the 
standard.” At the information level, a digital image 
is a content that carries a semantic and psycho-
emotional load, described through an ensemble of 
states in the space of random events by families of 
orthogonal matrices and undirected graphs through 
data arrays and real functions img I(x,y) [2]: 
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where W and H are the width and height of the image. 
As people spend a lot of time interacting with 

digital images on computers, smartphones and tele-
visions, their subjective perception issues are af-
fected by the World Health Organization (WHO), 
International Standardization Organization (ISO), 
International Telecommunication Union (ITU), In-
ternational Color Union (ICC), etc. At the same 
time, the developed normative documents are based 
on the results of psychophysical experiments aimed 
at understanding the aspects of safety and ergonom-
ics in terms of the preferred dynamic range of 
brightness, viewing conditions and time.  
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Recommendations on viewing conditions and view-
ing environments are given by ITU [3], and specifi-
cations by ICC [4].  

 
1 Experimental method – Questionnaire 
In October 2021, the authors compiled a ques-

tionnaire in Russian, English and Chinese to study 
the psychophysiological perceptions of digital im-
ages. The purpose of the study is the formation of 
biological reference intervals used in the future to 
design a favorable light environment. The question-
naire is hosted on the cloud https://docs.google.com/ 
forms/d/e/1FAIpQLSd8R5J5JsTak-KbYOBJA53- 
pz3IHBIfpbQUz_sTJYLJZT_pVfA/viewform and 
includes the registration area indicating age, gender, 
geographic region, profession, which are used as 
factors of biological reference intervals.  

The questionnaire contains 35 questions, for 
example, “What devices do you interact with most 
during the day?” , “How often do you have problems 
with insomnia?”, “What content do you prefer to use 
during your free time while at home?”, “How much 
time do you usually spend interacting with the TV 
while at home?”, “How often do you wake up at 
night for no apparent reason and have difficulty fal-
ling asleep?”, “Do you take normal breaks when 
interacting with a computer?”, “In what kind of light 
environment do you work at a computer?”, “Do you 
have complaints about poor health?”, “ How often 
do you notice numbness and pain in the hand, back 
pain, dry eyes, headaches; neglect of personal hy-
giene, eating near a computer?”, “Does working 
with a computer cause eye irritation (itching, burn-
ing, feeling of sand under the eyelids?”, “Do you 
have visual impairment (nearsightedness, farsight-
edness, astigmatism)?”, “How do you prefer to 
communicate with close people or friends?”, “How 

often is there an actualization or threat of loss of 
friendships and / or family relations, academic suc-
cess due to frequent work at the computer (staying 
online)?”, “How often do you neglect family, social 
responsibilities and studies due to frequent work at 
the computer (being online)?”, “Do you feel the 
need to return to the computer to improve your 
mood or avoid life problems?”, etc. 

 
2 Results and discussion  
2.1 Results of questionnaire survey 
The proportion of men and women participat-

ing in this questionnaire is similar, and the age span 
is wide, ranging from 15 to 63 years old, from dif-
ferent countries or regions, different occupations 
(mainly students). 

Through the questionnaire survey, the follow-
ing conclusions can be drawn: 

1. Smartphones are the most-used electronic 
devices of the day; next is laptops, then TVs. (From 
questions 2-7, Figyure 2.1, 2.2)/ 

2. Computers make up a large proportion of 
people’s daily lives (17), while TV is no longer a 
necessity and most people do not even watch it (16), 
as shown in Figure 1.3. 

3. People prefer dynamic content (12, 14), as 
shown in Figure 1.4, but for possible visual and 
mental fatigue, the form of digital images has less 
influence and the content has more influence (35), in 
Figure 1.5. 

4. People prefer to work in bright environments 
(20), as shown in Figure 1.6. 

5. Communication with relatives and friends is 
mostly face-to-face, and normal and frequent using 
of computer may lead to irregular work or breaks, 
but currently does not cause social problems (26–
29), as shown in Figure 1.7.  

 

 
 

Figure 2.1 – The results of questions 2–4 in questionnaire survey 
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Figure 2.2 – The results of questions 5–7 in questionnaire survey 

 
16. How much time do you usually spend interacting 

with the TV while at home? 
17. How much time do you usually spend during the 

day interacting with a computer? 

  
 

Figure 2.3 – The results of question 16 (spend interacting with th TV) and 17 (interacting with a computer) 
in questionnaire survey 

 
12. What kind of content do you prefer to watch 

on your smartphone during a limited time  
(for example, when you are traveling in public 

transport or waiting in line at the bank)? 

14. What content do you prefer to use during your free time 
while at home? 

 

 

  
Figure 2.4 – The results of question 12 and 14 in questionnaire survey 
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          35. What content makes you tired? 

 
Figure 2.5 – The result of question 35 in questionnaire survey 

 

 
Figure 2.6 – The result of question 20 in questionnaire survey 

 
26. How do you prefer to communicate with loved ones 

or friends? 
27. How often is there an actualization or threat of loss 

of friendships and/or family relationships, academic 
success due to frequent computer work (being online)?

    
 

28. How often do you neglect family, social 
responsibilities and studies due to frequent computer 

work (being online)? 

 
29. Do you feel the need to get back to your computer 

to improve your mood or get away from life’s 
problems? 

    
 

Figure 2.7 – The results of questions 26–29 in questionnaire survey 
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2.2 Further discussion 
Other factors affecting subjective perception 

mainly include lens transmission spectra, spectral 
response curves, and photobiological rhythm factors. 

The light transmission characteristics of eyes 
are mainly determined by the lens, and the differ-
ence in the transmission spectrum of eyes at differ-
ent ages is also determined by the lens [5], [6]. It can 
be seen that with the increase of age, the transmis-
sion spectrum of the lens decreases continuously, 
and the blue light part decreases more than the red 
light. This is due to the fact that the anterior capsule 
of the lens continues to thicken with age, its mass 
and density continue to increase [7], and its optical 
path becomes longer and longer. 

The photopic spectral response curve V(λ) 
adopts the data given by CIE in 1924, and its peak 
wavelength is at 555 nm. The circadian rhythm re-
sponse function C(λ) adopts the data given by Gall 
et al., Germany, which is adopted by the German 
standard DIN V031-100: 2009 [8], and its peak 
wavelength is around 450 nm. Gall et al. [9] pro-
posed the concept of photobiological rhythm factor 
to quantitatively evaluate the non-visual biological 
effects of light on the human body. 

The impact of digital images on the human 
body is not only the adaptation or perception of vi-
sion, but also the impact on human circadian 
rhythms, including sleep, wake cycles, body tem-
perature rhythms and hormone secretion rhythms. 
Currently, medical aspects related to the position of 
a person's head and neck when viewing content are 
relevant. The digitization of global society is causing 
the study of the impact of digital images to become 
multidisciplinary, bringing together the scientific 
community, manufacturers and regulators. 
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not cite unpublished papers. The numbers of refer-
ences are sited in square brackets (e. g. [1], [2]). 

The paper should be signed by all authors. 
The following documents should be attached to 

the article: 
– covering letter of the organization in which 

the work was done with a request for publication; 
– information about the authors; 
– expert opinion on the possibility of publish-

ing an article in the press; 
– treaty on the transfer of the copyright (two 

copies). 
The authors should provide the following in-

formation on a separate sheet: surname, first name, 
patronymic, science degree, rank and correct postal 
address for correspondence, organization or com-
pany name and position, title, research field, home 
or office phone numbers, and e-mail address. 

Then the paper is sent to the Editorial Board to 
be reviewed. The Editorial Office informs the au-
thors of paper denial and the reviewer's conclusion 
without returning the manuscript. A request to revise 
the manuscript does not imply that the paper is ac-
cepted for publication since it will be re-reviewed 
and considered by the Editorial Board. The authors 
of the rejected paper have the right to apply for its 
reconsideration. 

The Editorial Board has the right to edit the 
manuscript and abridge it without misrepresenting 
the paper contents. 
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Papers not meeting the above requirements are 
denied and returned to the authors. The date of re-
ceipt of the final version by the Editorial Office is 
considered as the submission date. 

Authors are responsible for the submission of 
their publication because submission is a representa-
tion that the paper has not been previously published 
and is not currently under consideration for publica-
tion elsewhere. The Editorial Board charters top-
priority for postgraduate students (postgraduate 
course, persons working for doctor's degree, com-
petitors for scientific degree) during the current year 

of the completion of a course. Publication of the 
paper is free of charge. 

Samples of the preparation of an article, infor-
mation about the authors, expert opinion and the text 
of the treaty on the transfer of the copyright are 
placed on the site http://pfmt.gsu.by. 

The journal «Problems of Physics, Mathemat-
ics and Technics» is included in the mass media 
catalogue of the Republic of Belarus. Index: 01395 
(for personal subscribers), 013952 (for enterprises 
and organizations). 
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