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К НАХОЖДЕНИЮ МАКСИМУМОВ В ОПЫТЕ ЮНГА 
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Белорусский государственный университет транспорта, Гомель 
 

TO FINDING THE MAXIMUMS IN YOUNG’S EXPERIENCE 

N.A. Akhramenko, I.O. Delikatnaya, E.I. Dotsenko 

Belarusian State University of Transport, Gomel 
 

Аннотация. В литературе по физике, посвященной разделу «Оптика», рассматриваются различные схемы наблюдения 
интерференции, среди которых существенное место занимает опыт Юнга. Максимумы интерференции в этом опыте 
описываются довольно простой формулой. Расстояния между соседними интерференционными полосами, следующие 
из этой формулы, являются одинаковыми для любого порядка максимума. В данной работе рассматривается возмож-
ное уточнение нахождения максимумов интерференции и как это повлияет на расстояние между соседними интерфе-
ренционными полосами. 
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Abstract. In the physics literature devoted to the section “Optics”, various schemes for observing interference are considered, 
among which Young’s experiment occupies a significant place. The interference maxima in this experiment are described with 
a fairly simple formula. The distances between adjacent interference fringes, following from this formula, are the same for any 
order of maximum. In this paper, we consider a possible refinement of finding interference maxima and how this will affect the 
distance between adjacent interference fringes. 
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Introduction 
In 1802, Thomas Young conducted his expe-

riment on the scattering of light. Two holes, very 
close to each other, were made with a pin in an 
opaque screen. They were illuminated by sunlight 
passing through a small hole in the screen. Light 
passing through holes in an opaque screen, ex-
panding due to diffraction, forms two light cones. 
They partially overlap on the screen for observation. 
In the area of their overlap, one can observe the al-
ternation of dark and light stripes. A similar experi-
ment is carried out using narrow long slots [1]–[7]. 

The observation of an interference pattern 
means that light has wave properties (particle-wave 
dualism of light). Interference can only be observed 
for coherent light sources. It is practically impossi-
ble to create two different coherent sources, there-
fore all interference experiments are based on the 
creation of two or more secondary sources from one 
primary one. 

This is done using various optical systems, for 
example using reflection or refraction. In Young's 
experiment, two slits in the screen serve as coherent 
sources. In this case, the interference pattern is  

observed on a screen, the distance to which is much 
greater than the distance between the sources (slits). 
An experiment similar to Young’s was done by 
Grimaldi as early as 1665, but he used the sun as a 
source to directly illuminate holes in the screen. In 
this case, interference could not be observed due to 
the large angular dimensions of the Sun [1]. 

The conditions for interference maxima have 
the form [1]–[7]: 

,k

L
x k

d
                            (0.1) 

where xk – is the coordinates of the maxima, k – is an 
integer, L – is the distance from the slits to the 
screen, d – is the distance between the slits, λ – is 
the light wavelength.  

The distance between adjacent interference 
fringes is the same for any number k 

1k k

L
x x

d    .                     (0.2) 

Formula (0.1) is still not exact. In this paper, 
we consider the question of how the refinement of 
the xk maxima will affect the distance between the 
interference fringes. 

ФИЗИКА



N.A. Akhramenko, I.O. Delikatnaya, E.I. Dotsenko 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 4 (53), 2022 8 

1 Scheme of experience 
In Young’s experiment, light from a source 

(figure 1.1) falls on a narrow slit (1), and through it, 
on two slits parallel to it (2). On the screen (E) in the 
region of overlap of the obtained coherent light 
beams, parallel interference fringes are observed. 
When using lasers that generate practically parallel 
beams of rays, slit (1) is not needed in Young’s ex-
periment [1]. 
 

 
 

Figure 1.1 – Light from a source is incident 
on the screen through two slits 

 
Two slits in the screen, which are coherent 

sources, will be denoted by S1 and S2. The path of 
the rays is shown in figure 1.2. 

 

 
 

Figure 1.2 – The path of the rays from two slits 
to the point of observation 

 
The difference between the optical lengths r2 

and r1 of two beams coming from the sources S2 and 
S1, respectively, to the observation point (for vac-
uum, the optical length corresponds to the geometric 
one) 

Δ = r2 – r1.                          (1.1) 
The conditions for interference maxima have 

the form: 
Δ = kλ.                             (1.2) 

From the consideration of right triangles in fig-
ure 1.2 

2
2

1 ,
2k

d
r L x

    
 

               (1.3) 

2
2
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2k

d
r L x

    
 

               (1.4) 

Then the conditions for the coordinates of the 
maxima, taking into account relations (1.1), (1.2), 
(1.3) and (1.4) 

2 2
2 2 .

2 2k k

d d
k L x L x
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Let's transform the ratio (1.5)  
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k L L
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          (1.6) 

 
2 Approximate analytical solution 
We use several terms of the expansion of the 

square root in powers 

21 1
1 1 .

2 8
                     (2.1) 

Considering that L >> d and L >> xk, from ex-
pressions (1.6) and (2.1) we obtain 

2 2

2 2
1 .

2 8
k kx d x d

k
L L L

 
    

 
            (2.2) 

From the consideration of expression (2.2) it 
follows that the distance between the interference 
fringes cannot be obtained similarly to formula (0.2). 
That is, refining the position of the maxima xk leads 
to the fact that the distance between adjacent inter-
ference fringes is not the same. 

From expression (2.2) we obtain 

2 2

2 2

.

1
2 8

k

k

k L
x

x d
d

L L




 
  

 

               (2.3) 

If the expression in parentheses in the denomi-
nator is approximately equal to one, then we obtain 
formula (0.1). Due to the fact that the bracket in ex-
pression (2.3) is less than unity, the coordinates of 
the maxima following from (2.3) will be slightly 
larger than the corresponding coordinates from for-
mula (0.1). 

To find xk, we reduce expression (2.2) to a cu-
bic equation 

2
3 2 3

2
2 1 2 0.

8k k

d k
x L x L

dL

  
    

 
      (2.4) 

The resulting cubic equation (2.4) immediately 
has a canonical form. To solve it, it is convenient to 
apply the Vieta trigonometric formula (you can also 
use the Cardano formula). We will carry out calcula-
tions for a particular case. 

 
Table 2.1 – Results of calculations of maxima 

and distances between neighboring maxima 
 

k xk, mm xk+1 – xk, mm 2 1

1

–

–
k k

k k

x x

x x
 



 

1 ±2,500000325 2,50000220 1,00000149 
2 ±5,000002525 2,50000595 1,00000224 
3 ±7,500008475 2,500011575 1,00000299 
4 ±10,000020050 2,500019075 1,00000375 
5 ±12,500039125 2,500028451 1,00000449 
6 ±15,000067576 2,500039701 1,00000525 
7 ±17,500107277 2,500052827 1,00000600 
8 ±20,000160104 2,500067828 1,00000675 
9 ±22,500227932 2,500084705 – 

10 ±25,000312637 – – 
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The results of calculations for d = 10–3 m, L = 5 m, 
λ = 5·10–7 m are shown in Table 2.1. The second 
column shows the coordinates obtained from for-
mula (2.4), and the third column shows the distance 
between adjacent strips. 
 

Conclusions 
From the above calculations (table 2.1) and the 

analysis of expression (2.3) it can be seen that the 
refinement of the interference maxima leads to the 
fact that the distance between adjacent interference 
fringes is not the same. This distance is slightly lar-
ger than that calculated by formula (0.2). In this 
case, one more regularity is traced – the distance 
between adjacent interference fringes increases 
monotonically with an increase in the order of 
maximum (k), although this increase is insignificant. 
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Введение 
Решение проблемы снижения рассеянного 

светового фона, а также создание эффективных 
светопоглощающих покрытий для применения в 
оптических приборах является актуальной зада-
чей. В настоящее время использование различных 
технологий требует устранения нежелательного 
отражения от поверхностей в оптических систе-
мах и приборостроении, в частности, при произ-
водстве фоточувствительных и пироэлектриче-
ских датчиков, солнечных тепловых коллекто-
ров, корпусов приборов для оптики и др. [1].  

Снижение отражения становится возмож-
ным при использовании оптических покрытий, 
принцип действия которых схож с поведением 
абсолютного черного тела, то есть, максимально 

возможное поглощение падающего излучения и 
минимизация потерь энергии через инфракрас-
ное излучение. Таким образом, поверхность по-
крытия должна характеризоваться минимально 
возможным отражением в спектральном диапа-
зоне видимого излучения [2]. 

Существует много различных методов по-
лучения антиотражающих покрытий, но их при-
менение зачастую невозможно из-за низкой 
стойкости к химическому воздействию. В на-
стоящее время наиболее распространёнными 
являются оксидные покрытия (анодное оксиди-
рование, микродуговое оксидирование) [3], фос-
фатные покрытия (фосфатирование) и покрытия, 
полученные гальваническими методами (черный 
никель, черный хром и т. д.) [4], [5]. 

ФИЗИКА
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Современные светопоглощающие антибли-
ковые покрытия характеризуются низким коэф-
фициентом светопоглощения (1–2% в среднем) и 
низким тепловым излучением (< 40%). Однако 
довольно часто черные покрытия, получаемые 
гальваническим методом, имеют ряд недостат-
ков: неравномерный цвет (краситель может час-
тично смываться с поверхности детали), низкая 
пластичность и адгезия к поверхности металла, 
низкая устойчивость к воздействию ультрафио-
лета, низкие показатели коррозионной и износо-
стойкости. 

Одним из альтернативных и перспективных 
методов создания функциональных композици-
онных покрытий с низким отражением является 
золь-гель метод, позволяющий решить вышеука-
занные проблемы. 

Важными свойствами при получении ком-
позиционных золь-гель покрытий с низким от-
ражение в видимой области является их адгезия, 
стойкость к износу и коррозионная стойкость. 
Для использования таких покрытий в области 
оптических приборов аэрокосмической техники 
они должны обладать стойкостью к циклическо-
му воздействию смены температур. 

 

1 Синтез, материалы и методы исследо-
вания 

Для получения композиционных покрытий 
с низким отражением были разработаны составы 

плёнкообразующих растворов на основе соеди-
нений кремния, так как такие составы отлично 
подходят в качестве основы под различные на-
полнители, а готовые покрытия обладают необ-
ходимой адгезией, твердостью, прочностью и 
термостойкостью [6].   

Так как поверхность алюминия даже после 
обработки быстро покрывается оксидным слоем, 
что ухудшает адгезию составов с большим со-
держание наполнителя (более 20%), были разра-
ботаны пленкообразующие растворы на основе 
титанорганических соединений для формирова-
ния адгезионного подслоя на поверхности под-
ложек. 

Разработанные композиционные покрытия 
получали по схеме, представленной на рисунке 1.1. 

Пленкообразующие растворы для компози-
ционного покрытия получены из соединений 
метилтриэтоксисилана и тетраэтилортосиликата. 
В качестве растворителя использовали изопро-
пиловый спирт. В качестве катализатора в золь 
добавляли водный раствор соляной кислоты. 
Золи для адгезионного подслоя приготовлены на 
основе изопропоксида титана (бутоксида титана) 
в изопропиловом спирте, стабилизированного 
этилацетатом. 

 
 
 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Схема получения композиционных светопоглощающих покрытий 
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После созревания в кремниевый золь вво-
дили добавки: коллоидный графит марки С-1 
(размер частиц 4 мкм), технический углерод мар-
ки N220 (размер частиц 20–50 нм), технический 
углерод марки П803 (размер частиц 10 мкм). 

В качестве подложек использовали алюми-
ниевый лист марки 1105А толщиной 2 мм двух 
размеров: круглые подложки диаметром 30 мм 
(для исследования коэффициента отражения), и 
прямоугольные подложки 10050 мм (для иссле-
дования структурно-механических свойств). 

Нанесение промежуточного адгезионного и 
финишного композиционного слоя осуществля-
ли методом распыления. Преимуществом аэро-
зольного распыления пленкообразующего рас-
твора является возможность покрытия поверхно-
сти произвольного размера и формы, а также 
возможность варьировать толщину напыляемого 
слоя от нескольких микрометров до 60–80 мик-
рометров [7].  

Термообработку адгезионного слоя прово-
дили на воздухе при температуре (120–150)° С в 
течении 30 минут. Образующийся после форми-
рования тонкий адгезионный TiO2 слой, благода-
ря своей относительно малой толщине и образо-
ванной ковалентной связи, способствует улуч-
шению адгезии формируемого на поверхности 
композиционного покрытия. 

После остывания на подложки с адгезион-
ным слоем наносили составы кремнийорганиче-
ских золей, содержащих различные концентра-
ции углерода.  

Так как толщина композиционного покрытия 
порядка 20–30 мкм, для равномерного удаления 
остатков растворителя необходимо проводить 
поэтапную сушку: в начальный период (при интен-
сивном испарении растворителя), при температуре 
(60–100)° С в течении 20–30 минут (скорость на-
грева ≈ 5° С в мин.), затем при температуре (200–
250)° С в течении 30–60 минут (скорость нагрева 
≈ 10° С в мин.). Скорость отверждения покрытий 
зависит от толщины покрытия, вида пленкообра-
зующего раствора и концентрации наполнителя.  

Полученные композиционные покрытия 
имеют матовую поверхность. Образец №1 с со-
держанием 20 масс.% углерода N220 характери-
зуются небольшим блеском. Покрытия с графи-
том имеют сероватый оттенок. 

 
2 Результаты исследования и их обсуждение 
Толщину полученных покрытий контролиро-

вали с использованием толщиномера САЕdt-156.  
Так как толщина адгезионного TiO2 слоя 

одинакова для всех образцов и составляет 1,8 мкм, 
при описании результатов толщины формируе-
мых композиционных покрытий от результата 
отнимали толщину адгезионного подслоя. Ре-
зультаты измерения толщины полученных ком-
позиционных покрытий, содержащих различные 

виды и концентрации технического углерода 
представлены в таблице 2.1.  

 
Таблица 2.1 – Результаты определения тол-

щины композиционных покрытий 
 

Вид и концентрация наполнителя 
Толщина, 

мкм 
Углерод N220 – 20 масс.% 19,8 
Углерод N220 – 30 масс.% 21,2 
Углерод N220 – 40 масс.% 23,5 
Графит – 10 масс.% 30,7 
Графит –20 масс.% 29,9 
Углерод П803 – 20 масс.% 54,2 

 
Так как все образцы покрытия получены из 

одного и того же золя и отличаются только ви-
дом и концентрацией наполнителя, можно сде-
лать вывод, что существенный вклад в толщину 
оказывает вид наполнителя. Частицы углерода 
П803 характеризуются большим размером (раз-
мер частиц 10 мкм), как следствие, полученные 
покрытия с наполнителем из этих частиц имеют 
толщину более 50 мкм. Композиционные покры-
тия с коллоидным графитом марки С-1 (размер 
частиц 4 мкм) имеют толщину 30 мкм. Самые 
тонкие покрытия, содержащие углерод марки 
N220 (размер частиц 20–50 нм), имеют толщину 
20–24 мкм, которая меняется с увеличением кон-
центрации наполнителя.  

Испытание адгезионных свойств выполня-
ется в целях контроля качества и применяется 
для соблюдения промышленных стандартов и 
технических условий. Исследование адгезион-
ных свойств проводили согласно ГОСТ 31149-
2014 методом решетчатого надреза [8]. Результа-
ты представлены в таблице 2.2.  

 
Таблица 2.2 – Результаты исследования  

адгезии методом решетчатого надреза 
 

Вид и концентрация
наполнителя 

Адгезия, 
% 

Класс 
(ISO 2409:2013)

Углерод  
N220 – 20 масс.% 

100 
0 

Углерод  
N220 – 30 масс.% 

99 
0 

Углерод  
N220 – 40 масс.% 

100 
0 

Графит – 10 масс.% 99 0 
Графит –20 масс.% 98 0 
Углерод  
П803 – 20 масс.% 

92 
1 

 
Результаты испытания показали, что покры-

тия на основе SiO2, содержащие углерод N220 и 
графит, имеют самый высокий класс адгезии 
согласно ISO 2409:2013 – Класс 0 (края надрезов 
полностью гладкие; сегменты нарезанной решет-
ки не отслоились). Покрытия, содержащие 
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углерод П803, имеют класс адгезии – 1 (отслое-
ние мелких чешуек покрытия на пересечении 
надрезов; площадь отслоений превышает 5% 
площади решетки). Стоит отметить, что исполь-
зование в качестве добавки углерода П803 при-
водит к ухудшению адгезионных свойств и росту 
хрупкости покрытия.  

Твердость покрытий определяли методом 
Вольфа – Виборна, основанным на скрабирова-
нии поверхности графитовым карандашом. Ка-
рандаши имеют твердость в диапазоне от 6В до 
9Н (ГОСТ Р 54586-2011), где твердость покры-
тия соответствует максимальной твердости ка-
рандаша, который не повреждает покрытие [9]. 
На твердость могут повлиять атмосферные усло-
вия (температура и влажность), поэтому все 
пленки должны подготавливаться, испытываться 
в одинаковых условиях. Результаты измерения 
твердости методом Вольфа – Виборна представ-
лены в таблице 2.3. 

 
Таблица 2.3 – Результаты измерения твер-

дости методом Вольфа – Виборна 
 

Вид и концентрация наполнителя Твердость
Углерод N220 – 20 масс.% 6H 
Углерод N220 – 30 масс.% 6H 
Углерод N220 – 40 масс.% 5H 
Графит – 10 масс.% 3H 
Графит –20 масс.% 3H 
Углерод П803 – 20 масс.% 1Н 

 
По результатам испытаний наиболее твер-

дыми являются покрытия, содержащие углерод 
N220. Их твердость соответствует – 6H и снижает-
ся до 5Н при концентрации наполнителя 40 масс.%. 
Покрытия, содержащие коллоидный графит, 
имеют твердость – 3H, это связано с низкой 
твердостью графитового наполнителя, а исполь-
зуемая матрица не может обеспечить необходи-
мую твердость покрытия. Наименьшую твердо-
стью (1Н) имеют материалы, содержащие угле-
род П803, это может быть связано с большим 
размером частиц и как результат рыхлой струк-
турой полученных покрытий.  

Исследования механической прочности по-
лученных покрытий проводили методом истира-
ния резиновым наконечником, изготовленным из 
пищевой резины средней плотности, через бати-
стовую прокладку при следующих параметрах: 
частота вращения, 300 об/мин, общее число обо-
ротов – 6000, нагрузка на наконечник 200 г, рас-
стояние от оси вращения 50 мм.  

По результатам исследования механической 
прочности установлено, что все образцы, за ис-
ключением покрытия, содержащего углерод 
П803, имеют высокую механическую стойкость 
к истиранию более 6000 циклов.   

 
 

Таблица 2.4 – Механическая стойкость  
покрытий 

 

Вид и концентрация  
наполнителя 

Механическая стой-
кость, количество 
циклов стирания 

Углерод N220 – 20 масс.% > 6000 
Углерод N220 – 30 масс.% > 6000 
Углерод N220 – 40 масс.% > 6000 
Графит – 10 масс.% > 6000 
Графит –20 масс.% > 6000 
Углерод П803 – 20 масс.% 5400 

 
Испытание на стойкость к термоциклирова-

нию проводили для определения способности 
изделия противостоять негативному действию 
климатического фактора и продолжать работать 
по окончанию действия негативного фактора. 
После проведения испытаний продили проверку 
внешнего вида и механических свойств. 

Во время испытания полученные образцы 
помещали в холодильную камеру с температурой 
минус (30 ± 3)° С и выдерживали в течении 1 ча-
са. Затем образцы резко извлекали и помещали в 
муфельную, предварительно разогретую до тем-
пературы плюс (100±5)° С, на 1 час. Затем снова 
переносили в холодильную камеру и повторяли 
испытание 5 раз. По окончании последнего цик-
ла образец оставляли в условиях восстановления 
при комнатной температуре. 

По результатам испытаний установлено, что 
все полученные покрытия устойчивы к термо-
циклированию от минус (30 ± 3)° С до плюс 
(100 ± 5)° С (5 циклов без отслаивания и рас-
трескивания покрытия). 

Изменение коэффициента отражения иссле-
довали на спектрофотометре УФ-видимой облас-
ти Cary-50 компании Agilent Technologies с уста-
новленным модулем измерения отражения в ви-
димой области (300–1000) нм. Из спектров сле-
дует, что полученные покрытия имеют значения 
коэффициентов отражения менее 10% в диапазо-
не длин волн 300–900 нм (рисунок 2.1, а).  

Использование в качестве наполнителя по-
рошков углерода и графита с концентрацией до 
30 масс.% позволяет уменьшить коэффициент 
отражения в указанном диапазоне спектра в 3–10 
раз (кривые 1–3, 5–6, рисунок 2.1, а) по сравне-
нию с коэффициентом отражения чистой алю-
миниевой подложки. 

Минимальный коэффициент отражения 
(≈ 0,5 %) достигается при концентрации углеро-
да N220 = 40 масс.% (кривая 4, рисунок 2.1, б), 
что соответствует лучшим образцам, получен-
ным в работе на подложках и алюминия.  

Такие низкие значения коэффициентов от-
ражения делают полученные композиционные 
покрытия перспективным в производстве изде-
лий оптико-электронной техники. 
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                                              а)                                          б) 

Рисунок 2.1 – Спектры отражения покрытий в видимой области: 
1 – подложка из алюминия; 2 – углерод N220 20 масс.%; 
3 – углерод N220 30 масс.%; 4 – углерод N220 40 масс.%; 

5 – графит 10 масс.%; 6 – графит 20 масс.% 
 

Заключение 
Разработана методика получения светопо-

глощающих композиционных покрытий на осно-
ве кремния, содержащих графит и углерод. Экс-
периментальным путем определены оптималь-
ные режимы нанесения пленкообразующих рас-
творов, термообработки адгезионного слоя и 
композиционного покрытия. Так как композици-
онное покрытие имеет значительную толщину 
(порядка 20–50 мкм), то для формирования од-
нородных покрытий и равномерного удаления 
остатков растворителя необходимо проводить 
поэтапную сушку. 

Установлено, что толщина покрытий варьи-
руется от 20 до 50 мкм и зависит от типа и кон-
центрации наполнителя. Результаты испытания 
адгезии показали, что покрытия, содержащие 
углерод N220 и графит, имеют самый высокий 
класс адгезии согласно ISO 2409:2013 – Класс 0 
(края надрезов полностью гладкие; сегменты 
нарезанной решетки не отслоились). Покрытия, 
содержащие углерод П803 имеют класс адгезии – 
1 (отслоение мелких чешуек покрытия на пере-
сечении надрезов; площадь отслоений превыша-
ет 5% площади решетки).  

По результатам испытаний наиболее твер-
дыми являются покрытия, содержащие углерод 
N220. Их твердость соответствует 6H и снижается 
до 5Н при концентрации наполнителя 40 масс.%. 
Покрытия, содержащие коллоидный графит, 
имеют твердость 3H, что связано с низкой твер-
достью графитового наполнителя, а используе-
мая матрица не может обеспечить необходимой 
твердости покрытия. Наименьшую твердостью 
(1Н) имеют материалы, содержащие углерод 
П803, это может быть связано с большим разме-
ром частиц и как результат рыхлой структурой 
полученных покрытий. 

По результатам испытаний стойкости к 
циклическому воздействию смены температур 
установлено, что все полученные покрытия ус-
тойчивы к термоциклированию от минус 
(30 ± 3)° С до плюс (100 ± 5)° С (5 циклов без 
отслаивания и растрескивания покрытия). 

Использование композиционных покрытий, 
содержащих в качестве наполнителя порошков 
графита и углерода, позволяет уменьшить коэф-
фициент отражения в диапазоне спектра 
(λ = 300–1000 нм) в 3–10 раз по сравнению с по-
верхностью алюминиевой подложки, при этом 
минимальным значением коэффициента отраже-
ния (≈ 0,5 %) обладают покрытия с концентраци-
ей 40 масс.% углерода N220.   

Разработанные светопоглощающие компо-
зиционные золь-гель покрытия, содержащие уг-
лерод и графит, являются перспективными мате-
риалами в оптических системах приборострое-
ния и аэрокосмической техники. 
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ENERGY PROPERTIES OF THE VECTOR CIRCULAR KUMMER BEAMS 
WITH TERMINATING POWER. I. THE HOMOGENEOUS POLARIZATION 

S.S. Girgel 

Francisk Skorina Gomel State University 
 

Аннотация. Предложены и исследуются аналитические выражения в замкнутой форме для векторных циркулярных 
3D световых пучков Куммера с однородной поляризацией. Эти выражения не содержат гауссиана. При определенных 
ограничениях на свободные параметры такие пучки Куммера переносят конечную мощность. Вычислены и графически 
исследуются поперечные (спиновый и орбитальный) потоки энергии таких пучков. Установлено, что азимутальная 
функция существенно влияет на свойства  поперечных потоков энергии пучка. 
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Введение 
Чтобы охарактеризовать параксиальные 

световые пучки, как правило, [1]–[3] применяют 
аподизацию соответствующей амплитуды пучка 
функцией Гаусса. Тогда амплитудная  функция, 
описывающая такой пучок, будет квадратично 
интегрируемой и поэтому такой параксиальный 
пучок будет обладать конечной мощностью. Та-
ковы, например, хорошо изученные пучки Гаус-
са, Бесселя – Гаусса, Эрмита – Гаусса, Лагерра –  
Гаусса и т. д. Однако наличие гауссиана в ком-
плексной амплитуде параксиального пучка со-
всем не обязательно. Нами в работе [4] было 
найдено новое решение параксиального волново-
го уравнения в декартовой системе координат. 
Это решение содержит функцию Куммера и не 
имеет гауссиана. Однако такие декартовы пучки 
Куммера обладают конечной переносимой мощ-
ностью при определенных найденных ограниче-
ниях, накладываемых на их свободные парамет-
ры. В [5] этот формализм был распространен на 

скалярные решения 3D параксиального волново-
го уравнения в цилиндрических координатах и 
получены решения, описывающие скалярные 
циркулярные пучки Куммера. Установлены так-
же условия их физической реализуемости. В [6] 
этот подход был распространен на векторные 
пучки Куммера в декартовой системе координат. 

В настоящей работе этот формализм рас-
пространяется на новые векторные решения па-
раболического уравнения в цилиндрической сис-
теме координат. Получены выражения, описы-
вающие векторные циркулярные 3D световые 
пучки Куммера с непрерывным комплексным 
индексом   и конечной мощностью. Обсужда-
ются поляризационные и энергетические свойст-
ва таких пучков. 

 
1 Циркулярные 3D пучки Куммера 
Скалярное параксиальное уравнение, харак-

теризующее скалярную амплитуду f параксиаль-
ных световых пучков для монохроматических 
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волн вида ( , ) exp( ),f t f i t  r  можно записать 

в форме [2] 
2( 2 ) 0zik f    ,                   (1.1) 

где 0 0; .k c k k n    

В работах [7], [5] (смотри также [8]) нами 
было показано, что уравнение (1.1) в цилиндри-
ческих безразмерных координатах ( , , ),R Z  где 

безразмерный радиус 2 2 ,R X Y   имеет ре-
шения  

2

2

2

( )
, 1; ( )

(0)

( ) ( ),

v

m

R

Q Z R
f R M m i f

Q Q

f R f

  
       

   
  

 (1.2) 

описывающие скалярные циркулярные пучки с 
цилиндрической симметрией. Здесь 

arctg( / ),Y X   0 0 0/ , / , / .X x x Y y x Z z z    

0x  и 2
0 0 / 2z kx  – некоторые характерные веще-

ственные размеры пучка в направлениях, парал-
лельных осям 0Х и 0Y соответственно. M  – 
функция Куммера, или, иначе, вырожденная ги-
пергеометрическая функция 1 1F  [9], [10]. Q  – 

введенный безразмерный комплексный параметр 
пучка: 0 ,Q Z Q 

 
причем 0 0 0.Q Q iQ    Здесь и 

далее штрихами помечаем вещественные и мни-
мые части различных величин. Фазовый множи-
тель 2f  можно записать в общем виде, как 

2 ( , ) cos sin ,f m m ib m     где [0;1]b  – ази-

мутальный параметр модуляции. 
 Чтобы параксиальные пучки (1.2) переноси-
ли конечную мощность, необходимо, чтобы для 
функции f  выполнялись условия её квадратич-
ной интегрируемости (КИ). В [6] были установ-
лены условия КИ, Необходимое условие –это 
ограничение на мнимую часть комплексного 
свободного параметра 0 :Q  0 0.Q   Кроме того, 

на второй свободный комплексный параметр 
' "i      также накладываются ограничения 

,m N     которые соответствуют варианту 1 в 

таблице 1 [5] ( 0, 1, 2, ...;m  0 0;Q   1, 2,3,...).N   

Возможен также другой вариант 2.4  условий КИ 
в таблице 1: 

 0 0 ' (1 ) / 2Q m                    (1.3) 

Несложно проверить, что ограничение 1 яв-
ляется частным случаем ограничения 2.4. Поэто-
му далее мы будем использовать только условие 
КИ (1.3).   
 Существенно также то, что выражение (1.2) 
для амплитуды пучка не содержит явно гауссиа-
на, но, тем не менее, при ограничениях (1.3) па-
раксиальные пучки Куммера обладают конечной 
мощностью. 

В настоящей работе использованный нами 
формализм [4]–[7] далее обобщается на 3D век-
торные циркулярные пучки Куммера. 

 

2 Векторные циркулярные пучки Кум-
мера конечной мощности 

Перейдем от скалярных к векторным цир-
кулярным пучкам Куммера. Векторную ампли-
туду электрического поля E любого параксиаль-
ного светового пучка можно представить в фор-
ме .zE  zE E e  

Рассмотрим, для начала, физические свой-
ства векторных циркулярных пучков Куммера 
конечной мощности с однородной (одинаковой 
по поперечному сечению пучка) поляризацией. 
Представим поперечную часть векторной ампли-
туды E параксиального пучка в форме ,f E e  

где f является некоторым решением параксиаль-
ного параболического уравнения (1.1). Ком-
плексный постоянный нормированный 2(| | 1) e  

вектор поляризации e не зависит от координат 

(x, y). Для описания поляризационных характе-
ристик пучка вектор e  можно разложить по 

циркулярному базису ( , , ):z e e e   

( ).       e e e  

Можно ввести, согласно Ф.И. Фёдорову 
[11], в декартовой системе координат комплекс-
ный угол   выражением 

y x/ tg( ),E E i        
тогда азимут световой волны равен ,  а ее эл-

липтичность   выражается как th .    Следуя 

этому формализму введем отношение 
/ tg( ' "),с с сE E i        тогда азимут главной 

оси эллипса поляризации световой волны равен 
( ),   а ее эллиптичность   будет 

th " Im(arctg( / )).с E E      
Так как векторный параметр поляризации  

,const e  то поляризация будет фиксированной 

по всему сечению пучка, т. е. однородной. 
Полные векторы электрического и магнит-

ного полей векторного, однородно поляризован-
ного, параксиального пучка можно выразить че-
рез E  [6]: 

;z

i
f f

k     E e e e  

[ , ] [ , ] .z z

i
f f

n k  

     
 

H e e e e  

Далее физические характеристики вектор-
ных параксиальных пучков будем выражать в 
безразмерных переменных 

{ 0/ ,X x x 0 0/ , / ,Y y x Z z z   2 2R X Y  }. 

Двумерный оператор набла в безразмерных цир-
кулярных (цилиндрических) координатах имеет 
вид 2 (1/ ) .R R R      e e  Переход к безразмер-

ным переменным и параметрам не изменяет ба-
зовые векторы { , }.R ze e e  Возникают только 
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коэффициенты связи. Поэтому векторы электри-
ческого поля параксиального пучка 

2 .zf f    E e e e  

Усредненные по времени плотности энер-
гии ,w  продольного zS  и поперечного S  пото-

ков энергии электромагнитного поля для пара-
ксиальных векторных пучков с однородной по-
ляризацией в безразмерных переменных можно 
представить как [7], [6]: 

2

;
8

f
w





 z ;

c
S w

n
  

z Im th 2 Re , .

o s

z

f f
S

f f



 

  

                      

S S S

e
(2.1) 

В выражении для S  выделены явно, по схеме 

Берри и Бекшаева [12]–[14], плотность орби-
тального oS  и спинового sS  потоков энергии. 

Здесь введен также коэффициент связи – безраз-
мерный параметр параксиальности пучка 

4
01/ ( ) 10 .kx     Для параксиальных пучков 

z/ 1S S  вследствие присутствия малого па-

раметра .  
 Формализм (2.1), разумеется, применим 
также к векторным паораксиальным пучкам 
Куммера. Преобразуя (2.1), находим, что плот-
ности орбитального и спинового потоков энер-
гии светового поля для параксиальных вектор-
ных световых пучков Куммера с однородной 
поляризацией равны 

 z Im ;o R RS a a    S e e  

 z Re th 2 ,s R RS a a       S e e  

где введены, для краткости, обозначения  

;R R
R

R

f
a

f


  2

2

.
f

a
R f





  

 Для рассматриваемых параксиальных век-
торных циркулярных световых пучков Куммера 
с однородной поляризацией, например, ком-
плексный параметр 

 
 

2

2

2 1 , 2; /
.

, 1; /
R

i R M m iR Qm
a

R M m iR Q

   
 

 
 

Здесь при расчете использованы преобразования 

Куммера ( , , ) ( 1, 1, )u

a
M a b u M a b u

b
     [9] для 

функции Куммера М.  
 Физические свойства векторных циркуляр-

ных пучков Куммера в значительной степени 
зависят от азимутальной функции 2 ( ).f   

А) Пусть имеем круговую азимутальную за-
висимость 2 exp( ( )).f i m   Тогда /a im R   и 

выражения для плотностей продольного, орби-
тального и азимутального потоков энергии соот-

ветственно для векторных циркулярных пучков 
Куммера несколько упрощаются и принимают 
вид: 

2

1
z

( )
;

8

c f R
S

n





 

 z Im / ;o R RS a m R   S e e  

 z th 2 Re .s RS a     S e  

Видим, что поперечный спиновый поток энергии  
направлен строго азимутально. Орбитальный 
поток энергии имеет азимутальную и радиаль-
ную составляющие. При возрастании радиальная 
компонента становится преобладающей. 

Б) Пусть имеем явную азимутальную зави-
симость пучка в форме 2 cos( ).f m   Тогда 

tg( ) /a m m R     и выражения для плотностей 

продольного, орбитального и азимутального по-
токов энергии соответственно для исследуемых 
пучков Куммера принимают вид: 

2 2
1

z

( ) cos ( )
;

8

c f R m
S

n

 



 

 z Im ;o R RS a  S e  

 z th 2 Re( ) .s R RS a a      S e e  
В противоположность предыдущему случаю уже 
поперечный орбитальный поток энергии направ-
лен строго радиально. Спиновый же поток энер-
гии имеет азимутальную и радиальную состав-
ляющие. При возрастании R  постепенно азиму-
тальная компонента вектора sS  становится пре-

обладающей. 
  

3 Графическое моделирование картин 
потоков энергии векторных циркулярных 
пучков Куммера непрерывного индекса v с 
конечной энергией 

Нами проводилось аналитическое и графи-
ческое исследование потоков энергии векторных 
циркулярных пучков Куммера. Во всех случаях 

01; 0,02;m Q  ' 1,1; " 0; 0,8;v v Z    th2 1.   

Взят, для простоты, азимутальный параметр мо-
дуляции 1.b   На всех рисунках масштаб интен-
сивности условный. 

А) Азимутальная зависимость 2 exp( ( )).f i m   

Картины интенсивности потока oS представляют 

собой кольца (рисунок 3.1, б), число и характер 
которых зависит, главным образом, от свободно-
го параметра 0.Q  При малых значениях парамет-

ра 0Q  вокруг главного кольца появляются не-

большие дополнительные кольца, которые воз-
растают с увеличением Z (рисунки 3.2, в и 3.2, б). 
При 0 0Q   ясно видно (рисунки 3.2, б и 3.2, в) 

бесконечное число колец. При возрастании ши-
рина колей интенсивности растет и изменяется 
их интенсивность. При 0m   имеем полые пучки 
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Куммера. При 0m   дополнительно к кольцам 
появляется центральный пик. При возрастании 
мнимой части "v  параметра v  пучок расширяет-
ся, при уменьшении сужается, при этом качест-
венно характер картины интенсивности не меня-
ется. При возрастании расстояния Z  пучок и 
картины интенсивности постепенно расширяют-
ся. При уменьшении 'v  максимумы интенсивно-
стей колец начинают возрастать и нули функции 
f исчезают. 

Спиновые же потоки энергии  направлены 
строго азимутально (рисунки 3.2, а и 3.2, б), кар-
тины интенсивности которых представляют со-
бой также кольца. Картины интенсивности спи-
новых потоков sS  (рисунок 3.1, б) сильно 

 коррелируют с картинами полной интенсивно-
сти пучка (рисунок 3.1, в). Характерные особен-
ности потоков sS  – их направления периодиче-

ски изменяются на противоположные при пере-
ходах через области  минимума интенсивности 
(рисунки 3.2, a и 3.2, б). На рисунке 3.2, в, пред-
ставлена картина полной интенсивности пучков 
Куммера непрерывного комплексного индекса 

.  Поскольку график интенсивности пучка не 
зависит от азимута, на рисунке 3.2, с, изображе-
ны только сечения пучка вдоль оси Z. Видно, что 
картины интенсивности потоков sS  слабо корре-

лируют с распределением полной интенсивности 
пучка. 

 

        
                           a)                                                б)                                                            в)                     

Рисунок 3.1 – Орбитальный поток энергии векторных циркулярных пучков Куммера с зависимостью 

2 exp( ( )) :f i m   а) только линии потока; б) линии потока вместе с его интенсивностью;  

в) полная интенсивность светового пучка Куммера 
 

        
                          a)                                                 б)                                                                 в)                     

Рисунок 3.2 – Спиновый поток энергии векторных циркулярных пучков Куммера с зависимостью 

2 exp( ( )) :f i m   а) только линии потока; б) линии потока вместе с его интенсивностью;  

в) сечение картины полной интенсивности циркулярного пучка Куммера 
 

            
                                                         a)                                                   б)  
 

Рисунок 3.3 – Орбитальный поток энергии векторных циркулярных пучков Куммера с зависимостью 

2 cos( ) :f m   а) только линии потока; б) линии потока вместе с его интенсивностью 
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                                                         a)                                                 б) 

Рисунок 3.4 – Спиновый поток энергии векторных циркулярных пучков Куммера с зависимостью 

2 cos( ) :f m   а) только линии потока; б) линии потока вместе с его интенсивностью 
 

Б) Азимутальная зависимость пучка 2 cos( ).f    

Изменение азимутальной функции exp( ( ))i   на 

cos( )  приводит к радикальному изменению 
поперечных потоков энергии и их интенсивно-
сти. На рисунках 3.3 и 3.4 видно, что орбиталь-
ные потоки энергии oS  в таких случаях всегда 
направлены вдоль радиусов R, а картины их ин-
тенсивности представляют собой также кольца, 
которые частично коррелируют с общей интен-
сивностью пучка. Наиболее интересны картины 
спинового потока энергии sS  пучков Куммера с 

азимутальной зависимостью cos( )  (рисунки 
3.4, a и 3.4, б). Спиновые потоки энергии разде-
лены на две области плоскостью YZ. В каждой 
области спиновые потоки энергии независимы и 
представляют собой замкнутые кривые. Однако 
плоскость YZ не является плоскостью симмет-
рии, поскольку направления вращения спиновых 
потоков sS  являются одинаковыми. Они изме-
няются на противоположные при изменении зна-
ка параметра поляризации th 2 .  

 

Заключение 
 В данной работе выведены выражения, опи-
сывающие новые типы пучков – векторные пара-
ксиальные циркулярные световые пучки Кумме-
ра с непрерывным комплексным индексом ,  
переносящие конечную мощность и поэтому фи-
зически реализуемые. Они характеризуются че-
тырьмя свободными параметрами: двумя веще-
ственными – (b, m) и двумя комплексными пара-
метрами 0( ,Q  ν). 

Сформулированы условия физической реа-
лизуемости новых векторных пучков Куммера с 
переносимой конечной мощностью во всем про-
странстве. Выполнено графическое моделирова-
ние их потоков энергии и интенсивности. Прове-
ден соответствующий анализ. Установлено, что 
выбор различных азимутальных функций пучка 
приводит к качественно различным физическим 
следствиям. 
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Аннотация. Разработаны составы и определены способы формирования золь-гель методом композиционных антиста-
тических покрытий различного состава, обладающих высокими оптическими, адгезионными и механическими харак-
теристиками, для модификации конструкционных материалов, используемых в приборостроении. Проведены исследо-
вания механических, оптических и электрофизических свойств полученных покрытий. Все полученные покрытия  
обладают коэффициентом пропускания 75–85% в видимом и ближнем ИК-диапазонах (400–800 нм), обладают высокой 
механической твёрдостью до 5 Н. Лучшей электропроводностью характеризуются образцы состава FTO. 
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infrared ranges (400–800 nm), high mechanical hardness up to 5 N. The samples of the FTO composition are characterized by 
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Введение 
Одной из причин выхода техники из строя 

является образование статического электричест-
ва. Электростатические разряды способны пол-
ностью вывести электронные блоки управления 
из рабочего состояния. При нанесении на под-
ложки антистатических покрытий электростати-
ческий заряд снижается. Этот факт вызывает 
интерес к условно проводящим покрытиям, ко-
торые сочетают антистатические свойства с по-
вышенной стойкостью к царапинам и механиче-
ским воздействиям [1]–[3]. 

 

Одним из перспективных методов синтеза 
композиционных антистатических покрытий 
является золь-гель метод, который используется 
для нанесения различных нанокомпозитных по-
крытий на разные подложки. Золь-гель метод не 
требует дорогостоящего оборудования, а также 
позволяет получать тонкие пленки с различными 
функциональными свойствами при относительно 
низких температурах [4]. 

Для защиты от статического электричества 
предполагается использование следующих ус-
ловно проводящих покрытий: ITO, FTO, ZnO : Al, 
ZnO : Cu, ZnO : Ag. 
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1 Методика эксперимента 
 Для установления физических свойств ком-
позиционных антистатических покрытий, была 
изготовлена серия образцов с различным соста-
вом (ITO, FTO, ZnO : Al, ZnO : Cu, ZnO : Ag). 

Гидролиз растворов для получения образ-
цов проводили в водно-спиртовой среде, в каче-
ства растворителей использовали этиловый 
спирт. Для полного созревания растворы выдер-
живали при температуре окружающей среды  
(22  2)° С в течение 2–3 суток. 

Золь наносили методом центрифугирования 
на установке Apogee Cee 200X с частотой вра-
щения 2500 об/мин. В качестве подложки ис-
пользовали оптически прозрачное фотостекло. 
Затем подложки помещали в вакуумную печь и 
проводили отжиг при различных температурах. 
Подложки в печи разогревали до 450° С, 500° С, 
550° С в течении 0, 5, 10 минут (скорость нагрева 
≈ 3,3° С в мин.), после отжига подложки с по-
крытием охлаждали в течении 10–15 минут. По-
сле термообработки и остывания подложки из-
влекали из печи и помещали в специальные пла-
стиковые контейнеры для дальнейшего переме-
щения и исследования их свойств. 

Исследование механических свойств полу-
ченных покрытий (твёрдость покрытий) провели 
с помощью прибора для определения твёрдости 
«Константа ТК» производства РФ. 

Метод измерения состоит в механическом 
воздействии на покрытие графитовым стержнем, 
заточенным специальным образом, и последую-
щим визуальным определением разрушения по-
крытия. Карандаш с варьируемой твёрдостью с 
фиксированным нажимом 7,6 Н под углом 45° к 
поверхности. 

Для определения оптических свойств про-
водящих образцов использовали спектрофото-
метр Cary 50. Производства США. 

Методика измерения состоит в том, что для 
разложения излучения в спектр в приборах ис-
пользуется монохроматор с дифракционной ре-
шёткой. В качестве источников излучения ис-
пользуются ксеноновая, галогенная, дейтериевая 
лампа, а в качестве приемника – фотодиод. Про-
граммное обеспечение спектрофотометра позво-
ляет управлять установкой параметров прибора, 
осуществлять расчёт концентрации компонента в 
пробе на основе измерений её оптической плот-
ности и хранить результаты измерений. 

Измерение удельного электрического со-
противления проводящих слоёв полупроводни-
ковых материалов четырехзондовым методом 
проводилось на промышленной установке ИУС-3 
производства РФ. Данная установка позволяет 
проводить измерения высокой точности, соглас-
но стандартам ASTM F 84, F 43. 

Принцип работы прибора заключается в из-
мерении удельного электрического сопротивле-
ния четырехзондовым методом, при котором 

цифровой вольтметр регистрирует сигнал, рав-
ный среднему значению слоевого сопротивления 
Rs. Слоевое сопротивление в нём измеряется с 
точностью 2% при толщине более 5 мкм. 
 

2 Результаты и их обсуждение 
Механическая прочность. Антистатические 

покрытия должны обладать высокой адгезион-
ной устойчивостью. Уровень твёрдости полу-
ченных покрытий показан в таблице 2.1. 
 

Таблица 2.1 – Результаты измерения твёр-
дости полученных образцов  
 

№ 
Об-

разца

Состав 
образца

Температура 
отжига 

Время 
отжига 

Степень 
твёрдости

1 FTO  
(1 слой)

450° C 5 мин 5H 

2 FTO  
(1 слой)

550° C 5 мин 5H 

3 FTO  
(1 слой)

550° C 10 мин 2H 

4 FTO  
(1 слой)

450° C 10 мин 5H 

5 FTO 
(1 слой)

500° C 10 мин 5H 

6 FTO  
(1 слой)

550° C 15 мин 5H 

7 FTO  
(2 слоя)

450° C 10 мин 5H 

8 FTO  
(2 слоя)

500° C 10 мин 5H 

9 FTO  
(2 слоя)

550° C 10 мин 5H 

10 FTO  
(4 слоя)

550° C 5 мин 3H 

11 FTO  
(8 слоёв) 

550° C 5 мин 2H 

12 ITO  
(6 слоёв) 

550° C 5 мин 5H 

13 ZnO : Cu
(1 слой)

550° C 5 мин 5H 

14 ZnO : Ag
(1 слой)

550° C 5 мин 5H 

15 ZnO : Al 
(1 слой)

550° C 5 мин 5H 

 

Из приведенной выше таблицы 2.1 видно, 
что с возрастанием количества циклов нанесения 
свыше 4–6 механическая твердость тонких ком-
позиционных антистатических пленок FTO сни-
жается. Твердость образцов состава ITO c воз-
растанием числа слоев не меняется. Дополни-
тельный термический вакуумный отжиг также не 
влияет на твёрдость образца. 

Оптические свойства. Пленки составов ITO, 
FTO, ZnO : Al, ZnO : Cu, ZnO : Ag, нанесенные 
на подложки из стекла, исследовали в спектраль-
ной области 300–1200 нм на спектрофотометре 
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Cary 50. Композиционные антистатические по-
крытия имеют практически одинаковый характер 
спектров пропускания в зависимости от толщи-
ны пленки. Для примера на рисунке 2.1 пред-
ставлены спектры оптического пропускания (T) 
пленок ITO, нанесенных на стеклянную подлож-
ку, содержащие разное количествах слоев, ото-
жженных при различных температурах.  

 

 
Рисунок 2.1 – Оптические свойства образцов ITO 
 

Пленки ITO, нанесенные на стекло, облада-
ют хорошим коэффициентом пропускания (75–
85%) в видимом и ближнем ИК диапазоне. Более 
длительный отжиг при 550° C приводит к незна-
чительному смещению края полосы фундамен-
тального поглощения в коротковолновую сторо-
ну за счет уплотнения пленки и совершенствова-
ния ее кристаллической структуры. Также спек-
тры пропускания имеют осциллирующий харак-
тер, характерный для возникающих интерферен-
ционных эффектов в многослойных тонкопле-
ночных структурах.  

Электрофизические свойства. В таблице 2.2 
показано поверхностное удельное сопротивление 
различных покрытий в зависимости от парамет-
ров их изготовления (температуры отжига и ко-
личества слоев). 

Из таблицы видно, что для образцов FTO 
№ 1–3 удельное сопротивление уменьшается с 
увеличением времени отжига при нанесении по-
крытия. Это может быть связано с уплотнением 
слоев при более длительном отжиге, что ведет к 
большей подвижности зарядов. 

Образцы FTO № 4–6 характеризуются уве-
личением проводимости при увеличении темпе-
ратуры отжига, однако образцы № 5–6 не имеют 
статистически значимые отличные друг от друга 
характеристики. Данный результат можно объ-
яснить выходом изменения сопротивления на 
температурное плато при увеличении температу-
ры отжига до определенного уровня. Следует 
отметить, что данный результат относится к  
одному нанесенному слою покрытия, поскольку 

нет корреляции с теми же температурными ре-
жимами при нанесении двух и более слоев.  
 

Таблица 2.2 – Результаты измерения удель-
ного сопротивления полученных образцов 

 

№ 
Об-
раз-
ца

Состав 
образца

Температура 
отжига 

Время 
отжига 

Поверхностное 
удельное со-
противление, 

Ом /□ 
1 FTO  

(1 слой)
450° C 5 мин 75·104 

2 FTO  
(1 слой)

550° C 5 мин 19·104 

3 FTO  
(1 слой)

550° C 10 мин 14·103 

4 FTO  
(1 слой)

450° C 10 мин 3·106 

5 FTO  
(1 слой)

500° C 10 мин 97·103 

6 FTO  
(1 слой)

550° C 15 мин 98·103 

7 FTO  
(2 слоя)

450° C 10 мин 41·105 

8 FTO  
(2 слоя)

500° C 10 мин 53·104 

9 FTO  
(2 слоя)

550° C 10 мин 22·104 

10 FTO  
(4 слоя)

550° C 5 мин 63·103 

11 FTO  
(8 слоёв) 

550° C 5 мин 7·103 

12 ITO  
(6 слоёв) 

550° C 5 мин 16·104  

(после допол-
нительного 

термического 
отжига 8·103)

13 ZnO : Cu
(1 слой)

550° C 5 мин 1,57·109 

14 ZnO : Ag
(1 слой)

550° C 5 мин 2,28·108 

15 ZnO : Al
(1 слой)

550° C 5 мин 85·104 

 
Образцы № 7–9 показывают снижение со-

противления при повышении температурного 
режима обработки до больших значений по 
сравнению с серией образцов № 4–6. Отслежива-
ется тенденция к резкому увеличению проводи-
мости при повышении температурного режима с 
450° С на 500° С, однако падение сопротивления 
продолжается при повышении температуры с 
500° С до 550° С. Вероятно, данное продолжение 
падения сопротивления связано с большим  
уплотнением слоев при повышении температуры 
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и уменьшением их пористости, что подтверждает-
ся данными для образцов № 10–11 FTO, которые 
показывают дальнейшее снижение сопротивле-
ния при уплотнении большего количества слоев 
при том же температурном режиме обработки. 

Для сравнения, исследованные и описанные 
ранее [5] покрытия на основе ZnO, легированные 
ионами Cu, Ag, Al, уступают по электропрово-
дящим свойствам пленкам FTO, приведенным 
выше. Также пленки этого состава превосходят 
по электрофизическим характеристикам пленки 
ITO, синтезированные аналогичным методом, не 
уступая им по механическим и оптическим ха-
рактеристикам. После дополнительного термиче-
ского отжига наблюдается уменьшение поверхно-
стного удельного сопротивления до 8·103 Ом/□. 
Дополнительный отжиг в вакууме при темпера-
туре 350º С приводит к уплотнению пленки, и 
как следствие уменьшению поверхностного 
удельного сопротивления. 

 
Заключение 
Исследованы физические свойства компо-

зиционных антистатических золь-гель покрытий 
различного состава. Проведены измерения меха-
нической прочности полученных образцов с ис-
пользованием твердомера «Константа ТК». Ус-
тановлено, что твёрдость полученных растворов 
изменяется в диапазоне от 2H до 5H в зависимо-
сти от времени и температуры отжига. Дополни-
тельный термический вакуумный отжиг не влия-
ет на оптические свойства и твёрдость образца 
ITO. Все композиционные антистатические по-
крытия имеют практически одинаковый характер 
спектров пропускания в зависимости от толщи-
ны пленки. обладают хорошим коэффициентом 
пропускания (75–85%) в видимом и ближнем ИК 
диапазоне. Более длительный отжиг при 550° C 
приводит к незначительному смещению края 
полосы фундаментального поглощения в корот-
коволновую сторону за счет уплотнения пленки 
и совершенствования ее кристаллической струк-
туры. Также спектры пропускания имеют осцил-
лирующий характер, характерный для возни-
кающих интерференционных эффектов в много-
слойных тонкопленочных структурах.  

Показано, что дополнительный термиче-
ский отжиг влияет на удельное поверхностное 
сопротивление образца ITO. Наблюдается 
уменьшение поверхностного удельного сопро-
тивления с 16·104 до 8·103 Ом/□. Можно предпо-
ложить, что этот эффект связан с уплотнением 
пленки, после отжига в вакууме при температуре 
350º С, а также с улучшением кристаллической 
структуры пленок. Таким образом необходимо 
провести дополнительные исследования образ-
цов с различным составом (FTO, ZnO:Al, 
ZnO:Cu, ZnO:Ag), влияние дополнительного  

вакуумного отжига на механические, структур-
ные и электрофизические свойства полученных 
образцов. 

Электрофизические свойства полученных 
покрытий соответствуют требованиям, предъяв-
ляемым к антистатическим покрытиям, что по-
зволит им в этом качестве конкурировать с более 
дорогими в изготовлении прозрачными прово-
дящими покрытиями с использованием вакуум-
ных технологий.  
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Введение 
Уравнения состояния реальных газов явля-

ются основой для теоретического и численного 
исследования их свойств [1]–[3]. Классический 
этап феноменологического конструирования 
уравнений состояния с использованием постоян-
ных числовых параметров и подбором функцио-
нального поведения  был связан с предложением 
большого количества вариантов уравнений, на-
чиная с уравнения Ван-дер-Ваальса [1]–[3]. Ос-
мысление структуры уравнения Редлиха – Квон-
га [4] как содержащей параметр, зависящий от 
температуры, привело к формулировке уравне-
ния Соаве – Редлиха – Квонга [5], в котором был 
введен параметр, зависящий от безразмерной 

приведенной температуры ( ).T   В последующие 

годы эта идея использования функционального 
параметра, входящего в состав уравнения со-
стояния, была реализована в уравнении Пенга –
Робинсона [6] и далее в большинстве предло-
женных новых вариантов уравнений. 

В настоящее время поиск уравнений со-
стояния реальных газов, наилучшим образом 
описывающих их свойства ведется, в основном, в 
двух направлениях:  

а) изучение новых вариантов функциональ-

ных параметров ( )T   [7];  

б) изменение формы существующих урав-
нений на основе тех или иных физических сооб-
ражений [8], [9].  

Одним из направлений теоретического ис-
следования уравнений состояния и свойств ре-
альных газов является использование безразмер-
ных приведенных переменных, выражающих 
значения абсолютной температуры, объема и 
давления в единицах из критических значений 
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кр
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P
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V

V
             (0.1) 

Это позволяет получать результаты, общие 
для всех веществ, находящихся в термодинами-
ческих подобных состояниях, и в определенном 
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смысле развивать принцип соответственных со-
стояний. 

Описание уравнений и физических величин 
в приведенных переменных наиболее удобно, 
поскольку в силу принципа соответственных 
состояний теоретические результаты в рамках 
выбранного уравнения состояния являются об-
щими для всех термодинамически подобных ве-
ществ [1]. Эффективность такого подхода осно-
вана на том, что результаты не связаны с кон-
кретным веществом, а, скорее, характеризуют 
конкретное уравнение состояния.  

В работах [9]–[11] приведенные термодина-
мические переменные были использованы для 
теоретического описания кривых инверсии эф-
фекта Джоуля – Томсона и свойств перегретой 
жидкости на основе классических уравнений 
состояния. Косвенно использование приведен-
ных термодинамических переменных стимули-
руется и тем, что все варианты альфа-функций, 
количество которых непрерывно растет, форму-
лируются с применением приведенной темпера-
туры. 

В данной работе приведенные термодина-
мические переменные используются для получе-
ния и анализа безразмерных выражений для не-
которых физических величин, называемых обыч-
но термодинамическими коэффициентами [1]. 

 
1 Приведенные термодинамические ко-

эффициенты реальных газов 
Термодинамические коэффициенты харак-

теризуют тепловые и упругие свойства тел. Ма-
тематическое определение изобарического ко-
эффициента расширения, изохорного термиче-
ского коэффициента давления и изотермического 
коэффициента сжимаемости имеет, соответст-
венно, вид 

1
,P

P

V

V T

     
 

1
,V

V

P

P T

     
 

1
.T

T

V
k

V P

     
                 (1.1) 

В общем случае взаимосвязь между указан-
ными коэффициентами получается с учетом со-
отношения      / / / 1,

T P V
P V V T T P         

откуда, из определений коэффициентов (1.1), 
следует 

.P V Tk P                         (1.2) 

Наряду с перечисленными коэффициентами 
удобно вычислить также разность изобарной и 
изохорной теплоемкостей газа, определяемую 
соотношением  
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Выполним переход к приведенным пере-
менным в определениях рассматриваемых 

термодинамических коэффициентов (1.1). С уче-
том (0.1) получаем 
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Соотношение (1.2) между коэффициентами 

в приведенной форме имеет вид .P V Tk P      

 
2 Термодинамические коэффициенты в 

модели газа Ван-дер-Ваальса 
Уравнение Ван-дер-Ваальса для одного мо-

ля реального газа имеет вид 
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Параметры уравнения a, b связаны с пара-
метрами критического состояния вещества соот-
ношениями 
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Используя приведенную форму уравнения 
Ван-дер-Ваальса [1] 
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получаем приведенные термодинамические коэф-
фициенты для этого уравнения (для записи соот-
ношений в оптимальной для выполнения вычисле-

ний форме использовано обозначение 1/ )w V  : 
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Несложно убедиться в выполнении соотно-

шения P V Tk P      для полученных коэффици-
ентов. 

 
3 Термодинамические коэффициенты в 

модели газа Редлиха – Квонга 
Уравнение состояния Редлиха – Квонга [4] 

имеет молярную форму вида  
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и характеристики критического состояния [10] 
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В формулах (3.1) введена константа 3 2 1     

0, 259921 0, 260.   При этом возникают связи 
параметров уравнения с параметрами критиче-
ского состояния 
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Приведенный вид уравнения Редлиха –
Квонга записывается как [10]  
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Используя (3.2), находим фигурирующие в (1.4) 
частные производные  
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Подставляя (3.3) в определение (1.4), с учётом 
(3.2) получаем выражение для приведенного 
изобарного коэффициента объёмного расшире-
ния P  в виде  
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или, с использованием приведенного давления, 
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 Для состояний, в которых приведенный 

объем ,V    формулу (3.4) можно упростить, 
введя в данном случае малый параметр 

/ 1,V     что приводит к соотношению 
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Теперь определяем явный вид приведенного 
изохорного термического коэффициента давле-

ния ,V  непосредственно используя выражения 

(3.3): 
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Формула (3.5) в случае применения того же 
малого параметра   дает следующее прибли-
женное выражение: 
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Далее обратимся к нахождению вида приве-

денной изотермической сжимаемости Tk  на ос-

нове формул (1.4), (3.3) 
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Рассмотрение приближения по малому парамет-

ру /V     приводит к результату 
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Аналог формулы Майера в используемых 
приведенных переменных и приближение для 
малых значений параметра w имеют, соответст-
венно, вид 
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Таким образом, в данном параграфе полу-
чены в приведенных переменных явные выраже-

ния термодинамических коэффициентов ,P  V  

и Tk  и разности изобарной и изохорной тепло-

емкостей применительно к газам, подчиняю-
щимся уравнению состояния Редлиха – Квонга, и 
получены их приближения с малым параметром. 

 
4 Термодинамические коэффициенты в 

модели газа Соаве – Редлиха – Квонга 
Уравнение Соаве – Редлиха – Квонга [5] 

имеет вид 
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При использовании уравнения необходимо 
учитывать связь параметров уравнения с пара-
метрами критического состояния, в том числе 
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зависимость параметра, учитывающего притяже-
ние молекул, от температуры 
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Здесь числовой параметр m соответствует 
конкретному газу (жидкости) с учетом параметра 
ω, учитывающего ацентричность молекул. 

В приведенной форме уравнение Соаве –
Редлиха – Квонга имеет вид  
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В оптимальной для выполнения вычислений 
форме рассматриваемые термодинамические ко-
эффициенты записываются следующим образом: 
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5 Графическое исследование термодина-

мических коэффициентов реальных газов 
На основании полученных соотношений по-

строены графики, отображающие обобщенное 
поведение термодинамических коэффициентов в 
приведенных переменных. В таком подходе на 
первый план выходит именно структура уравне-
ния состояния, что позволяет сопоставлять раз-
личные уравнения и влияние отдельных элемен-
тов уравнения на поведение рассмотренных ве-
личин.  
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Рисунок 5.1 – Графики термодинамических коэффициентов, определяемых уравнением Ван-дер-Ваальса 

для значения 2V   в диапазоне 2 5T   и для значения 2T   в диапазоне 2 5V   
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Рисунок 5.2 – Графики термодинамических коэффициентов, определяемых уравнением Соаве – Редлиха –

 Квонга для значения 2V   в диапазоне 2 5T  и для значения 2T   в диапазоне 2 5V   
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Заключение 
Таким образом, в данной работе предложе-

на новая форма записи соотношений, опреде-
ляющих физические параметры (термодинами-
ческие коэффициенты) на основании уравнений 
состояния реальных газов. Для каждого соотно-
шения выделена основная безразмерная часть, 
выраженная через приведенные термодинамиче-
ские переменные. Для уравнений состояния Ван-
дер-Ваальса, Соаве – Редлиха – Квонга и Редли-
ха – Квонга получен явный вид приведенных 
соотношений в удобной для проведения вычис-
лений форме. Построены графики коэффициен-
тов в приведенных переменных в области 

2 5,V   2 5.T   
Полученные результаты в определенном 

смысле расширяют область применимости зако-
на соответственных состояний и могут быть ис-
пользованы в качестве основы для анализа при-
менимости различных уравнений состояния ре-
альных газов к описанию экспериментальных 
данных, а также для предсказания физических 
параметров новых веществ на основе закона со-
ответственных состояний. 
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Аннотация. С применением генетического алгоритма MOGA программы ANSYS Workbench проведена оптимизация 
параметров лазерной резки алмазов. Конечно-элементный расчет температур и термоупругих напряжений выполнялся 
с использованием языка программирования APDL. С применением гранецентрированного варианта центрального  
композиционного плана эксперимента построена регрессионная модель лазерной резки алмазов. В качестве варьируе-
мых факторов использовались скорость резки, радиус лазерного пучка и плотность мощности лазерного излучения.  
В качестве откликов использовались максимальные температуры и термоупругие напряжения в зоне лазерной обра-
ботки. Оценка влияния параметров обработки на максимальные температуры и напряжения, формируемые лазерным 
излучением, показала, что основным фактором является плотность мощности лазерного излучения. Оптимизация  
лазерной резки алмазов выполнялась для двух вариантов постановки задачи: по критерию минимума термоупругих  
напряжений и по критериям минимума  термоупругих напряжений и максимума скорости обработки. Выполнено  
сравнение параметров, полученных в результате оптимизации, и параметров, полученных в результате конечно-
элементного моделирования. Максимальная относительная погрешность результатов, полученных при использовании 
алгоритма MOGA, не превысила 9% при определении температур и 15% при определении термоупругих напряжений. 
В результате моделирования определены параметры обработки, использование которых обеспечит повышение  
производительности и надёжности лазерной резки алмазов. 
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Abstract. Using the genetic algorithm MOGA of the ANSYS Workbench program, the parameters of laser cutting of diamonds 
were optimized. The finite element calculation of temperatures and thermoelastic stresses was performed using the APDL  
programming language. Using a face-centered version of the central compositional plan of the experiment, a regression model 
of laser cutting of diamonds was constructed. Cutting speed, laser beam radius, and laser power density were used as variable 
factors. The maximum temperatures and thermoelastic stresses in the laser treatment zone were used as responses. An assess-
ment of the influence of processing parameters on the maximum temperatures and voltages generated by laser radiation showed 
that the main factor is the power density of laser radiation. Optimization of laser cutting of diamonds was carried out for two 
options for setting the problem: according to the criterion of minimum thermoelastic stresses and according to the criteria of 
minimum thermoelastic stresses and maximum processing speed. The parameters obtained as a result of optimization and the 
parameters obtained as a result of finite element modeling are compared. The maximum relative error of the results obtained  
using the MOGA algorithm did not exceed 9% when determining temperatures and 15% when determining thermoelastic 
stresses. As a result of the simulation, the processing parameters were determined, the use of which will increase the productivity 
and reliability of laser cutting of diamonds. 
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Введение  
Свойства алмаза обеспечивают стабильную 

работу устройств, созданных на его основе, в 
критических условиях и делают перспективным 
его применение при создании новой техники [1]. 
Лазерная обработка кристаллов алмаза имеет ряд 

преимуществ, к которым относится возможность 
получения узких резов в сочетании с высокой 
производительностью процесса размерной обра-
ботки. Также следует отметить возможность ав-
томатизации процесса лазерной резки алмаза [2], 
[3]. В работах [3]–[8] ранее авторами выполнено 
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моделирование лазерной обработки кристаллов 
алмазов и проведены экспериментальные иссле-
дования.  

В настоящее время получило развитие но-
вое направление математического моделирова-
ния – метамоделирование, при реализации кото-
рого модели сложных систем формируются в 
результате вычислительных экспериментов. 
Данные модели называют метамоделями (модели 
над моделями) или суррогатными моделями. При 
этом метамодели характеризуются значительно 
более высокой вычислительной эффективностью 
по сравнению с исходными моделями [9]–[11]. 
Одной из целей метамоделирования является 
определение приближенных значений выходных 
параметров на основе входных параметров без 
выполнения полных расчётов. Достижение дан-
ной цели обеспечивается в результате примене-
ния метода планирования вычислительных экс-
периментов при нахождении соответствующих 
регрессионных выражений [9], [12], [13]. Другой 
целью метамоделирования является использова-
ние созданных моделей при оптимизации пара-
метров конструкций и технологических процес-
сов [10], [11].  

Оптимизация является важным направлени-
ем повышения эффективности использования 
лазерных технологий, примеры реализации кото-
рой с применением, в том числе генетических 
алгоритмов, представлены в работах [14]–[18]. 
Генетические алгоритмы являются частным слу-
чаем эволюционных методов и обеспечивают 
поиск лучших решений при помощи наследова-
ния и усиления полезных свойств множества 
объектов в процессе имитации их эволюции [19], 
[20]. Одним из эффективных генетических алго-
ритмов является алгоритм MOGA (Multi-
Objective Genetic Algorithm) [21]. 

В работах [16]–[18], [20], [22], [23] пред-
ставлены результаты оптимизации параметров 
конструкций и параметров технологических про-
цессов с использованием алгоритма MOGA, реа-
лизованного в модуле DesignXplorer программы 
ANSYS Workbench [24]. 

В данной работе выполнена оптимизация 
параметров лазерной обработки алмазов круглы-
ми лазерными пучками с использованием гене-
тического алгоритма MOGA модуля Design-
Xplorer программы ANSYS Workbench. 

 
1 Определение оптимальных параметров 

лазерной резки алмазов 
Температурные поля и поля термоупругих 

напряжений, формируемые в кристаллах алмаза 
при лазерной обработке, являются характеристи-
ками, определение которых необходимо для вы-
бора эффективных технологических режимов. 
Соответствующие расчеты выполнялись в рам-
ках несвязанной задачи термоупругости в квази-
статической постановке [25] с использованием 

языка программирования APDL (ANSYS para-
metric design language) [24]. 

Расчеты выполнялись для образца, имеюще-
го форму прямоугольного параллелепипеда с 
геометрическими размерами 2×3×1,5 мм. Для 
моделирования была сформирована модель, со-
стоящая из 45418 элементов (рисунок 1.1). Для 
теплового анализа применялись элементы Solid 
70, для прочностного анализа применялись эле-
менты Solid 64. При расчетах использовались 
свойства алмазов, приведенные в работах [2], 
[26], [27]. Расчетные значения температурных 
полей представлены на рисунке 1.2.  
 

 
 

Рисунок 1.1 – Конечно-элементная модель 
 

 
 

Рисунок 1.2 – Распределение температуры 
в объеме обрабатываемого алмаза, K 
V = 5 мм/с, R = 6 мм, P = 1010 Вт/м2 

 
Оптимизация параметров лазерной обра-

ботки проводилась с использованием модуля 
Ansys DesignXplorer расчетной среды Ansys 
Workbench в соответствии с последовательно-
стью действий, представленных в работе [22].  
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При создании поверхности отклика был ис-
пользован трехфакторный гранецентрированный 
вариант центрального композиционного плана 
эксперимента [12]–[13]. В качестве факторов 
эксперимента были выбраны скорость обработки 
V, радиус лазерного пучка R и плотность мощно-
сти лазерного излучения P0. Определялись сле-
дующие выходные параметры: максимальная 
температура в зоне лазерной обработки Т, мак-
симальные напряжения в зоне обработки σ1, 
(таблица 1.1).  

 
Таблица 1.1 – План эксперимента и резуль-

таты вычислений 
 

№ 
P1 

V, м/c 
P2 

R, м 
P3 

P0, Вт/м2 
P4 
Т, К 

P5 
σ1, Па 

1 0,001 0,00005 5·1010 5199 2,53·109

2 0,001 0,00006 3·1010 3967 1,87·109

3 0,001 0,00007 5·1010 7597 3,67·109

4 0,005 0,00005 3·1010 3178 1,51·109

5 0,005 0,00006 1010 1489 8,04·108

6 0,005 0,00006 3·1010 3882 1,87·109

7 0,005 0,00006 5·1010 6275 3,14·109

8 0,005 0,00007 3·1010 4559 2,20·109

9 0,009 0,00005 1010 1252 7,63·108

10 0,009 0,00005 5·1010 5087 2,53·109

11 0,009 0,00006 3·1010 3869 1,87·109

12 0,009 0,00007 1010 1709 8,29·108

13 0,009 0,00007 5·1010 7374 3,69·109

14 0,001 0,00005 1010 1274 8,16·108

15 0,001 0,00007 1010 1754 9,35·108

 
Моделью объекта исследования являлись 

функции отклика, связывающие выходные пара-
метры (T, σ1) с факторами (V, R, P0), которые ме-
нялись в заданных пределах при проведении 
численных экспериментов (таблица 1.1).  

Полученные уравнения регрессии имеют 
следующий вид: 
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Для оценки полученных регрессионных мо-
делей были использованы следующие критерии:  
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– среднеквадратичная ошибка RMSE (Root 
Mean Square Error) 
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где id  – значения, определенные методом ко-

нечных элементов, iy  – значения, определенные 

с использованием регрессионных моделей. 
Значения коэффициентов детерминации для 

выходных параметров Т и σ1 принимают значе-
ния, равные 0,999 и 0,9981, а значения RMSE для 
Т и σ1 равны 13,3 К и 4,27·107 Па соответственно, 
что можно интерпретировать как наличие необ-
ходимого соответствия регрессионной модели 
данным конечно-элементного анализа. 

Была проведена оценка влияния входных 
параметров на выходные параметры. Установле-
но, что на значения максимальных температур T 
в зоне лазерной обработки и на величину макси-
мальных термоупругих напряжений σ1 наиболь-
шее влияние оказывают значения плотности 
мощности лазерного излучения (рисунки 1.3, 1.4). 

Эффективность нагрева лазерным излуче-
нием зависит как от параметров излучения, так и 
от свойств обрабатываемого материала, который 
должен обладать достаточной поглощательной 
способностью для излучения данной длины вол-
ны. На практике для решения этой задачи по-
верхность алмаза покрывают слоем вещества с 
низкой теплопроводностью и большим коэффи-
циентом поглощения. Использование покрытия 
необходимо только на начальном этапе. В даль-
нейшем на поверхности алмаза в результате воз-
действия лазерного излучения формируется гра-
фитсодержащая пленка, которая эффективно по-
глощает энергию лазерного излучения. Можно 
считать, что стадия интенсивной графитизации 
алмаза наступает при достижении обрабатывае-
мым материалом температуры 2300 K [2]. 

С учетом данного условия оптимизация ла-
зерной обработки алмазов осуществлялась с ис-
пользованием многокритериального генетиче-
ского алгоритма MOGA модуля DesignXplorer с 
числом индивидов начальной популяции, рав-
ным 500, и числом индивидов за итерацию, рав-
ным 500 для двух вариантов постановки задачи: 

1) по критерию минимума термоупругих 
напряжений  

1 min   

при задании значений максимальной температу-
ры в зоне обработки 2300 .T K   

2) по критериям минимума термоупругих 
напряжений   

1 min   

и максимума скорости обработки  
maxV   

при задании значений максимальной температу-
ры в зоне обработки 2300 .T K   
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Рисунок 1.3 – Зависимость максимальной температуры Т от параметров обработки:  

а) P0 – const, б) R – const, в) V – const 
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Рисунок 1.4 – Зависимость максимальных напряжений σ1 от параметров обработки:  
а) P0 – const, б) R – const, в) V – const
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2 Результаты оптимизации  
Результаты оптимизации приведены в 

таблице 2.1. В скобках приведены значения па-
раметров, полученные в результате конечно-
элементного моделирования, при этом макси-
мальная относительная погрешность результа-
тов, полученных при использовании алгоритма 
MOGA, не превысила 9% при определении тем-
ператур и 15% при определении термоупругих 
напряжений. 

 
Таблица 2.2 – Результаты оптимизации 

 

№ 1 2 
P1  

V, м/c 
0,0078 0,0088 

P2 
R, м 

0,00006 
0,00007 

P3 
P0, Вт/м2 

1,63·1010 1,59·1010 

P4 
Т, К 

2305 
(2237) 

2329 
(2545) 

P5 
σ1, Па 

9,08·108 
(1,00·109) 

9,94·108 
(1,16·109) 

 
Заключение 
В работе показана возможность оптимиза-

ции параметров лазерной обработки алмазов с 
использованием генетического алгоритма MOGA 
модуля DesignXplorer. С использованием гране-
центрированного варианта центрального компо-
зиционного плана эксперимента была получена 
регрессионная модель лазерной резки алмазов. 
Установлено наличие необходимого соответст-
вия регрессионной модели результатам конечно-
элементного анализа. В результате численного 
эксперимента определены оптимальные пара-
метры лазерной обработки алмазов, с хорошей 
точностью согласующиеся с результатами экспе-
риментальных исследований [3], которые могут 
быть использованы в технологических процессах 
обработки алмазов. 
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Аннотация. Рассматривается компьютерная реализация методики расчета собственных колебаний трубопровода  
(сосуда) из композита, построенной на основе решения краевой  задачи для дифференциального уравнения 4-го порядка, 
описывающего поперечные колебания протяженного прямолинейного участка трубопровода с различными граничными 
условиями. Исследованы собственные поперечные колебания трубопровода из композита и функционально-
градиентного материала, содержащего равномерно движущуюся жидкость с постоянной скоростью. 
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Введение 
На современном уровне развития математи-

ческих моделей применительно к расчетам на-
пряженно-деформированного состояния элемен-
тов конструкций, таких как трубы, сосуды име-
ется обширная литература [1]–[4], но в тоже вре-
мя возникает необходимость создания новых 
компьютерных программ расчета этих сложных 
элементов конструкций из композиционных  ма-
териалов с учетом изменяющихся граничных и 
краевых условий, динамических нагружений и 
функционально-градиентных свойств материа-
лов (ФГМ). Несмотря на большие достижения в 
области расчета слоистых цилиндрических тел с 
учетом эффектов композитов, проблема решения 
смешанных задач с различными граничными 
условиями применительно моделированию рабо-
ты колебаний, например, трубопроводов, слои-
стых сосудов из композитов или функционально-
градиентных материалов и др. элементов машин 
достаточно полно не освещена.  

1 Постановка задачи и методика решения 
Известно, что математическая модель, опи-

сывающая поперечные колебания трубопровода 
(или сосуда как на макроуровне, так и на микро-
уровне) с равномерно движущейся жидкостью, 
сводится к решению краевой задачи для диффе-
ренциального уравнения 4-го порядка 

4 2 2 2

4 2 1 04 2 2
0

w w w w
a a a a

t t

   
   

  
   (1.1) 

с заданными граничными условиями. Входящие 
коэффициенты , 0,1,2, 4ia i   [2], [3] изменяются 

в зависимости от свойств материала и конструк-
ции трубы, и их удобно представить в виде таб-
лицы 1.1. 

Построим алгоритм решения поставленной 
задачи в таком универсальном виде, для которо-
го можно удобно проводить реализацию расчета. 
Решение ищем в виде ( , ) ( / ) ,i tw t Wu L e     где 

u – комплексная безразмерная амплитуда попе-
речного перемещения трубы; W – некоторое  
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характерное поперечное перемещение трубы;   – 
частота собственных колебаний трубы; t – пере-
менная по времени. 
 

Таблица 1.1 – Коэффициенты ia  в зависи-

мости от решаемой задачи 
 

Коэффи- 
циенты ia  

Однородный материал 
трубы (или композит) 

ФГМ 

4a  EI  2
eg egEI GA L

2a  2
2 0   2

f fm u  

1a  2 02   2 f fm u  

0a  1 2    f pm m  

 
Характеристическое уравнение (1.1) можно 

записать в безразмерных переменных в следую-
щем виде [2]: 

(4) (2) 2
4 2 1 0 0,a u a u ia u a u            (1.2) 

где для однородного материала [2]: 0/L V    – 

безразмерная собственная частота; /x L   – 

безразмерная координата; 1
0 1 2/ ( )V L E I     – 

характерная скорость распространения упругих 
колебаний в трубе; 0 0/V   – скоростной па-

раметр; 2 1 2/ ( )N m m m   – инерционный пара-

метр, например, для тонкостенной трубы 
1

1 2(1 2( / )( / )) ;N R R       3I R R    – момент 

инерции трубы; i – мнимая единица; 
для функционально-градиентных материа-

лов (ФГМ) [3]: / ( );eg cEI E I    
2 / ( );eg cGA L E I    2 / ( ) ;cU m E I L    

2 2 1/ ( );Mr m m m   
2 / 2

2

0 / 2

( ) ;
mR h

eg

h

EI E z z dzdr




    

2 / 2

0 /2

( )
;

2(1 )

mR h

eg

h

E z
GA dzdr






  

2 / 2

1

0 /2

( ) ;
mR h

h

m z dzdr




    

2 2 2 ;m A   ( ) ;c c m mz V V      

( ) ;c c m mE z V E V E       2 / 2 ;
s

mV z h h    

1 ;c mV V   L, R, ,R  ,  E и   – длина, радиус, 

толщина стенки, плотность, модуль Юнга и ко-
эффициент Пуассона материала трубы соответ-
ственно; 1 1( )m  и 2 2( )m  – погонная плотность 

(масса) материала трубы и транспортируемой 
среды соответственно; 

 
– скоростной пара-

метр; 2A
 
– площадь поперечного сечения пото-

ка; s
 
– показатель, описывающий профиль объ-

емной доли (0 )s    для ФГМ; индексы m
 
и c 

указывают внутренний и внешний слои соответ-
ственно. 

Возможны различные способы закрепления 
концов трубы с граничными условиями, которые 
записаны в таблице 1.2 . Известно [2], что част-

ное решение уравнения (1.2) находится  по зави-
симости kxu Ce  и затем строится характеристи-
ческое уравнение для нахождения комплексных 
значений k. Тогда общее решение уравнения 
(1.2) будет иметь вид  

4
( )

1

( ) .jk x

j
j

u x C e


                     (1.3) 

Исходя из граничных условий для краевой 
задачи, получаем систему алгебраических урав-
нений для нахождений неизвестных коэффици-
ентов ,jC  строим алгоритм расчета определите-

ля матрицы для нахождения собственных частот 
при колебаниях. Находим нетривиальные реше-
ния, приравняв определитель соответствующей 
матрицы к нулю (таблица 1.2). 

Легко можно заметить, что выполняется 

следующее равенство: 
4

2
4 2

1

.i
i

G k G


   

В связи с тем, что при решении данных за-
дач определитель G является комплексным, рас-
сматривается условие, когда выполняется  равен-
ство 0G G  , где чертой обозначена операция 
комплексного сопряжения. Для нахождения па-
раметров неизвестных значений комплексного 
волнового параметра , 1,2,3,4jk k j   диффе-

ренциального уравнения (1.2) характеристиче-
ское  уравнение представляется в виде: 

4 2 0,k pk iqk r               (1.4) 

где коэффициенты , ,p q r  зависят от рассматри-

ваемой задачи, и, применяя формулу Феррари, 
запишем резольвенту уравнения (1.4) [5]  

     
3 2 2( ) 4 2 0f p r pr q         

     
(1.5) 

Определив корни кубического уравнения 
(1.5) [6] 
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Таблица 1.2 – Виды закрепления концов трубы и граничные условия 

 

Условие закреп-
ления концов 

трубы 

Графическое 
представление 

Граничные  
условия 

Определитель 

iG  

1. Шарнирное  
опирание 

 

(0) (0)

(1) (1) 0

u u

u u

 
  

 
G1 

2. Зажатый-
зажатый 

(0) (0)

(1) (1) 0

u u

u u

 
  

 
G2 

3. Зажатый-
свободный (кон-
сольный) 

(0) (0)

(1) (1) 0

u u

u u

 
   

 
G3 

4. Свободные 
концы 

(0) (0)

(1) (1) 0

u u

u u

  
   

 
G4 

 
Здесь  

31 2 4

31 2 4

2 2 2 2
1 2 3 4

1

2 2 2 2
1 2 3 4

1 1 1 1

,kk k k

kk k k

k k k k
G

e e e e

k e k e k e k e

  
31 2 4

31 2 4

1 2 3 4
2

1 2 3 4

1 1 1 1

,kk k k

kk k k

k k k k
G

e e e e

k e k e k e k e

  

31 2 4

31 2 4

1 2 3 4
3 2 2 2 2

1 2 3 4
3 3 3 3

1 2 3 4

1 1 1 1

,kk k k

kk k k

k k k k
G

k e k e k e k e

k e k e k e k e

  
31 2 4

31 2 4

2 2 2 2
1 2 3 4
3 3 3 3

1 2 3 4
4 2 2 2 2

1 2 3 4
3 3 3 3

1 2 3 4

.
kk k k

kk k k

k k k k

k k k k
G

k e k e k e k e

k e k e k e k e
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2 2 2

1 2 2

2 2 2 2

2 2 2

4 (2 ) 9( 2 (2 ) 16 )
;

12(2 )

16(2 ) 3 ( 2 (2 ) 16 )
,

12(2 )

p pr q p pr q r
f

p pr q

pr q p p pr q r
f

p pr q

     


 

    


 

 

и выбрав действительный корень k  [5], находим 

решение уравнения (1.4)  

1 1 1 2 1 1

3 1 1 4 1 1

( ) / 2; ( ) / 2;

( ) / 2; ( ) / 2;

k R D k R D

k R E k R E

   
       

где 

1

2
1 1 1

1
2

1

2
1 1 1

1
2

1

,

2 2 / , 0;

2 2 4 , 0;

2 2 / , 0;

2 2 4 , 0.

k

k

k

R p

R p iq R R
D

p r R

R p iq R R
E

p r R

   

     
     
     
     

 

Для решения поставленной задачи произво-
дим численный расчет до тех пор, пока будет 
выполнено условие (с необходимой точностью) 

0,G G   а также уточняем корни уравнений 
(1.4) и (1.5) по методу Ньютона. 

При 1N   уравнение (1.2) допускает фак-
торизацию, и тогда вековое уравнение можно 
записать в виде [2]: 

2 2

* *

2 2
*

( cos cos )

sin / 4 0, / 4;

(cos cos cos )

sin sin / 4 0, 0 / 4;

ch

sh

     

      
      

       
    

(1.6) 

где  
2 2

*/ 4, / 4, .i             

 
2 Примеры расчета 
Для тестирования методики использовались 

численные данные, приведенные в работе [2]: на 
рисунке 2.1 изображены графики зависимости 
первой собственной частоты ω от скоростного 
параметра α (график 1 – по предложенной мето-
дике, график 2 – из статьи [2]). 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Графики зависимостей ω от α 
 
 

На рисунках 2.2 и 2.3 показаны графики 
влияния длины (рисунок 2.2, а), толщины трубы 
(рисунок 2.2, б) и плотности жидкости внутри 
трубы при различных %-ных содержаниях воло-
кон в матрице материала трубы (рисунок 2.3, а) 
на первую собственную частоту ω и скоростной 
параметр α. На рисунке 2.3, б, показан график 
зависимости первой собственной частоты ω от 
%-го содержания волокон в матрице материала 
трубы при различных условиях закрепления 
концов трубы. Приняты следующие характери-
стики: L = 1 м; 0  = 10 м/с; R = 0,1 м; R  =0,01 м; 

2  = 1000 кг/м3; aE  = 200·109 H/м2; a  = 0,25; 

a  = 5000 кг/м3; mE  = 600·109 H/м2; m  = 0,23; 
m  = 8000 кг/м3. Модуль упругости E, коэффи-

циент Пуассона ν и плотность ρ материала трубы 
определялись по правилу смесей [1]: 

1

(1 ) ,

(1 ) ,

(1 ) ,

a m

a m

a m

E VE V E

V V

V V

  

     

     

 

нижние индексы a и m характеризуют волокно и 
матрицу материала трубы соответственно; V – 
объемное содержание волокна в матрице компо-
зиционного материала. 

Следует отметить, что разработанный алго-
ритм для нахождения собственных частот с раз-
личными граничными условиями закрепления 
можно применить для расчета микротрубок, ко-
гда транспортируется жидкость, и функциональ-
но-градиентный материал для стенки трубы по-
стоянно изменяется по толщине микротрубки по 
степенному закону распределения. Так, напри-
мер, в работе [3] предложен метод решения по-
добных задач и приводится пример расчета со 
следующими параметрами для микротрубки с 
ФГМ: отношение внутреннего диаметра к внеш-
нему диаметру 0/iD D  = 0,9, 0D  = 20 мкм, длина 

L = 17,6 мкм, плотность жидкости 2  = 1000 кг/м3, 

модули упругости сE  = 380 ГПа, mE  = 70 ГПа, 

коэффициенты Пуассона с m    = 0,23, плотности 

материала трубы с  = 3800 кг/м3, m  = 2700 кг/м3. 

Проведенные вычисления показали, что как мак-
роуровне, так и на микроуровне [3] критические 
скорости увеличиваются с увеличением показа-
теля объемной доли s, и собственная частота 
уменьшается с увеличением параметра масштаба 
длины. 

На рисунках 2.4. а, и 2.4, б, показаны гра-
фики зависимостей   и 

 
для трубы из функ-

ционально-градиентного материала при различ-
ных значениях коэффициента степени s и усло-
виях закрепления концов трубы (сосуда). На-
чальные данные соответствуют [3].  

Следует отметить, что способы закрепления 
концов трубопровода значительно влияют на 
значения собственных колебаний, что отражено 
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                                               а)                                                                                   б) 

Рисунок 2.2 – Графики зависимостей ω и α от длины (а) и толщины трубы (б) 
 

    
                                               а)                                                                                   б) 

Рисунок 2.3 – Графики зависимостей ω и α от плотности транспортируемой жидкости (а) 
и условий закрепления концов трубы (б) 

 

    
                                               а)                                                                                   б) 

Рисунок 2.4 – Графики зависимостей   от   для трубы из ФГМ при различных коэффициентах 
степени s (а), способах закрепления концов трубы (б) 

 

на рисунках 2.3, б, и 2.4, б: значения 1, 2, 3, 4 
соответствуют нумерации условий закрепления 
концов трубы в таблице 1.2. В тоже время можно 
заметить, что собственные частоты для крепле-
ния 2 (жесткое защемление) и 4 (свободные кон-
цы) совпадают, как это видно из рисунков 2.3, б, 
и 2.4, б, это свойство вытекает из теоремы 2 
работы [2] и связи определителей 2G  и 4 .G  При 

0   собственные колебания   принимают 
максимальные значения [2].  

 
Заключение 
Разработана методика реализации матема-

тической модели расчета собственных колебаний 
трубопровода (сосуда) из композитов, включая 
функционально-градиентные материалы. Ис-
пользуя современные достижения по решению 
подобных задач рассматриваемого типа как на 
макроуровне, так и на микроуровне [2], [3] по-
строен алгоритм, который обобщает разработан-
ные решения в виде определенного эффективного 

подхода математической реализации расчета. 
Особенность представленного алгоритма заклю-
чается в применении известной методики реше-
ния кубического уравнения и, при необходимо-
сти, уточнении корней по методу Ньютона. Как 
показали проведенные расчеты, собственные ча-
стоты исследуемых конструкций труб (сосудов) 
зависят от условий крепления их концов и физи-
ческих свойств материалов. Тестирование мето-
дики проводилось для первой собственной  
частоты. 
 

ЛИТЕРАТУРА 
1. Можаровский, В.В. Прикладная механика 

слоистых тел из композитов / В.В. Можаровский, 
В.Е. Старжинский. – Минск: Наука и техника, 
1988. – 280 с. 

2. Акуленко, Л.Д. Основные свойства собст-
венных колебаний протяженного участка трубо-
провода / Л.Д. Акуленко, М.И. Иванов, Л.И. Ко-
ровина // Механика твердого тела. – 2013. – № 4. – 
C. 119–134. 



В.В. Можаровский, С.В. Киргинцева 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 4 (53), 2022 42 

3. Talib, EH. Semi-analytic solution for stabil-
ity and free vibration of functionally graded (FG) 
material micro-pipe conveying fluid / EH. Elaikh 
Talib, Nada M. Abed // International journal of en-
ergy and environment. – 2018. – Vol. 9, iss. 6. – 
P. 563–580. 

4. Хакимов, А.Г. Определение скорости 
движущегося стержня и толщины покрытия по 
собственным частотам изгибных колебаний / 
А.Г. Хакимов // Труды института механики име-
ни Р.Р. Мавлютова. – 2016. – Т. 1, № 1. – С. 10–15. 

5. Wein, Ron. High-level filtering for arrange-
ments of conic arcs / Ron Wein // Thesis submitted 
in partial fulfillment of the requirements for the 

M.Sc. degree in the School of Computer Science, 
Tel-Aviv University. – 2002. – 76 p.  

6. Raghavendra, Dr. Unified method for solv-
ing general polynomial equations of degree less than 
five / Dr. Raghavendra, G. Kulkarni // Alabama 
Journal of Mathematics. – 2006. – P. 1–18. 
 

Поступила в редакцию 08.09.2022. 
 
 
Информация об авторах 
Можаровский Валентин Васильевич – д.т.н., профессор 
Киргинцева Светлана Викторовна – ассистент 

 
 

 



Проблемы физики, математики и техники, № 4 (53), 2022 ISSN 2077-8708 
 

© Павленко А.В., Гришечкин Ю.А., 2022                    43 

 
УДК 539.12.01                                                                 DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2022_4_53_43 

EDN: LRXSGO 
 

ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ ДВУМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ 
ЛОГУНОВА – ТАВХЕЛИДЗЕ С НЕКОТОРЫМИ АНАЛОГАМИ 

ПОТЕНЦИАЛА ГАРМОНИЧЕСКОГО ОСЦИЛЛЯТОРА 
В ИМПУЛЬСНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ 

А.В. Павленко, Ю.А. Гришечкин 

Гомельский государственный университет имени Франциска Скорины 
 

EXACT SOLUTIONS OF THE TWO-DIMENSIONAL 
LOGUNOV – TAVKHELIDZE EQUATION WITH SOME ANALOGUES 

OF THE HARMONIC OSCILLATOR POTENTIAL 
IN THE MOMENTUM REPRESENTATION 

A.V. Paulenko, Yu.A. Grishechkin 

Francisk Skorina Gomel State University 
 

Аннотация. Получены точные решения двумерного уравнения Логунова – Тавхелидзе, описывающего связанные  
состояния систем двух скалярных частиц одинаковой массы для некоторых вариантов  релятивистского обобщения  
потенциала гармонического осциллятора в импульсном представлении. 
 
Ключевые слова: двумерное уравнение Логунова – Тавхелидзе, парциальная волновая функция, связанные состояния, 
гармонический осциллятор, двумерное импульсное представление. 
 
Для цитирования: Павленко, А.В. Точные решения двумерного уравнения Логунова – Тавхелидзе с некоторыми  
аналогами потенциала гармонического осциллятора в импульсном представлении / А.В. Павленко, Ю.А. Гришечкин // 
Проблемы физики, математики и техники. – 2022. – № 4 (53). – С. 43–45. – DOI: https://doi.org/10.54341/ 
20778708_2022_4_53_43. – EDN: LRXSGO 
 
Abstract. The exact solutions of the two-dimensional Logunov-Tavkhelidze equation which describes the bound states of  
systems of two scalar particles of the equivalent mass for some variants of the relativistic generalization of the harmonic  
oscillator potential are obtained in the momentum representation. 
 
Keywords: two-dimensional Logunov – Tavkhelidze equation, partial wave function, bound states, harmonic oscillator, two-
dimensional momentum representation. 
 
For citation: Paulenko, A.V. Exact solutions of the two-dimensional Logunov – Tavkhelidze equation with some analogues of 
the harmonic oscillator potential in the momentum representation / A.V. Paulenko, Yu.A. Grishechkin // Problems of Physics, 
Mathematics and Technics. – 2022. – № 4 (53). – P. 43–45. – DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2022_4_53_43  
(in Russian). – EDN: LRXSGO 

 
 

Введение  
Рассмотрим уравнение Логунова – Тавхелид-

зе для системы двух скалярных частиц одинаковой 
массы m в двумерном импульсном представлении 

 
 

2 2 2

2
2

( ) ψ( )

1
, ψ( ) ,

2π k

E m

m
V d

E

  

 

p p

p k k k
 

2 2 ,kE m k               (0.1) 

где p – двумерный относительный импульс в 
системе центра масс, 2E – энергия двухчастичной 
системы, ψ( )p  – волновая функция,  ,V p k  – 

релятивистский потенциал. 
В нерелятивистской квантовой механике 

потенциал гармонического осциллятора в дву-
мерном координатном представлении имеет вид 

  2 2ρ ρ ,V           (0.2) 

где ω  – константа связи, ρ 0  – модуль радиус-

вектора. Используя преобразование Фурье, за-
пишем потенциал (0.2) в двумерном импульсном 
представлении  

   2 2 (2) (2), (2π) ω δ ,pV    p k p k       (0.3) 

где (2)
p  – оператор Лапласа на плоскости им-

пульсов,  (2)δ p k  – двумерная дельта-

функция.  
В следующих разделах мы рассмотрим не-

которые аналоги потенциала (0.3) и найдем точ-
ные решения уравнения (0.1) с этими потенциа-
лами. Отметим, что в трехмерном случае данная 
задача была решена в работе [1]. 
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1 Релятивистские аналоги потенциала 
гармонического осциллятора  

Преобразуем выражение (0.3), заменив в 
нём разность импульсов p k  в евклидовом 

пространстве на
 

разность   ,p k  заданную в 

пространстве Лобачевского [2]: 

  ,p
k

E
m E m

 
     

k pk
p k p  

2 2 .pE m p        (1.1) 

В результате получим потенциал следую-
щего вида: 

    

 

2 2 (2) (2)
1

2 2 (2) (2)

, (2π) ω δ

(2π) ω δ .

p

p
p

V

E

m

      
 

    
 

p k p k

p k
 (1.2) 

При получении выражения (1.2) была использо-
вана формула преобразования дельта-функции 
аргумента   ,p k  приведенная в работе [2].  

Следуя работе [1], умножим потенциал (0.3) 
на отношения ,kE E  pE E  и таким образом 

получим еще два варианта потенциала: 

   2 2 (2) (2)
2 , , (2π) ω δk

p

E
V E

E
   p k p k  (1.3) 

и 

   2 2 (2) (2)
3 , , (2π) ω δp

p

E
V E

E
   p k p k  (1.4) 

соответственно. Нетрудно видеть, что на энерге-
тической поверхности k pE E E   потенциалы 

(1.3) и (1.4) преобразуются в выражение (0.3). 
Нахождение нерелятивистского предела (предела 
при )m   формул (1.2)–(1.4) приводит к по-

тенциалу (0.3). Таким образом, выражения (1.2)– 
(1.4) можно рассматривать в качестве релятиви-
стских обобщений квантовомеханического по-
тенциала гармонического осциллятора. 

 
2 Точные решения двумерного уравнения 

Логунова – Тавхелидзе 
Подстановка потенциалов (1.2)–(1.4) в 

уравнение (0.1) и последующее интегрирование с 
учетом свойств дельта-функции [3] приводит к 
следующим дифференциальным уравнениям в 
частных производных: 

 2 2 2 2 (2)
1 1ψ ( ) ω ψ ( ),pE m p    p p     (2.1) 

 2 2 2 2 (2)
2 2ψ ( ) ω ψ ( ),p

m
E m p

E
    p p   (2.2) 

 2 2 2 2 (2)
3 3ψ ( ) ω ψ ( ),p

p
p

E m
E m p

E E
    p p  (2.3) 

где ,p  p  а индекс волновой функции равен 

индексу соответствующего потенциала. Решение 
данных уравнений будем искать методом разде-
ления переменных в полярных координатах 

 , ,p   представив искомые волновые функции 

в форме ( 1, 2, 3)s   [4] 

,μ
μ

1
ψ ( ) ψ ( )exp( μφ),s s p i

p





 p     (2.4) 

где ,μψ ( )s p  – парциальные волновые функции. 

Подстановка ряда (2.4) в уравнения (2.1)–(2.3) и 
последующее приравнивание коэффициентов при 
экспонентах с одинаковыми показателями при-
водит к обыкновенным дифференциальным ура-
внениям для парциальных волновых функций: 
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(2.7) 

Отметим, что уравнение (2.7) может быть сведе-
но к уравнению (2.6) путем замены 

3,μ 2,μψ ( ) ψ ( ).pp E p  Регулярные на интервале 

 0;p   решения уравнений (2.5)–(2.7) имеют 

следующий вид [5]: 
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где  2 2β α ,E m   ,μsC  – неизвестные констан-

ты,  1 1 , ,F a b x  – вырожденная гипергеометриче-

ская функция [6].  
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Для того чтобы волновые функции (2.8) бы-
ли конечными при любых значениях переменной 
p, следует потребовать выполнение условия 

1 2 β 4 μ 2 ,n    0,1,2...n  .    (2.9) 

Наличие условия (2.9) приводит к тому, что вы-
рожденная гипергеометрическая функция в фор-
мулах (2.8) преобразуется в обобщенный поли-
ном Лагерра [6]. Таким образом, парциальные 
волновые функции для фиксированного состоя-
ния n могут быть представлены в виде 
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Учитывая обозначения, введенные в (2.8), 
получим из равенства (2.9) условия квантования 
энергии системы двух частиц для каждого из 
трех потенциалов:  

– потенциала (1.2) 

  22 2 2ω 2 μ 1 ,nE n m            (2.11) 

– потенциалов (1.3) и (1.4) 

   2 2 2ω 2 μ 1 .n nE E m m n      (2.12) 

Для определения констант ,μ,s nC  мы использова-

ли нерелятивистское условие нормировки парци-
альных волновых функций  

 2
,μ,

0

1
ψ 1.

2π s n p dp


        (2.13) 

Подстановка волновых функций (2.10) в равен-
ство (2.13) и последующее вычисление интегра-
лов [7] приводим к следующим значениям кон-
стант: 
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Отметим, что использование релятивист-
ского условия нормировки волновой функции [8] 
не дает возможность получить точные выраже-
ния для констант ,μ,n .sC  

Заключение 
Таким образом, в данной работе найдены 

точные решения двумерного уравнения Логуно-
ва – Тавхелидзе с некоторыми аналогами потен-
циала гармонического осциллятора в импульс-
ном представлении: парциальные волновые 
функции и условия квантования энергии.  

В дальнейшем мы планируем рассмотреть 
другие варианты релятивисткого обобщения по-
тенциала гармонического осциллятора и полу-
чить точные или приближенные решения реля-
тивистких двухчастичных уравнений с этими 
типами взаимодействий. 
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Аннотация. Определены особенности влияния природы полимерной матрицы на морфологию и структуру нанокомпо-
зиционных покрытий, сформированных лазерным диспергированием смеси полимеров и формиата свинца. Установлено 
влияние полярности полимера, термообработки на распределение отдельных структурных образований покрытий, ши-
рину запрещенной зоны металлсодержащего наполнителя. Показано, что природа полимерного материала не  
оказывает заметного влияния на процесс разложения формиата свинца под действием лазерного излучения. 
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Введение  
В настоящее время нанокомпозиционные 

покрытия, благодаря уникальным механическим, 
физико-химическим, электрофизическим и опти-
ческим свойствам, широко используются при 
решении различных задач науки и техники [1]–
[7]: разработка биомедицинских сенсоров на ос-
нове металлоорганики (в том числе для опреде-
ления COVID-19 [3]); модифицирование поверх-
ности медицинских имплантатов с целью прида-
ния антибактериальных свойств [4], [5]; повы-
шение коррозионной стойкости и улучшение 
триботехнических характеристик поверхности 
[6]; разработка и производство элементов элек-
тронной техники [7] и др. 

Полимерные нанокомпозиционные покры-
тия представляют собой полимерную матрицу, со-
держащую различные химические элементы или 
наноструктуры, чаще всего это оксиды металлов 
и углеродные наночастицы [4], [5], [8]. Свойства 
таких покрытий существенным образом зависят 
от метода формирования, природы матрицы и 

наполнителя, размеров допирующих нанострук-
тур [8], [9]. Например, модуль упругости поли-
мерных нанокомпозитов в зависимости от диа-
метра углеродных нанотрубок может варьиро-
ваться от 300 ГПа до 1 ТПа [9]. Кроме того, 
большое влияние на свойства нанокомпозицион-
ных покрытий оказывает распределение наност-
руктур по объему [10]. Агрегация наночастиц в 
полимерной матрице может приводить к сниже-
нию эффективности допирования [8]. Еще одним 
из немаловажных факторов является взаимодей-
ствие наполнителя и полимера, зависящее от 
числа адсорбированных участков полимерных 
цепочек и от площади контакта наноструктур и 
матрицы [11]. Площадь контакта, в свою оче-
редь, определяется формой и ориентацией допи-
рующих наноструктур. 

Таким образом, исследования, направлен-
ные на разработку методом формирования 
нанокомпозиционных покрытий с заданным 
распределением наполнителя по объему, а также 
работы, посвященные изучению взаимодействия 
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наноструктур и матрицы, представляют научный 
и практический интерес. 

Целью настоящей работы является изучение 
процессов формирования и определение влияния 
природы полимерной матрицы на морфологию и 
структуру нанокомпозиционных покрытий, сфор-
мированных лазерным диспергированием фор-
миата свинца и его смеси с полимерами, отли-
чающимися степенью полярности макромолекул. 

 
1 Методика эксперимента 
Экспериментальные образцы нанокомпози-

ционных полимерных покрытий были сформи-
рованы на кремниевой подложке путем лазерно-
го диспергирования композиционной мишени 
формиата свинца Pb(HCOO)2. В качестве матри-
цы были выбраны следующие полимерные мате-
риалы: политетрафторэтилен (ПТФЭ), фторо-
пласт-30, микрокристаллическая целлюлоза 
(МКЦ), нанокристаллическая целлюлоза (НКЦ), 
поликапролактан. Соотношение компонентов в 
мишени (полимер-формиат свинца) – 1:1. При 
формировании покрытий использовался лазер  
L-2137U+HG-5 с длиной волны 532 нм, длитель-
ностью импульса накачки в режиме модулиро-
ванной добротности 6 нс, энергией импульса 
накачки 43 мДж и энергией лазерного импульса 
450 мДж.  

Молекулярная структура покрытий была 
определена с помощью инфракрасного (ИК) Фу-
рье спектрофотометра Vertex-70 (Bruker) (диапа-
зон сканирования 4000–300 см-1, разрешение 
4 см-1). В качестве внутреннего стандарта были 
приняты спектры углеводородных покрытий по 
полосе С – Н при 1465 см-1. 

Значение ширины запрещенной зоны было 
установлено на основании анализа электронных 
спектров поглощения, получаемых с помощью 
спектрофотометра Cary-50 (Varian, США) со-
гласно модели Таунца [12]. 

Морфология композиционных покрытий 
была изучена средствами атомно-силовой мик-
роскопии (АСМ) при помощи микроскопа Solver 
Pro (NT-MDT, Москва, Россия). Режим работы – 
полуконтактный, область сканирования – 
4×4 мкм. Для анализа полученных результатов 
был использован специализированный про-
граммный комплекс Gwyddion. Указанный ком-
плекс позволяет определить: Rms – параметр 
оценки рельефа поверхности, вычисляемый как 
корень квадратный из среднего квадрата рас-
стояний вершин неровностей профиля до его 
средней линии; Ra – среднее арифметическое 
отклонение всех точек профиля шероховатости 
от средней линии на длине оценки; среднюю 
высоту; распределение по размеру; количество и 
диаметр отдельных структурных образований – 
зерен. 

 
 

2 Результаты и их обсуждение 
Процесс лазерного диспергирования фор-

миата свинца условно можно разделить на два 
временных периода: начальный и заключитель-
ный. В начальный период воздействия лазерного 
излучения на соль происходит интенсивное газо-
образование (рисунок 2.1). Рост давления в ваку-
умной камере является результатом разложения 
соли. Разложение сопровождается постепенным 
изменением цвета порошка соли от белого до 
серого. В отмеченный период времени кварце-
вый измеритель толщины фиксирует лишь не-
значительную скорость осаждения. После того, 
как мишень полностью становится серой и начи-
нает плавиться, происходит заметное снижение 
давления в вакуумной камере. Именно на заклю-
чительной стадии диспергирования фиксируется 
максимальная скорость осаждения.  

 

 
 

Рисунок 2.1 – Кинетика роста покрытия  
и изменение давления в процессе лазерного 

 диспергирования формиата свинца 
 

На разложение формиата свинца указывает 
ИК-спектроскопический анализ материала ми-
шени после воздействия на нее лазерного излу-
чения (рисунок 2.2).  

В ИК-спектре материала мишени после воз-
действия лазерного излучения отсутствует за-
метное поглощение в области (1610–1550) см-1 и 
(1400–1300) см-1, характерное для ионизирован-
ных карбоксильных групп [13]. Разложение фор-
миата свинца приводит к образованию в мишени 
металла и его плавлению. По этой причине по-
крытие на основе формиата свинца в ИК-спектре 
не является активным.  

Электронные спектры поглощения косвенно 
подтверждают вывод о деструкции (рисунок 2.3). 
Отметим, что значение ширины запрещенной 
зоны Eg для оксида свинца (II) ≈ 2,9 эВ [14]. 
Низкотемпературный отжиг не приводит к за-
метному окислению покрытия с образованием 
оксида. Влияние термообработки, по-видимому, 
проявляется в дополнительном разложении про-
дуктов диспергирования формиата свинца. Сме-
щение величины Eg с 4,46 эВ к 4,35 эВ может 
являться следствием укрупнения структурных 
элементов покрытия.  
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Рисунок 2.2 – ИК-спектры порошка формиата свинца до и после воздействия на него 
лазерного излучения: 1 – до; 2 – после 

 

             
                                  без термообработки                                       термообработка 250° С (45 мин) 

 

Рисунок 2.3 – Расчет значения Eg для покрытий на основе формиата свинца 
 

               
                                    МКЦ + формиат Pb                                         поликапролактон + формиат Pb 

 

Рисунок 2.4 – Расчет значения Eg для нанокомпозиционных покрытий 
после термообработки (250° С, 45 мин) 

 

В дальнейшем были рассмотрены электрон-
ные спектры композиционных покрытий на ос-
нове формиата свинца, микро- и нанокристалли-
ческой целлюлозы, поликапролактона после 
термической обработки. Следует отметить, что 
высокомолекулярные органические соединения в 
процессе термической обработки и под действи-
ем лазерного излучения способны претерпевать 
заметные структурные изменения [15]. Для ком-
позиционного покрытия на основе микрокри-
сталлической целлюлозы и формиата свинца зна-
чение Eg равно 3,64 эВ (рисунок 2.4). Близкие зна-
чения фиксируются после низкотемпературного 

отжига покрытий микрокристаллической целлю-
лозы. Согласно данным работы [15] термообра-
ботка слоя целлюлозы инициирует разрушение 
пиранозных циклов с образованием аморфных 
углеродных структур, которые также могут ока-
зать влияние на значения Eg.  

Для термообработанного композиционного 
слоя на основе поликапролактона и формиата 
свинца величина Eg равна 4,17 эВ. Снижение 
величины Eg может быть связано с взаимодейст-
вием металлического свинца с кислородными 
группами полимера. 
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ПТФЭ + формиат Pb 

 
фторопласт 30 

 

  
МКЦ + формиат свинца 

 
НКЦ + формиат свинца 

 
поликапролактан + формиат свинца 

 

Рисунок 2.5 – АСМ изображения нанокомпозиционных полимерных покрытий,  
содержащих формиат свинца  

 

Результаты АСМ свидетельствуют о том, 
что наиболее развитой морфологией обладают 
покрытия на основе поликапролактана и фор-
миата свинца (рисунок 2.5). Данный факт обу-
словлен наименьшей температурой плавления 
среди рассматриваемых образцов. Покрытия на 
основе политетрафторэтилена, наоборот, характе-
ризуются наибольшими субшероховатостью, 
размерами зерен и их наименьшим числом на 
площади сканирования (таблица 2.1), что объяс-
няется отсутствием полярных групп, способных 
образовывать прочные химические связи со 
свинцом и формировать таким образом более 
латеральные структуры.  

Покрытия на основе микроцеллюлозы и 
формиата свинца характеризуются менее разви-
той морфологией: относительно низкой субше-
роховатостью, относительно низкими значения-
ми средней высоты отдельных структурных об-
разований. 

Приведенные выше выводы подтверждают-
ся статистическим анализом распределения от-
дельных структурных образований по размерам 
(радиус эквивалентного диска) (рисунок 2.6). 

Все полученные распределения, за исключе-
нием покрытий на основе политетрафторэтилена 
и формиата свинца, являются унимодальными, и 
большая часть зерен имеют диаметр менее 200 нм 
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(рисунок 2.6). Наибольшей дисперсностью и 
наименьшим отклонением по размерам отдель-
ных структурных образований характеризуются 
покрытия на основе поликапролактана и фор-
миата свинца. 

Согласно результатам ИК-спектроскопии, 
присутствие в составе мишени полимерного 
компонента препятствует полному разложению 
формиата свинца в зоне воздействия лазерного 
излучения (рисунок 2.7).  

 
Таблица 2.1 – Влияние природы полимерной матрицы на морфологию нанокомпозиционных 

 покрытий, содержащих формиат свинца 
 

Полимерная матрица 
Средняя 

высота, нм 
Ra, нм Rms, нм 

Плотность 
зерен, шт. 

Средний 
диаметр 
зерен, нм 

Политетрафторэтилен 256,7 41,6 57,0 21 390,0 
Фторопласт-30 87,1 12,4 21,2 109 116,7 

Микроцеллюлоза 29,1 3,6 7,7 134 113,0 
Наноцеллюлоза 68,9 12,5 18,3 123 144,0 

Поликапролактан 3,41 1,2 1,6 243 80,0 
 
 

  
ПТФЭ + формиат Pb 

 
фторопласт 30 

  
МКЦ + формиат свинца 

 
НКЦ + формиат свинца 

 
поликапролактан + формиат свинца 

 

Рисунок 2.6 – Распределение отдельных структурных образований нанокомпозиционных полимерных 
покрытий, содержащих формиат свинца, по размерам  

 
 



Морфология и структура нанокомпозиционных полимерных покрытий, содержащих формиат свинца 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 4 (53), 2022 51

 

 
1 – фторопласт 30 + формиат свинца; 2 – поликапролактон + формиат свинца; 

3 – МКЦ + формиат свинца; 4 – ПТФЭ + формиат свинца 

Рисунок 2.7 – ИК-спектры композиционных покрытий на основе формиата свинца 
 

В ИК-спектрах композиционных покрытий, 
независимо от природы полимерной матрицы, 
присутствует значительное количество неразло-
жившейся соли. Поток летучих продуктов лазер-
ного диспергирования полимерного материала 
захватывает частицы формиата свинца и перено-
сит на подложку. 

 
Выводы 
Определены особенности влияния природы 

полимерного материала на процесс разложения 
формиата свинца под действием лазерного излу-
чения, морфологию образующихся покрытий. 

Показано, что наибольшей дисперсностью 
обладают покрытия на основе поликапролактана, 
что обусловлено наименьшей, среди рассматри-
ваемых образцов, температурой плавления. От-
сутствие полярных групп, способных образовы-
вать прочные химические связи со свинцом, и 
наихудшая смачиваемость являются причинами 
низкой дисперсности и наибольшей субшерохо-
ватости покрытий на основе политетрафторэти-
лена и формиата свинца.  
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АНАЛИЗ ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК ИЗЛУЧЕНИЯ 
ВТОРОЙ ГАРМОНИКИ, ГЕНЕРИРУЕМОГО В ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ 

ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ЧАСТИЦАХ БОЛЬШОЙ ВЫСОТЫ 

А.И. Толкачёв, А.А. Шамына, В.Н. Капшай 

Гомельский государственный университет имени Франциска Скорины 
 

ANALYSIS OF ENERGY CHARACTERISTICS 
OF THE SECOND-HARMONIC GENERATION 

IN LONG CYLINDRICAL DIELECTRIC PARTICLES 

A.I. Talkachov, A.A. Shamyna, V.N. Kapshai 

Francisk Skorina Gomel State University 
 

Аннотация. Определены явный вид плотности мощности, полной мощности генерируемого излучения второй  
гармоники и условия их максимума в тонком цилиндрическом слое большой высоты и малого радиуса. Исследовано 
пространственное распределение генерируемого излучения для различных случаев тензора нелинейной диэлектриче-
ской восприимчивости. Произведена численная максимизация интенсивности второй гармоники для диапазона  
радиусов оснований частицы от нанометров до микрометров. Найдено распределение излучения, генерируемого от  
линейной структуры из цилиндрических частиц. Установлены условия, при которых генерация излучения максимальна 
и условия, при которых генерация не происходит. 
 
Ключевые слова: генерация второй гармоники, диэлектрическая цилиндрическая частица, тензор нелинейной  
диэлектрической восприимчивости второго порядка, оптимизация, мощность излучения, диаграмма направленности, 
линейная структура. 
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Abstract. The explicit forms of the power density, the total radiation power of the second-harmonic generation in a long thin 
cylindrical layer of a small radius, and the conditions for their maximum are found. The spatial distribution of the generated  
radiation is examined for special cases of the nonlinear dielectric susceptibility tensor. A numerical maximization of the inten-
sity of the second-harmonic is carried out for the range of the particle base radius from nanometers to micrometers. The distri-
bution of the generated radiation from a linear structure of cylindrical particles is determined. The conditions at which the  
generated radiation is maximal and the conditions at which there occurs no generation are found. 
 
Keywords: second harmonic generation, cylindrical dielectric particle, second-order nonlinear dielectric susceptibility tensor, 
optimization, radiation power, directivity pattern, linear structure. 
 
For citation: Talkachov, A.I. Analysis of energy characteristics of the second-harmonic generation in long cylindrical dielectric 
particles / A.I. Talkachov, A.A. Shamyna, V.N. Kapshai // Problems of Physics, Mathematics and Technics. – 2022. – 
№ 4 (53). – P. 53–63. – DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2022_4_53_53 (in Russian). – EDN: PMWHFF 

 
 

Введение 
Нелинейные оптические эффекты, такие как 

генерация второй гармоники и генерация сум-
марной частоты, являются избирательными ме-
тодами исследования поверхностей центросим-
метричных микро- и наночастиц [1], [2], [3]. Они 
позволяют определять поверхностную концен-
трацию молекул [4], их ориентацию, поверхно-
стную плотность заряда поверхности [5]. Суще-
ствует точная теория Ми, основанная на непо-
средственном решении уравнений Максвелла, 
которая позволяет найти генерируемые поля от 
сферической и бесконечной цилиндрической 
частиц [6], [7]. Ее недостатком является, то, что 

решение записывается в виде бесконечного ряда, 
поэтому его анализ затруднен. Использование 
приближенных моделей, основанных на прибли-
жениях Рэлея – Ганса – Дебая [2], [8], [9] и Вент-
целя – Крамерса – Бриллюэна [2], [9], [10], по-
зволяет найти аналитические выражения для на-
пряженности генерируемого поля, которые спра-
ведливы для оптически «мягких» частиц. 

Данная работа посвящена исследованию 
пространственного распределения генерируемого 
излучения второй гармоники от длинных цилин-
дров. В области малых значений радиусов анализ 
проводится аналитически, для больших радиусов – 
численными методами. Во втором разделе  
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рассматривается нелинейная генерация от линей-
ной структуры из параллельных цилиндров, анали-
тически находятся оптимальные сочетания пара-
метров для достижения максимальной интенсив-
ности второй гармоники. 

 
1 Генерация второй гармоники от боко-

вой поверхности длинного цилиндра 
1.1 Постановка и решение задачи 
Пусть цилиндрическая частица радиусом 

основания a и высотой h (a   h) покрыта слоем 
оптически нелинейного вещества толщины 
d0 (d0   a). Расположим её так, чтобы ось ци-
линдра совпадала с осью Oz декартовой и ци-
линдрической систем координат, а геометриче-
ский центр находился в начале координат (рису-
нок 1.1, а). 

 

 
Рисунок 1.1 – (а) Схема задачи о ГВГ от  

поверхности цилиндрической частицы большой 
высоты, (б) схема используемых векторов 

 
Рассмотрим нормальное к оси симметрии 

падение на боковую поверхность цилиндриче-
ской частицы плоской электромагнитной волны, 
вектор напряженности электрического поля ко-
торой определим следующим образом: 

    ( ) ( ) ( )
0, exp ω .t E i i t   E x e k x       (1.1) 

Здесь E0 – ее комплексная амплитуда, e(ω) – еди-
ничный комплексный вектор поляризации, k(ω) – 
волновой вектор (рисунок 1.1, а). 

ГВГ обусловлена нелинейным слагаемым 
вектора поляризации среды 

        2 2χ ,i ijk j kP E E                    (1.2) 

где  2χ ijk  – тензор нелинейной диэлектрической 

восприимчивости нелинейного вещества, кото-
рый можно представить в виде 

     

       

2 2 2
1 2

2 2
3 4

χ χ χ

χ χ .

ijk i j k i jk

j ik k ij m k ijm j ikm

n n n n

n n n n n

   

       
 (1.3) 

Здесь ni – компоненты вектора нормали n к по-
верхности, ij – дельта-символ Кронекера, ijk – 
символ Леви – Чивита. В дальнейшем под типом 
анизотропии  2χ i  подразумеваются значения не-

зависимых компонент тензора  2χijk   
(2) (2)χ 1,  χ 0.i j j i
   

В пределе большой высоты цилиндрической 
частицы по сравнению с ее радиусом генерацией 
от торцов можно пренебречь, также в работе [8] 
было показано, что для используемой нами схе-
мы задачи (рисунок 1.1, а) излучение генериру-
ется преимущественно в плоскости, перпендику-
лярной оси цилиндра. В связи с этим выражение 
для вектора напряжённости электрического поля 
удвоенной частоты в дальней зоне удобно пред-
ставлять в цилиндрических координатах: 
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где k2ω = |k(2ω)| – модуль волнового вектора гене-
рируемой волны, f(2ω) – вектор, характеризующий 
пространственное распределение генерируемого 
излучения. Он имеет вид 
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Здесь    22   q k k  – вектор рассеяния (он 

находится в плоскости Oxy, рисунок 1.1, б), 
q = |q|, ν – единичный вектор вдоль q (рису-
нок 1.1, б), Jm(qa) – цилиндрические функции 
Бесселя. 

Экспериментально измеряемыми величина-
ми являются плотность генерируемой мощности 
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и полная генерируемая мощность 
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где введена вспомогательная величина 
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 kω = |k(ω)|. 

1.2 Явный вид векторов 
Не нарушая общности, будем считать, что 

волновой вектор исходной электромагнитной 
волны направлен вдоль оси Ox (рисунок 1.1, а). 
Схема векторов в задаче представлена на рису-
нок 1.1, б. Волновые векторы исходной и гене-
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рируемой волн, комплексный вектор поляриза-
ции исходной волны в декартовой системе коор-
динат имеют аналогично [11] вид 
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где ξ – показатель дисперсии, определяемый со-
отношением 
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φin – азимут поляризации исходной волны (угол 
между большой полуосью эллипса поляризации 
и осью Oz), σ – величина, характеризующая эл-
липтичность падающей волны. Полярный угол 
наблюдения φ может принимать любые значения 
в области (–π; π]. 

Вектор рассеяния q и его модуль q соответ-
ственно равны 
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Используя приведенные выше выражения для 
векторов, можно определить явный вид интен-
сивности и полной генерируемой мощности из-
лучения удвоенной частоты. Так, ранее в работе 
[12] было показано, что генерация второй гармо-
ники не происходит в направлениях φ = 0, π для 
рассматриваемой здесь схемы задачи, при произ-

вольных параметрах задачи и типах тензора  2χ .ijk . 

Далее в этом разделе указанные глобальные ми-
нимумы интенсивности обсуждаться не будут. 

1.3 Анализ энергетических характеристик 
для малого радиуса основания частицы 

Точное выражение для генерируемой плот-
ности мощности второй гармоники (1.6) содер-
жит цилиндрические функции Бесселя, ввиду 
чего анализ данного выражения затруднен. В 
пределе малого аргумента функции Бесселя 
можно разложить в ряд: 
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Так, для цилиндрической частицы малого радиу-
са основания по сравнению с длиной волны па-
дающего излучения данное приближенное выра-
жение может быть использовано во всем воз-
можном диапазоне полярного угла φ. Диапазон 
применимости приближенных формул с откло-
нением результата не более 5% от точного ука-
зан в таблице 1.1. Используя приведенные дан-
ные, можно наложить ограничение на параметры 
задачи в виде 

   max2 1 ξ ,k a z                     (1.12) 

где zmax – верхняя граница области применимо-
сти приближенных выражений из таблицы 1.1. 
Таблица 1.1 – Области применимости прибли-
женных выражений для цилиндрических функ-
ций Бесселя 
 

Функция 
Бесселя 

Приближение 
Область  

применимости 
1 0 ≤ z ≤ 0,439 J0(z) 

1– z2 / 4 0 ≤ z ≤ 1,219 
z / 2 0 ≤ z ≤ 0,622 

J1(z) 
z / 2– z3 / 16 0 ≤ z ≤ 1,633 

J2(z) z2 / 8 0 ≤ z ≤ 0,763 
J3(z) z3 / 48 0 ≤ z ≤ 0,881 

 
Далее мы будем рассматривать частные 

случаи тензора  2χ ,ijk  соответствующие отдель-

ным типам анизотропии, с целью нахождения 
явного вида интенсивности и полной мощности 
генерируемого излучения и аналитического по-
иска максимума данных выражений. 

1.3.1 Приближенное решение для типа ани-

зотропии  2
1χ  

Для типа анизотропии  2
1χ  используем раз-

ложение функций Бесселя в формуле (1.5), пре-
небрегая слагаемыми выше первого порядка по 
qa. Для этого воспользуемся первым типом раз-
ложения цилиндрической функции Бесселя пер-
вого порядка из таблицы 1.1, что справедливо в 
области 2kωa(1 + ξ) ≤ 0,622. Тогда плотность  
генерируемой мощности (1.6) можно предста-
вить в виде 
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Здесь вспомогательная величина S0 не содержит 
полярного угла φ, σ и φin. Приравнивая произ-
водную интенсивности (1.13) по углу φ к нулю, 
найдем оптимальный угол наблюдения и макси-
мальную по направлению наблюдения плотность 
мощности: 
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      (1.14) 

В области ξ ≥ 0,5 выражение (1.13) имеет также 
локальный максимум, соответствующий углам  

φ =   21arccos ,32ξ 1 8ξ  
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и глобальный минимум (S(2ω) = 0) в направлениях 
φ =  arccos 1 2ξ .   

Теперь можно определить максимальную 
плотность генерируемой мощности при возмож-
ности варьирования параметров σ и φin, связан-
ных с исходным излучением. Максимум дости-
гается при использовании линейно поляризован-
ной волны (σmax = 0) с плоскостью поляризации 
перпендикулярно оси цилиндра (φin max = π / 2) и 
равен 
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Используя определение (1.7) можно опреде-
лить полную генерируемую мощность: 
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    (1.16) 

Данное выражение максимально при условиях 
аналогичных максимуму интенсивности 
(σmax = 0, φin max = π / 2). Вспомогательная вели-
чина S0   ρ–2, поэтому полная генерируемая 
мощность зависит от расстояния до цилиндриче-
ской частицы как W(2ω)   ρ–1. 

1.3.2 Приближенное решение для типа ани-

зотропии  2
2χ  

Разложение плотности генерируемой мощ-
ности до первого порядка по qa для типа анизо-

тропии  2
2χ  приводит к результату 
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который справедлив для параметров задачи, 
удовлетворяющих условию 2kωa(1 + ξ) ≤ 0,622. 
Отметим, что интенсивность не зависит от ази-
мута поляризации исходной волны. Очевидно, 
что максимум (1.17) достигается при φmax = ±π / 2 
и использовании линейно поляризованного из-
лучения и равен 
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Полная генерируемая мощность может быть 
представлена в виде 
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Она также не зависит от азимута поляризации 
исходной волны и максимальна при σmax = 0. 

Для данного типа анизотропии генерация 
второй гармоники не происходит при использо-
вании циркулярно поляризованного излучения 
(σ = ±1) [12], что можно видеть из выражений 
(1.17) и (1.19). 

В данном случае тензора  2χ ijk  можно про-

должить разложение плотности мощности (1.6) 
до третьего порядка по qa с возможностью ана-
литического нахождения максимума. В данном 
случае область применимости расширяется до 
2kωa(1 + ξ) ≤ 1,633, но распределение генерируе-
мого излучения теперь зависит от радиуса частицы: 
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Для удобства можно считать, что в области 
kωa(1 + ξ) ≤ 0,311 с отклонением не более 5 % 
справедливо выражение для плотности мощно-
сти (1.17), а в области 0,622 ≤ 2kωa(1 + ξ) ≤ 1,633 
необходимо пользоваться приближенным соот-
ношением (1.20). 

Выражение для интенсивности (1.20) дости-
гает максимума при 

max 

      22 224 232arcc ξs ξ 2o k k ka a a     


  
 

        2 2 222 ξ / 8 ,ξak k ka a        (1.21) 

которое в пределе kωa → 0 приводит к результату 
φmax = ±π / 2, полученному ранее. Явный вид мак-
симальной плотности мощности довольно гро-
моздкий, поэтому здесь мы его не приводим. Как 
и ранее, наибольшая генерация происходит при 
использовании линейно поляризованного излу-
чения, что справедливо и для полной генерируе-
мой мощности, которая имеет вид 
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1.3.3 Приближенное решение для типа ани-

зотропии  2
3χ  

Интенсивность генерируемого излучения 
второй гармоники в области 2kωa(1 + ξ) ≤ 0,622 
приближенно описывается выражением 
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Максимум данного выражения по направлению 
наблюдения φ регистрируется при 
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и равен 
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(1.25) 

Найдем максимум плотности генерируемой 
мощности при возможности варьирования пара-
метров σ и φin: 
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                (1.26) 

Данное значение достигается в областях  σ, 
φin   [π/4; π/2] и σ = ±1,  φin. 

Полная генерируемая мощность задается 
выражением 
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Она достигает максимума 
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1.3.4 Приближенное решение для типа ани-

зотропии  2
4χ  

Для типа анизотропии  2
4χ  выражение для 

плотности мощности (1.6) содержит цилиндри-
ческую функцию Бесселя нулевого порядка, по-
этому в качестве первого приближения можно 
записать 
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что справедливо для 2kωa(1 + ξ) ≤ 0,439. Макси-
мальная по направлению наблюдения плотность 
мощности достигается при φmax = ±π/2 и равна 
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При возможности варьирования параметров 
σ и φin максимальная интенсивность оказывается 
равной 
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при  σmax, φin max = π / 4 и σmax = ±1,  φin max. 
Полная генерируемая мощность имеет вид 
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Она достигает максимальных значений для па-
раметров, указанных выше для оптимальной 
плотности мощности. 

Из формул (1.29) и (1.32) можно видеть, что 

для типа анизотропии  2
4χ  генерация второй 

гармоники не происходит при σ = 0, φin = π / 2, 
однако этот вывод справедлив в рамках первого 
приближения. Если учесть следующий ненуле-
вой порядок в разложении по qa, то интенсив-
ность в области 2kωa(1 + ξ) ≤ 0,763 определяется 
как 
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Аналитический поиск максимума данного выра-
жения затруднен, однако численный анализ по-
казывает, что значения оптимальных параметров 
изменяются незначительно от найденных ранее в 
рамках первого приближения. 

Выражение (1.33) записано с целью того, 
чтобы показать, что при падении линейно поля-
ризованной волны с плоскостью поляризации 
перпендикулярно оси цилиндрической частицы 
генерация второй гармоники происходит. Вблизи 
точки σ = 0, φin = π / 2 второе слагаемое в скобках 
стремится к нулю, а первое слагаемое, содержа-

щее множитель  4
,k a  отлично от нуля. Оно и 

будет отвечать за генерацию в данном случае. 
Однако для остальных значений параметров σ и 
φin, где наблюдается на порядки большая интен-
сивность, им можно пренебречь по сравнению со 
вторым слагаемым ввиду четвертой степени kωa: 
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Максимум данного выражения по углу наблюде-
ния φ наблюдается для 

   
 

      
 

2 2

2

24 22

m

2

2

ax

3ξ

16 ξ

128 ξ 2 3ξ
.

1

1

6

2
arccos

ξ

1

k a

k a

k a k a

k a





 







 
   













 (1.35) 
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Рисунок 1.2 – Диаграммы направленности для следующих случаев тензора  2χ :ijk  

(а) тип анизотропии  2
1χ ,  (б) тип анизотропии  2

2χ ,  (в) тип анизотропии  2
3χ ,  

(г) тип анизотропии  2
4χ ,  (д) малахитовый зеленый 

 
В пределе kωa → 0 оптимальный угол наблюде-
ния φmax = ±π / 2, что согласуется с результатами 
первого приближения. 

1.4 Анализ диаграмм направленности гене-
рируемого излучения 

В данном подразделе мы исследуем влияние 
радиуса основания частицы на форму диаграмм 
направленности генерируемого излучения. Диа-
грамма направленности – график, характери-
зующий пространственное распределение плот-
ности генерируемой мощности. В данном случае 
генерация происходит в плоскости Oxy, поэтому 
диаграммы направленности будут представлены 
в полярных координатах, где начало координат 
соответствует положению оси цилиндрической 
частицы. На рисунке 1.2 представлены нормиро-
ванные диаграммы направленности генерируе-
мого излучения для четырех радиусов оснований 
цилиндрической частицы и  пяти случаев тензора 

 2χ ,ijk  соответствующих типам анизотропии  2
1 4χ   

и малахитовому зеленому (МЗ):  2
1χ  = –0,627, 

 2
2χ  = 0,778,  2

3χ  = –0,021,  2
4χ  = 0 [7], [13]. По-

строения проведены при использовании линейно 
поляризованного излучения (σ = 0) с плоскостью 
поляризации перпендикулярной оси цилиндра 
(φin = π / 2) и показателя дисперсии ξ = 1,34/1,33, 
соответствующего воде на длинах волн 400 и 
800 нм в вакууме [14]. 

Для типов анизотропии      2 2 2
1 2 4χ , χ , χ  и ма-

лахитового зеленого в диапазоне kωa   [0,01; 1] 
происходит трансформация формы диаграммы 
направленности без изменения количества лепе-

стков. Для типа анизотропии  2
3χ  увеличение 

радиуса основания в указанном выше диапазоне 
приводит к изменению формы распределения ге-
нерируемого излучения и уменьшению количе-
ства лепестков с 4 до 2. Для всех рассмотренных 

типов тензора  2χ ijk  увеличение радиуса основа-

ния в области kωa > 1 приводит к возрастанию 
количества лепестков диаграммы направленно-
сти, а также их сужению. Так, для типов анизо-

тропии      2 2 2
1 2 3χ , χ , χ  и малахитового зеленого в 

области больших радиусов оснований можно 
выделить два главных лепестка вблизи положи-
тельного направления оси Ox, в направлении 
которых генерируется наибольшая плотность 
мощности, и множество побочных лепестков, в 
направлении которых генерируется гораздо 
меньшая интенсивность. Для типа анизотропии 

 2
4χ  в области больших значений параметра kωa 

наблюдается большое количество лепестков 
сравнимых размеров, т. е. интенсивность генери-
руемого излучения в данных направлениях имеет 
одинаковый порядок. 

1.5 Численная оптимизация плотности ге-
нерируемой мощности 

В данном подразделе рассмотрим результа-
ты численной максимизации плотности мощно-
сти второй гармоники по параметрам φ, σ и φin 
для различных радиусов цилиндрической части-
цы большой высоты. Фиксированными парамет-
рами являются высота частицы h и показатель 
дисперсии (ξ = 1,34 / 1,33). 

В общем случае увеличение радиуса осно-
вания цилиндрической частицы приводит к воз-
растанию максимальной по направлению φ 
плотности мощности. Введем вспомогательную 
плотность мощности 

 
 

    
2

22 2

0

1 .
S

s
S


 

     e e f    (1.36) 

Она характеризует интенсивность и распределе-
ние генерируемого излучения. Напомним, что 
вспомогательная величина S0   (kωa)2, поэтому 
если вспомогательная плотность мощности 
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возрастает при увеличении радиуса основания 
цилиндрической частицы, то плотность мощно-
сти S(2ω) возрастает быстрее, чем (kωa)2, и наобо-
рот. Если вспомогательная плотность мощности 
остается постоянной, то плотность мощности 
S(2ω)   (kωa)2. 

Проведем численную максимизацию вспо-
могательной плотности мощности по параметрам 
φ, σ и φin для различных фиксированных радиу-
сов оснований в диапазоне 0,01 ≤ kωa ≤ 20, что 
соответствует радиусам оснований от несколь-
ких нанометров до нескольких микрометров для 
выбранных ранее фиксированных параметров 
среды и исходного излучения. Варьируемые па-
раметры φ, σ и φin лежат в следующих пределах: 

in, 1 1, 0 .                  (1.37) 

Также ввиду свойств замены 
       
       

       

2 2
in in

2 2
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    (1.38) 

которые справедливы и для вспомогательной 
плотности мощности, результаты оптимизации 
могут быть множественными. Далее будут пред-
ставлены результаты только для неотрицатель-
ных значений параметров φ, σ и значений 
0 ≤ φin ≤ π / 2 с точностью до трех знаков после 
десятичного знака. Отметим, что второе свойст-
во замены (1.38) справедливо лишь для типов 

тензора  2χ ijk  с компонентами    2 2
1 3 4χ 0,  χ 0    и 

   2 2
1 3 4χ 0,  χ 0.    Максимизацию будем прово-

дить для типов анизотропии  2
1 4χ ,  введенных 

ранее, и малахитового зеленого. 
Общим свойством для всех рассмотренных 

типов тензора  2χ ijk  является то, что максимум 

плотности мощности достигается при использо-
вании линейно поляризованного излучения. Для 

типов анизотропии  2
1χ  и  2

3χ  плоскость поляри-

зации должна быть перпендикулярна оси цилин-

дра (φin max = π / 2), для типа анизотропии  2
2χ  – 

может быть произвольной ( φin max в пределах, 

указанных в (1.37)). Для типа анизотропии  2
4χ  в 

области малых радиусов оснований (kωa ≤ 0,30) 
максимум интенсивности наблюдается при 
φin max = π / 4 и произвольной эллиптичности па-
дающей волны. В области 0,30 < kωa ≤ 0,57 необ-
ходимо использовать линейно поляризованное 
излучение с азимутом поляризации φin max, зави-
симость которого от kωa представлена на рисун-
ке 1.3. В области kωa > 0,57 оптимальным являет-
ся использование линейно поляризованной вол-
ны с положением плоскости поляризации, когда 
она перпендикулярна оси частицы (φin max = π / 2). 
Для малахитового зеленого оптимальными пара-
метрами всегда являются падение линейно 

поляризованной волны с плоскостью поляриза-
ции проходящей через ось цилиндрической час-
тицы (φin max = 0). 

 

 
 

Рисунок 1.3 – Зависимость оптимального 
азимута поляризации от радиуса основания 

цилиндрической частицы для типа 

анизотропии  2
4χ  

 
В области малых значений параметра kωa  

результаты оптимизации находятся в соответст-
вии с оптимальными параметрами, найденными 
аналитически в подразделе 1.3. В данной области 
максимальная плотность мощности для типов 

анизотропии  2
3χ  и  2

4χ  достигается не для одной 

пары значений φin max, σmax (что наблюдается для 

типов анизотропии  2
1χ ,   2

2χ  и малахитового 

зеленого), а для областей сочетаний данных па-
раметров указанных в подразделах 1.3.3 и 1.3.4 
соответственно. Отметим особенность, что на 
границе применимости приближенных формул, 
полученных в предыдущем разделе, отклонение 
приближенных выражений для цилиндрических 
функций Бесселя составляет 5%, для максималь-
ной по направлению наблюдения φ плотности 
мощности порядка 1–6%, а для значений опти-
мальных углов наблюдения φmax не более 2% для 
всех рассмотренных типов анизотропии. 

Максимальные значения вспомогательной 
плотности мощности во всей рассматриваемой 
области изменения радиуса основания цилиндра 
удобно обозначить как 

  

ω in

2ω

, ,σ,
max ,i

k a
s s

 
                      (1.39) 

где индекс i принимает значения      2 2 2
1 2 3χ , χ , χ ,  

 2
4χ  или МЗ. Эти величины и значения опти-

мального радиуса основания частицы, при кото-
рых достигается максимум вспомогательной 
плотности мощности, приведены в таблице 1.2. 
Как видно, максимальное значение для типа ани-

зотропии  2
3χ  больше максимальных значений 

для остальных рассмотренных типов тензора  2χ ijk  

на порядок. Чтобы сравнить поведение зависи-
мостей оптимальных плотностей мощности от 
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радиуса основания частицы, построим графики 
нормированных вспомогательных плотностей 
мощности от радиуса (рисунок 1.4, а), которые 

отдельно для каждого из типов тензора  2χ ijk  оп-

ределим как 

    

in

2ω 2ω
norm max

,σ,
max .is s s
 

                (1.40) 

 
Таблица 1.2 – Максимальные значения 

вспомогательной плотности мощности si и соот-
ветствующие им оптимальные значения радиуса 
частицы 

 

Параметр Значения параметра 
Тип анизотропии 

(i) 
 2
1χ   2

2χ   2
3χ   2

4χ МЗ 

si 0,168 0,333 1,342 0,250 0,202
kωa 11,346 7,493 11,190 0,01 7,493

 
На данных графиках видно, что поведение 

кривых для типа анизотропии  2
2χ  и малахито-

вого зеленого идентично, так как линии совпа-
дают в пределах выбранной точности результа-
тов. Такого рода совпадение также наблюдается 
на зависимости оптимального угла наблюдения 
от радиуса основания частицы (рисунок 1.4, б). 
Аналитически можно показать, что при выбранной 
в данной работе схеме задачи, падении плоско 

поляризованной волны с азимутом поляризации 
φin = 0 (эти параметры являются оптимальными 
для малахитового зеленого), за генерацию вто-

рой гармоники отвечает только компонента  2
2χ  

тензора нелинейной диэлектрической восприим-
чивости [12]. Как следствие, графики на рису-
нок 1.4 для малахитового зеленого и типа анизо-

тропии  2
2χ  совпадают. Отметим, что простран-

ственное распределение излучения в общем слу-

чае параметров σ и φin для типа анизотропии  2
2χ  

и малахитового зеленого не совпадает, что, на-
пример, можно видеть на диаграммах направ-
ленности на рисунке 1.2, б и рисунке 1.2, д. Для 

данных типов тензора  2χ ijk  максимальная вспо-

могательная плотность мощности практически 
не изменяется в области kωa > 4, это означает, 
что максимальная плотность мощности S(2ω) про-
порциональна (kωa)2. 

Для типов анизотропии  2
1χ  и  2

3χ  поведе-

ние максимальной вспомогательной плотности 
мощности подобно поведению, описанному вы-

ше для типа анизотропии  2
2χ , но приблизитель-

но стационарные значения достигаются в облас-
ти kωa > 6. 

 

 

 
 

Рисунок 1.4 – (а) Зависимости нормированной максимальной вспомогательной плотности мощности 

от радиуса основания цилиндрической частицы для типов анизотропии        2 2 2 2
1 2 3 4χ , χ , χ , χ  и малахитового 

зеленого, (б) зависимости оптимального угла наблюдения от радиуса основания частицы 
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Увеличение радиуса основания цилиндри-

ческой частицы для типов анизотропии  2
1χ ,  

 2
2χ ,   2

3χ  и малахитового зеленого приводит к 

плавному уменьшению оптимального угла на-
блюдения φmax (рисунок 1.4, б). На диаграммах 
направленности (рисунок 1.2) это проявляется в 
виде двух главных симметричных лепестков, 
которые приближаются к оси Ox по мере увели-
чения параметра kωa. 

Для типов анизотропии  2
2χ  и  2

3χ  вектор 

f(2ω) (1.5) содержит только по одному слагаемо-
му, включающему только цилиндрическую 
функцию Бесселя первого порядка от аргумента 
qa. Эта функция Бесселя обладает глобальным 
максимумом в точке qa = 1,841. Если предполо-
жить, что плотность генерируемой мощности 
достигает своего максимума, когда функция Бес-
селя максимальна, то можно определить выра-
жение для оптимального угла наблюдения по 
формуле 

   2 22

max

4 1 ξ 1,84
arccos ,

8ξ

1 k a



  
   
 
 

.

(1.41) 

которая определена для kωa ≥ 0,921 / (1 + ξ). Дан-
ное выражение справедливо с отклонением ме-
нее 1% от численно найденных оптимальных 

углов φmax для типов анизотропии  2
2χ  и  2

3χ  в 

областях kωa ≥ 3 и kωa ≥ 6,4 соответственно. 

Для типа анизотропии  2
4χ  поведение мак-

симальной вспомогательной плотности мощно-
сти s(2ω) кардинально отличается: функция явля-
ется убывающей в областях kωa   [0,01; 0,57)    
(1,08; 20], а возрастает в области kωa   (0,57; 1,08). 
Если говорить о максимальной плотности мощ-
ности S(2ω) , то она возрастает во всей рассматри-
ваемой области радиусов оснований. В области 
kωa > 5 максимальная вспомогательная плотность 
мощности обратно пропорциональна kωa, поэто-
му максимальная плотность мощности линейно 
возрастает при увеличении радиуса основания 
цилиндрической частицы. На графике зависимо-
сти оптимального угла наблюдения от радиуса 
частицы (рисунок 1.4, б) для типа анизотропии 

 2
4χ  можно видеть множество резких изменений 

оптимального угла. Это связано с тем, что для 
больших радиусов оснований диаграммы на-
правленности имеют большое количество лепе-
стков сравнимых размеров (рисунок 1.2), и мак-
симальному значению плотности генерируемой 
мощности соответствуют различные лепестки 
для разных значений параметра kωa. 

 
2 Генерация второй гармоники от линей-

ной структуры из параллельных цилиндров 
Рассмотрим падение электромагнитной 

волны на линейную структуру из периодически 

расположенных параллельных цилиндров (рису-
нок 2.1). Волновой вектор исходной волны на-
правлен вдоль оси Ox и перпендикулярен плос-
кости, в которой расположены оси цилиндров. 
Расстояние между осями – d, количество цилин-
дров в линейной структуре – N. Целью данного 
раздела является нахождение распределения ге-
нерируемого излучения от такой структуры и 
анализ энергетических характеристик. Генерация 
второй гармоники от каждого из цилиндров для 
такой схемы задачи происходит в плоскости Oxy 
[8], поэтому и для структуры из цилиндров спра-
ведлив аналогичный вывод. 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Схема задачи о ГВГ от линейной 
структуры из цилиндрических частиц большой 

высоты 
 

2.1 Решение задачи 
Напряженность электрического поля от ли-

нейной структуры может быть определена с ис-
пользованием принципа суперпозиции полей от 
отдельных цилиндров: 
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 (2.1) 

где ρ – расстояние от центра структуры до точки 
наблюдения, вспомогательный вектор f(2ω) опре-
деляется выражением (1.5). 

В дальней зоне сумму в формуле (2.1) мож-
но упростить: 
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   (2.2) 

Здесь введено обозначение 2 sink d     

2ξ sin .k d   Численный критерий дальней зоны, 

где справедливо упрощение выше, следующий: 



А.И. Толкачёв, А.А. Шамына, В.Н. Капшай 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 4 (53), 2022 62 

ρ   Nd. Теперь напряженность электрического 
поля генерируемого излучения от линейной 
структуры можно представить в виде 
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 (2.3) 

где E(2ω) – вектор напряженности электрического 
поля второй гармоники от одного цилиндра, оп-
ределяемая выражением (1.4). Тогда плотность 
генерируемой мощности от линейной структуры 
определяется через интенсивность генерируемо-
го излучения от одного цилиндра S(2ω) (1.6) как 
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При описании явления дифракции на периодиче-
ской решетке появляется аналогичный множи-
тель, связанный с интерференцией волн от каж-
дого из отверстий [15]. 

2.2 Анализ экстремумов плотности генери-
руемой мощности 

В данном подразделе мы проанализируем 
выражение (2.4) для общего случая тензора не-
линейной диэлектрической восприимчивости и 
радиуса основания частиц. 

Плотность генерируемой мощности от ли-
нейной структуры является произведением двух 
функций: плотности мощности от одного цилин-
дра и функции  
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           (2.5) 

Последняя обладает глобальными максимумами, 
равными N2 при 

 1
2 ξ sin ,mdk                   (2.6) 

где m  и глобальными минимумами, равны-
ми нулю при 

 1
2 ξ sin ,N N dk m                (2.7) 

где m' принимает значения ±1, ±2, ±3, … (исклю-
чая ±N, ±2N, ±3N, …). Между минимумами рас-
положены локальные максимумы, значения ко-
торых при больших N пренебрежимо малы по 
сравнению с глобальными максимумами (со-
ставляют не более 5% [15]). 

Интенсивность генерируемого излучения от 
линейной структуры из цилиндров достигает 
максимума в случае совпадения направлений 
наблюдения максимума интенсивности от одного 
цилиндра φmax и интерференционного максимума 
(2.6). Это условие можно представить следую-
щим образом: 

 maxξ sin ,k md                (2.8) 

где .m  Здесь исключено значение m = 0, так 
как для выполнения условия (2.8) необходимо 

иметь оптимальный угол наблюдения φmax = 0, π, 
а в данных направлениях генерация второй гар-
моники от цилиндрической частицы не происхо-
дит [12]. Значение интенсивности в данном оп-
тимальном направлении в N2 раз больше макси-
мальной интенсивности при использовании од-
ного цилиндра. В формуле (2.8) варьируемым 
параметром является расстояние между осями 
цилиндров kωd, поэтому именно оно подбирается 
таким образом, чтобы выполнялось соотношение 
(2.8) совместно с условием kωd > 2kωa. 

Плотность генерируемой мощности от ли-
нейной структуры обращается в нуль, когда не 
происходит генерация от одного цилиндра 
S(2ω) = 0 или при выполнении условия (2.7). Ис-
ходя из этого, можно заключить, что количество 
лепестков в распределении генерируемого излу-
чения для линейной структуры больше, чем ко-
личество лепестков при генерации от одного ци-
линдра. Увеличение количества цилиндров в 
структуре приводит к увеличению количества 
лепестков и их сужению по аналогии с дифрак-
ционной решеткой. 

 
Заключение 
В данной работе аналитически найдены 

распределение плотности мощности излучения 
удвоенной частоты, направления наблюдения 
φmax ее максимума и выражения для полной ге-
нерируемой мощности в тонком цилиндрическом 
слое оптически нелинейного вещества большой 
высоты и малого радиуса. Для всех рассмотрен-
ных типов тензора нелинейной диэлектрической 
восприимчивости, соответствующих типам ани-

зотропии  2
1 4χ ,  максимум энергетических харак-

теристик наблюдается при использовании ли-
нейно поляризованного исходного излучения, но 

для типов анизотропии  2
3χ  и  2

4χ  существуют 

области сочетаний эллиптичности и азимута по-
ляризации, когда генерируется максимальная 
интенсивность. При изучении пространственного 
распределения плотности генерируемой мощно-
сти обнаружено, что увеличение радиуса основа-
ния приводит к увеличению количества лепест-
ков на диаграммах направленности. Для типов 

анизотропии  2
1 3χ   и малахитового зеленого есть 

два главных лепестка, которые приближаются к 

оси Ox, а для типа анизотропии  2
4χ  есть боль-

шое количество лепестков сравнимых интенсив-
ностей. 

Проведена численная оптимизация плотно-
сти генерируемой мощности для различных ра-
диусов оснований цилиндрической частицы, в 
результате чего обнаружено, что для малахито-
вого зеленого в диапазоне радиусов оснований 
от нанометров до микрометров необходимо ис-
пользовать линейно поляризованное излучение с 
плоскостью поляризации, проходящей через ось 
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цилиндрической частицы, для генерации макси-
мальной интенсивности. Найдено приближенное 
аналитическое выражение для оптимального уг-
ла наблюдения максимальной интенсивности для 

типов анизотропии  2
2χ ,   2

3χ  и малахитового 

зеленого в области больших радиусов оснований. 
Решена задача о генерации второй гармоники от 
линейной структуры из параллельных цилиндров 
большой высоты. Найдены условия, при которых 
интенсивность максимальна, показано, что она 
пропорциональна квадрату числа частиц в струк-
туре. Найдены направления наблюдения, в кото-
рых генерация второй гармоники от структуры 
не происходит. 
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INFLUENCE OF LASER ASSISTANCE ON THE PROCESSES OF VOLATILE 
PRODUCTS DISPERSION GENERATION OF COMPOSITE TARGETS 

BASED ON POLYETHYLENE AND THEIR REACTIVITY 
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Аннотация. Определены закономерности влияния лазерного УФ излучения на процессы генерации, реакционную  
активность летучих продуктов электронно-лучевого диспергирования полиэтилена при введении в состав мишени  
наночастиц оксида цинка, меди. Показано, что при лазерном ассистирующем воздействии на композиционные мишени 
снижаются скорость роста покрытия, давление в вакуумной камере, возрастает реакционная активность генерируемых 
летучих фрагментов. При этом структура макромолекул покрытий характеризуется более низким содержанием транс-
виниленовых связей, а их морфология – меньшей дисперсностью структурных образований, и, в случае диспергирова-
ния мишеней на основе сверхвысокомолекулярного полиэтилена, более высокой дефектностью. 
 
Ключевые слова: электронно-лучевое диспергирование, лазерное ассистирование, полиэтилен, молекулярная струк-
тура, оксид цинка, медь. 
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Abstract. The regularities of the laser UV radiation influence on the generation processes and the reactivity of volatile products 
of electron-beam dispersion of polyethylene, when zinc oxide and copper nanoparticles are introduced into the target, are  
determined. Under laser assisting action, the coating growth rate and the pressure in the vacuum chamber decrease, while the 
reactive activity of the generated volatile fragments increases. The coatings are characterized by a lower content of trans-
vinylene bonds, the morphology – by less dispersion of structural formations. The coatings based on polyethylene of ultra-high 
molecular weight are characterized by higher defectiveness. 
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Введение 
Реализация высокой скорости осаждения 

нано- и микроразмерных покрытий из активной 
газовой фазы, генерируемой электронно-луче-
вым воздействием на полимерную мишень, воз-
можна только при генерации летучих молеку-
лярных фрагментов с высокой реакционной ак-
тивностью. Определение условий и режимов ге-
нерации активных продуктов электронно-луче-
вого разрушения высокомолекулярных соедине-
ний представляет научный и практический инте-
рес [1], [2]. 

В числе наиболее эффективных технологи-
ческих приемов активного воздействия на про-
цесс генерации летучих продуктов электронно-
лучевого диспергирования является введение в 
состав полимерной мишени низкомолекулярных 
соединений, оказывающих каталитическое влия-
ние на процессы деструкции макромолекул, ла-
зерное ассистирование процесса диспергирова-
ния, создание плазменного разряда в генерируе-
мых летучих продуктах деструкции мишени [3]. 
В [4] аргументирована высокая перспективность 
обработки коротковолновым лазерным излуче-
нием полимерной мишени, диспергируемой 

ФИЗИКА
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потоком низкоэнергетических электронов. Под 
действием лазерного излучения возможна реали-
зация фотоинициируемой электронной эмиссии, 
а также процессов фотохимической и фототер-
мической активации, генерируемых летучих 
продуктов диспергирования. Дополнительная 
электронная эмиссия, имеющая место при обра-
ботке поверхности полимерной мишени элек-
тромагнитным излучением, снижает плотность 
адсорбированных мишенью электронов. Это 
снижает напряженность возникающего тормозя-
щего электрического поля и, соответственно, 
повышает энергию электронов, воздействующих 
на мишень при ее диспергировании. Природа и 
кинетика процессов, протекающих при ком-
плексном воздействии на мишень лазерного из-
лучения и потока низкоэнергетических электро-
нов, в значительной степени зависит от состава 
мишени [4]. Установление оптимального состава 
материала мишени с целью повышения реакци-
онной активности генерируемых летучих про-
дуктов диспергирования, реализация высоких 
скоростей осаждения покрытий с заданной моле-
кулярной структурой и свойствами является 
важной практической задачей.  

Целью настоящей работы является установ-
ление закономерностей влияния лазерного УФ 
излучения на процессы генерации летучих про-
дуктов электронно-лучевого диспергирования 
полиэтилена при введении в состав мишени на-
ночастиц оксида цинка, меди, определение влия-
ния состава мишени на реакционную активность 
газовой фазы, молекулярную структуру и мор-
фологию осаждаемых покрытий.  
 

1 Методика эксперимента 
Электронно-лучевое диспергирование по-

лимерных мишеней в условиях лазерного асси-
стирующего воздействия проводили по методи-
ке, представленной в [5]. Генерация летучих про-
дуктов диспергирования осуществлялась при об-
работке мишени потоком электронов с энергией 
800 – 1600 эВ и плотностью 0,01 – 0,03 A/см2. Про-
цесс производился при начальном давлении оста-
точных газов в вакуумной камере не более 4·10-3 Пa.  

Одновременно с потоком электронов ми-
шень подвергалась воздействию наносекундного 
лазерного излучения с λ = 266 нм. В качестве 
источника излучения был выбран лазер 
L-2137U+HG-5. Длительность импульса накачки 
в режиме модулированной добротности состав-
ляла 6 нс. Энергия лазерного импульса в системе 
генератор-усилитель в режиме модулированной 
добротности – 117 мДж. Диаметр пятна лазерно-
го излучения – 7 мм. При осаждении покрытий в 
условиях лазерного ассистирующего воздействия 
использовали мишени, площадь которых соот-
ветствовала площади пятна лазерного излучения. 
Выбор значения длины волны был произведен с 
целью возможного инициирования фотохимиче-
ских реакций при воздействии на составную ми-

шень. При этом воздействие на мишень в вакуу-
ме лазерного излучения не вызывало образова-
ния летучих продуктов диспергирования.  

Диспергированию подвергались мишени, 
представляющие механические смеси порошков 
высокомолекулярных соединений (полиэтилен 
(ПЭ) (марка 16803 – 070), сверхвысокомолеку-
лярный полиэтилен (СВМПЭ) (CESTILENE HD 
1000, Quаdrаnt EPP; 5·106 г/моль)) с наночасти-
цами оксида цинка (ZnO, (30 ± 10) нм (Aladdin 
Chemistry Co. Ltd)) или частицами меди (14 –
 25 мкм, 99%; Aldrich). Массовое соотношение 
компонентов в смеси ПЭ + ZnO и СВМПЭ + ZnO 
изменялось в пределах от 1:0 до 1:1. Выбор ZnO 
в качестве наполнителя обусловлен тем, что 
энергия выхода электрона из таких частиц близ-
ка к энергии фотона лазерного излучения, что 
определяет возможность электронной эмиссии, 
которая снижает зарядку поверхностного слоя. 
Присутствие меди в поверхностном слое мишени 
повышает его электрическую проводимость, что 
также препятствует значительной зарядке поли-
мерной мишени под действием потока электро-
нов. Сравнительному анализу в работе подверга-
лись покрытия с одинаковым значением эффек-
тивной толщины (в перерасчете по плотности 
исходного высокомолекулярного соединения 
толщина составляла 1 мкм).  

Подложками при осаждении слоев служили 
пластины NaCl и пленки металлизированного 
лавсана (при регистрации ИК-спектров), пласти-
ны монокристалла кремния (при проведении 
микроскопических исследований). 

Исследование морфологии покрытий осу-
ществляли с использованием сканирующего зон-
дового микроскопа Solver P47 PRO. В качестве 
зондов использовались кремниевые кантилеверы 
серии NSG11S с типичной силовой константой 
5,5 Н/м и резонансной частотой 220 кГц. 

ИК-спектроскопические исследования про-
водили с помощью ИК-Фурье спектрофотометра 
Vertex-70 (Bruker) и стандартной приставки на 
пропускание и приставки МНПВО (многократ-
ное нарушенное полное внутреннее отражение). 
В качестве отражающей призмы применяли кри-
сталл KRS-5 (угол при основании – 45º). В слу-
чае проведения ИК МНПВО исследований по-
рошков, вещество непосредственно насыпали на 
поверхность кристалла и прижимали резиновой 
прокладкой, имеющей со стороны кристалла от-
ражающий алюминиевый слой. Для покрытий на 
основе полиэтилена в качестве внутреннего 
стандарта использовали полосу поглощения при 
1465 см-1 (δ(CН2)) [6]. Для снижения влияния 
ориентационных процессов на определение упо-
рядоченности сформированного полимерного 
слоя данный параметр оценивали по значению 
соотношения оптических плотностей полос по-
глощения при 1470 и 1465 см-1 [7]. 



М.А. Ярмоленко, А.В. Рогачев, А.С. Руденков, В.А. Емельянов, С.А. Фролов, А.М. Михалко 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 4 (53), 2022 66 

Реакционную способность продуктов дис-
пергирования оценивали по значению отношения 
R = Vр / Рn, где pV  – скорость осаждения; Рn – дав-

ление в вакуумной камере при диспергировании.  
 

2 Результаты и их обсуждение 
Установлено, что введение с состав мише-

ней из ПЭ наночастиц ZnO оказывает неодно-
значное влияние на параметры процесса генера-
ции летучих продуктов (давление в камере, ско-
рость роста осажденных слоев) (рисунок 2.1).  

При диспергировании композиционных ми-
шеней с высоким массовым содержанием оксида 
цинка (ПЭ : ZnO – 1:1, 3:1) на ее поверхности 

регистрируется образование черного карбонизи-
рованного слоя. Длительное воздействие потока 
электронов на образующийся карбонизирован-
ный слой приводит к снижению содержания в 
нем полимера, сопровождается его красным све-
чением, указывающим на высокую температуру 
в зоне воздействия. Экранирующее действие на-
ночастиц ZnO является причиной резкого сни-
жения скорости роста покрытия. При соотноше-
нии компонентов 1:1 – фиксируется рост давле-
ния в вакуумной камере (таблица 2.1), что свиде-
тельствует о генерации более низкомолекуляр-
ных летучих продуктов диспергирования, харак-
теризующихся низкой реакционной активностью.  

 
 

 

 

 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 

 
 

 

 

Рисунок 2.1 – Кинетические зависимости параметров процесса электронно-лучевого диспергирования
композиционных мишеней в условиях лазерного ассистирующего воздействия (λ = 266 нм) 

и в условиях его отсутствия (пунктирной линией отмечено начало включения системы диспергирования)
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Таблица 2.1 – Кинетические параметры электронно-лучевого диспергирования 
 

Параметры нанесения 
Вид покрытия ,pV  Гц/с Рn, Па    / р nR V Р  

ПЭ / СВМПЭ 60,1 / 169 0,052 / 0,029 1154 / 5827 
ПЭ* / СВМПЭ* 14,0 / 113 0,010 / 0,026 1400 / 4346 
ПЭ+ZnO (1:1) / СВМПЭ+ZnO (1:1) 17,0 / 57,5 0,091 / 0,044 187 / 1307 
ПЭ+ZnO (1:1)* / СВМПЭ+ZnO (1:1)* 24,2 / 48 0,015 / 0,057 1613 / 842 
ПЭ+ZnO (3:1) / СВМПЭ+ZnO (3:1) 19,2 / 31,5 0,010 / 0,025 1920 / 1260 
ПЭ+ZnO (3:1)* / СВМПЭ+ZnO (3:1)* 15,1 / 94,2 0,007 / 0,027 2157 / 3488 
ПЭ+ZnO (5:1) / СВМПЭ+ZnO (5:1) 449 / 71,3 0,084 / 0,033 5345 / 2160 
ПЭ+ZnO (5:1)* / СВМПЭ+ZnO (5:1)* 19,2 / 127 0,008 / 0,034 2400 / 3735 
ПЭ+ZnO (7:1) / СВМПЭ+ZnO (7:1) 111,0 / 106 0,054 / 0,043 2055 / 2465 
ПЭ+ZnO (7:1)* / СВМПЭ+ZnO (7:1)* 20,4 / 142 0,007 / 0,036 2914 / 3944 
ПЭ+ZnO (9:1) / СВМПЭ+ZnO (9:1) 201 / 145 0,031 / 0,040 6483 / 3850 
ПЭ+ZnO (9:1)* / СВМПЭ+ZnO (9:1)* 271 / 135 0,063 / 0,043 4301 / 3139 
ПЭ+Cu (4:1) / СВМПЭ+Cu (4:1) 76 / 223 0,058 / 0,044 1310 / 5048 
ПЭ+Cu (4:1)* / СВМПЭ+Cu (4:1)* 15 / 192 0,009 / 0,037 1666 / 5189 
ПЭ+Cu (2:1) / СВМПЭ+Cu (2:1) 56 / 243 0,024 / 0,046 2333 / 5282 
ПЭ+Cu (2:1)* / СВМПЭ+Cu (2:1)* 31 / 209 0,051 / 0,044 607 / 4650 
*Покрытие сформировано в условиях лазерного ассистирующего воздействия 

 
При снижении содержания оксида цинка в 

полиэтиленовой мишени процесс диспергирова-
ния становится более стационарным, значения 
скорости роста покрытия и давления в вакуум-
ной камере практически не зависят от состава 
мишени при массовом соотношении компонен-
тов 5:1 и 7:1. При диспергировании таких мише-
ней достигаются значительно более высокие зна-
чения скорости роста и почти в 2 раза большие 
значения реакционной активности R (таблица 2.1).  

Для процесса электронно-лучевого диспер-
гирования мишеней ПЭ + ZnO в условиях лазер-
ного ассистирующего воздействия характерны 
более низкие значения времени индукционного 
периода, скорости роста покрытия и давления в 
вакуумной камере в сравнении с аналогичными 
параметрами процесса в отсутствии УФ обработ-
ки (рисунок 2.1). При лазерном ассистировании 
электронно-лучевого диспергирования мишеней 
ПЭ + ZnO реализуются более высокие значения 
скоростей осаждения, но они меньше значений, 
регистрируемых при диспергировании в отсутст-
вие лазерного ассистирования (таблица 2.1).  

Рассмотрены кинетические особенности 
электронно-лучевого диспергирования СВМПЭ 
(рисунок 2.2). 

Отличия параметров кинетики электронно-
лучевого диспергирования таких мишеней от 
процесса диспергирования мишеней на основе 
ПЭ заключаются в реализации значительно более 
высокой скорости осаждения тонкого слоя, сни-
жении длительности индукционного периода. 
Воздействие лазерного УФ излучения на диспер-
гируемую потоком электронов мишень на основе 
СВМПЭ, в отличие от аналогичной обработки 
мишени на основе ПЭ, не всегда сопровождается 

снижением давления генерируемой газовой фазы 
(таблица 2.1).  

Реакционная активность летучих продуктов 
диспергирования мишеней СВМПЭ + ZnO при 
массовом содержании оксида цинка менее 50%, 
как правило, более высокая при использовании 
лазерного ассистирования. 

Введение в состав мишени меди уменьшает 
в 1,5 – 2,0 раза время индукционного периода, и 
в случае диспергирования мишени на основе 
СВМПЭ заметно увеличивает значение скорости 
осаждения (таблица 2.1). При относительно низ-
ком содержании меди в мишени (когда экрани-
рование поверхности диспергирования медными 
частицами незначительно) летучие продукты 
характеризуются высокой реакционной активно-
стью. Лазерное ассистирующее воздействие не 
снижает значения R, однако скорость осаждения, 
как и в случае мишеней, содержащих оксид цин-
ка, значительно ниже.  

Следует отметить, что при диспергировании 
полиметилметакрилата и полиэтилентерефталата 
в условиях лазерного ассистирования регистри-
руется повышение скорости осаждения и давле-
ния, что находит объяснение с позиций сниже-
ния зарядки поверхности мишени вследствие 
фотостимулированной электронной эмиссии и 
дополнительного термического инициирования 
деструкции макромолекул когерентным излуче-
нием [4]. 

Наиболее вероятной причиной установлен-
ных особенностей влияния лазерного ассистиро-
вания на диспергирование полиэтилена является 
изменение химического состава и структуры ми-
шени при воздействии ультрафиолетового излу-
чения. Протекающие процессы разрыва химических  

 



М.А. Ярмоленко, А.В. Рогачев, А.С. Руденков, В.А. Емельянов, С.А. Фролов, А.М. Михалко 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 4 (53), 2022 68 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

Рисунок 2.2 – Кинетические зависимости процесса электронно-лучевого диспергирования 
композиционных мишеней в условиях лазерного ассистирующего воздействия (λ = 266 нм) 

и в условиях его отсутствия 
 
связей, радикальные реакции влияют на состав 
генерируемых летучих продуктов диспергирова-
ния. В результате изменяется стойкость полиме-
ра к воздействию электронов и молекулярная 
структура осаждаемых покрытий. Из представ-
ленных в таблице 2.2 результатов ИК-спектро-

скопических исследований следует, что влияние 
УФ лазерного излучения на молекулярную 
структуру осаждаемого покрытия в наибольшей 
степени проявляется в заметном снижении нена-
сыщенности, в частности транс-виниленовой. 
Образование подобного типа ненасыщенности 
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может быть инициировано обработкой растуще-
го слоя потоком заряженных частиц, упруго от-
раженными электронами. В этой связи можно 
было предположить, что фиксируемые измене-
ния в молекулярной структуре осаждаемого тон-
кого слоя в условиях лазерного ассистирующего 
воздействия, являются следствием снижения 
давления летучих продуктов диспергирования, 
образования молекулярных фрагментов с большей 
молекулярной массой. При этом молекулярная 
структура покрытий, осажденных из продуктов 

диспергирования мишеней на основе СВМПЭ, 
практически не изменяется при использовании 
дополнительной лазерной обработки. Концен-
трация вводимых в мишень наночастиц ZnO, 
меди сказывается на содержании концевых 
двойных связей (особенно при диспергировании 
мишеней на основе ПЭ).  

Особенности молекулярной структуры мак-
ромолекул проявляются в морфологии образую-
щихся слоев (рисунки 2.3–2.6). 
 

 

Таблица 2.2 – Параметры ИК-спектров сформированных покрытий 

частота, см-1 
Вид покрытия 

1473 / 1465 
1378 
–СН3 

965 
–СН = СН– 

908 
–СН = СН2 

ПЭ / СВМПЭ 0,78 / 0,72 0,098 / 0,095 0,075 / 0,075 0,079 / 0,069 
ПЭ* / СВМПЭ* 0,74 / 0,80 0,15 / 0,081 0,165 / 0,088 0,029 / 0,077 
ПЭ+ZnO (1:1) / СВМПЭ+ZnO (1:1) 0,59 / 0,62 0,27 / 0,105 0,186 / 0,138 0,102 / 0,032 
ПЭ+ZnO (1:1)* / СВМПЭ+ZnO (1:1)* 0,62 / 0,67 0,20 / 0,08 0,148 / 0,126 0,079 / 0,05 
ПЭ+ZnO (3:1) / СВМПЭ+ZnO (3:1) 0,56 / 0,47 0,37 / 0,138 0,107 / 0,146 0,137 / 0,029 
ПЭ+ZnO (3:1)* / СВМПЭ+ZnO (3:1)* 0,57 / 0,65 0,18 / 0,088 0,036 / 0,141 0,105 / 0,037 
ПЭ+ZnO (5:1) / СВМПЭ+ZnO (5:1) 0,70 / 0,69 0,16 / 0,087 0,097 / 0,114 0,171 / 0,047 
ПЭ+ZnO (5:1)* / СВМПЭ+ZnO (5:1)* 0,54 / 0,74 0,20 / 0,074 0,021 / 0,113 0,085 / 0,058 
ПЭ+ZnO (7:1) / СВМПЭ+ZnO (7:1) 0,63 / 0,73 0,24 / 0,086 0,077 / 0,093 0,165 / 0,083 
ПЭ+ZnO (7:1)* / СВМПЭ+ZnO (7:1)* 0,57 / 0,77 0,19 / 0,11 0,027 / 0,083 0,122 / 0,061 
ПЭ+ZnO (9:1) / СВМПЭ+ZnO (9:1) 0,46 / 0,73 0,31 / 0,078 0,137 / 0,102 0,075 / 0,075 
ПЭ+ZnO (9:1)* / СВМПЭ+ZnO (9:1)* 0,54 / 0,72 0,23 / 0,098 0,038 / 0,088 0,119 / 0,071 
ПЭ+Cu (4:1) / СВМПЭ+ Cu (4:1) 0,79 / 0,83 0,137 / 0,076 0,146 / 0,091 0,036 / 0,078 
ПЭ+Cu (4:1)* / СВМПЭ+ Cu (4:1)* 0,80 / 0,94 0,121 / 0,084 0,123 / 0,091 0,044 / 0,086 
ПЭ+Cu (2:1) / СВМПЭ+ Cu (2:1) 0,76 / 0,90 0,102 / 0,087 0,105 / 0,074 0,06 / 0,089 
ПЭ+Cu (2:1)* / СВМПЭ+ Cu (2:1)* 0,78 / 0,88 0,106 / 0,108 0,100 / 0,08 0,082 / 0,075 
*Покрытие сформировано в условиях лазерного ассистирующего воздействия 

 

  

I 

  
а) б) 

II 

Рисунок 2.3 – Изображения АСМ покрытия ПЭ, сформированного в отсутствии (а)  
и в условиях лазерного ассистирования (б):  

I – топография (5×5 мкм); II – фазовый контраст (1×1 мкм) 
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массовое соотношение 5:1 

  
массовое соотношение 7:1 

а) б) 
 

Рисунок 2.4 – Влияние массового соотношения ПЭ + ZnO в мишени на АСМ изображения 
покрытий (фазовый контраст), сформированных без (а) и в условиях лазерного ассистирования (б) 

 
Лазерное УФ ассистирующее воздействие 

на диспергируемый потоком электронов поро-
шок ПЭ сопровождается увеличением размера 
поверхностных образований, формирующих по-
крытие. Регистрируемые структуры являются 
составными, образованными из более мелких, 
средний размер которых ≈ 200 нм. На фазовом 
контрасте (рисунок 2.3, II) отчетливо видна 
структура подобных мелких образований, схо-
жая со структурой пластинчатых кристаллов [8]. 
Для тонких слоев, осажденных в отсутствие ла-
зерного ассистирующего воздействия на диспер-
гируемую мишень, подобная слоистая структура 
поверхностных образований не является столь 
выраженной. 

На АСМ изображениях покрытий, сформи-
рованных при диспергировании мишеней 
ПЭ + ZnO, такие слоистые структуры, возни-
кающие в процессе складывания углеводород-
ных фрагментов, хорошо заметны, что возможно 
лишь при определенной их длине [8]. Наиболее 
выраженные складчатые образования характер-
ны для тонких слоев, осажденных в условиях 
лазерного ассистирующего воздействия с ис-
пользованием смесей порошков полимера и ок-
сида цинка с массовым соотношением 5:1 и 7:1.  

Морфология покрытий, сформированных с 
использованием порошка СВМПЭ, имеет ряд 
существенных отличий от морфологии покрытий 
на основе ПЭ. Прежде всего, следует отметить 
отсутствие у них складчатых структур (рисунок 
2.5). Структурирование тонкого слоя сопровож-
дается появлением в объеме покрытия большого 
количества пор. Введение наночастиц оксида 
цинка в порошок СВМПЭ позволяет регулиро-
вать их размер и плотность. Влияние лазерного 
ассистирующего воздействия на морфологию 
покрытия не является выраженным, заметно про-
является только в снижении порообразования.  

Морфология покрытий, полученных при 
использовании в качестве наполнителя материа-
ла мишени порошка меди, также имеет особен-
ности (рисунок 2.6). 

Покрытие имеет относительно более упоря-
доченную структуру, образованную мелкими 
сфероподобными элементами. Лазерное ассисти-
рующее воздействие на стадии диспергирования 
вызывает незначительное повышение ее дис-
персности. Для покрытий на основе СВМПЭ 
влияние меди не приводит к заметным измене-
ниям морфологии в сравнении с влиянием нано-
частиц оксида цинка. 
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Рисунок 2.5 – РЭМ изображения покрытий, сформированных при диспергировании мише-

ни СВМПЭ + ZnO при различном массовом соотношении при отсутствии (а) 
и в условиях лазерного ассистирующего воздействия (б)  
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Рисунок 2.6 – Изображения АСМ (фазовый контраст) покрытия, сформированного диспергированием 
мишени ПЭ+Cu с различным составом компонент при отсутствии (а) 

и в условиях лазерного ассистирования (б) 
 



М.А. Ярмоленко, А.В. Рогачев, А.С. Руденков, В.А. Емельянов, С.А. Фролов, А.М. Михалко 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 4 (53), 2022 72 

Заключение 
Определено влияние состава мишеней на 

основе ПЭ и СВМПЭ на параметры генерации, 
реакционную активность летучих продуктов 
электроннолучевого диспергирования в условиях 
лазерного ассистирования. Показано, что при 
введении в состав мишени 10 – 20 масс. % ZnO 
процесс диспергирования становится более ста-
ционарным, при этом достигаются значительно 
более высокие значения скорости роста и почти в 
2 раза большие значения реакционной активно-
сти. Лазерное УФ ассистирование процесса дис-
пергирования приводит к снижению скорости 
давления летучих продуктов, скорости роста по-
крытия, что объясняется изменением химическо-
го состава и структуры полимерной мишени при 
воздействии ультрафиолетового излучения. 
Влияние УФ лазерного излучения на молекуляр-
ную структуру, морфологию осаждаемого по-
крытия проявляется в заметном снижении 
транс-виниленовой ненасыщенности, увеличе-
нии размера поверхностных образований, фор-
мировании слоистых структур. При диспергиро-
вании мишеней СВМПЭ + ZnO в условиях ла-
зерного ассистирования и его отсутствии склад-
чатые структуры не формируются, в объеме по-
крытия регистрируются ячеистые образования, 
размер и дефектность которых зависит от содер-
жания оксида цинка. 
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Введение 
Все рассматриваемые в работе группы яв-

ляются конечными. 
В настоящее время имеется большое число 

работ, в которых свойства группы G анализиру-
ются в зависимости от свойств определенного 
простого неориентированного графа ( ),G  мно-

жество вершин которого совпадает с множеством 
( )G  всех простых делителей порядка группы G. 

На этом пути, в частности, выделены следующие 
типы простых неориентированных графов. 

1. Граф Грюнберга – Кегеля (или граф про-
стых чисел) ( ).GK G  Две вершины p и q графа 

( )GK G  смежны тогда и только тогда, когда в 

группе G имеется элемент порядка pq. 
Граф введен в 1981 году Уильямсом в [1] со 

ссылкой на авторство Грюнберга и Кегеля. Дан-
ный граф тесно связан с решением известной 
проблемы распознавания групп по спектру (см., 
например, [2]). 

 

2. Граф разрешимости ( ).sol G  Две верши-

ны p и q графа ( )sol G  смежны тогда и только 

тогда, когда в группе G найдется разрешимая 
подгруппа, порядок которой делится на pq.  

Понятие графа разрешимости введено в ра-
боте [3] как обобщение графа Грюнберга –
Кегеля. Очевидно, граф Грюнберга – Кегеля 

( )GK G  группы G является подграфом графа 

( ),sol G  но при этом граф ( )sol G  простой груп-

пы G всегда связен. Как следует из [4], граф раз-
решимости полезен для изучения структуры ко-
нечной группы и получения критериев ее непро-
стоты.  

Для простого числа ( )p G  пусть ( )pA G  

обозначает группу ( ) / ( ).G p p G pN G G C G  

3. Силовский граф ( ).A G  Пара ( , )p q  чисел 

, ( )p q G  образует ребро графа ( )A G  тогда и 

только тогда, когда либо ( ( )),qp A G  либо 

( ( )).pq A G  

МАТЕМАТИКА
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Как следует из [5], одна из важных мотиви-
ровок изучения силовских графов связана с ис-
следованием влияния свойств нормализаторов си-
ловских подгрупп на строение группы (в частно-
сти, с изучением свойств решеточных формаций).  

В данной работе для группы G вводится и 
анализируется граф Шмидта ( ),Sch G  ребра ко-

торого определяются наличием в G определен-
ных подгрупп Шмидта.  

4. Граф Шмидта ( ).Sch G  Две вершины p и 

q графа ( )Sch G  смежны тогда и только тогда, 

когда в группе G найдется подгруппа Шмидта, 
порядок которой делится на pq. 

Напомним, что группой Шмидта называет-
ся ненильпотентная группа, все собственные 
подгруппы которой нильпотентны. Простая про-
верка показывает, что любая ненильпотентная 
группа содержит по крайней мере одну подгруп-
пу Шмидта (т. е. подгруппу, являющуюся груп-
пой Шмидта). Следуя [6], группу Шмидта с нор-
мальной силовской p-подгруппой и ненормаль-
ной циклической силовской q-подгруппой будем 
называть ,p qS  -группой. 

Отметим, что ориентированный граф груп-
пы G, множество вершин которого совпадает с 
множеством ( )G  и пара ( , )p q  является реб-

ром, идущим от вершины p к вершине q, тогда и 
только тогда, когда в G имеется ,p qS  -под-

группа Шмидта, рассматривался в работах [7] и 
[8]. В [7] такой граф группы G называется N-кри-
тическим и обозначается ( ).

cN G  В отличие от 

N-критического граф Шмидта не различает 

,p qS  -группу и ,q pS  -группу. Отметим также, 

что граф Шмидта не различает и простые груп-
пы. Например, для групп Матье 11M  и 12M  

справедливо равенство 11 12( ) ( ).Sch SchM M    

В данной работе описываются простейшие 
свойства графа Шмидта группы G и изучается 
строение группы, для которой центр графа 
Шмидта и центр разрешимого графа группы G 
является пустым.     
 

1 Используемая терминология 
В работе используются стандартные опре-

деления и обозначения теории групп, которые 
могут быть найдены в [9].  

Напомним, что простым графом   называ-
ется пара множеств ( )V   и ( ),E   где ( )V   – 

множество вершин графа ,  ( )E   – множество 

ребер графа ,  т. е. множество неупорядоченных 

пар ( , )a b  различных элементов a  и b  из ( )V   

(в этом случае говорят, что вершины a  и b  гра-
фа   смежны). 

Конечный простой граф – это простой граф, 
содержащий конечное число вершин и ребер. 

Порядком | ( ) |V   графа   называется число 

всех его вершин. 
Далее рассматриваются только конечные 

простые графы. Степень вершины a графа   
есть количество смежных с ней вершин.  

Два графа 1  и 2  называются равными 

1 2( ),    если 1 2( ) ( )V V    и 1 2( ) ( ).E E    

Граф 1  называется подграфом графа 2  

1 2( ),    если 1 2( ) ( )V V    и 1 2( ) ( ).E E    
Граф   называется объединением графов 1  и 

2  1 2 )( ,     если 1 2( ) ( ) ( )V V V      и 

1 2( ) ) ( ).E E E      

Граф   называется связным, если для лю-
бой пары вершин a и b этого графа существует 
по крайней мере один путь, соединяющий их. 
Диаметром графа   называется наибольшая 
длина кратчайших путей между всеми парами 
его вершин. 

Отношение связности, очевидно, есть от-
ношение эквивалентности. Поэтому существует 
такое разбиение множества вершин графа на по-
парно непересекающиеся подмножества, что все 
вершины в каждом подмножестве связаны, а 
вершины из различных подмножеств не связаны. 
Каждое такое подмножество вершин графа вме-
сте с ребрами, инцидентными этим вершинам, 
образует связный подграф. Следовательно, не-
ориентированный граф представим единствен-
ным образом в виде объединения непересекаю-
щихся связных подграфов. Эти подграфы назы-
ваются связными компонентами (или компонен-
тами связности) графа.  

Вершина графа   называется центральной, 
если она смежна со всеми другими вершинами 

.  Ясно, что для графа   с числом вершин n 
вершина a является центральной тогда и только 
тогда, когда степень ее равна 1.n   

Центром ( )Z   графа   называется множе-

ство всех его центральных вершин. Если порядок 
графа   равен 1, то полагаем по определению, 
что ( ) .Z     

Простой неориентированный граф, в кото-
ром каждая пара различных вершин смежна, на-
зывается полным. Понятно, что граф   является 
полным тогда и только тогда, когда ( ) ( ).Z V    

Матрицей смежности вершин графа   с 
числом вершин n (пронумерованных числами от 
1 до n) называется квадратная матрица размера 

,n n  в которой на пересечении i-й строки и j-го 
столбца стоит 1, если вершины i и j смежны, и 0 – 
в противном случае. Понятно, что граф Г обладает 
пустым центром тогда и только тогда, когда в ка-
ждой строке и каждом столбце матрицы смежно-
сти вершин графа Г содержатся по крайней мере 
два нуля (один из этих нулей расположен на глав-
ной диагонали матрицы смежности вершин). 
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2 Предварительные результаты и примеры 
Основное строение групп Шмидта установ-

лено в работах [10], [11]. 
Лемма 2.1. Пусть S – группа Шмидта. То-

гда справедливы следующие утверждения: 
(1) ( ) { , };S p q   

(2) [ ] ,S P a    где P – нормальная силов-

ская p-подгруппа группы S, a   – ее силовская 

q-подгруппа, ( );qa Z S   

(3) P – наименьшая нормальная подгруппа 
из S, фактор-группа по которой нильпотентна; 

(4) / ( )P P  – минимальная нормальная 

подгруппа группы / ( ),S P  ( ) ( );P P Z S    

(5) ( ) ( ) ;qS Z S P a       

(6) ( ) ( );PC a P   

(7) если ( ) 1,Z S   то | | ,mS p q  где m  – по-

казатель p по модулю q. 
Предложение 2.1. Для любой группы G 

справедливы следующие утверждения: 
1) ( ) ( ) ( );A Sch solG G G      

2) ( ) ( ) ( ).sol SchG GK G G    

Доказательство. 1) Пусть ( , ) ( ( )).Ap q E G   

Тогда либо ( ( )),qp A G  либо ( ( )).pq A G  

Пусть для определенности ( ( )).qp A G  Тогда в 

( )G qN G  найдется p-элемент x, который не цен-

трализует силовскую q-подгруппу .qG  Это озна-

чает, что подгруппа qG x   не является ниль-

потентной, а потому в ней найдется подгруппа 
Шмидта S с нормальной силовской q-подгруппой 

.qS  Следовательно, ( ) ( ).A SchG G    

Если S – подгруппа Шмидта группы G, то 
по лемме 1 она бипримарна, а значит, разреши-
ма. Поэтому ( ) ( ).Sch solG G    

2) Ввиду утверждения 1) ( ) ( ).Sch solG G    

Включение ( ) ( )solGK G G   очевидно. Поэтому 

( ) ( ) ( ).Sch solGK G G G    

Пусть ( , ) ( ( )).solp q E G   Тогда по опреде-

лению группа G содержит разрешимую подгруп-
пу H, порядок которой делится на pq. Пусть 

{ , }p qH  – холлова { , }p q -подгруппа из H. Если под-

группа { , }p qH  нильпотентна, то ( , ) ( ( )).p q E GK G  

Если же подгруппа { , }p qH  не является нильпо-

тентной, то она содержит либо некоторую 

,p qS  -подгруппу, либо некоторую ,q pS  -под-

группу. Следовательно, ( , ) ( ( )).Schp q E G   Та-

ким образом, ( ) ( ) ( ).sol SchG GK G G              

Пример 2.1. Пусть 2 (31).G L  Тогда 

( ) {2,3,5,31}G   и  

( ( )) {(2,3), (2,5), (3,5), (3,31), (5,31)}.solE G   

В то же время  
( ( )) {(2,3), (2,5), (3,31), (5,31)},SchE G   

а граф Грюнберга – Кегеля ( )GK G  имеет три 

компоненты связности {2},  {31},  {3,5}.  

Таким образом, для группы 2 (31)G L  гра-

фы ( ),GK G ( )Sch G  и ( )sol G  попарно различны. 

Пример 2.2. Пусть 22 .G M  Тогда 
7 2| | 2 3 5 7 11G      и 2 2( ) .GN G G  Отсюда сле-

дует, что 2 2 2 2( ) ( ) / ( )G GA G N G G C G  – единич-

ная группа. Кроме того, 7( ) 7 : 3,GN G   а потому 

7 7 7 7( ) ( ) / ( )G GA G N G G C G  – циклическая группа 

порядка 3. Таким образом, вершины 2  и 7  не 
являются смежными в силовском графе ( ).A G  

С другой стороны, группа 22G M  содержит 

подгруппу 3
32 : (2),L  а значит, и подгруппу Фро-

бениуса 32 : 7.  Поэтому вершины 2 и 7 смежны в 
графе ( ).Sch G  Таким образом, в общем случае 

для простой группы G графы ( )A G  и ( )Sch G  

различны. 
Группа называется почти простой, если она 

обладает единственной минимальной нормаль-
ной подгруппой, которая является простой не-
абелевой группой. 

Лемма 2.2. Пусть G – почти простая груп-
па. Тогда граф ( )Sch G  является связным и его 

диаметр не превосходит 5. 
Доказательство. Пусть p и q – произволь-

ные вершины графа ( ).Sch G  Ввиду основного 

результата работы [4] найдется такая последова-
тельность вершин 1 ,p p  2 ,p  ..., kp q  графа 

( ),A G  что для любого {1, 2,..., 1}i k   вершины 

ip  и 1ip   смежны. При этом 5.k   Тогда, как и в 

предложении 2.1, показывается, что для любого 
{1,2,..., 1}i k   в группе G найдется подгруппа 

Шмидта, порядок которой делится на 1,i ip p   т. е. 

вершины ip  и 1ip   смежны в графе ( ).Sch G       

Замечание 2.1. Пусть   – непустое множе-
ство простых чисел и G – почти простая d -
группа. Тогда из леммы 2.1 следует, что в G все-
гда найдется подгруппа Шмидта, порядок кото-
рой делится на простые числа p и q, где p  и 

.q   

Лемма 2.3. Если K и D – подгруппы группы 
G, подгруппа D нормальна в K и /K D  –  

,p qS  -группа, то минимальное добавление L к под-

группе D в K содержит некоторую ,p qS  -подгруппу. 

Доказательство. По лемме 11.1 из [12] име-
ем K LD  и ( ).L D L    Ввиду изоморфизма 

/ /K D L L D  группа /L L D  является 

,p qS  -группой. В частности, группа /L L D  не 
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является нильпотентной и ее силовская p-под-
группа нормальна. Но тогда по лемме 4.4 из [12] 
подгруппа L  также не является нильпотентной и 
ее силовская p-подгруппа нормальна. Отсюда 
следует, что L  содержит некоторую ,p qS  -под-

группу.                                                                      
Замечание 2.2. В общем случае минималь-

ное добавление L в лемме 2.3 не является под-
группой Шмидта. 

Лемма 2.4. Пусть H и N – подгруппы груп-
пы G, причем .N G  Тогда справедливы сле-
дующие утверждения: 

1) ( ) ( );Sch SchH G    

2) ( / ) ( );Sch SchG N G    

Доказательство.  
1) Включения ( ( )) ( ( ))Sch SchV H V G    и 

( ( )) ( ( ))Sch SchE H E G    очевидны. Поэтому 

( ) ( ).Sch SchH G    

2) Включение ( ( / )) ( ( ))Sch SchV G N V G    

очевидно. Пусть ( , ) ( ( / )).Schp q E G N   Тогда в 

/G N  найдется по крайней мере одна подгруппа 
Шмидта / ,K N  которая является либо  

,p qS  -группой, либо ,q pS  -группой. Не нару-

шая общности рассуждений, будем полагать, что 
/K N  – ,p qS  -подгруппа группы / .G N  Тогда 

по лемме 2.3 группа G содержит некоторую 

,p qS  -группу, т. е. ( , ) ( ( )).Schp q E G                   

Предложение 2.2. Пусть G – группа и 

1 2{ , ,..., }k    – разбиение множества ( )G  на 

попарно непересекающиеся непустые подмно-
жества. Тогда следующие два условия равно-
сильны: 

1) группа G разлагается в прямое произве-
дение своих холловых подгрупп 

1
,G 2

,G  ..., ,
k

G  

причем каждая из них не разлагается в прямое 
произведение своих нетривиальных холловых 
подгрупп;  

2) 1,  2 ,  ..., k  – компоненты связности 

графа ( ).Sch G  

Доказательство. Пусть 
1 2

...
k

G G G G       

и, кроме того, каждая из подгрупп 
1
,G  

2
,G  ..., 

k
G  не разлагается в прямое произведение своих 

нетривиальных холловых подгрупп. Тогда для 
любого {1,2,..., }i k  группа G представима в 

виде .
i i

G G G     Отсюда следует, что каждая 

холлова { , }p q -подгруппа группы G, где ip  и 

,iq   является нильпотентной. Поэтому из тео-

ремы Холла следует, что в группе G не сущест-
вует подгрупп Шмидта, порядок которых делит-
ся на pq, а значит, вершины из подмножеств i  и 

i  графа ( )Sch G  не связаны. Кроме того, так 

как подгруппа 
i

G  не разлагается в прямое про-

изведение своих нетривиальных холловых под-
групп, то i  – компонента связности графа 

( ).Sch G  

Пусть теперь 1,  2 ,  ..., k  – компоненты 

связности графа ( ).Sch G  Покажем, что в этом 

случае группа G разлагается в прямое произве-
дение своих холловых подгрупп 

1
,G  

2
,G  ..., 

,
k

G  причем каждая из них не разлагается в 

прямое произведение нетривиальных холловых 
подгрупп.  

Предположим, что это не так, и G – группа 
наименьшего порядка, для которой это не верно. 
Тогда ввиду леммы 2.2 группа G не является 
простой. Пусть N – минимальная нормальная 
подгруппа группы G. Не нарушая общности рас-
суждений, можем полагать, что 1( ) .N     

Отсюда по лемме 2.2 имеем, что N – 1 -группа. 

Рассмотрим группу / .G N  По лемме 2.4 
имеем ( / ) ( ).Sch SchG N G    При этом, очевид-

но, множества 2 ,  ..., k  являются компонента-

ми связности графа ( / ).Sch G N  Пусть 1,  2 ,. .., 

m  – все остальные компоненты связности графа 

( / )Sch G N  (если они существуют). Тогда 

1 2 1... .m       Так как | / | | |,G N G  то 

ввиду выбора группы G группа /G N  разлагает-
ся в прямое произведение своих холловых под-
групп 

1
( / ) ,G N  ..., ( / ) ,

m
G N  2

( / ) ,G N  ..., ( / ) .
k

G N   

Теперь из того, что N  – 1 -группа, G обладает 

нормальной холловой 1 -подгруппой 
1

G  и хол-

ловой 1 -подгруппой 
1
.G   Таким образом, 

1 1
[ ] .G G G    Предположим, что подгруппа 

1
G   

не является нормальной в G. Тогда найдутся 
числа 1p  и 1q   такие, что некоторый  

q-элемент x  из 
1

G   нормализует, но не центра-

лизует силовскую p-подгруппу pG  группы G. 

Отсюда следует, что ненильпотентная подгруппа 

pG x   содержит некоторую ,p qS  -подгруппу, 

что по условию невозможно.  
Следовательно, 

1 1
.G G G     Снова приме-

няя лемму 2.4, получаем, что 
1

( ) ( ).Sch SchG G    

При этом непустые множества 2 ,  ..., k  явля-

ются компонентами связности графа 
1

( ).Sch G    

А так как 
1

| | | |,G G   то ввиду выбора группы G 

группа 
1

G   разлагается в прямое произведение 

своих холловых подгрупп 
2
,G  ..., .

k
G                
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3 Граф Шмидта с пустым центром 
В данном разделе изучаются группы, графы 

Шмидта которых обладают пустым центром. 
Понятно, что таким свойством обладает любая 
группа G, для которой граф ( )Sch G  не является 

связным. Обратное утверждение неверно. На это 
указывает, в частности, следующий  

Пример 3.1. Пусть 2 (11).G L  Тогда 

( ( )) {2,3,5,11}SchV G   и  

2( ( )) ( ( (11))) {(2,3), (2,5), (5,11)}.Sch SchE G E L     

Следовательно, граф Шмидта группы G является 
связным, его диаметр равен 3, но при этом 

( ( )) .SchZ G     

 В следующем предложении описывается 
подгрупповое строение разрешимой группы, для 
которой центр графа Шмидта является пустым. 

Предложение 3.1. Пусть G – разрешимая 
группа. Тогда и только тогда ( ( )) ,SchZ G    

когда в G для любого ( )p G  найдется отлич-

ное от p простое число ( )q G  такое, что 

холлова {p, q}-подгруппа группы G является 
нильпотентной. 

Доказательство. Пусть ( ( )) .SchZ G    То-

гда в каждой строке и каждом столбце матрицы 
смежности вершин графа ( )Sch G  содержатся по 

крайней мере два нуля. Следовательно, для лю-
бого ( )p G  найдется отличное от p простое 

число ( )q G  такое, что группа G не содержит 

,p qS  -подгрупп и ,q pS  -подгрупп. А так как по 

лемме 2.1 любая ,p qS  -подгруппа и любая 

,q pS  -подгруппа является {p, q}-подгруппой, то 

ввиду теоремы Холла все холловы {p, q}-под-
группы группы G являются нильпотентными. 

Пусть теперь в G для любого ( )p G  най-

дется отличное от p простое число ( )q G  та-

кое, что холлова { , }p q -подгруппа группы G яв-

ляется нильпотентной. Предположим, что вер-
шины p и q графа ( )Sch G  смежны. Тогда в G 

найдется по крайней мере одна подгруппа Шмид-
та S, которая является либо ,p qS  -группой, либо 

,q pS  -группой. Так как группа G разрешима, то S 

содержится в некоторой холловой {p, q}-под-
группе H группы G. Очевидно, H не является 
нильпотентной, что противоречит условию.          

Имеет место следующий достаточный при-
знак простоты группы. 

Предложение 3.2. Если G – непримарная 
группа и ( ( )) ,solZ G    то G является простой 

неабелевой группой. 
Доказательство. Предположим, что 

| ( ) | 1G   и G не является простой неабелевой 

группой. Пусть N – ее минимальная нормальная 

подгруппа. Если N – p-группа для некоторого 
( ),p G  то, очевидно, ( ( )),solp Z G   что не-

возможно.  
Следовательно, 1 2 ... ,kN N N N     где 

1k   и 1,N  2 ,N  ..., kN  – изоморфные простые 

неабелевы группы. Пусть сначала 2.k   Ясно, 
что в этом случае 2 ( ( )).solZ N   Если 

( ) ( ),N G    то 2 ( ( )),solZ G   что невозможно. 

Пусть ( ) \ ( )r G N   и ( ).rR Syl G  Рассмотрим 

подгруппу .T NR  В силу аргумента Фраттини 
( )TT NN S  для некоторой подгруппы 2( ).S Syl N  

Понятно, что ( )TN S  содержит холлову {2, }r -под-

группу в T, и, в частности, вершина 2 смежна с 
вершиной r. В силу произвольного выбора r  
получим, что 2 ( ( )).solZ G   Последнее невоз-

можно. 
Таким образом, 1k   и N – простая неабе-

лева группа. Тогда / ( )GG C N  – почти простая 

группа. Рассмотрим два возможных случая. 
1. Пусть / ( )GG C N  – простая группа. Тогда 

( ).GG N C N   Ввиду выбора группы G под-

группа ( )GC N  неединична. Если подгруппа 

( )GC N  не является разрешимой, ее порядок де-

лится на 2, а потому 2 ( ( )).solZ G   Пришли к 

противоречию с условием предложения. Если же 
подгруппа ( )GC N  разрешима, то ( ( ))solp Z G   

для любого ( ( )).Gp C N  Снова пришли к про-

тиворечию с выбором группы G. 
 2. Пусть / ( )GG C N  не является простой 

группой. Пусть p – некоторое простое число, 
делящее порядок группы / ( ).GG NC N  Для от-

личного от p простого числа ( )q G  пусть Q – 

некоторая силовская q-подгруппа из ( ).GNC N  В 

силу аргумента Фраттини ( ) ( ).G GG NC N N Q  

Следовательно, в G найдется неединичный p-эле-
мент, нормализующий q. Значит, ( , ) ( ( )).solp q E G   

Пусть H – минимальное добавление к 
( )GNC N  в G. Тогда по лемме 11.1 из [12] 

( )GG HNC N  и ( ) ( ).GH NC N H    Так как 

по теореме 4.241 из [13] группа внешних авто-
морфизмов группы N  разрешима, то ввиду изо-
морфизма / ( ) / ( )G GG NC N H H NC N  группа 

/ ( )GH H NC N  является разрешимой. Но тогда 

ввиду ( ) ( )GH NC N H    подгруппа H также 

является разрешимой. Поэтому ( , ) ( ( ))solp r E G   

для любого простого ( / ( )).Gr G NC N  Отсюда 

следует, что ( ( )).solp Z G   Пришли к противо-

речию с тем, что ( ( )) .solZ G                              

Группы, для которых центр графа Шмидта 
пуст, устроены сложнее.   
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Пример 3.2. Пусть 2 (11) ,G L A   где A – 

нильпотентная {2,3,5,11}-группа. Тогда ( ( ))SchV G  

{2,3,5,11}  и  

2( ( )) ( ( (11))) {(2,3), (2,5), (5,11)}.Sch SchE G E L     

Следовательно, ( )Sch G  – связный граф и 

( ( )) .SchZ G    

Отметим также следующее 
Предложение 3.3. Пусть N – нормальная p-

подгруппа группы G и ( ( )) .SchZ G    Если 

( ( / )) ,SchZ G N    то [ ]p pG G G   и холлова 

{p,q}-подгруппа группы G является 
нильпотентной для любой центральной вершины 
q графа ( / )Sch G N . 

Доказательство. Так как ( ( / )) ,SchZ G N   

то найдется вершина ( ( / ))Schq V G N   такая, что 

( , ) ( ( / ))Schq r E G N   для любого ( / ),r G N  

отличного от q. Если ( ( / )),Schp V G N   то 

( ( )) ,SchZ G    что противоречит условию. Зна-

чит, ( ( / )),Schp V G N   т. е. | / |G N  не делится 

на p. Отсюда N – нормальная силовская p-под-
группа группы G. По теореме Шура – Цассенхау-
са N  дополняема в G и [ ] .p pG G G   Кроме того, 

вершины p и q графа ( ))Sch G  не смежны. По-

этому холлова {p, q}-подгруппа группы G явля-
ется нильпотентной.                                                
 

4 Центр графа Шмидта простой споради-
ческой группы 

Теорема 4.1. Пусть G – простая споради-
ческая группа. Тогда справедливы следующие 
утверждения: 

(1) если 11 12 22 23 24 3{ , , , , , , ;G M M M M M J HS  

3 2, , , , , , },cM L O N HN Co Co BM M  то ( ( )) ;SchZ G   

(2) если 1 4 1{ , , , , , , ,G J J Ly He Co Suz Ru 22 ,Fi  

23 24, },Fi Fi  то ( ( )) {2};SchZ G   

(3) если 2{ , },G J Th  то ( ( )) {2,3}SchZ G  . 

Доказательство. Пусть ( ( )).Schp Z G   То-

гда ввиду предложения 2.1 ( ( )).solp Z G   От-

сюда в силу теоремы 2 из [14] справедливы сле-
дующие утверждения: 

1) ( ( ))SchZ G    для любой группы  

11 12 22 23 24 3

3 2

{ , , , , , , ;

, , , , , , };c

G M M M M M J HS

M L O N HN Co Co BM M




 

2) ( ( )) {2}SchZ G   для любой группы  

1 4 1 22 23 24{ , , , , , , , , , };G J J Ly He Co Suz Ru Fi Fi Fi  

3) ( ( )) {2,3}SchZ G   для 2{ , }.G J Th  

Таким образом, остается проверить все 
группы из списков  

1 4 1 22 23 24{ , , , , , , , , , }J J Ly He Co Suz Ru Fi Fi Fi  

и 2{ , }.J Th  

1. 1.G J  Согласно [15, с. 36], ( ) {2,3,G   

5,7,11,19}  и группа G имеет максимальные под-

группы 52 ,A  7:6, 11:10 и 19:6. Следовательно, 

вершина 2 смежна со всеми другими вершинами 
графа ( ),Sch G  а значит, ( ( )) {2}.SchZ G   

2. 4 .G J  Как  следует из [15, с. 188–190], 

( ) {2,3,5,7,11,23,29,31,37,43}G   и группа 4J  

содержит максимальные подгруппы 37:12, 43:14, 
29:28, 2 (23) : 2,L  2 (32) : 5,L  11

242 : .M  Отсюда 

заключаем, что группа 4J  содержит подгруппы 

Шмидта, порядок которых делится на 2p, где 
{37,43,29, 23,11,31,3,5,7}.p  Следовательно, 

( ( )) {2}.SchZ G     

3. .G Ly  Тогда (см. [15, с. 174–175]) 

( ) {2,3,5,7,11,31,37,67}G   и группа G содер-

жит максимальные подгруппы 37:18, 67:22, 
3 : 2McL  и 2 (5).G  Последняя группа, в свою 

очередь, имеет максимальные подгруппы 
3

32 : (2)L  и 3 (5) : 2.L  Отсюда заключаем, что 

группа Ly содержит подгруппы Шмидта, порядок 
которых делится на 2p, где {37,67,11,31,p  

7,3,5}.  Следовательно, ( ( )) {2}.SchZ G   

4. .G He  Из [15, с. 104–105] следует, что 
( ) {2,3,5,7,17}G   и группа G содержит макси-

мальные подгруппы 1 6
32 . (2)L

  и 4 (4) : 2.S  Под-

группа 4 (4) : 2,S  в свою очередь, содержит под-

группы 2 (16) : 2L  и 5 5( ) : 2.A A  Отсюда заклю-

чаем, что группа He содержит подгруппы Шмид-
та, порядок которых делится на 2p, где 

{7,17,3,5},p  т. е. ( ( )) {2}.SchZ G     

5. 1.G Co  Согласно [15, с. 180–187], ( )G   

{2,3,5,7,11,13, 23}  и группа G содержит макси-

мальные подгруппы 11
242 : M  и 3 : 2.Suz  Отсюда 

заключаем, что группа 1Co  содержит подгруппы 

Шмидта, порядок которых делится на 2p, где 
{3,5,7,11,23,13}.p  Следовательно, ( ( )) {2}.SchZ G    

6. .G Suz  Так как ввиду [15, с. 128–131] 
( ) {2,3,5,7,11,13}G   и группа G содержит мак-

симальные подгруппы 3 (3) : 2,L  2 : 2,J  12 : 2,M  

то в ней найдутся подгруппы Шмидта, порядок 
которых делится на 2p, где {3,13,5,7,11}.p  

Поэтому ( ( )) {2}.SchZ G    

7. .G Ru  Согласно [15, с. 126–127], 
( ) {2,3,5,7,13,29}.G   Кроме того, группа G 

содержит максимальные подгруппы 2 (29),L  

2 (13) : 2,L  8.A  Отсюда заключаем, что группа Ru 

содержит подгруппы Шмидта, порядок которых 
делится на 2p, где {29,13,7,3,5}.p  Следова-

тельно, ( ( )) {2}.SchZ G    
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8. 22.G Fi  Из [15, с. 156–163] следует, что 

( ) {2,3,5,7,11,13}G   и группа G содержит мак-

симальные подгруппы 10 ,S  10
222 : M  и 7 (3).O  

Кроме того, группа 7 (3)O  содержит максималь-

ную подгруппу 4 2(3) : 2 .L  Отсюда заключаем, что 

группа 22Fi  содержит подгруппы Шмидта, поря-

док которых делится на 2p, где {3,5,7,11,13}.p  

Значит, ( ( )) {2}.SchZ G    

9. 23.G Fi  Ввиду [15, с. 177–179] имеем, 

что ( ) {2,3,5,7,11,13,17, 23}G   и группа G со-

держит максимальные подгруппы 2 (17) : 2,L  
11.

232 M  и 3 7 (3).S O  Кроме того, группа 7 (3)O  

содержит максимальную подгруппу 4 2(3) : 2 .L  

Отсюда заключаем, что группа 23Fi  содержит 

подгруппы Шмидта, порядок которых делится на 
2p, где {17,3,5,7,11, 23,13}.p  Следовательно, 

( ( )) {2}.SchZ G   

10. 24.G Fi  Согласно [15, с. 200–207], ( )G   

{2,3,5,7,11,13,17,23, 29}.  Кроме того, группа G 

содержит максимальные подгруппы 23 ,Fi  29:14. 

Используя далее пункт 9, заключаем, что группа 

24Fi  содержит подгруппы Шмидта, порядок ко-

торых делится на 2p, где {3,5,7,11,13,17,p  

23,29}.  Следовательно, ( ( )) {2}.SchZ G   

11. 2.G J  Согласно [15, с. 42–43], ( )G   

{2,3,5,7}  и группа G имеет максимальные под-

группы 5 ,A  2
125 : D  и 3 (2) : 2.L  Отсюда следует, 

что G для любого {3,5,7}p  содержит некото-

рую подгруппу Шмидта, порядок которой делит-
ся на 2p, и G для любого {2,5,7}p  содержит 

некоторую подгруппу Шмидта, порядок которой 
делится на 3p. Следовательно, ( ( )) {2,3}.SchZ G   

12. .G Th  Согласно [15, с. 176–177], ( )G   

{2,3,5,7,13,19,31}  группа G содержит макси-

мальные подгруппы 5
52 : (2),L 2 (19) : 2,L 3

4 (2) :3.D  

Кроме того, группа 3
4 (2)D  содержит максималь-

ную подгруппу 13:4. Отсюда заключаем, что 
группа Th содержит подгруппы Шмидта, поря-
док которых делится на 2p, где {3,5,7,p  

31,19,13}.  Следовательно, 2 ( ( )).SchZ G   

Так как группа G содержит максимальные 
подгруппы 31:15, 3

4 (2) : 3,D  2 (19) : 2,L  то отсюда 

заключаем, что группа Th содержит подгруппы 
Шмидта, порядок которых делится на 3p, где 

{31,7,13,2,19,5}.p  Следовательно, 3 ( ( )).SchZ G   

Таким образом, ( ( )) {2,3}.SchZ G                              
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Введение 
В [1] введена ассамблейно-трансферная 

(assemble-transfer) дисциплина перемещения за-
просов и при наличии дополнительного про-
стейшего входящего потока, когда нет запросов, 
проведена характеризация стационарного рас-
пределения в форме произведения геометриче-
ских распределений. В [2] удалось провести ха-
рактеризацию в форме произведения смещенных 
геометрических распределений без дополни-
тельного потока. Для решения подобных про-
блем в случае других распределений можно по 
каждой из схем [1] или [2] использовать резуль-
тат приводимой ниже теоремы. 
 

1 Постановка задачи и основной результат 
В систему массового обслуживания, в кото-

рой содержится единственный экспоненциаль-
ный прибор с интенсивностью обслуживания ,  

поступает стационарный поток без последейст-
вия (вообще говоря, неординарный). Наступле-
ние событий потока происходит с интенсивно-
стью ,  при этом в момент осуществления n-го 
события потока поступает случайное число за-
просов 1nX   с распределением вероятностей 

( ) { } ( , 1,2, )na k P X k n k     

и конечным средним 
1

( ).A
k

m ka k




   Запросы об-

служиваются группами случайного размера nY  для 

n-й группы с распределением ( ) { }nb k P Y k   
и конечным математическим ожиданием 

1

( ).B
k

m kb k




   Если в момент окончания обслу-

живания очередной группы разыгранное значе-
ние выбираемой на обслуживание группы пре-
восходит число ожидающих в очереди заявок, то 
на обслуживание берется неполная группа из 
всех оставшихся в очереди запросов. Предпола-
гается, что { }nX  и { }nY  – последовательности 

независимых, одинаково распределенных слу-
чайных величин, которые не зависят друг от дру-
га и не зависят от процессов поступления и об-
служивания. Число запросов в системе в момент 
времени t, обозначаемое ( ),n t  – цепь Маркова с 

непрерывным временем и фазовым пространст-
вом {0,1,2, }.    Интенсивности ее перехода 

( , ) ( ), 1, 0,q n n k a k k n              (1.1) 

( , ) ( ), 1 1, 2,q n n k b k k n n          (1.2) 

( ,0) ( ), 1,q n B n n                   (1.3) 

где ( ) ( ) ( 1) { }.lB n b n b n P X n       

МАТЕМАТИКА
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Известно, что условие 

A Bm m                           (1.4) 

является необходимым и достаточным для эрго-
дичности цепи ( ).n t   

Пусть выполнено (1.4), тогда при любом 
начальном распределении цепи существуют не 
зависящие от него финальные вероятности 

( ) lim { ( ) } 0, ,
t

p n P n t n n 
         (1.5) 

образующие единственное стационарное распре-
деление процесса ( ).n t  При этом они удовлетво-

ряют системе уравнений равновесия 

1

0 1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ), 1,
n

k k n

p n

p k a n k p k b k n n
 

  

   

      
 

1

(0) ( ) ( ).
k

p p k B k




                    (1.6) 

Стандартные условия квазиобратимости (по от-
ношению к естественному набору) марковского 
процесса ( )n t  имеют форму 

1

0

( ) ( ) ( ), 1,
n

k

p n p k a n k n




             (1.7) 

1

( ) ( ) ( ), 1,
k n

p n p k b k n n


 

            (1.8) 

1

(0) ( ) ( ).
k

p p k B k




                 (1.9) 

Введем соответственно производящие функ-
ции стационарного распределения, распределения 
размеров поступающих групп и распределения 
размеров выбираемых на обслуживание групп как 

0

1 1

( ) ( ) ,

( ) ( ) , ( ) ( ) .

n

n

k k

k k

P z p n z

A z a k z B z b k z





 

 



 



 
   

Очевидно (1.7) эквивалентно равенству 

( ( ) (0)) ( ) ( ).P z P A z P z   


          (1.10) 

Обозначим .


 


 Поскольку (1) (1) 1,P A 


 то 

полагая в (1.10) 1,z   получим (0) (0) 1 .p P    

Значит, для квазиобратимости ( )n t  необходимо, 

чтобы 1   и (0) 1 .p    Следовательно, (1.10) 

можно переписать как 

( ) 1 ( ) ( ).P z A z P z    


           (1.11) 

Дифференцируя (1.11), получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),P z A z P z A z P z     
 

     (1.12) 

так как ( ) ( ) ( )

0

( ) ( ) ( ), 1,
n

n k k n k
n

k

P z C A z P z n



  


 (1.13) 

откуда 

( ) ( ) ( )

1

( ) ( ) ( ),
1 ( )

1.

n
n k k n k

n
k

P z C A z P z
A z

n















 (1.14) 

Напомним, что функция называется абсо-
лютно монотонной на (0, 1), если она бесконечно 
дифференцируема на (0, 1), а все ее производ-
ные, включая нулевую (т. е. саму функцию), не-

отрицательны на (0, 1). Пусть ( )A z


 – произво-

дящая функция вероятностного распределения 
на {1,2, },   для чего, как известно [3], необ-

ходимо и достаточно, чтобы ( )A z


 была абсо-

лютно монотонной в (0, 1) и (0) 0. (1) 1.A A 
 

 

Перепишем (1.11) в виде 
1

( ) , 1.
1 ( )

P z
A z


  


              (1.15) 

Пусть ( )A z


 – производящая функция распреде-

ления вероятностей на ,  а функция ( )P z  опре-

делена равенством (1.15). В этом случае из (1.15) 

и того, что (0) 0, (1) 1A A 
 

 следует, что 

(0) 1 , (1) 1.P P    Кроме того, из (1.15) для 

(0,1)z  из того, что 1, ( ) 1,A z  


 вытекает 

( ) 0,P z   а из (1.14) индукцией по n  следу-

ет, что для любого ( ) ( ) 0.nn P z   Итак, ( )P z  

абсолютно монотонна на (0, 1) и (1) 1.P   Значит 

[3], ( )P z  – производящая функция распределе-

ния вероятностей на .  Таким образом, спра-

ведлива следующая  

Основная теорема. Пусть ( )A z


 – произво-

дящая функция распределения вероятностей на 
,  а функция ( )P z  определена равенством 

(1.15). Тогда ( )P z  – производящая функция рас-

пределения вероятностей на .  

Обратное, вообще говоря, неверно, что по-
казывает следующий пример. Из равенства (1.15) 
следует, что 

1 1
( ) 1 .

( )
A z

P z

 
    


                 (1.16) 

Пусть стационарное распределение совпадает с 
распределением Пуассона: 

( ) , 0,1, ,
!

k
cc

p k e k
k

    

где ln(1 ).c     Тогда из (1.16), учитывая, что 
( 1)( ) (1 ) ,c z czP z e e    получим 

1
( ) (1 ).czA z e 




 

Эта функция не может быть производящей 
функцией распределения вероятностей, так как, 
например, ее вторая производная отрицательна 
на (0, 1). Таким образом, для установления необ-
ходимых условий квазиобратимости разумнее 
задавать производящую функцию размеров по-
ступающих групп, а потом с помощью (1.15) на-
ходить производящую функцию стационарного 
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распределения. Задание последней функции и 
применение (1.16) не гарантирует, что получаю-
щаяся при этом функция будет производящей 
функцией некоторого распределения вероятностей.  
 

2 Примеры применения основной теоремы 
1. Если входящий поток ординарный, т. е. 

( ) ,A z z


 то (1.15) превращается в производя-

щую функцию геометрического распределения: 
( ) (1 ), 0,1, 2, .np n n      

2. Если размеры поступающих групп имеют 
геометрическое распределение с параметром а 
(0 1) :a   

1( ) (1 ), 1,2, ,ka k a a k     
т. е.  

(1 )
( ) ,

1

a z
A z

az







 

то из (1.15) 
1

( )
1 ( )

[1 ( )]
1 .

1 ( )

az a z
P z

a a z

a a z

a a z

  
 

   
   

 
   

         (2.1) 

Производящая функция смещенного геометриче-
ского распределения с параметрами  

0 0( , ) ( , (0,1)),p c p c  
1

0 0(0) , ( ) (1 )(1 ) , 1,2, ,np p p n p c c n       
имеет форму 

0 0

(1 )
( ) (1 ) .

1

c z
P z p p

cz


  


 

Из (2.1) следует, что для квазиобратимости ( )n t  

необходимо, чтобы в стационарном режиме ( )n t  

имел смещенное геометрическое распределение 
с параметрами (1 , ).a a    При этом в силу 

0 1, 0 1a      оба параметра находятся в (0, 1). 

3. Пусть параметры поступающих групп 
имеют распределение Пуассона: 

1

( ) , 1,2, .
( 1)!

k
aa

a k e k
k


  


 

Тогда ( 1)( ) .a zA z ze 


 Поэтому из (1.15) 
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Производя в последней сумме замену 
, ,k n m k l    получим 
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откуда 
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  (2.2) 

Назовем распределение на ,  задаваемое веро-

ятностями (2.2), 1M -распределением с парамет-

рами ( , ).a  

4. Пусть размеры поступающих групп име-
ют дискретное равномерное распределение на 
{1, 2, , }:M  

1
( ) , 1, 2, , .a k k M

M
    

Тогда 

(1 )
( )

(1 )

Mz z
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и по формуле (1.15) 
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Производя замену , ,s kM n t k    т. е. 

,n s tM   ,k t  и учитывая, что 0, 0n k n    

тогда и только тогда, когда ( 1) 0,s t M    по-
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Отсюда 
(0) 1 ,p    
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  (2.3) 

Назовем распределение на ,  задаваемое 

(2.3), 2M -распределением с параметрами ( , ).M  

Используя тождество 1
1 1,l l l

r r rC C C 
    заметим, 

что последняя вероятность может быть перепи-
сана как 
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   (2.4) 

5. Пусть размеры поступающих групп име-
ют биномиальное распределение с параметрами 
( , )M p  на множестве {1, 2, 1},M   т. е. 

1 1 1( ) ,

1, 2, , 1 ( , 0 1, 1 ).
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и по формуле (1.15) 
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Производя замену , ,s k l t k    получим 
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Следовательно, 

1

1

( ) (1 ) ,

0,1, .

t
s

s s s t M
Mt

s
t

M

p s p q C q
p

s

  

   

 
 














 (2.5) 

Назовем распределение на ,  задаваемое 

(2.5), 3M -распределением с параметрами ( , , ).p M  
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Введение 
С развитием компьютерных технологий и 

постоянным приростом объемов текстовой ин-
формации исследования в области автоматиче-
ской обработки текстов сфокусировались на 
прикладном аспекте вопроса. Возможности боль-
шинства инструментов ориентированы на мор-
фологический и синтаксический анализ с приме-
нением методов теории вероятностей и приклад-
ной статистики. 

Одним из главных направлений в области 
обработки текстов является выделение их смы-
словой составляющей – семантический анализ. В 
этом направлении решаются такие задачи, как 
поиск документов в локальных и глобальных 
сетях [1], автоматическое аннотирование и рефе-
рирование [2], классификация и кластеризация 
документов [3], синтез текстов и машинный пе-
ревод [4], [5], извлечение фактов [6], анализ 

тональности текста [7]. Результаты исследований 
применяются повсеместно, как в узкоспециали-
зированных решениях и подсистемах, включае-
мых в экспертные системы [8], так и в масштаб-
ных системах поиска информации в глобальной 
сети. Можно констатировать, что, хотя научные и 
технические идеи в области обработки текстов 
развиваются интенсивно, некоторые задачи семан-
тического анализа остаются нерешенными [9], [10]. 
 Семантический анализ текста работает с 
представлением знаний в языковой форме. В ос-
нову компьютерной обработки ставится понима-
ние, что слова в языке (тексте) отражают отдель-
ные сущности, а грамматические отношения ме-
жду словами передают их смысловую связь. Это 
обеспечивает преобразование текстового пред-
ставления знаний в более формализованную 
форму – в виде специального словаря – онтоло-
гии. Словари такого типа должны оперировать 
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смыслами, не их частными обозначениями в виде 
слов, и, следовательно, описывать свойства и 
отношения понятий, а не слов [11], [12]. Проце-
дуры семантического анализа опираются на 
функциональность используемого словаря. Эф-
фективность словарной поддержки в системах 
семантического анализа является ключевым ас-
пектом. При проектировании таких систем воз-
никает вопрос, как правильно структурировать и 
представлять информацию в подобных словарях, 
чтобы поиск по ним был удобным и быстрым, к 
тому же, была возможность учитывать измене-
ния в естественном языке – исчезновение старых 
и возникновение новых понятий, терминов, аб-
бревиатур [13]. 

Онтологии применяются, в частности, на 
одном из ключевых этапов процесса семантиче-
ского анализа – извлечении объектов и фактов. 
Данный этап позволяет установить взаимосвязи 
между участниками-фигурантами фактов для 
формирования целостной смысловой картины 
текста. 

Наряду с онтологиями применяются и дру-
гие методы извлечения фактов: методы, осно-
ванные на машинном обучении, и методы, осно-
ванные на правилах [14]. Методы извлечения 
фактов на основе машинного обучения исполь-
зуют автоматическое извлечение признаков из 
текста и применяют такие алгоритмы машинного 
обучения, как, например, классический байесов-
ский классификатор, дерево решений, или метод 
опорных векторов [15]. Методы, основанные на 
правилах, часто применяются для установления 
взаимосвязей между объектами – семантических 
отношений, которые носят различный характер: 
иерархия, агрегация, функциональные, семиоти-
ческие отношения, отношения тождества, корре-
ляции. Выделение отношений в рамках каждой 
из перечисленных групп требует составления 
соответствующих наборов предикатов различной 
формы [16]. 

Неотъемлемой составляющей задачи извле-
чения фактов и определения отношений между 
объектами является локализация во времени со-
бытия, соответствующего факту. Информация, 
позволяющая локализовать событие на времен-
ной оси, передается посредством разнообразных 
по форме и содержанию текстовых выражений – 
временных указателей. Конечным результатом 
извлечения временных указателей из текста яв-
ляется их представление и интерпретация в рам-
ках заданной в процессе семантического анализа 
формальной модели [17]. 

Одним из первых этапов извлечения фактов 
является выделение фрагментов текста, пред-
ставляющих собой языковое отражение искомых 
фактов, что обуславливает необходимость реше-
ния задачи поиска в тексте конкретных задавае-
мых конструкций из слов и словосочетаний. Для 
этого применяется ряд методов и инструментов, 

в том числе средств лексического анализа, пол-
нотекстового и морфологического поиска, кото-
рые оперируют на уровне символов и слов, а 
также содержат средства учета морфологии, сло-
воформ [18]. В попытке воспользоваться некото-
рой формализованностью, присущей естествен-
но-языковым конструкциям, указанные средства 
нередко основывают на грамматиках. Согласно 
иерархии Хомского, используют грамматики 
регулярного уровня и контекстно-свободные 
грамматики [19]. Примером средства извлечения 
сущностей, основанного на регулярных грамма-
тиках, является [20]. Учет морфологических ха-
рактеристик осуществляется в таких средствах, 
как [21] и [22]. Как показывают исследования, 
использование регулярных и контекстно-свобод-
ных грамматик при работе с естественными язы-
ками не позволяет охватить все многообразие 
языковых конструкций [23]. Поддержка морфо-
логических аспектов для нескольких языков, на-
ряду с работой на низком уровне символов, ус-
ложняет процесс описания языковых конструк-
ций для поиска фрагментов текста, что в целом 
понижает производительность обработки текстов 
на естественных языках. 

Резюмируя упомянутые аспекты текущего 
состояния в частях теории и методов, отметим, 
что создание новых методов семантического 
анализа текстов откроет новые возможности и 
позволит существенно продвинуться в решении 
многих задач компьютерной лингвистики, в ча-
стности, таких как машинный перевод, авторе-
ферирование, классификация текстов и других. 
Важной частью при этом является разработка 
новых инструментов, позволяющих автоматизи-
ровать семантический анализ. Представляется 
целесообразным разработать и реализовать сред-
ства текстового поиска, оперирующие на уровне 
слов и их сочетаний с минимальным учетом 
морфологических свойств. Ориентируясь на 
большие объемы данных, следует также оптими-
зировать способ работы с текстом, например, 
путем реализации потоковой обработки за один 
последовательный просмотр текста. Такой метод 
текстового поиска разработан в [24] и реализован 
в библиотеке Nevod [25]. Для оценки качества 
новых инструментов, предназначенных для из-
влечения фактов, и подтверждения их функцио-
нальной полноты обязательным является тести-
рование на эталонных наборах. Такие наборы 
следует готовить на базе типовых, но с дополне-
ниями, отвечающими добавляемой функцио-
нальности. Первостепенной задачей при форми-
ровании эталонных наборов является определе-
ние их содержания, включения текстовых фраг-
ментов, подтверждающих достоверность полу-
чаемых результатов извлечения фактов. 

Анализ предложений и ИТ решений пока-
зывает наличие достаточно большого спектра 
систем, программных пакетов и приложений  
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семантического анализа текстов на английском, 
французском, немецком, испанском, итальян-
ском, китайском и некоторых других языках. В 
то же время, можно констатировать, что у лиде-
ров мирового уровня отсутствуют тестовые на-
боры для анализа текстов, в частности, на рус-
ском, белорусском языках [20], [26], [27]. Поэто-
му описываемые в данной работе методические 
рекомендации по подготовке наборов данных 
составлены без привязки к обрабатываемому 
языку и имеют общий характер. 

Целью настоящей публикации является из-
ложение: 

– методических основ, особенностей ис-
пользования разработанной библиотеки Nevod; 

– вариантов настройки, возможного расши-
рения библиотеки Nevod по результатам экс-
плуатации и сопоставления с аналогами, обосно-
вание ее функциональной полноты с использова-
нием специально сформированных наборов; 

– подходов, методических и алгоритмиче-
ских решений, средств подготовки представи-
тельных наборов данных для тестирования про-
граммных инструментов семантического анализа 
применительно к задачам извлечения фрагмен-
тов текста с временными указателями. 

 
1 Общие сведения о библиотеке Nevod 
Библиотека Nevod предназначена для поис-

ка параметризированных шаблонов в тексте, ко-
торые представляют собой наборы правил с опи-
саниями лексем, их сочетаний в виде последова-
тельностей, альтернатив (вариаций), повторений 
и контекстных конструкций. Запатентованная 
технология позволяет проводить семантический 
анализ текста путем организации поиска сущно-
стей и взаимосвязей между ними при использо-
вании соответствующих наборов шаблонов [24]. 

Состав библиотеки Nevod. Библиотека вклю-
чает компоненты поиска и редактор набора шаб-
лонов, составные части показаны на рисунке 1.1. 

Компоненты поиска обеспечивают ключе-
вую функциональность библиотеки, к ним отно-
сятся: 

– Синтаксический анализатор языка описа-
ния шаблонов – строит на основании текста опи-
сания шаблонов соответствующее дерево выра-
жений и запрашивает загрузку требуемых набо-
ров шаблонов. 

– Загрузчик набора шаблонов – отвечает за 
поиск и загрузку текста описания наборов шаб-
лонов, указанных в качестве зависимостей для 
пользовательского набора. 

– Компонент связывания наборов шаблонов 
– устанавливает гиперсвязи между деревьями 
выражений, которые соответствуют наборам 
шаблонов, и проверяет доступность используе-
мых ссылок. 

– Лексический анализатор текста для по-
иска – осуществляет разбиение входного текста 
на последовательность лексем для анализа. 

– Движок поиска – производит сопоставле-
ние последовательности лексем исходного текста 
для поиска со связанными деревьями выражений 
искомых шаблонов. Предварительно на основа-
нии деревьев выражений шаблонов составляется 
поисковый индекс, который используется при 
работе автомата поиска. 

Редактор набора шаблонов реализован в 
виде универсального языкового сервера, под-
держивающего разработанный Microsoft прото-
кол LSP (Language Server Protocol) [28]. Исполь-
зование данного протокола позволяет встраивать 
модуль в большинство современных сред разра-
ботки с минимальными затратами путем написа-
ния соответствующих расширений для взаимо-
действия с языковым сервером, например [29].
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Рисунок 1.1 – Библиотека Nevod 
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При редактировании обеспечивается составление 
связанных наборов шаблонов с использованием 
базовых, контекстных и специальных операторов. 
К базовым операторам относятся следующие: 

– последовательность – строгое следование 
подряд заданных выражений; 

– вариация – возможность совпадения за-
данных выражений и невозможность совпадения 
других указанных выражений; 

– повторение – последовательное совпаде-
ние выражения несколько раз подряд; 

– опциональность – необязательное совпа-
дение выражения; 

– последовательность слов – совпадение 
двух выражений, разделенных лексемами «раз-
рыв слова»; 

– промежуток в словах – последовательное 
совпадение двух выражений, разделенных за-
данным количеством слов; 

– сочетание – совпадение двух выражений в 
любом порядке, разделенных любым количест-
вом лексем.  

Контекстные операторы представлены сле-
дующими конструкциями: 

– находится внутри – совпадение одного 
выражения в любой позиции по тексту совпаде-
ния другого выражения; 

– не пересекает – совпадение выражения, 
которое не пересекает совпадения другого за-
данного выражения; 

– содержит – совпадение выражения, текст 
которого содержит совпадения другого заданно-
го выражения в любой позиции. 

Оператор извлечения части совпадения яв-
ляется единственным представителем специаль-
ных операторов; он позволяет выделить в допол-
нительный атрибут результата часть текста сов-
падения, которая соответствует обозначенной 
части выражения.  

Помимо операторов, в синтаксисе языка 
описания шаблонов определены специальные 
директивы, управляющие связыванием и компи-
ляцией шаблонов (построением поискового ин-
декса): 

– @require – установление гиперсвязи с 
внешним набором шаблонов (связывание); 

– @namespace – объявление пространства 
имён шаблонов (связывание); 

– @pattern – обозначение определения шаб-
лона, по умолчанию не является целью поиска 
(связывание и компиляция); 

– @search – обозначение цели поиска в на-
боре шаблонов (компиляция); 

– @where – определение секции вложенных 
шаблонов (связывание и компиляция). 

В комплект библиотеки Nevod включены 
базовые (по умолчанию) наборы (комплекты) 
шаблонов, которые разработаны для поиска раз-
личных сущностей в тексте, таких как даты и 
время, временные интервалы, электронные адреса, 

телефонные номера, мировые денежные валюты 
и др. [30]. В данной работе сделан акцент на на-
боре шаблонов для поиска и распознавания в 
тексте абсолютных и относительных дат, кото-
рые могут выступать в качестве временных ука-
зателей. 

 
2 О функциональной полноте библиотеки 

Nevod  
Извлечение временных указателей средст-

вами библиотеки Nevod предполагает проведе-
ние сопоставления возможностей с аналогичной 
библиотекой для распознавания сущностей в 
тексте Microsoft.Recognizers.Text (далее MRT) 
[20]. Библиотека MRT предоставляет возмож-
ность распознавания сущностей в текстах раз-
личных языков и широко используется в продук-
тах Microsoft, например, в предустановленных 
шаблонах для сервиса интеллектуального пони-
мания языка LUIS (Language Understanding Intel-
ligent Service), в платформе для создания диало-
говых ботов Power Virtual Agents [31] и в когни-
тивных языковых сервисах в облачной инфра-
структуре Azure – NER (Named Entity Recog-
nition). Библиотека распространяется под лицен-
зией открытого и свободного программного 
обеспечения MIT; наряду с исходным кодом в 
репозитории Microsoft на GitHub [20] публично 
доступны контрольные наборы данных для раз-
личных языков. Отметим, что в MRT отсутствует 
поддержка русского и белорусского языка. 

Для поиска временных меток в тексте в 
MRT применяется модуль Microsoft.Recogni-
zers.Text.DateTime, в частности, его компонент 
BaseDateExtractor. Данному компоненту соответ-
ствует контрольный набор, представленный в 
формате JSON, – файл DateExtractor.json [32]. 
Набор содержит 143 элемента, включающих аб-
солютные и относительные даты в различных 
вариантах записи, а также метаинформацию, ко-
торая используется для проверки корректности 
результатов извлечения. К элементу набора мо-
жет быть прикреплен поисковый контекст – 
опорная дата, которая указывает точку во време-
ни, используемую для перевода относительных 
временных меток в абсолютные. Пример элемен-
та контрольного набора с комментариями по 
структуре изображен на рисунке 2.1. 

Контрольный набор DateExtractor использу-
ется для подтверждения функциональной полно-
ты библиотеки Nevod. Для сопоставления воз-
можностей библиотек MRT и Nevod разработаны 
два программных модуля – mMRT и mNevod, 
обеспечивающие поиск и извлечение временных 
меток из текста. С использованием средств сис-
темы компьютерной алгебры Wolfram Mathema-
tica проведено сравнительное тестирование про-
граммных модулей на упомянутом контрольном 
наборе. Получены следующие результаты: 
mMRT обработал корректно все элементы набора,  
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{ 
 "Input": "Cortana, please set up a Skype call sometime this friday 
june twenty three with Jim", // входной текст для поиска 
 // поисковый контекст: 
 "Context": {"ReferenceDateTime":"2018‐06‐20T00:00:00"}, 
 "Results": [ // перечисление ожидаемых результатов 
  // содержит текст совпадения, тип, позицию начала и длину совпадения 
  {"Text":"this friday", "Type":"date", "Start":45, "Length":11}, 
  {"Text":"june twenty three", "Type":"date", "Start":57, "Length":17} 
 ] 
}   

 

Рисунок 2.1 – Пример элемента контрольного набора 
 
показав точность 100%; mNevod с базовым набо-
ром шаблонов [30] произвел корректное извле-
чение временных меток в 82,5% случаев. 

Полученные результаты предполагают ана-
лиз содержимого контрольного набора. Для реа-
лизации такого анализа использовались средства 
системы Mathematica. Определены 17,5% нерас-
познанных mNevod ситуаций, они разделены на 
три категории: 

1. Месяц и порядковый день месяца в сло-
весной форме – «a baseball on may the eleventh», 
«i′ll go back fourth of may» и т. п. 

2. День недели в будущем относительно те-
кущей даты – «Are you available two monday 
later?» и т. п. 

3. Порядковый день недели в месяце – «i'll 
go back second sunday» и т. п. 

Благодаря поддержке расширяемости набо-
ра правил в библиотеке Nevod, в базовый набор 
правил включены дополнительные шаблоны, 
которые позволили корректно обработать ранее 
не распознанные ситуации. 

Для распознавания ситуаций категории 1 
разработан дополнительный шаблон MonthWith-
OrdinalDay, который можно описать в виде не-
скольких альтернативных цепочек: 

а) опциональный день недели, название ме-
сяца и номер дня (числовой или словесный), оп-
циональный год; 

б) опциональный день недели, номер дня 
(числовой или словесный) и название месяца, 
опциональный год; 

в) номер дня (числовой или словесный) и 
относительный месяц («предыдущий», «сле-
дующий», «текущий» и т. п.). 

С целью сокращения длины шаблона и 
снижения дублирования, из альтернатив а) и б) 
вынесен общий префикс (опциональный день 
недели) и суффикс (опциональный год), что по-
зволило объединить обе ветки в цепочку с ва-
риацией на второй позиции. Также при написа-
нии шаблона использовались уже содержащиеся 
в базовом наборе шаблонов элементы «день не-
дели», «год», «относительный месяц» и др., что 
позволило сократить время составления нового 
правила и сохранить достаточный уровень на-
глядности полученного шаблона. 

После добавления нового элемента в базо-
вый набор шаблонов библиотеки Nevod, точ-
ность решения на его основе для контрольного 
набора MRT повысилась на 12,1% – до 94,4%. 

Для обеспечения распознавания ситуаций 
категории 2 составлен шаблон OrdinalWeekDay, 
представляющий из себя простую цепочку из 
порядкового номера дня недели в месяце в сло-
весной форме (от одного до пяти: «first», 
«second», … «fifth») и названия дня недели. Для 
учета различных вариантов сокращенного напи-
сания дня недели использован готовый шаблон 
из базового набора в библиотеке Nevod. Добав-
ление нового шаблона повысило корректность 
работы модуля mNevod на 2,8% по сравнению с 
предыдущим результатом – до 97,2%.  

Ситуации категории 3 устранены шаблоном 
RelativeWeekDay, который также представлен 
цепочкой из словесной записи числа, задающего 
количество пропускаемых недель, и названия 
дня недели, а также суффикса (вариации «from 
now» или «later»), указывающего на относитель-
ность временной метки. Данный шаблон обеспе-
чивает распознание еще 1,4%, повысив общий 
результат до 98,6% правильно распознанных си-
туаций из контрольного набора MRT. 

При помощи средств Mathematica проведен 
анализ итоговых результатов. Обнаружено, что 
1,4% ситуаций, которые не были распознаны 
после расширения базового набора правил биб-
лиотеки Nevod, представлен следующими эле-
ментами: 

1) «Cortana, please set up a Skype call some-
time this friday june twenty two with Jim»; 

2) «6,107.31 August 2019 should not include 
the decimal». 

В первом случае при использовании 
mNevod распознаны две временные метки: «this 
friday» и «june twenty two», в то время как в кон-
трольном наборе MRT определено, что извле-
ченные выражения необходимо объединить. 
Библиотека MRT объединяет несколько идущих 
подряд текстовых дат в один результат извлече-
ния на основании контекста – опорной даты для 
разрешения относительных временных меток. 
Программный модуль на основе библиотеки 
Nevod не производит объединения результатов 
извлечения, однако описанную ситуацию можно 
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предусмотреть путем добавления отдельного 
этапа условного слияния последовательно извле-
ченных временных меток. Следует отметить, что 
в некоторых случаях, например, при отсутствии 
какой-либо информации об опорной дате, объе-
диненное выражение может представлять собой 
некорректную дату. Описанная ситуация учтена 
в контрольном наборе MRT и представлена дру-
гим элементом с такой же опорной датой: 
«Cortana, please set up a Skype call sometime this 
friday june twenty three with Jim». Здесь и 
mNevod, и mMRT извлекли две временные мет-
ки: «this friday» и «june twenty three». 

Во втором случае при детальном рассмот-
рении тестового набора MRT выяснилось, что из 
фрагмента «6,107.31 August 2019» предполагает-
ся извлечение подстроки «August 2019», т. к. 
символ точка считается десятичным разделите-
лем. Результирующая строка относится к вре-
менным интервалам, за обработку которых в 
библиотеке MRT отвечает отдельный модуль. 
Таким образом, при извлечении временных ме-
ток ожидается пустой результат. В базовом на-
боре правил библиотеки Nevod символ точка 
определен в качестве признака конца предложе-
ния, а десятичным разделителем выступает сим-
вол запятая. Данная формулировка привела к 
получению результата «31 August 2019». Путем 
точечного изменения существующих правил из-
влечения числовых дат достигнут ожидаемый 
результат – извлечен временной интервал 
«August 2019». 

Заметим, что шаблоны, составленные для 
каждой категории ситуаций, первоначально не 
распознанных mNevod, являются независимыми: 
добавление или изъятие одного из шаблонов не 
влияет на работу других. Так, например, при 
изъятии из итогового набора правил шаблона, 
соответствующего ситуациям категории 1, и со-
хранении шаблонов для ситуаций категорий 2 и 
3, точность работы модуля снизилась на 12,1% – 
на столько же процентов она повысилась при 
добавлении шаблона в исходный базовый набор 
правил. Написание независимых правил позво-
ляет составлять наборы шаблонов, обладающие 
свойством аддитивности, что упрощает процесс 
их корректировки и совместного использования. 

Таким образом, путем сравнительного ана-
лиза результатов обработки типового контроль-
ного набора из библиотеки MRT подтверждена 
функциональная полнота библиотеки Nevod.  
В ходе проверки показаны дополнительные воз-
можности библиотеки, в частности расширяе-
мость набора правил. 

Расширяемость набора шаблонов в библио-
теке Nevod позволяет настраивать основанные на 
ней решения во время эксплуатации без необхо-
димости взаимодействия с разработчиками биб-
лиотеки, что обеспечивает независимость реше-
ний и сокращает цикл обновления набора правил. 

3 Методика формирования представи-
тельного тестового набора  

При проверке и настройке средств извлече-
ния фактов, в частности, временных указателей, 
одной из позиций для оценивания является ори-
ентированность на распознавание, а не одно-
значную идентификацию сущностей в тексте. 
Исходный контрольный набор DateExtractor биб-
лиотеки MRT не позволяет в полной мере про-
анализировать функциональность соответст-
вующих средств такого типа – он охватывает 
большинство вариантов написания дат в англий-
ском языке, включает аббревиатуры и общепри-
нятые сокращения, но не учитывает возможность 
искажения входного текста. Представляется це-
лесообразным составить новый контрольный 
набор данных, который бы учитывал данный 
аспект при оценке инструментов извлечения 
фактов. 

Ориентируясь на инструменты для извлече-
ния временных интервалов в тексте, используя 
фрагменты из DateExtractor, подготовлен новый 
тестовый набор. Для корректного сравнения (и с 
MRT в дальнейшем) из DateExtractor исключены 
элементы, составляющие упомянутые выше 1,4% 
нераспознанных библиотекой Nevod ситуаций. В 
полученный набор из 141 элемента внесены ис-
кажения (ошибки), наиболее типичные для руч-
ного набора текста, таким образом, чтобы они 
затрагивали фрагменты текста, представляющие 
собой цель для извлечения. 

В качестве типичных ошибок ручного вво-
да, которые не затрагивают итоговую длину сло-
ва, выбраны следующие виды ситуаций: 

1) замена одиночной буквы, 
2) перестановка пары соседних букв в слове. 
Следует отметить, что при моделировании 

искажений вида 1) существует естественная эв-
ристика, позволяющая ограничить множество 
букв, которые могут быть употреблены некор-
ректно вместо заданной корректной буквы. В 
основе лежит предположение об использовании 
стандартного средства ввода текстовых данных 
для ЭВМ – клавиатуры. В таком случае наиболее 
часто встречающимися заменами будут являться 
соседние буквы по расположению клавиш на 
клавиатуре. Например, для слова «Monday» од-
ним из частых вариантов такой ошибки для рас-
кладки QWERTY является замена буквы «d» на 
букву «s» – «Monsay».  

При моделировании ошибок вида 2) также 
возможно применение подобной естественной 
эвристики. Принимая во внимание слепой метод 
печати [33], логично предположить, что чаще 
всего ошибка с перестановкой будет возникать 
для символов, за набор которых отвечают паль-
цы разных рук. Схема зон ответственности раз-
ных пальцев при слепом методе печати изобра-
жена на рисунке 3.1. К примеру, для слова 
«Sunday» вариантом такого искажения в  
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раскладке QWERTY является перестановка букв 
«a» и «y» – «Sundya». 

 

 
 

Рисунок 3.1 – Схема зон ответственности разных 
пальцев при слепом методе печати  

для американской раскладки QWERTY 
 

Перечисленные виды искажений входного 
текста могут носить множественный характер: в 
одном слове может присутствовать как несколь-
ко ошибок одного вида, так и одновременно 
ошибки нескольких видов. При составлении кон-
трольных наборов необходимо учитывать раз-
личные вариации ошибок. Далее показан процесс 
моделирования каждого вида искажений отдель-
но, без учета их комбинаций. 

В соответствии с каждым видом ошибок, в 
полученный набор из 141 элемента внесены сле-
дующие искажения: 

– произведена замена буквы «d» на букву 
«s» в слове «monday» (соответствует 2,8% набо-
ра, всего слово содержится в 3,5% набора); 

– произведена перестановка букв «a» и «y» 
в слове «sunday» (соответствует 5,7% набора, 
всего слово содержится в 7% набора). 

При оценке корректности обработки полу-
ченного набора программными модулями 
mNevod и mMRT, получены идентичные резуль-
таты: 91,4%. Благодаря расширяемости шабло-
нов в пакете Nevod добавлены правила для ниве-
лирования соответствующих ошибочных ситуа-
ций. Для распознавания замены буквы внесены 
различные варианты искажения слова «monday» 
на позиции, соответствующей букве «d». Для 
учета перестановки соседних букв в слове 
«sunday» добавлено правило, покрывающее воз-
можные перестановки: с учетом описанной ранее 
эвристики, это варианты «sundya» и «usnday». 
Программный модуль, использующий библиоте-
ку Nevod с обновленным набором правил, обрабо-
тал корректно 100% представительного набора.  
 Таким образом, использование средств биб-
лиотеки Nevod позволяет адаптировать про-
граммный модуль под различные варианты ис-
кажений входных данных путем внесения точеч-
ных (локальных) изменений в существующие 
наборы шаблонов. Применение предложенных 
эвристик при составлении новых наборов правил 
позволит реализовать первоначальную обработку 
типовых ошибок ввода. 
 

4 Используемые средства Wolfram Mathe-
matica 

Для сопоставления функциональных возмож-
ностей модулей mNevod и mMRT при решении 

задачи выделения временных указателей в тексте 
не только на основе контрольного набора 
DateExtractor, но и формирования других пред-
ставительных наборов, в Wolfram Mathematica 
разработано сервисное приложение mDataWM. В 
нем реализованы программные инструменты, 
которые позволяют выделить подлежащий обра-
ботке набор данных от метаинформации, оце-
нить и сопоставить качество результатов обра-
ботки модифицированного набора модулями 
mMRT и mNevod, а также исказить любой набор 
данных и проверить работоспособность библио-
тек. Приложение mDataWM обеспечивает созда-
ние тестовых наборов на любых языках и анализ 
результатов их обработки. Средства приложения 
mDataWM включают инструменты: 

– искажения начального и формирование 
модифицированного набора данных; 

– импорта / экспорта для обеспечения взаи-
модействия Mathematica с модулями mMRT и 
mNevod (работа с файлами и отделение данных 
от метаинформации); 

– оценки качества результатов обработки 
тестового набора. 

В приложении mDataWM использованы сле-
дующие функции ядра системы Mathematica [34]:  

– Import[source],  
– Export["dest.ext",expr,"format"],  
– Map[f,expr],  
– MapIndexed[f,expr],  
– Association[key1→val1,key2→val2,...],  
– AssociateTo[a, key→val],  
– SortBy[list,f],  
– KeyMemberQ[assoc,form],  
– KeyDrop[assoc,{key1, key2,...}],  
– KeyTake[assoc,{key1,key2,...}],  
– RandomSample[{e1,e2,...},n],  
– Select[list, crit],  
– Delete[expr,n],  
– StringReplace["string",s→sp], 
– Count[list,pattern].  

 
Заключение 
Отмечены требования к новым средствам 

семантического анализа применительно к задаче 
извлечения временных указателей в тексте; пред-
ставлены способы и инструменты поиска в тек-
сте, их реализация в библиотеке Nevod. При под-
тверждении функциональной полноты библиоте-
ки показано основное преимущество – расши-
ряемость набора правил. Предложены несколько 
естественных эвристик, которые позволяют оп-
тимизировать процесс внесения искажений в 
представительный набор для тестирования, ана-
лиза результатов извлечения фактов. Соответст-
вующие инструменты подготовки специальных 
наборов данных для тестов разработаны с ис-
пользованием средств системы компьютерной 
алгебры Wolfram Mathematica. Приведено описа-
ние методов и средств создания подобных 
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наборов, поясняется их содержание и особенно-
сти наполнения, когда наряду со значимыми и 
ключевыми словами, аббревиатурами, фразами 
включаются их искажения. Показано, что сред-
ствами библиотеки Nevod обеспечено распозна-
вание, а не только однозначная идентификация 
сущностей в тексте. 
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ПРАВИЛА ДЛЯ АВТОРОВ 
 

Статья, направляемая в редакцию журнала 
«Проблемы физики, математики и техники», 
должна:  

– соответствовать профилю журнала;  
– являться оригинальным произведением, 

которое не предоставлялось на рассмотрение и 
не публиковалось ранее в объеме более 25% в 
других печатных и (или) электронных изданиях, 
кроме публикации препринта (рукописи) статьи 
авторов (соавторов) на собственном сайте;  

– содержать все предусмотренные дейст-
вующим законодательством ссылки на цитируе-
мых авторов и источники опубликования заим-
ствованных материалов, автором (соавторами) 
должны быть получены все необходимые разре-
шения на использование в статье материалов, 
правообладателем (лями) которых автор (соавто-
ры) не является (ются). 

Статья не должна содержать материалы, не 
подлежащие опубликованию в открытой печати, 
в соответствии с действующими законодатель-
ными актами Республики Беларусь.  

Статья представляется на русском, белорус-
ском или английском языках в двух экземплярах 
на белой бумаге формата A4 c пронумерованны-
ми страницами. Одновременно в редакцию на-
правляется электронный вариант статьи на CD, 
или по электронной почте (e-mail: pfmt@gsu.by). 

Для подготовки статьи можно использовать 
редактор MS Word for Windows (2000/2003), 
шрифт – Times New Roman, 14 pt, все поля – 
2 см, или систему LaTeX c опцией 12 pt в стан-
дартном стиле article без переопределения стан-
дартных стилей LaTeX'а и введения собственных 
команд (все поля – 2 см). 

В левом верхнем углу первой страницы ста-
тьи ставится индекс УДК, ниже по центру на 
русском и английском языках: название статьи 
прописными буквами, инициалы и фамилия ав-
тора (авторов), название организации, в которой 
он (они) работает, аннотация (до 10 строк) и пе-
речень ключевых слов. 

Статья, как правило, должна содержать: вве-
дение, основную часть, заключение и литературу. 

Название статьи должно отражать основную 
идею исследования, быть кратким.  

Во введении дается краткий обзор литера-
туры, обосновывается цель работы и, если необ-
ходимо, отражается связь с научными и практи-
ческими направлениями. Обязательными явля-
ются ссылки на работы других авторов, публи-
кации последних лет в области исследования, 
включая зарубежные. 

Основная часть должна содержать описание 
методики, объектов исследования с точки зрения 
их научной новизны. Она может делиться на 
подразделы (с разъясняющими заголовками) и 
содержать анализ публикаций, относящихся к 
содержанию данных подразделов. 

 

Формулы, рисунки, таблицы нумеруются в 
пределах раздела, например: (1.1), (2.3), рисунок 
1.1, таблица 2.1. Нумерации подлежат только те 
формулы, на которые имеются ссылки. Номер 
формулы прижимается к правому краю страни-
цы, а сама формула центрируется. Рисунки и 
таблицы располагаются непосредственно в тек-
сте. Размер рисунков и графиков не должен пре-
вышать 1015 см. Полутоновые фотографии 
должны иметь контрастное изображение. Повто-
рение одних и тех же данных в таблицах и ри-
сунках не допускается. 

Каждая таблица должна иметь заголовок, в 
ней обязательно указываются единицы измере-
ния рассматриваемых величин. Размерность всех 
величин должна соответствовать Международ-
ной системе единиц измерений (СИ). Не допус-
кается сокращение слов, кроме общепринятых 
(т. е., и т. д., и т. п.). 

В заключении в сжатом виде формулируются 
полученные результаты, их новизна, преимущест-
ва и возможности практического использования.  

Список литературы должен содержать пол-
ные библиографические данные. Он составляет-
ся в порядке упоминания ссылок в тексте. Ссыл-
ки на неопубликованные работы не допускаются. 
Ссылки даются в оригинальной транслитерации. 
Порядковые номера ссылок по тексту указыва-
ются в квадратных скобках (например, [1], [2]). 
 Статья подписывается всеми авторами. К 
статье прилагаются: 

– сопроводительное письмо организации, в 
которой выполнена работа с просьбой об опуб-
ликовании; 

– сведения об авторах; 
– экспертное заключение о возможности 

опубликования статьи в открытой печати; 
– договор о передаче авторского права (в 

двух экземплярах). 
Сведения об авторах представляются на от-

дельной странице и содержат: фамилию, имя, от-
чество автора (авторов), ученую степень, звание, 
место работы и занимаемую должность, специа-
листом в какой области является автор, почтовый 
индекс и точный адрес для переписки, телефоны 
(служебный или домашний), адрес электронной 
почты. Следует указать автора, с которым нужно 
вести переписку и направление, к которому отно-
сится представленная работа (физика, математика, 
техника). 
 Поступившая в редакцию статья направля-
ется на рецензирование. В случае её отклонения 
редакция сообщает автору решение редколлегии 
и заключение рецензента, рукопись автору не 
возвращается. Решение о доработке статьи не 
означает, что она принята к печати. После дора-
ботки статья вновь рассматривается рецензентом 
и редакционной коллегией. 
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Редакция оставляет за собой право произво-
дить редакционные изменения и сокращения, не 
искажающие основное содержание статьи. 
 Статьи, не отвечающие перечисленным тре-
бованиям, к рассмотрению не принимаются и 
возвращаются авторам. Датой получения руко-
писи считается день получения редакцией окон-
чательного варианта. 
 Авторы несут ответственность за направление 
в редакцию уже ранее опубликованных статей или 
статей, принятых к печати другими изданиями.  

Редакция предоставляет право первоочередно-
го опубликования статей лицам, осуществляющим 
послевузовское обучение (аспирантура, докторанту-
ра, соискательство) в год завершения обучения. 
Плата за опубликование статей не взимается. 

 Всю корреспонденцию следует направлять 
простыми или заказными письмами (бандероля-
ми) на адрес редакции.  

Образец оформления статьи, сведений об ав-
торах, экспертного заключения и текст договора о 
передаче авторского права размещены на сайте 
журнала по адресу http://pfmt.gsu.by.  
 Журнал включен в каталог печатных 
средств массовой информации Республики Бела-
русь. Индекс журнала: 01395 (для индивидуаль-
ных подписчиков), 013952 (для предприятий и 
организаций). 
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GUIDELINES FOR AUTHORS 
 

In order for papers submitted to be published in 
the journal “Problems of Physics, Mathematics and 
Technics” the following rules should be taken into 
account: 
 – the paper should be in agreement with the 
type of the journal; 

– the paper should be an original work, it 
should not have been submitted for consideration or 
previously published in the bulk over 25% in an-
other scientific edition and (or) electronic publica-
tions with the exception of preprint publication 
(manuscript) of the paper of the authors (coauthors) 
on their own website; 
 – the paper should contain all statutory refer-
ences to the cited authors and published sources of 
the borrowed material. The author (coauthors) must 
obtain all the necessary permissions for the use of 
materials in the article, in the event that he is (they 
are) not their right holder (right holders). 

The paper should not contain the materials 
suppressed for publication in the press in accordance 
with the laws of the Republic of Belarus. 

Contents of a paper should be written in line 
with the scope of the journal. The paper should be 
written in Russian, Belarusian and English, edited 
thoroughly and submitted in two copies to the Edito-
rial Office. The manuscript should be printed on A4 
white paper with all pages numbered. In addition, 
the  authors  must  submit  the  electronic  version  
of their manuscript  either  on a CD or by e-mail  
(e-mail: pfmt@gsu.by). 

To prepare a paper it is possible to use MS 
Word for Windows (2000/2003), Times New Roman 
type, 14 pt. All margins are 2 cm. The author may 
also use 12 pt LaTeX in standard style article with-
out redefinition of the margins and introduction of 
the author’s commands. 

Index UDC is sited in the left corner of the first 
page. The title of the paper in capital letters is fol-
lowed by the name(s) of the author(s), authors' af-
filiations and full postal addresses next to which are 
an abstract of no more than ten lines and keywords. 
Relevant keywords should be placed just after the 
Abstract. 

A paper, as a rule, should include Introduction, 
Body Text, Conclusion and Literature. The title of 
the paper must be concise. It describes the main idea 
of your research. 

In the Introduction the author gives a brief re-
view of literature, his grounds and specific objec-
tives, he describes links with scientific and practical 
branches. All background information such as refer-
ence to the papers of others authors and some 
previous publications (including foreign ones) in the 
field of investigation is necessary. 

The main part should contain description of the 
techniques used and objects of investigation within a 
large scientific framework. This part may be divided 
into subsection (with explanatory headings). It provides 

the readers with the analysis of the publications on 
the problem described in these subsections. 

Formulas, figures and tables should be sequen-
tially numbered in the framework of the section, for 
example: (1.1), (2.3), figure 1.1, table 2.1. The author 
should number only the formulas with appropriate 
references. The formula number is placed on the right 
side of the page and the formula itself is centred. 

Figures and tables should be put into a contex-
tual framework. The size of figures and charts does 
not exceed 10х15 cm. Halftone photos should be 
glossy and contrast. Do not repeat extensively in the 
text the data you have presented in tables and figures. 

Each table should have the heading, in which 
units of measure describe the values under consid-
eration. All measurements and data should be given 
in SI units, or if SI units do not exist, in an interna-
tional accepted unit. The authors are advised to 
avoid abbreviations except for generally accepted 
ones (i. e., etc.). Define all abbreviations the first 
time they are used. 

In the Conclusion the received data are de-
scribed in concise form. The novelty of these results, 
advantages and possibility of practical use are pre-
sented. 

Publications cited in the text should be pre-
sented in a list of references following the text of the 
manuscript. References should be given in their 
original spelling, numbered in the order they appear 
in the text and contain full bibliography. Please, do 
not cite unpublished papers. The numbers of refer-
ences are sited in square brackets (e. g. [1], [2]). 

The paper should be signed by all authors. 
The following documents should be attached to 

the article: 
– covering letter of the organization in which 

the work was done with a request for publication; 
– information about the authors; 
– expert opinion on the possibility of publish-

ing an article in the press; 
– treaty on the transfer of the copyright (two 

copies). 
The authors should provide the following in-

formation on a separate sheet: surname, first name, 
patronymic, science degree, rank and correct postal 
address for correspondence, organization or com-
pany name and position, title, research field, home 
or office phone numbers, and e-mail address. 

Then the paper is sent to the Editorial Board to 
be reviewed. The Editorial Office informs the au-
thors of paper denial and the reviewer's conclusion 
without returning the manuscript. A request to revise 
the manuscript does not imply that the paper is ac-
cepted for publication since it will be re-reviewed 
and considered by the Editorial Board. The authors 
of the rejected paper have the right to apply for its 
reconsideration. 

The Editorial Board has the right to edit the 
manuscript and abridge it without misrepresenting 
the paper contents. 
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Papers not meeting the above requirements are 
denied and returned to the authors. The date of re-
ceipt of the final version by the Editorial Office is 
considered as the submission date. 

Authors are responsible for the submission of 
their publication because submission is a representa-
tion that the paper has not been previously published 
and is not currently under consideration for publica-
tion elsewhere. The Editorial Board charters top-
priority for postgraduate students (postgraduate 
course, persons working for doctor's degree, com-
petitors for scientific degree) during the current year 

of the completion of a course. Publication of the 
paper is free of charge. 

Samples of the preparation of an article, infor-
mation about the authors, expert opinion and the text 
of the treaty on the transfer of the copyright are 
placed on the site http://pfmt.gsu.by. 

The journal «Problems of Physics, Mathemat-
ics and Technics» is included in the mass media 
catalogue of the Republic of Belarus. Index: 01395 
(for personal subscribers), 013952 (for enterprises 
and organizations). 
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