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ELECTRICAL PROPERTIES OF SiO2:Cuº THIN FILMS 
PRODUCED BY PULSE LASER DEPOSITION 

M.F.S.H. Al-Kamali1, D.I. Zalizny1, A.A. Boika1, N.N. Fedosenko2 
1Sukhoi State Technical University of Gomel 
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Аннотация. В статье представлены результаты исследования электрических свойств плёнок SiO2:Cuº. Исследована  
зависимость напряжения от величины солнечного излучения. Установлено, что при росте концентрации ионов меди в 
тонких плёнках SiO2:Cuº, электропроводимость снижается за счет роста расстояния между наночастицами меди,  
которые находятся в диэлектрической матрице SiO2. Плёнки имеют нелинейную вольт-амперную характеристику, 
имеющую участки ограничения напряжений на уровне 7...10 В, при этом фотоэлектрические свойства обусловлены  
генерированием напряжения порядка температурного потенциала с явной зависимостью от солнечного излучения, что 
позволяет применять эти плёнки как датчики излучения. 
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Введение 
Покрытия оптических элементов, содержа-

щие прозрачную матрицу с введёнными в ее со-
став наночастицами металлов, находят примене-
ние в преобразовании солнечной энергии [1], [2], 
электронике [3] и катализе [4]. В настоящей ра-
боте выбор пленок состава SiO2 : Cuº обусловлен 
тем фактом, что при окислении меди образуются 
оксиды Cu2O и CuO [4]. При этом оксиды меди 
Cu2O, CuO обладают не только способностью 
увеличивать поглощение в определённом, задан-
ном оптическом диапазоне, но и характеризуют-
ся фотоэлектрическими свойствами [5], что де-
лает такие покрытия, особенно при сверхмалых 
толщинах (не более 100 нм) перспективными для 
применения в солнечных элементах. Также, как 

показано в работе [6], регулируя размеры наноча-
стиц CuO и Cu2O, а также изменяя соотношение 
между частицами Cu и Cu2O позволяет управлять 
шириной запрещенной зоны. Преимуществами 
оксидов меди является их низкая стоимость и 
химическая стойкость. Кроме того, пленки окси-
дов меди зарекомендовали себя в качестве чув-
ствительного слоя газовых сенсоров для датчи-
ков аммиака NH3, оксида азота NO2 и сероводо-
рода H2S [7]. 
 Целью настоящей работы было установле-
ние влияния солнечного излучения на вольт-
амперные характеристики тонких пленок, сфор-
мированных импульсным лазерных испарением 
мишеней SiO2 : CuO, SiO2 : NiO, SiO2 : Cu°, 
SiO2 : Cu° : Zn°. 

ФИЗИКА 



М.Ф.С.Х. Аль-Камали, Д.И. Зализный, А.А. Бойко, Н.Н. Федосенко 
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1 Материалы и методы проведения 
эксперимента 
 Для получения покрытий использовался 
метод импульсного лазерного испарения, а в ка-
честве источника лазерного излучения приме-
нялся лазер L-2137U+HG-5 (Лотисс-ТИИ, Бела-
русь). Диаметр пятна лазерного излучения на 
мишени составлял ~ 7 мм. Мишень испаряли им-
пульсным излучением с длиной волны λ = 532 нм, 
длительностью 6 нс, частотой следования им-
пульсов 10Гц и энергией в импульсе 448 мДж. 
Время испарения составляло 40 минут.  

Покрытия осаждали на подложки из высо-
колегированного монокристаллического кремния 
ЭКЭС 0,01 (100). 
 Мишени для формирования пленок были 
синтезированы с использованием золь-гель ме-
тода. Исходными компонентами служили – пи-
рогенный кремнезём марки А-380 (техническое 
название – аэросил), нитрата меди ХЧ тип:  
ТУ 6-09-3757-74 (Cu(NO3)2·3H2O), нитрат цинка 
ЧДА тип: ГОСТ 5106-77 (Zn(NO3)2·6H2O), сер-
нокислый никель ЧДА тип: ГОСТ 4465-74 
(Ni2SO4·7H2O). 
 Получение мишеней включало проведение 
следующих операций. 

На первом этапе исходный золь получался 
при ультразвуковом диспергировании ( = 18 кГц) 
кремнезема марки А-380, что приводило к его 
однородному перемешиванию. 

После УЗ-обработки в полученный золь до-
бавлялись соли легирующих элементов с различ-
ным массовым отношением относительно 1 моля 
SiO2. После полного растворения нитрата меди 
проводилась его стабилизация: при нормальных 
условиях путём гелирования в пластиковых 
литьевых формах.  

Последующая сушка получившегося геля 
осуществлялась в электрическом термошкафу 
при Т = 50–80º С (до образования состояния ксе-
рогеля). Отжиг ксерогелей до формирования жё-
сткого кремний-кислородного каркаса проводил-
ся в муфельной электропечи на воздухе при 
Т = 800º С (время выдержки на указанной темпе-
ратуре составляло 1 ч.). При этом получались 
ксерогельные заготовки структурно-фазового 
состава SiO2 : МеO (Ме = Cu, Ni, Zn) [8]. Далее 
ксерогели размалывались в фарфоровой ступке 
до состояния микропорошков и методом одноос-
ного прессования формировались в мишени диа-
метром 20 мм, толщиной 10 мм.  

Отжиг полученных мишеней проводили в 
потоке осушенного водорода при Т = 800º С (вре-
мя выдержки – 1 ч, степень химической чистоты 
H2 соответствовала марке «осч») в результате 
чего формировались композиционные мишени 
состава SiO2 : Меº [9].  
 Измерения вольт-амперных характеристик 
проводили по схеме, приведенной на рисунке 
1.1, а. Для этого предварительно формировались 

метал-оксид-полупроводник (МОП) структуры. 
На нанесенную пленку оксида кремния методом 
ионно-лучевого распыления через маску нано-
сился верхний электрод из Ni (рисунок 1.1, б). 
 

 
а) 

 

 
б) 

 

Рисунок 1.1 – Принципиальная схема измерения 
ВАХ образцов (а), схема структуры 

Si / SiO2 : Cu°/ Ni (б) [10], [11] 
 

Для изучения влияния солнечного излуче-
ния на электрические свойства плёнок использо-
вали устройство, схема которого изображена на 
рисунке 1.2. 
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Рисунок 1.2 – Схема установки для изучения 

влияния солнечного излучения: 
1  испытуемый образец;  
2  фольгированный стеклотекстолит;  
3  датчик солнечного излучения;  
4  датчик температуры;  
5  прибор Solar I-V 

 
Испытуемый образец плёнки 1 размещался 

на предварительно очищенной медной поверхно-
сти фольгированного стеклотекстолита 2 и под-
вергался воздействию солнечного излучения S. В 
непосредственной близости от плёнки распола-
гался датчик солнечного излучения 3, подклю-
ченный к прибору Solar I-V 5 фирмы HT Italia. 
Разность потенциалов между верхним и нижним 
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слоями плёнки измерялась мультиметром VIC-
TORVC830L. Также выполнялись измерения 
тока, выдаваемого плёнкой в режиме короткого 
замыкания. 
 Рамановские (КР) спектры регистрировали 
на спектрометре Renishaw inVia Reflex при ком-
натной температуре. Образец (в виде порошка) 
помещали в конфокальную плоскость микроско-
па, куда в пятно диаметром порядка 1 мм фоку-
сировалось непрерывное излучение Ar-лазера с 
длиной волны возбуждения 514 нм и мощностью 
20 мВт. Измерения спектров проводили в гео-
метрии обратного рассеяния. В качестве детекто-
ра использовали CCD-камеру (576×384 пикселей). 
 

2 Результаты и их обсуждение 
 Исследования вольт-амперных характери-
стик (ВАХ) SiO2 : Cu°-покрытий (с различной 
концентрацией Cuº в пленке) показали, что для 
осажденных пленок наблюдается различие в по-
ведении ВАХ на прямой и обратной ветвях (ри-
сунок 2.1). Данное поведение ВАХ характерно 
для всех полученных покрытий, при этом уста-
новлено, что происходит снижение проводимо-
сти пленки c ростом концентрации меди в по-
крытии.  
 

 
Рисунок 2.1 – ВАХ дляSiO2, SiO2:Cu° пленок 

 
Такой характер зависимости проводимости 

возможно связано с ростом расстояния между 
наночастицами меди, которые находятся в ди-
электрической матрице SiO2. Мы предполагаем, 
что при малых концентрациях медь распределя-
ется по поверхности глобул кремнезема [12], а 
при увеличении концентрации ионы меди кла-
стеризуются, образуя отдельные частицы. Кос-
венным подтверждением такого предположения 
является появление интенсивной и широкой по-
лосы в области 1560–1630 см-1 на рамановском 
спектре (рисунок 2.2), обусловленной увеличе-
нием концентрации адсорбированной воды [13]. 
Это напрямую связано с появлением пористости 
пленки, связанной с гетерогенностью ее структу-
ры. Поскольку при малых концентрациях этого 
пика не наблюдается. Пик поглощения, 

наблюдаемый при 960 см−1 для SiO2 : Cuº, воз-
можно, обусловлен перекрытием связи Si–OH 
[13] с колебаниями связи Si–O. Эта полоса явля-
ется признаком неоднородности (присутствия 
частиц металла) в структуре SiO2-матрицы [14]. 
Полоса в области 470–505 см−1 связана с колеба-
ниями Si–O–Si [15]. 

 

 
Волновое число, см-1 

 

Рисунок 2.2 – Рамановские спектры 
тонких плёнок 

 
Таким образом, из ВАХ образцов можно 

сделать вывод, что они обладают свойствами 
ограничения напряжения, то есть могут быть 
использованы как элементы защиты от перена-
пряжений в микросхемах. Также исследуемые 
плёнки можно применить для наружных слоёв 
затворов полевых транзисторов (типа MOSFET) 
с целью улучшения отдачи заряда затвора на его 
электрод. 

Для изучения фотоэлектрических свойств 
были использованы плёнки: Si / Ni / SiO2 : Cuº / Ni, 
Si / Ni / SiO2 : Cuº : Znº / Ni, Si / Ni / SiO2 : NiO / Ni 
и Si / Ni / SiO2 : CuO / Ni. 

На рисунке 2.3 приведены зависимости на-
пряжения U между поверхностями некоторых 
исследуемых плёнок от величины уровня сол-
нечного излучения S, попадающего на поверх-
ность плёнки со стороны полупроводника, полу-
ченные на основе схемы на рисунке 1.2. 

В процессе исследований для всех образцов 
были получены отрицательные значения напря-
жения по отношению к их никелевой поверхно-
сти, явно изменявшиеся в зависимости от интен-
сивности солнечного излучения. Это свидетель-
ствует о фотоэлектрической чувствительности 
изучаемых плёнок. Однако измеренные значения 
напряжения не превысили –60 мВ, что близко к 
температурному потенциалу для полупроводников: 

,T

k T

q


   

где k  постоянная Больцмана; T  температура; 
q  заряд электрона. 
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Рисунок 2.3 – Зависимости напряжения от солнечного излучения для плёнок: 
а) Si / Ni / SiO2 : Cuº / Ni; б) Si / Ni / SiO2 : Cuº : Znº / Ni; в) Si / Ni / SiO2 : NiO / Ni;  

г) Si / Ni / SiO2 : CuO / Ni 
 

При o300 К,T   25,9T   мВ. Таким обра-

зом, полученные значения напряжения на иссле-
дуемых плёнках можно объяснить изменением 
энергии заряженных частиц (электронов или ды-
рок) полупроводника, преодолевающих его за-
прещённую зону при тепловых колебаниях.  

Максимальные значения напряжения были 
получены на плёнках Si / Ni / SiO2 : Cuº / Ni и 
Si / Ni / SiO2 : Cuº : Znº / Ni. При этом для образ-
ца Si / Ni / SiO2 : Cuº / Ni зависимость имеет дос-
таточно линейный характер, что потенциально 
позволяет использовать эту плёнку как датчик 
солнечного излучения. 

На основе схемы (рисунок 1.2) были также 
измерены значения токов короткого замыкания 
изучаемых образцов плёнок. В результате при 
солнечном излучении порядка 1000 Вт / м2 мак-
симальный ток для образца Si / Ni / SiO2 : Cu0 / Ni 
составил 2,4 мкА. Остальные образцы показали 
значительно меньшие токи. 

Для оценки фотогенерирующей способно-
сти плёнки Si / Ni / SiO2 : Cuº / Ni рассчитана 
максимально отдаваемая ею мощность на 1 см2. 
Зная, что для фотоэлементов в точке максималь-
ной мощности напряжение и ток снижаются 
приблизительно на 20% от своих максимальных 

значений, для образца плёнки Si / Ni / SiO2 : Cuº / Ni, 
имеющего площадь F = 3 см2 и максимальные 
значения напряжения 52 мВ (рисунок 2.3, а) и 
тока 2,4 мкА, получим значение мощности  
P = 2,7·10-8 Вт/см2. Для среднего фотоэлемента, 
применяемого в фотоэлектрических модулях, 
значение P составляет около 21,5 10  Вт/см2. 
Следовательно, исследуемые образцы плёнок не 
могут использоваться как фотогенерирующие 
элементы. Главная причина этого  отсутствие  
p-n перехода в плёнках. 

 
Заключение 
Установлено, что рост концентрации ионов 

меди в тонких пленках SiO2 : Cuº приводит к их 
кластеризации и образованию отдельных частиц. 

Исследуемые образцы плёнок характеризу-
ются нелинейностью вольт-амперных характери-
стик и имеют участки ограничения напряжений 
на уровне 7...10 В, что позволяет их применять 
как ограничители перенапряжений в кристаллах 
интегральных микросхем. 

Фотоэлектрические свойства исследуемых 
образцов плёнок обусловлены генерированием 
напряжения порядка температурного потенциала 
с явной зависимостью от солнечного излучения, 

мВ мВ 

мВ мВ 
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что позволяет применять эти плёнки как датчики 
излучения, а также в качестве фотоусиливающих 
покрытий для фотоэлементов. 

Исследуемые образцы плёнок не могут быть 
использованы в качестве фотогенерирующих 
элементов, так как имеют мощность фотогенера-
ции, не превышающую 82,7 10  Вт/см2. 
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Аннотация. Определены составы и приготовлена серия пленкообразующих растворов для исследования влияния  
концентрации метилтриэтоксисилана в растворах на основе тетраэтилортосиликата на электрофизические свойства.  
Экспериментальным путем подобраны оптимальные режимы нанесения и термообработки пленкообразующих  
растворов для синтеза диэлектрических золь-гель покрытий. Проведены исследования вязкости полученных растворов  
с использованием капиллярного вискозиметра. Для анализа толщины и однородности структуры полученных материа-
лов проведены исследования сколов с использованием растрового электронного микроскопа. Установлены  
вольт-фарадные и вольт-амперные зависимости и произведены расчеты диэлектрической проницаемости, величины 
сдвига напряжения плоских зон и емкости плоских зон. 
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Введение 
В настоящее время широкое применение в 

микроэлектронике находят гибридные органо-
неорганические диэлектрические слои. Это обус-
ловлено тем, что они обладают комплексом цен-
ных физико-химических и технологических свойств. 
В качестве органо-неорганических диэлектриков 
наибольшее распространение получили стекло-
видные материалы. Характерными для этих мате-
риалов являются малые электропроводность и 
диэлектрические потери, высокие теплостойкость, 
прочность, твердость, термостабильность и  

радиационная устойчивость, а также отсутствие 
старения [1], [2].  

Из-за простоты и дешевизны большой инте-
рес представляют золь-гель материалы, синтези-
руемые химическим методом на основе комплек-
са различных исходных соединений кремния, 
например метилтриэтоксисилана, фенилтриэток-
сисиалана, венилтриэтоксисилана и др. Введение 
в структуру SiO2 добавок позволяет создавать 
материал с комплексом заранее заданных 
свойств: термических, пластических, электрофи-
зических, механических и т. д. Кроме того,  
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фактор многокомпонентности приводит к сни-
жению кристаллизационной способности полу-
чаемых материалов [3]–[5]. 

Получаемые комплексные наноструктури-
рованные покрытия должны быть не только ус-
тойчивые к термическому расширению компози-
ционной поверхности слоев металлизированной 
микросхемы, но и обладать необходимыми хи-
мическими и электрофизическими свойствами 
для применения их в производстве интегральных 
микросхем [6].  

В связи с вышеизложенным, весьма пер-
спективным является применение низкотемпера-
турных жидкофазных методов синтеза стекло-
видных материалов, обеспечивающих получение 
особо чистых пленок на их основе, с высокой 
однородностью химического состава и структу-
ры при температурах до 500° С. С помощью этих 
методов возможен синтез новых перспективных 
гибридных органо-неорганических диэлектриче-
ских слоев, составы находятся за пределами 
классических областей стеклообразования, кото-
рые невозможно получить по традиционной тех-
нологии – плавлением шихты.  

Использование разрабатываемых наност-
руктурированных золь-гель пленок позволит 
уменьшить зависимость от поставок импортных 
материалов и снизить затраты на производство 
интегральных микросхем более чем в 5 раз. 

 
1 Синтез золь-гель покрытий 
Для установления влияния концентрации 

метилтриэтоксисилана (МТЭС) в растворе на 
основе тетраэтилортосиликата (ТЭОС) на элек-
трофизические свойства была приготовлена се-
рия пленкообразующих растворов с различным 
массовым соотношением МТЭС : ТЭОС (2 : 1, 
5 : 3, 4 : 3, 1 : 1) и классический раствор на осно-
ве ТЭОС. Гидролиз полученных растворов про-
водили в кислой среде, в качества растворителей 
использовали изопропиловый спирт и изобути-
ловый спирт. Для полного созревания растворы 
выдерживали при температуре окружающей сре-
ды (22  2)° С в течение 2–3 суток. 

Известно, что растворы пленкообразующих 
веществ, используемых для формирования одно-
родных покрытий, должны обладать определен-
ной вязкостью, оптимальное значение которой 
находится в интервале от 3 сСт (мм²/с) до 
9 сСт (мм²/с). При большей вязкости затрудняет-
ся растекание раствора, что приводит к образо-
ванию неоднородной по толщине пленки, а при 
меньшей формируется тонкое покрытие, недос-
таточное для использования в качестве планари-
зирующего и межслойного диэлектрика. Для 
изучения влияния состава пленкообразующего 
раствора и времени его хранения на пригодность 
полученных растворов провели исследования 
вязкости с использованием капиллярного виско-
зиметра ВПЖ-2 (таблица 1.1).  

Таблица 1.1 – Результаты измерения вязко-
сти полученных пленкообразующих растворов на 
основе металлорганических соединений кремния. 

 

Массовое  
соотношение 

(МТЭС : ТЭОС) 

Время хра-
нения, суток 

Вязкость, сСт 
(мм²/с) 

3 5,01 2 : 1 
30 5,25 
3 4,92 

5 : 3 
30 4,99 
3 4,70 

4 : 3 
30 4,76 
3 4,72 

1 : 1 
30 4,77 
3 4,69 

без МТЭС 
30 4,80 

 
Результаты исследования показывают, что 

полученные пленкообразующие растворы имеют 
вязкость в диапазоне от 4,5 сСт до 5,5 сСт, что 
делает их пригодными для формирования одно-
родных покрытий на поверхности кремниевых 
пластин в интегральной микроэлектронике.  

Готовые пленкообразующие раствора нано-
сили на кремниевые пластины марки КДБ-4 и 
КДБ-12 диаметром 100 мм методом центрифуги-
рования, так как он является основным на пред-
приятиях электронной промышленности для 
формирования тонких пленок и фоторезиста 
жидкофазным методом. Обычно процесс цен-
тробежного формования подразделяют на четыре 
стадии: нанесение раствора, растекание, удале-
ние лишнего раствора и испарение растворите-
лей. Пленкообразующий раствор попадает на 
подложку на стадии нанесения, жидкость ради-
альным потоком растекается по подложке под 
действием центробежной силы, и в процессе ис-
паряется растворитель с последующим образова-
нием геля на поверхности подложки. Подбор 
режимов нанесения проводили на центрифуге 
для нанесения тонких пленок Apogee Cee 200X. 

Для исследования электрофизических 
свойств полученных покрытий и сравнения их 
толщины был выбран следующий режим нанесе-
ния, позволяющий из полученных растворов 
формировать слои толщиной от 400 до 800 нм: 

– пластина укладывается на вакуумный сто-
лик центрифуги и центрируется, включается ва-
куумный насос. Под пластиной создается вакуум 
~ 10-1 Па, который удерживает ее при нанесении; 

– вакуумный столик вместе с закрепленной 
на нем пластиной приводится во вращение с по-
мощью электродвигателя. Скорость вращения 
составляет 50 об/мин. Данная скорость вращения 
является достаточной для равномерного распре-
деления пленкообразующего раствора по по-
верхности пластины; 

– в пластиковую пипетку Пастера набирает-
ся 2 мл пленкообразующего раствора и аккуратно 
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выливается на вращающуюся пластину, от цен-
тра к краю; 

– после разливания раствора происходит 
ускорение вращения вакуумного столика с за-
крепленной пластиной до скорости 1500 об/мин 
в течении 40 секунд (данного времени достаточ-
но чтобы подсушить формируемое покрытие для 
его дальнейшего перемещения в печь). 

После нанесения пластины помещают в му-
фельную печь и производят отжиг на воздухе. 
Пластины в печи разогревают до 400° С в тече-
нии 120 минут (скорость нагрева ≈ 3,3° С в мин.) 
и выдерживают при данной температуре в тече-
нии 60 минут, после чего подложка с покрытием 
остывает в течении 60–80 минут вместе с печкой. 
После термообработки и остывания пластины 
извлекают из печи и помещают в специальные 
пластиковые контейнеры для дальнейшего пере-
мещения и исследования их свойств. 

 
2 Результаты и их обсуждение 
Толщины и однородность получаемых золь-

гель покрытий опрелеляли по сколу кремниевой 
пластины с сформированным золь-гель покрытием 
с использованием растрового электронного мик-
роскопа S-4800 (Hitachi, Япония). 

На полученных РЭМ изображениях отчет-
ливо просматриваются полученные слои золь-
гель покрытий, которые имеют однородную 
структуру по всей толщине без видимых вклю-
чений и дефектов (рисунок 2.1). Толщина полу-
ченных покрытий варьируется от 400 нм (для 
покрытия на основе ТЭОС) до 980 нм (для по-
крытия с соотношением МТЭС : ТЭОС – 2 : 1).  

Полученные значения толщин диэлектриче-
ского слоя необходимы при расчете электрофизи-
ческих значений получаемых золь-гель покрытий. 

Экспериментальное исследование электро-
физических свойств: вольт-фарадных (ВФХ) и 
вольт-амперных (ВАХ) характеристик проводили 
на стенде с зондовой станцией с помощью пара-
метрического анализатора Keithley 4200A-SCS 3.  

На рисунке 2.2 представлены ВФХ пластин 
с полученными диэлектрическими золь-гель по-
крытиями. Дополнительно для определения ем-
кости плоских зон и напряжения плоских зон мы 
использовали широко представленные в литера-
туре апробированные формулы и подходы [7], 
[8]. Стоит отметить, что результаты оценки ем-
кости плоских зон и напряжения плоских зон из 
полученных графиков, через расчет среднего ари-
фметического значения, незначительно отличаются 
от расчета по формулам, что может быть связано 
с усреднением результатов на основе серии из 
четырех измерений.  

Для расчета основных характеристик полу-
ченных диэлектрических покрытий использовали 
табличные значения некоторых величин и кон-
стант (таблица 2.1).  

 
Таблица 2.1 – Табличные значения величин, 

используемых для расчетов 
 

Данные для расчета 
Обозна-
чение 

Значение 

Диэлектрическая прони-
цаемость вакуума 

ε0 8,854 пФ/м

Площадь контакта  
металл-полупроводник 

S 0,72·10-9 м2

Диэлектрическая  
проницаемость Si 

εSi 11,7 

Емкость SiO2 CSiO2 425,81 пФ 
 

 

    
а)           б)  

 

    
в)           г) 

 

Рисунок 2.1 – Изображения продольных сколов исследуемых образцов с соотношением МТЭС : ТЭОС: 
а) 2 : 1; б) 4 : 3; в) 1 : 1; г) без МТЭС 
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ВФХ покрытий с соотношением 
МТЭС : ТЭОС – 2:1 

 

 
 

ВФХ покрытий с соотношением 
МТЭС : ТЭОС – 4 : 3 

 

 
 

ВФХ покрытий с соотношением 
МТЭС : ТЭОС – 1 : 1 

 

Рисунок 2.2 – ВФХ диэлектрических золь-гель 
покрытий (по 4 измерения) 

 
Для расчета диэлектрической проницаемо-

сти SiO2 слоя использована формула: 

max

0

,
C d

S
 


 

где Cmax – емкость диэлектрика,  – эффективная 
диэлектрическая проницаемость полученного 
покрытия, d – толщина диэлектрического слоя,  
S – площадь контакта металл-полупроводник,  
0 – диэлектрическая проницаемость вакуума. 

Формула расчета емкости SiO2 диэлектрика: 

2

2

SiO max

SiO max

.d

C C
C

C C



 

Формула расчета максимального значения 
области пространственного заряда (ОПЗ):  

max Si

min

1 .
C

W d
C

  
    

 

Основные электрофизические характери-
стики полученных диэлектрических золь-гель 
покрытий представлены в таблице 2.2. 

Диэлектрическая проницаемость получен-
ных покрытий варьируется от 1,53 до 2,51, что 
является хорошим результатом для органо-неор-
ганических стекловидных диэлектриков толщи-
ной до 1 мкм. Повышение концентрации МТЭС 
приводит к увеличению диэлектрической прони-
цаемости получаемых покрытий, что может быть 
обусловлено формированием органо-неоргани-
ческих соединений, имеющих более высокую 
диэлектрическую проницаемость по сравнению 
со стандартным оксидом на основе SiO2. 

Результаты исследования вольт-фарадных 
характеристик показывают, что величина сдвига 
напряжения плоских зон отрицательна и в макси-
мальном значении составляет около минус 9,6 В, 
что соответствует изменению плотности эффек-
тивного заряда на границе раздела 7,2×10-8 м2 и 
является небольшой и допустимой величиной 
для данной толщины диэлектрического слоя. 

С использованием измеренных характери-
стик (таблица 2.2) произведены теоретические 
расчеты величины сдвига напряжения плоских 
зон. Для всех образцов эта величина меньше по-
лученной в эксперименте и не превышает 7 В, 
что является оптимальной величиной для ди-
электрика толщиной (0,7–1,0) мкм. 

Для определения токов утечки были по-
строены ВАХ характеристики полученных по-
крытий (рисунок 2.3). 

Для покрытий из гибридных растворов на 
основе ТЭОС+МТЭС максимальные величины 
токов на порядок меньше, по сравнению с по-
крытием на основе ТЭОС. При этом рост тока 
утечки хорошо виден при U > 75 В (рисунок 2.3, а).  

Так как рабочие напряжения микросхем, 
для которых разрабатываются данные покрытия, 
не превышают 50 В, приведём вольт-амперные 
характеристики в масштабе от 0 до 100 В (рису-
нок 2.3, б).   

Усредненные величины токов утечки для ис-
следуемых покрытий представлены в таблице 2.3. 

Результаты исследования показывают, что в 
покрытии на основе ТЭОС наблюдается большая 
величина тока утечки, которая составляет 20 нА 
при U = 50 В. Для остальных образцов величина 
тока утечки значительно меньше и составляет 
менее 1 нА для напряжения плюс 5 В и менее 
3 нА для напряжения плюс 50 В. 
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Таблица 2.2 – Результаты обработки экспериментальных данных ВФХ золь-гель покрытий 

 

Результат 
Рассчитанные величины Обозначение Соотношение 

2 : 1 
Соотношение 

4 : 3 
Соотношение 

1 : 1 
Емкость диэлектрика 

(максимальное значение по ВФХ)1 
Cmax 19,59 пФ  13,56 пФ   15,87 пФ  

Емкость диэлектрика 
(минимальное значение по ВФХ)1 

Cmin  17,39 пФ   10,45 пФ   11,89 пФ  

Толщина диэлектрика2  d  979 нм   729 нм   843 нм  
Диэлектрическая проницаемость 

поркытия 
   2,51  1,85  1,53 

Емкость диэлектрика (расчетная) Cd 19,64 пФ 13,73 пФ  15,88 пФ 

Емкость плоских зон (расчетная) fbC  19,345 пФ 13,585 пФ  15,68 пФ 

Емкость плоских зон (из графика)1 -графикfbC  18,49 пФ 11,83 пФ  13,89 пФ 

Напряжение сдвига плоских зон 
(расчетная) fbV  –6 В –0,5 В  –6,7 В 

Напряжение сдвига плоских зон  
(из графика)1 -графикfbV  –9,6 В –6,0 В –11,7 В 

Максимальное значение ОПЗ  W 0,58 мкм 1,372 мкм 2,157 мкм 
1 среднее значение для 4 измерений, точность измерений составляет 0,04%   
2 значение по РЭМ сколу 
 

    
а)           б) 
 

Рисунок 2.3 – Вольт-амперные характеристики полученных золь-гель покрытий: 
а) в масштабе до 200 В; б) – в масштабе до 100 В 

 
Таблица 2.3 – Обобщенные данные по величине тока утечки 
 

Соотношение  
(МТЭС : ТЭОС) 

Номер кривой 
на графике  

(рисунок 2.3) 

Усредненная величина тока 
утечки при напряжении 

+ 5 В, нА 

Усредненная величина тока 
утечки при напряжении 

+ 50 В, нА 
2 : 1 4 0,9 2,0 
5 : 3 5 0,9 2,1 
4 : 3 3 0,9 1,9 
1 : 1 2 1,0 2,7 

без МТЭС 1 6,0 20  
 
 

Рост тока утечки при повышении напряже-
ния, начиная с U  150 В (за исключением 1 кри-
вой), соответствует начальному участку пробоя 
диэлектрического слоя пластины. Видимые на 
графиках флуктуации и скачки на начальном 

участке вольт-амперной характеристики имеют 
крайне малую измененяемую величину тока (по-
рядка 0,1÷0,3 нА) и могут быть связаны с по-
грешностью измерений.  
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Заключение 
Разработаны составы пленкообразующих 

растворов с различным соотношением метилтри-
этоксисилана к тетраэтилортосиликату. Прове-
дены исследования вязкости полученных раство-
ров с использованием капиллярного вискозимет-
ра. Установлено, что вязкость полученных рас-
творов изменяется в диапазоне от 4,6 сСт до 
5,1 сСт, в зависимости от исходного состава, при 
этом за время хранения в течении 30 суток вяз-
кость растворов изменилась не более чем на 4%, 
что делает их пригодными для формирования 
однородных покрытий на поверхности кремние-
вых пластин в интегральной микроэлектронике 
при заданных режимах нанесения. 

Для расчета электрофизических значений 
установили толщину получаемых золь-гель по-
крытий по РЭМ сколу. Толщина полученных 
покрытий содержащих МТЭС варьируется от 729 
нм до 980 нм, толщина покрытия на основе  
ТЭОС составляет 403 нм. 

Диэлектрическая проницаемость получен-
ных покрытий варьируется от 1,53 до 2,51, что 
является хорошим результатом для органо-
неорганических стекловидных диэлектриков 
толщиной до 1 мкм.  

Результаты исследования ВАХ показывают, 
что в покрытии на основе ТЭОС наблюдается 
большая величина тока утечки, которая состав-
ляет 20 нА при U = 50 В. Для остальных образ-
цов величина тока утечки значительно меньше и 
составляет менее 1 нА для напряжения плюс 5 В 
и менее 3 нА для напряжения плюс 50 В. 

С использованием измеренных характери-
стик произведены расчеты величины сдвига на-
пряжения плоских зон. Для всех образцов эта 
величина не превышает 7 В, что является опти-
мальной величиной для использования получен-
ных покрытий в технологии многоуровневых 
интегральных микросхем непосредственно в ка-
честве межслойного диэлектрика.  

Авторы работы выражают благодарность 
филиалу «Белмикроанализ» НТЦ «Белмикрос-
стемы» ОАО «ИНТЕГРАЛ» за проведение иссле-
дований сколов тестовых пластин на растровом 
электронном микроскопе. 
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KUMMER 3D LIGHT BEAMS WITHOUT THE GAUSSIAN 
APODIZATION WITH TRANSFERABLE TERMINATING POWER 

S.S. Girgel 

Francisk Skorina Gomel State University 
 

Аннотация. Получены аналитические выражения для  циркулярных 3D световых пучков Куммера без гауссовой  
аподизации с непрерывным комплексным индексом . Найдены ограничения на возможные значения свободных  
параметров таких пучков, чтобы они обладали конечной мощностью и были физически реализуемыми. Графическое 
моделирование таких 3D пучков Куммера подтвердило, что, действительно, существуют определенные непрерывные 
значения свободного комплексного параметра , для которых пучки Куммера переносят конечную мощность. 
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 Введение 
Обычно [1], [2] при описании параксиаль-

ных световых пучков используют аподизацию 
соответствующей функции в форме гауссиана, 
чтобы функция, описывающая такой пучок, была 
квадратично интегрируемой и поэтому пучок 
переносил конечную мощность. Так, например, 
хорошо известны пучки Эрмита – Гаусса, Бессе-
ля – Гаусса, Лагерра – Гаусса и т.д. Однако при-
сутствие гауссиана в комплексной амплитуде 
параксиального пучка вовсе не обязательно. В 
[3] нами было предложено новое решение ска-
лярного 2D параболического волнового уравне-
ния. Это решение не содержит аподизацию гаус-
сианом, но, тем не менее, описывает 2D световые 
пучки Куммера, которые переносят конечную 
мощность при определённых значениях свобод-
ных параметров.  

В данной работе этот формализм применя-
ется для нахождения новых решений параболи-
ческого уравнения. Получены выражения, опи-
сывающие циркулярные 3D световые пучки 

Куммера с непрерывным комплексным индексом 
 без гауссиана и обсуждаются ограничения на 
значения их свободных параметров.  

 
1 Циркулярные 3D пучки Куммера 
Для гармонических волн вида 

( , ) exp( )f t i t   r  скалярное параксиальное 

уравнение, описывающие амплитуду   скаляр-

ных световых пучков, имеет вид  [2] 
2 2

, ,( 2 ) 0,x x y y zik                       (1.1) 

где 0 0, .k k n k c    В настоящей работе при-

мененный нами формализм [3] обобщается на 3D 
скалярные пучки с цилиндрической симметрией. 
Полезно предварительно перейти к безразмер-
ным переменным 

0 0 0/ , / , / .X x x Y y x Z z z            (1.2) 

Здесь 0x  и  2
0 0 / 2z kx  – определенные харак-

терные вещественные размеры пучка в направ-
лениях, параллельных осям 0Х и 0Y соответст-
венно.  

ФИЗИКА 
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 Кроме того, осуществим дополнительный 
переход ,Z Q  где 0Q Z Q   – введенный 

безразмерный комплексный параметр пучка: 
причем 0 0 0 .Q Q iQ    Здесь и далее штрихами 

будем помечать вещественные и мнимые части 
комплексных величин. 
 При этом параксиальное уравнение (1.1) в 
цилиндрической системе координат ( , , ),R Z  

где безразмерный радиус 2 2 ,R X Y   можно 
представить в форме  

2 2

2 2 2

1 1
4 ( , , ),i R Q

R R QR R

    
        

 (1.3) 

 Обычно [4]–[5] решения параболического 
уравнения типа (1.3) ищут в виде функции, со-
держащей гауссиан [1], [3] 

21
( , ) exp ,

R
G R Z i

Q Q

 
  

 
 

который является фундаментальным решением 
параксиального уравнения (1.3). В итоге полу-
чают [6], [7] решения, описывающие 3D пучки 
Куммера – Гаусса, содержащие гауссиан G. Бэн-
дрес [7] называет такие пучки циркулярными.  
 Однако искать решение уравнения (1.3), 
включающее гауссиан, вовсе не обязательно. 
Можно получить решение уравнения (1.3), не 
содержащее гауссиан явно, но, тем не менее, об-
ладающее квадратичной интегрируемостью 
(КИ). Такие пучки переносят конечную мощ-
ность и являются физически реализуемыми. 
 Чтобы найти такого типа решение уравне-
ния (1.3) через функцию Куммера, произведем 

замену переменных 1R R iQ   в (1.3). Тогда 

приходим к уравнению 
2 2

12 2 2
1 11 1

1 1

1 1
2 4

( , , ) 0.

R Q
R R QR R

R Q

     
            

  

(1.4) 

Чтобы разделить переменные, введем стандарт-
ную подстановку 1 1 1 2 3( , , ) ( ) ( ) ( ).R Q f R f f Q     

Получаем следующую систему уравнений: 

3

3

2
2 ,

dfQ
m

f dQ
                       (1.5) 

2
22

2
2

1
,

d f
m

f d
 


                     (1.6) 

2 2

1 12 2
1 11 1

1
2 2( 2 ) 0.

d d m
R m f

R dRdR R

  
        

   
(1.7) 

Здесь 2( )m  и ( 2 )m    – постоянные разделе-

ния. Интегрируя (1.5), находим, что  
/2

3

( )
.

(0)

m
Q Z

f
Q


 

  
 

 Можно считать далее, без по-

тери общности, что 0 0.Q   Функцию 2 ( )f   (фа-

зовый множитель) можно взять в форме 

2 cos sin ,f m ib m    где b – азимутальный 

коэффициент модуляции, [0;1].b  В уравнении 

(1.7) одно независимое решение можно записать 

в виде: 2 22
1 1 1( ) ( , 1; ).

m
f R M m R    Теперь за-

пишем искомое решение для функции ,  учи-

тывая, что 1 2 3.f f f   Получаем [8]: 

2 ( )
, 1; ( , ).

(0)

v

m R Q Z
R M m i f m

Q Q

   
         

  
(1.8 ) 

Здесь М – конфлюэнтная гипергеометрическая 
функция Куммера 1 рода (1F1). Выражение (1.8) 
не содержит явно гауссиана ( , )G R Z  и описывает 

новый тип пучков – скалярные циркулярные 3D 
пучки Куммера. Такие пучки зависят от безраз-
мерных переменных R, ,  Z и четырех парамет-

ров , ,m 0 ,Q  b и, при определенных условиях, 

могут переносить через свое поперечное сечение 
конечную мощность. 
 

2 Условия КИ циркулярных световых 3D 
пучков Куммера без гауссиана 

Мы нашли, что при заданных значениях пе-
ременных и параметров всегда существует ре-
шение (1.8 ) для амплитуд 3D световых пучков 
Куммера. Однако эти решения должны описы-
вать физически реализуемые пучкам с переноси-
мой конечной мощностью. Будем считать, как 
обычно, что 0, 1, 2, ....m   

На практике интерес представляют пучки 
конечной мощности, которые можно физически 
реализовать. Амплитуда такого пучка должна 
быть конечной для всех координат R. Кроме то-
го, при R   амплитуда   пучка должна 

стремиться к нулю и обладать КИ, т. е. интеграл 

2
dXdY





  должен быть конечным.  

Проведем поиск условий выполнения КИ 
для циркулярных 3D световых пучков Куммера. 
Для этого достаточно исследовать свойства ам-
плитуд функций   при .R   Асимптотиче-

ское поведение функции  , ,M a b   при 

   описывается формулой [9], [10], [11] 

  exp( ) ( )
, ,

( )
ai a Г b

M a b
Г b a

  
   


 

exp( ) ( )
,

( )
a bГ b

Г a
 

                   (2.1) 

где 0, 1, 2, ...a     и Г – гамма-функция. Обсу-

дим условия KИ функции   при .R    По-

лучаем, после некоторых преобразований, что 
асимптотически  

 2 2 22 exp /

( 1 ) ( )

mm iR Q RR

Г m Г
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и исследуем условия КИ функций (1.8), следуя 
методике [3]. Анализ показывает, что необходи-
мым условием КИ комплексной амплитуды цир-
кулярных пучков Куммера является ограничение 

0 0.Q   Для удобства необходимые и достаточ-

ные условия КИ представлены в таблице 2.1.  
 
 Таблица 2.1 – Условия КИ для 3D скаляр-
ных циркулярных световых пучков Куммера без 
гауссиана с непрерывным комплексным индексом 
 

№ 

Ограничения 
на индекс 

0

( 0, 1, 2, ...;

0;

1,2,3,...)

m

Q

N


 



 

Предел   

при x   

Выпол-
нение 
условий 
КИ 

1 m N     0   да 

2.1 / 2m       нет 

2.2 / 2m    const   нет 

2.3 
1

,
2 2

m m     
 0   

нет 

2.4 (1 ) / 2m     0   да 

 
Для случая № 1 выражение (1.8) принимает вид 
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         (2.2) 

Найденное решение (2.2) для 3D пучков Кумме-
ра можно также получить из таблицы 2.1 статьи 
автора [8], вариант № 3, осуществляя предель-
ный переход 0Q    и переобозначая 0 0 .P Q   

 Применяя далее преобразование Куммера  

   , ; exp( ) , ;M a b x x M b a b x    

[8] к (2.2), получаем  
2
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Здесь 0, 1, 2, ...n   Но, как известно [10], 

 
2( 1) !

, 1; ( ),
( 1)

m
n

m n R
M n m x L x

m n

 
  

  
 

где ( )m
nL x – присоединенный полином Лагерра. 

Поэтому, с точностью до постоянных несущест-
венных множителей, 

1 2

1

2

( )
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(0)

exp ( , ).

n m

m m
n

Q Z R
R L n i

Q Q

R
i f m

Q

  
  

     
   

 
   

 

    (2.3) 

Отсюда видно, что последнее выражение описыва-
ет элегантные пучки Лагерра – Гаусса (eL-G) [12]. 
 Заметим, что решения 2.1–2.4 таблицы 2.1 
соответствуют случаям 5.1–5.4 из таблицы 2.1 
статьи [8] после последующих переобозначений 

0 0P Q  . Эти решения пока не исследовались и 

представляют значительный интерес. Несложно 
видеть, что пучки варианта 1 таблицы 2.1 явля-
ются частными случаями пучков варианта 2.4. 
Однако, поскольку условия 1 описывают пучки 
Куммера, эквивалентные eL-G пучкам с целыми 
индексами v, а ограничения 2.1–2.4 характери-
зуют пучки Куммера с непрерывными комплекс-
ными значениями индекса v, то мы их разделяем. 
 

3 Графическое моделирование картин 
интенсивности скалярных циркулярных пуч-
ков Куммера комплексного индекса v без  
гауссовой аподизации 

Нами проводилось аналитическое и графи-
ческое исследование пучков Куммера. На рисун-
ках 3.1 и 3.2 представлены результаты графиче-
ского моделирования картин интенсивности 
пучков Куммера непрерывного комплексного 
индекса v, где взят, для простоты, азимутальный 
параметр модуляции 1.b   В последнем случае 
картина интенсивности пучка не зависит от ази-
мута, поэтому на рисунках изображены только 
продольные сечения пучка вдоль оси Z.  

Рисунок 3.1, а) иллюстрирует, что, действи-
тельно, при 0v   (вариант 2.2) при возрастании 
R амплитуда пучка .const   При этом мнимая 

часть v  параметра v не влияет на условия КИ, 
деформируется лишь поверхность интенсивности.  

 

                
                    a)                                         b)                                         c)                                          d) 

Рисунок 3.1 – Распределение интенсивности вдоль диаметра поперечного сечения пучка: 

0) 0; 0, 26; 0; 2;a v v Z Q       0) 1,6; 0; 0; 2;b v v Z Q        

0) 3; 0; 0; 2;c v v Z Q        0) 0; " 0,1; 3, 4; 2.d v v Z Q       Во всех случаях 0.m   



3D световые пучки Куммера без гауссовой аподизации с переносимой конечной мощностью 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 2 (51), 2022 21 

 

             
                       a)                                       b)                                      c)                                      d) 
 

Рисунок 3.2 – Распределение интенсивности вдоль диаметра поперечного сечения пучка: 

0) 2; 0; 0,02; 0,03;a v v Z Q        0) 3; 0,1; 0,9; 0,7;b v v Z Q        

0) 3; 0; 0,9; 0,03;c v v Z Q        0) 3; 0; 2; 0,03.d v v Z Q        Во всех случаях 4.m   

 
Для пучков Куммера с КИ всегда есть централь-
ный пик (рисунок 3.1, b), с увеличением Z или 

0Q  появляется и растет дополнительно концен-

трическое кольцо (рисунок 3.1, c и d). 
На Рисунке 3.2 везде параметр 4m   и по-

этому все пучки полые. Рисунок 3.2, а) иллюст-
рирует, что, действительно, при 2v    (вариант 
2.2) при возрастании R амплитуда пучка 

.const   Картины интенсивности пучков 

Куммера с КИ всегда представляют собой коль-
цо (рисунок 3.2, b). При малых значениях пара-
метра 0Q  вокруг главного кольца появляются 

небольшие дополнительные кольца, которые 
возрастают с увеличением Z (рисунок 3.2, c и d). 
 

Заключение 
 В настоящей работе получены выражения, 
характеризующие новые типы пучков – 3D ска-
лярные циркулярные световые пучки Куммера с 
непрерывным комплексным индексом   без га-
уссовой аподизации. Они характеризуются тремя 
свободными параметрами: двумя вещественны-
ми – (b,, m) и двумя комплексными параметрами 

0( , ).Q v  Введенные здесь пучки можно считать 

предельными случаями известных 3D циркуляр-
ных пучков [7]–[8]. 

Найдены условия физической реализуемо-
сти (конкретнее, КИ) новых типов пучков Кум-
мера с переносимой конечной мощностью. Гра-
фическое моделирование их интенсивности под-
твердило эти выводы. 

Переход от пучков Куммера – Гаусса к но-
вым пучкам Куммера с комплексными значе-
ниями параметра   расширяет класс известных в 
настоящее время пучков с цилиндрической сим-
метрией. Это создает дополнительные возмож-
ности для выбора пучков с наперед заданными 
свойствами. 
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Введение 
Уравнение Логунова – Тавхелидзе для сфе-

рически-симметричной волновой функции 
(2 , )E r  системы двух скалярных частиц одина-

ковой массы m в релятивистском конфигураци-
онном представлении (РКП) имеет вид [1], [2] 

0
(2 , ) ( , , ) ( ) (2 , ) ,E r G E r r V r E r dr


       (0.1) 

где параметр 2E  – энергия двухчастичной сис-
темы, 0r   – координата в РКП, ( )V r  − потен-

циал, ( , , )G E r r  – функция Грина, имеющая сле-

дующую форму: 
( , , ) ( , ) ( , ),G E r r G E r r G E r r       (0.2) 

sh( 2 )
( , ) .

sh 2 sh( 2)

i i mr
G E r

m mr

   


 
 

Величина 0   в (0.2) связана с энергией 2E  по 

формуле 2 2 ch .E m    

В данной работе мы рассматриваем методы 
приближённого аналитического и численного 
решений уравнения (0.1) с линейным потенциа-
лом в РКП следующего вида: 

( ) ,V r r       (0.3) 

где 0   – константа связи.  
 

1 Приближённое аналитическое решение  
Выполним преобразование Лапласа [3] над 

уравнением (0.1). В результате получим равенство 

0
(2 , ) ( , , ) ( ) (2 , ) ,E z g E z r V r E r dr


         (1.1) 

где введены обозначения для изображения вол-
новой функции, определяемого по формуле [3] 

0
(2 , ) exp( ) (2 , ) ,E z z r E r dr


         (1.2) 

и интеграла 

ФИЗИКА
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0
( , , ) exp( ) ( , , ) .g E z r zr G E r r dr


        (1.3) 

Величина z  – комплексная переменная функ-
ции-изображения. Вычисление интеграла (1.3) 
удобно выполнять, используя представление 
функции Грина в форме интеграла Фурье [1], [2] 

( , , )G E r r                         (1.4) 

0

2
sin( ) ( , )sin( ) ,p MR p p p

m
mr G E mr d

     


 

где мы использовали обозначение для функции 
Грина в импульсном представлении 

2 2 2

1
( , ) .

ch 0
MR p

p

G E
m E i

 
  

 

После подстановки (1.4) в (1.3) и выполнения 
двойного интегрирования получим выражение: 

( , , ) exp( ) ( , / )MRg E z r zr G E iz m        (1.5) 
( ) ( )

2 ( ) 2
0

exp( )2

sh 2 ( )
s s

s s

i mr

z m

 



 
 

  
 

( ) ( )

2 ( ) 2
0

exp( )2
,

sh 2 ( )
s s

s s

i mr

z m

 



 
 

  
 

где ( ) ,s i s      ( )
s i i s       – полюса 

функции ( , ).MR pG E   Подстановка потенциала 

(0.3) и выражения (1.5) в (1.1), а также учёт фор-
мулы (1.2) приводит к следующему равенству: 

(2 , ) ( , ) (2 , )MR zE z G E iz m E z         (1.6) 
( )

( )
( ) 2 2

0

2
(2 , )

sh 2 ( )
s

z s
s s

E i m
m z

 


 
     

  
 

( )
( )

( ) 2 2
(2 , ) ,

( )
s

z s
s

E i m
m z







    

  
 

где индексом z  обозначена производная по со-
ответствующей переменной. 

Предположим теперь, что в равенстве (1.6) 
можно пренебречь суммой, стоящей в правой 
части, тогда это равенство упрощается до сле-
дующего дифференциального уравнения первого 
порядка: 

11
(2 , ) ( , ) (2 , ).z MRE z G E iz m E z  


    (1.7) 

Нахождение общего решения уравнения (1.7) и 
последующая подстановка полученной функции 
в формулу для обращения преобразования Лап-
ласа [3] 

1
(2 , ) exp( ) (2 , )

2

i

i
E r zr E z dz

i



 
  


 

приводит к следующему интегральному выраже-
нию для волновой функции: 

(2 , )E r                         (1.8) 

 
3

2 2

0
cos ( 2) sh ,

2 2 4

m m m
C r E m t t dt
  

      
  

 

где C – неизвестная константа, возникшая при 
решении уравнения (1.7).  

Получим нерелятивистский предел инте-
гральной формулы (1.8). Для этого выполним в 
ней замену переменной 2x mt  и устремим 

массу m  к бесконечности. В результате, после 
несложных преобразований, мы получим инте-
гральное представление функции Эйри [3], т. е. 
решение уравнения Шрёдингера с запирающим 
потенциалом в координатном представлении [4].  
Интеграл в формуле (1.8) может быть выражен 
через функцию Макдональда ( )K z  [3], а волно-

вая функция представлена в виде 

 

 2 2

2 2

3

( 2)
2

(2 , )

exp ( 2)
2 4

.
4m

i r E m

E r

m m
C r E m

m
K

  

 

         
 

    

 (1.9) 

Из уравнения (0.1) следует, что волновая функ-
ция обращается в ноль при 0.r   Взяв формулу 
(1.9) в указанной точке и приравняв её к нулю, 
получим следующее трансцендентное уравнение: 

   2 2
3

(8 ) (2 ) 2
(4 ) 0,

im E m
K m

 
        (1.10) 

которое является условием квантования энергии 

системы ( )2 ,nE  где 1, 2,3,....n   Таким образом, 
выражения (1.9), (1.10) являются приближённым 
решением уравнения Логунова – Тавхелидзе с 
линейным в РКП потенциалом (0.3).  

В следующем разделе мы найдём числен-
ные решения интегрального уравнения (0.1) с 
потенциалом (0.3) и выполним их сравнение с 
решениями, полученными описанным методом, с 
целью проверки его эффективности. 
 

2 Численное решение интегрального 
уравнения 

Для нахождения численного решения инте-
грального уравнения (0.1) был использован ме-
тод, неоднократно применявшийся для нахожде-
ния решений ковариантных двухчастичных 
уравнений в случае резонансных состояний [5]–
[8]. Метод состоит в замене интеграла в уравне-
нии (0.1) интегральной суммой по одной из 
квадратурных формул с последующим сведени-
ем полученных таким образом равенств к линей-
ным системам однородных алгебраических 
уравнений [9]: 

0;M   
(2 , , ) ( ),m n m n n m n nM w G E r r V r        (2.1) 

где M – основная матрица системы,   – вектор, 

составленный из значений волновой функции в 
узловых точках nr  квадратурной формулы, nw  – 

весовые коэффициенты квадратурной формулы, 

mn  – элементы единичной матрицы. Условие 
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существования ненулевых решений системы 
уравнений (2.1) – равенство нулю детерминанта 
матрицы M 

(2 ) det 0f E M           (2.2) 

является уравнением относительно дискретных 
значений величины 2 .E  Таким образом, уравне-
ние (2.2), фактически, является условием кванто-
вания энергии. Предварительный поиск корней 
уравнения (2.2) целесообразно представить гра-
фически на комплексной плоскости величины 
2E. На рисунке 2.1 сплошной линией изображе-
ны нули действительной части (2 ),f E  штрихо-

вой – мнимой части, кружками обведены корни 
уравнения (2.2). 

На рисунке 2.1 видно, что корни располо-
жены на вещественной оси. В таблице 2.1 приве-
дены значения обезразмеренной энергии  

2
2 ,num

num
E

m
   

найденные численным решением интегрального 
уравнения, и значения энергии  

2
2 ,appr

appr

E

m
   

полученные численным решением приближённо-
го трансцендентного уравнения (1.10).  

Величины энергии найдены с точностью до 
6 знаков после запятой и выше. Насколько полу-
ченные величины энергии оказываются близки-
ми можно судить по приведенным в таблице 2.1 
значениям величины | 2 2 | .appr num      Как 

видно, с ростом величины константы связи   
точность значений энергии, найденных при ре-
шении уравнения (1.10), снижается, а с ростом 
номера состояния n – повышается. 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Корни уравнения (2.2) при 1,m  0,5   
 

Таблица 2.1 – Значения обезразмеренной энергии 2E m  
 

n 2 num  2 appr    2 num  2 appr    2 num  2 appr    

0,5   1,0   2,0   
0 3,2193 3,2257 0,0064 3,8014 3,8158  0,0144 4,6203 4,6500 0,0297 
1 3,9527 3,9557 0,0030 4,8325 4,8385  0,0060 6,0511 6,0624 0,0113 
2 4,4914 4,4934  0,0020 5,5804 5,5841 0,0037 7,0798 7,0863 0,0065 
3 4,9349 4,9363  0,0014 6,1925 6,1951 0,0026 7,9185 7,9230 0,0045 

4,0   8,0   16,0   
0 5,7570 5,8132  0,0562 7,3200 7,4196  0,0996 9,4574 9,6247 0,1673 

1 7,7246 7,7444  0,0198 10,0106 10,0438 0,0332 13,1256 13,1797 0,0541 
2 9,1310 9,1422 0,0112 11,9280 11,9463 0,0183 15,7367 15,7660 0,0293 
3 10,2755 10,2830 0,0075 13,4868 13,4989 0,0121 17,8594 17,8786 0,0192 
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Рисунок 2.2 – Волновые функции первых трёх состояний при 1,m   1   

 
На рисунке 2.2 приведены графики волно-

вых функций, найденных аналитически по при-
ближённой формуле (1.9) (approximate) и чис-
ленным решением интегрального уравнения 
(numerical). Графики приближённых аналитиче-
ских волновых функций визуально неотличимы 
от графиков, построенных на основании числен-
ных решений. 

Таким образом, рассмотренный метод по-
зволяет найти решения с хорошей точностью для 
указанных значений константы связи .  
 

Заключение 
Таким образом, в данной работе получены 

приближённые аналитические решения уравне-
ния Логунова – Тавхелидзе с линейным в реля-
тивистском конфигурационном представлении 
потенциалом. При этом найденные волновые 
функции выражены через функцию Макдональ-
да, а собственные значения энергии являются 
решениями трансцендентного уравнения. Срав-
нение полученных решений с численными пока-
зало эффективность предложенного метода. В 
дальнейшем мы планируем выполнить исследо-
вания, связанные с критериями применимости 
рассмотренного в данной работе приближённого 
аналитического метода, а также использовать 
этот метод для решения релятивистских двух-
частичных уравнений в интегральной форме с 
другими типами взаимодействий. 
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Аннотация. В данной работе с использованием метода полного факторного эксперимента и метода перебора  
параметров выполнена оптимизация процесса лазерной полировки кварцевого стекла. В результате конечно-
элементного моделирования определены режимы лазерной полировки кварцевого стекла с использованием CO2-лазера, 
обеспечивающие заданные значения температуры в зоне обработки при минимальных значениях термоупругих  
напряжений в кварцевых пластинах. 
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Введение  
Для кварцевого стекла характерны высокая 

прочность и термостойкость, устойчивость к 
воздействию кислот и воды. Уникальные свойст-
ва этого материала обеспечивают его широкое 
применение в различных областях техники [1]. 
Одним из перспективных методов обработки 
кварцевого стекла является лазерная полировка 
[2]–[6]. Авторами ранее было выполнено конеч-
но-элементное моделирование лазерной поли-
ровки кварцевого стекла и проведены экспери-
ментальные исследования с помощью полного 
факторного эксперимента первого порядка с 
формированием соответствующей регрессион-
ной модели процесса лазерной обработки мате-
риала [7]–[9].  

В настоящее время интенсивно развивается 
новое направление математического моделиро-
вания – метамоделирование, при реализации ко-
торого математические модели для сложных сис-
тем строятся по результатам вычислительных 
экспериментов. Такие модели называют метамо-
делями (модели над моделями), при этом мета-
модели имеют значительно более высокую вы-
числительную эффективность по сравнению с 
исходными моделями. Основной целью создания 
метамодели является определение приближен-
ных значений выходных параметров на основе 
входных параметров без проведения полных 
расчётов. Достижение данной цели обеспечива-
ется применением метода планирования вычис-
лительных конечно-элементных экспериментов 
при создании соответствующих регрессионных 
выражений [10]–[12]. 

ФИЗИКА
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В данной работе с использованием метамо-
делирования выполнена оптимизация парамет-
ров лазерной полировки кварцевого стекла. 

 
1 Конечно-элементный анализ 
Расчет температурных полей и полей тер-

моупругих напряжений был выполнен в про-
грамме конечно-элементного анализа ANSYS. 
Моделирование осуществлялось в рамках несвя-
занной задачи термоупругости в квазистатиче-
ской постановке с использованием расчётной 
программы на языке программирования APDL 
(ANSYS parametric design language) [13]–[17].  

Для моделирования использовалась пласти-
на c геометрическими размерами 20103 мм. 
Для расчетов была создана конечно-элементная 
модель, состоящая из 19200 элементов и 23247 
узлов. При реализации теплового анализа при-
менялись элементы Solid 70, для прочностного 
анализа применялись элементы Solid 185. Моде-
лирование выполнялось с учетом зависимости 
теплофизических свойств кварцевого стекла от 
температуры [4], [6]. Параметры, использован-
ные при моделировании лазерной полировки 
кварцевого стекла с использованием CO2-лазера, 
представлены в таблице 1.1. 

 
Таблица 1.1 – Параметры лазерной поли-

ровки кварцевых стекол 
 

Параметры Значения 
Плотность мощности 
лазерного излучения P0, Вт/м2 

22 

Скорость обработки V, мм/c 2,5 
Радиус лазерного пучка R, мм 1,5 
Шаг сканирования, мм 0,25 

 
Полученные при моделировании распреде-

ления температурных полей и полей термоупругих 
напряжений представлены на рисунках 1.1–1.2. 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Распределение температуры 
в объеме обрабатываемой 

кварцевой пластины, K 
 
 

 

 
 

Рисунок 1.2 – Распределение напряжений 1 

в объеме обрабатываемой  
кварцевой пластины, Па 

 
Проведена верификация конечно-элемент-

ной модели на основании экспериментальных 
данных, полученных с использованием СО2-лазе-
ра и тепловизора ИТ-3СМ. На рисунке 1.3 пред-
ставлено распределение температурного поля в 
образце при воздействии круглого лазерного 
пучка, определенное при помощи тепловизора 
ИТ-3СМ. Относительная ошибка при определе-
нии максимальных температур на поверхности 
кварцевой пластины не превысила 5%, что по-
зволяет сделать вывод о необходимом соответст-
вии результатов конечно-элементного моделиро-
вания экспериментальным данным. 
 

 
 

Рисунок 1.3 – Распределение температурного 
поля при обработке кварцевой пластины,  

определенное экспериментально, oC 
 

2 Методика численного эксперимента 
При реализации численного эксперимента 

была использована методика полного факторно-
го эксперимента первого порядка с двухуровне-
вым варьированием факторов. Сформирован 
план для трех факторов: скорость обработки V, 
шаг сканирования h, радиус лазерного пучка R. 
При этом определялись следующие выходные 
параметры: максимальная температура Т и мак-
симальные напряжения σ1 в зоне лазерной обра-
ботки. Таким образом, моделью объекта иссле-
дования являлись функции отклика (T) и (σ1), 
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связывающие выходные параметры с факторами 
(V, h, R).  

После преобразования независимых пере-
менных в натуральном масштабе к безразмерным 
переменным c кодируемыми значениями: –1, +1 
сформирована таблица 2.1. 

 
Таблица 2.1 – Значения независимых пере-

менных в кодированном виде 
 

Независимые 
переменные 

Безразмерные 
переменные 

–1 +1

Скорость обработки, 
мм/с 

X1 2 4 

Шаг сканирования, мм X2 0,25 0,5
Радиус лазерного 
пучка, мм 

X3 1 2 

 
В таблице 2.2 представлены результаты чис-

ленного эксперимента по моделированию лазер-
ной полировки кварцевого стекла. 

 
Таблица 2.2 – Результаты численного экс-

перимента 
 

Факторы Номер  
комбинации 

факторов X1 X2 X3 
T, К σ1, МПа

1 –1 –1 –1 1813 7,0 
2 +1 –1 –1 1724 7,9 
3 –1 +1 –1 1813 7,0 
4 +1 +1 –1 1724 7,9 
5 –1 –1 +1 4149 73,1 
6 +1 –1 +1 3585 151,0 
7 –1 +1 +1 4149 73,1 
8 +1 +1 +1 3585 151,0 
 

По данным, представленным в таблице 2.2, 
были построены регрессионные модели, опреде-
ляющие зависимости T и σ1 от параметров обра-
ботки, при этом шаг сканирования оказался  

параметром не существенно влияющим на вы-
ходные параметры для выбранных диапазонов 
изменения технологических параметров лазер-
ной обработки. 

Полученные уравнения регрессии имеют 
следующий вид: 

2098,5 163, 25

( 1,5) (237,5 712,5) 159,75,

T R V

R V

    
       

1 104615000 19697500

( 1,5) (38505000 115515000) 156272500.

R V

R V

     
     

 

На рисунках 2.1, 2.2 представлены зависи-
мости максимальной температуры Т и макси-
мальных напряжений σ1 от параметров обработки. 

Оценка полученных регрессионных моде-
лей была выполнена с использованием следую-
щих критериев:  

– средняя абсолютная ошибка (англ. Mean 
Absolute Error, MAE) 

1

1
,

n

i i
i

MAE d y
n 

   

– средняя квадратичная ошибка (англ. Root 
Mean Square Error, RMSE) 

 2

1

1
,

n

i i
i

RMSE d y
n 

   

– средняя абсолютная процентная ошибка 
(англ. Mean Absolute Percentage Error, MAPE) 

1

1
100,

n
i i

i i

d y
MAPE

n d


   

где di – значения, определенные методом 
конечных элементов, yi – значения, определен-
ные с использованием регрессионных моделей. 

Значения критериев, используемых для 
оценки регрессионных моделей, представлены в 
таблице 2.3.  

Полученные данные позволяют сделать вы-
вод о наличии необходимого соответствия рег-
рессионной модели результатам конечно-
элементного анализа.  

 

     
                         а)                                                            б)                                                         в) 

 
Рисунок 2.1 – Зависимость максимальной температуры Т от параметров обработки 

а) V = const; б) R = const; в) h = const 
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                         а)                                                            б)                                                         в) 

Рисунок 2.2 – Зависимость максимальных напряжений σ1 от параметров обработки  
а) V = const; б) R = const; в) h = const 

 
Таблица 2.3 – Результаты оценки регресси-

онных моделей 
 

Тестовый набор 
Критерий 

T σ1 
RMSE 3 140 
MAE 3 136 

MAPE 6 5 
 

 
3 Определение оптимальных параметров 

процесса лазерной полировки кварцевого 
стекла 

Оптимизация параметров лазерной поли-
ровки кварцевого стекла осуществлялась с ис-
пользованием метода перебора. Этот метод в 
случае решения экстремальных задач является 
вариантом прямого метода оптимизации [18]. 
При этом диапазон значений температуры T, не-
обходимой для эффективной полировки, был 
принят равным 2000–2005 К. Далее были рассчи-
таны температуры в зоне обработки по приве-
денной выше формуле. Скорость варьировалась 
в пределах 1–20 мм / с с шагом 1 мм / с, а радиус 
лазерного пучка изменялся в пределах 0,1–2 мм с 
шагом 0,1 мм. После определения параметров, 
обеспечивающих формирование заданной тем-
пературы в зоне лазерной обработки, были рас-
считаны напряжения σ1 (таблица 3.1).  

 
Таблица 3.1 – Расчетные параметры лазер-

ной полировки кварцевого стекла 
 

№ V, мм R, мм T, К σ1, МПа 
1 5 1,2 2004 45 
2 8 1,5 2001 160 
3 17 0,3 2004 400 

 
Как видно из таблицы 3.1, формирование 

температур в заданном диапазоне осуществляет-
ся при выборе трех наборов скоростей и радиу-
сов лазерного пучка, при этом в третьем наборе 

формируются критически большие напряжения в 
зоне обработки.  

 
Заключение 
В работе с использованием методики пол-

ного факторного эксперимента первого порядка 
с двухуровневым варьированием факторов полу-
чена регрессионная модель лазерной полировки 
кварцевых пластин. Установлено наличие необ-
ходимого соответствия регрессионной модели 
результатам конечно-элементного моделирова-
ния. Выполнена верификация конечно-элемент-
ной модели на основании экспериментальных 
данных, полученных с использованием СО2-ла-
зера и тепловизора ИТ-3СМ. В результате чис-
ленного эксперимента установлены оптимальные 
параметры лазерной полировки кварцевых пла-
стин, обеспечивающие минимальные значения 
термоупругих напряжений при заданных значе-
ниях температуры. Предложенная методика 
применяется для определения технологических 
параметров, использование которых на практике 
обеспечит эффективную реализацию процесса 
лазерной полировки кварцевых стекол. 
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Аннотация. Рассмотрен осесимметричный изгиб упругой трехслойной круговой пластины, связанной с основанием 
Пастернака. Учтено воздействие температурного поля. Для описания кинематики несимметричного по толщине пакета 
пластины принята гипотеза ломанной нормали. Постановка задачи и ее решение проводится в цилиндрической системе 
координат. Система уравнений равновесия получена с помощью вариационного метода Лагранжа. Ее общее аналити-
ческое решение выписано в перемещениях. Выполнен численный параметрический анализ напряженно-
деформированного состояния трехслойной металлополимерной пластины при равномерно распределенной нагрузке. 
Показано существенное влияние температуры на напряжения в слоях. 
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Введение  
В настоящее время в машиностроении, при-

боростроении и строительстве широко применя-
ются композитные элементы конструкций. Слои-
стые композиты, в том числе трехслойные, обла-
дают высокой изгибной жёсткостью и прочно-
стью при относительно небольшой массе по 
сравнению с традиционными листовыми мате-
риалами. Трехслойные конструкции обычно вы-
полняют из внешних прочных слоев малой тол-
щины, связанных между собой внутренним, ме-
нее прочным и относительно толстым заполни-
телем. За счет легкого внутреннего слоя обеспе-
чивается совместная работа и устойчивость всей 
слоистой системы. Для заполнителя используют 
различные пенопласты, сотовые структуры из 
металлической фольги или полимерной бумаги, 
гофровые или ячеистые формы и др. Для несу-
щих слоёв применяют металлические сплавы,  

а также композиционные и комбинированные 
материалы.  

Несмотря на то, что основы теории много-
слойных конструкций начали разрабатываться 
еще с середины прошлого столетия, эта область 
и сейчас актуальна и продолжает развиваться. 
Задачи статики и динамики слоистых элементов 
конструкций при комплексных силовых, тепло-
вых и радиационных воздействиях с учетом рео-
номных и пластических свойств материалов сло-
ев рассмотрены в работах [1]–[8].  

В статье [9] предложен подход к решению 
задачи деформирования слоистых элементов кон-
струкций из неупругих материалов при сложных 
видах нагружения. Выполнено сравнение резуль-
татов решения стандартным и предложенным 
способом задачи о циклическом растяжении 
трехслойных пластин с линейно упругими внеш-
ними слоями и вязкоупругим заполнителем. 
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Изгиб круговых трехслойных пластин со 
сжимаемым заполнителем под действием осе-
симметричных нагрузок произвольного вида ис-
следовалось в работах [10], [11]. Влияние сжи-
маемости заполнителя на изгиб прямоугольных 
пластин, в том числе с учетом температуры, изу-
чено в статьях [12], [13]. В обоих случаях анали-
тические решения получены в конечном виде. 
Численный анализ напряженно-деформирован-
ного состояния исследуемых пластин выполнен в 
зависимости от геометрических и упругих пара-
метров слоев, величины и вида нагрузок. 

В работах [14], [15] рассмотрено деформи-
рование круговой трехслойной пластины в своей 
плоскости под действием осесимметричных и 
неосесимметричных термосиловых нагрузок.  

Изгиб сэндвич-панелей под действием тер-
момеханических нагрузок исследован в статьях 
[16], [17]. Внешние слои пластины имеют двух-
компонентное (металлокерамическое) распреде-
ление материала по толщине, внутренний слой 
однороден и изготовлен из изотропного керами-
ческого материала. Предполагается, что модуль 
упругости, коэффициент Пуассона и коэффици-
ент теплового расширения материала слоя изме-
няются по степенному закону. Получены точные 
аналитические решения. Численно исследовано 
влияние термомеханических нагрузок и других 
параметров на безразмерные прогибы, осевые и 
поперечные касательные напряжения. 

В статье [18] выполнена постановка и при-
ведена методика решения задачи об осесиммет-
ричном деформировании несимметричной по 
толщине упругой трехслойной пологой оболоч-
ки, находящейся под действием равномерно рас-
пределенной и параболической нагрузок. Учтена 
работа заполнителя в тангенциальном направле-
нии, влияние температурного поля на НДС обо-
лочки.  

Большое количество работ в данной области 
посвящено исследованию деформирования трех-
слойных пластин, стержней и оболочек, связан-
ных с упругим основанием. В большей части 
работ при описании реакции основания исполь-
зуется однопараметрическая модель Винклера. 
Деформирование композитной пластины на уп-
ругом основании под действием локальных на-
грузок исследовано в статье [19]. В работе [20] 
рассмотрен термоупругий изгиб упругопласти-
ческой круговой трехслойной пластины с легким 
заполнителем, связанной с упругим основанием. 
Уравнения равновесия получены с помощью ва-
риационного метода Лагранжа, учтена работа 
заполнителя в тангенциальном направлении. 
Аналитические решения задачи теории малых 
упругопластических деформаций получены ме-
тодом упругих решений Ильюшина. Проведен 
численный параметрический анализ.  

В статье [21] исследован термомеханический 
изгиб упругопластической круглой (сплошной или 

кольцевой) многослойной пластины с легким 
заполнителем, опирающейся на упругое основа-
ние. Гипотезы ломаной нормали используются 
для описания кинематики несимметричного по 
толщине пакета пластин. Получена система 
уравнений равновесия и ее точное решение отно-
сительно перемещений. Численные результаты 
получены для многослойной кольцевой металло-
полимерной пластины. 

Анализ ряда экспериментов с плитами, свя-
занными с упругим основанием, показал, что 
применение двухпараметрической модели осно-
вания Пастернака лучше описывает взаимодей-
ствие конструкции и основания, чем однопара-
метрическая модель Винклера [22], [23].  

Геометрически нелинейное деформирова-
ние произвольной кольцевой пластины с двумя 
функционально-градиентными пьезоэлектриче-
скими слоями, покоящейся на основании Пас-
тернака, исследовано в работе [24]. Принимает-
ся, что все механические и электрические свой-
ства, кроме коэффициента Пуассона, могут не-
прерывно изменяться по толщине пластины в 
зависимости от степенной функции. Выведены 
общие нелинейные уравнения, получены чис-
ленные результаты в зависимости от параметров 
основания, показателя неоднородности и гра-
ничных условий. 

Изотермическое осесимметричное дефор-
мирование несимметричных по толщине упругих 
и упругопластических круговых трехслойных 
пластин, связанных с основанием Пастернака, 
исследовалось в статьях [25]–[28]. Нелинейный 
изгиб сэндвич-пластины рассмотрен в [29]. 
Сравнение постановок и решений краевых задач 
для трехслойных круговых пластин, связанных с 
основаниями Винклера и Пастернака проведено 
в статье [30]. Выполнено численное сравнение 
перемещений и напряжений, полученных по 
обеим моделям при равномерно распределенной 
нагрузке и жесткой заделке контура пластины.  

В предлагаемой работе, в отличие от пре-
дыдущих публикаций автора, учтено воздейст-
вие температурного поля на напряженно-
деформированное состояние упругой круговой 
трехслойной пластины на основании Пастернака. 
Приведено аналитическое решение, выполнен 
численный параметрический анализ влияния 
температуры на перемещения и напряжения.  
 

1 Постановка краевой задачи 
Постановка краевой задачи и её решение 

проведено в цилиндрической системе координат 
r, φ, z.  Срединная плоскость заполнителя приня-
та за координатную, ось z направлена вверх, пер-
пендикулярно верхнему слою (рисунок 1.1). Для 
тонких несущих слоев толщиной h1 ≠ h2 прини-
маются гипотезы Кирхгофа. Для легкого доста-
точно толстого заполнителя (h3 = 2c) принимает-
ся модель Тимошенко, при этом деформированная 
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нормаль остается прямолинейной, не изменяет 
своей длины, но поворачивается на некоторый 
дополнительный угол ψ. Работа касательных 
напряжений в заполнителе не учитывается. На 
верхний слой пластины действует поперечная 
осесимметричная нагрузка q = q(r). Связь реак-
ции основания qR, действующей на нижний слой 
пластины, и прогиба принимается согласно мо-
дели Пастернака [31]: 

0( ) κ ,R fq r w t w                     (1.1) 

где κ0, tf  – коэффициенты сжатия и сдвига осно-
вания; w(r) – осадка (прогиб) поверхности осно-
вания; Δ – оператор Лапласа в цилиндрической 
системе координат 

2

2

d 1 d
( ) .

dd

w w
w r

r rr
    

Реакция основания направлена в сторону, 
противоположную прогибу. 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Жесткое защемление контура 
трехслойной пластины на упругом основании  

 
Радиальные перемещения линейно изменя-

ются по толщине слоев, тангенциальные пере-
мещения в слоях отсутствуют uφ

(k) = 0 (k = 1, 2, 3 – 
номер слоя). Слои несжимаемы по толщине, по-
этому в направлении оси z перемещения точек 
пластины равны прогибу срединной плоскости 
заполнителя: 

( ) ( ).k
zu w r  

Прогиб пластины, относительный сдвиг в 
заполнителе и радиальное перемещение коорди-
натной плоскости не зависят от координаты φ, 
т. е. w = w(r), u = u(r), ψ = ψ(r). В дальнейшем эти 
функции считаются искомыми. На контуре пла-
стины предполагается наличие жесткой диа-
фрагмы, препятствующей относительному сдвигу 
слоев ((r) = 0 при r = R, R – радиус пластины). 

В соответствии с гипотезой прямолинейно-
сти нормали заполнителя сдвиговые деформации 
в нем будут: 

(3) (3)2 , , .rz r z ru w      

Проинтегрировав это выражение, получим 
выражения радиальных перемещений в слоях 
ur

(k) через искомые функции  
(1)

1, ( ),r ru u c zw c z c h        

(3) , ( ),r ru u z zw c z c        
(2)

2, ( ),r ru u c zw c h z c             (1.2) 

где (u + cψ) – величина смещения верхнего не-
сущего слоя за счет деформации заполнителя;  
(u – cψ) – величина смещения нижнего несущего 
слоя; z – координата рассматриваемого волокна.  

Радиальные и окружные деформации в сло-
ях следуют из (1.2) и соотношений Коши: 

(1) , , , ,r r r rru c zw       

(1) 1
( , ),ru c zw

r      (1) 0,rz   

(2) , , , ,r r r rru c zw       

(2) 1
( , ),ru c zw

r      (2) 0,rz   

(3) , , , ,r r r rru z zw      

(3) 1
( , ),ru z zw

r      (3) 1
.

2rz         (1.3) 

Физические уравнения связи напряжений и 
деформаций (1.3) принимаются в виде: 

( ) ( )
α α2 ( ) ,k k

k ks G T э  (3) (3)
3 32 ( ) ,rz rzs G T э  (α = r, φ) 

( ) ( )
0σ 3 ( )(ε α ),k k

k k k kK T T             (1.4) 

где sα
(k), σ(k) – девиаторная и шаровая части тен-

зора напряжений k-го слоя; эα
(k), ε(k) – девиатор-

ная и шаровая часть тензора деформаций; (3) ,rzs  
(3)
rzэ  – касательное напряжение и угловая дефор-

мация в заполнителе; Gk(Tk), Kk(Tk) – температу-
ро-зависимые модули сдвиговой и объёмной де-
формации материалов слоев; α0k – коэффициент 
линейного температурного расширения; ΔTk – 
приращение температуры, отсчитываемое от не-
которого начального значения Т0. 

Компоненты тензора напряжений в слоях, 
используя соотношения (1.2), представим в виде 
разницы силовой (индекс «е») и температурной 
(индекс «t») составляющих: 

( ) ( ) ( )
α ασ σ σ ,k k k

e t   
( ) ( ) ( )
α α2 ( ) 3 ( )ε ,k k k

e k k k kG T э K T    
( )

03 ( )α .k
t k k k kK T T                  (1.5) 

Введем внутренние обобщенные усилия и 
моменты 

 

3 3
( ) ( )

1 1

3 3
( ) ( )

1 1

(3) (1) (2)

dz,

dz,

.

k

k

k k

k k h

k k

k k h

T T

M M

H M c T T

  
 

  
 

   

  

  

  

  

              (1.6) 

Используя выражения (1.5) выделим во 
внутренних усилиях (1.6) силовую и темпера-
турную составляющие: 

3 3
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

α
1 1

k k k k k
e t e t

k k

T T T T T 
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 (3) (1) (2) ,e e e eH M c T T       

 (3) (1) (2) .t t t tH M c T T                (1.7) 

Принимаем, что на контуре пластины могут 
действовать внешние погонные силы Tr

0, Q0 и 
моменты Hr

0, Mr
0.  

С помощью вариационного принципа Ла-
гранжа, используя выражения (1.1), (1.7), полу-
чим систему дифференциальных уравнений рав-
новесия в усилиях, описывающую равновесие 
рассматриваемой пластины, совпадающую с 
приведенной в [25]: 

1
, ( ) 0,r r rT T T

r     

1
, ( ) 0,r r rH H H

r     

0

1
, (2 , , ) κ ,r rr r r r fM M M t w w q

r         (1.8) 

где для простоты индекс «е» опущен. 
Задача замыкается присоединением гранич-

ных термосиловых условий на контуре пластины 
(r = R) 

0 ,r r tT T T   0 ,r r tH H H   0 ,r r tM M M   

01
, ( ) .r r rM M M Q

r                  (1.9) 

Стоит отметить, что температура в явном 
виде входит только в силовые граничные усло-
вия (1.9). В уравнения (1.8) она не включена, так 
как производные от температурных слагаемых 
по радиусу равны нулю, а в разностных членах 
соответствующие добавки взаимно сокращаются. 

Выразив внутренние усилия в системе 
уравнений (1.8) через перемещения, получим 
систему дифференциальных уравнений равнове-
сия в перемещениях:  

2 1 2 3L ( , ) 0,ra u a a w     

2 2 4 5L ( , ) 0,ra u a a w     

3 3 5 6 0L ( , ) κ ,r fa u a a w t w w q         (1.10) 

где L2, L3 – линейные дифференциальные опера-
торы 

2 2

,1
L ( ) ( ), , , ,r

r r rr

g g
g rg g

r r r
     
 

 

 3 2 2 3

2 , ,1
L ( ) L ( ) , , ;rr r

r rrr

g g g
g r g g

r r r r
      

ai – коэффициенты, учитывающие геометриче-
ские параметры, зависимость модулей упругости 
материалов слоев от температуры 

3

1 0
1

,k
k

a K


   2 10 20( ),a c K K   
3

3 1
1

,k
k

a K


   

 2
4 32 10 20 ,a K c K K    

 5 32 11 21 ,a K c K K    
3

6 2
1

,k
k

a K


   

4
( ) ( ) d ,

3
k

m
km k k k k

h

K K T G T z z
   
   (m = 0, 1, 2). 

К системе (1.10) следует добавить гранич-
ные условия в перемещениях. Например, в слу-
чае жесткой заделки контура пластины при r =R  

0,u   0,   0,w   , 0.rw          (1.11) 

Здесь также температура в явном виде в 
краевую задачу (1.10), (1.11) не входит.  
 

2 Общее решение краевой задачи  
Рассмотрим процедуру решения системы 

уравнений (1.10). В силу ее линейности, с помо-
щью первого уравнения исключаем из второго и 
третьего уравнений функцию u. Использование 
полученного второго уравнения позволяет ис-
ключить из первого и третьего функцию ψ. По-
сле двукратного интегрирования полученных 
первых двух уравнений и некоторых преобразо-
ваний третьего имеем:  

2
1 1, ,r

C
u b w C r

r
    4

2 3, ,r

C
b w C r

r
     

2 3

0

2 1 1
, , , ,

1
( , , ) ,

rrrr rrr rr r

f rr r

w w w w
r r r

t D w w Dw qD
r

   

    
       (2.1) 

где С1, С2, С3, С4 – константы интегрирования; 
b1, b2, D – параметры, зависящие от температуры, 
через коэффициенты аi 

3 4 2 5
1 2

1 4 2

,
a a a a

b
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 1 5 2 3

2 2
1 4 2

,
a a a a

b
a a a





 

2
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D
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Решение третьего уравнения системы (2.1) 
получено по методике, предложенной в [28]: 

(1)
5 0 6 0

(2)
7 0 8 0

( ) ( )

( ) ( ) ( ),p

w C J a r C H a r

C J a r C H a r w r

    

    
   (2.2) 

где 0 ( ),J a r  0 ( )J a r  – функции Бесселя пер-

вого рода, нулевого порядка; (1)
0 ( ),H a r  

(2)
0 ( )H a r  – функции Ханкеля первого и вто-

рого рода, нулевого порядка; а и a  – коэффици-
енты, зависящие от характеристик упругого ос-
нования [28]; 4

0 D   , wp(r) – частное решение 

третьего уравнения (2.1). 
Исходя из условия ограниченности переме-

щений в начале координат, в решениях (2.1), 
(2.2) для сплошных пластин необходимо поло-
жить С2 = С4 = С6 = С8 = 0.  
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3 Изгиб пластины равномерно распреде-
ленной нагрузкой 

Рассмотрим изгиб сплошной упругой трех-
слойной круговой пластины радиуса R, связан-
ной с основанием Пастернака, под действием 
равномерно распределенной нагрузки интенсив-
ности 0 const.q q   

Частное решение третьего уравнения (2.1) 
может быть принято в виде  

0

0

( ) .p

q
w r 


                         (3.1) 

Тогда решение системы уравнений (2.1), с 
учетом (3.1) и ограниченности перемещений в 
начале координат, можно записать в виде:   

1 1, ,ru b w C r   2 3, ,rb w C r    

    0
5 0 7 0

0

.
q

w C J a r C J a r    


   (3.2) 

Константы интегрирования С1, С3, С5, С7 сле-
дуют из условий закрепления контура пластины.  

Используя (1.11), при заделке контура пла-
стины, имеем следующие константы интегриро-
вания  

1 3 0,C C   

     
    

5

0 1 0 1 0

1 0

/

,

C

q a J a R aJ a R J a R

a J a R J a R



     

   

 

     
7

0 1 0 1 0/

C

q aJ a R a J a R J a R



     
 

    0 1 .aJ a R J a R             (3.3) 

Решение (3.2) с константами интегрирова-
ния (3.3) описывает термосиловые перемещения 
в упругой круговой трехслойной пластине при 
жесткой заделке ее контура, связанной с основа-
нием Пастернака.  

4 Численный параметрический анализ  
Численная апробация решения выполнена 

для пластины, материалы слоев которой Д16Т–
фторопласт-4–Д16Т. Геометрические параметры 
пластины R = 1 м, h1 = h2 =0,04 м, h3 = 0,4 м. 
Термомеханические характеристики материалов 
слоев заимствованы из [8]. Величина интенсив-
ности равномерно распределенной поверхност-
ной нагрузки q0 = 1 МПа. Коэффициенты сжатия и 
сдвига основания: κ0 = 100 МПа/м, tf = 1 МПа·м. 
Пластина жестко защемлена по контуру. 

Для описания зависимости модулей упруго-
сти несущих слоев от температуры используется 
формула, предложенная Дж. Ф. Беллом [3]: 

{ ( ), ( ), ( )} { (0), (0), (0)} ( ),G T K T E T G K E T   

 
1, 0 / 0,06,

( )
1,03 1 / (2 ) , 0,06 / 0,57,

m

m m

T T
T

T T T T

 
     

 

где Тm – температура плавления материала, К; 
G(0), K(0), E(0) – значения модулей упругости 
при нулевой температуре, Па (например, при 
температуре Т0G(0) = G0 / φ(T0)). 

Зависимость параметров упругости поли-
мерного материала (заполнителя) от температу-
ры принимается в виде [3] 

1{ ( ), ( )} { (0), (0)} / ( ),G T K T G K T   

  1( ) 1 / sgn ,mT В T T T
      

где ΔТ = Т – Т0, Т0 – начальная температура, К; 
G0, K0 – значения параметров при температуре Т0. 

На рисунке 4.1 а, б показано изменение 
вдоль радиуса прогиба w(r) и сдвига в заполни-
теле ψ(r) рассматриваемой пластины при различ-
ной температуре слоев: 1 – T = 293 K, 2 – T = 313 K,  
3 – T = 333 K. Температурное воздействие на 
пластину приводит к незначительному увеличе-
нию перемещений, что объясняется жесткостью 
заделки пластины.  

Рисунок 4.2 иллюстрирует изменение ради-
альных напряжений по толщине упругой трех-
слойной пластины в центре (а) и на ее контуре (б) 

 

 
1 – T = 293 К, 2 – T = 313 К, 3 – T = 333 К 

Рисунок 4.1 – Изменение прогиба и сдвига в заполнителе трехслойной пластины  
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1 – T = 293 К, 2 – T = 313 К, 3 – T = 333 К 

Рисунок 4.2 – Изменение радиальных напряжений по толщине пластины в центре (а) и на контуре (б) 
 

при различной температуре слоев: 1 – T = 293 К,  
2 – T = 313 К, 3 – T = 333 К. Для наглядности 
напряжения в заполнителе увеличены в 100 раз. 
В слоях напряжения под действием температуры 
смещаются в отрицательную область. На контуре 
пластины при повышении температуры на 20 К 
максимальные напряжения в несущих слоях уве-
личились по модулю на 80%, в заполнителе – до 
76%. При увеличении температуры на 40 К рост 
напряжений составил 160% и 123% соответст-
венно. 

На рисунке 4.3 показано изменение каса-
тельных напряжений в заполнителе. Несмотря на 
то, что сдвиговые деформации незначительно 
увеличиваются при росте температуры, каса-
тельные напряжения уменьшаются. Это объясня-
ется уменьшением величины модуля сдвига G3. 
При увеличении температуры на 20 К напряже-
ния уменьшились на – 31,5%, 40 К – 48%. 

 

 
1 – T = 293 К, 2 – T = 313 К, 3 – T = 333 К 

Рисунок 4.3 – Изменение касательных 
напряжений в заполнителе  

 
Можно отметить, что температурное воз-

действие на пластину приводит к незначительному 
увеличению перемещений. В то же время, изме-
нение напряжений при росте температуры суще-
ственно. 

Заключение 
В работе построена математическая модель 

расчета напряжений и перемещений при изгибе 
упругой трехслойной круговой пластины, свя-
занной с основанием Пастернака. Разработанный 
подход можно применять для нахождения этих 
параметров различных материалов с учетом тем-
пературы. 
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Аннотация. Теоретически исследованы энергетические коэффициенты отражения и пропускания дифрагированных 
волн нулевого и первого порядка при анизотропной брэгговской дифракции на голографических фазовых решетках в 
кубических нецентросимметричных кристаллах в условиях френелевского отражения. Установлено, что при  
значительных величинах амплитуды возмущения показателя преломления среды имеет место глубокая амплитудная 
модуляция света в прошедших и отраженных дифракционных порядках. Показано, что значительные периодические 
изменения коэффициентов пропускания дифрагированных волн нулевого и первого порядка при изменении азимута 
поляризации падающего света определяются существенным различием френелевских коэффициентов отражения на 
границах слоя для s- и p-составляющих падающего света. 
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Введение 
Высокое значение величины фотоиндуци-

рованного изменения показателя преломления 
материала среды, регистрирующей голографиче-
скую фазовую решетку (ГР) в оптически изо-
тропной среде (n = 510-3), отмечено в работах 
[1], [2]. Показано, что в регистрирующей среде 
«реоксан» возможна запись высокоэффективных 
пропускающих и отражательных фазовых голо-
грамм при геометрической толщине слоя мате-
риала ~0,15–3 мм. Кроме рассматриваемой среды 
для записи ГР, широкое применение находят 
различные регистрирующие ГР среды (фотопо-
лимеризующие акрилатные композиции, фото-
хромные среды органического и неорганического 

типа, фоторефрактивные полимеры и др.), в ко-
торых амплитуда модуляции показателя прелом-
ления достигает величин n ~ 10-2–10-1 [3]. В 
работе [4] приведены компоненты тензора воз-
мущений диэлектрической проницаемости куби-
ческого фоторефрактивного кристалла, выра-
женные через компоненты тензора электроопти-
ческих постоянных, фотоупругих постоянных, 
пьезоэлектрических постоянных, модулей упру-
гости для различных перспективных срезов кри-
сталлов. При этом открывается возможность 
анизотропной брэгговской дифракции света на 
ГР в фоторефрактивных кубических кристаллах 
для различных геометрических соотношений для 
волновых векторов дифрагированных волн и 
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волнового вектора ГР. Для реализации анизо-
тропной дифракции одним из перспективных 
кристаллов является кристалл арсенида галлия, 
прозрачный в инфракрасной области спектра. 
Отмечено [5], [6], что электрооптический эффект 
в данных кристаллах значительно возрастает 
вблизи края фундаментального поглощения. В 
работе [6] показано, что, при малом отступления 
от края запрещенной зоны в нецентросиммет-
ричных кубических кристаллах, анизотропная 
часть изменения тензора диэлектрической про-
ницаемости за счет эффекта Поккельса значи-
тельно превышает изотропную. При этом эффек-
тивный электрооптический коэффициент дости-
гает значений 3 2~ 10 10эфr    см / В [7]. В таком 

случае для напряженности поля пространствен-
ного заряда ГР 3 4~ 10 10scE   В / см достигается 

изменение показателя преломления ГР n  10-3–
10-2. Следует отметить, что в условиях считыва-
ния ГР для больших значений n следует учиты-
вать френелевское отражение световых волн от 
границ модулированной среды [8].  

В настоящей работе теоретически исследо-
ваны особенности анизотропной брэгговской 
дифракции световых волн на голографических 
фазовых решетках в кубических нецентросим-
метричных фоторефрактивных кристаллах в ус-
ловиях френелевского отражения. В качестве 
модельного использован кристалл арсенида гал-
лия (GaAs). 
 

1 Теоретические результаты 
Положим, что плоскопараллельный слой 

толщиной h с показателем преломления n2 рас-
положен между однородными прозрачными сре-
дами с показателями преломления n1 и n3. Нача-
ло системы координат XYZ расположено на 
входной границе слоя x = 0, а ось Y перпендику-
лярна плоскости падения (рисунок 1.1).  

При брэгговской дифракции света в слое на 
его толщину (h) накладывается условие: 

2
2 0/h n    [9], где 0 – длина световой волны в 

вакууме,  – пространственный период ГР. 
Решетка показателя преломления, создавае-

мая ГР вдоль оси X имеет вид: 

2 2 2( ) ( / 2 ) ,iKxn x n n n e    

где K = 2 /  – волновое число ГР, 23 2/ 2n n    

23(  – компонента тензора возмущения диэлек-

трической проницаемости кристалла ГР [6], [9]). 
Предположим, что плоская световая волна с 

частотой     и волновым вектором 

1 1 1 ,x x y yk e k e k 
    

|| ,xe OX


 ||ye OY


 – единичные векторы,  

1 1 1cos ,xk kn   1 1 1sin ,zk kn    

1 1( / ,   )k c n     имеет линейную поляризацию 

с азимутом поляризации 0 ||arctg( / )A A   (A и 

A|| – соответственно амплитуды s- и p-состав-
ляющих падающего света) по отношению к 
плоскости дифракции XZ и падает на грань x = 0 
под углом 1  к её нормали. Угол преломления 

2 1 2 1arcsin( / sin )      и равен углу Брэгга, то 

есть 2 2arcsin( / 2 ),Б K k     где k2 = kn2 

2 2( ).n    Волновое уравнение, описывающее 

поведение световой волны в слое приведено в [10]. 
 

 
 

Рисунок 1.1 – Схема считывания ГР  
в анизотропном плоскопараллельном слое 

(XZ – плоскость дифракции, R0, R1 – коэффици-
енты отражения дифрагированных волн,  

T0, T1 – коэффициенты пропускания дифрагиро-
ванных волн, 1 (2) – угол падения  

(преломления) на границе z = 0,  
3 – угол преломления на границе z = h) 

 
 Решение волнового уравнения для дифраги-
рованного поля электромагнитной волны в слое 
можно записать в виде [11]: 

( ) exp[ ( / 2)],m mz m
m

E A x i k z t m




     (1.1) 

где 

0 ,  .mz z mk k mK m       

 При 0 / 2zk K  из совокупности (1.1) свя-

занных дифрагированных волн выделяются две 
наиболее существенные, соответствующие брэг-
говскому режиму дифракции с дифракционными 
порядками m = 0 и m = –1 [11]. Брэгговский ре-
жим дифракции теоретически возможен при зна-
чении параметра Клейна – Кука 1Q   

2
0 2( / ),Q h n    где 0  – длина световой волны 

в вакууме [9]. C учетом этого система уравнений 
связанных волн имеет вид: 
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Здесь 2 2 1/ 2
0 2 0( ) ,x zk k k   2 2 1/ 2

1 2 1( ) ,x zk k k    

0z 2 2 -1z 2 2sin ,  sin ;k k k k    2 2/ ( cos ),n n     

где изменения показателя преломления оптиче-
ски изотропного кристалла составляет 

3
2 / 2,эф scn n r E    rэф – эффективная электрооп-

тическая постоянная, ответственная за анизо-
тропную дифракцию света в слое с поворотом 
плоскости поляризации дифрагированной волны 
[7], [9]. При этом, вследствие анизотропии элек-
трооптического эффекта, когда падающая и ди-
фрагированная световая волна имеет s – поляри-
зацию, дифрагированная становится p – поляри-
зованной (и наоборот).  
 Постоянные распространения дифрагиро-
ванных волн в слое находим из решения харак-
теристического (дисперсионного) уравнения сис-
темы уравнений (1.2). Решение дисперсионного 
уравнения представимо в виде [10]: 

2 2 2
2 1 2 1(1 / sin ) .xk k n n       

Сшивая напряженности электрического и маг-
нитного полей в слое [10], [11], а также в облас-
тях x < 0 и x > h, находим коэффициенты отра-
жения и пропускания (относительные интенсив-
ности) дифрагированных волн на границах слоя. 
Решение системы восьми алгебраических урав-
нений можно найти в замкнутой форме.  

При анизотропной дифракции s-поляризо-
ванной падающей волны в p-поляризованную на 
ГР с учетом наведенной электрооптической ани-
зотропии амплитудные коэффициенты отраже-
ния 0,1( )sr  и пропускания 0,1( )st  дифрагированных 

волн имеют вид: 
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В случае анизотропной дифракции p-поляризо-
ванной падающей волны в s-поляризованную на 
ГР в выражениях для амплитудных коэффициен-
тов отражения (1.3), (1.4) следует выполнить за-
мены: ,s p  1,2,3 1,2,3 1,2,3 1,2,3cos 1/ ( cos )n n    [8]. 

 
 2 Численные расчеты  

Численные расчеты проводились для энерге-
тических коэффициентов пропускания , ,

0 1( , )s p s pТ Т  

и отражения , ,
0 1( , ),s p s pR R  которые находятся из 

соотношений [12]: 
2 2, , , ,3 3

0,1 0,1 0,1 0,1
1 1

cos
, .

cos
s p s p s p s pn

R r T t
n


 


     (2.1) 

 При отсутствии ГР (n = 0) выражения (2.1) 
для коэффициентов пропускания ,

0
s pT  и отраже-

ния ,
0
s pR  приводят к известным формулам Эйри 

[12], а дифрагированные волны первого порядка 
отсутствуют , ,

1 1( 0).s p s pT R   Для согласованного 

слоя 1 2 3( )n n n   получаем, что , ,
0 1 0,s p s pR R   

   2 2
0 0 2 1 1 2cos / 2 ,  sin / 2s p s pT T kn T T kn       

[9], [11]. 
В случае дифракции на ГР падающей свето-

вой волны с азимутом поляризации ψ0, на выходе 
слоя (x = h) происходит поворот плоскости поля-
ризации дифрагированной волны нулевого и 
первого порядков на углы [12]: 

0,1 0,1 0,1 0(| / | ),r s parctg r r tg    

0,1 0,1 0,1 0(| / | ).t s parctg t t tg    

Коэффициенты отражения (R0,1) и пропускания 
(T0,1) дифрагированных волн при произвольном 
азимуте поляризации ψ0 находим из соотношений:  

2 2
0,1 0,1 0,1 0,1 0,1cos sin ,p r s rR R R     

2 2
0,1 0,1 0,1 0,1 0,1cos sin .p t s tT T T     

Следует отметить, что поворот плоскости поля-
ризации дифрагированного света обусловлен 
лишь френелевским отражением от границ слоя 
для несогласованной структуры 1 2 3( ).n n n   

 Численные расчеты проводились для плос-
копараллельного слоя из кристалла GaAs в слу-
чае анизотропной дифракции линейно поляризо-
ванного излучения с длиной волны 0 = 1,15 мкм 
и периодом ГР  = 20 мкм (рисунок 1.1). Пред-
полагалось, что слой материала (n2 = 3,18), в ко-
тором зарегистрирована ГР, граничит с воздухом 
(n1 = n3 = 1).  
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 На рисунке 2.1 представлена зависимость 
коэффициентов пропускания (T0, T1) и отражения 
(R0, R1), занятого ГР слоя, от фотоиндуцирован-
ного изменения показателя преломления n при 
различных толщинах слоя h. 
 Из рисунка 2.1 следует, что коэффициенты 
пропускания дифрагированных волн нулевого 
порядка достигают значительных величин даже 
при малых n. При n  0,5310-3 величина 
T0  0,38 независимо от толщины слоя h. Коэф-
фициент пропускания дифрагированной волны 
первого порядка принимает отличное от нуля 
значение при n = 0 и толщине слоя h = 2,5 мм. 
Отметим, что для согласованной ГР структуры 

1 2 3( )n n n   данный эффект не реализуется. 

Лишь при h = 2,5 мм и n  1,210-3 коэффициент 
пропускания достигает максимального значения 
T1 = 1. Данные особенности анизотропной брэг-
говской дифракции в слое обусловлены наличи-
ем как прошедших дифрагированных на ГР волн, 
так и отраженных дифракционных порядков. 
 Значительные величины коэффициента от-
ражения R0 дифрагированная волна нулевого 
порядка принимает при малых значениях изме-
нения показателя преломления слоя n. Величи-
на  коэффициента  отражения  дифрагированной  

волны первого порядка R1 на порядок меньше, 
чем отраженной дифрагированной волны нуле-
вого порядка R0. При этом для любых толщинах 
слоя h и изменении n коэффициенты отражения 
R1 принимают одинаковые максимальные значения. 
 На рисунке 2.2 представлены зависимости 
энергетических коэффициентов пропускания и 
отражения дифрагированных волн нулевого и 
первого порядка от азимута поляризации па-
дающего света 0. Для большей наглядности 
диапазон изменения 0 ограничен интервалом от 
0 до 450. При изменении 0 в интервале от 450 до 
900 характер зависимостей не изменяется, при-
чем амплитуда осцилляций и их период остаются 
неизменными. 
 Особенности коэффициентов пропускания 
(T0, T1)  дифрагированных волн обусловлены раз-

личием коэффициентов пропускания  0 , 1 ,,s p s pT T  

для s- и p-поляризованного света, падающего на 
модулированный ГР слой. При этом наибольшие 
осцилляции испытывает коэффициент пропуска-
ния дифрагированной волны первого порядка; 
для h = 2 мм коэффициент пропускания изменя-
ется от T1 = 0,06 до T1 = 0,41. Наименьшие ос-
цилляции испытывает коэффициент пропускания 
 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Зависимости коэффициентов пропускания (T0, T1) и отражения (R0, R1) дифрагированной на 
ГР световой волны в плоскопараллельном слое от фотоиндуцированного изменения показателя  

преломления n при различных толщинах h: 1 мм (1); 1,5 мм (2); 2 мм (3); 2,5 мм (4)   
(кристалл GaAs, n2 = 3,18, n1 = n3 = 1, 0 = 1,15 мкм, 1 = 2º, 0 = 90) 



Г.В. Кулак, В.Н. Навныко, Т.В. Николаенко 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 2 (51), 2022 42 

 

 
 
Рисунок 2.2 – Зависимости коэффициентов пропускания (T0, T1) и отражения (R0, R1) дифрагированной на 

ГР световой волны в плоскопараллельном слое от азимута поляризации падающего света 0  
при различных толщинах слоя h: 1 мм (1); 1,5 мм (2); 2 мм (3); 2,5 мм (4)  

(GaAs, n2 = 3,18, n1 = n3 = 1, 0 = 1,15 мкм, 1 = 2º, n = 2,510-3) 
 
T0 при h = 1,5 мм. Осцилляции коэффициентов 
отражения дифрагированных волн (R0, R1) при 
изменении азимута поляризации 0 отсутствуют. 
Данный эффект можно рассматривать как поля-
ризационно независимую модуляцию света в 
области ГР с периодически изменяющимся пока-
зателем преломления света. Рассмотренные за-
кономерности объясняются нелинейным харак-
тером зависимостей коэффициентов отражения и 
пропускания дифрагированного света от толщи-
ны слоя, амплитуды модуляции показателя ГР 
для s- и p-поляризованных составляющих па-
дающей волны. 
 
 Заключение 

Таким образом, в работе исследованы осо-
бенности анизотропной дифракции света на ГР, 
размещенной в слое с показателем преломления, 
отличном от показателя преломления покрытия и 
подложки. Показано, что для больших значений 
изменения показателя преломления ГР в услови-
ях их считывания необходимо учитывать значи-
тельные отличия френелевских коэффициентов 
отражения дифрагированных волн на границах 
плоскопараллельного слоя. Рассмотренные 

особенности дифракции на фазовых решетках 
могут проявляться не только в условиях эффекта 
Франца – Келдыша, вблизи края фундаменталь-
ного поглощения нецентросимметричного куби-
ческого кристалла, но и при создании устройств 
оптоэлектроники на основе аномального элек-
трооптического эффекта в окрестности фазового 
перехода второго рода [7]. 
 

ЛИТЕРАТУРА 
1. Использование фенантренхинона для 

формирования фазовых трехмерных голограмм в 
среде реоксана / Н.С. Шелехов, О.В. Бандюк, 
А.П. Попов, А.О. Ребезов // Сб. научных трудов. 
Оптическая голография с записью в трехмерных 
средах; под ред. Ю.Н. Денисюка. – Ленинград: 
Наука, 1986. – С. 74–82. 

2. Длинноволновая граница спектральной 
чувствительности полимеров реоксана / А.Н. По-
пов, А.Ф. Кавтрев, А.В. Вениаминов, Г.И. Лаш-
ков // Сб. научных трудов. Оптическая гологра-
фия с записью в трехмерных средах; под ред. 
Ю.Н. Денисюка. – Ленинград: Наука, 1986. –  
С. 82–91.  



Анизотропная брэгговская дифракция света на голографических фазовых решетках в условиях френелевского отражения 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 2 (51), 2022 43

3. Барачевский, В.А. Современное состояние 
разработки светочувствительных сред (обзор) / 
В.А. Барачевский // Опт. и спектр. – 2018. – 
Т. 124, № 3. – С. 371–399. 

4. Шандаров, С.М. Изменение тензора ди-
электрической проницаемости в кубических фо-
торефрактивных кристаллах под действием элек-
трического поля голографической решетки / 
С.М. Шандаров, В.В. Шепелевич, Н.Д. Хатьков // 
Опт. и спектр. – 1989. – Т. 67, № 4. – С. 819–822. 

5. Багаев, В.С. Об электрооптическом эф-
фекте в GaAs / В.С. Багаев, Ю.Н. Берозашвили, 
Л.В. Келдыш // Письма в ЖЭТФ. – 1966. – Т. 4, 
В. 9. – С. 364–368. 

6. Аронов, А.Г. Анизотропные электроопти-
ческие эффекты в полупроводниках / А.Г. Аро-
нов, Г.Е. Пикус // Физика твердого тела. – 1968. – 
Т. 10, В. 3. – С. 825–832. 

7. Малиновский, В.К. Фотоиндуцированные 
явления в силленитах / В.К. Малиновский, 
О.А. Гудаев, В.А. Гусев, С.И. Деменко. – Моск-
ва: Наука, 1990. – 159 с. 

8. Кулак, Г.В. Поляризационные особенно-
сти дифракции света на голографических фазо-
вых решетках в среде «реоксан» / Г.В. Кулак, 
В.Н. Навныко, Т.В. Николаенко // Проблемы фи-
зики, математики и техники. – 2021. – № 3 (48). – 
С. 14–18.  

9. Петров, М.П. Фоточувствительные элек-
трооптические среды в голографии и оптической 
обработке информации / М.П. Петров, С.И. Сте-
панов, А.В. Хоменко. – Ленинград: Наука, 1983. – 
270 с.  

10. Кулак, Г.В. Дифракция света на ультра-
звуке в условиях френелевского отражения / 
Г.В. Кулак // Опт. и спектр. – 1994. – Т. 76, № 6. – 
С. 1027–1029. 

11. Kong, J.A. Second-order coupled-mode 
equations for spatially periodic media / J.A. Kong // 
J. Opt. Soc. Am. – 1977. – Vol. 67, № 6. – Р. 825–
829. 

12. Борн, М. Основы оптики / М. Борн, 
Э. Вольф. – Москва: Наука, 1973. – 721 с. 

 
Поступила в редакцию 17.02.2022. 

 
 
Информация об авторах 
Кулак Геннадий Владимирович – д.ф.-м.н., профессор 
Навныко Валерий Николаевич – к.ф.-м.н., доцент 
Николаенко Татьяна Викторовна – к.ф.-м.н., доцент 

 
 
 
 

 



Проблемы физики, математики и техники, № 2 (51), 2022 ISSN 2077-8708 
 

© Можаровский В.В., Киргинцева С.В., 2022             

44 

 

УДК 539.3                                                                        DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2022_2_51_44 
EDN: SGFXWP 

 
СКОРОСТЬ ВОЛНЫ ПРИ ГИДРОУДАРЕ 

И НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ СЛОИСТЫХ 
ФУТЕРОВАННЫХ ТРУБ ИЗ ОРТОТРОПНЫХ МАТЕРИАЛОВ 

В.В. Можаровский, С.В. Киргинцева 

Гомельский государственный университет имени Франциска Скорины 
 

THE WAVE VELOCITY DURING A WATER HAMMER 
AND THE STRESS-STRAIN STATE OF LAYERED LINED PIPES 

MADE OF ORTHOTROPIC MATERIALS 

V.V. Mozharovsky, S.V. Kirhintsava 

Francisk Skorina Gomel State University 
 

Аннотация. Решается задача расчета напряженно-деформированного состояния ортотропных двухслойных труб из 
композитов и определения скорости волны при гидроударе применительно к современной технологии CIPP  
«Сured-in-place pipe». Выведены зависимости, определяющие скорость волны при гидроударе для различных комбина-
ций упругих ортотропных свойств трубы и футеровки. Приводятся численные результаты о влиянии цилиндрической 
анизотропии упругих свойств футеровки (или трубы) на скорость волны при гидроударе. 
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Abstract. The problem of calculating the stress-strain state of orthotropic double-layer pipes made of composites and determi-
ning the wave velocity during a water hammer is solved, in relation to the modern CIPP “Cured-in-place pipe” technology.  
The dependences are derived that determine the wave velocity during a water hammer for various combinations of elastic 
orthotropic properties of the pipe and lining. The numerical results are given on the effect of cylindrical anisotropy of elastic 
properties of the lining (or pipe) on the wave velocity during a water hammer. 
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Введение 
 Развитие современной техники требует раз-
работки новых материалов, способных работать 
в сложных эксплуатационных условиях – при 
воздействии повышенных давлений, температур 
и агрессивных сред. К подобным материалам 
относятся также композиционные материалы с 
полимерной, металлической или другой матри-
цей. Волокнистые композиты обладают рядом 
характерных уникальных свойств – повышенной 
направленной прочностью, жесткостью, выдер-
живают высокотемпературные деформации, об-
ладают низким коэффициентом термического 
расширения. Важно отметить, что такие пара-
метры работоспособности зависят не только от 
свойств волокон и матрицы, но и от доли фрак-
ции волокон, способов их армирования. Примене-
ние гетерогенных материалов определяется в боль-
шей степени условиями эксплуатации и требова-
ниями к физико-механическим характеристикам 

будущей конструкции. Большой практический 
интерес представляют слоистые структуры, ко-
торые способны существенно повлиять на харак-
тер распределения нагрузок, что может повысить 
прочность и износостойкость изделий.  

В этой статье предлагаются исследования 
об определении параметров эксплуатации футе-
рованных труб из современных композиционных 
материалов согласно новой современной техно-
логии так называемой CIPP «Сured-in-place pipe» 
по ремонту труб без проведения землекопных 
работ. Эта технология достаточно проста и нача-
ла широко применятся во всем мире. Суть этой 
технологии заключается в том, что в поврежден-
ный участок трубы вводится футеровка из во-
локнистых композитных материалов со смолой 
(пропитанная труба, изготовленная из стеклово-
локна, углеродного волокна или другого пропи-
танного смолой вещества), которая прикрепляет-
ся к трубе под действием давлений воды или 

ФИЗИКА
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пара, и получается новая слоистая отремонтиро-
ванная труба. Ключевым моментом этой техно-
логии является расчет напряженно-деформи-
рованного состояния (НДС) в сечении трубы с 
композитной футеровкой и нахождение допус-
каемой толщины покрытия, а также определение 
скорости волны при гидроударе. Некоторое тео-
ретическое решение по расчету (НДС) футеро-
ванной трубы из композиционного материала 
представлено в [1], здесь также дана постановка 
линейной упругой задачи для ортотропных мате-
риалов, геометрические и граничные условия. 
Поэтому, ради краткости, постановку упругой 
задачи опускаем, а приведем окончательные 
дифференциальные уравнения и основные зави-
симости. Решение задачи о расчете НДС двух-
слойной ортотропной трубы, слои которой со-
стоят из разных материалов, при действии внут-
реннего давления и нулевого наружного, пред-
ставлено в случае плоского напряженного со-
стояния. 
 

1 Определение скорости волны жидкости 
при гидроударе для ортотропной слоистой 
трубы 

Исследования, касающиеся определения 
скорости волны при течении жидкости по изо-
тропной трубе, известны давно. Теоретическое 
обоснование теории удара для изотропных труб 
при течении жидкости принадлежат известным 
ученым Мариоту, Кортвегу и выдающемуся рос-
сийскому учёному Н.Е. Жуковскому. [2]–[4]. 
Согласно их исследованиям величина скорости 
волны при гидроударе зависит от упругой де-
формации стенки трубы и деформационных и 
механических свойств жидкости, то есть являет-
ся скоростью распространения упругих дефор-
маций. Следовательно, для определения скоро-
сти волны при гидроударе нужно определить 
деформацию в сечении трубы при изменении 
давления, которая выражается через изменения 
скорости площади сечения [5]–[7]: 

2 ,
r a

A

A  



  

где A – площадь в сечении трубы, точка над А 
обозначает производную по времени t. 

Cистема уравнений для описания переход-
ного движения сжимаемых жидкостей состоит из 
дифференциальных уравнений неразрывности и 
сохранения момента [5], [6]  

( ) ( )
0,

A VA

t x

   
 

 
               (1.1) 

( ) ( ) ( )
0.

V V P
V

t x x

  
   

  
       (1.2) 

Исходя из уравнений (1.1) и (1.2) и класси-
ческих исследований, представленных в работах 
[2], [3], следует, что скорость распространения 
ударной волны определяется по формуле 

2

1
,

A

P A Pc

  
 
 

 

где P – давление внутри трубы; V – средняя ско-
рость в направлении оси трубы; ρ – плотность 
жидкости; γ – удельный вес жидкости; x – абс-
цисса оси трубы; c – скорость волны от избыточ-
ного давления, гидроудара; t – время; A –пло-
щадь поперечного сечения трубы. 

Здесь первое слагаемое характеризует влия-
ние упругих свойств (compressibility) жидкости в 
трубе на скорость волны, а второе – эффекта же-
сткости трубы на скорость волны. 

Из анализа уравнения следуют два асимпто-
тических случая. Для несжимаемой жидкости 

0,
P





 а для сжимаемой жидкости и в жесткой 

трубе имеем 0,
A

P





 соответственно, скорости 

волны будут 2 2, .
A P

c c
A P

 
 
  

 Уравнение 

(1.1) получается из выражения [7] 

0,
A V

A x

 
  

 


 

или, приняв / 2A A    и заменив / ,A A P   

где   получаем из решения граничной задачи 
для слоистой трубы при определении деформации 

  можно уравнения непрерывности записать как 

0,
P A V

K A x


  




 

находим [7] 

/
,

1

K
c
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                      (1.3) 

здесь К – объемный модуль упругости для жид-
кости. 

Таким образом, исходя из литературных ис-
точников и выше приведенных зависимостей, 
следует, что при течении жидкости в двухслой-
ной ортотропной трубе для нахождения скорости 
волны при гидроударе необходимо определить 
деформацию .  

 
2 Напряженно-деформированное состоя-

ние двухслойной трубы из ортотропных мате-
риалов 

Математическая постановка и решение за-
дачи определения напряженного-деформирован-
ного состояния футерованных труб из ортотроп-
ных материалов представлено, например, в ста-
тье [1]. Для определения НДС слоистой конст-
рукции трубы при действии давления внутри 
трубы представим краткое решение задачи рас-
чета напряжений и деформаций в покрытии и в 
трубе из ортотропных материалов. 

Пусть имеется цилиндрическая труба, одно-
слойная и двухслойная, из ортотропных 
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материалов (внутренний радиус – ra, внешний – 
rc, межслойный радиус для двуслойной трубы – 
rb). Труба находится под действием внутреннего 
нагружения P, внешнее давление отсутствует. На 
рисунке 2.1, а также на рисунках в таблице 2.1 
показана модель двухслойной трубы из ортотроп-
ных материалов c футеровкой (покрытием), кото-
рая может быть и трансверсально-изотропной. 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Схема расчета двухслойной 
CIPP трубы 

 

Определим НДС труб из ортотропных мате-
риалов. Выпишем основные уравнения, исполь-
зуемые в дальнейшем.  

Для ортотропного тела с цилиндрической 
анизотропией уравнения обобщенного закона 
Гука (уравнения представлены в главных на-
правлениях ортотропии волокнистого материала) 
имеют вид: 
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12 22 23 55

13 23 33 66

, ,

, ,

, .

r r z z z

r z rz rz

z r z r r

a a a a

a a a a

a a a a

  

 

  

         
         
         

 (2.1) 

aij – упругие постоянные. 
В других (технических) обозначениях урав-

нения (2.1) записываются следующим образом: 
1 1
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(2.2) 

где Er, E, Ez – модули Юнга для растяжения 
(сжатия) по направлениям r, , z (совпадающим с 
главными направлениями упругости); ij – коэф-
фициенты Пуассона, удовлетворяющие услови-
ям: ; .z z z r r rE E E E            

 Для рассматриваемой задачи запишем урав-
нение равновесия: 

1
0,r rr

r r r
   

  
 

 

решается задача при следующих заданных гра-
ничных условиях: 

1) (1) ,r p    при ;ar r  

2) (2) 0,r   при ;cr r  

3) (1) (2) ,r r    при ;br r  

4) (1) (2) ,u u  при ;br r  

где p – интенсивность нагрузки (давления) на 
внутренней части трубы; ,a cr r – внутренний и 

внешний радиусы трубы; br  – радиус границы 

слоёв трубы; 1,  2  – области трубы и футе-

ровки соответственно; ( )i
r  и ( )iu  – радиальное 

напряжение и перемещение (индекс i, i = 1, 2 ука-
зывает на рассматриваемую область трубы ).i  

В случае отсутствия массовых сил компо-
ненты тензора напряжений для каждого слоя 
футерованной трубы должны удовлетворять 
уравнениям равновесия. 

Компоненты напряжений ,r    
опреде-

ляются через деформации r  и   

11 12 ,r rA A       

12 22 ,rA A       

или, используя соотношения Коши о связи на-
пряжений с деформациями, имеем 
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12 22

,
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В случае плоского напряженного состояния 
технические постоянные для каждой i, 1,2i   
области слоистой трубы будут 
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Подставляя в уравнение равновесия, полу-
чаем дифференциальное уравнение в перемеще-
ниях: 

2
22

2 2
11

1 1
0,

Au u
u

r r Ar r

 
  


 

решение которого ищем в виде 
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где индекс i, 1,2i   указывает на рассматривае-

мую область трубы ,i  
( )

( ) 22
( )
11

,
i

i
i

A
m

A
  ( ) ( ) ,i ik m  

( ) ( )
1 2,i iC C  – неизвестные коэффициенты. 
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На основании формул получаем зависимо-
сти напряжений для каждой области iD  

1 1 1 1
11 1 2 12 1 2( ) ( ),k k k k

r kA C r C r A C r C r           
1 1 1 1

12 1 2 22 1 2( ) ( )k k k kkA C r C r A C r C r     
      

и затем находим деформацию .
u

r   

Подставив в формулу (1.3) значение 

/ ,A A P 
 
получаем скорость волны при гид-

роударе в слоистой композитной трубе с движу-
щейся жидкостью. 

Для удобства создания алгоритма расчета 
ударной волны, при движении жидкости в слои-
стой композитной трубе, построена схема расче-
та различных комбинаций футеровки композит-
ных труб, которая представлена в таблице 2.1.

 

Верхние индексы «1» и «2» характеризуют мате-
риалы покрытия и трубы. 

 
 
 

 
Таблица 2.1 – Значение функции   для различных конструкций трубы 
 

Конструкция трубы Значение функции ,  входящей в формулу для вычисления 
скорости волны при гидроударе (примеры расчета скорости волны) 

Ортотропная труба. 
Ортотропная футеровка 
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(1) (1) (1) (1) (2) (2) (2) (2)
12 1 11 11 1 12 11 2 12 12 2 11, , , .A k A A k A A k A g A k A          

 
Труба: 167E   ГПа; 9,18rE   ГПа; 0, 294;r   0,0162;r   

0,156cr   м; 0,15br   м; толщина 0,006c br r   м. 

Покрытие: 80E   ГПа; 4, 21rE   ГПа; 0,3;r   0,158;r   
0,15br   м; 0,147ar   м, толщина 0,003b ar r   м; c = 1173 м/c.  

Изотропная труба. 
Изотропная футеровка 
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1 1
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 где Е(2) и (2)  – характеристики изотропной трубы, Е(1) и (1)  –  
характеристики изотропной футеровки. 
Труба стальная: Е = 210 ГПа, 0,3;   0,156cr   м; 0,15br   м;  

толщина 0,006c br r   м. 

Покрытие fiberglass reinforced: Е = 9 ГПа, 0,22;   0,15br   м;  

0,147ar   м; толщина 0,003b ar r   м; с = 1183,4 м/с. 
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Конструкция трубы Значение функции ,  входящей в формулу для вычисления 
скорости волны при гидроударе (примеры расчета скорости волны) 

Изотропная труба. 
Ортотропная футеровка 
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 где Е и   – характеристики изотропной трубы, k1 – коэффициент для 
покрытия. 
Труба стальная: Е = 210 ГПа, 0,3;   0,156cr   м; 0,15br   м;  

толщина 0,006c br r   м. 

Покрытие: 80E   ГПа; 4, 21rE   ГПа; 0,3;r   0,158;r   
0,15br   м; 0,147ar   м, толщина 0,003b ar r   м; c = 1210 м/c.  

 
Ортотропная труба. 

Изотропная футеровка 
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 где Е и   – характеристики изотропной футеровки. 
Труба: 167E   ГПа; 9,18rE   ГПа; 0, 294;r   0,0162;r   

0,156cr   м; 0,15br   м; толщина 0,006c br r   м. 

Покрытие fiberglass reinforced: Е = 9 ГПа, 0,22;   0,15br   м;  

0,147ar   м; толщина 0,003b ar r   м; с = 1134 м/с. 

 
Ортотропная 

труба 
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cr  и ar – внешний и внутренний радиусы трубы соответственно, 

22 11/ .k m A A   

Труба: 167E   ГПа; 9,18rE   ГПа; 0, 294;r   0,0162;r   

0,156cr   м; 0,15аr   м; толщина 0,006c ar r   м; c = 1133 м/с. 
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Конструкция трубы Значение функции ,  входящей в формулу для вычисления 
скорости волны при гидроударе (примеры расчета скорости волны) 

Изотропная труба 
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 cr  и ar  – внешний и внутренний радиусы тру-

бы соответственно, Е и   – характеристики изотропной трубы [7]. 
D

Eh
    для формулы Жуковского Н.Е., Korteweg D.J.,  

D –диаметр трубы, Е – модуль упругости, h – толщина трубы,   – ко-
эффициент, характеризующий условия закрепления и коэффициент
Пуассона. 
Труба стальная: Е = 210 ГПа, 0,3;   0,156cr   м; 0,15ar   м; толщи-

на 0,006c ar r   м; c = 1184 м/с. 

 
3 Примеры расчета скорости волны при 

гидроударе для слоистой трубы из композита 
Результаты расчета напряженно-деформи-

рованного состояния двухслойных композитных 
труб представлены на рисунке 3.1. Для сравне-
ния и подтверждения правильности расчетов 
показаны значения напряжений, подсчитанные 
для изотропной двухслойной трубы ( / 1),rE E   

и даны в сравнении с [7] (рисунок 3.1, б). 
Коэффициенты обобщенного закона Гука 

определяются по зависимостям, в которых упру-
гие характеристики материала определяются из 
[8] следующим образом, по правилу смесей: 
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В формулах и далее , ,f f fE G   – техниче-

ские постоянные  волокна, , ,m m mE G   – техни-

ческие постоянные матрицы, V – объемное со-
держание волокон. 

В качестве примера для исследования о 
влиянии анизотропных свойств волокнистого 
материала футеровки рассмотрим расчет скоро-
сти волны при гидроударе для стальной изо-
тропной трубы с модулем упругости Е=210 ГПа 
и коэффициентом Пуассона 0,3,   считая, что 
модуль упругости футеровки (волокнистый стек-
лопластик) будет меняться: от 9E   ГПа до 

80 ГПа, 0,22;r   9rE   ГПа; внутреннее дав-

ление P = 0,9806 МПа; плотность жидкости 
ρ = 1000 кг/м3; объемный модуль упругости жид-
кости K = 2140 МПа (рисунок 3.1, а). Для срав-
нения полученных расчетов скорости волны при 
гидроударе с расчетами, приведенными в работе 
для изотропной футеровки [7], проведем расчет 
для стальной трубы со стеклонаполненной футе-
ровкой, изменяя модули упругости от ортотропного 

материала к изотропному. Размеры труб и тол-
щины футеровки соответствуют работе [7] 

0,3;( r   14,804rE   ГПа; 14,804– 296,08E   ГПа 

(рисунок 3.1, б). Для изотропного материала 
представленные расчеты совпадают с результа-
тами работы [7] (рисунок 3.1, б, кривая 5). Ана-
лиз полученных результатов расчета на рисунке 
3.1 показывает существенное влияние свойств 
анизотропии материала футеровки на изменения 
скорости волны при гидроударе в зависимости от 
толщины покрытия. Кроме того, существенно 
влияет на скорость волны и соотношения моду-
лей упругости ортотропного материала. 
 

а) 

б) 

 

Рисунок 3.1 – Скорости волны при гидроударе 
для слоистых труб из композита при следующих 

отношениях модулей упругости / :rE E  

а) 1 8,8;  2 6,7;  3 4;  4 2,2;  5 1;  
б) 1 20;  2 10;  3 5;  4 2;  5 1.  

 
На рисунах 3.2 и 3.3 показаны  графики за-

висимостей напряжений ,r  перемещений ru  и 
напряжений   от r для двухслойной трубы с 

покрытием из изотропных материалов и двух-
слойной изотропной трубы с ортотропным по-
крытием соответственно. 
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                                             а)                                                                                        б) 
 

 
в) 

 

Рисунок 3.2 – Графики зависимостей: 
а) напряжений r  от ;r  б) перемещений ru  от ;r  

в) напряжений   от r  для двухслойной трубы с покрытием из изотропных материалов 

(труба стальная: Е = 210 ГПа; 0,3;   0,156cr   м; 0,15br   м, толщина 0,006c br r   м;  

покрытие: 0,3;r r      14,804rE E   ГПа, 0,15br   м, 0,147ar   м, толщина 0,003b ar r   м) 
 

     
                                             а)                                                                                        б) 
 

 
в) 

 

Рисунок 3.3 – Графики зависимостей: 
а) напряжений r  от ;r  б) перемещений ru  от ;r  

в) напряжений   от r  для двухслойной изотропной трубы с ортотропным покрытием  

(труба стальная: Е = 210 ГПа; 0,3;   0,156cr   м; 0,15br   м, толщина 0,006c br r   м; 

покрытие: 296,08E   ГПа; 14,804rE   ГПа; 0,3;r   0,015;r   0,15br   м, 0,147ar   м,  

толщина 0,003b ar r   м) 
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Заключение 
В статье представлена методика расчета 

скорости волны при гидроударе при течении 
жидкости в  трубах из волокнистых композитов с 
футеровкой. Математическая модель расчета 
базируется на решении краевой задачи о напря-
женно-деформированном состоянии ортотроп-
ной слоистой трубы и на классических подходах 
о расчете скорости волны при гидроударе при 
движении жидкости в металлической трубе. 
Классические результаты получаются как част-
ный случай расчета поставленной задачи  при 
равенстве модулей упругости для ортотропного 
материала. Представленные формулы для упру-
гих труб являются точными для тонких и тол-
стых, но они могут лишь приближенно опреде-
лять искомые параметры для армированных труб 
с намоткой. Когда напряжение преобразуем из 
главных направлений в направления нагружения, 
мы делаем поворот на угол   около оси z. Эле-
менты, модули упругости, входящие в физиче-
ские уравнения, записываются через некоторый 
угол в направлении нагружения [8]. Представ-
ленные решения рассматриваемых задач легко 
преобразуются в решения для случая расчета для 
плоской деформации при замене упругих физи-
ческих постоянных – модулей упругости и ко-
эффициентов Пуассона [8], [9]. В заключении 
отметим, что данная методика апробировалась 
при расчете изотропных труб численными мето-
дами [7] и в дальнейшем осталось проверить её 
экспериментально. 
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Аннотация. Определены морфологические особенности, фазовый состав и механические свойства легированных 
хромом кремний-углеродных покрытий, сформированных ионно-лучевым распылением составной мишени на основе 
карбида кремния и хрома. Установлено, что введение хрома в покрытие приводит к снижению концентрации 
кислорода, способствует структурной упорядоченности sp2-кластеров. Легированные хромом Si / C покрытия имеют 
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трения и объемного изнашивания контртела. 
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Введение  
Покрытия на основе углерода обладают 

уникальным комплексом свойств: высокой мик-
ротвердостью и износостойкостью; низким ко-
эффициентом трения; химической инертностью; 
низкой шероховатостью; высокими напряжением 
пробоя, электрическим сопротивлением и тепло-
проводностью; прозрачностью в инфракрасной 
области; устойчивостью к коррозии; низким ко-
эффициентом трения и хорошей биосовместимо-
стью [1]–[4]. Однако, у рассматриваемого типа 
покрытий существуют и недостатки – высокий 
уровень внутренних механических напряжений и 
низкая термостойкость (до 350 C), что значи-
тельно ограничивает их сферу применения [5]–[7].  

Одним из наиболее перспективных техно-
логических приемов снижения уровня внутрен-
них напряжений с одновременным повышением 
термостойкости является легирование углеродных 

покрытий тугоплавкими металлами (Ta, W, Mo) 
либо кремнием [6]–[9]. Так, авторами [8] показа-
но, что введение вольфрама в состав углеродных 
покрытий приводит к снижению внутренних на-
пряжений с 2,9 ГПа до 1,8 ГПа. Легирование уг-
леродных покрытий кремнием способствует не 
только снижению уровня внутренних напряже-
ний, но и сохранению термостабильности меха-
нических свойств при температуре до 600 C [6]. 
Такие изменения механических характеристик 
объясняется достаточно высоким содержанием 
углеродных sp3-связей, ростом содержания вы-
сокодисперсных твердых фаз на основе SiCх, 
SiОх. 

Таким образом, путем выбора легирующего 
элемента и варьирования его концентрации мож-
но значительно повысить физико-механические 
свойства покрытий. При этом необходимо учи-
тывать, что свойства углеродных покрытий 
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зависят, главным образом, от соотношения 
sp3 / sp2-гибридизированных атомов углерода и 
при легировании их металлами – химическим и 
фазовыми составами. Известно, что повышение 
свойств углеродных покрытий, легированных 
кремнием, определяется формированием более 
дисперсной структуры и образованием твердых 
нанокластеров карбида кремния [10]. Введение 
металлов в состав слоя, особенно на стадии его 
осаждения, может оказать каталитическое или 
ингибирующее влияние на процессы химическо-
го взаимодействия, структурообразования.  

Так, можно прогнозировать, что легирова-
ние кремний-углеродных покрытий хромом, про-
являющим по отношению к углероду в сравне-
нии с кремнием более высокую активность, зна-
чительно изменит фазовый и химический состав 
покрытия и, соответственно, их свойства. Опре-
деление особенностей процессов осаждения, 
формирования структуры, установление механи-
ческих свойств таких покрытий и составляет ос-
новную цель настоящей работы.  

 
1 Методика эксперимента 
Кремний-углеродные покрытия, легирован-

ные хромом, были сформированы на кремниевых 
подложках путем ионно-лучевого распыления 
мишени на основе карбида кремния со вставками 
проволоки из хрома (рисунок 1.1). Параметры 
работы ионно-лучевого источника: напряжение 
разряда – 4,5 кВ, ток разряда 150 мА, остаточное 
давление в вакуумной камере – 2×10-2 Па, подача 
рабочего газа (аргон) – 32 мл/мин. Толщина по-
крытия – 150 нм. 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Составная мишень 
 

Элементный состав покрытий определялся с 
помощью сканирующего электронного микро-
скопа Stereoscan-360 (Cambridge Instruments, 
Англия), оснащенного приставкой для проведе-
ния энергодисперсионного анализа и позволяю-
щего определить качественный и количествен-
ный химический состав исследуемого образца. 

Морфологические особенности сформиро-
ванных композиционных покрытий были изуче-
ны средствами атомно-силовой микроскопии 
(АСМ) при использовании микроскопа Solver Pro 
(NT-MDT, Россия) в режиме полуконтакта. Ста-
тистический анализ полученных данных был 
выполнен с помощью специализированного ана-
литического программного комплекса Gwyddion, 

позволяющего вычислять среднее арифметиче-
ское отклонение всех точек профиля шерохова-
тости от средней линии на длине оценки (Ra), 
проводить оценку рельефа путем вычисления 
квадратного корня из среднего квадрата расстоя-
ний вершин неровностей профиля до его средней 
линии и определять средние значения количест-
ва, высоты и диаметра отдельных структурных 
образований (зерен) на площади сканирования 
(4×4 мкм). 

Фазовый состав кремний-углеродных по-
крытий, легированных хромом, определялся ме-
тодом спектроскопии комбинационного рассея-
ния при помощи спектрометра Senterra (Bruker, 
Германия) c длиной волны возбуждающего из-
лучения 532 нм, мощностью 5 мВт.  

Механические характеристики покрытий 
(нанотвердость H, модуль упругости E) опреде-
лялись нанотвердомером «НаноСкан 4D» 
(ФГБНУ «ТИСНУМ», Россия), оснащённым ал-
мазным индентором Берковича. 

Триботехнические испытания осуществля-
лись по схеме «сфера – плоскость» (шарик ра-
диусом 5 мм из закаленной стали ШХ15 при сле-
дующих параметрах: средняя скорость переме-
щения равнялась 0,0087 м/с, нагрузка – 0,98 Н. 
Передача, прием и обработка полученных дан-
ных при выполнялась при помощи специализи-
рованного программного обеспечения, позво-
ляющего определить коэффициент трения. 

 
2 Результаты и их обсуждение 
Показано, что при формировании кремний-

углеродных покрытий, легированных хромом, 
путем ионно-лучевого распыления составной 
мишени концентрация металла монотонно изме-
няется при увеличении количества вставок (таб-
лица 2.1). Ранее в [11] нами установлено, что в 
случае осаждения кремний-углеродных покры-
тий, легированных металлом, из потока сложно-
го состава, образованного с помощью  импульс-
ного катодно-дугового источника углеродной 
плазмы и стационарного электродугового источ-
ника металлической плазмы, наблюдается нели-
нейное изменение концентрации металла в по-
крытии.  

 

Таблица 2.1 – Химический состав углеродных 
покрытий, легированных кремнием и титаном 

 

Концентрация элементов в 
покрытии, ат. % 

Мишень 
 

С Si O Cr 
SiC 43,26 37,79 18,95 – 

SiC+Cr  
(2 вставки) 

42,45 39,34 15,91 2,30

SiC+Cr  
(4 вставки) 

41,30 40,84 13,78 4,08

SiC+Cr  
(8 вставок) 

40,57 42,16 11,42 5,85
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 При наличии вставок хрома в мишени на 
основе карбида кремния концентрация кислоро-
да в покрытии существенно ниже, что обуслов-
лено, по всей видимости, более интенсивным 
распадом оксида кремния при его распылении в 
присутствии хрома. Это предположение под-
тверждается снижением концентрации кислоро-
да в покрытии с увеличением площади вставок 
из хрома в мишени.  

Методом АСМ установлено, что кремний-
углеродные покрытия, легированные хромом, 
характеризуются более низкой шероховатостью 
(рисунок 2.1, таблица 2.2).  

Средняя высота нановыступов покрытий 
при концентрации хрома 5,85% снижается почти 
в 2 раза, при этом, однако, возрастает размер 
отдельных поверхностных элементов. Установ-
ленные изменения химического состава покры-
тий сказываются и на структурной дисперсности 
покрытия: размер зерен возрастает при повыше-
нии концентрации хрома. 

Спектры комбинационного рассеивания по-
лученных углеродных покрытий характеризуются 
наличием пика в диапазоне от 1000 см-1 и 1800 см-1. 
Методика анализа углеродного пика заключается 
в его разложении на две гауссианы: 

– D-пик (около 1350–1400 см-1), соответст-
вующий матрице на основе sp2-гибридизирован-
ных атомов и содержащей sp3-гибридизирован-
ные атомы [12]; 

– G-пик (около 1560–1580 см-1), соответству-
ющий sp2-гибридизированным атомам углерода [13]. 

 
Таблица 2.2 – Морфологические особенно-

сти кремний-углеродных покрытий, легирован-
ных хромом  

 

Образец 

Сред-
няя 

высо-
та, нм 

Ra, 
нм 

Плот-
ность 
зерен, 

шт. 

Сред-
ний 
диа-
метр 

зерен, 
нм 

С43,26% + Si37,79 % 2,8 0,2 496 22 
C42,45% + Si39,34% + Cr2,3% 2,5 0,3 297 42 
C41,30% + Si40,84% + Cr4,08% 2,4 0,4 264 40 
C40,57% + Si42,16% + Cr5,85% 1,6 0,1 336 41 

 
Данные КР-спектроскопии (таблица 2.3) 

подтверждают результаты атомно-силовой мик-
роскопии и также свидетельствуют о снижении 
дисперсности sp2 – кластеров, поскольку значе-
ние соотношения ID / IG при легировании покрытия 

 

  
а) б) 

  
в) г) 

 
Рисунок 2.1 – АСМ изображения поверхности кремний-углеродных покрытий, легированных хромом:  
a) С43,26% + Si37,79 %; б) C42,45% + Si39,34% + Cr2,3%; в) C41,30% + Si40,84% + Cr4,08%; г) C40,57% + Si42,16% + Cr5,85% 
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хромом в соответствии с [14] обратно пропор-
ционально размеру кластеров графита. Необхо-
димо отметить, что в случае формирования 
кремний-углеродных покрытий из плазмы им-
пульсного катодно-дугового разряда значение 
соотношения ID / IG варьируется в пределах 0,5–
0,7 в зависимости от режимов и условий осажде-
ния. Кроме того, кремний-углеродные покрытия, 
легированные хромом и сформированные путем 
ионно-лучевого распыления, характеризуются 
смещением D-пика в область более высоких вол-
новых чисел по сравнению с однокомпонентны-
ми углеродными покрытиями [12] и кремний-
углеродными покрытиями [11], осаждаемыми при 
помощи импульсного катодно-дугового источ-
ника, что может быть обусловлено более высо-
кими концентрациями кремния и, как следствие, 
образованием Si-C связей (пик вблизи 1450 см-1). 

Легирование кремний-углеродных покры-
тий хромом способствует уменьшению ширины 
G-пика, что связано с увеличением степени 
структурной упорядоченности кластеров графита 
[12]. Значение соотношения ID / IG может быть 
вызвано целым комплексом факторов: изменени-
ем фазового соотношения sp3 / sp2 [14] и разме-
ров sp2-кластеров [12], смещением D-пика вслед-
ствие изменения концентрации карбида кремния 
[15]. Так, согласно [15] легирование углеродных 
покрытий кремнием свыше 37 ат. % приводит к 
снижению содержания sp2-кластеров. Кроме то-
го, известно [16], что легирование углеродных 
покрытий атомарными потоками металлов спо-
собствует увеличению содержания графита и 
увеличению степени упорядоченности sp2-гибри-
дизированных атомов углерода.  

Для спектров комбинационного рассеяния 
кремний-углеродных покрытий характерно на-
личие пиков вблизи 968 см-1 и 794 см -1, что,  

согласно [17] соответствует LO и ТО модам ко-
лебаний SiC. Установлено, что легирование хро-
мом кремний-углеродных покрытий приводит к 
снижению модуля упругости Е и нанотвердости 
H по сравнению с кремний-углеродными покры-
тиями, не содержащими металл (таблица 2.4). 
Полученный результат коррелирует с результа-
тами, приведенными в работах [10], [18], свиде-
тельствует об уменьшении соотношения H / E 
при введении металлов в состав покрытий на 
основе углерода, а значит и об увеличении пла-
стичности покрытия.  

В первую очередь, снижение микротвердо-
сти может быть обусловлено фазовой трансфор-
мацией sp3→sp2. Кроме того, уменьшение мик-
ротвердости может объясняться снижением кон-
центрации С – O – Si, Si – С связей из-за сорбции 
кислорода и ионов углерода металлическими 
вставками мишени, а также взаимодействием 
атомов хрома с кислородом и углеродом в объе-
ме покрытия. Хром обладает более высокой хи-
мической активностью по сравнению с кремни-
ем, поэтому в объеме покрытия в первую оче-
редь будут образовываться химические соедине-
ния с хромом. 
 Введение хрома в объем кремний-углерод-
ных покрытий приводит к снижению коэффици-
ента трения (рисунок 2.2) и коэффициента объ-
емного изнашивания контртела j (таблица 2.4).  

С увеличением концентрации хрома в крем-
ний-углеродных покрытиях наблюдается умень-
шение значений коэффициентов трения и объем-
ного изнашивания контртела, что обусловлено, 
по всей видимости, более интенсивной графити-
зацией, изменением морфологии поверхности, 
снижением содержания оксида кремния, опреде-
ляющего в значительной степени абразивное 
воздействие покрытия на контртело. 

 
Таблица 2.3 – Статистическая обработка КР спектров кремний-углеродных покрытий  
                        легированных хромом 
 

D-пик G-пик 
Образец 

Положение, см-1 Ширина, см-1 Положение, см-1 Ширина, см-1 
ID / I

G 

С43,26% + Si37,79 % 1431,4 142,4 1529,3 103,0 2,19 
C42,45% + Si39,34% + Cr2,3% 1435,6 163,5 1535,3 93,5 1,95 
C41,30% + Si40,84% + Cr4,08% 1438,4 166,7 1534,3 94,2 1,89 
C40,57% + Si42,16% + Cr5,85% 1437,9 152,3 1540,0 91,3 2,03 

 
Таблица 2.4 – Механические характеристики кремний-углеродных покрытий, 
                        легированных хромом 
 

Образец 
H,  

ГПа 
E, 

МПа 
H / E 

Коэффициент 
трения j ×10-17

, м
3 / (Н∙м) 

С43,26% + Si37,79 % 16,7 182,2 0,09 0,50 412 
C42,45% + Si39,34% + Cr2,3% 15,3 174,6 0,09 0,46 391 
C41,30% + Si40,84% + Cr4,08% 14,5 169,3 0,08 0,41 376 
C40,57% + Si42,16% + Cr5,85% 12,8 150,9 0,08 0,38 345 
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Рисунок 2.2 – Кинетические зависимости 
коэффициента трения кремний-углеродных 

покрытий (1) и кремний-углеродных покрытий 
с различным содержанием хрома: 

2 – C42,45% + Si39,34% + Cr2,3%, 
 3 – C41,30% + Si40,84% + Cr4,08%, 
4 – C40,57% + Si42,16% + Cr5,85% 

  
Выводы 
Показано, что легирование кремний-угле-

родных покрытий хромом приводит к снижению 
средней высоты нановыступов, повышению 
среднего диаметра структурных образований. 
Введение хрома в покрытие снижает концентра-
цию кислорода, способствует структурной упо-
рядоченности sp2-кластеров.  

Установлено, что легирование хромом 
кремний-углеродных покрытий способствует 
увеличению их пластичности, снижению микро-
твердости, модуля упругости, коэффициента 
трения и коэффициента объемного изнашивания 
контртела. Такой эффект, по-видимому, достига-
ется за счет более значительной графитизации 
покрытия и уменьшения содержания абразивных 
фаз внедрения на основе соединений SiОх, бла-
годаря более высокой химической активности 
хрома по сравнению с кремнием.  
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Аннотация. Пусть  – некоторое множество простых чисел, G – -разрешимая группа и .G  E E  Доказано, что если 

для любого простого ( )p G  и силовской p-подгруппы P из G нормализатор ( )GN P  -сверхразрешим и его 

нильпотентный корадикал полусубнормален в G, то G -сверхразрешима. 
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Введение 
В работе рассматриваются только конечные 

группы. Изучение принадлежности насыщенной 
формации F  групп, у которых нормализаторы 
силовских подгрупп лежат в ,F  восходит к ре-

зультату Глаубермана [1] о том, что если qF N  – 

формация всех q-групп и нормализатор любой 
силовской q-подгруппы группы G принадлежит 

qN  для любого простого делителя q порядка G, 

то G – примарная группа. В дальнейшем для 
краткости нормализаторы силовских подгрупп 
группы будем называть силовскими нормализа-
торами. В [2] в случае, когда F N  – формация 
всех нильпотентных групп, доказано, что GN  
всякий раз, как силовские нормализаторы ниль-
потентны. В [3] установлено, что если F  – фор-
мация всех  -дисперсивных групп с абелевыми 

силовскими подгруппами для некоторого упоря-
дочения   множества всех простых чисел, или 

F  – формация всех вполне факторизуемых групп, 
то группа G с силовскими нормализаторами из 

F  сама соответственно принадлежит F.  К этому 
направлению исследований относятся также ра-
боты [4]–[6]. 

Отметим, что если F U  – формация всех 
сверхразрешимых групп, то из сверхразрешимо-
сти силовских нормализаторов в группе G уже не 
следует, что G принадлежит .U  В качестве при-
мера такой группы выступает симметрическая 
группа 4S  степени 4, в которой силовскими нор-

мализаторами являются силовские 2-подгруппы 
и подгруппы, изоморфные 3 2[ ] .Z Z  При этом 

4 ,S  U  а в 4S  все силовские нормализаторы 

принадлежат .U  Строение группы со сверхраз-
решимыми силовскими нормализаторами было 
исследовано в работах [7], [8]. Например, для 
такой группы G в [7] были получены свойства в 
случае | ( ) | 2,G   в [8] найдены оценки нильпо-

тентной длины в случае разрешимости G. 
Группы с формационно субнормальными си-

ловскими нормализаторами исследовались в [9], 
где, в частности, были найдены наследственные 

МАТЕМАТИКА
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насыщенные формации ,F  содержащие группу с 
F -субнормальными силовскими нормализато-
рами. 

Согласно [10] подгруппа A группы G назы-
вается полунормальной в G, если существует 
подгруппа B такая, что G AB  и AX – подгруп-
па в G для любой подгруппы X из B. В [11] под-
группа A группы G называется полусубнормаль-
ной в G, если A субнормальна или полунормаль-
на в G. 

Понятие полусубнормальной подгруппы в 
разрешимых группах является частным случаем 
активно используемого в настоящее время поня-
тия  -субнормальной подгруппы. Напомним [12], 
что подгруппа H группы G называется  -суб-
нормальной в G, если либо ,H G  либо имеется 
цепь подгрупп от H до G с простыми индексами. 
В разрешимой группе всякая полусубнормальная 
подгруппа является  -субнормальной, однако 
обратное неверно. 

В настоящей работе для -разрешимой 
группы G, принадлежащей , E E  с -сверхраз-

решимыми нормализаторами силовских p-под-
групп ( ( ))p G  найдена связь полусубнор-

мальности нильпотентных корадикалов в G этих 
силовских нормализаторов с -сверхразрешимо-
стью G. Получены новые результаты для разре-
шимой группы со сверхразрешимыми силовски-
ми нормализаторами. 
 

1 Предварительные сведения 
В работе используются обозначения и опре-

деления из [13] и [14]. 
Через | G | обозначается порядок группы G, 

( )G  – множество всех простых делителей |G|, 

( )pO G  – наибольшая нормальная p-под-

группа G для простого числа p, 
Core ( ) x

G M M   для всех x G  для лю-

бой подгруппы M из G, 
( )F G  – подгруппа Фиттинга из G, т. е. наи-

большая нильпотентная нормальная подгруппа G, 

pZ  – циклическая подгруппа порядка p, 

1 – единичная подгруппа (группа), 
  – множество всех простых чисел. 
В работе используются обозначения классов 

групп: 
S  – класс всех разрешимых групп, 

E  – класс всех -групп для ,    

E  – класс всех  -групп, где \ ,  �  

( | ,G N G N    E E E  и / ).G N E  

Лемма 1.1. Пусть G – группа. Тогда спра-
ведливы следующие утверждения. 

(1) Если H – субнормальная подгруппа в G, 
то H K  – субнормальная подгруппа в K [13, 
теорема 7.3]. 

(2) Если K – субнормальная подгруппа в H и 
H – субнормальная подгруппа в G, то K – суб-
нормальная подгруппа в G [13, лемма 7.1]. 

(3) Если H и K – субнормальные подгруппы в 
G, то H K  – субнормальная подгруппа в G и 

,H K   – субнормальная подгруппа в G [13, тео-
ремы 7.4 и 7.5]. 

(4) Если H – субнормальная подгруппа в G и 
K – нормальная подгруппа в G, то /HK K  суб-
нормальна в /G K  [14, лемма A.14.1 (b)]. 

Лемма 1.2 [11, лемма 3.1]. (1) Если H – по-
лусубнормальная подгруппа группы G и 

,H X G   то H полусубнормальна в X. 
(2) Если H – полусубнормальная подгруппа 

группы G и подгруппа N нормальна в G, то HN 
полусубнормальна в G и /HN N  полусубнор-
мальна в / .G N  

(3) Если H – полусубнормальная подгруппа 
группы G и Y – непустое множество элементов 
из G, то подгруппа |Y yH H y Y     полусуб-

нормальна в G. В частности, gH  полусубнор-
мальна в G для любого .g G  

Лемма 1.3 [11, лемма 3.2 (1)]. Пусть p – 
наибольший простой делитель порядка группы 
G. Если силовская p-подгруппа P из G полусуб-
нормальна в G, то P нормальна в G. 

Лемма 1.4 [14, теорема А.15.2]. Если в груп-
пе G существует максимальная подгруппа M с 
Core ( ) 1,G M   то выполняется только одно из 
утверждений: 

(1) в G имеется единственная минимальная 
нормальная подгруппа N, ( )GN C N  (в частно-
сти, N абелева) и M дополняет N в G; 

(2) в G имеется единственная минимальная 
нормальная подгруппа N, N неабелева и M явля-
ется добавлением N в G; 

(3) в G имеются только две минимальные 
нормальные подгруппы 1N  и 2 ,N  каждая из них 
добавляема с помощью M в G. Также 

3( )G i iC N N   и 1 2 1 2 .N N N N M    

Для непустой формации F  через GF  обо-
значается F -корадикал группы G, т. е. наимень-
шая нормальная подгруппа из G со свойством 

/ .G G F F  Нильпотентный корадикал – это GN  
для .F N  

Лемма 1.5 [13, лемма 1.2] Пусть F  – не-
пустая формация, G – группа. Тогда справедли-
вы следующие утверждения: 

(1) ( / ) /G K G K KF F  для любой ;K G  

(2) если ,G HK  H – подгруппа из G и 

,K G  то .H K G KF F  
Лемма 1.6 [13, лемма 3.9 (1)]. Если G – 

группа, то ( / ( / )) 1p GO G C H K   для любого 

главного фактора /H K  из G, ( / ),p H K  и 

( ) ( / ).p GF G C H K  
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Известные необходимые нам свойства  
-сверхразрешимых групп (см., например, [13, 
c. 35], [15, гл. VI, § 8, 9]) приведем в следующей 
лемме. 

Лемма 1.7. Класс всех -сверхразрешимых 
групп является наследственной насыщенной 
формацией; если группа G p-сверхразрешима, то 
она имеет p-нильпотентный коммутант; если 
группа G сверхразрешима, то G дисперсивна по 
Оре. 

Напомним [13], что дисперсивная по Оре 

группа – это группа G с 1 2
1 2| | ,n

nG p p p    в 

которой существуют нормальные подгруппы по-
рядков  

1
1 ,p  1 2

1 2 ,p p   …, 11 2
1 2 1 ,n

np p p  
  1 2

1 2
n

np p p    

при естественном упорядочении 

1 2 .np p p    

Нам потребуется известный результат 
С.А. Чунихина. 

Лемма 1.8 [13, теорема 18.3]. Если G –  
-разрешимая группа, то ( ) .G D D   S  

 
2 Основной результат 
Лемма 2.1. Пусть P – силовская p-подгруп-

па группы G, N – нормальная подгруппа из G. 
Если ( ( ))GN P N  – полусубнормальная подгруппа в 

G, то /( ( / ))G NN PN N N  – полусубнормальная под-

группа в / .G N  
Доказательство. По свойству силовских 

подгрупп / ( / ) ( ) / .G N GN PN N N P N N  Из леммы 

1.5 следует, что  

/( ( / )) ( ( )) / .G N GN PN N N P N NN N  
Тогда из полусубнормальности ( ( ))GN P N  в G по 

лемме 1.2 (2) имеем /( ( / ))G NN PN N N  – полусуб-

нормальная подгруппа в / .G N                              

Лемма 2.2. Если G – -сверхразрешимая 
группа и | ( ) | 1,G   то холлова -подгруппа 

из G дисперсивна по Оре. 
Доказательство. Из -сверхразрешимости 

G по лемме 1.7 следует -сверхразрешимость 
холловой -подгруппы G  из G. Отсюда с уче-

том леммы 1.8 G  дисперсивна по Оре.               

Теорема 2.1. Пусть G – -разрешимая груп-
па и .G  E E  Если для любого простого 

( )p G  и силовской p-подгруппы P из G 

нормализатор ( )GN P  -сверхразрешим и его 

нильпотентный корадикал полусубнормален в G, 
то G -сверхразрешима. 

Доказательство. Предположим, что суще-
ствуют группы, для которых теорема неверна. 
Выберем среди них группу G наименьшего по-
рядка. Тогда G -разрешима, для любого 

( )p G  и силовской p-подгруппы P из G ее 

нормализатор ( )GN P  -сверхразрешим ( ( ))GN P N  

полусубнормален в G, а G не является -сверх-
разрешимой. 

Из -разрешимости G следует, что в G име-
ется минимальная нормальная подгруппа N. То-
гда либо N – p-группа для некоторого простого 
числа p, либо N –  -группа. Так как N -сверх-
разрешима, .N G  

Рассмотрим любую силовскую s-подгруппу 

1 /S N N  из / ,G N  ( ).s G  В G найдется 

силовская s-подгруппа S такая, что  

1 / / .S N SN N  
Из -сверхразрешимости ( )GN S  следует, что  

/ 1( / ) ( ) / ( ) / ( )G N G G GN S N N S N N N S N S N    
-сверхразрешим. По лемме 2.1 из полусубнор-
мальности ( ( ))GN S N  в G заключаем, что  

/ 1 /( ( / )) ( ( / ))G N G NN S N N SN NN N  
полусубнормален в / .G N  Так как /G N  -раз-
решима, по выбору G имеем /G N  -сверхраз-
решима. 
 

Если в G существует еще одна минимальная 
нормальная подгруппа 1 ,N N  то 1/G N   

-сверхразрешима. Так как класс всех -сверх-
разрешимых групп является формацией, заклю-
чаем, что 1/G N N G   -сверхразрешима. Это 

противоречит выбору G. 
Итак, N является единственной минималь-

ной нормальной подгруппой в G. 
Допустим, что ( ) 1.G   Тогда ( ).N G   

Поэтому / ( ) / / ( ) /G G G N G N    -сверхраз-

решима. Из насыщенности формации всех  
-сверхразрешимых групп заключаем, что G  
-сверхразрешима. Получили противоречие с 
выбором G. 

Значит, ( ) 1.G   Тогда G имеет макси-

мальную подгруппу M с Core ( ) 1.G M   Для G 

может выполняться только одно из утверждений 
(1) или (2) леммы 1.4. 

Случай N –  -группа невозможен, так как 
/G N  -сверхразрешима. 

Предположим, что N – p-группа, где 
( ).p G  Тогда N абелева и для G выполня-

ется утверждение (1) леммы 1.4. Поэтому 
1M N   и ( ).GN C N  

Если | ( ) | 1,G   то из G  E E  следует, 

что силовская p-подгруппа P из G нормальна в G 
и получаем противоречие ( )GG N P  – -сверх-

разрешимая группа. 
Таким образом, | ( ) | 1.G   

Отметим, что p является делителем | M |. Из 
леммы 1.6 и / ( )GM G C N  следует, что 

( ) 1.pO M   Из ( ) ( ( ) )F G N F G M   заключаем, 
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что | ( ) |F G M  не делится на p. Поскольку 

( )F G  – p-группа, имеем, что ( ).N F G  Более 

того, ( ),pN F G  ввиду того, что .G  E E  

Обозначим через r наибольшее простое 
число из ( )M  и через R силовскую r-под-

группу группы M. Так как /M G N  -сверх-
разрешима, по лемме 2.2 R нормальна в холловой 
-подгруппе M   из M. Из G  E E  следует, что 

.M  E E  Поэтому M   нормальна в M, а зна-

чит, R нормальна в M ввиду характеристичности 
в .M   

Если предположить, что ,r p  то получаем 

противоречие 1 ( ) 1.pR O M    

Следовательно, .r p  Так как ( )GM N R  

и Core ( ) 1,G M   заключаем, что ( ).GM N R  

Индекс | G : M | является p-числом, поэтому R – 
силовская r-подгруппа группы G и нильпотент-
ный корадикал M N  полусубнормален в G. Отме-
тим, что 1.M N  Так как в противном случае M 
была бы нильпотентной подгруппой и в M не-
единичная силовская p-подгруппа содержалась 
бы в ( ) 1.pO M   

Из абелевости /M M   следует, что 

.M M N  Ввиду леммы 1.7 M   p-нильпотентен. 
Так как G  E E  и ( ) 1,pO M   имеем 

( ).p M   Итак, ( ).p M N  Рассмотрим воз-

можные случаи. 
1. M N  субнормален в G. Тогда существует 

цепь подгрупп  

0 1 1    .s sM M M M M G   N  
Так как 1( )p iF M   характеристична в 1,iM   за-

ключаем, что 1( )p iF M   нормальна в iM  и 

1( ) ( ),p i p iF M F M   1, , .i s   Тогда  

1( ) ( ) ( ) .p i p s pM F M F M F G N   N  

Получили противоречие 1 1.M M N    N  
2. M N  полунормален в G. Тогда в G суще-

ствует подгруппа B такая, что G M B N  и под-
группа M N  перестановочна с каждой подгруп-
пой из B. Из ( )p M N  следует, что ( )p B  и 

силовская p-подгруппа P группы G содержится в 
B. Поэтому .N B  Пусть z N  и | | .z p  Тогда 

M z N  – подгруппа группы G и  

( )M z N z M N z         N N  
нормальна в .M z N  

Предположим, что r делит | |M N  и 1M  – 

силовская r-подгруппа из .M N  Заметим, что  

1 .M R M M M  N N   
Поэтому  1( ).GM N M   Так как  1M z    –  

подгруппа в ,M z N  1M  максимальна в 1 .M z   

Из 
11 1| : ( ) | 1(mod )M zM z N M r     и r p  следу-

ет, что 1M  нормальна в 1 .M z   Отсюда 

1 1( ) .Gz M z N M M      Получили противоре-

чие 1 1.z M N     

Итак, r не делит | | .M N  Откуда следует, что 

| ( ) | 3.G   

Рассмотрим .H PR  Из ( )P N P M   

следует, что ( )H N P M R   является подгруп-

пой в G. Ввиду ( ) ( )H GN R N R  имеем, что 

( )HN R   -сверхразрешим и ( ( )) ( )H GN R N RN N  – 

{ , }p r  -подгруппа. Тогда ( ( )) 1HN R N  субнор-

мальна, а значит, полусубнормальна в H. 
Отметим, что ( ) .HN P P  Действительно, 

если бы в ( )HN P  имелась силовская r-подгруппа 

1,R  то тогда бы 1 ( )HR N P  ввиду сверхразре-

шимости ( ).HN P  Поэтому 1R  централизовала 

бы N и получалось бы противоречие  

1 ( ) .GR C N N   

Тогда ( ( )) 1HN P N  субнормальна, поэтому 

и полусубнормальна в H. По выбору G из  
| | | |G H  следует, что H сверхразрешима и 

.R H  Поэтому ( ) ( ) .K GR C N C N N    Полу-

чили противоречие 1 1.R M N                     
 

3 Заключительные замечания 
В работе найдены достаточные условия, при 

которых -разрешимая группа G, принадлежа-
щая , E E  является -сверхразрешимой, а имен-

но: силовский нормализатор -сверхразрешим и 
его нильпотентный корадикал полусубнормален 
в G для любой силовской p-подгруппы p из G, 
где p из ( ).G  Из теоремы 2.1 получаются 

новые результаты. 
Следствие 3.1. Пусть G – -разрешимая 

группа и .G  E E  Если для любого простого 

( )p G  и силовской p-подгруппы P из G 

нормализатор ( )GN P  -сверхразрешим и его 

нильпотентный корадикал субнормален в G, то 
G -сверхразрешима. 

Следствие 3.2. Пусть G – -разрешимая 
группа и .G  E E  Если для любого простого 

( )p G  и силовской p-подгруппы P из G 

нормализатор ( )GN P  -сверхразрешим и его 

нильпотентный корадикал полунормален в G, то 
G -сверхразрешима. 

Следствие 3.3. Пусть G – -разрешимая 
группа и .G  E E  Если для любого простого 

( )p G  и силовской p-подгруппы P из G 
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нормализатор ( )GN P  -сверхразрешим и его 

коммутант субнормален в G, то G -сверхраз-
решима. 

Для ( )G    теорема 2.1 включает сле-

дующие результаты. 
Следствие 3.4. Если в разрешимой группе G 

любой силовский нормализатор сверхразрешим и 
его нильпотентный корадикал полусубнормален 
в G, то G сверхразрешима. 

Следствие 3.5. Если в разрешимой группе G 
любой силовский нормализатор сверхразрешим и 
его нильпотентный корадикал субнормален в G, 
то G сверхразрешима. 

Следствие 3.6. Если в разрешимой группе G 
любой силовский нормализатор сверхразрешим и 
его нильпотентный корадикал полунормален в G, 
то G сверхразрешима. 

Следствие 3.7. Если в разрешимой группе G 
любой силовский нормализатор сверхразрешим и 
его коммутант субнормален в G, то G сверхраз-
решима. 
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< A,  > с помощью подстановки   Sk, удовлетворяющей условию l = , и n-арной операции . В качестве следствий 
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Введение 
Данная статья посвящена изучению идем-

потентов в l-арном группоиде < Ak, s, , k > спе-
циального вида с l-арной операцией s, , k, назы-
ваемой полиадической операцией специального 
вида. Основной результат будет доказан для  
l-арной группы < Ak, s, , k >. 

Определение l-арной операцией s, , k, кото-
рая определяется с помощью подстановки  
множества {1, , k} и n-арной операции  на 
декартовой степени Ak n-арного группоида 
< A,  >, можно найти в [1]. При этом на Ak вна-
чале определяется n-арная операция 1, , k, а за-
тем с помощью неё – l-арная операция s, , k. 

Можно показать (см., например, [1]), что  
l-арную операцию s, , k можно определить по-
компонентно следующим образом. Если < A,  > – 
n-арный группоид, 

n  2, s  1, l = s(n – 1) + 1, k  2,   Sk. 
xi = (xi1, , xik), i = 1, 2, , l, 

s, , k(x1  xl) = (y1, , yk), 
то для любого j  {1, , k} j-ая компонента yj 
находится по формуле 

yj = (x1jx2(j)  2( 1) ( )nn j
x  

 
1 2( 1) 1( ) (2( 1)) ( )

( n nn j n j
x x    

  (  

  ( 1)( 1)(( 1)( 1) 1) ( )
( s ns n j
x     


 

( 1)( ( 1) 1) ( )
)s ns n j

x   
  ))). 

 Если n-арная операция  ассоциативна, то 
yj = (x1jx2(j)  ( 1)( ( 1) 1) ( )

)s ns n j
x   

 = 

= (x1jx2(j)  1 ( )ll j
x 

), j = 1, , k, 

откуда для подстановки  из Sk, удовлетворяю-
щей условию l = , следует 

yj = (x1jx2(j)  2( 1) ( )ll j
x  

xlj). 

Для бинарной операции  l-арная операция 
s, , k, где l = s + 1, совпадает с (s + 1)-арной опе-
рацией [ ]s+1, , k, обозначаемой также символом 
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[ ]l, , k. Изучению этой операции посвящена книга 
[2]. Частными случаями l-арной операции [ ]l, , k,, 
соответствующими циклу  = (12  k), являются 
две полиадические операции Э. Поста [3]. Одну 
из них он определил на декартовой степени сим-
метрической группы, вторую – на декартовой 
степени полной линейной группы над полем 
комплексных чисел. 

 
1 Используемые результаты 
Согласно следующей теореме, тождествен-

ность подстановки l–1 влечёт за собой перенос 
ассоциативности с n-арной операции  на l-ар-
ную операцию s, , k,. 

Теорема 1.2 [1]. Если n-арная операция  – 
ассоциативна, подстановка  из Sk удовлетво-
ряет условию l = , то l-арная операция s, , k 
ассоциативна. 

Тождественность подстановки l–1 перено-
сит с n-арной группы < A,  > на l-арный группоид 
< Ak, s, , k > не только ассоциативность, но и 
свойство быть «полиадической группой». 

Теорема 1.3 [1]. Если < A,  > – n-арная 
группа, подстановка  удовлетворяет условию 
l = , то < Ak, s, , k > – l-арная группа. 

Согласно Э. Посту [3], последовательность 
e1 … ek(n–1), где k  1, элементов n-арной группы 
< A,  > называют её нейтральной последова-
тельностью, если 

(e1 … ek(n–1)x) = x,  (xe1 … ek(n–1)) = x 
для любого x  А. 

Критерии нейтральности последовательно-
сти элементов n-арной группы содержатся в сле-
дующем предложении. 

Предложение 1.1 [3]. Если < A,  > – n-
арная группа, k  1, e1, …, ek(n–1)  A, то следую-
щие утверждения эквивалентны: 

1) последовательность e1 … ek(n–1) – ней-
тральная; 

2) существует элемент а  A такой, что 
(e1 … ek(n–1)a) = a; 

3) существует элемент а  A такой, что 
(ae1 … ek(n–1)) = a. 

Множество всех идемпотентов полиадиче-
ского группоида < A,  > будем обозначать сим-
волом I(A, ). 

Определения и основные свойства n-арной 
группы, а также более подробную информацию о 
нейтральных и обратных последовательностях 
можно найти в книгах [4], [5]. 

 
2 Общий случай 
Легко проверяется, что для любого идемпо-

тента ε n-арного группоида < A,  > элемент 
 = ( , ,

k

   ) является идемпотентом в l-арном 

группоиде < Ak, s, , k >. Это следует и из сле-
дующего предложения. 

Предложение 2.1. Если < A,  > – n-арный 
группоид, то элемент  = (1, , k) является 
идемпотентом в l-арном группоиде < Ak, s, , k > 
тогда и только тогда, когда для любого 
j  {1, , k} выполняется условие 

(εjε(j)  2 ( )n j
  

1 2( 1) 1( ) ( )
( n nj j   

   (  

  ( 1)( 1) ( 1)( ) ( )
( )s n s nj j   
   ))) = εj.     (2.1) 

Доказательство. Если  – идемпотент в 
< Ak, s, , k >, то 

s, , k(
l

ε ε ) = , 

то есть 
s, , k( 1 1( , , ) ( , , )k k

l

       ) = (1, , k). 

Применив к последнему равенству приведённое 
во введении определение l-арной операции s, , k, 
получим равенство (2.1). 

Если теперь компоненты 1, , k опреде-
ляются равенством (2.1), то верно последнее ра-
венство, то есть  – идемпотент в < Ak, s, , k >. 
Предложение доказано. 

Следствие 2.1. Если < A,  > – n-арная по-
лугруппа, то элемент  = (1, , k) является 
идемпотентом в l-арном группоиде < Ak, s, , k > 
тогда и только тогда, когда компоненты 
1, , k удовлетворяют условиям 

(1(1) 2 1(1) (1)l 
  ) = 1, 

…                                 (2.2) 
(k(k) 2 1( ) ( )lk k 

  ) = k. 

Если в следствии 2.1 положить n = 2, то по-
лучим предложение 3.8.1 из [2]. 

Для подстановки   Sk, удовлетворяющей 
условию l = , элементы 1 ( )l j

  в (2.2) заменя-

ются элементами j. При этом l-арный группоид 
< Ak, s, , k >, согласно теореме 1.2, становится  
l-арной полугруппой. 

Следствие 2.2. Если < A,  > – n-арная по-
лугруппа, подстановка   Sk удовлетворяет 
условию l = , то элемент  = (1, , k) явля-
ется идемпотентом в l-арной полугруппе 
< Ak, s, , k > тогда и только тогда, когда компо-
ненты 1, , k удовлетворяют условиям 

(1(1) 2 2 1(1) (1)l 
   ) = 1, 

…                                   (2.3) 
(k(k) 2 2( ) ( )l kk k 

   ) = k. 

Если в следствии 2.2 положить n = 2, то по-
лучим следствие 3.8.2 из [2]. 

Применяя к следствию 2.2 теорему 1.3, по-
лучим 

Следствие 2.3. Если < A,  > – n-арная груп-
па, подстановка   Sk удовлетворяет условию 
l = , то элемент  = (1, , k) является  
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идемпотентом в l-арной группе < Ak, s, , k > то-
гда и только тогда, когда компоненты 1, , k 
удовлетворяют условиям (2.3). 

Ввиду предложения 1.1, следующие два 
следствия равносильны следствию 2.3. 

Следствие 2.4. Если < A,  > – n-арная груп-
па, подстановка   Sk удовлетворяет условию 
l = , то элемент  = (1, , k) является идем-
потентом в l-арной группе < Ak, s, , k > тогда и 
только тогда, последовательности 

1(1) 2 2(1) (1)l 
  , …, k(k) 2 2( ) ( )lk k 

   

являются нейтральными в < A,  >. 
Следствие 2.5. Если < A,  > – n-арная груп-

па, подстановка   Sk удовлетворяет условию 
l = , то элемент  = (1, , k) является идем-
потентом в l-арной группе < Ak, s, , k > тогда и 
только тогда, последовательности 

(1) 2 2(1) (1)l 
  1, …, (k) 2 2( ) ( )lk k 

  k 

являются нейтральными в < A,  >. 
Если в следствиях 2.4 и 2.5 положить n = 2, 

то получим следствие 3.8.3 из [2]. 
В качестве подстановки  в следствиях 2.2 – 

2.5 можно взять любую подстановку  из Sk, 
удовлетворяющую условию n = , так как она 
будет удовлетворять и условию 

l = s(n–1)+1 = . 
В частности, можно взять любой цикл  

длины n – 1 из Sk, если n ≤ k + 1. Например, цикл 
 = (12  n – 1). 

 
3 Основной результат 
В достаточном утверждении следствия 2.3 

число равенств в (2.3) можно уменьшить. Для 
этого нам понадобится 

Лемма 3.1. Пусть l  2, k  2,  – подста-
новка из Sk, l = , (j) = m для некоторых 
j, m  {1, , k}, a1, , ak – элементы n-арной 
группы < A,  >. Если 

(aja(j) 2 2( ) ( )l jj j
a a a 

 ) = aj,        (3.1) 

то 
(ama(m) 2 2( ) ( )l mm m

a a a 
 ) = am.    (3.2) 

Доказательство. Так как (j) = m, то 
a(j) = am, 

( )s j
a


 = 1 ( ( ))s j
a  

 = 1 ( )s m
a 

 

для любого s  2, в частности, 
aj = 1 ( )l j

a 
 = 2 ( )l m

a 
. 

Поэтому из (3.1) следует 
(ajama(m) 3 2( ) ( )

)l l jm m
a a a  

  , 

откуда 
(β(ajama(m) 3 2( ) ( )

) )l l mm m
a a a  

  = (βajam), 

где β – любая обратная последовательность в 
< A,  > для элемента aj. Из полученного равен-
ства ввиду нейтральности последовательности 
βaj следует (3.2).                                                       

Замечание 3.1 .  В качестве обратной по-
следовательности β из леммы 3.1 можно взять 

последовательность 

3

j j j

n

a a a






 при n  3 или 

обратный элемент 1
ja  для элемента aj при n = 2. 

Следствие 3.1. Пусть l  2, k  2,  – цикл 
из Sk длины k, l = , a1, , ak – элементы  
n-арной группы < A,  >. Если равенство (3.1) 
верно для некоторого j  {1, , k}, то оно верно 
для любого j  {1, , k}. 

Теорема 3.1. Пусть < A,  > – n-арная группа, 
 = (1, , k)  Ak, 

 = 1  p – разложение в произведение незави-
симых циклов, исключая циклы единичной длины, 
подстановки   Sk, удовлетворяющей условию 
l = . Тогда: 

1) если элемент  является идемпотентом 
в l-арной группе < Ak, s, , k >, то для каждой 
компоненты m, индекс которой подстановка  
оставляет неподвижным, верно равенство 

( m m

l

  ) = m,                   (3.3) 

а для каждого цикла r (r = 1, , p) верно равен-
ство 

( 2 2( ) ( ) ( )
)l

r r rr r
i i ii i  
      = 

ri
 ,     (3.4) 

где ir – любой символ, входящий в запись цикла r; 
2) если для каждой компоненты m, индекс 

которой подстановка  оставляет неподвиж-
ным, верно равенство (3.3), а для каждого цикла 
r (r = 1, , p) верно равенство (3.4), где ir – не-
который символ, входящий в запись цикла r, то 
элемент  является идемпотентом в l-арной 
группе < Ak, s, , k >. 

Доказательство. Дополним разложение из 
формулировки теоремы циклами длины 1: 

 = 1  pp+1  t, 
где p+1, , t – все циклы длины 1. Пусть 

X1, , Xp, Xp+1, , Xt 

 – -орбиты, соответствующие циклам 1, , p, 
p+1, , t, то есть 

X = X1   XpXp+1   Xt, 
XrXs = , r  s, 

где X = {1, 2, , k}. Через lr обозначим длину 
цикла r (r = 1, , t) или, что то же самое, мощ-
ность орбиты Xr. Ясно, что 

lp + 1 =  = lt = 1. 
Кроме того, положим 

Xp + 1 = {ip+1}, , Xt = {it}, 

то есть ip + 1, , it – все символы, которые под-
становка  оставляет неподвижными. 

1) Согласно следствию 2.3, компоненты 
1, , k идемпотента  удовлетворяют равенст-
вам (2.3). В этих равенствах каждому из непод-
вижных символов ip+1, , it соответствует равен-
ство (3.4) для r = p + 1, , t, которое совпадает с 
равенством 
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(
r ri i

l

 


) = 
ri

 , 

то есть верны равенства (3.3), если 
m  {ip+1, , it}. 

Для переставляемых символов равенства 
(3.4) содержатся среди равенств (2.3). 

2) Если подстановка  оставляет неподвиж-
ным индекс m компоненты m, то равенство (3.3) 
совпадает с равенством 

(εmε(m) 2 2( ) ( )l mm m 
   ) = εm. 

Пусть теперь (m) ≠ m, и пусть для опреде-
лённости символ m принадлежит -орбите Xr для 
некоторого r  {1, , p}. Если ir – некоторый 
элемент -орбиты Xr, то 

r = (ir 
12( ) ( ) ( ))rl

r r ri i i   . 

Для сокращения записей положим 
m1 = ir, 

m2 = (ir) = (m1), 
m3 = 2(ir) = (m2), 

… 

rl
m  = 1( )rl

ri
  = 1( )

rl
m  . 

По лемме 3.1 из равенства (3.4), справедли-
вого для некоторого символа m1 = ir, входящего в 
запись цикла r, следуют lr – 1 равенств для ос-
тальных символов этого цикла: 

( 2 2
2 2 22 2

( ) ( ) ( )
)lm m mm m  

      = 
2
,m  

… 
( 2 2( ) ( ) ( )

)l
l lr l rr l lr r

m m mm m  
      = ,

lr
m  

то есть равенство (3.4) верно для любого символа 
ir, входящего в запись цикла r. 

Таким образом, все компоненты 1, , k 
удовлетворяют условиям (2.3) независимо от 
того оставляет подстановка  их индексы непод-
вижными или переставляет. По следствию 2.3 
элемент  является идемпотентом в l-арной груп-
пе < Ak, s, , k >.                                                        

Замечание 3.2. Ясно, что каждому циклу r 
(r = 1, , p) длины lr  2 в (2.3) соответствует lr 
равенств. Из теоремы 3.1 следует, что в доста-
точном утверждении следствия 2.3 эти lr ра-
венств можно заменить одним равенством. Сле-
довательно, число равенств в (2.3) можно 
уменьшить на l1 +  + lp – p. Таким образом, в 
достаточном утверждении следствия 2.3 k ра-
венств в (2.3) можно заменить следующими t 
равенствами 

( 2 2
1 1 1 1

( ) ( ) ( )li i i i  
     ) = 

1i
 , 

… 
( 2 2( ) ( ) ( )l

p p p p
i i i i  
    ) = 

pi
 , 

(
1 1p pi i

l

 
 


) = 
1pi 

 , …, (
t ti i

l

 


) = 
ti

 . 

Так как цикл  из Sk длины k имеет порядок 
k, то условие l =  равносильно равенству  

l – 1 = tk для некоторого t  1. Поэтому теорема 
3.1 позволяет сформулировать 

Следствие 3.2. Пусть < A,  > – n-арная 
группа,  = (1, , k)  Ak,  – цикл длины k из Sk, 
l – 1 = tk для некоторого t  1. Тогда: 

1) если элемент  является идемпотентом 
в l-арной группе < Ak, s, , k >, то 

( )j

t

  = j                    (4.3) 

для любого j  {1, , k}, где 
α = 2 1( ) ( ) ( )kj j j j  

    ; 

2) если для некоторого j  {1, , k} верно 
(4.3), то элемент  является идемпотентом в  
l-арной группе < Ak, s, , k >. 

Следствие 3.2 можно сформулировать ина-
че, явно указав множество I(Ak, s, , k) всех идем-
потентов l-арной группы < Ak, s, , k >. 

Следствие 3.3. Пусть < A,  > – n-арная 
группа,   – цикл длины k из Sk, l – 1 = tk для не-
которого t  1. Тогда 

I(Ak, s, , k) = {(1, , k)  Ak | 
( 1 1( ) ( )( ) ( )

)k kj j j j jj j

t

   
      


 = j } 

для любого j  {1, , k}. В частности, 
I(Ak, s, , k) = {(1, , k)  Ak | 

( 1 11 (1) 1 (1) 1(1) (1)
)k k

t

   
      


 = 1 }. 

Полагая в следствии 3.3  = (1 2  k), j = 1, 
получим 

Следствие 3.4. Если < A,  > – n-арная груп-
па, k делит l – 1, то 

I(Ak, s, (12k), k) = {(1, , k)  Ak | 
( 1 2 1 2 1)k k

t

        = 1 }. 

Считая в теореме 3.1 и следствии 3.4 
< A,  > – группой (n = 2), получим в качестве 
следствий соответственно теорему 3.8.5 и след-
ствие 3.8.9 из [2]. 

Полагая в следствиях 3.3 и 3.4 k = n – 1, по-
лучим ещё два следствия. 

Следствие 3.5. Пусть < A,  > – n-арная 
группа,   – цикл длины n – 1 из Sn–1. Тогда 

I(An–1, s, , n–1) = {(1, , n–1)  An–1 | 
( 2 2( ) ( )( ) ( )

)n nj j j j jj j

s

   
      


 = j } 

для любого j  {1, , n – 1}. В частности, 
I(An–1, s, , n–1) = {(1, , n–1)  An–1 | 

( 2 21 (1) 1 (1) 1(1) (1)
)n n

s

   
      


 = 1 }. 

Следствие 3.6. Если < A,  > – n-арная груп-
па, то 

I(An–1, s, (12n–1), n–1) = {(1, ,  n–1)  An–1 | 
( 1 2 1 1 2 1 1)n n

s

         = 1 }. 
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Замечание 3.3. Теорема 3.1 и следствия из 
неё могут быть переформулированы на языке 
нейтральных последовательностей. 

 
4 Тернарный случай (n = 3) 
Сформулируем следствия из результатов, 

полученных в разделах 2 и 3, считая < A,  > тер-
нарным группоидом. 

Предложению 2.1 и следствиям 2.1–2.5 со-
ответствуют следующие следствия. 

Следствие 4.1. Если < A,  > – тернарный 
группоид, то элемент  = (1, , k) является 
идемпотентом в (2s + 1)-арном группоиде 
< Ak, s, , k > тогда и только тогда, когда для 
любого j  {1, , k} выполняется условие 

(εjε(j) 2 3( ) ( )
(

j j 
   (  

 2( 1) 2 1 2( ) ( ) ( )
( )s s sj j j   
    ))) = εj. 

Следствие 4.2. Если < A,  > – тернарная 
полугруппа, то элемент  = (1, , k) является 
идемпотентом в (2s + 1)-арном группоиде 
< Ak, s, , k > тогда и только тогда, когда компо-
ненты 1, , k удовлетворяют условиям 

(1(1) 2 2(1) (1)s 
  ) = 1, 

… 
(k(k) 2 2( ) ( )sk k 

  ) = k. 

Следствие 4.3. Если < A,  > – тернарная 
полугруппа, подстановка   Sk удовлетворяет 
условию 2s+1 = , то элемент  = (1, , k) явля-
ется идемпотентом в (2s + 1)-арной полугруппе 
< Ak, s, , k > тогда и только тогда, когда компо-
ненты 1, , k удовлетворяют условиям 

(1(1) 2 2 1 1(1) (1)s 
   ) = 1, 

… 
(k(k) 2 2 1( ) ( )s kk k 

   ) = k. 

Следствие 4.4. Если < A,  > – тернарная 
группа, подстановка   Sk удовлетворяет усло-
вию 2s+1 = , то элемент  = (1, , k) является 
идемпотентом в (2s + 1)-арной группе < Ak, s, , k > 
тогда и только тогда, когда компоненты 
1, , k удовлетворяют равенствам из следст-
вия 4.3. 

Следствие 4.5. Если < A,  > – тернарная 
группа, подстановка   Sk удовлетворяет усло-
вию 2s+1 = , то элемент  = (1, , k) является 
идемпотентом в (2s + 1)-арной группе < Ak, s, , k > 
тогда и только тогда, последовательности 

1(1) 2 2 1(1) (1)s 
  , …, k(k) 2 2 1( ) ( )sk k 

   

являются нейтральными в < A,  >. 
Следствие 4.6. Если < A,  > – тернарная 

группа, подстановка   Sk удовлетворяет усло-
вию 2s+1 = , то элемент  = (1, , k) является 
идемпотентом в (2s + 1)-арной группе < Ak, s, , k > 
тогда и только тогда, последовательности 

(1) 2 2 1(1) (1)s 
  1, …, (k) 2 2 1( ) ( )sk k 

  k 

являются нейтральными в < A,  >. 
Теореме 3.1 соответствует следующее 

 Следствие 4.7. Пусть < A,  > – тернарная 
группа,  = (1, , k)  Ak,  = 1  p – разло-
жение в произведение независимых циклов, ис-
ключая циклы единичной длины, подстановки 
  Sk, удовлетворяющей условию 2s+1 = .  
Тогда: 

1) если элемент  является идемпотентом 
в (2s + 1)-арной группе < Ak, s, , k >, то для каж-
дой компоненты m, индекс которой подстанов-
ка  оставляет неподвижным, верно равенство 

(
2 1

m m

s

  ) = m,                   (4.1) 

а для каждого цикла r (r = 1, , p) верно равен-
ство 

( 2 2 1( ) ( ) ( )
)s

r r rr r
i i ii i  
      = 

ri
 ,     (4.2) 

где ir – любой символ, входящий в запись цикла r; 
2) если для каждой компоненты m, индекс 

которой подстановка  оставляет неподвиж-
ным, верно равенство (4.1), а для каждого цикла 
r (r = 1, , p) верно равенство (4.2), где ir – не-
который символ, входящий в запись цикла r, то 
элемент  является идемпотентом в (2s + 1)-ар-
ной группе < Ak, s, , k >. 

Cледствию 3.6 соответствует следующее 
Следствие 4.8. Если < A,  > – тернарная 

группа, то  
I(A2, s, (12), 2) =  

=  (1, 2)  A2 | ( 1 2 1 2 1)
s

      = { 1 }. 
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Введение 
Дифференциальное уравнение вида 

 ( ) ( 1)( ) , , ,...,n nw z R z w w w            (0.1) 

можно рассматривать на комплексной плоскости 
и на вещественной прямой. Пусть решение ( )w z  

задачи Коши на комплексной плоскости с на-
чальными данными в точке вещественной пря-
мой является однозначной аналитической функ-
цией, имеющей особенности на вещественной 
прямой. Если рассмотреть это же уравнение на 
вещественной прямой, то решение задачи Коши 
определено только на части прямой, так как не 
продолжается через особенность. Но функция 

( )w z  однозначно определена и на других частях 

прямой и тем самым на прямой определена 
функция, которую будем называть формальным 
решением задачи Коши. 

Как известно, если функция имеет особен-
ность, то ей соответствует семейство обобщен-
ных функций (распределений) [1], которые более 
детально описывают состояние соответствующей 
физической системы. Поэтому возникает вопрос: 
какие из распределений, соответствующих фор-
мальному решению, можно считать обобщенны-
ми решениями уравнения? Непосредственно 
подставить обобщенные функции в уравнение 
нельзя, так как при подстановке возникают про-
изведения обобщенных функций, которые не 
определены в классической теории, и рассматри-
ваемый вопрос связан с проблемой умножения 
обобщенных функций [2]–[6]. 

Получение ответа на этот вопрос требует 
детального анализа, использующего явное опи-
сание обобщенных функций, соответствующих 
решению. Поэтому ниже рассмотрены конкретные 
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уравнения, для которых формальные решения 
описываются в явном виде. 

Одним из наиболее изученных классов 
дифференциальных уравнений является класс 
уравнений со свойством Пенлеве. Особая точка 
решения дифференциального уравнения (0.1) 
называется подвижной, если её положение на 
комплексной плоскости зависит от начальных 
условий. Говорят, что уравнение (0.1) обладает 
свойством Пенлеве, если все подвижные особые 
точки решений являются полюсами [7]. Одним 
из способов построения дифференциальных ура-
внений со свойством Пенлеве является воздейст-
вие специальными операторами на известные 
уравнения, уже обладающие свойством Пенлеве. 

Наиболее простыми для дальнейшего ис-
следования являются рациональные решения. 
Выделение таких решений фигурирует во мно-
гих работах, например в [8], [9]. В частности, 
такие решения могут быть построены для урав-
нений из иерархии Риккати. 
 

1 Второе уравнение иерархии Риккати. 
Формальные решения 

Известно, что уравнение первого порядка 
имеет свойство Пенлеве, если и только если оно 
является уравнением Риккати, т. е. имеет вид 

2( ) ( ) ( ) ( ).w z a z w b z w c z     

В работе [10] была построена иерархия уравне-
ний со свойством Пенлеве, порожденная уравне-
нием Риккати  

2( ) ( ) 0.w z w z     

Это уравнения вида 
0, 1,2,3,...,n

RD w n   

где RD  есть преобразование дифференциальных 

выражений, действующие по формуле 

, , \{0}.R

d
D w z

dz
       

При 1n   получаем уравнение 
2( ) ( ) 0.w z w z     

Применяя преобразование ,RD  получаем второе 

уравнение из иерархии Риккати 
2 3( ) ( ) 3 ( ) ( ) 0,w z w z w z w z             (1.1) 

которое и будет предметом исследования в дан-
ной работе. 

Лемма 1.1. Решение задачи Коши для урав-
нения (1.1) с условиями 0 1 0 2( ) , ( ) ,w z C w z C   

где 1 2, ,C C   причем 1C  и 2C  одновременно не 

равны нулю, является рациональной функцией и 
имеет следующий вид: 

1) если 2 2
2 1 2 1

1
, ,

2
C C C C      то 

1 1 1
( ) ,w z

z a z b
      

               (1.2) 

где 

2 2
2 11

0 2 2 2
1 2 1 2

2 2
2 11

0 2 2 2
1 2 1 2

2
,

2
,

C CC
a z

C C C C

C CC
b z

C C C C

   
  

    

   
  

    

 

а знаком  обозначена одна из ветвей дву-

значной функции; 
2) если 2

2 1 ,C C   то 

0
1

1 1
( ) ,   ;

( )
w z где a z

z a C
  
  

        (1.3) 

3) если 2
2 1

1
,

2
C C    то 

0
1

2 2
( ) ,   .

( )
w z где a z

z a C
  
  

       (1.4) 

Доказательство. Как показано в [10], урав-
нению (1.1) удовлетворяет формальный ряд вида 

2
0 0

2 3 2 3 4 3
0 0

1
( ) ( )

( )

( ) ( ) ... ,

w z h h z a
z a

h z a h z a

     
 

     
       (1.5) 

где 0h  – произвольная постоянная. Ряд в (1.5) 

сходится в области 
0

1
| | , ,

| |
z a

h
    


 и его 

сумма может быть найдена в явном виде. Поэто-
му (1.5) задает функцию 

0

0

1
( ) ,

( ) 1 ( )

h
w z

z a h z a
 
    

          (1.6) 

которая ввиду аналитичности является решением 

на всей плоскости, кроме точек a и 
0

1
,a

h



 яв-

ляющихся полюсами. Семейство решений (1.6) 
зависит от двух параметров и эти решения явля-
ются рациональными функциями. Если 0z a  и 

0
0

1
,z a

h
 


 то решение однозначно определя-

ется по условиям Коши. Связь между полюсами 
и начальными условиями 0 1 0 2( ) , ( )w z C w z C   

описывается следующим образом. 

1. Пусть 2 2
2 1 2 1

1
, .

2
C C C C      Используя 

формулу (1.6), получим 
2 2

1 2
0 2 2

2 1

2 2
2 11

0 2 2 2
1 2 1 2

,
2 2

2
.

C C
h

C C

C CC
a z

C C C C

  
 

    

   
  

    

 

Поэтому решение имеет вид 
1 1 1

( ) ,w z
z a z b

      
 

где 
2 2

2 11
0 2 2 2

1 2 1 2

2
.

C CC
b z

C C C C
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2. Пусть 2
2 1 .C C   В этом случае 

0 0,h b    и решение имеет следующий вид 

0
1

1 1
( ) ,  где .

( )
w z a z

z a C
  
  

 

3. Пусть 2
2 1

1
.

2
C C    Тогда решение не 

представляется в виде (1.5), но может быть зада-
но формулой (1.2) при a b  

0
1

0
1

2 2 2
( ) ,  где .

2 ( )( )
w z a z

z a Cz z
C

   
    

 

Это решение соответствует 0 .h    

Таким образом, решение задачи Коши пред-
ставляется в одном из трех видов: (1.2), (1.3) или 
(1.4), и оно однозначно задается своими полюса-
ми, при этом особый вид решение имеет, если 
b    или если .a b                                                         

Далее будем рассматривать задачу Коши 
для уравнения (1.1) с начальными условиями в 
точке 0x   и вещественными 1 2, .C C  Из леммы 

1.1 следует, что формальные решения могут 
быть разных видов, в зависимости от вида точек 
a и b. Если точки a и b не лежат на вещественной 
оси, то формальное решение является гладким на 
прямой, такое решение будем называть регуляр-
ным, а в противном случае – сингулярным. Будем 
говорить, что это сингулярное решение общего 
положения, когда оно имеет на прямой два раз-
личных полюса. Возможны два вырожденных 
случая. Таким образом, имеем следующий вид 
формальных решений. 

 Регулярный случай имеем, если 2
1 2

2
.C C 


 

Тогда полюса a и b не лежат на вещественной 
оси. Решение задачи Коши является гладкой 
функцией и имеет вид 

1 1 1
( ) ,w x

x a x b
      

 

где 
2 2

2 11
0 2 2 2

1 2 1 2

2 2
2 11

0 2 2 2
1 2 1 2

2
,

2

C CC
a x i

C C C C

C CC
b x i

C C C C

  
  

    

  
  

    

 

есть комплексно-сопряженные числа. Функцию 
( )w x  можно переписать в виде 

2 2

1 2( )
( ) ,

( )

x p
w x

x p q



  

               (1.7) 

где 
2

21 2 1
0 2 2 2

1 2 1 2

2
, 0.

( )

C C C
p x q

C C C C

 
   

    
 

Решение (1.7) является вещественно-
значной гладкой функцией и совпадает с обоб-
щенным решением. 

Сингулярный случай общего положения 

имеем, если 2
1 2

2
C C 


 и 2

2 1 .C C   Точки a и 

b вещественные и различные, делят прямую на 
три части. Тогда на вещественной оси решение 
задачи Коши однозначно определено только на 
одной из этих трех частей, содержащей точку 0.x  

Но аналитическая функция ( )w z  задает на всей 

прямой однозначно определенное по условию 
Коши формальное решение 

1 1 1
( ) ,w x

x a x b
      

              (1.8) 

где 
2 2

2 11
0 2 2 2

1 2 1 2

2 2
2 11

0 2 2 2
1 2 1 2

2
,

2
.

C CC
a x

C C C C

C CC
b x

C C C C

   
  

    

   
  

    

     (1.9) 

Сингулярный случай бесконечно удаленного 
полюса имеем, если 2

2 1 .C C   В этом случае 

одна из величин a или b обращается в бесконеч-

ность, далее считаем, что ,b    а 0
1

1
.a x

C
 


 

На всей вещественной оси однозначно определе-
но вещественно-значное формальное решение 
задачи Коши 

0
1

1 1
( ) ,  где ,

( )
w x a x

x a C
  
  

     (1.10) 

имеющее особенность в точке a. 
Сингулярный случай совпадения полюсов 

имеем, если 2
2 1

1
.

2
C C    Точки a и b совпадают 

на вещественной прямой. Формальное решение 
имеет следующий вид 

0
1

2 2
( ) ,  где .

( )
w x a x

x a C
  
  

      (1.11) 

 
2 Обобщенные решения 
Если функция на прямой имеет полюса, то 

ей соответствует не одна, а некоторое семейство 
обобщенных функций [1]. 

В частности, сингулярное решение общего 
положения (1.8) имеет два полюса и ему соответ-
ствует двухпараметрическое семейство распре-
делений 

1 2,

1 2

1 1 1 1

1 1
,

M M

a b

U P P
x a x b

M M

              

   
 

     (2.1) 

зависящее от двух произвольных постоянных 

1 2, .M M  Здесь  ,      – дельта-функция 

Дирака, 
1

P
x

 
 
 

 – обобщенная функция, заданная 
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с помощью интеграла в смысле главного значе-
ния по Коши 

 1 1
, v.p. .P x dx

x x
     
    

Распределения (2.1) являются кандидатами на 
обобщенное решение. 
 Решение (1.10) имеет один полюс и ему со-
ответствует однопараметрическое семейство 
обобщенных функций вида 

1 1 1
,M aU P M

x a
       

            (2.2) 

где M – произвольная постоянная. 
Формальное решение (1.11) имеет один по-

люс и ему соответствуют распределения 
2 1 2

.aP M
x a

       
                 (2.3) 

Как уже отмечалось, распределения (2.1)–
(2.3) нельзя подставить в уравнение, хотя бы по-
тому, что куб таких распределений не определен 
в классической теории обобщенных функций. 
Поэтому требуется выяснить, какие из распреде-
лений (2.1)–(2.3) и в каком смысле можно счи-
тать решениями уравнения (1.1) на прямой. 

Вопросу определения понятия обобщенного 
решения посвящена обширная литература, на-
пример [11], [12]. Общая идея введения обоб-
щенных решений основана на построении вспо-
могательных семейств функций, причем способ 
построения таков, что если существует предел 
такого семейства, то его естественно считать 
обобщенным решением. Часто используется 
подход, при котором обобщенные коэффициенты 
заменяются на их аппроксимации семействами 
гладких функций, зависящими от малого пара-
метра .  Тогда семейство аппроксимирующих 
уравнений имеет решения, которые являются 
гладкими функциями, а обобщенным решением 
исходного уравнения называется предел реше-
ний аппроксимирующих уравнений в смысле 
сходимости в ( ).D   Такой подход использовал-

ся, например, в работах [13]–[15]. Было обнару-
жено, что обобщенные решения не всегда суще-
ствуют даже для простейших линейных уравне-
ний первого порядка с обобщенными коэффици-
ентами. 

Уравнение на прямой 
2 3( ) ( ) 3 ( ) ( ) 0,u x u x u x u x              (2.4) 

соответствующее уравнению (1.1), не содержит 
обобщенных коэффициентов. Поэтому для урав-
нения (2.4) нужны другие способы построения 
аппроксимаций. Наиболее естественный из них 
связан с выходом в комплексную плоскость. Он 
основан на том, что формальные решения задачи 
Коши с невещественными начальными условия-
ми являются гладкими функциями и ими можно 
аппроксимировать формальное решение уравне-
ния (2.4), имеющие особенности на прямой. 

Пусть 1 2( ), ( ) ,C C    1 1 2 2( ) , ( )C C C C     

при 0,   и решения ( )w x  задачи Коши для 

уравнения (1.1) с условиями 

0 1 0 2( ) ( ), ( ) ( )w x C w x C      
не имеет особенностей на вещественной оси. 

Определение 2.1. Распределение W будем 
называть обобщенным решением задачи Коши 
для уравнения (2.4) с условиями 0 1( ) ,u x C  

0 2( )u x C   при заданном способе аппроксима-

ции начальных условий, если ( )w x  сходятся 

при 0   к W  в смысле сходимости в про-
странстве ( ).D   

Исследуем сходимость семейства ( )w x  в 

зависимости от способа приближения 1( )C   к 

1,C  2 ( )C   к 2 .C  Для разных видов формальных 

решений получаем разные результаты. 
Сингулярные решения общего положения. 

Пусть ( )w x  – сингулярное решение общего по-

ложения, имеющее имеет вид (1.8), где точки a и 
b вещественные и имеют вид (1.9). 

Теорема 2.1. Если 2 2
1 2 2 1

2
, ,C C C C   


 

то решения задачи Коши для уравнения (1.1), 
удовлетворяющие невещественным начальным 
условиям 0 1 0 2( ) ( ), ( ) ( ),w x C w x C      где 

1 1( ) ,C C   2 2( )C C   при 0,   при доста-

точно малых   задаются формулой 

1 1 1
( ) ,w x

x a x b
 

 
     

           (2.5) 

в которой  

1
0 2

1 2

1
0 2

1 2

2
2 2 1

2 2
1 2

( )
,

( ) ( )

( )
,

( ) ( )

2 ( ) ( )
.

( ( ) ( ))

C
a x q

C C

C
b x q

C C

C C
q

C C

 

 




  

   


  
   

   
 

    

         (2.6) 

Полюса ,a b   не лежат на вещественной прямой и 

,a a b b    при 0,   а семейство ( )w x  по-

чти всюду сходится к формальному решению (1.8). 
В пространстве ( )D   семейство ( )w x  

сходится тогда и только тогда, когда знаки 
Im ( )a   и Im ( )b   постоянны при достаточно 

малых   и, в зависимости от этих знаков, пре-
делом является одно из четырех распределений 

, 1 1 1 1

1 1
.a b

W P P
x a x b

i i

                

     
 

     (2.7) 

Доказательство. Согласно лемме 1.1, ре-
шения задачи Коши для уравнения (1.1) имеют 
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вид (2.5). То, что ,a a b b    при 0,   по-

лучаем непосредственно из (2.6), откуда следует 
и сходимость почти всюду. 

Поскольку функция ( )w x  представляется в 

виде суммы двух функций, достаточно прове-
рить сходимость в пространстве распределений 
каждого слагаемого. Первое слагаемое есть 

1 1
( ) .av x

x a



 

 Наиболее простой случай име-

ем, если ,a a i     т. е. a  приближается к a 

сверху по вертикали. Тогда получаем семейство 

2 2 2 2

1 1
( )

1 1
,

( ) ( )

av x
x a i

x a
i

x a x a



  
   

 
 
      

     (2.8) 

сходимость которого хорошо известна. А имен-
но, семейство гладких функций 

2 2( )

x a

x a


  

 

сходится в пространстве распределений к 
1

,P
x a

 
  

 а семейство  

2 2( )x a


  

 

сходится к .  Поэтому семейство (2.8) сходится 
к распределению 

1 1 1
.aV P i

x a
         

 

При a a i     получаем другое семейство 

функций 

2 2 2 2

1 1
( ) ,

( ) ( )a

x a
v x i

x a x a

  
 
      

 

которое почти всюду сходится к той же функции 
1 1

,
x a 

 а в пространстве ( )D   сходится к дру-

гому распределению, а именно к  
1 1 1

.aV P i
x a

         
 

Но возможны и другие способы приближе-
ния a  к a, для которых также следует исследо-

вать сходимость. Любое приближение имеет вид  

1 2( ) ( ),a a h ih       
где 1 2( ) 0, ( ) 0h h     при 0.   Без ограни-

чения общности можно считать, что 2 ( ) .h     

Пусть 2 ( ) ,h     случай 2 ( )h     исследуется 

аналогично. Имеем 

1
2 2 2 2

1 1

1
( )

( )

( )1 1
.

[ ( )] [ ( )]

av x
x a

x a h
i

x a h x a h




 
 

   
 
          

(2.9) 

Выражение (2.8) получается из выражения 
(2.9) при 1( ) 0.h    Покажем, что семейства (2.8) 

и (2.9) имеют одинаковые пределы. Разность 
этих семейств почти всюду сходится к нулю. 
Если 1( )h   мало по сравнению с ,  то для разно-

сти этих семейств можно получить оценки, по-
зволяющие перейти к пределу под знаком инте-
грала, откуда следует совпадение пределов в 
пространстве распределений. Но величина 1( )h   

может стремиться к нулю сколь угодно медленно 
по сравнению с   и может быть существенно 
большей, чем .  Тогда для разности семейств 
(2.8) и (2.9) нет интегрируемой мажоранты и до-
казательство сходимость требует дополнитель-
ного исследования. Геометрический смысл такой 
сходимости заключается в том, что полюса a  при-

ближаются к точке a, касаясь действительной оси. 
Для упрощения обозначений будем считать, 

что 0, 1a     и 

1
2 2 2 2

1 1

1
( )

( )
.

[ ( )] [ ( )]

av x
x a

x h
i

x h x h




 


  
 

       

  (2.10) 

 Если носитель функции ( )D   принадлежит 

промежутку [ 1, 1],R R    то распределение 

1
P

x
 
 
 

 может быть задано выражением  

| |

1 ( ) (0)
, .

x R

x
P dx

x x

     
    

Отметим, что при 0h    

1 1
, , .P P

x h x
           

 

Рассмотрим вещественные части функций 
(2.10) как распределения, т. е. исследуем семей-
ство функционалов  

1
1 2 2

1

( )
( , ) : ( ) .

[ ( )]

x h
I x dx

x h

 
   

     

Так как 
1

1

( )

1
2 2

1( )

( )
0,

[ ( )]

R h

R h

x h
dx

x h

 

  

 


     

то 
1

1

( )

1 1
1 2 2

1( )

[ ( ) ( ( ))][ ( )]
( , ) .

[ ( )]

R h

R h

x h x h
I dx

x h

 

  

    
  

     

Преобразуем последнее выражение  
1

1

( )

1
1

1( )

( ) ( ( ))
( , )

( )

R h

R h

x h
I dx

x h

 

  

  
   

   

 
1

1

( )

1

( )

1
2 2

11

( ) ( ( ))

( ) 1

( )[ ( )]

R h

R h

x h

x h
dx

x hx h
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1

1 1 1
,  , ,

( )
P P P

x x h x

                       
 

 
1

1

( )

1

( )

2

2 2
1 1

( ) ( ( ))

.
{[ ( )] }[ ( )]

R h

R h

x h

dx
x h x h

 

  

    




     


 

Здесь второе слагаемое стремится к нулю. Оче-
видно, что в последнем интеграле подынтеграль-
ные выражения почти всюду сходится к нулю 
при 0.   В общем случае из этого не следует 
сходимость к нулю интегралов. Но здесь имеют-
ся оценки 

                           

2

2 2
1

1,
[ ( )]x h




     

1

1

( ) ( ( ))
,

( )

x h
const

x h

  


 
 

ввиду которых подынтегральные выражения ог-
раничены одной постоянной и, согласно теореме 
Лебега, эти интегралы сходятся к нулю. Таким 
образом,  

1

1
 ( , ) , .I P

x
     
 

 

Аналогично проверяется, что мнимая часть  

2 2
1

( )
[ ( )]

x dx
x h




     

сходится к (0).  Следовательно, если 

Im ( ) 0a    для достаточно малых ,  то пределом 

1 1

x a 
 является распределение 

1 1 1
;aP i

x a
        

 

если Im ( ) 0a    для достаточно малых ,  то 

пределом является распределение 
1 1 1

.aP i
x a

        
 

Второе слагаемое 
1 1

x b 
 имеет такой же 

вид, что и слагаемое 
1 1

,
x a 

 поэтому сходится 

в пространстве обобщенных функций к одному 
из двух распределений вида 

1 1 1
.bP i

x b
        

 

Таким образом, 
1 1 1 1

( )w x
x a x b

 

 
   

 

сходится в пространстве ( )D   к одному из че-

тырех распределений (2.7). 

Конкретный вид предела зависит от распо-
ложения полюсов аппроксимирующих решений 

( ).w x                                                                         

Согласно доказанному, среди распределе-
ний (2.1), соответствующих формальному реше-
нию, обобщенными решениями являются только 
те, у которых 1 2, ,M i M i       причем знаки 

зависят от того, в верхней или в нижней полу-
плоскости расположены полюса аппроксими-
рующего решения. Условия на поведение полю-
сов можно переписать в терминах поведения 
комплексных начальных условий, но такая за-
пись будет более громоздкой. 

Таким образом, в случае сингулярных ре-
шений общего положения существуют четыре 
различных обобщенных решения задачи Коши. 

Сингулярный случай бесконечно удаленного 
полюса. Формальное решение имеет вид (1.10), 
где точка a вещественная. 

Теорема 2.2. Если 2
2 1 ,C C   то решения 

( )w x  задачи Коши для уравнения (1.1), удовле-

творяющие начальным условиям 

0 1 0 2( ) ( ), ( ) ( ),w x C w x C      
где 1 1 2 2( ) , ( )C C C C     при 0,   могут 

быть двух видов. 
I. Если 2

2 1( ) ( ),C C     то ( )w x  есть се-

мейство (2.5), где ,a a b    при 0;   

II. Если 2
2 1( ) ( ),C C     то 

0
1

1 1
( ) ,   .

( ) ( )
w x где a x a

x a C 


   
   

 

Семейство ( )w x  почти всюду сходится к 

формальному решению (1.10), а в пространстве 
( )D   сходимость ( )w x  зависит от поведения 

полюсов и возможна только в двух случаях: 
1) если Im ( ) 0a    для достаточно малых 

,  то обобщенным решением является распре-
деление 

1 1 1
;aW P i

x a
         

 

2) если Im ( ) 0a    для достаточно малых 

,  то обобщенным решением является распре-
деление 

1 1 1
,aW P i

x a
         

 

где 0
1

1
.a x

C
 


 

Доказательство. Пусть 2
2 1( ) ( ).C C     

Тогда решения задачи Коши имеют вид (2.5), где 
полюса a  и b  заданы с помощью (2.6). Ввиду 

равенства 2
2 1 ,C C   один из этих полюсов 

стремится к бесконечности, а второй имеет ко-
нечный предел. Будем считать, что ,b    
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тогда 0
1

1
.a a x

C   


 Так как b    при 

0,   семейство 
1

x b
 сходится к нулю и то-

чечно, и в пространстве распределений, откуда 
следует, что предел семейства ( )w x  совпадает с 

пределом семейства 
1

.
( )x a 

 

Если  
2

2 1( ) ( ),C C     
то решения задачи Коши для уравнения (1.1) 
есть 

0
1

1 1
( ) ,  где .

( ) ( )
w x a x

x a C 


  
   

 (2.11) 

Семейство (2.11) точечно сходится к формаль-
ному решению (1.10). Полюс a  при 0   схо-

дится к точке a – полюсу формального решения 
(1.10). Очевидно и обратное: если дан полюс ,a  

то 1( )C   однозначно определяется по формуле 

1
0

1
( ) .

( )
C

x a

 
 

 Таким образом, условие, что 

1 1( )C C   эквивалентно тому, полюс a  стре-

мится к a – полюсу формального решения. 
Условия сходимости и пределы в простран-

стве распределений семейства 
1

( )x a 
 описаны 

в теореме 2.1, откуда получам требуемое.            
Таким образом, в рассматриваемом случае 

среди распределений (2.2), соответствующих 
формальному решению, обобщенными реше-
ниями являются только те, у которых ,M i    и 
существует только два обобщенных решения 
задачи Коши. 

Сингулярный случай совпадения полюсов.  
В этом случае w(x) имеет вид (1.11), где точка a 
вещественная. Этот случай является вырожден-
ным случаем сингулярного решения общего по-
ложения при a = b. 

Теорема 2.3. Если 2
2 1

1
,

2
C C    то решения 

( )w x  задачи Коши для уравнения (1.1), удовле-

творяющие начальным условиям 

0 1 0 2( ) ( ), ( ) ( ),w x C w x C      
где 1 1 2 2( ) , ( )C C C C     при 0,   имеют 

вид (2.5), где ,a a b a    при 0.   В част-

ности, если 2
2 1

1
( ) ( ),

2
C C      то a b   и 

0
1

2 2
( ) ,   .

( ) ( )
w x где a x a

x a C 


   
   

 

В пространстве ( )D   семейство ( )w x  

сходится в одном из следующих случаев: 

1) если Im ( ) 0, Im ( ) 0a b     для доста-

точно малых ,  то обобщенным решением явля-
ется распределение 

2 1 2
;aW P i

x a
         

 

2) если Im ( ) 0, Im ( ) 0a b     для доста-

точно малых ,  то обобщенным решением явля-
ется распределение 

2 1 2
;aW P i

x a
         

 

3) если Im ( ) Im ( ) 0,a b     для достаточно 

малых ,  то обобщенным решением является 
распределение 

2 1
,W P

x a
     

 где 0
1

2
.a x

C
 


 

Доказательство теоремы 2.3 повторяет рас-
суждения из доказательства теоремы 2.1. 

В рассматриваемом случае среди распреде-
лений (2.3), соответствующих формальному ре-
шению, существуют три различных обобщенных 
решения задачи Коши, а именно те, у которых 
M i    или 0.M   
 

Заключение 
Обобщенные решения задачи Коши для 

второго уравнения иерархии Риккати строятся 
как пределы комплексно-значных функций, яв-
ляющихся решениями задачи Коши с комплекс-
ными начальными условиями. Общее количество 
обобщенных решений зависит от начальных ус-
ловий задачи Коши и таких решений может быть 
одно, два, три или четыре. При этом, если огра-
ничиться рассмотрением аппроксимаций фор-
мального решения вещественными гладкими 
решениями, то обобщенное решение существует 

только при условии 2
2 1

1
,

2
C C    такое решение 

единственно и есть  
2 1

.W P
x a
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Аннотация. Для каждого непустого класса Фиттинга F  Локетт определил наименьший класс Фиттинга ,F  содер-

жащий ,F  такой, что ( )G H G H    
F F F

 для всех групп G и H, и класс Фиттинга F  как пересечение всех непустых 

классов Фиттинга ,X  для которых . X F  Парой Локетта непустых классов Фиттинга F  и H  называют такую  

упорядоченную пару ( , ),F H  для которой справедливо равенство ( .)   F H F H  Если F H  и F  – класс Локетта, 

то F  удовлетворяет гипотезе Локетта в H.  В настоящей работе в универсуме S  всех конечных разрешимых групп 

описаны методы построения пар Локетта для случая, когда F  обобщенно локальный класс Фиттинга, и, в частности, 

для F  подтверждена гипотеза Локетта. 
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which . X F  Lockett pair of nonempty Fitting classes F  and H  is an ordered pair ( , )F H  such that ( .)   F H F H  If 

F H  and F  is a Lockett class, then F  is said to satisfy Lockett conjecture in .H  In the present paper, in the universe S  of 
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Введение 
Все рассматриваемые в работе группы 

предполагаются конечными и разрешимыми. В 
терминологии и обозначениях мы следуем [1]. 
Классом групп называют всякую совокупность 
групп, содержащую вместе с каждой своей груп-
пой G и все группы изоморфные G. Класс групп 
F  называется классом Фиттинга, если F  замк-
нут относительно взятия нормальных подгрупп и 
произведений нормальных F -подгрупп. Если  
F  – непустой класс Фиттинга, то в любой группе 
G существует наибольшая нормальная F -под-
группа, которую называют F -радикалом G и 

обозначают .GF  

В теории конечных разрешимых групп мно-
гие известные результаты посвящены исследова-
нию структуры классов Фиттинга и канониче-
ских подгрупп при помощи операторов «*» и «*», 
которые были определены Локеттом [2]. Напом-
ним, что для каждого непустого класса Фиттинга 
F  оператор «*» сопоставляет наименьший класс 

Фиттинга ,F  содержащий F  такой, что 

( )G H G H    
F F F

 для всех групп G и H и 

оператор «*», сопоставляющий F  класс Фиттин-

га {  F X  – непустой класс Фиттинга и 

}. X F  Если , F F  то F  называется клас-

сом Локетта. 

МАТЕМАТИКА
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Возможность применения операторов Ло-
кетта для изучения строения классов Фиттинга в 
терминах радикалов обусловлена следующими 
обстоятельствами. Во-первых, семейство классов 
Локетта обширно, поскольку любой класс Фит-
тинга, замкнутый относительно гомоморфных 
образов или относительно подпрямых произве-
дений, и любой класс Фишера [1, теорема X.1.25] 
являются классами Локетта. Во-вторых, Локет-
том [2] была сформулирована следующая про-
блема, известная в теории классов групп под на-
званием 
 Гипотеза Локетта [2, проблема стр. 135]. 
Верно ли, что для каждого класса Фиттинга F  

существует нормальный класс Фиттинга X  

такой, что  F F X ? 
Напомним, что непустой класс Фиттинга F  

называется нормальным, если для любой группы 
G ее F -радикал является максимальной из под-
групп G, принадлежащих .F  

Класс F  называют наследсвенным, если F  
замкнут относительно взятия подгрупп. Брайс и 
Косси [3] доказали справедливость гипотезы Ло-
кетта для всех локальных наследственных клас-
сов Фиттинга и установили, что любой класс 
Фиттинга F  удовлетворяет гипотезе Локетта 

тогда и только тогда, когда ,
  F F S  где S  – 

наименьший нормальный класс Фиттинга. 
Развитие и обобщение указанных результа-

тов [3, раздел 5] привело к определению понятия 
пары Локетта. 

Упорядоченная пара ( ,F )H  классов Фит-

тинга F  и H  называется парой Локетта или 
просто L-парой, если справедливо равенство  

( ) .   F H F H  

Заметим что, если F  – класс Локетта, 

F H  и ( , )F H  – L-пара, то F  удовлетворяет 

обобщенной гипотезе Локетта, т. е. гипотезе Ло-
кетта в .H  В частности, если H  – класс всех раз-

решимых групп, т. е. ,H S  и ( , )F H  – L-пара, 

то F  удовлетворяет гипотезе Локетта. 
 Брайсом и Косси [3], [1, теорема X.6.12] 
было установлено, что если F  и H  – локальные 

наследственные классы Фиттинга, то ( ,F )H  –  

L-пара. Построению L-пар для случая, когда F  –

локальный класс вида XN  или  XS S  (X  – 

произвольный непустой класс Фиттинга) и H  – 
класс Фиттинга, замкнутый относительно  
F -инъекторов специального вида, была посвя-
щена работа Бейдлемана и Хаука [4], [1, теоремы 
X.6.8 и X.6.11]. Кроме того, Бризоном [5] было 
доказано, что классы Фиттинга F  и H  образуют 
L-пару и F  удовлетворяет гипотезе Локетта в ,H  
если F  – локальный класс Фиттинга всех  
 -групп и H  – класс Фиттинга, замкнутый  

относительно холловых  -подгрупп. Дёрком и 
Хоуксом [1] было показано, что ( , )F H  является 

L-парой в случае, когда F  либо локальный на-
следственный класс Фиттинга, либо класс Фит-
тинга, определяемый локально функцией, все 
значения которой постоянны, и H  – локальный 
наследственный класс Фиттинга. Прогресс в 
данном направлении исследований был достиг-
нут в работе Н.Т. Воробьева [6], где была под-
тверждена гипотеза Локетта для произвольного 
локального класса Фиттинга при помощи по-
строения L-пары для случая, когда класс Фитин-
га F  локален и класс Фиттинга H  f -инъ-

екторно замкнут (f – функция, определяющая 
локально ).F � Заметим также, что в универсуме 

S  всех  -разрешимых групп в работе [7] были 
построены L-пары для локального класса Фит-
тинга F  и класса Фиттинга ,H  состоящего из 
всех групп таких, холловы  -подгруппы кото-
рых нильпотентны. 

Все это приводит к задаче нахождения но-
вых семейств классов Фиттинга, специальным 
случаем которых является семейство локальных 
классов Фиттинга, для которых упорядоченная 
пара ( , )F H  классов Фиттинга F  и H  является 

L-парой, в частности, описания классов Фит-
тинга F  и ,H  для которых F  удовлетворяет 
гипотезе Локетта в .H� 

В настоящей работе такая задача решена 
для случая -локальных классов Фиттинга. Ори-
ентиром для таких исследований является -ме-
тод, предложенный Скибой [8], для изучения 
строения групп и формаций [9]–[11], который 
был дуализирован для классов Фиттинга в работе 
[12] и состоит в следующем. 

Пусть   – множество всех простых чисел, 
    и \ .    Символом ( )n  обозначим 

множество всех простых делителей числа n, 
( ) (| |)G G    – множество всех простых дели-

телей группы G. Пусть   – некоторое разбиение 
,  т. е. { : },i i I     i I i    и i j     

для всех ;i j  ( ) { : ( ) }i in n        и 

( ) (| |).G G    Если F  – класс групп, то симво-

лом ( ) F  обозначают множество 

( ) { ( ) : }.G G    F F  

Всякое отображение вида :f   {классы 

Фиттинга} называется -функцией Хартли или 
просто H -функцией. Если f – H -функция, то 

символом Supp(f) обозначают носитель f, т. е. 
множество всех i  таких, что ( ) .if     

Пусть ( ) ( : 1LR f G G    или 1G   и 

( )i i
iG f

   
E E

 для всех ( )),i G   где 
i

E  и 

i
E  – классы всех i -групп и всех i -групп 
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соответственно, символом i iG  E E
 обозначен 

i i E E -корадикал группы G – наименьшая нор-

мальная подгруппа G, факторгруппа по которой 

i -замкнута. 

Определение [12]. Класс Фиттинга F  назы-

вается -локальным, если ( )LR fF  для неко-

торой H -функции f. В частности, если 
1 {{2},{3},...},     то F  называют локальным 

классом Фиттинга. 
 

1 Предварительные сведения 
Пусть F  – непустой класс Фиттинга. На-

помним, что наибольшую нормальную F -под-
группу группы G называют F -радикалом G и 

обозначают .GF  Произведением FH  классов 

групп F  и H  называют класс ( : ,G N G N F  

и / );G N F  произведением F H  классов Фит-

тинга F  и H  называют класс ( : / ).G G G F H  
Хорошо известно, что если H  замкнут относи-
тельно взятия гомоморфных образов, то 

 FH F H  [1, стр. 566]. Более того, произведение 
двух любых классов Фиттинга является классом 
Фиттинга и операция умножения классов Фит-
тинга ассоциативна [1, теорема IX.1.12 (a), (c)]. 

Лемма 1.1. Пусть F  и H  – непустые клас-
сы Фиттинга. Тогда 

1) ( / ) /G G G GF H F H F  [1, теорема IX.1.12 (b)]; 

2) если ,F H  то .G GF H  

Класс Фиттинга, замкнутый относительно 
гомоморфных образов, называют радикальным 
гомоморфом. Радикальный гомоморф, являю-
щийся замкнутым относительно подпрямых про-
изведений, называют радикальной или фиттин-
говой формацией. 

Лемма 1.2. Пусть F  и H  – непустые клас-
сы Фиттинга. Тогда справедливы следующие 
утверждения: 

1)  F F H  [1, замечание IX.1.11]; 
2) если F H  и M  – радикальный гомо-

морф, то FM HM  [4, лемма 5]; 

3) если { : }i i IH  – множество классов Фит-

тинга, то ( ) ( )i I i i I i     F H F H  [6, лемма 4 (2)]. 

Мы будем использовать следующие свойст-
ва операторов Локетта, которые представляет 

Лемма 1.3. Пусть F  – непустой класс 
Фиттинга. Тогда 

1) ( ) ( ) ( ) ( ) ,    
           F F F F F F F FA  

где A  – класс всех абелевых групп [1, теорема 
X.1.15]; 

2) если H  – непустой класс Фиттинга и 

,H F  то  H F  и  H F  [3, лемма 3.4, 

следствие 3.5]. 

Пусть F  – непустой класс Фиттинга. Тогда 
подгруппа V группы G называется F -инъекто-
ром группы G, если V N  является максималь-
ной подгруппой группы N среди подгрупп, вхо-
дящих в F  для любой субнормальной подгруп-
пы N группы G. 

Лемма 1.4 [13, теорема 1]. Пусть F  – класс 
Фиттинга. Тогда в группе G существует F -инъ-
екторы и любые два из них сопряжены в G. 

Напомним, что класс Фиттинга F  называ-
ется классом Фишера, если из того, что ,GF  

,K G  K H G   и /H K  – p-группа (p – про-
стое число), следует .H F  

Лемма 1.5 [14, теорема 4.4]. Пусть F  – 

класс Фишера. Тогда S  замкнут относительно 

взятия F -инъекторов. 
Пусть F  и H  – классы Фиттинга. Обозна-

чим через F H  класс групп, который опреде-

ляется следующим образом: G F H  тогда и 
только тогда, когда F -инъектор группы G при-
надлежит .H  

Лемма 1.6 [1, теорема IX.2.3]. Пусть F  и 
H  – классы Фиттинга и .    Тогда 

( ) ( ) 
FS HS  – класс Фиттинга. 

Операция замыкания 0D  для класса групп 

X  определяется как  

0 1 2( ) ( : ,rD G G H H H   X  где ).iH X  

Лемма 1.7 [1, лемма X.1.36]. Пусть F  и H  – 

классы Фиттинга такие, что F H  также яв-

ляется классом Фиттинга, и класс F H  явля-

ется 0D -замкнутым. Тогда ( ) ,   F H F H  в 

частности, F H  – класс Локетта. 
Мы будем использовать следующую клас-

сификацию H -функций -локального класса 

Фиттинга F  [12]. Пусть ( )LR fF  для  

H -функции f и ( ).Supp f   Тогда H -функ-

ция f называется: 
1) приведенной, если ( )if   F  для всех 

;i   

2) полной в случае, когда ( ) ( )
ii if f    E  

для всех ;i   

3) полной приведенной, если f является одно-
временно полной и приведенной H -функцией. 

Лемма 1.8 [12, лемма 3.2]. Каждый -ло-
кальный класс Фиттинга F  определяется пол-

ной приведенной H -функцией. 

Лемма 1.9. Справедливы следующие ут-
верждения: 

1) каждый -локальный класс Фиттинга 
является классом Фишера [12, лемма 3.3 (2)]; 



О парах Локетта и гипотезе Локетта для -локальных классов Фиттинга 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 2 (51), 2022 79

2) каждый -локальный класс Фиттинга F  
является классом Локетта [12, следствие 3.4]. 

Класс групп X  называется формацией, если 
X  замкнут относительно факторгрупп и под-
прямых произведений. 

Лемма 1.10 [15, теорема 1.1]. Любой наслед-
ственный класс Фиттинга является формацией. 
 

2 Основные результаты 
Пусть ( )LR fF  для некоторой H -функ-

ции f и ( ).Supp f   Класс Фиттинга H  назовем 

f-инъекторно замкнутым, если ( )if  H H  

для каждого .i   

Случаи f-инъекторной замкнутости класса 
Фиттинга H  представляют следующие 

Примеры 2.1. Пусть ( ),LR fF  где f – 

приведенная H -функция и ( ).Supp f   Тогда 

класс Фиттинга H  является f-инъекторно замк-
нутым в каждом из следующих случаев: 

1) ( )if   – наследственный класс Фиттинга 

для всех ,i   H S  – наименьший нор-

мальный класс Фиттинга; 
2) ,H XY  причем ( )if X  для всех 

i   и Y  – наследственный класс Фиттинга; 

3) ( )if   H  для всех i   или ;F H  

4) ( )if   – нормальный класс Фиттинга для 

всех ,i   H  – произвольный класс Фиттинга; 

5) H  – наследственный класс Фиттинга. 

Поскольку в случае 1) ( )if   – наследст-

венный класс Фиттинга, ( )if   является классом 

Фишера для всех .i   Следовательно, по 

лемме 1.5 класс ( )if  H H  для каждого 

i   и H  – f-инъекторно замкнутый класс 

Фиттинга. 
Проверим f-инъекторную замкнутость клас-

са H  в случае 2). Пусть .GH  Тогда ввиду раз-
решимости группы G по лемме 1.4 в G сущест-
вует ( )if  -инъектор V для .i   Так как 

( ),if X  то по утверждению 2) леммы 1.1 

( )ifG G X  и по определению ( )if  -инъектора 

( ) .
ifG V   Поскольку ,H XY  / .G G X Y  Вви-

ду того, что класс Фиттинга Y  наследственен и 

/ / ,V G G GX X  / .V G X Y  Так как ,G VX   

.G VX  Следовательно, / / / / .V G V G V VX X X X  

Отсюда / ,V V X Y  поскольку по лемме 1.10 

класс Y  – формация. Таким образом, 

V  H XY  и класс H  f-инъекторно замкнут. 

В случае 3) если ( )if   H  для всех 

,i   класс H  f-инъекторно замкнут ввиду 

того, что каждый ( )if  -инъектор группы GH  

является ( )if  -подгруппой и, следовательно, 

H -подгруппой. Если же ,F H  то ( )if   F H  

для каждого ,i   поскольку H -функция f 

класса F  приведенная и H  f-инъекторно замк-
нут по указанному выше. 

Напомним, что класс X  называют нормаль-
ным [16], если для любой группы G ее X -инъ-
ектор является нормальной подгруппой G. По-
этому если GH  и V  ( )if  -инъектор G, то 

V H  и в случае 4) класс H  f-инъекторно замкнут. 
Случай 5) тривиален. 
Следующая теорема описывает построения 

L-пар для случая, когда F  – -локальный класс 
Фиттинга. 

Теорема 2.2. Пусть ( )LR FF  – -локаль-

ный класс Фиттинга, определяемый полной при-
веденной H -функцией F и H  – класс Фиттин-

га. Если H  – F-инъекторно замкнутый класс, то 

( , )F H  является L-парой. 

Доказательство. Так как , F H H  то по 

утверждению 2) леммы 1.3 ( ) .  F H H  Кроме 

того, по утверждению 1) леммы 1.3 
( ) .   F H F H F  

Следовательно, ( ) .   F H F H  

Докажем обратное включение. Пусть G – 
группа из .H  По лемме 1.4 в G существует 

( )iF  -инъектор V, где ( ) .i Supp F     Из 

того, что ( )iV F  H  и F – приведенная  

H -функция класса Фиттинга ,F  вытекает 
.V  F H  

Докажем справедливость равенства 
(( ) ) (( ) ) .

i i

 
      F H S F H S  

Вначале покажем, что 
(( ) ) (( ) ) .

i i

 
      F H S F H S  

Если ( ) ,
i

G   F H S  то ввиду утверждения 2) 

леммы 1.2 следует (( ) ) .
i

G 
  F H S  Следова-

тельно, ( ) (( ) )
i i


      F H S F H S  и по ут-

верждению 2) леммы 1.3 
(( ) ) ((( ) ) ) .

i i

  
      F H S F H S  

Так как класс Фиттинга 
i

S  – локален, то по 

утверждению 2) леммы 1.9 
i

S  является классом 

Локетта. Кроме того, ввиду утверждения 1) лем-
мы 1.3 ((( ) ) ) (( ) )  

   F H F H  и поэтому 

(( ) )F H  также является классом Локетта. Ис-

пользуя утверждение 1) леммы 1.1 и тот факт, 
что (( ) )F H  и 

i


S  – классы Локетта, получа-

ем следующую цепочку равенств: 
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( ) ) (( ) )

(( ) ) (( ) )

(( ) / ( )

( / / )
i

i

G H G H

G G H H

 
 

  





 

 

  

  

F H S F H

SF H F H

 

(( ) ) (( ) )
( / ) ( / )

i i
G G H H

  
 

  
  S SF H F H

 

(( ) ) (( ) ) (( ) ) (( ) )
/ /

i i

G G H H
 

   
       

  
F H S F H F H S F H

 

(( ) ) (( ) ) (( ) ) (( ) )
/

i i

G H G H
  

   
      

   
F H S F H S F H F H

 

(( ) ) (( ) ) (( ) )
./ ( )

i i

G H G H  
      

  
F H S F H S F H

 

Значит, 

( ) ) (( ) ) (( ) )
( )

i i i

G H G H  
       

  
  

F H S F H S F H S
 

для всех групп G и H. Следовательно,  
(( ) ) ((( ) ) )

i i
 

  
  

  F H S F H S  

– класс Локетта и справедливо включение 
(( ) ) (( ) ) .

i i
 

 
  

  F H S F H S  

Докажем обратное включение. Пусть G – 
группа минимального порядка из класса 

(( ) ) (( ) )\ .
i i

 
    F H S F H S  

По утверждению 2) леммы 1.1 ( ) (( ) )
.G G 

 
 

F H F H
 

Если ( )(( ) )
/G G


 F HF H

 – нефраттиниевый фактор 

группы ( )/ ,G G
F H  то в ней существует такая 

максимальная подгруппа ( )/ ,M G
F H  что 

( ) ( ) ( )(( ) )
/ ( / )( / ).G G G G M G

  
  

F H F H F HF H
 

По утверждению 1) леммы 1.3 

( ) ( )(( ) )
/ ( / )G G Z G G

 
 

F H F HF H
 

и, следовательно, ( )/M G
F H  – нормальная под-

группа группы ( )/ .G G
F H  По индукции 

(( ) ) .M 
 F H  Поскольку 

(( ) ) (( ) ) ,
i


 


  F H F H S  

(( ) )
(( ) ) .

i
G 







 
F H

F H S  

Следовательно, 
(( ) )

(( ) ) ,G G M





  
F H

F H  что 

невозможно. 
Пусть ( ) ( )(( ) )

/ ( / ).G G G G
 

 
 F H F HF H

 Из 

того, что 
i

S  – насыщенная формация и 

( ) ( )/ / ( / ) ,
i

G G G G
     F H F H S  

следует ( )/
i

G G
  F H S  и ( ) .

i
G   F H S  

Применяя утверждение 1) леммы 1.3, имеем 
(( ) ) .

i
G 

  F H S  

Полученное противоречие завершает доказатель-
ство равенства: (( ) ) (( ) ) .

i i  
 

   F H S F H S  

Далее, используя утверждение 1) леммы 1.3 
и утверждение 1) леммы 1.2, получаем 

( ) .
i


  F H F H S  

Следовательно, ( )
i

V 
 F H S  и поэтому 

( ) (( ) ) .
iiG F 


   F H S  

Итак, справедливо включение 
( ) (( ) ) .

iiF 
    H F H S  

Так как H -функция является полной, то по 

лемме 1.6 класс групп ( ) (( ) )
iiF 
  F H S  

является классом Фиттинга. Более того, по лемме 
1.7 имеет место равенство: 

( ) (( ) ) ( ( ) ( ) ) .
i ii iF F 

         F H S F H S  

Следовательно, по утверждению 1) леммы 1.3 

(( ( ) ( ) ) )

( ( ) ( ) )

i

i

i

i

F

F


  

 





    

   

H F H S

F H S
 

и имеет место включение 
( ( ) ( ) ) ( ) ( ) .

i ii iF F         F H S F H S  

Итак, нами установлено включение 
( ) ( )

iiF     H F H S  

для всех .i   Следовательно, для каждого 

i   имеет место ( ) ( ) .
iiF      H F H S  

Используя утверждение 2) леммы 1.2 и ассоциа-
тивный закон умножения классов Фиттинга, по-
лучаем ( ( ) ) ( ) .

i iiF       H S F H S  Значит, 

( ( ( ) ) )

( (( ) ).
i

i

i

i

iF    

 



  

    

   

S H S

S F H S
 

Ввиду того, что F – полная H -функция, опре-

деляющая класс Фиттинга ,F  следует 

( ( ( ) ) )

( ( ) ) (

( ).

i

i i i

i

i

i i

i

i

F

F

   

    



   

   

    

      

  

S H S

S S H S

F H S

 

Тогда, используя утверждение 3) леммы 1.2 
( ) ( ) ( ).

i ii i             F H S S F H S  

Следовательно, 
( ) .        F H S S F H S  

Так как по утверждению 1) леммы 1.2  
,  H H S  то .    F H F H S  Кроме того, 

очевидно, ( ) ( ) .      S F H S F H  Следова-

тельно, ( )   F H F H  и справедливо равенство 

( ,)   F H F H  т. е. ( , )F H  является L-парой.   

Теорема 2.3. Пусть ( )LR FF  – -локаль-

ный класс Фиттинга, определяемый полной при-
веденной H -функцией F и H  – класс Фиттин-

га. Тогда если ,F H  то F  удовлетворяет ги-
потезе Локетта в .H  

Доказательство. Если ,F H  то ввиду 
случая 3) из примеров 2.1 класс H  F-инъекторно 
замкнут. По теореме 2.2 справедливо равенство 

.  F F H  Поскольку по утверждению 2) лем-

мы 1.9 F  является классом Локетта, 


  F F H  и F  удовлетворяет гипотезе Локет-

та в .H                                                                                         
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3 Следствия 
Из теорем 2.2 и 2.3 получаем следующие 

следствия. 
Следствие 3.1. Любой -локальный класс 

Фиттинга F  удовлетворяет гипотезе Локет-

та, т. е. 
  F F S . 

Доказательство утверждения вытекает непо-
средственно из теоремы 2.3 в случае, если .H S  

В случае, когда {{2},{3}, }    – мини-

мальное разбиение множества ,  получаем 
Следствие 3.2 (Воробьев [6, теорема]). Если 

F – полная приведенная H-функция класса Фит-
тинга F  и H  – F-инъекторно замкнутый класс 

Фиттинга, то пара ( , )F H  является L-парой. В 

частности, если ,F H  то F  удовлетворяет 
гипотезе Локетта в .H  

Следствие 3.3 (Брайс, Косси [3, теорема 
4.17]). Если F  и H  – локальные наследственные 

классы Фиттинга, то пара ( , )F H  является  

L-парой. В частности, если ,F H  то F  удов-
летворяет гипотезе Локетта в .H  

Следствие 3.4 (Бризон [5, предложение 
6.5]). Пусть F  – класс Фиттинга и .    Если 

, S F  то S  удовлетворяет гипотезе Ло-

кетта в .F  
Доказательство. Поскольку класс Фиттин-

га S  определяется локально H-функцией F та-

кой, что 
, если ,

( )
, если .

p
F p

p
 

   

S
 

и , S F  класс F  F-инъекторно замкнут (см. 

пример 2.1.3). Следовательно, S  удовлетворяет 

гипотезе Локетта в F  для минимального разбие-

ния  множества .  
Следствие 3.5 (Дерк, Хоукс [1, предложе-

ние X.6.10]). Пусть I – множество индексов и 
каждому i I  соответствует некоторое мно-
жество простых чисел i  и класс Фиттинга 

.iX  Пусть I – бесконечное множество такое, 

что для каждого конечного подмножества   
класс Фиттинга S  содержится в конечном 

числе классов .
i ii  X S S  Тогда если H  – локаль-

ный наследственный класс Фиттинга и для лю-
бого i I  класс Фиттинга iX  либо наследстве-

нен, либо i X F  для некоторого класса Фит-

тинга ,F  то пара классов Фиттинга 

( , )
i ii I i    X S S H  является L-парой. 

Доказательство. Пусть 
i ii I i   M XS S  

и iX  – наследственный класс Фиттинга для всех 

.i I  Легко видеть, что произведение наследст-

венных классов ,iX  
i

S  и 
i

S  – наследствен-

ный класс Фиттинга и поэтому M  – наследст-
венный класс Фиттинга. Следовательно, по  
теореме [17] класс M  локален. Так как класс H  
наследственен, то по следствию 1 [18] H   
F-инъекторно замкнут для H-функции F такой, 
что ( ) ( )

ii ji j i jF p     X S S X S  для .ip  

Если i X F  для всех ,i I  то по следст-

вию 2 [18] класс M  локален и H  F-инъекторно 
замкнут для H-функции F такой, что 

( )
i

F p  FS  для .ip  Таким образом, в каж-

дом случае по теореме 2.2 ( , )M H  – L-пара.        

Следствие 3.6 (Дерк, Хоукс [1, следствие 
X.6.11]). Пусть F  и H  – классы Фиттинга и H  – 

наследственный. Тогда пара ( , )FN H  является 

L-парой, где N  – класс всех нильпотентных 
групп. В частности, FN  удовлетворяет гипо-
тезе Локетта в .H  

Доказательство следует непосредственно из 
теоремы 2.2 при минимальном разбиении  
множества ,  поскольку класс FN  – локаль-
ный, определяемый H-функцией F такой, что 

( )F p  F  для всех p  и класс H  F-инъек-

торно замкнут. 
 

Заключение 
В настоящей работе в универсуме S  всех 

конечных разрешимых групп описаны методы 
построения пар Локетта для случая, когда F  
обобщенно локальный класс Фиттинга, и, в част-
ности, для F  подтверждена гипотеза Локетта. 
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Аннотация. Для трехтемповых линейных стационарных сингулярно возмущенных систем с запаздыванием по состоя-
нию развивается метод разделения движений на основе невырожденного преобразования типа Чанг. Введены асимпто-
тические приближения для полностью разделенных подсистем рассматриваемой системы с трехвременными масшта-
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асимптотических представлений решений матричных операторных уравнений, лежащих в основе преобразования, 
асимптотических приближений для расщепляющего преобразования и матричных операторов расщепленной системы. 
Приведен иллюстративный пример. 
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Introduction 
Singularly Perturbed Systems (SPS) are a com-

mon occurrence specially in contemporary applica-
tion in engineering, quantum mechanics, optimal 
control, etc. [1]–[3]. High dimensionality and rigid-
ity of such systems due to the precedence of small 
parameters which can be sourced by a wide range of 
physical parameters such as friction factors, viscos-
ity and other system parameters, have made analysis 
of solving such systems harder even in modern 
mathematics. 

Time scale separation of the Singularly Pertur-
bed Systems is a widely studied area due to the pos-
sibility of reducing the dimension of the simulated 

systems for the purpose of analysing and synthesiz-
ing systems. Time scale separation of a linear singu-
larly-perturbed continuous-time varying systems 
without delay has been introduced with Chang’s 
transformation [4]–[6] with a nondegenerate change 
of variables. Generalization of the Change-type 
transformation on a two-time scale singular per-
turbed time-invariant system without delay has been 
done in [7]–[9] with two step change of variables. 
There have been several studies in the area on the 
generalization of Chang’s transformation to two, 
three and multi-time scale Singularly Perturbed sys-
tems in slitting the subsystems depending on the 
space of the variables which leads to lower  
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dimensional systems which are lesser in complexity 
in solving. Further, studies related to Singular Per-
turbed Systems with delays have been conducted in 
[10], [11] where Chang type transformation has been 
generalized to obtained the subsystems with delays. 

Methods of solving Singularly Perturbed Sys-
tems is one of the widely researched areas in 
mathematics and many approaches of solving 
Singularly Perturbed Systems have been introduced 
by mathematicians. Majorly those approaches are 
based either on classical numerical approaches or on 
asymptotic methods, and hybrid approaches have 
also been considered. As far as the numerical meth-
ods of solving Singularly Perturbed Systems are 
concerned, only the quantitative information of con-
sidered problems can be obtained, while some ex-
plicit information of the quantitative behaviour of 
the family of the problem can be acquired with the 
application of asymptotic methods [12]. In complex 
SPSs, it is difficult to develop efficient numerical 
methods for SPS due to the rigidity of such systems. 
When the asymptotic methods are considered, the 
main term of the asymptotic approximations con-
tains necessarily the essentials for the indication of 
the qualitative behaviour of the solution and in some 
cases is capable of replacing the exact solution to the 
problem. Thus, the development of asymptotic 
methods contributes to the development of accurate 
numerical methods, as the knowledge of the struc-
ture of the solution helps in the development of nu-
merical methods for solving complex problems. The 
simulation results of the study [13] indicate that the 
asymptotic method is effective in the approximation 
of sub-systems of SPS without compromising the 
qualitative behaviours of the solutions. So, it is im-
portant to construct a splitting transformation and its 
asymptotic approximation as a method for decom-
posing complex systems, a way to eliminate the ri-
gidity of such systems when developing effective 
numerical methods.  

The study [10] generalized the transformation 
introduced by Chang in [4], to a linear time invariant 
system with delay in the slow state variables where 
the transformation has been constructed in the form 
of an asymptotic series. In [11] a two-time scale SPS 
with multiple commensurate delays in the slow state 
variables is considered and Chang’s transformation 
has been applied. An SPS is decomposed into its fast 
and slow subsystems and matrix-valued operators 
are approximated with respect to the small parameter 
in an asymptotic series form. In a later study [12] for 
a similar SPS, schema of the Chang’s transformation 
of [4] is applied and existence/continuity of asymp-
totic approximations to the solutions of matrix-
valued operator of the transformation is proved and 
discussed.  

In a similar study [14], [15] decomposition and 
asymptotic approximation of the three-time-scale 
singularly perturbed systems with multiple commen-
surate delays in the slow state variables has been 

discussed. But there are few studies carried out con-
sidering the measure of reliability of the asymptotic 
approximations for the SPS and, specially no studies 
have been conducted for three-time-scale SPSs with 
delay. 

However, extension of the splitting transforma-
tion proposed by Chang to systems with delay is 
generally impossible. This is related to the existence 
and properties of fast and slow manifolds for such 
systems [15]. Extending the splitting transformation 
to systems with delay in the case when this is possi-
ble requires, in particular, substantiating the asymp-
totic representation of solutions of matrix operator 
equations that depend on small parameters and ob-
taining corresponding estimates for small parame-
ters. For three-scale systems with delay, this prob-
lem is solved for the first time. 

So, this work extends the results in [14], [15] 
by deriving of a measure of the reliability (validity) 
of the asymptotic approximation of the decoupled 
due to the splitting transformation of the considered 
TSPLTISD. 

The study [14] focuses on the construction and 
substantiation of a nondegenerate transformation, 
which splits a three time-scale linear time-invariant 
singularly perturbed system with perturbation pa-
rameters of two different orders of magnitude (small 
parameters of two different orders at the highest 
derivatives of a part of the variables) and with a de-
lay in slow state variables into three regularly de-
pendent on small parameters independent subsys-
tems of smaller dimensions than the original ones: 
relatively fast, fastest and slow variables and the 
matrix operator equations are obtained, which must 
be satisfied by the elements of a non-degenerate 
transformation, so that as a result of its application, 
unrelated subsystems of different rates are obtained.  

As the continuation of the study [14], in [15], it 
is discussed that the decoupling transformation 
formed in the study [14] can be constructed with any 
degree of accuracy in the form of an asymptotic ex-
pansion in powers of small parameters. For this, the 
proof of the solvability of the previously obtained 
matrix operator equations is discussed. Further it is 
discussed that decomposed subsystems can be repre-
sented in the form of asymptotic expansions in pow-
ers of small parameters, and iterative schemes can be 
determined for finding the terms of the asymptotic 
series. Extensive elaboration of the proof of the 
theorems related to [15] shall be published in the 
forthcoming publications of the authors.  

The interest of this study is the construction of 
the boundaries with a small parameter with respect 
to the reliability / validity of asymptotic approxima-
tions of three time scale singularly perturbed system 
with multiple commensurate delays in the slow state 
variables. Generalization of Chang’s type transfor-
mation for a Three Time Scale Singularly Perturbed 
System with multiple commensurate delays in the 
slow state variable has been discussed by the 
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previous research works by the authors and the 
construction of iterative schemas for the asymptotic 
approximation for the decoupled sub-systems 
depending on the tempo of the variables has also 
been carried out in the previous works [14], [15]. 

In this paper, with the use of a contraction 
mapping principle and the fixed point theorem the 
upper bounds on small singularity parameters gua-
rantying the validity of asymptotic approxi-mations 
for the decoupling transformation and matrix opera-
tors of the decoupled system are proven. 
 

1 Statement of the problem 
A three-time-scale singularly perturbed linear 

time-invariant control system with multiple com-
mensurate delays in the slow state variables 
(TSPLTISD) is considered as defined here: 
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with initial conditions 
     

     
0 0 00 , 0 , 0 ,

,  ,0 .

x x y y z z

x h

  

     
           (1.2) 

Here 1 2 3, , 1,3 0,, ,  ,i j i i iA A A B i j l   are con-

stant matrices with appropriate dimensions, 
0h const   – delay, 2 10 1     – small pa-

rameters, that describe the time-scale separation, 
( )     0h    – piecewise continuous 1n -vector 

function, ( )u t  – piecewise continuous on T, r-vector 

control function, 1 2
0 0, .n nx R y R   

Note that since 2 1 1,    then 1 2 2  ,    

1

2 2

1 1
0

1 , 0.


 


 
  

The presence of two small parameters of dif-
ferent orders of smallness in the form of factors at 
the derivatives of some of the variables determines 
the different-rate nature of the change in the phase 
coordinates in the vicinity of the point. So, x is slow, 
y is fast and z is the fastest variables. 

Let 
d

p
dt

  – differentiation operator, phe  – 

delay operator:  
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For 2 0   rewrite the system (1) in the equivalent 

matrix-operator form: 
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For simplicity further, where this does not lead 
to an ambiguous understanding, in the sequel the 

arguments for matrix functions  1 1,3  , ,ph
iA e i   

etc. will be omitted. We will use max .ij
i

j

A a
   

In [14] for the system (1.1) a decoupling trans-
formation that decomposes TSPLTISD (1.1) to three 
independent subsystems of lower dimension (rela-
tively faster, fast and slow variables) has been con-
structed.  

For the decoupling of the TSPLTISD (1.1) next 
transformation (change of variables) has been intro-
duced in [14] 
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   1 2 1 2, , , , , , 1,3 ph ph
i iL e H e i       

are matrix operators depending on the parameters 



C.A. Naligama, O.B. Tsekhan 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 2 (51), 2022 86 

1 2, 0    and satisfying the equations (with 

2 1/ ) :     
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The matrix operators 

   1 2 1 2, , , , , , 1,3 ph ph
i iL e H e i       

used in this transformation satisfy the algebraic 
equations of Riccati and Sylvester.  

This article, focuses on deriving the boundaries 
of the values of small parameters, for which ap-
proximations of the (1.6)–(1.12) solutions are valid. 
 

2 Measure of the Reliability of the Asymp-
totic Approximations 

To prove the boundaries of the values of small 
parameters let us note,  
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and rewrite (1.6) as  
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satisfying the equations (1.6)–(1.8), that could be 
represented in asymptotic series form: 

     
0

1 1
1, , , ,ph m m h M

M
p

m

L e L e O  



        (2.3) 

     

   

1

0

1

1

1
0

1, , , ,

, , 2,3

ph m m ph M
i i

m

m
m ph n nm ph

M

i i
n

L e L e O

L e L e i

  



 



      

   




 (2.4) 

where the terms  1, ,m phL e  according to iterative 

schemes 

   
0

1 1, ,
m

m ph n nm ph

n

L e L e 



             (2.5) 

where  1
33

00 0
31 32, ,L L A A A  

1 1, 1 , 1
33 1,12 2,12 

1 1
1, 1

1,3
0

1
, 1

2,3
0 1

 

 

, ,1,

nm n m n m

m n
ij n i m j

j i n m j

m n
ij n i m j

j i n m j

L A L A L A

L A L

n mL A mL

   

 
   

   


  

    


 



 


 







 

 
 

(2.6) 

   

 

11 12
1,12

13
2,12 1,3 2,3

2321 22

 ,

0
,  ,

0

 .
0

0

0 0

ph
ph

ph

A e A
A e

A
A A A

AA e A






 
 
  

    
    

     



    

Proof. The existence and uniqueness of the 
continuous functions  

     21 1 13, , , , , , ,ph ph phL e L e L e            

in the form of (2.3), (2.4) is similar to that is dis-
cussed in [9].  

The iterative schemes (2.4), (2.6) and represen-
tation (2.5) can be proven by substituting (2.3) and 
(2.5) into the equations (2.1) and comparing the co-
efficients of equal powers of    of the resulting 

equations. 
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Let us prove the assessment (2.2).  
Denoting  

   
   

0

00 1
33 31 3

1

1 2

1, ,0,

, ,

 

,

 ph ph

ph

L e L e

L e A A A

 

 



 






 

introducing  

     0
1 1 1, , , , ,ph ph phD e e eL L          

and taking into account    0
33 1 31 32, ,,pheA L A A   

rewriting (2.1) as  

   
  

0 12 13 0 12 13 0

0

3

3

1
3

13 1
1, , . ph

L A A L D A A L

L A D DA D f D

D A

e





     

   
(2.7) 

Further similar as in [9] consider 

 1

1
2(1)

, : ,
(1)

, ph a d
D e D

b


         
   

 

and taking into account the properties of the norm, it 
can be seen that,  

1 1( (1 ( (1) ) , ) ) .a a ba bb             (2.8) 

Then taking into account (2.4), for 1 1   it can be 

shown that if the condition,  

 
1

33 1
2

1

(1) (1) 2 (1) (1)
A

a b d a b d

 
 

 

is satisfied then,  1

1
2(1)

( ,
(1)

, )ph a d
f D e

b
  

    
 

 and 

for any ,D D  under the condition 

( ) ( ) ,f D f D D D     

i. e. ( )f D  is contraction mapping. 

By the fixed point theorem, the equation (2.7) 
has a unique solution in   that can be a successive 

approximation starting with any 
1

2
0 ad

D
b

   
 

 if, 

  11 2
33

1
.

2A a bd abd
 

 
                                 

Lemma 2.2. Suppose that 33  0,det A   
00

22 23 3 [ ]  0,det A A L   1,    *0, ,   *  sati-

fies (2.1). Then for all *
1 10,      such that 

  1
22 23 3

*
1

[ ]

1
,

2  a bA A L all k b


 


 
 (2.9) 

where 0
1l L  and , ,a b k  are any non-negative 

numbers satisfying 13 3 12 ,b b A L A     
0 0

11 13 3 1 13 2 12 1 ,a a A A L L A L A L      

 00
23 2 3 1

1
,k k A D D L 


   there are unique 

continuous functions depending on ,  1,  

 11 , ,, phL e   satisfying the equation (1.8), that 

could be represented in an asymptotic series form: 

     

   

1
1 1 1 1

0

1 1
0
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, ,

N
ph n n ph N

n

n ph m nm ph

m

L e L e O

L e L e

  




 



      

  




(2.10) 

where the terms,  1
nm phL e  of the asymptotic series 

can be found according to iterative schemes (2.11). 

   1

1, 1,
1 11 1
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(2.11) 

with initial conditions  

   11 1
22 23 33 32 23 33 31

00
1 21 ( ,)ph A A A A Ae A A AL

    

 1 0, 0 0.mn phL e n m               (2.12) 

Proof. The existence and uniqueness of the 

continuous functions  11 ,, phL e   in the form of 

(2.10), (2.11) are similar to that is discussed in [9].  
The iterative schemes (2.10), (2.11) and the 

representation in (2.10) can be proven by substitut-
ing (2.10) into the equations (1.9) and comparing the 
coefficients of equal powers of 1,   of the resulting 

equations. 
Let us prove the assessment (2.9).  
Introducing 

     00
1 1, , , 1, 2,3, ,ph ph ph

i i ie eD L e iL          
and taking into account 

00 00
22 23

10
3 2

0
21 3 21 ( ) ,phL A A L A Le A

         

rewrite (1.9) as 
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(2.13) 

Note that due to (2.7) for 1,    ,iD  2,3,i   are 

bounded as 0.    
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Let  1

1
2

1 1 1, , : ,ph k al
D e D

b


       
   

   then 

for 1 1D   from (2.13) under condition 
1

1




 we 

can derive  
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. 

So, if the condition  
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 (2.14) 

is satisfied and 1 1D   then  
1

2

1 1

k al
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i. e.   11 .f D    

Let 1 1 1,D D  . Under the condition (2.9): 
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i. e., 11( )f D  is a contraction mapping. 

By the fixed point theorem, the equation (2.13) 
has a unique solution in 1,  that can be a successive 

approximation starting with any 
1

2
0
1

k al
D

b

   
 

 if  

   22 23 3

1 1

1
.
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Let matrix operators  3 ,nm phH e   2 ,nm phH e  

 1
nm phH e  be found according to the following it-

erative scheme: 

  1, 1 ,
3 1 12 3

1 1

, ,
13 3 3

0

n m
mn ph j k n j m k

j k

n m
r j s k n r j m s k

r s r

H e L A H

A L H

    

 

     

 

   


 





 

, 1 , , 1
23 3 3 22 3

0

1, 1 ,
3 2 13

1 1

, 1 , 1, 1
3 3 23 1 31

1 0
33

0,  0,

,

n m
j k n j m k n m

j k j

n m n
j k n j m k

j k

n m n
j k n j m k n m

j k

A L H A H

H L A

H L A L A A

m n

   

 


   

 


    

 

  

 


  


 






 

(2.15) 

with initial conditions 
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with initial conditions, 

 00 1
2 13 33 ,phH e A A   
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 ,0
2 0, 1,2,3, .n phH e n            (2.19) 

Considering the results of Lemma 2.1 and 
Lemma 2.2, and the linearity of (1.10), (1.11), (1.12) 

with respect to    11 21, , , , , ,ph phH e H e      

 13 , , phH e   it is possible to obtain the following 

Corollary. 
Corollary 2.1. Let the assumptions of Lemmas 

2.1 and 2.2 hold. The approximations,  
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where the terms,  3 ,nm phH e   2 ,nm phH e  

 1
nm phH e  of the asymptotic series can be found 

according to iterative schemes (2.20)–(2.22) are 

valid for all *
1 10, ,    *0,     respectively 

such that *  and *
1  are satisfying (2.2) and (2.9) 

correspondingly. 
 

3 Results and Verifications 
An illustrative example of TSPLTISD is con-

sidered for the application and the verification of the 
obtained results. Initially the system is solved using 
a standard tool with numerical approaches to obtain 
the exact subsystems for the considered TSPLTISD, 
on the MATLAB Simulink platform and then the 
obtained results are modeled so that they can be 
compared with the exact subsystems obtained. 

Example. Let’s consider an illustrative example 
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1
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1 ,

1 ,
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x t x t y t u t

y t x t y t
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            (3.1) 

with initial conditions: 
     

       
0 0 0.5, 0 2,

0 1, 1, 1,0 .

x y

z x

   

       
 

Considering the system (3.1) parameters in the 
form (1.2) can be denoted as: 

1 2 3

11,0 11,1 12 13 1

21,0 21,1 22 23 2
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(3.2) 

Note that 33det 0,A   
1

22 23 33 32 d  [ ] 1  et 0,A A A A     
so, according to Lemmas 2.1, 2.2 and the Corollary, 
considered Sigularly Perturbed System (3.1) can be 
asymtotically decomposed with the use of the 
introduced approach. Matrix operator equations 
similar to (1.7)–(1.12) for (3.1) have the form (with 

) :phe   

  2 2 2 3  0,L L L                   (3.3) 

3 2 2 3 0,L L L                     (3.4) 

 1 1 1 1 1 0,L L L                    (3.5) 

3 2 1 3 3  0,H L H H                   (3.6) 

 1 1 1 1 1 1 1 1  0,1H L H H L            (3.7) 

2 2 1 3 2(  1)  0.H L H H                (3.8) 

The first terms of expansions (2.3), (2.10) and 
(2.20)–(2.22) are,  

00 00 00 00 00 00
1 2 3 1 2 3, , 0, 1, 0, 0.L L L H H H         

Evaluating (2.2), (2.9) using the induced norm 

max ,ij
i

j

A a
   1,phe   the approximations 

(2.3), (2.10) and (2.15)–(2.17) are valid for all 
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,
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   * 1

.
3 2 2

 


 

The degenerate system for (3.1) has the form,  

        ,sx t x t x t h u t      
 

       00 ,0,5 1,   1,0 .s sx x x         

2  – Boundary Layer System has the form  
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where    ˆ 1,y t y t   
1
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x
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Similar to (9), (10), (14), (15), (19) and (20) of 
[14] and the initial iterations of matrix operators of 
asymptotic approximations of a decoupled system as 
discussed in [15], for (3.1) it has the form,  

 00 00 00

00 00 00

1 , 1, 1,

1, 0, 0.

ph phA e e A A

B B B

 
  

  

      

   
 (3.9) 

The 1st order approximation of the split system 
(3.1) has the form: 

       
       

0 0 0

0 0 0 0
1 2

,

 , ,

t t t h u t

t t t t

      

       


  (3.10) 

with  
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   0 0
0

0 0

(0) 0,5, 1, 0,

(0) 3, (0) 2.

x          

   
 

The comparison of the exact solution of (3.1) 
under   0,u t   21 0,01, 0,001    and under 

1 0,1,   2 0,001   with the solutions obtained on 

the basis of the 1st order approximations. 

     
       

     
           

     

0

0 00 0
1
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0 00 00 00 0 00 0
3 1 2 3

0 0

,

,

,

x t t O

y t t L t O

t t h O

z t t L L L t L t O

t t h O

   

      

     

         

     

 

The simulation results obtained in the MATLAB 
Simulink has been presented in the figures 3.1–3.6.  

 

 
Figure 3.1 – x-component of exact (thick solid) and its asymptotic approximations of the 1st order  

(dotted line) under 21 0,01, 0,001    
 

 
Figure 3.2 – x-component of exact (thick solid) and its asymptotic approximations of the 1st order  

(dotted line) under 21 0,1, 0,001    

 

 
Figure 3.3 – y-component of exact (thick solid) and its asymptotic approximations of the 1st order  

(dotted line) under 21 0,01, 0,001    
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Figure 3.4 – y-component of exact (thick solid) and its asymptotic approximations of the 1st order 

(dotted line) under 21 0,1, 0,001    

 

 
Figure 3.5 – z-component of exact (thick solid) and its asymptotic approximations of the 1st order 

(dotted line) under 21 0,01, 0,001    
 

 
Figure 3.6 – z-component of exact (thick solid) and its asymptotic approximations of the 1st order  

(dotted line) under 21 0,1, 0,001    

 
Conclusion 
The asymptotic approximation discussed in this 

paper completely splits the Three-time-scale Singu-
larly Perturbed Systems with multiple commensurate 
delays in the slow state variables (1.1), into their 
subsystems according to the tempo to any degree of 
accuracy in powers of the small parameters present 
in the system. 

L and H need to satisfy the algebraic matrix 
equations (1.7)–(1.12) for the complete decoupling 
of the TSPLTISD into its subsystems respectively. 
Considering the fact that ( )f D  is contractions map-

ping subjected to the constructed bounds of small 
parameters 1, ,   ( )f D  has a unique solution which 

can be successively approximated starting with 0.D  
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Further by considering the concepts of the fixed 
point theorem for (2.7) and (2.13) and fact that 

0D L L   and 0D H H   it can be concluded 

that the asymptotic approximations for the L and H 
matrixes hold, small parameter of the system sub-
jected to the boundaries as defined by Lemma 2.1, 
2.2, and Corollary 2.1. Thus, by Lemma 2.1, 2.2 and 
Corollary 2.1 on the reliability of the asymptotic 
approximations for the L, H matrixes, it can be con-
sidered that when the boundary requirements for the 
small parameters are met asymptotic approximations 
(2.3), (2.10) and (2.20)–(2.22) to be valid, and hence 
the subsystems (relatively faster, fast and slow vari-
ables) for the generalized TSPLTISD can be con-
structed in the form of asymptotic approximations.  

Secondly, a sample TSPLTISD that satisfies 
the reliability boundaries for small parameters as 
stated in (2.7) and (2.13) is considered. With refer-
ence to the comparison results of the exact subsys-
tems and the constructed 0th degree asymptotic ap-
proximations for subsystems in (3.1) via Figures, 
3.1–3.6 it can be concluded that asymptotic ap-
proximations are valid and accurately represents the 
subsystems in terms of the qualitative behavior of 
the subsystems.  

Note that with reference to the simulation re-
sults shown in Figures 3.1–3.6 it can be concluded 
that, as the values of small parameters decrease, the 
accuracy of the approximation increases. As a rule, 
for the practice purposes, obtaining 0–1 approxima-
tions are sufficient.  

But 1st order approximation for the considered 
case (3.1) is not an accurate representation of the 
exact subsystem. And 2nd order approximation and 
higher order approximations for the subsystems can 
be constructed that construct the subsystems more 
accurately. Based on (1.4), (1.5) and asymptotic ap-
proximations of L, H, higher approximations of sys-
tem solutions could be obtained.  

The use of the constructed asymptotic ap-
proximations of the decoupling transformation al-
lows one to reduce the solution of a number of sta-
bility, control, and estimation problems for large 
systems with singular perturbations and delays to 
systems of lower dimension that are independent or 
regularly dependent on a small parameter. The de-
composition algorithm can be implemented in soft-
ware for computer algebra systems, the obtained 
results can be used to solve problems of analysis and 
synthesis of three time-scale linear stationary singu-
larly perturbed systems with delay. 
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Введение 
Точно также, как появление ортогональных 

многочленов связано с исследованиями в теории 
аппроксимаций Паде марковских функций, по-
лиортогональные многочлены естественным об-
разом возникают в теории аппроксимаций Эрми-
та – Паде марковских функций (см., например, 
[1]). Для полиортогональных многочленов усло-
вия ортогональности задаются с помощью не-
скольких мер 1,..., ,k   и при этом степень уча-

стия каждой меры определяется индивидуально 
весовым коэффициентом. Особое внимание вы-
зывают те меры, для которых известные утвер-
ждения общей теории ортогональных многочле-
нов справедливы и для полиортогональных мно-
гочленов. В этом направлении исследований по-
лучен ряд интересных и глубоких результатов 
[2]–[6]. В частности, для многих совершенных 
систем функций полиортогональные многочлены 
хорошо изучены [1] и нашли приложения в раз-
личных областях алгебры, анализа, теории функ-
ций, современной физики [7]–[14]. 

В данной работе дано обобщение понятия 
полиортогонального многочлена первого типа: 
вместо полиортогонализации первого типа ли-
нейно независимой системы функций 2{1, , ,...}x x  

[15] рассматривается полиортогонализация про-
извольной линейно независимой системы функ-
ций 0 1 2{ ( ), ( ), ( ),...}x x x      в предгильберто-

вых пространствах, порожденных мерами 

1,..., .k   Основная теорема является обобщени-

ем теоремы Грама – Шмидта об ортогонализации 
[16], [17, гл. 4, § 1]. В ней описывается процесс 
полиортогонализации системы функций   и 

устанавливается явный вид полиортогональных 
функций первого типа, полученных в результате 
указанной полиортогонализации. Классическая 
формула Грама – Шмидта для представления 
ортогонального многочлена [17, гл. 4, § 1] и 
формулы для представления полиортогональных 
многочленов первого типа, полученные в [15], 
вытекают из доказанной основной теоремы в 
качестве частных случаев. 

МАТЕМАТИКА
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1 Полиортогонализация первого типа 
Пусть 1,..., k   – положительные борелев-

ские меры на вещественной прямой, носителями 
которых являются отрезки 1,..., k   действи-

тельной прямой. Рассмотрим систему функций 

0 1 2{ ( ), ( ), ( ),...},x x x      
удовлетворяющую следующим естественным 
условиям. Считаем, что при всех 1,...,j k  каж-

дая функция измерима на j  относительно меры 

.j  Предполагаем также, что система   линей-

но независима на каждом из отрезков j  и 
2| ( ) | ( ) , 1,..., ; 0,1,....

j
p jx d x j k p


      (1.1) 

При выполнении условий (1.1) будем писать, что 
2 ,L  1{ ,..., }.k     Обозначим через 

( , ) ( ) ( ) ( )
j

j
jf g h x g x d x


   

скалярное произведение функций ( )h x  и ( )g x  в 

предгильбертовом пространстве, порожденном 
мерой .j  

Множество мультииндексов 1( ,..., ),kn n n  

т. е. упорядоченных наборов k целых неотрица-
тельных чисел, обозначим через .k

  Порядком 

мультииндекса 1( ,..., )kn n n  назовём сумму 

1| |: ... .kn n n    

Определение 1.1. Пусть 1( ,..., ) k
kn n n    – 

ненулевой мультииндекс, а 2 .L  Функции 

0 0 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ... ( ),

1,..., ,
j j

j j j
j n nx x x x

j k

         


 

все одновременно тождественно не равные ну-
лю, будем называть n-ми полиортогональными 
функциями первого типа для набора мер ,  по-

рожденными системой ,  если 

1

( ) ( ) ( ) 0,

0,1,...,| | 2.

j

k

j j
j

x x d x

n




   

  

         (1.2) 

В определении предполагается, что при 
0,jn   ( ) 0j x   и | | 1.n   Если | | 1,n   то у ин-

декса n только одна компонента 
0

1,jn   осталь-

ные равны нулю. Тогда набор n-ых полиортого-
нальных функций первого типа  

 1( ),..., kx     
состоит из 

0 0
( ) ( )j jx x    и ( ) 0j x   при 0.j j  

Если в этом определении положить 1,k   
либо, что тоже самое, взять мультииндекс 

1( ,0,...,0),n n  то, отождествляя меру 1  с ,  а 

компоненту 1n  с 1 ,n   придём к классическо-

му определению. В этом случае полиортогональ-
ная функция первого типа  

1 1
1 0 0 1 1( ) ( ) ... ( )n nx x x         

является ( 1)n  -ой ортогональной функцией и 

для неё справедлива формула Грама – Шмидта 
[17, гл. 3, § 1], [18] 

1

0 0 1 0 1 0

0 1 1 1 1 1

0 2 1 2 1 2

0 1 1

( )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

.

( , ) ( , ) ( , )

( ) ( ) ( )

n

n

n n n n

n

x

x x x





   



 

      
      

    
      
   

(1.3) 

Из (1.3) следует, что коэффициент 1
1n  в пред-

ставлении Грама – Шмидта функции 1( )x  ра-

вен определителю Грама 

0 0 1 0 2 0

0 1 1 1 2 1
1

0 2 1 2 2 2

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

n

n
n

n n n n

G






   

      
      


   

      

 

для системы функций 0 1 2{ ( ), ( ),..., ( )}.nx x x    

Отметим [17, гл. 3, § 1], что определитель Грама 

1nG   системы 0 1 2{ ( ), ( ),..., ( )}nx x x    отличен 

от нуля только в том случае, когда эта система 
линейно независима на отрезке .  

Если 2{1, , ,...},x x   то для каждой меры 

j  можно определить функцию Маркова 

( )
( ) , \ , 1,..., .

j

j
j j

d x
f z z j k

z x


   

    (1.4) 

Её ряд Лорана в окрестности точки z    
имеет вид 

1
0

( ) ,
j
p

j i
p

s
f z

z






   

где 

( , ) ( )( 0,1,...)
j

j j p
p js x x x d x p 



     

– последовательность степенных моментов меры 
,j  а 1, ,   .p    В таком случае n-ые 

полиортогональные функции 1( ),..., ( )kx x   

первого типа являются n-ми полиортогональны-
ми многочленами первого типа 1( ),..., ( ),kA x A x  а 

соотношения ортогональности (1.2) можно запи-
сать в стандартном виде [1]: 

1

( ) ( ) 0, 0,1,...,| | 2.
j

k

j j
j

A x x d x n




      

Полиортогональные функции первого типа 
условиями (1.2) определяется  с точностью до 
числового множителя: если  1( ),..., kx     – 

набор n-ых полиортогональный функций первого 
типа для ,  то при 0   набор 

 1: ( ),..., kx     
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также состоит из n-ых полиортогональных функ-
ций первого типа для .  На самом деле неедин-

ственность может носить и более существенный 
характер. Приведём пример, подтверждающий это. 

Пример 1.1. Пусть 2{1, , ,...},x x   2,k   

(2,2),n   1( ) ,d x dx   2 ( ) ,d x dx    где dx – 

мера Лебега, носитель которой [0,1].   Тогда 

1 2( ) , ( ) ,x a bx x a bx        

где a и b – произвольные действительные числа 
не равные нулю одновременно. 

Определение 1.2. Будем говорить, что n-ые 
полиортогональные функции 1( ),..., ( )kx x   пер-

вого типа однозначно определяются условиями 
(1.2), если для любых двух наборов таких функций 

 1( ),..., ( ) ,kx x       

 1( ),..., ( )kx x       

найдётся ,  что      на всех отрезках 

.j  

Актуальным является вопрос о том, каковы 
необходимые и достаточные условия на индекс 

kn   и системы  

0 1{ ( ), ( ),...},x x     

1{ ,..., },k     
при которых n-ые полиортогональные функции 
определяются условиями (1.2) однозначно. В 
случае 1k   однозначность вытекает из линей-
ной независимости системы   [17, гл. 3, § 1]. 

Пример 1.1 показывает, что уже при 2k   это не 
так. Далее будет установлено, что при сделанных 
предположениях n-ые полиортогональные функ-
ции первого типа всегда существуют, а одно-
значность их существования равносильна усло-
вию максимальности ранга матрицы, которую 
можно назвать кратным аналогом известной 
матрицы Грама [17, гл. 3, § 1]. 
 

2 Теорема о полиортогонализации 
Далее считаем, что порядок мультииндекса 

| | 2.n   Рассмотрим ненулевой индекс .kn   

Для каждого 0jn   определим матрицу порядка 

(| | 1) jn n   

0 0 1 0 1 0

0 1 1 1 1 1

0 | | 2 1 | | 2 1 | | 2

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )
,

( , ) ( , ) ( , )

j

j

j

j j j
n

j j j
nj

j j j
n n n n

G





   

       
 

       
  

    
        

 

а после этого определим матрицу порядка 
(| | 1) | |n n   

1 2 .k
nG G G G     

В том случае, если 0,jn   матрица nG  не 

содержит  блок-матрицу  .jG   Определим  также 

функциональные матрицы порядка 1 | |n  

 0 1 1( ) 00 0 ( ) ( ) ( ) 00 0
jj nU x x x x        

и матрицу 

1( ) ( ) ( )kU x U x U x    

 
10 1 0 1( ) ( ) ( ) ( ) .

kn nx x x x        

Если в матрице nG  добавить ещё одну строку, 

состоящую из элементов матрицы ( ),jU z  то по-

лучим квадратную матрицу. Определитель полу-
ченной квадратной матрицы представим в виде 

( )
n

j

G
det

U x

 
 

 
 

0 0 1 0 1 0

0 1 1 1 1 1

0 | | 2 1 | | 2 1 | | 2

0 1 1

. ... . ... . ... .

. ... . ... . ... .

.. ... . ... ... ..

( , ) ( , ) (

. ... . ... .

. ... . ... . ... .

0...0 ... 0

, )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

..( ) ( ) ( ) .0

j

j

j

j

j j j
n

j j j
n

j j j
n n n n

nx x x





   



     

     

   



 

  

 

Определение 2.1. Ненулевой индекс kn   

будем называть слабо нормальным для ,  если 

ранг матрицы nG  равен | | 1,n   т. е. является 

максимальным. 
Так, в примере 1.1 индекс (2,2)n   не явля-

ется слабо нормальным для рассматриваемых в 
этом примере мер 1 2, ,   поскольку rang 2.nG   

Определение 2.2. Набор (систему) мер 

1{ ,..., }k     будем называть слабо совершен-

ной, если любой ненулевой индекс kn   являет-

ся слабо нормальным для .  

Основным результатом работы является 
следующая теорема. 

Теорема 2.1. Для ненулевого индекса kn   

и системы мер 1{ ,..., }k     n-ые полиортого-

нальные функции 1( ),..., ( )kx x   определяются 

условиями (1.2) однозначно тогда и только то-
гда, когда индекс n является слабо нормальным 
для ,  т. е. rang | | 1.nG n   

В том случае, если rang | | 1,nG n   при со-

ответствующем выборе нормирующего мно-
жителя справедливы представления 

( ) , 1,2,..., .
( )
n

j
j

G
x det j k

U x

 
   

 
       (2.1) 

Доказательство. Пусть 0jn   и функции 

0 0 1 1( ) ( ) ... ( )
j j

j j
j n nx b x b x        

удовлетворяют условиям (1.2). По условию сис-
тема 0 1{ ( ), ( ),..., ( ),...}nx x x      линейно неза-

висима на каждом из отрезков .j  Поэтому рав-

носильная условиям (1.2) система линейных 
уравнений для нахождения неизвестных  
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коэффициентов 0 1,...,
j

j j
nb b   функций ( )j x  в 

матричной форме может быть записана в виде: 
,T T

nG b                         (2.2) 

где 
1

1 1 1
0 1 1 0 1 1( .... )

k

k k k
n nb b b b b b b     – матрица-стро-

ка порядка 1 | |,n  а   – нулевая матрица-строка 

порядка 1 | |n  (при 0jn   матрица b не содер-

жит неизвестных 0 1,..., ).
j

j j
nb b   В силу того, что 

система (2.2) является однородной и в ней число 
неизвестных на единицу больше числа уравне-
ний, из теоремы Кронекера – Капелли следует, 
что эта система имеет ненулевое решение, а 
множество всех её линейно независимых реше-
ний состоит только из одного фундаментального 
решения только тогда, когда rang | | 1.nG n   Все 

другие ненулевые решения получаются в резуль-
тате умножения этого фундаментального реше-
ния на число 0.   Поэтому первое утвержде-
ние теоремы 2.1 доказано. 
 Предположим теперь, что | | 1.nrangG n   

Необходимо доказать, что функции ( ),j x  опре-

делённые равенствами (2.1), являются искомы-
ми. Разлагая определитель в (2.1) по элементам 
последней строки, получим, что функция ( )j x  

представляется в виде 

0 0 1 1( ) ( ) ... ( ),
j j

j j
j n nx x x         

и поскольку rang | | 1,nG n   то, по крайней ме-

ре, одна из этих функций тождественно не равна 
нулю. Остаётся проверить, что функции 

1( ),..., ( ),kx x   определённые равенствами (2.1), 

удовлетворяют условиям (1.2). Считая, что 
0,jn   при каждом j применим оператор интег-

рирования : ( ) ( )
j

j jJ f f x d x


   к последней 

строке определителя (2.1), предварительно ум-
ножив эту строку на функцию ( ).x  Тогда 

1

( ) ( ) ( )
j

k

j j
j

x x d x
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k
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Определитель в правой части последнего 
равенства при 0,1,...,| | 2n    имеет две одина-

ковые строки, поэтому он равен нулю. Следова-
тельно условия (1.2) выполняются.                       
 

3 Замечания и следствия 
Компонента jn  мультииндекса 1( , , )kn n n   

может быть равной нулю. В этом случае, согласно 

определению 1.1, соответствующая компонента 
( )j x  вектор-функции   тождественно равна 

нулю. Из условий ортогональности (1.2) следует, 
что в этом случае мера ( )j x  фактически не уча-

ствует в определении n-ых полиортогональных 
функций. Поэтому, если, например, 

1( ,0, ,0) ,kn n     то, считая, что мера 1  то-

ждественно совпадает с мерой ,  а компонента 

1n  совпадает с индексом 1 ,n   олучим, что 

полиортогональная функция 1( )x  является 

( 1)n  -ой ортогональной функцией и представ-

ление (2.1) в точности совпадает с формулой 
Грама – Шмидта (1.3). 

Известно [1, стр. 158], что если носители 
мер j  не перекрываются (их общими точками 

могут быть только концы отрезков ),j  а 

1( ),..., ( )kA x A x  – полиортогональные многочлены 

первого типа, отвечающие мультииндексу 

1( ,..., ) ,k
kn n n    то многочлен ( )jA x  имеет 

внутри отрезка j  ровно 1jn   простых нулей. 

В этом случае система марковских функций (1.4) 
является совершенной. Это значит [1], что при 
любом ненулевом индексе 1( ,..., ) k

kn n n    для 

всех 1,...,j k  справедливы равенства deg 1.j jA n   

Здесь предполагается, что deg 1,jA    тогда и 

только тогда, когда ( ) 0.jA x   Следующий при-

мер показывает, что если носители мер перекры-
ваются, то система (1.4), состоящая из марков-
ских функций 1{ ( ),..., ( )},kf x f xf  уже может 

быть несовершенной. 
Пример 3.1. Пусть 2{1, , ,...},x x   2,k   

(1,3),n    

1 1

2 2

( ) , [0,1];

( ) , [ 1,1],

d x dx

d x dx

   
    

 

где dx – мера Лебега. Тогда для 1 2{ , }     при 

определённом выборе нормирующего множителя 

1 2( ) 6 4, ( ) 4.A x x A x     

Поскольку 2deg 1,A   то соответствующая сис-

тема 1 1{ ( ), ( )}f x f xf  марковских функций не 

является совершенной. 
Сделаем ещё одно замечание. В [15] уста-

новлено, что система марковских функций 

1{ ( ),..., ( )}kf x f xf  является совершенной тогда 

и только тогда, когда для любого ненулевого 
индекса kn   выполняется условие: 

1

0,j

k
n

n
n j

H


     где jn

nH  – определитель матри-

цы, полученной из матрицы nG  выбрасыванием 

в ней столбца 
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1 0 1 1 1 | | 2(( , ) ( , ) ,...( , ) ) .
j j j

j j j T
n n n n          

Нетрудно заметить, что если для мультииндекса 
kn   произведение 0,

n

  то rang | | 1.nG n   

Поэтому любая совершенная система f  марков-
ских функций (1.4) является слабо совершенной. 
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«Проблемы физики, математики и техники», 
должна:  

– соответствовать профилю журнала;  
– являться оригинальным произведением, 

которое не предоставлялось на рассмотрение и 
не публиковалось ранее в объеме более 25% в 
других печатных и (или) электронных изданиях, 
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Формулы, рисунки, таблицы нумеруются в 
пределах раздела, например: (1.1), (2.3), рисунок 
1.1, таблица 2.1. Нумерации подлежат только те 
формулы, на которые имеются ссылки. Номер 
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таблицы располагаются непосредственно в тек-
сте. Размер рисунков и графиков не должен пре-
вышать 1015 см. Полутоновые фотографии 
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Каждая таблица должна иметь заголовок, в 
ней обязательно указываются единицы измере-
ния рассматриваемых величин. Размерность всех 
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ной системе единиц измерений (СИ). Не допус-
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(т. е., и т. д., и т. п.). 
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полученные результаты, их новизна, преимущест-
ва и возможности практического использования.  
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ликовании; 

– сведения об авторах; 
– экспертное заключение о возможности 

опубликования статьи в открытой печати; 
– договор о передаче авторского права (в 

двух экземплярах). 
Сведения об авторах представляются на от-
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вести переписку и направление, к которому отно-
сится представленная работа (физика, математика, 
техника). 
 Поступившая в редакцию статья направля-
ется на рецензирование. В случае её отклонения 
редакция сообщает автору решение редколлегии 
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Плата за опубликование статей не взимается. 
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In order for papers submitted to be published in 
the journal “Problems of Physics, Mathematics and 
Technics” the following rules should be taken into 
account: 
 – the paper should be in agreement with the 
type of the journal; 

– the paper should be an original work, it 
should not have been submitted for consideration or 
previously published in the bulk over 25% in an-
other scientific edition and (or) electronic publica-
tions with the exception of preprint publication 
(manuscript) of the paper of the authors (coauthors) 
on their own website; 
 – the paper should contain all statutory refer-
ences to the cited authors and published sources of 
the borrowed material. The author (coauthors) must 
obtain all the necessary permissions for the use of 
materials in the article, in the event that he is (they 
are) not their right holder (right holders). 

The paper should not contain the materials 
suppressed for publication in the press in accordance 
with the laws of the Republic of Belarus. 

Contents of a paper should be written in line 
with the scope of the journal. The paper should be 
written in Russian, Belarusian and English, edited 
thoroughly and submitted in two copies to the Edito-
rial Office. The manuscript should be printed on A4 
white paper with all pages numbered. In addition, 
the  authors  must  submit  the  electronic  version  
of their manuscript  either  on a CD or by e-mail  
(e-mail: pfmt@gsu.by). 

To prepare a paper it is possible to use MS 
Word for Windows (2000/2003), Times New Roman 
type, 14 pt. All margins are 2 cm. The author may 
also use 12 pt LaTeX in standard style article with-
out redefinition of the margins and introduction of 
the author’s commands. 

Index UDC is sited in the left corner of the first 
page. The title of the paper in capital letters is fol-
lowed by the name(s) of the author(s), authors' af-
filiations and full postal addresses next to which are 
an abstract of no more than ten lines and keywords. 
Relevant keywords should be placed just after the 
Abstract. 

A paper, as a rule, should include Introduction, 
Body Text, Conclusion and Literature. The title of 
the paper must be concise. It describes the main idea 
of your research. 

In the Introduction the author gives a brief re-
view of literature, his grounds and specific objec-
tives, he describes links with scientific and practical 
branches. All background information such as refer-
ence to the papers of others authors and some 
previous publications (including foreign ones) in the 
field of investigation is necessary. 

The main part should contain description of the 
techniques used and objects of investigation within a 
large scientific framework. This part may be divided 
into subsection (with explanatory headings). It provides 

the readers with the analysis of the publications on 
the problem described in these subsections. 

Formulas, figures and tables should be sequen-
tially numbered in the framework of the section, for 
example: (1.1), (2.3), figure 1.1, table 2.1. The author 
should number only the formulas with appropriate 
references. The formula number is placed on the right 
side of the page and the formula itself is centred. 

Figures and tables should be put into a contex-
tual framework. The size of figures and charts does 
not exceed 10х15 cm. Halftone photos should be 
glossy and contrast. Do not repeat extensively in the 
text the data you have presented in tables and figures. 

Each table should have the heading, in which 
units of measure describe the values under consid-
eration. All measurements and data should be given 
in SI units, or if SI units do not exist, in an interna-
tional accepted unit. The authors are advised to 
avoid abbreviations except for generally accepted 
ones (i. e., etc.). Define all abbreviations the first 
time they are used. 

In the Conclusion the received data are de-
scribed in concise form. The novelty of these results, 
advantages and possibility of practical use are pre-
sented. 

Publications cited in the text should be pre-
sented in a list of references following the text of the 
manuscript. References should be given in their 
original spelling, numbered in the order they appear 
in the text and contain full bibliography. Please, do 
not cite unpublished papers. The numbers of refer-
ences are sited in square brackets (e. g. [1], [2]). 

The paper should be signed by all authors. 
The following documents should be attached to 

the article: 
– covering letter of the organization in which 

the work was done with a request for publication; 
– information about the authors; 
– expert opinion on the possibility of publish-

ing an article in the press; 
– treaty on the transfer of the copyright (two 

copies). 
The authors should provide the following in-

formation on a separate sheet: surname, first name, 
patronymic, science degree, rank and correct postal 
address for correspondence, organization or com-
pany name and position, title, research field, home 
or office phone numbers, and e-mail address. 

Then the paper is sent to the Editorial Board to 
be reviewed. The Editorial Office informs the au-
thors of paper denial and the reviewer's conclusion 
without returning the manuscript. A request to revise 
the manuscript does not imply that the paper is ac-
cepted for publication since it will be re-reviewed 
and considered by the Editorial Board. The authors 
of the rejected paper have the right to apply for its 
reconsideration. 

The Editorial Board has the right to edit the 
manuscript and abridge it without misrepresenting 
the paper contents. 
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Papers not meeting the above requirements are 
denied and returned to the authors. The date of re-
ceipt of the final version by the Editorial Office is 
considered as the submission date. 

Authors are responsible for the submission of 
their publication because submission is a representa-
tion that the paper has not been previously published 
and is not currently under consideration for publica-
tion elsewhere. The Editorial Board charters top-
priority for postgraduate students (postgraduate 
course, persons working for doctor's degree, com-
petitors for scientific degree) during the current year 

of the completion of a course. Publication of the 
paper is free of charge. 

Samples of the preparation of an article, infor-
mation about the authors, expert opinion and the text 
of the treaty on the transfer of the copyright are 
placed on the site http://pfmt.gsu.by. 

The journal «Problems of Physics, Mathemat-
ics and Technics» is included in the mass media 
catalogue of the Republic of Belarus. Index: 01395 
(for personal subscribers), 013952 (for enterprises 
and organizations). 
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