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КИНК МОДИФИЦИРОВАННОГО РЕГУЛЯРИЗОВАННОГО УРАВНЕНИЯ 
ДЛИННЫХ ВОЛН 

М.А. Князев 

Белорусский национальный технический университет, Минск 
 

KINK FOR MODIFICATED REGULARIZED LONG-WAVE EQUATION 

M.A. Knyazev 

Belarusian National Technical University, Minsk 
 

Аннотация. Рассмотрена новая версия модифицированного регуляризованного уравнения длинных волн. Уравнения 
такого типа используются в качестве альтернативы уравнению Кортевега-де Фриза. Модификация уравнения заключа-
ется в учете слагаемого, описывающего взаимодействие процессов дисперсии и диссипации. При помощи прямого ме-
тода Хироты решения нелинейных уравнений в частных производных построено решение типа кинка (антикинка) для 
модифицированного уравнения. Проанализирована возможность построения решения, описывающего связанное со-
стояние кинка и антикинка. 
 
Ключевые слова: регуляризованное уравнение длинных волн, кинк, антикинк, прямой метод Хироты. 
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Abstract. A new version of the modified regularized long-wave equation is considered. The equations of such a type are used 
as an alternative to the Korteweg-de Vries equation. A modification of the equation consists in an accounting the term which 
describes an interaction of dispersion and dissipation. Using the direct Hirota method for nonlinear equations in partial deriva-
tives a kink-type (antikink-type) solution for modified equation is constructed. A possibility to construct a coupled solution of 
kink and antikink is analysed. 
 
Keywords: regularized long-wave equation, kink, anti-kink, Hirota direct method. 
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Введение 
Регуляризованное уравнение длинных волн 

(RLW) в (1+1)-мерном случае записывается в 
виде 

            2 0,t x xxt xu u u u u                 (0.1) 

где , ,    – положительные постоянные,  

tu u t   и т. п. Оно было построено в качестве 

альтернативы уравнению Кортевега-де Фриза и 
позволяет описывать нелинейные среды в более 
широком динамическом диапазоне [1], [2]. Урав-
нение (0.1) широко используется для описания 
физических явлений в средах со слабой нелиней-
ностью и дисперсией волн, включая волны на 
мелкой воде, ионно-акустические волны в плаз-
ме, магнитогидродинамические волны в холод-
ной плазме, акустические волны в ангармониче-
ских кристаллах, а также распространение волн в 
упругих средах и оптических волокнах.  

Математическая теория длинных волн ма-
лой, но конечной амплитуды в дисперсионных 
средах, в том числе и в водных каналах, подроб-
но разработана в работах [3], [4]. Продемонстри-
ровано, что RLW-уравнение является корректно 
определенным по Адамару в смысле соответствия 

решений начальным значениям, их единственно-
сти и непрерывности. RLW-уравнение обладает 
топологически нетривиальными решениями со-
литонного типа. Проблема, однако, в том, что 
построить решение в аналитическом виде удает-
ся только для ограниченного набора начальных и 
граничных условий, а также значений коэффици-
ентов уравнения. Аналитическое выражение в 
явном виде получено только для односолитонно-
го решения, хотя численные расчеты показыва-
ют, что возможно существование и связанных 
состояний [5]. В связи с вышеуказанным, обычно 
основное внимание уделяется численным мето-
дам, при помощи которых на начальном этапе 
исследований и было показано существование 
односолитонного и двухсолитонного решений 
уравнения RLW [6], [7]. 

Наряду с RLW уравнением определенное 
внимание привлекает более общее уравнение, 
так называемое обобщенное регуляризованное 
уравнение длинных волн (GRLW). Это уравне-
ние имеет вид 

  ( 1) 0,p
t x x xxtu u p p u u u             (0.2)  

где   – положительный постоянный коэффици-

ент, p – целое положительное число. Ясно, что 
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уравнение (0.1) является частным случаем урав-
нения (0.2). Однако это уравнение не получило 
достаточно широкого распространения. Во-пер-
вых, оно допускает высокие порядки нелинейно-
сти, что значительно затрудняет аналитическое 
решение. Во-вторых, устойчивость его решений 
зависит от скорости их распространения [8]. 
Вследствие указанных причин основное внима-
ние в исследовании уравнения GRLW уделяется 
численным методам. Достаточно полный обзор 
современного состояния работ по исследованию 
уравнения GRLW как аналитическими, так и 
численными методами, приведен в [9].  

Значительно большее внимание привлекает 
введенное в работе [7] модифицированное регу-
ляризованное уравнение длинных волн (mRLW). 
Это уравнение можно записать следующим образом: 

  22 4 0,xxtt xx tt xt xt ttq q q q q q              (0.3) 

где ( , )q x t  – вещественная функция такая, что 

солитон определяется соотношением .xtu q  

При помощи прямого метода Хироты решения 
нелинейных уравнений в частных производных 
[10] для уравнения (0.3) можно построить реше-
ния в виде одиночного солитона, а также связан-
ного состояния двух солитонов (двухсолитонное 
решение). Дисперсионное соотношение при этом 
имеет вид 2(1 ) ,k k    где k и   – параметры 

решения. Численные исследования указывают на 
возможность существования и трехсолитонного 
решения уравнения (0.3), однако в аналитиче-
ской форме до настоящего времени получить его 
не удалось. mRLW-уравнение во многих чертах 
ведет себя подобно интегрируемому нелинейно-
му уравнению, т. е. такому уравнению, для кото-
рого можно построить решение, описывающее 
связанное состояние произвольного числа соли-
тонов или солитоноподобных объектов. Тем не 
менее, для него характерно наличие ряда неус-
тойчивостей. 

Возможны и другие модификации регуля-
ризованного уравнения длинных волн. В частно-
сти, представляет интерес такая его модифика-
ция, в результате которой изменится характер 
решения и вместо солитона появится решение, 
имеющее вид кинка. Для такого случая уравне-
ния можно записать в следующем виде   

   2 ( ) 0.t x xxt x t xu u u uu u u            (0.4) 

В настоящей работе построено решение уравне-
ния (0.4), описывающее состояние типа одиноч-
ного кинка (антикинка).  
 

1 Метод решения 
Для того, чтобы построить решение уравне-

ния (0.4), соответствующее состоянию типа оди-
ночного кинка, применим прямой метод Хироты 
решения нелинейных уравнений в частных 
производных [5], [11]. Введем новую зависимую 
переменную при помощи соотношения Коула –
Хопфа 

     ln ,u F
x





                      (1.1) 

где  ,F F x t  – неизвестная функция,   – по-

стоянная, значение которой будет определено 
ниже. Подставим соотношение (1.1) в уравнение 
(0.4), проинтегрируем его по x и положим кон-
станту интегрирования равной нулю. В результа-
те уравнение (0.4) можно представить в виде  

2
t x xxt t xxF F F F F

F F F F
        

2

2 3
2 2x xt t xF F F F

F F
      

2 2

2 2 3
0.x xt x x tF F F F F

F F F
          (1.2) 

Метод Хироты успешно применим в случае, ко-
гда, после введения новой зависимой перемен-
ной, уравнение становится билинейным, т. е. 
квадратичным по новой функции. В данном слу-
чае в уравнении имеются кубические (трилиней-
ные) члены. Однако, поскольку мы строим част-
ное решение, то можно потребовать, чтобы вы-
полнялось условие 

 
2

3
2 0,x tF F

F
    

откуда сразу удается определить значение пара-
метра ,  а именно, 2 .   Теперь уравнение 

(1.2) можно записать в билинейном виде 
22 0.t x xxt t xx xF F F F F F F F F        (1.3) 

Представим функцию F в виде формального ряда 
теории возмущений 

     2 3
1 2 31 ...,F f f f                (1.4) 

где  , , 1, 2,3...i if f x t i   – новые неизвестные 

функции,   – вообще говоря, не малый пара-
метр.   

Если подставить соотношение (1.4) в урав-
нение (1.3) и приравнять нулю коэффициенты 
при одинаковых степенях ,  то в результате по-
лучим бесконечную систему линейных уравне-
ний в частных производных. Только первое 
уравнение этой системы будет однородным. Все 
остальные уравнения – неоднородные. При этом 
каждая последующая функция if  будет опреде-

ляться только предыдущими функциями и их 
производными.  Для примера выпишем в явном 
виде первые три уравнения этой системы: 

1, 1, 1, 0,t x xxtf f f                   (1.5) 
2

2, 2, 2, 1, 1, 1,2 ,t x xxt t xx xf f f f f f       (1.6) 

3, 3, 3, 1 2, 1 2,

1 2, 1, 2,

t x xxt xxt t

x t xx

f f f f f f f

f f f f

       

    
 

        1, 2, 1, 2,4xx t x xf f f f                  (1.7) 

Последовательно решая данную систему, можно, 
в принципе, определить все функции .if  

 



Кинк модифицированного регуляризованного уравнения длинных волн 
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2 Одиночный кинк 
Для того, чтобы построить решение в виде 

одиночного кинка, нам понадобятся уравнения 
(1.5) и (1.6). Представим функцию 1f  в виде 

        0
1 1 1 1exp ,f k x t               (2.1) 

где 1,k  1,   0
1  – параметры решения. Параметр 

 0
1  характеризует начальное положение соли-

тона и без потери общности его можно положить 
равным нулю. Подставим соотношение (2.1) в 
уравнение (1.5). В результате получим дисперси-
онное соотношение вида 

           1
1 2

1

.
1

k

k


 


                       (2.2) 

Если подставить соотношение (2.1) в правую 
часть уравнения (1.6) и приравнять полученное 
выражение нулю, что необходимо для обрывания 
ряда (1.4) в методе Хироты, то удается точно 
определить значение параметра 1 :  

     1 2 .                              (2.3) 

Подставляя (2.3) в (2.2), находим квадратное 
уравнение для определения параметра 1k  

2
1 12 2 0,k k      

решения которого 
2 2

(1)
1

16
,

4
k

     



              (2.4) 

     
2 2

(2)
1

16

4
k

     



              (2.5) 

нам понадобятся для дальнейшего анализа. 
Коэффициенты ,   и   по условию зада-

чи являются положительными константами. 
Следовательно, параметр (1)

1k  является положи-

тельным, а (2)
1k  – отрицательным. Известно, что 

положительное значение параметра 1k  соответ-

ствует решению типа кинка, а отрицательное 
значение этого параметра соответствует реше-
нию типа антикинка [12]. Однако для кинка и 
антикинка рассматриваемый параметр отличает-
ся только знаком. Что касается его абсолютных 
значений, то они равны друг другу. Если рас-
смотреть нелинейное уравнение движения, до-
пускающее конфигурации типа кинка k  и анти-

кинка ,а  то последние будут связаны соотно-

шением    .к аk x t k x t      По сути 

дела, кинк и антикинк симметричны относитель-
но начала координат. В рассматриваемом здесь 
случае (1)

1k  и (2)
1k  не равны по модулю. Таким 

образом, можно заключить, что полученные зна-
чения (2.4) и (2.5) параметра 1k  соответствуют 

разным кинку и антикинку. Для каждого из этих 
значений имеется свой антикинк и свой кинк 
соответственно.  

Окончательно решение уравнения (0.4), 
описывающее состояние типа одиночного кинка 
(антикинка) для соответствующих значений па-
раметра 1,k  принимает вид 

  1,

1

(0)
1 1 1

1

,
1

1 tanh .
2

xf
u x t

f

k x t
k

 


  
  

 

         (2.6) 

Поскольку   в соотношении (1.4) является про-
извольным параметром, данное выражение по-
лучено при условии, что он равен единице. Как 
видно, соотношение (2.6) это не кинк (антикинк) 
согласно принятым соглашениям, а скорее объ-
ект типа кинка (антикинка), поскольку выраже-
ние содержит постоянную составляющую. Непо-
средственной подстановкой соотношения (2.6) в 
уравнение (0.4) можно убедиться, что оно явля-
ется решением этого уравнения. 
 

Заключение 
Известная модификация уравнения RLW 

вида (0.3) допускает решение в виде солитона. В 
настоящей работе рассмотрена новая модифика-
ция регуляризованного уравнения длинных волн, 
в которой учитывается взаимодействие процес-
сов дисперсии и диссипации. Построено решение 
уравнения, описывающее состояние типа оди-
ночного кинка (антикинка). Параметры получен-
ного решения принимают фиксированные значе-
ния. Это можно рассматривать как качественное 
указание на то, что полученное решение является 
устойчивым [12].  

Решения типа солитона или кинка являются 
топологически различными. В тоже время срав-
нение показывает, что дисперсионные соотно-
шения для них одинаковым образом зависят от 
параметра 1k  и совпадают, когда коэффициенты 

  и   равны единице. Следовательно, фазовые 

скорости для них будут одинаковым образом 
зависеть от 1,k  а это, в свою очередь, означает, 

что в обеих моделях дисперсия волновых паке-
тов будет носить одинаковый характер. 

Поскольку параметры (1)
1k  и (2)

1k  не равны 

по модулю, в качестве дальнейшего исследова-
ния данной задачи представляет интерес по-
строение решения, которое описывало бы свя-
занное состояние, например, кинка с (1)

1 1k k  и 

антикинка с (2)
1 1 .k k  

Благодарю рецензента статьи за полезные 
замечания, которые значительно способствовали 
её улучшению. 

 
ЛИТЕРАТУРА 

1. Peregrine, D.H. Calculation of the develop-
ment of an undular bore / D.H. Peregrine // J. Fluid 
Mech. – 1966. – Vol. 25. – P. 321–330. 



М.А. Князев 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 4 (49), 2021 10 

2. Peregrine, D.H. Long waves on a beach / 
D.H. Peregrine // J. Fluid Mech. – 1967. – Vol. 25. – 
P. 815–827. 

3. Benjamin, T.B. Model equation for long 
waves in nonlinear dispersive systems / T.B. Benja-
min, J.L. Bona, J.J. Mahony // Phil. Trans. Royal 
Soc. London, A. – 1972. – Vol. 272. – P. 47–78. 

4. Bona, J.L. A mathematical model for long 
waves generated by wavemakers in non-linear dis-
persive systems / J.L. Bona, P.J. Bryant // Proc. 
Camb. Phil. Soc. – 1973. – Vol. 73. – P. 391–405. 

5. Додд, Р. Солитоны и нелинейные волно-
вые уравнения / Р. Додд, Дж. Эйлбек, Дж. Гиб-
бон, Х. Моррис. – Москва: Мир, 1984. – 694 с. 

6. Eilbeck, J.C. Numerical study of the regular-
ized long-wave equation I: Numerical methods / 
J.C. Eilbeck, G.R. McGuire // J. Computational 
Physics. – 1975. – Vol. 19. – P. 43–57. 

7. Gibbon, J.D. A modified regularized long-
wave equation with an exact two-soliton solution / 
J.D. Gibbon, J.C. Eilbeck, R.K. Dodd // J. Phys. A: 
Math. and General. – 1976. – Vol. 9. – P. L127–
L130. 

8. Bona, J.L. On the stability of solitary-wave 
solutions of model equations for long waves / 

J.L. Bona, A. Soyeur // J. Nonlinear Sci. – 1994. – 
Vol. 4. – P. 449–470. 

9. Seydi Battal Gazi Karakoc. Numerical ap-
proximation of the generalized regularized long 
wave equation using Petrov – Galerkin finite ele-
ment method / Seydi Battal Gazi Karakoc, Samir 
Kumar Bhowmik // arXiv:1904.03354[math.NA]. – 
28 p. 

10. ter Braak, F. Aspects of the modified regu-
larized long-wave equation / F. ter Braak, W.J. Zak-
rewski // arXiv:1707.00669[nlin.PS]. – 10 p. 

11. Абловиц, М. Солитоны и метод обратной 
задачи / М. Абловиц, Х. Сигур. – Москва: Мир, 
1982. – 479 с. 

12. Раджараман, Р. Солитоны и инстанто-
ны в квантовой теории поля / Р. Раджараман. – 
Москва: Мир, 1985. – 416 с. 
 

Поступила в редакцию 05.04.2021. 
 
 
Информация об авторах 
Князев Михаил Александрович – д.ф.-м.н., доцент 

 
 

 



Проблемы физики, математики и техники, № 4 (49), 2021 ISSN 2077-8708 
 

© Коваленко Д.Л., Добромир М., Васькевич В.В., Семченко А.В., Сидский В.В., Тюленкова О.И., Косенок Я.А., Айвазян Г.Е., Лука Д., 2021 11 

 
УДК 539.22+539.25+546.47 DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2021_4_49_11 
 

РАЗРАБОТКА КОМБИНИРОВАННОГО МЕТОДА ФОРМИРОВАНИЯ 
ZnO / TiO2 НАНОТРУБОК 
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DEVELOPMENT OF A COMBINED FORMATION METHOD 
OF ZnO / TiO2 NANOTUBE 

D.L. Kovalenko1, M. Dobromir2, V.V. Vaskevich1, А.V. Semchenko1, V.V. Sidski1, 
O.I. Tyulenkova1, Y.A. Kosenok1, G.Y. Ayvazyan3, D. Luca2 

1Francisk Skorina Gomel State University 
2Alexandru Ioan Cuza University, Iasi 

3National Polytechnic University of Armenia, Yerevan 
 

Аннотация. Определены условия формирования наноструктурных материалов на основе ZnO наностержней и форми-
руемых на их основе TiO2 нанотрубок, оптимальные режимы нанесения и необходимая толщина затравочных ZnO  
слоев. Экспериментальным путем подобраны временные и температурные режимы для гидротермального синтеза 
столбчатых наноструктур на основе оксида цинка. Методом атомно-силовой микроскопии проведены исследования 
морфологии и субшероховатости поверхности. С использованием растрового электронного микроскопа проведено  
детальное изучение структуры и морфологии получаемых наноструктурированных материалов на каждом этапе  
синтеза. Установлены основные характеристики, влияющие на размер и форму получаемых ZnO / TiO2 наноструктурных 
материалов. 
 
Ключевые слова: гидротермальный метод, золь-гель метод, термообработка, ZnO наностержни, TiO2 нанотрубки, 
морфология поверхности, структурные свойства. 
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Введение 
Получение материала в виде нанотрубок, 

нанострежней и нановолокон позволяет созда-
вать механически прочные трехмерные структу-
ры с большой удельной площадью поверхности. 
Одним из перспективных и нетрадиционных ме-
тодов получения нанотрубок TiO2 является их 
синтез золь-гель методом на подслое наностерж-
ней ZnO, полученных гидротермальным методом 
[1]–[3]. Такой подход дает ряд преимуществ. 
Гидротермальный метод позволяет создавать  

однородные слои ZnO наностержней и варьиро-
вать их пространственную структуру в широких 
пределах [4]–[5]. Как следствие, изменяя харак-
теристики подслоя наностержней ZnO, можно 
изменять свойства получаемых TiO2 нанотрубок. 

Использование предлагаемого в работе под-
хода позволит расширить набор методов и прие-
мов регулирования составом и свойствами нано-
материалов, получить новые данные о структуре, 
морфологии и особенностях формирования на-
ноструктурных ZnO / TiO2 материалов. 
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Обладая широким спектром различных 
свойств, полученный материал может найти 
применение в солнечных элементах, фотокатали-
тических установках, антибактериальных покры-
тиях, оптоэлектронике, новых типах биомате-
риалов и др. [6]–[11]. 

 
1 Синтез ZnO / TiO2 материалов с ис-

пользованием гидротермального и золь-гель 
методов 

Комбинирование современных методов 
синтеза открывает возможность получения но-
вых перспективные материалов из TiO2 нанотру-
бок, сформированных золь-гель методом с ис-
пользованием в качестве подслоя матрицы на 
основе ZnO наностержней, полученной гидро-
термальным методом.  

Весь механизм получения ZnO / TiO2 нано-
структурных материалов можно разделить на три 
этапа. 

1. Формирование затравочного ZnO слоя на 
подложках.  

Однородные тонкие слои ZnO наносили на 
поверхность подложек золь-гель методом. В ка-
честве подложек использованы полированные 
пластины кремния и стеклянные пластины. Все 
подложки предварительно были тщательно очи-
щены с помощью ультразвука в ацетоне, а затем 
в этаноле по 10 минут. Для формирования тон-
ких ZnO плёнок приготовлен золь на основе аце-
тата цинка Zn(CH3COO)2 в изопропиловом спир-
те. Созревание золя проходило при температуре 
окружающей среды (22 ± 2)° С в течение двух 
суток. Изопропиловый спирт использовался в 
качестве жидкой среды для поддержания ста-
бильности раствора и создания необходимой 
вязкости. Формирование тонких затравочных 
слоев производили на установке методом цен-
трифугирования при скорости вращения под-
ложки 2000 об/мин с промежуточной обработкой 
между слоями 250° C в течение 10 минут и фи-
нишной термообработкой в муфельной печи при 
температуре 350° C в течение 60 минут. В ре-
зультате были получены тонкие пленки ZnO 
толщиной от 40 нм (1 слой) до 150 нм (5 слоев). 

2. Синтез ZnO наностержней гидротер-
мальным методом.  

Наноструктуры на основе оксида цинка 
синтезированы гидротермальным методом, кото-
рый является наиболее привлекательным по сле-
дующим причинам: низкая стоимость, синтез 
при относительно низких температурах, возмож-
ность использования различных подложек, про-
стота контроля параметров морфологии и 
свойств получаемого материала.  

При нагревании свыше 100° С гидрооксид 
цинка начинает терять воду: 

 2

4

–
2Zn OH ZnO H O 2OH .

     

При дальнейшем нагревании происходит 
формирование наночастиц цинка. 

Для синтеза наностержней оксида цинка на 
подложках проводилось химическое осаждение 
из растворов. В первом случае из раствора ацета-
та цинка (Zn(CH3COOH)2. Подложки с нанесен-
ным зародышевым слоем ZnO помещали в рас-
твор. Реакционный сосуд в закрытом виде стави-
ли на 2 ч в сушильный шкаф при температуре от 
80° С до 110° С. По окончании синтеза образцы 
промывали дистиллированной водой и сушили 
на воздухе. Второй раствор для синтеза нанос-
тержней приготавливался на основе нитрата 
цинка Zn(NO3)2·6H2O и гексаметилентетрамина 
(CH2)6N4. Подложки располагались в реакцион-
ных сосудах вертикально. Время и температура 
выдержки аналогичны первому варианту. По 
окончании роста полученные образцы вынима-
лись из раствора, промывались дистиллирован-
ной водой, с целью смыть остаточные примеси с 
поверхности, и высушивались на воздухе. Для 
исследования влияния термического отжига на 
структуру получаемых ZnO наностержней часть 
образцов отожгли в муфельной печи при темпе-
ратуре 500° C в течение 60 минут. В результате 
были получены экспериментальные образцы 
массивов наностержней на основе оксида цинка.  

Одним из главных недостатков гидротер-
мального синтеза из водного раствора является 
то, что ZnO образуется на подложках и в объёме 
раствора одновременно. Образование оксида 
цинка в объёме приводит к быстрому обеднению 
раствора и, таким образом, понижает скорость 
роста наностержней на подложках. Более того, 
ZnO наноструктуры, выращенные на подложках, 
легко загрязняются ZnO наночастицами, полу-
ченными в объёме, понижая тем самым эффек-
тивность всего синтеза (рисунок 1.1).  

Стоит отметить, что полученные нанокри-
сталлы оксида цинка обладают повышенной 
долей площади удельной поверхности, что 
представляет практический интерес для катализа, 
фотокатализа и газочувствительных сенсоров. 

Для получения относительно длинных на-
ностержней необходимо неоднократно повторять 
синтез с погружением подложек в свежеприго-
товленный раствор. Для быстрого роста масси-
вов ZnO наностержней проводить синтез необ-
ходимо исключительно на подложках с затра-
вочным слоем. 

3. Синтез TiO2 нанотрубок на матрице из 
ZnO наностержней.  

На завершающем этапе образцы подложек с 
сформированными наностержнями оксида цинка 
погружали в золь на основе изопропоксида тита-
на (Ti [OCH(CH3)2]4). Для однородного и равно-
мерного слоя подложки опускали в раствор ме-
тодом окунания с выдержкой при температуре 
25° C в течение 20 минут для улучшения одно-
родности проникновения золя между наностерж-
нями оксида цинка. После полного извлечения об-
разцы  подсушивали  при комнатной температуре 
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а)                                                                                        б) 

 

Рисунок 1.1 – СЭМ изображение: 
а – покрытие подложки ZnO наночастицами из раствора (выдержка в растворе 2 суток);  

б – ZnO осадками на поверхности массива из ZnO наночастиц (выдержка в растворе 2 часа) 
 
в течение 30 минут и помещали в муфельную 
печь для термообработки при температуре 
550° C в течение 60 минут с последующим осты-
ванием до комнатной температуры вместе с пе-
чью. В результате были получены образцы 
ZnO / TiO2 наноструктурных покрытий на стек-
лянных и кремниевых подложках. 
 

2 Результаты исследования морфологии 
полученных наноструктур методами атомно-
силовой и электронной микроскопии 

Морфологию поверхности полученных об-
разцов исследовали с помощью атомно-силового 
микроскопа высокого разрешения СОЛВЕР  
Про 47 (НТ-МДТ, Россия) и электронного рас-
трового микроскопа HITACHI S-4800 (HITACHI, 
Япония). Для обработки изображений и анализа 
данных, полученных с помощью атомно-сило-
вого микроскопа, использовали модульную про-
грамму Gwyddion. 

На рисунке 2.1 представлена морфология 
поверхности полученных ZnO наностержней. 
Как видно из рисунка, поверхность образована 
равномерно распределенными зернами, хорошей 
степенью кристалличности, четкими границами 
между зернами 

Используя выделение трех наиболее высо-
ких образований, были получены статистические 
величины и определен средний диаметр образо-
ваний в образце. В таблице 2.1 представлены 
распределение частиц по размерам и субшерохо-
ватость ZnO наностержней на поверхности мо-
нокристаллического кремния. 

 

 
 

Рисунок 2.1 – АСМ- изображения (1×1 мкм) 
ZnO наностержней на поверхности 

монокристаллического кремния 
 

Таблица 2.1 – Статистика ZnO наностержней 
 
 

Характеристика Значение
Число наностержней (в поле 1×1 мкм) 448 
Ra (субшероховатость)  7,01 нм 
Средний диаметр наностержней  78,0 нм 
 

На рисунке 2.2 приведены обработанные 
АСМ-изображения, полученные на атомно-сило-
вом микроскопе с использованием модульной 
программы Gwyddion. 

Как видно из таблицы 2.1 и рисунка 2.2, 
средний диаметр наностержней составляет 78,0 нм, 
субшероховатость исследуемой поверхности со-
ставляет Ra = 7 нм.  
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Рисунок 2.2 – Обработанные АСМ-изображения 
(1×1 мкм) ZnO наностержней 

 
На рисунке 2.3 приведены АСМ-изображе-

ния ZnO / TiO2 нанотрубок на поверхности мо-
нокристаллического кремния. 

 

 
 

 
 

Рисунок 2.3 – АСМ-изображения ZnO / TiO2  
нанотрубок на поверхности  

монокристаллического кремния 

Результаты исследования поверхности под-
тверждают наличие сферических структур на 
поверхности образца. Анализ данных подтвер-
ждает, что диаметр структур в основании состав-
ляет от 90 нм до 110 нм. Следует отметить, что 
проведение термообработки полученных образ-
цов приводит к уплотнению структур и умень-
шению диаметра сферических структур на 5–
10% в объеме поверхности.  

Для детального изучения структуры и мор-
фологии получаемых наноструктурированных 
материалов на каждом этапе синтеза проводили 
исследования поверхности и сколов полученных 
материалов с использованием электронного рас-
трового микроскопа. 

На рисунке 2.4 показано РЭМ-изображение 
затравочного слоя оксида цинка на кремниевой 
подложке, осажденного с использованием золь-
гель метода.  

 

   
 

Рисунок 2.4 – РЭМ-изображение затравочного 
слоя оксида цинка на кремниевой подложке 

 

Экспериментальный образец столбчатых 
наноструктур оксида цинка, представленный на 
рисунке 2.5, был сформирован на кремнии с за-
травочным слоем оксида цинка.  

Полученные ZnO наностежни, имеют длину 
порядка 2,5 мкм и диаметр от 70 нм до 110 нм. 

На рисунке 2.6 представлены изображения 
столбчатых наноструктур оксида цинка, выращен-
ных на затравочных слоях толщиной 60 и 150 нм. 

В ходе исследования установлено, что каче-
ство и морфология столбчатых наноструктур 
оксида цинка зависят от толщины зародышевого 
подслоя, лучшие результаты были получены при 
толщине 60 нм. Увеличение толщины затравоч-
ного слоя вызывает снижение однородности 
столбчатых структур. Кроме того, было обнару-
жено, что однородность кристаллической фазы 
затравочного слоя является необходимым усло-
вием для выращивания плотных массивов столб-
чатых наноструктур, ориентированных перпен-
дикулярно подложке.  

Столбчатые наноструктуры ZnO имеют преи-
мущественно вертикальную ориентацию и хо-
рошо растут на отожженных затравочных слоях. 
Отжиг затравочных слоев проводился в вакуум-
ной печи при 450° C в течение часа. Более высокая 
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Рисунок 2.5 – РЭМ изображение наностержней оксида цинка 
 

      
a)                                                                      б) 

Рисунок 2.6 – РЭМ-изображение ZnO наностержней, выращенных на подложках с затравочным слоем 
ZnO различной толщины: а – 60 нм, б – 150 нм 

 

   
                                 a)                                                      б)                                                     в) 

Рисунок 2.7 – РЭМ-изображение: а – наностержни ZnO (без термообработки),  
б – наностержни ZnO (термообработка – 550° C),  

в – наноструктуры ZnO / TiO2 (термообработка – 550° C) 
 
плотность дефектов наблюдается для столбчатых 
структур ZnO, выращенных на затравочном слое 
без предварительного отжига.  

Температура гидротермального синтеза так-
же влияет на изменение роста столбчатых нано-
структур оксида цинка. При температуре синтеза 
ниже 80° С скорость роста снижается, а количе-
ство дефектов увеличивается, образуются нано-

частицы ZnO, имеющие схожее строение с нанос-
тержнями, однако этой температуры недостаточно 
для формирования стержнеобразной структуры.  

На рисунке 2.7 представлено РЭМ-изобра-
жение столбчатых ZnO структур и ZnO / TiO2 
структур на кремниевой подложке. 

Из рисунка 2.7 видно, что полученные на-
ностержни ZnO и наноструктуры ZnO / TiO2  
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характеризуются гексагональной формой с диа-
метром от 70 нм до 100 нм. Слой оксида титана 
полностью покрывает ZnO наностержень фор-
мируя TiO2 нанотрубку, заполненную оксидом 
цинка. Использование финишной термообработ-
ки полученных образцов приводит к уплотнению 
столбчатых ZnO наноструктур и уменьшению 
диаметра на 7%. 

 

Заключение 
Определены условия синтеза золь-гель ме-

тодом TiO2 нанотрубок на подслое ZnO нанос-
тержней, полученных гидротермальным мето-
дом. Температура гидротермального синтеза 
влияет на рост столбчатых наноструктур оксида 
цинка. При температуре синтеза ниже 80° C ско-
рость роста уменьшается, количество дефектов 
увеличивается и образуются наночастицы ZnO, 
которые имеют структуру, аналогичную нанос-
тержням. Однако этой температуры недостаточ-
но для образования стержневой структуры.  

Проведены исследования морфологии по-
верхности полученных наноструктурных мате-
риалов ZnO / TiO2 методом АСМ спектроскопии. 
Результаты исследования поверхности подтвер-
ждают наличие сферических структур на по-
верхности образца. Средний диаметр ZnO нанос-
тержней составляет 78 нм, субшероховатость 
исследуемой поверхности составляет Ra = 7 нм. 
Анализ ZnO / TiO2 нанотрубок подтверждает, что 
диаметр структур в основании составляет от 
90 нм до 110 нм. Проведение дополнительной 
термообработки приводит к уплотнению и 
уменьшению диаметра сферических структур на 
5–10% в объеме поверхности.  

По результатам исследования с помощью 
сканирующей электронной микроскопии уста-
новлено, что однородность и морфология столб-
чатых наноструктур оксида цинка зависят от тол-
щины затравочного подслоя, оптимальное значе-
ние которой составляет 60 нм. Увеличение тол-
щины затравочного подслоя вызывает снижение 
однородности столбчатых структур, кроме того, 
свойства наностержней значительно улучшаются 
при отжиге затравочного слоя в атмосфере кислорода. 

Полученные наностержни ZnO и нанострук-
туры ZnO / TiO2 имеют преимущественно верти-
кальную ориентацию и характеризуются гекса-
гональной формой с диаметром от 70 нм до 
100 нм. Слой оксида титана полностью покрыва-
ет ZnO наностержень формируя TiO2 нанотрубку, 
заполненную оксидом цинка. Использование фи-
нишной термообработки полученных образцов 
приводит к уплотнению столбчатых ZnO наност-
руктур и уменьшению внешнего диаметра на 7%. 
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CALCULATION OF THE STRESS-DEFORMED STATE OF A TIRE 
ON THE EXAMPLE OF ITS CONTACT WITH A ROAD SURFACE 

V.V. Mozharovsky, D.S. Kuzmenkov, I.I. Kolyaskin 

Francisk Skorina Gomel State University 
 

Аннотация. Рассматривается задача приближённого расчёта напряженно-деформированного состояния изотропного 
основания (покрытия) на примере контакта шины и дорожного покрытия. Представлены основные зависимости для 
расчета напряженно-деформированного изотропного основания. На основе представленных формул разработан алго-
ритм решения исследуемой задачи и создана программа для расчёта напряженно-деформированного состояния мас-
сивной шины при контакте её с дорожным покрытием. 
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Abstract. The problem of approximate calculation of the stress-strain state of an isotropic base (pavement) is considered using 
the example of the contact between a tire and a road surface. The main dependences for calculating the stress-strain isotropic 
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Введение 
В настоящее время задача определения на-

пряженно-деформированного состояния покры-
тия на изотропном основании является достаточ-
но актуальной. Одним из примеров таких задач 
является определение напряжённо-деформирован-
ного состояния массивной шины при контакте с 
дорожным покрытием [1], [2]. Точный расчёт на-
пряжений и перемещений, возникающих в мас-
сивной шине, необходим для определения физи-
ко-технических характеристик шины, оказываю-
щих непосредственное влияние на её износо-
устойчивость, долговечность, выбор способа ар-
мирования, определение оптимального рисунка 
протектора шины и др. Целью работы является 
расчёт напряженно-деформированного состояния 
шины при её контакте с дорожным покрытием. 

 

1 Постановка задачи исследований. Ос-
новные зависимости для приближённого рас-
чёта напряженно-деформированного состоя-
ния покрытия на изотропном основании и 
массивной шины 

При исследовании напряженно-деформиро-
ванного состояния покрытия на изотропном 

основании на примере контакта шины и дорож-
ного покрытия (рисунок 1.1) используем методы 
расчета, представленные в работах [3]–[7], в ко-
торых подробно показаны основные формулы 
для расчёта напряженно-деформированного со-
стояния. 

Так, например, если покрытие обладает ор-
тотропными свойствами, то аналитические зави-
симости и методика реализации определения 
напряженно-деформированного состояния в по-
крытии и основании подробно изложены в [7]. 
Если же покрытие обладает изотропными свой-
ствами и толщина его достаточно большая, то 
приближенно можно рассчитывать напряженно-
деформированное состояние, как в покрытии, так 
и в изотропном основании с учётом граничных 
условий по ниже описанной методике, считая, 
что упругие свойства покрытия и основания 
близки. Также можно вводить корректирующие 
экспериментально-теоретические коэффициенты 
постели, как это делается в механике грунтов. 
Точное решение расчета будет в том случае, если 
упругие свойства покрытия и основания совпа-
дают (или покрытие отсуствует). Дискретное 
распределение давлений, при контакте шины с 
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покрытием, определяется с помощью методов 
граничных или конечных элементов. 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Схема контактного взаимодействия 
шины с покрытием 

 
Пусть на границу упругого полупростран-

ства х3 > 0 действует сосредоточенная сила Р, 
приложенная в точке 1 2( , ,0)y y  и направленная 

вдоль оси 3.Ox  Будем считать, что  
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1 2 3( , , )x x x  до точки, к которой приложена сосре-

доточенная сила. 
 Ниже, на основании [4], изложена теорети-
ческая методика расчёта напряжений и переме-
щений с целью программной реализации их рас-
чёта. 

Следовательно, формулы Буссинеска для 
перемещений точки М можно записать в сле-
дующем виде 
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В случае, когда на упругое тело действует 
нормальная нагрузка, распределенная по пло-
щадке   с плотностью 1 2( , )p x x  будем иметь [4, 

6]: 
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С учётом (1.1) получим 
( )
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p y
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   

 Функции V(x) и W(x) называются потенциа-
лом простого слоя и логарифмическим потен-
циалом соответственно [4]. 

Формулы (1.2), (1.3) для перемещений точек 
упругого полупространства можно записать в 
следующем виде 
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 Полю перемещений (1.5), (1.6) соответст-
вуют следующие компоненты тензора напряже-
ний [4, 6]:  
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 Здесь ,   – постоянные Ламе; ij – компо-

ненты тензора напряжений; iu  – перемещения, 

, 1,2,3.i j   

Исходя из этих аналитических зависимо-
стей, перемещения и напряжения в упругой по-
луплоскости (или в достаточно толстом покры-
тии [4]) могут быть, с некоторым приближением, 
найдены по формулам Беляева (1.5)–(1.7), как 
только будет известна функция V(x), определяе-
мая выражением (1.4). В свою очередь, потенци-
ал V(x) может быть вычислен, как только будет 
определена плотность 1 2( , )p x x  распределения 

контактного давления. 
 
2 Программная реализация расчетов на-

пряженно-деформированного состояния мас-
сивной шины при контакте с покрытием на 
изотропном основании 

В качестве примера рассмотрим систему 
«массивная шина – дорожное покрытие». Эпюру 
нагрузок на шину (см. левое изображение на ри-
сунке 2.1) при её соприкосновении с дорожным 
покрытием можно получить, как эксперимен-
тально (для этого применяется специальная 
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чувствительная бумага), так и численно [2], [6]. 
Необходимо определить напряженно-деформи-
рованное состояние массивной шины. 

На основе экспериментальных или числен-
ных данных рассчитывается зона контакта и рас-
пределение давления в ней. Был разработан ал-
горитм и создана программа для расчёта напря-
женно-деформированного состояния массивной 
шины при контакте с дорожным покрытием. 

Для решения поставленной задачи был 
применён и запрограммирован метод конечных 
элементов, использовались прямоугольные ко-
нечные элементы [6]. 

На рисунке 2.1 изображено главное окно 
разработанного программного комплекса, в ко-
тором можно задать размеры параллелепипеда, 
количество узлов (конечных элементов), модуль 
Юнга, коэффициент Пуассона. Шаги по осям 
рассчитываются автоматически и считаются рав-
ными по величине. В этом же окне можно загру-
зить исходное изображение для последующего 
анализа (т. е. эпюра нагрузок на шину [6] при её 
соприкосновении с дорожным покрытием), ис-
ходное изображение находится слева, а справа 
находится изображение, составленное из конеч-
ных элементов, цвет которых максимально при-
ближен к цвету соответствующей точки исход-
ного изображения (берётся цвет средней точки в 
конечном элементе). Чтобы рассчитать давление, 
был использован только показатель оттенка цве-
та, т. е. яркость и насыщенность не использова-
лись. В программе также предусмотрена 

возможность «ручной» корректировки цвета ко-
нечного элемента с помощью мыши. Это связано 
с возможными погрешностями автоматического 
распознавания цветов. 

С целью оптимизации работы программы 
(уменьшения времени её выполнения) при вы-
числении интегралов задаётся количество раз-
биений областей интегрирования, а не точность 
вычисления значения интеграла. Если по класси-
ческому алгоритму численного интегрирования 
задавать точность вычисления значения интегра-
ла, то очень много времени занимает подбор 
программой требуемого количества разбиений 
областей интегрирования для достижения задан-
ной точности. Для нахождения значений инте-
гралов были использованы кубатурная и квадра-
турная формулы Симпсона. Для нахождения 
производных использовались центральные про-
изводные и сплайны. 

Результаты работы программы (значения 
искомых напряжений и перемещений) и исход-
ные показатели давления отображаются в глав-
ном окне программы непосредственно под ис-
ходными данными (изображениями эпюра, рису-
нок 2.1). В программе предусмотрена возмож-
ность изменения значений по каждой оси на раз-
личных срезах и просмотра полученных резуль-
татов (рисунок 2.2), графики напряжений и пе-
ремещений автоматически изменяются при из-
менении параметров среза, которые можно изме-
нить в выпадающих списках. 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Главное окно программы с выводом результатов  
 



В.В. Можаровский, Д.С. Кузьменков, И.И. Коляскин 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 4 (49), 2021 20 

 

 
Рисунок 2.2 – Данные для выбранных срезов по разным осям для 22  

 
В программе предусмотрен экспорт полу-

ченных результатов в файл в формате .csv. В 
файле автоматически будет создана таблица, в 
которой содержаться значения выбранного на-
пряжения или перемещения по координатам x и y 
для заданного z. Полученные табличные данные 
могут быть использованы для дальнейшего ана-
лиза с помощью возможностей Microsoft Excel 
или другого программного обеспечения. Напри-
мер, с помощью Microsoft Excel были построены 
трехмерные графики на основе табличных зна-
чений (рисунок 2.3). 

 

 
 

Рисунок 2.3 – Трехмерный график значений 

11  для 0z   

 
Заключение 
В статье рассмотрена задача о приближен-

ном расчёте напряженно-деформированного со-
стояния изотропного основания (покрытия) на 
примере контакта шины и дорожного покрытия. 
Разработан алгоритм решения исследуемой зада-
чи, создана программа, реализующая расчёт на-
пряженно-деформированного состояния массив-
ной шины при контакте с дорожным основанием 
(покрытием). Универсальность разработанной 
программы состоит в том, что расчет напряже-
ний, как в изотропном основании, так и в шине 
можно производить по одному алгоритму с по-
следующей оценкой точности. Проведена серия 
численных экспериментов. Их результаты согла-
суются с данными, полученными в ходе натур-
ных экспериментов. Разработанный алгоритм 
может быть легко адаптирован для решения по-
добных задач контактного взаимодействия. 
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Введение  
Кварцевое стекло отличается высокой тер-

мостойкостью и прочностью, устойчиво к дейст-
вию воды и кислот. Данный материал применя-
ется при изготовлении окон фотоприемников, 
колб газоразрядных ламп и иллюминаторов кос-
мических кораблей. Из кварцевого стекла изго-
товляются призмы для монохроматоров и спек-
трофотометров, линзы для передачи ультрафио-
летового излучения [1].  

Для обработки кварцевого стекла применя-
ется резка гидроабразивной струей, алмазным 
инструментом и лазерное излучение в режиме 
испарения материала. Недостатком этих методов 
является высокая дефектность формируемых 
кромок и снижение прочности получаемых изде-
лий [2]. 

Лазерное раскалывание, сущность которого 
заключается в разделении материала в результа-
те формирования индуцированной трещины при 
последовательном лазерном нагреве и воздейст-
вии хладагента на обрабатываемую поверхность, 
является одним из эффективных методов обра-
ботки хрупких неметаллических материалов. К 
основным достоинствам этого метода относятся 

высокие скорость и точность обработки, повы-
шение прочности получаемых изделий [2]–[11]. 
Моделирование в рамках теории термоупругости 
и экспериментальные исследования лазерного 
раскалывания кварцевого стекла выполнены в 
работах [2], [8]–[12].  

В работе [13] проведен анализ применения 
различных методов моделирования лазерной 
обработки материалов и представлены примеры 
оптимизации технологических параметров соот-
ветствующих процессов, в том числе с использо-
ванием генетических алгоритмов. Генетические 
алгоритмы являются частным случаем эволюци-
онных методов, базирующихся на коллективном 
обучении внутри популяции и основанных на 
имитации естественного отбора. Генетические 
алгоритмы обеспечивают поиск лучших решений 
с помощью наследования и усиления полезных 
свойств множества объектов в процессе имита-
ции их эволюции [14]–[15]. 

В работах [15]–[20] представлены результа-
ты многокритериальной оптимизации парамет-
ров конструкций и технологических процессов в 
модуле DesignXplorer программы ANSYS 
Workbench. Многокритериальная оптимизация 
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это одновременная оптимизация двух и более 
целевых функций. Одним из методов решения 
таких задач является выявление совокупности 
оптимальных по Парето решений, которые не 
доминируют относительно друг друга, а улучше-
ние одного параметра приводит к ухудшению 
других [15], [21]. При этом в работах [15]–[19] 
параметрическая оптимизация осуществлялась с 
использованием генетического алгоритма MOGA 
(Multi-Objective Genetic Algorithm), который в 
ряде публикаций называют алгоритмом FFGA 
(Fonseca and Fleming’s Multiobjective Genetic 
Algorithm) [22], [23]. 

В связи с этим представляется целесообраз-
ным исследование лазерного раскалывания квар-
цевого стекла с использованием программы 
ANSYS при определении соответствующих теп-
ловых и термоупругих полей и ее модуля 
DesignXplorer для решения соответствующих 
задач многокритериальной оптимизации. 

 
1 Конечно-элементный анализ 
Конечно-элементный расчет температурных 

полей и полей термоупругих напряжений прово-
дился с использованием программы ANSYS. 
Моделирование выполнялось в рамках несвязан-
ной задачи термоупругости в квазистатической 
постановке [24], [25]. Для этого была подготов-
лена соответствующая расчётная программа на 
языке программирования APDL (ANSYS para-
metric design language). 

Моделирование было выполнено для пла-
стины c геометрическими размерами 20102 
мм. На рисунке 1.1 приведена схема расположе-
ния лазерного пучка и хладагента. Для модели-
рования была сформирована конечно-элементная 
модель, состоящая из 56000 элементов и 61509 
узлов (рисунок 1.2). Для теплового анализа при-
менялись элементы Solid 70, для прочностного 
анализа применялись элементы Solid 185. При 
расчетах использовались свойства кварцевых 
стекол приведенные в таблице 1.1 [3], [26]. 

 
Таблица 1.1 –  Свойства кварцевых стекол 
 

Свойства материала Значения
 Теплопроводность, Вт/ м К 1,34 
 Удельная теплоемкость, Дж/кгК 880 
 Плотность, кг/м3 2200 
 Модуль Юнга, ГПа 78 
 Коэффициент Пуассона 0,17 
 Коэффициент линейного 
 термического расширения, град-110-7 

5 

 
Параметры, примененные при моделирова-

нии лазерного раскалывания кварцевого стекла: 
 – мощность лазерного излучения P, 20 Вт; 

– скорость резки V, 20 мм/c; 
– радиус лазерного пучка R, 15 мм. 
 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Схема пространственного 
расположения зон воздействия лазерного 

излучения и хладагента:  
1 – лазерный пучок с длиной волны 10,6 мкм, 
2 – хладагент,  
3 – обрабатываемая пластина из кварцевого 
      стекла, 
4 – сечение лазерного пучка 1 в плоскости  
      обработки,  
5 – зона воздействия хладагента. 

 

 
 

Рисунок 1.2 – Конечно-элементная модель 
 
 Полученные при моделировании распреде-
ления температурных полей и полей термоупру-
гих напряжений представлены на рисунках 1.3, 
1.4. На рисунке 1.4 видна характерная для лазер-
ного раскалывания при использовании хладаген-
та локализация термоупругих напряжений сжа-
тия и растяжения в зоне обработки. При этом 
расчетные значения максимальных напряжений 
растяжения в зоне обработки y  и максималь-

ные расчетные температуры в обрабатываемой 
пластине T равны соответственно 6,9 МПа и 
993,7 K при выбранных расчетных параметрах 
обработки. Нужно отметить, что для реализации 
лазерного раскалывания кварцевого стекла 
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допустимы значения температуры не выше тем-
пературы стеклования, равной 1473 К для данно-
го материала [3], [26]. При этом значения напря-
жений y  должны достигать как можно боль-

ших значений, так как в соответствии c критери-
ем максимальных растягивающих напряжений 
для используемой схемы лазерного раскалыва-
ния пространственная локализация и величина 
напряжений y  определяют инициализацию и раз-

витие лазерно-индуцированной трещины [27], [28].  
 

 

 
 

Рисунок 1.3 – Распределение температуры в объ-
еме обрабатываемой кварцевой пластины, K 

(V = 20 мм/с, P = 20 Вт, R = 1,5 мм) 
 

 

 
 

Рисунок 1.4 – Распределение напряжений y  в 

объеме обрабатываемой кварцевой пластины, Па 
(V = 20 мм/с, P = 20 Вт, R = 1,5 мм) 

 
2 Определение оптимальных параметров 

процесса лазерного раскалывания кварцевого 
стекла 

Для оптимизации параметров лазерного 
раскалывания кварцевого стекла был использо-
ван модуль Ansys DesignXplorer, интегрирован-
ный в расчетную среду Ansys Workbench. Опти-
мизация была реализована в соответствии с по-
следовательностью действий, представленных на 
рисунке 2.1 [16].  

При моделировании был использован трех-
факторный гранецентрированный вариант цен-
трального композиционного плана эксперимента 
(ЦКП) [29], [30]. В качестве факторов экспери-
мента были выбраны скорость обработки V, 
мощность лазерного излучения P и радиус ла-
зерного пучка R. При численных экспериментах 

определялись следующие выходные параметры: 
максимальная температура в зоне лазерной обра-
ботки Т, максимальные напряжения растяжения 
в зоне обработки ,y  глубина лазерно-

индуцированной трещины L (таблица 2.1).  
 

 
 

Рисунок 2.1 – Алгоритм оптимизации 
лазерного раскалывания кварцевого стекла 

 
Глубина лазерно-индуцированной трещины 

L определялась с использованием программы, 
реализованной на APDL на основании данных о 
пространственной конфигурации термоупругих 
полей. При этом учитывалось, что рост трещины 
происходит в зоне напряжений растяжения, 
сформированных в результате воздействия хла-
дагента на обрабатываемую поверхность, и пре-
кращается в зоне напряжений сжатия [28]. Таким 
образом, параметр L, определяемый в результате 
моделирования, равен глубине расположения 
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границы растягивающих и сжимающих термоуп-
ругих напряжений под центром зоны воздейст-
вия хладагента, что можно интерпретировать как 
глубину лазерно-индуцированной трещины (изо-
поверхность 0y   на рисунке 1.4). 

 
Таблица 2.1 – План эксперимента и резуль-

таты вычислений 
 

N 
P1 

V, м/c 
P2 

P, Вт 
P3 

R, м 
P4 

L, м 
P5 
Т, К 

P6 
,y  Па

1 0,02 20 0,0015 0,0002 994 6854967
2 0,01 20 0,0015 0,0004 1260 11668376
3 0,03 20 0,0015 0,0001 868 4715231
4 0,02 10 0,0015 0,0002 643 3427482
5 0,02 30 0,0015 0,0002 1344 10282451
6 0,02 20 0,001 0,0002 1554 11122372
7 0,02 20 0,002 0,0003 756 4707558
8 0,01 10 0,001 0,0003 1154 9018635
9 0,03 10 0,001 0,0001 811 3905169

10 0,01 30 0,001 0,0003 2877 27055907
11 0,03 30 0,001 0,0001 1846 11715511
12 0,01 10 0,002 0,0004 615 4070154
13 0,03 10 0,002 0,0002 483 1611775
14 0,01 30 0,002 0,0004 1259 12210462
15 0,03 30 0,002 0,0002 862 4835328
 

Моделью объекта исследования являлись 
функции отклика, связывающие выходные пара-
метры (L, T, )y  с факторами (V, P, R), которые 

менялись в заданных пределах при проведении 
численных экспериментов (таблица 2.1). Получен-
ные уравнения регрессии имеют следующий вид: 

4 2

6 8 2

6

5 8

6 7

11

3,775 10 0,011 34,13 ,

1903 142,6 2,538 10 7,992 10

1637 7,703 10 43370 ,

4,569 10 2,167 10

1,538 10 1,893 10

1, 486 10 4,79 .

y

L V R

T P R R

VP VR PR

V

P VP

VR PR

   

      

   

      

    

   

 

Об адекватности полученных регрессион-
ных уравнений свидетельствуют данные, приве-
денные на рисунке 2.2. На представленном гра-
фике по оси абсцисс отложены значения конеч-
но-элементного моделирования, а по оси ординат – 
значения, полученные при помощи соответст-
вующих регрессионных уравнений. Чем ближе 
полученные точки  находятся к диагонали, тем 
выше точность регрессионной модели.   

Значения коэффициентов детерминации для 
выходных параметров L, Т, y  принимают зна-

чения, равные 0,94519, 0,97603, 0,95159 соответ-
ственно, что можно интерпретировать как нали-
чие необходимого соответствия регрессионной 
модели данным конечно-элементного анализа 
[29]–[31]. 
 

 

 
 

Рисунок 2.2 – Проверка адекватности уравнений 
регрессии при вычислительном эксперименте 

P4 – L, P5 – T, P6 – y  

 
Для оценки чувствительности оптимизи-

руемых параметров была построена диаграмма, 
отображающая влияние входных параметров на 
выходные параметры (рисунок 2.3). Глубина ла-
зерно-индуцированной трещины в большей сте-
пени зависит от скорости обработки, на макси-
мальную температуру в зоне лазерной обработки 
наибольшее воздействие оказывают мощность 
лазерного излучения и радиус лазерного пучка. 
На величину максимальных напряжений растя-
жения в зоне обработки приблизительно одина-
ково влияют все три фактора (V, P, R). 
 

 
 

Рисунок 2.3 – Диаграмма чувствительности 
оптимизируемых параметров 

P1 – V, P2 – P, P3 – R, P4 – L, P5 – T, P6 – y  

 
На рисунках 2.4–2.6 представлены зависи-

мости максимальной температуры в зоне лазер-
ной обработки Т, максимальных напряжений 
растяжения в зоне обработки y  и глубины ла-

зерно-индуцированной трещины L от скорости 
обработки V, мощности лазерного излучения P и 
радиуса лазерного пучка R. 

При проведении оптимизации процесса 
лазерного раскалывания кварцевого стекла 
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использовался многокритериальный генетиче-
ский алгоритм MOGA, встроенный в модуль 
DesignXplorer с числом индивидов начальной 
популяции равным 100, и числом индивидов за 
итерацию равным 100.  
 

 
 

 

 
 

Рисунок 2.4 –  Зависимость глубины трещины L  
от параметров обработки 

а) R – const; б) P – const; в) V – const 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

Рисунок 2.5 – Зависимость максимальной 
температуры Т от параметров обработки  
а) R – const; б) P – const; в) V – const 

 
 

а) 

б) 

в) 

а) 

б) 

в) 
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Рисунок 2.6 – Зависимость максимальных 
 напряжений y  от параметров обработки  

а) R – const; б) P – const; в) V – const 
 

Оптимизация лазерного раскалывания квар-
цевого стекла осуществлялась для четырех вари-
антов постановки задачи: 

1. По критерию максимума растягивающих 
напряжений maxy   при задании значений 

минимальной глубины трещины 0,0001L   м и 
максимальной температуры в зоне обработки 

1473T   К.  
2. По критериям максимума растягивающих 

напряжений maxy   и максимума скорости 

обработки maxV   при задании значений ми-
нимальной глубины трещины 0,0001L   м и 
максимальной температуры в зоне обработки 

1473T   К.  
3. По критериям максимума растягивающих 

напряжений maxy   и максимума глубины 

трещины maxL   при задании значений мак-
симальной температуры в зоне обработки 

1473T   К.  
4. По критериям максимума растягивающих 

напряжений max,y   максимума скорости об-

работки maxV   и максимума глубины трещи-
ны maxL   при задании значений максималь-
ной температуры в зоне обработки 1473T   К. 

Для каждого варианта оптимизации опреде-
лялись по три лучших кандидата. Результаты 
оптимизации приведены в таблице 2.2. 

 
Таблица 2.2 – Результаты оптимизации 

 

В
ар

иа
нт

 

N
P1 

V, м/c
P2 

P, Вт
P3 

R, м 
P4 

L, м 
P5 
Т, К 

P6 
,y  Па 

1 0,010 24,2 0,0015 0,00034 1473 14082363
2 0,010 24,3 0,0015 0,00034 1467 140423111 

 3 0,010 23,8 0,0015 0,00034 1471 14017589
1 0,030 28,1 0,0012 0,00011 1386 8727077
2 0,030 26,4 0,0012 0,00011 1351 84196832 

 3 0,030 16,8 0,0012 0,00010 971 5427482
1 0,010 28,9 0,0019 0,00040 1259 12110659
2 0,010 28,1 0,0018 0,00038 1339 129949613 

 3 0,010 23,0 0,0015 0,00034 1444 13695210
1 0,029 29,6 0,0018 0,00017 945 5531391
2 0,028 25,9 0,0019 0,00020 838 47701444 

 3 0,028 21,9 0,0020 0,00021 736 3952147
 

Из анализа данных, приведенных в таблице 
2.3, видно, что лучшие кандидаты, определенные 
для каждого варианта оптимизации, имеют не-
большие различия. Высокая термостойкость 
кварцевого стекла (коэффициент линейного тер-
мического расширения кварцевых стекол на по-
рядок меньше, чем у большинства промышлен-
ных силикатных стекол [3], [26]) обуславливает 
невысокие значения напряжений ,y  что ослож-

няет разделение этого материала методом лазер-
ного раскалывания и делает наиболее перспек-
тивным для применения на практике набор тех-
нологических параметров первого варианта оп-
тимизации. 

 

в) 

б) 

а) 
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Заключение 
В работе с использованием центрального 

композиционного плана эксперимента получена 
регрессионная модель лазерной резки кварцевого 
стекла. Установлено наличие необходимого со-
ответствия регрессионной модели результатам 
конечно-элементного моделирования. Выполне-
на оценка влияния параметров обработки на глу-
бину лазерно-индуцированной трещины и на 
максимальные значения температуры и напря-
жений растяжения в кварцевых пластинах. Для 
четырех вариантов постановки задачи проведена 
оптимизация параметров лазерного раскалыва-
ния кварцевых пластин с использованием гене-
тического алгоритма MOGA, встроенного в мо-
дуль DesignXplorer программы ANSYS Workbench. 
Определены наборы параметров обработки, реа-
лизация которых на практике обеспечит эффек-
тивную реализацию процесса резки кварцевых 
стекол методом лазерного раскалывания. 
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ВЛИЯНИЕ ТЕРМООБРАБОТКИ НА МЕХАНИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 
СЛОИСТЫХ УГЛЕРОДНЫХ ПОКРЫТИЙ 

Д.Г. Пилипцов 

Гомельский государственный университет имени Франциска Скорины 
 

INFLUENCE OF HEAT TREATMENT ON THE MECHANICAL PROPERTIES 
OF LAYERED CARBON COATINGS 

D.G. Piliptsou 

Francisk Skorina Gomel State University 
 

Аннотация. Методами инструментального индентирования определено влияние режимов термообработки на механи-
ческие свойства покрытий на основе углерода и композиционных нитридных слоев. Установлено увеличение твердо-
сти (Al-TiN) / а-С покрытия до 19,7 ГПа после отжига в вакууме при 400° С. Определены отношения H / E, H3 / E2,  
характеризующие упругие свойства покрытий. Установлено увеличение стойкости к пластической деформации для по-
крытий, содержащих в своем составе алюминий после термообработки в вакууме. Анализ поведения коэффициентов 
упругого восстановления ηIT, полученных при разных глубинах индентирования, указывает на формирование более  
однородной объёмной структуры и снижение градиента механических свойств по толщине в сравнении с неотожжен-
ными покрытиями. 
 
Ключевые слова: углеродные покрытия, нитридные подслои, твердость, модуль упругости, наноиндентирование. 
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Abstract. The influence of heat treatment modes on the mechanical properties of coatings based on carbon and composite ni-
tride layers has been determined by the nanoindentation. An increase in the hardness of the (Al-TiN) / a-C coating to 19,7 GPa 
after annealing in vacuum at 400° C was established. The ratios H / E, H3 / E2 were determined, which characterize the elastic 
properties of the coatings. An increase in the resistance to plastic deformation for coatings containing aluminum after heat 
treatment in vacuum has been established. The analysis of the elastic recovery coefficients ηIT obtained at different indentation 
depths indicates the formation of a more homogeneous structure and a decrease in the gradient of mechanical properties along 
the thickness in comparison with unannealed coatings. 
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Введение  
В последние годы растет научный и ком-

мерческий интерес к разработке и применению 
покрытий с нанокристаллической или аморфной 
структурой, сформированных с использованием 
вакуумных методов [1]–[3]. В зависимости от 
метода осаждения, химического состава и струк-
туры возможно получать покрытия с высокой 
твердостью, достигающей значений 50–70 ГПа 
(например, кубический нитрид бора или алмаз-
ные покрытия) [2]–[4]. Однако покрытия с высо-
кой твердостью имеют, как правило, и высокие 
значения модуля упругости (350–400 ГПа), кото-
рый существенно снижает эксплуатационные 
свойства покрытий, осажденных на мягкие под-
ложки. Углеродные покрытия (а-С) характеризу-
ются уникальным набором механических свойств 
(высокая твердость, износостойкость, химическая 
стойкость и низкие значения коэффициента 

трения) и широко используются в качестве за-
щитных и упрочняющих покрытий [3]. Основ-
ные недостатки покрытий данной группы – это 
низкая адгезия к некоторым типам подложек, 
хрупкость, наличие высоких внутренних напря-
жений, а также термоокислительная деструкция, 
возникающая, в частности, в зоне фрикционного 
контакта при высокой температуре [5], [6]. Вы-
сокая хрупкость покрытий предъявляет дополни-
тельные требования к условиям эксплуатации и 
конструкции рабочих узлов. Так, при осаждении 
покрытий на мягкие стальные подложки воз-
можна их сильная пластическая деформация, 
приводящая к разрушению покрытий с их после-
дующим откалыванием от подложки [7]. Поэто-
му актуальной является задача снижения модуля 
упругости при сохранении высоких значений 
твердости. Для определения перспективы при-
менения разрабатываемых слоев в качестве 
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покрытий триботехнического назначения совме-
стно с параметрами, характерными для кинетики 
трения, такими как коэффициент трения и изно-
состойкость, важными являются стойкость к уп-
ругой деформации, определяемая как H / E (ин-
декс пластичности) и стойкость к пластической 
деформации H3 / E2. Классификация материалов, 
согласно значениям данных параметров, позво-
ляет охарактеризовать как структурное состоя-
ние, так и оценить износостойкость осажденных 
покрытий [6]–[8]. Эта закономерность была под-
тверждена теоретически и экспериментально [7], 
[9], [10]. 

Известно, что возникающие в области фрик-
ционного контакта напряжения приводят не 
только к деформации покрытия, но и росту тем-
пературы, которая активирует фазовые переходы 
и взаимодействие между элементами в покрытии 
[11]. Предварительная термообработка покры-
тий, особенно многокомпонентных, позволяет 
стабилизировать структуру и значительно умень-
шить влияние высоких температур, возникающих 
при трении, на процессы химического взаимо-
действия между элементами покрытия [11]–[13]. 

Термообработка легированных а-С покры-
тий изменяет фазовый и химический состав уг-
леродной компоненты покрытия и способствует 
формированию кластеров карбида металла, не-
однородно распределённых по объёму аморфной 
углеродной матрицы; регулируя режимы термо-
обработки многослойных композиционных по-
крытий, возможно изменять толщину диффузно-
го слоя на границе метал / углерод и добиться 
полного растворения углерода в подслое металла 
с образованием твердых растворов, что приводит 
к изменению его механических свойств [10], 
[13], [14]. Параметры термообработки (темпера-
тура отжига, длительность, наличие защитной 
атмосферы) оказывают неоднозначное влияние 
на структуру и механические свойства много-
компонентных и многослойных покрытий, 

активируя формирование не только химических 
соединений, но и твердых растворов, промежу-
точные или тернарные фазы которых способст-
вуют снижению внутренних напряжений, повы-
шают трещиностойкость и снижают их хруп-
кость [3], [4], [14]–[17]. Таким образом, изучение 
процессов, протекающих при термообработке, и 
оценка их влияния на механические свойства 
покрытий на основе нитридов сложного состава 
и углерода представляется актуальной научной и 
практической задачей.  

Целью данной работы является установле-
ние закономерностей влияния условий термооб-
работки на механические свойства покрытий на 
основе аморфного углерода, осажденного на 
композиционные нитридные слои. 
 

1 Методика эксперимента 
На рисунке 1.1 представлена схема оборудо-

вания для осаждения композиционных покрытий. 
Покрытия на основе аморфного углерода, 

содержащие композиционный нитридный  
(Cu-TiN, Al-TiN, Al-CrN, Cu-CrN, Cu-ZrN и  
Al-ZrN) подсло, были осаждены в вакууме при 
парциальном давлении азота 3∙10–2 Па. Осажде-
ние композиционных нитридных слоев осущест-
вляли из совмещенных потоков металлической 
плазмы (метод КИБ) (рисунок 1.1). Углеродная 
компонента покрытия осаждалась из потока уг-
леродной плазмы, формируемой распылением 
графитового катода импульсной дугой при час-
тоте 5 Гц и напряжении разряда 350 В. 

В качестве подложек использовали полиро-
ванные пластины монокристалла кремния (100). 
Перед размещением в вакуумной камере под-
ложки очищали в ультразвуковой ванне в этано-
ле, а затем промывали в дистиллированной воде. 
Перед нанесением покрытий проводили очистку 
подложек аргоновой плазмой с плотностью тока 
25 А / м2 и энергией ионов аргона 150 эВ, генери-
руемой с помощью ионного источника типа АИДА. 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Схема вакуумной установки для формирования покрытий на основе углерода, 
содержащих нитридные слои, легированные металлами 
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Элементный состав покрытий изучали с ис-
пользованием сканирующего электронного мик-
роскопа Stereoscan-360 (Cambridge Instruments, 
Англия), оснащенного приставкой для проведе-
ния рентгеновского микрозондового анализа  
(AN 10000 Link Analytical, Англия). Спектры 
были получены с площади 5×5 мкм в семи слу-
чайным образом выбранных точках каждого об-
разца. Толщины покрытий лежали в диапазоне 
700÷850 нм. 

Термообработку покрытий проводили при 
температурах 400° С и 200° С как в вакууме 
(Dentamatic 500/Chameleon-MХ), при остаточном 
давлении 8 Па, так и на воздухе (SNOL 8.2/1100). 
Выбор температуры отжига определялся термо-
стойкостью углеродной компоненты покрытия. 
Время отжига составляло 60 минут. После отжи-
га образцы остывали вместе с печью, при ис-
пользовании вакуумной печи остывание проис-
ходило при постоянном поддержании понижен-
ного давления. 

Механические параметры покрытий (твер-
дость H и модуль упругости E) измерялись мето-
дом инструментального наноиндентирования 
(«НаноСкан 4D» ФГБНУ «ТИСНУМ» г. Троицк, 
РФ) с использованием алмазного индентора типа 
Беркович с однократным нагружением и разгру-
жением в режиме с линейной разверткой при-
кладываемой силы. С целью обеспечения метро-
логически достоверных значений измеренных 
параметров, на каждом образце покрытий прово-
дилось 15 измерений при идентичных условиях 
нагружения, затем результаты усредняли. Перед 
началом измерений проводилась калибровка по-
датливости системы и формы индентора на эта-
лонном образце с известным модулем упругости 
и твердостью (плавленый кварц) [18], [19].  

Для характеристики упругих свойств по-
крытий использовали коэффициент упругого 
восстановления ηIT (%), показывающий относи-
тельный вклад изменения формы отпечатка, вы-
званный упругими свойствами материала и зави-
сящий от способности материала сохранять фор-
му отпечатка, полученного при максимальной 
нагрузке после отвода индентора от поверхно-
сти, и определяемый согласно выражению (1.1) 

max

max

100%,IT

h h

h

  
   

 
      (1.1) 

где hmax – максимальная глубина внедрения ин-
дентора, получаемая при достижении макси-
мальной нагрузки Pmax, нм; Δh – величина полно-
го восстановления, нм. 

При высоких значениях ηIT исследуемое по-
крытие характеризуется высоким сопротивлени-
ем усталостного разрушения, особенно в цикли-
ческих режимах нагружения, высокими демпфи-
рующими свойствами, а также способностью 
материала упруго деформироваться без разруше-
ния [20]. Для исследуемых покрытий коэффици-
ент упругого восстановления определялся при 
разных нагрузках, а именно: P1 = 5 мН, 
P2 = 15 мН и P3 = 30 мН, которые обеспечивали 
максимальные глубины вдавливания порядка 
100 нм, 250 нм и 350 нм. Анализ величин, полу-
ченных методом наноиндентирования, позволит 
оценить перспективу трибологического приме-
нения покрытий [4], [7]–[9]. 
 

2 Результаты и их обсуждение 
В таблице 2.1 приведен элементный состав 

покрытий, осажденных на подслои различного 
состава. 

Согласно таблице 2.1 концентрация основ-
ного элемента нитридного слоя (Ti, Zr и Cr) не 
превышала 35 ат. %. Концентрация легирующего 
элемента (Cu, Al) достигала 12,8 ат. %. Количе-
ство азота в покрытиях позволило достичь мак-
симальной его растворимости с образованием 
нитридных соединений. В случае малых концен-
трацией азота наблюдается высокая концентра-
ция металлической компоненты, не связанной с 
азотом, что, согласно [21], значительно снижает 
эксплуатационные свойства покрытий. При вы-
соких концентрациях азота происходит образо-
вание нитридных соединений хрома, титана или 
циркония, характеризующихся высокой твердо-
стью. 

Известно [8], [9], [20], [21], что деформация, 
а соответственно, развитие трещин и разрушение 
покрытия при трении, определяются контактной 
нагрузкой, влияющей на толщину поверхностно-
го деформированного слоя. Приведенные на ри-
сунке 2.1 зависимости изменения глубины ин-
дентирования от приложенной нагрузки (кривые 
нагружения-разгружения) позволяют установить 
свойства покрытий на различных расстояниях от 
поверхности. 

 
 

Таблица 2.1 – Элементный состав покрытий, осажденных методом КИБ  
 

Покрытие Al, ат. % Cu, ат. % N, ат. % Ti, ат. % Cr, ат. % Zr,ат. % C, ат. % O, ат. %
(Cu-TiN) / a-C – 9,3 14,3 33,4 – – 41,2 1,8 
(Al-TiN) / a-C 10,6 – 11,3 29,5 – – 46,1 2,5 
(Al-CrN) / a-C 11,2 – 13,2 – 30,6 – 43,8 1,2 
(Cu-CrN) / a-C – 10,0 8,3 – 30,7 – 49,4 1,6 
(Cu-ZrN) / a-C – 9,6 15,3 – – 27,6 45,3 2,2 
(Al-ZrN) / a-C 12,8 – 10,7 – – 31,2 42,5 2,8 
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Рисунок 2.1 – Кривые (P–h) индентирования для покрытий при различной нагрузке: 

1 – 5 мН, 2 – 15 мН, 3 – 30 мН 
 

Таблица 2.2 – Результаты определения физико-механических свойств, композиционных покрытий 
                     сложного состава  
 

,%IT  
Покрытие ,срH  ГПа ,срE  ГПа H / E H3 / E2 

P1, мН Р2, мН Р3, мН 
(Al-TiN) / а-С 16,9±1,1 223,6±15,6 0,08 0,097 67,0 68,2 70,0 
(Al-CrN) / а-C 16,3±0,9 227,3±14,9 0,08 0,084 59,0 61,0 63,1 
(Al-ZrN) / a-C 15,9±1,3 229,3±16,2 0,07 0,076 54,1 58,0 66,2 
(Cu-ZrN) / a-C 14,9±1,9 206,1±13,4 0,07 0,078 50,6 52,0 55,7 
(Cu-CrN) / ɑ-C 14,7±1,2 218,6±14,7 0,07 0,066 50,0 54,4 59,2 
(Cu-TiN) / ɑ-C 14,9±2,0 207,1±15,3 0,07 0,077 49,0 55,6 58,8 

 
Усредненные механические параметры по-

крытий приведены в таблице 2.2 и использова-
лись для расчета упругих свойств покрытий. Со-
гласно (1.1) определен коэффициент упругого 
восстановления ηIT покрытий при различных на-
грузках на индентор (таблица 2.2). 

Для однокомпонентных покрытий на основе 
аморфного углерода значения H / E находятся в 
диапазоне 0,08–0,1 (для нитридных TiN, CrN, 
ZrN покрытий H / E ≈ 0,08). Введение легирую-
щих металлов в объём композиционного покры-
тия позволяет уменьшить H / E, тем самым уве-
личив пластичность покрытий, оказав при этом 
незначительное влияние на твердость получен-
ных слоев [7]–[9].  

Как видно из таблицы 2.2, максимальные 
значения H3 / E2 показывают покрытия, легиро-
ванные алюминием, т. к. алюминий, согласно 
данным рентгеновской фотоэлектронной спек-
троскопии, частично вступил в реакцию с азотом 
с образованием AlN, снизив при этом концен-
трацию металлической компоненты, что привело 
к росту индекса упругого восстановления. Ха-
рактер кривых индентирования указывает на 
упругое восстановление области контакта для 

Al-TiN/a-C покрытий. Рост значений ηIT при 
больших глубинах индентирования определяется 
влиянием механических свойств кремниевой 
подложки [5], [6], [20]. 

Значения ηIT полученных покрытий значи-
тельно меньше, чем для алмазоподобных покры-
тий, величина упругого восстановления которых, 
согласно [7], сильно зависит от метода получе-
ния и находится в диапазоне от 70 до 95%. Ха-
рактер изменения ηIT с ростом глубины внедре-
ния индентора указывает на влияние подслоя 
нитрида на упругие свойства покрытия, при этом 
установлено, что для покрытий, содержащих 
алюминий, наблюдаются более высокие значе-
ния данного коэффициента, что связано с фор-
мированием прочной карбидно-нитридной мат-
рицы, способной более эффективно рассеивать 
энергию, приводящую к деформации покрытия 
под индентором. Для покрытий, осажденных на 
подслои нитридов, содержащих медь, при малых 
нагрузках на индентор (глубина индентирования 
не более 100 нм) наблюдается снижение ηIT до 
50%, определяемое ростом концентрации метал-
лической компоненты.  
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а) 

 
б) 

Рисунок 2.2 – Кривые (P–h) индентирования для покрытий после термообработки на воздухе при 
а) 400° С, б)200° С (1 – 5 мН, 2 – 15 мН, 3 – 30 мН) 

 
На рисунках 2.2–2.3 представлены резуль-

таты индентирования покрытий после проведе-
ния термообработки. Приведенные в таблицах 
2.3–2.4 данные показывают изменение механиче-
ских свойств покрытий за счет протекания про-
цессов в верхнем углеродном слое, связанных с 
термоокислительной деструкцией и формирова-
нием диффузионных слоев на границе раздела 
а-С и Me1 – Me2N компонент покрытия. 

На рисунке 2.3 приведены P-h диаграммы 
для осажденных покрытий после термообработ-
ки на воздухе. 

Результаты обработки кривых индентиро-
вания приведены в таблице 2.3. Стоит отметить, 
что наблюдается изменение формы кривых, в 
сравнении с рисунком 2.1, а также увеличение их 
гистерезиса. 

Согласно таблице 2.3, при термообработке 
при 400° С на воздухе наблюдается снижение 

твердости покрытий, содержащих композицион-
ный нитридный подслой легированный медью, 
что связано с усилением процесса термоокисли-
тельной деструкции, приводящей к разрушению 
и выгоранию углеродной компоненты покрытия 
и снижению ее толщины [21], [22]. Наблюдаемое 
снижение ηIT для покрытий, содержащих медь, 
определяется ростом графитовой (sp2) компонен-
ты в углеродном слое как под воздействием тем-
пературы, так и за счет каталитического влияния 
меди на процессы формирования углеродной 
фазы с sp2 гибритизированными связями, кото-
рая также являясь химически инертной по отно-
шению к углероду и азоту, находится в объёме 
покрытия в виде металлических включений [14], 
[23]. Твердость покрытий, содержащих в своем 
составе нитридные слои, легированные медью, 
снижается, что, согласно работе [5], [14], [23], 
определяется перестройкой структуры углеродной  
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Таблица 2.3 – Механические свойства покрытий после термообработки на воздухе 
 

 

 
а 

 
б 

Рисунок 2.3 – Кривые (P–h) индентирования для покрытий после термообработки в вакууме при: 
a) 400°  С, б) 200° С (1 – 5 мН, 2 – 15 мН, 3 – 30 мН) 

,%IT  
Покрытие ,срH  ГПа ,срE  ГПа H / E H3 / E2 

P1, мН Р2, мН Р3, мН 
термообработка при 400° С 

(Al-TiN) / а-С 14,9 ± 1,9 160,1 ± 19,3 0,09 0,131 54,1 58,3 54,2 
(Al-CrN) / а-C 15,7 ± 2,6 166,9 ± 18,8 0,09 0,139 41,1 60,2 56,2 
(Al-ZrN) / а-C 15,1 ± 2,9 135,1 ± 19,2 0,12 0,188 32,2 34,4 33,7 
(Cu-ZrN) / а-C 13,8 ± 2,3 140,6 ± 18,0 0,10 0,132 45,7 44,2 45,4 
(Cu-CrN) / а-C 13,6 ± 2,5 153,6 ± 17,2 0,09 0,107 47,7 50,9 44,7 
(Cu-TiN) / а-C 14,3 ± 1,8 166,5 ± 17,0 0,09 0,107 39,1 40,4 39,2 

термообработка при 200° С 
(Al-TiN) / а-С 15,5 ± 4,2 163,5 ± 18,8 0,09 0,139 41,6 38,8 39,4 
(Al-CrN) / а-C 15,9 ± 2,2 162,7 ± 15,4 0,10 0,151 42,7 44,4 46,2 
(Al-ZrN) / а-C 14,4 ± 5,3 156,1 ± 19,5 0,09 0,122 44,5 39,3 40,1 
(Cu-ZrN) / а-C 14,8 ± 1,9 154,1 ± 16,2 0,09 0,136 39,8 37,6 45,2 
(Cu-CrN) / а-C 14,4 ± 1,0 159,1 ± 17,1 0,09 0,117 42,7 48,8 51,2 
(Cu-TiN) / а-C 15,0 ± 1,9 164,5 ± 18,6 0,09 0,124 47,1 44,1 42,7 
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Таблица 2.4 – Результаты определения механических свойств композиционных покрытий после 
                        термообработки в вакууме 
 

,%IT  
Покрытие ,срH  ГПа ,срE  ГПа H / E H3 / E2 

P1, мН Р2, мН Р3, мН 

термообработка при 400° С 
(Al-TiN) / а-С 19,7 ± 3,4 167,5 ± 17,2 0,12 0,274 35,4 36,5 39,7 
(Al-CrN) / а-C 18,2 ± 2,1 170,7 ± 19,3 0,12 0,206 38,7 36,4 37,3 
(Al-ZrN) / а-C 17,7 ± 2,4 166,9 ± 15,9 0,12 0,198 46,6 43,8 44,5 
(Cu-ZrN) / а-C 14,8 ± 3,5 156,1 ± 15,6 0,09 0,133 41,9 37,9 37,2 
(Cu-CrN) / а-C 14,5 ± 1,3 152,1 ± 15,6 0,09 0,131 43,7 49,4 46,4 
(Cu-TiN) / а-C 13,6 ± 1,5 152,5 ± 17,2 0,08 0,108 44,7 50,9 52,4 

термообработка при 200° С 
(Al-TiN) / а-С 15,4 ± 2,4 150,1 ± 22,2 0,10 0,162 46,9 45,0 43,4 
(Al-CrN) / а-C 18,0 ± 2,4 166,8 ± 16,5 0,11 0,210 45,1 43,1 42,3 
(Al-ZrN) / а-C 14,2 ± 2,5 161,8 ± 17,7 0,08 0,109 42,6 39,9 39,7 
(Cu-ZrN) / а-C 14,1 ± 1,9 158,0 ± 18,5 0,09 0,112 39,6 37,5 40,4 
(Cu-CrN) / а-C 13,6 ± 1,6 145,8 ± 17,5 0,09 0,119 40,5 37,6 39,8 
(Cu-TiN) / а-C 14,5 ± 1,4 151,8 ± 15,7 0,09 0,133 48,6 46,6 48,8 

 
матрицы, заключающейся в увеличении количе-
ства и размера Csp2 кластеров углерода. Измене-
ние значений H3 / E2 покрытий при нагреве носит 
не однозначный характер и определяется проте-
канием химических процессов как на поверхно-
сти покрытия, так и в его объёме, приводящих к 
изменению толщины диффузионного слоя [24]. 
 Температура отжига на воздухе покрытий, 
содержащих в нитридном слое алюминий, не 
оказывает существенного влияния на изменение 
механических свойств. Термодеструкция верхне-
го углеродного слоя начинается при температуре 
200° С, что приводит к снижению его толщины и 
изменению фазового состава, в частности, воз-
растанию sp2 / sp3 отношения (известно [3], [22], 
[25], что sp3 компонента покрытия характеризу-
ется более низкой термостойкостью в сравнении 
с графитовой sp2), следовательно при измерении 
твердости и упругости основной вклад на полу-
ченные значения оказывает влияние композици-
онный нитридных подслой. Как показано в [11], 
[26], изменение механических свойств углерод-
ных покрытий, содержащих слои алюминия или 
нитрида алюминия, связано с формированием 
оксидов алюминия, твердость и механические 
свойства которого существенно отличаются от 
алюминия и нитрида. 

На рисунке 2.3 представлены P-h диаграм-
мы для осажденных покрытий после проведения 
отжига в вакууме при разных температурах. 

Данные таблицы 2.4 показывают, что тер-
мообработка покрытий в вакууме при темпера-
туре 400° C приводит к увеличению твердости 
слоев и снижению модуля упругости в сравнении 
с неотожжёнными покрытиями. Такое влияние 
может быть объяснено увеличением кристаллич-
ности покрытий и образованием новых фаз за 
счет диффузии углерода в объём нитридных слоев 

и его связывания с атомами металла (алюминия) 
и азота с образованием тернарных соединений 
Al-Ti-N [15], [26]. При этом твердость покрытий, 
содержащих медь, находится на уровне, харак-
терном для неотожжённых слоев (таблицы 2.2 и 
2.3). 

Твердость покрытий, содержащих алюми-
ний, превышает твердость покрытий, легирован-
ных медью (таблица 2.4). Известно [8], [21], [27], 
что при отжиге углеродных покрытий, легиро-
ванных карбидообразующими соединениями, 
происходит увеличение твердости. Повышение 
твердости (Al-TiN) / а-С и (Al-CrN) / а-C покры-
тий, при термообработке (400° C) при понижен-
ном давлении происходит из-за восстановления 
наведенных дефектов и межатомных связей, 
сформированных на границе раздела слоев. 

Покрытия с высокой твердостью и более 
высокими значениями H / E отношения (содер-
жащие подслои нитридов, легированных алюми-
нием) показывают высокую износостойкость при 
трении в диапазоне невысоких нагрузок, так как 
позволяют обеспечить необходимую жёсткость 
системы «покрытие – подложка», и, несмотря на 
низкую твердость подложки, перераспределить 
нагрузку в области контакта. При дальнейшем 
увеличении нагрузки в области контакта, покры-
тия с данным набором механических свойств 
испытывают хрупкое разрушение (определяется 
высокими значениями ηIT). Поэтому снижение 
значений H / E позволяет увеличить деформацию 
за счет рассеивания значительной нагрузки, вы-
зывающей эту деформацию. Более мягкие по-
крытия, содержащие подслои нитридов, легиро-
ванных медью способны более эффективно сни-
мать возникающие напряжения в области кон-
такта, и, за счет более высокой текучести, пока-
зать более высокую трещиностойкость.  
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Твердость и модуль упругости, приведён-
ные в таблицах 2.2–2.4, определялись как сред-
ние значения результатов индентирования, при 
этом стоит отметить, что при глубине инденти-
рования, не превышающей 50 нм, значения Н 
достигали значений 28 ГПа, а значения Е нахо-
дились на уровне 300–350 ГПа, что указывает на 
высокую твердость поверхностного углеродного 
слоя. С ростом температуры отжига при термо-
обработке на воздухе наблюдалось уменьшение 
значений твердости и снижение толщины слоя, 
характеризующегося высоким значениями твер-
дости, что подтверждает протекание процессов 
термодеструкции углеродного слоя. 

Установлено, что независимо от режима 
термообработки наблюдается увеличение сопро-
тивления пластической деформации (критерий 
H3 / E2) по сравнению с неотожжёнными покры-
тиями. После термообработки в вакууме при 
400° С происходит снижение ηIT и разброса его 
значений в зависимости от глубины индентиро-
вания, что подтверждает предположение о фор-
мировании более однородной объёмной структу-
ры в сравнении с неотожженными покрытиями и 
снижении градиента механических свойств по 
толщине.  

Влияние термообработки многокомпонент-
ных покрытий на твердость носит не однознач-
ный характер и определяется как снижением 
размера зерна и образованием более плотных 
структур, так и протеканием процессов термо-
окислительной деструкции или образования кар-
бидных соединений с твердостью ниже, чем у 
углеродной матрицы [17], [21], [27].  

Рост H3 / E2 отношения для покрытий с низ-
кими значениями индекса упругого восстановле-
ния указывает на увеличение трещиностойкости 
покрытия в зоне трения, тогда как хрупкие по-
крытия с высоким модулем упругости характе-
ризуются развитием разрушения покрытия в зоне 
трения, начинающегося с области максимальных 
контактных нагрузок, и ростом трещин в ради-
альном направлении, которые при их последую-
щем объединении приводят к откалыванию по-
крытия, при этом твердые осколки находящиеся 
в зоне трения, работают как абразив и разруша-
ют поверхность контртела и приводят к увеличе-
нию глубины дорожки трения [24].  

При легировании твердого нитридного (TiN, 
ZrN, CrN) покрытия металлом (Cu), который не 
вступает во взаимодействие как с углеродом, так 
и азотом, этот металл будет заполнять межзерен-
ное пространство нитридной матрицы и препят-
ствовать движению дислокаций в зоне трения 
или после термообработки при высокой темпера-
туре происходит формирование нанозернистой 
композитной структуры с повышенным сопро-
тивлением пластической деформации и увеличе-
нию твердости за счет эффектов Холла – Петча. 
Как правило все механизмы разрушения покрытия 

основаны на увеличении пластической деформа-
ции под действием нагрузки, следовательно для 
использования покрытий как защитных и изно-
состойких нужно найти баланс между твердо-
стью покрытий и их стойкостью к пластической 
деформации под действием контактных нагрузок. 
 

Выводы 
С использованием вакуумно-плазменных 

методов осаждены покрытия на основе аморфно-
го углерода, содержащие нитридные слои (TiN, 
CrN, ZrN), легированные Al, Cu. Методами ин-
дентирования определена твердость, модуль уп-
ругости и коэффициент упругого восстановления 
в зависимости от режима термообработки 
(200° С и 400° С). Показано, что при отжиге по-
крытий на воздухе при температуре 400° С на-
блюдается снижение твердости до значений, ха-
рактерных для нитридного слоя, при этом твер-
дость покрытий, содержащих нитридные слои, 
легированные алюминием, превышает твердость 
покрытий, содержащих медь. Установлено уве-
личение твердости (Al-TiN) / а-С покрытия до 
19,7 ГПа при их отжиге в вакууме при 400° С.  

Определены индекс пластичности H / E, 
стойкость к пластической деформации H3 / E2. 
Установлено увеличение H3 / E2 для покрытий, 
содержащих в своем составе алюминий после 
термообработки в вакууме. Термообработка по-
крытий уменьшила разницу значений коэффици-
ентов упругого восстановления ηIT, полученных 
при разных глубинах индентирования, что сви-
детельствует о формировании более однородной 
объёмной структуры, снижении градиента меха-
нических свойств по толщине в сравнении с не-
отожженными покрытиями. 
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Введение  
Наноматериалы, наноструктурированные по-

крытия в настоящее время являются предметом 
широкого спектра исследований в связи с их 
уникальными физико-химическими, механиче-
скими, триботехническими, электрофизическими 
свойствами, эффективным применением при ре-
шении проблем машиностроения, электроники, 
химических отраслей, медицинской техники [1]– 
[8]. Существует два основных подхода к форми-
рованию наноструктурированных покрытий: об-
работка поверхности ранее осажденных покры-
тий с помощью лазерного излучения и направ-
ленных плазменных потоков [3], [5], [6] и фор-
мирование текстурированного рельефа в процес-
се образования наноструктур различной природы 
на поверхности либо в объеме матрицы [1], [2], 
[7]. Благодаря ряду преимуществ, в первую оче-
редь относительно низкой температуре процесса, 
большое распространение получили импульсные 
лазерные и плазменные технологии [5], [6].  

Благодаря относительной простоте процесса 
синтеза, сочетанию уникальных физико-хими-
ческих и механических свойств углеродные по-
крытия находятся в центре внимания ученых [9]–
[12], а работы по их физическому и химическому 
модифицированию характеризуются высокой 
актуальностью [1], [3], [7]. Например, авторы [3] 
значительно улучшили триботехнические свой-
ства углеродных покрытий путем создания на их 
поверхности сетки лунок при помощи фемтосе-
кундного лазера. 

Большой актуальностью, по нашему мне-
нию, характеризуются исследования, направлен-
ные на разработку комбинированных технологий 
формирования планарно-структурированных уг-
леродных покрытий на микрогетерогенных под-
слоях, содержащих, например, наноразмерные 
компоненты с различной пластичностью и ката-
литической активностью по отношению к угле-
роду. При осаждении на такие слои углеродного 
покрытия создаются условия для образования 
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поверхностных структур с различным фазовым 
составом и, соответственно, механическими 
свойствами. Пластичные участки подслоев ини-
циируют процессы релаксации внутренних на-
пряжений, что в итоге приводит к созданию оп-
ределенной текстуры углеродного покрытия.   

Целью настоящей работы является опреде-
ление особенностей морфологии, фазового со-
става углеродных покрытий, осажденных на под-
слои на основе политетрафторэтилена и формиа-
та свинца различного состава, а также влияния 
на них последующей термообработки. 

 
1 Методика эксперимента 
Экспериментальные образцы нанострукту-

рированных углеродных покрытий с подслоем на 
основе политетрафторэтилена (ПТФЭ) и фор-
миата свинца (Pb(HCOO)2) были сформированы 
на кремниевой подложке при помощи методики, 
сочетающей лазерное диспергирование компози-
ционной мишени на основе ПТФЭ + Pb(HCOO)2 
и осаждение углеродных слоев из плазмы им-
пульсного катодно-дугового разряда. 

При формировании подслоя ПТФЭ + 
Pb(HCOO)2 методом лазерного диспергирования 
использовался L-2137U+HG-5 (длина волны ла-
зерного излучения – 532 нм; длительность им-
пульса накачки в режиме модулированной доб-
ротности – 6 нс; энергия импульса накачки – 
43 мДж; энергия лазерного импульса – 450 мДж; 
диаметр пятна лазерного излучения – 6 мкм). 
Осаждение углеродных слоев осуществлялось из 
углеродной плазмы импульсного катодно-дуго-
вого разряда (2500 импульсов, частота следова-
ния импульсов 5 Гц, напряжение разряда 350 В). 

В дальнейшем образцы подвергались тер-
мообработке на воздухе в течение 1 часа при 
температуре 250o C. Выбранное значение темпе-
ратуры позволяет избежать плавления ПТФЭ 
(температура плавления ПТФЭ – 327o C) [13] и 
интенсивной графитизации углеродного слоя 
(свыше 350o C) [14], но при этом обеспечивается 
разложение формиата свинца ( розлT = 190o C) [15]. 

Молекулярный состав формируемых покрытий 
определялся при помощи инфракрасного (ИК) 
Фурье спектрофотометра Vertex-70 (Bru-ker): 
диапазон сканирования 4000–300 см-1, разреше-
ние 4 см-1. В качестве внутреннего стандарта 
выступали спектры углеводородных покрытий 
по полосе δ (С – Н) при 1465 см-1. 

Топография и морфологические особенно-
сти полученных покрытий были изучены мето-
дом атомно-силовой микроскопии (АСМ) при 
использовании Solver Pro (NT-MDT, Москва, 
Россия) в полуконтактном режиме, область ска-
нирования 4×4 мкм. Анализ полученных данных 
был выполнен при помощи специализированного 
программного комплекса Gwyddion, позволяю-
щего рассчитать среднее арифметическое откло-
нение всех точек профиля шероховатости от 
средней линии на длине оценки (Ra); параметр 
оценки рельефа поверхности (Rms), определяе-
мый как корень квадратный из среднего квадрата 
расстояний вершин неровностей профиля до его 
средней линии; количество, среднюю высоту, 
диаметр и распределение по размеру отдельных 
структурных образований (зерен).  

Фазовый состав наноструктурированных 
углеродных покрытий определялся методами 
спектроскопии комбинационного рассеяния (КР) 
при помощи спектрометра Senterra (Bruker, Гер-
мания) (длина волны возбуждающего излучения 
532 нм, мощность 5 мВт).  

 
2 Результаты и их обсуждение 
Установлено, что вновь образованные ком-

позиционные слои на основе ПТФЭ и формиата 
свинца интенсивно сорбируют влагу. На это ука-
зывает присутствие в ИК-спектрах покрытий 
(рисунок 2.1) широкой полосы поглощения в 
области 3600–3000 см-1 (валентные колебания 
ОН-групп). Наиболее высокие значения оптиче-
ской плотности характерны для полос поглоще-
ния при 1590 и 1370 см-1. Отмеченные полосы 
указывают на присутствие в молекулярной стру-
ктуре композиционного слоя ионизированных 
карбоксильных групп (СОО–) [16], [17].   

 

 
 

Рисунок 2.1 – ИК-спектры подслоя ПТФЭ+ Pb(HCOO)2, сформированного путем лазерного диспергиро-
вания композиционной мишени с различным массовым соотношением компонентов: a – 1:1, б – 1:2, в – 2:1 
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без отжига 
 

термообработка 250o C 
 

Рисунок 2.2 – АСМ изображения углеродных покрытий (а) и углеродных покрытий,  
сформированных на подслое ПТФЭ+ Pb(HCOO)2, полученном путем лазерного диспергирования 

композиционной мишени с различным массовым соотношением компонентов: б – 1:1, в – 1:2, г – 2:1 
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Поглощение в области волновых чисел (3000–
2770 см-1) вызвано валентными колебаниями С – Н 
связей. Все отмеченное выше является следстви-
ем присутствия в составе покрытия неразложив-
шейся соли. Полосы поглощения при 1210 и 
1150 см-1 обусловлены валентными и деформа-
ционными колебаниями С – С и С – F (CF2) свя-
зей [18].  

В дальнейшем соотносили значения оптиче-
ской плотности полос поглощения при 1590 и 
1210 см-1. Это необходимо для количественного 
анализа соотношения соли и фторсодержащего 
компонента. С этой целью составную полосу с 
максимумом при 1210 см-1 раскладывали на со-
ставляющие полосы поглощения. Связано это с 
тем, что в области волновых чисел 1250–1200 см-1, 
помимо полос, характерных для фторуглерода, 
присутствуют полосы поглощения СН3 групп. 
Соотношение D1590 / D1210 равно 11,0, 3,0 и 3,1 
для покрытий с исходным соотношением ПТФЭ 
и формиата свинца 1:2, 1:1 и 2:1 соответственно. 
Увеличение доли фторопласта в исходной мише-
ни не сопровождается прогнозируемым сниже-
нием величины указанного соотношения. Следу-
ет отметить, что полоса при 1210 см-1 в ИК-
спектре ПТФЭ обусловлена валентными колеба-
ниями С – С и С – F (CF2) связей [17]. Лазерное 
воздействие способствует разрушению C – F свя-
зей, что и повышает долю углеродных структур 
(карбонизированных) в составе осаждаемого 
слоя. Таким образом, при увеличении в мишени 
доли фторопластового компонента, в зоне воз-
действия лазерного излучения в наибольшей 
степени реализуются процессы карбонизации 
фторуглеродного компонента. 

Результаты АСМ (рисунок 2.2) свидетельст-
вуют о том, что углеродные покрытия, сформи-
рованные на подслое ПТФЭ + Pb(HCOO)2, обла-
дают более развитой морфологией, чем углерод-
ные покрытия без подслоя.  

Статистический анализ данных АСМ (таб-
лица 2.1) позволяет сделать вывод о том, что 

основной вклад в структурирование углеродных 
покрытий вносит формиат свинца. Установлено, 
что углеродные покрытия, сформированные на 
подслое ПТФЭ + Pb(HCOO)2, осаждаемом путем 
лазерного диспергирования исходной компози-
ционной мишени с меньшим содержанием фор-
миата свинца, характеризуются меньшими зна-
чениями субшероховатости, средней высоты и 
диаметра отдельных структурных образований.  

Вышеуказанный вывод подтверждают и ре-
зультаты атомно-силовой микроскопии углерод-
ных покрытий после отжига. Наибольшим струк-
турным изменениям вследствие термообработки 
оказались подвержены покрытия, формирование 
подслоя ПТФЭ + Pb(HCOO)2 для которых осу-
ществлялось путем лазерного диспергирования 
композиционной мишени с более высоким со-
держанием формиата свинца. После отжига суб-
шероховатость снижается в 2 раза, количество 
зерен на площади сканирования увеличивается в 
5–6 раз, диаметр отдельных структурных образо-
ваний снижается почти в 3 раза, что может объ-
ясняться дальнейшим разложением формиата 
свинца: 

Pb(НСОО)2 → PbО + СО + СО2 + Н2. 
Наличие неразложившегося формиата свинца в 
подслое подтверждается приведенными выше 
данными ИК-спектроскопии. 

При этом необходимо отметить, что, не-
смотря на выделение газов в результате реакции, 
отслаивания покрытия не наблюдается. Данный 
факт может объясняться пористостью покрытия, 
а также высокой сорбционной активностью кар-
бонизированного подслоя на основе ПТФЭ. 

Таким образом, использование ПТФЭ + 
Pb(HCOO)2 в качестве подслоя в сочетании с 
последующей термообработкой позволяет струк-
турировать углеродные покрытия и повысить их 
дисперсность. 

 
 

 
Таблица 2.1 – Анализ морфологии углеродных покрытий, сформированных на подслое 
                        ПТФЭ + Pb(HCOO)2 
 

Образец 

Соотношение 
ПТФЭ к 

Pb(HCOO)2 
в исходной 
мишени 

Средняя 
высота, нм 

Ra, нм Rms, нм 
Плотность 
зерен, шт. 

Средний 
диаметр 
зерен, нм 

C – 11,9 / 21,08 0,4 / 0,7 1,5 / 2,9 48 / 34 62 / 66 
ПТФЭ + 

Pb(HCOO)2 / C 
1:1 253,8 / 94,4 37,2 / 18,2 51,3 / 25,3 35 / 198 345 / 113 

ПТФЭ + 
Pb(HCOO)2 / C 

1:2 235,8 / 165,3 29,6 / 13,3 39,3 / 19,5 28 / 185 358 / 116 

ПТФЭ + 
Pb(HCOO)2 / C 

2:1 92,2 / 66 15,4 / 13,4 20,8 / 19,2 101 / 297 178 / 102 

* до / после термообработки 
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Таблица 2.2 – Анализ КР спектров углеродных покрытий, сформированных на подслое 
        ПТФЭ + Pb(HCOO)2 
 

D-пик G-пик 

Образец 

Соотношение 
ПТФЭ к 

Pb(HCOO)2 
в исходной мишени 

Положение, 
см-1 

Ширина, 
см-1 

Положение, 
см-1 

Ширина, 
см-1 

ID / IG 

C – 1410 / 1417 194 / 200 1580 / 1585 214 / 206 0,33 / 0,37 
ПТФЭ + 

Pb(HCOO)2 / C 
1:1 1451 / 1475 226 / 243 1567 / 1570 191 / 188 0,42 / 0,69 

ПТФЭ + 
Pb(HCOO)2 / C 

1:2 1461 / 1472 243 / 238 1569 / 1572 184 / 186 0,55 / 0,72 

ПТФЭ + 
Pb(HCOO)2 / C 

2:1 1434 / 1435 229 / 244 1566 / 1575 192 / 187 0,36 / 0,41 

* до / после термообработки 
 

Анализ спектров комбинационного рассея-
ния углеродных покрытий (таблица 2.2), харак-
теризующихся наличием широкого пика в диапа-
зоне от 1800 см-1 до 1000 см-1, был выполнен по 
стандартной методике [19], [20], согласно кото-
рой углеродный пик раскладывается на две гаус-
сианы – D- и G-пик. D-пик (1450 см-1 – 1350 см-1) 
соотносится с матрицей, представляющей собой 
сетку sp2-гибридизированных атомов углерода с 
включениями sp3-кластеров. G-пик расположен 
вблизи 1580 см-1 и соответствует sp2-кластерам 
углерода [20]–[22]. 

Показано, что предварительное формирова-
ние подслоя на основе ПТФЭ + Pb(HCOO)2, в 
общем случае, способствует сужению G-пика 
(рисунок 2.3) и его смещению в область низких 
волновых чисел, что свидетельствует об увели-
чении степени упорядоченности sp2-кластеров и 
снижении уровня внутренних напряжений, соот-
ветственно [20].  

 

 
 

Рисунок 2.3 – Влияние термообработки 
на ширину G-пика углеродных покрытий (а) и 

углеродных покрытий, сформированных 
на подслое ПТФЭ + Pb(HCOO)2, полученном 

путем лазерного диспергирования 
композиционной мишени с различным массовым 

соотношением компонентов:  
б – 1:1, в – 1:2, г – 2:1 

 
 Термообработка не вызывает существенных 
изменений ширины G-пика, т. е. степень струк-
турной упорядоченности sp2-кластеров практи-
чески не изменяется. 

Смещение положения D-пика в область бо-
лее высоких волновых чисел в случае формиро-
вания углеродных покрытий на подслое ПТФЭ + 
Pb(HCOO)2

 и после термообработки может сви-
детельствовать о росте содержания нанокристал-
лического графита [21], что может быть следст-
вием карбонизации подслоя в процессе лазерно-
го диспергирования. Кроме того, такое смещение 
может быть обусловлено наличием C – Н связей, 
источником которых может являться фторо-
пласт.  

Соотношение интенсивностей ID / IG угле-
родных покрытий, сформированных на подслое 
ПТФЭ + Pb(HCOO)2 выше (рисунок 2.4), чем у 
углеродных покрытий без подобного подслоя. 
Кроме того, показано, что указанное соотноше-
ние возрастает с увеличением содержания фор-
миата свинца в составе композиционной мише-
ни, используемой при осаждении подслоя. Более 
высокие значения ID / IG в случае покрытий с 
подслоем могут быть обусловлены воздействием 
карбонизированных слоев ПТФЭ и наличием 
частиц оксида свинца, выступающих в роли ак-
тивных центров для образования кластеров на-
нокристаллического графита [4].  
 

 
 

Рисунок 2.4 – Влияние термообработки 
на соотношение интенсивностей ID / IG  

углеродных покрытий (а) и углеродных покрытий, 
сформированных на подслое ПТФЭ + Pb(HCOO)2, 
полученном путем лазерного диспергирования 
композиционной мишени с различным массовым 

соотношением компонентов:  
б – 1:1, в – 1:2, г – 2:1 



Морфология и фазовый состав наноструктурированных углеродных покрытий, cформированных на подслое, содержащем… 
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Последующая термообработка углеродных 
покрытий, сформированных на подслое ПТФЭ + 
Pb(HCOO)2, приводит к дальнейшему росту со-
отношения ID / IG, а значит и росту содержания 
sp2-кластеров. Однако температура отжига не-
достаточна для термоактивации интенсивных 
процессов графитизации [14]. На основании вы-
шесказанного можно предположить, что оксид 
свинца, являющийся продуктом разложения 
формиата свинца при термообработке и в ре-
зультате лазерного воздействия на мишень, мо-
жет способствовать образованию sp2-кластеров 
как на стадии осаждения углеродных слоев, так и 
инициировать фазовые трансформации при от-
жиге, понижая температуру графитизации. Кро-
ме того, высокому содержанию sp2-гибридизи-
рованных связей в углеродных покрытиях может 
способствовать карбонизация ПТФЭ в процессе 
лазерного диспергирования исходной мишени. 

 
Выводы 
Показано, что при формировании слоев 

ПТФЭ + Pb(HCOO)2 методом лазерного диспер-
гирования при увеличении в мишени доли фто-
ропластового компонента в зоне воздействия 
лазерного излучения в наибольшей степени реа-
лизуются процессы карбонизации фторуглерод-
ного компонента. 

Установлено, что основной вклад в струк-
турирование углеродных покрытий, нанесенных 
на подслой ПТФЭ + Pb(HCOO)2, вносит формиат 
свинца. Углеродные покрытия, осаждаемые на 
подслои, сформированные путем лазерного дис-
пергирования композиционной мишени с более 
высоким массовым содержанием формиата свин-
ца, характеризуются бóльшими значениями суб-
шероховатости, средней высоты и диаметра от-
дельных структурных образований. Последую-
щая термообработка позволяет существенно по-
высить дисперсность покрытий вследствие раз-
ложения формиата с образованием оксида свинца. 

Формирование углеродных покрытий на 
подслое ПТФЭ + Pb(HCOO)2 и последующая 
термообработка полученной бислойной системы 
приводит к росту соотношения интенсивностей 
ID / IG, сужению G-пиков их КР-спектров, а зна-
чит, к росту содержания sp2-кластеров и к увели-
чению степени их упорядоченности соответст-
венно. Сделан вывод о том, что частицы оксида 
свинца могут способствовать формированию 
углеродных наноструктур и приводить к сниже-
нию температуры графитизации углеродных по-
крытий. 
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Аннотация. Представлены результаты исследования влияния особенностей синтеза золь-гель методом, состава и 
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Введение 
Среди множества материалов в последние 

годы особое внимание исследователей привле-
кают сегнетоэлектрические тонкие пленки. Сег-
нетоэлектрики в виде тонких плёнок являются 
удобными объектами как для исследования раз-
мерных эффектов, так и для технических прило-
жений. Перовскитные тонкие пленки титаната 
бария-стронция с общей формулой BaxSr1-xTiO3 
(BST) с составом, близким к фазовой границе, 
являются перспективными сегнетоэлектриче-
скими материалами для широкого круга практи-
ческих приложений [1]–[3]. Тонкие пленки 

титанатов типа перовскита, такие как BaTiO3 и 
BaxSr1-xTiO3 широко используются в различных 
интегрированных устройствах (динамическая 
память с произвольным доступом (DRAM), раз-
делительные конденсаторы, пироэлектрические 
инфракрасные (ИК) датчики и пьезоэлектриче-
ские микроактюаторы). Диэлектрические и сег-
нетоэлектрические свойства BaxSr1-xTiO3 сущест-
венно зависят от содержания бария. При комнат-
ной температуре BaxSr1-xTiO3 является сегнето-
электриком, если содержание бария находится в 
диапазоне x = 0,7–1, и параэлектриком, если со-
держание бария находится в диапазоне x = 0–0,7 [4]. 
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Тонкие пленки BST могут быть синтезированы 
различными методами [1], [2]. Золь-гель метод 
имеет преимущества перед другими методами в 
чистоте, однородности, стоимости, контроле 
процесса и возможности осаждения тонких пле-
нок на подложках большой площади.  

Целью настоящего исследования являлось 
получение сегнетоэлектрических тонких плёнок 
BaxSr1-xTiO3 (BST) золь-гель методом и исследо-
вание влияния содержания Ва и дополнительно-
го отжига на микроструктуру, поверхность и 
сегнетоэлектрические свойства полученных тон-
ких пленок BaxSr1-xTiO3 (x = 1; 0,9; 0,8). 
 
 1 Методика проведения синтеза и изме-
рений 

Золь-гель методом были синтезированы 
тонкие пленки BaxSr1-xTiO3 с различным соотно-
шением Ba и Sr (x = 0,8; 0,9; 1). В качестве ис-
ходных соединений использовались ацетат бария 
Ba (CH3CHOO)2 (99,5%, BDH Chemicals), ацетат 
стронция Sr(CH3CHOO)2 (99%, Aldrich) и изо-
пропоксид титана (IV) (97%, Aldrich). В качестве 
растворителя использовали уксусную кислоту 
CH3CHOOH (99,8%, Merck), в качестве стабили-
затора был выбран 2-метоксиэтанол. На первой 
стадии ацетаты бария и стронция растворяли в 
уксусной кислоте и в 2-метоксиэтаноле отдельно 
(раздельный гидролиз (РГ)) или в одной ёмкости 
(общий гидролиз (ОГ)) [3], затем перемешивали 
при 60° C в течение 60 мин на «плите-мешалке». 
Состав плёнкообразующих растворов приведён в 
таблице 1.1. 

 
Таблица 1.1 – Составы плёнкообразующих 

растворов 
 

Состав пленки 
Краткое 
обозна-
чение 

Ba, 
моль 

Sr, 
моль 

№ об-
разца 
(вид 

гидро-
лиза) 

Ba0,8Sr0,2TiO3 BST 0,8 0,8 0,2 1 (РГ) 
Ba0,9Sr0,1TiO3 BST 0,9 0,9 0,1 2 (РГ) 
Ba0,9Sr0,1TiO3 BST 0,9 0,9 0,1 2 (ОГ) 

BaTiO3 BT 1 0 3 (РГ) 
 

Полученные растворы наносили методом 
центрифугирования на поверхность пластин мо-
нокристаллического кремния с платиновым под-
слоем. После каждого нанесения слоя плёнки 
предварительно сушили в печи (SNOL) в тече-
нии 5 минут при температуре 250° С. После на-
несения пятого слоя проводили отжиг при тем-
пературе 550° С в течении часа.  

Морфология поверхности пленок была оп-
ределена при помощи металлографического мик-
роскопа XJM500, а фотографии были сделаны с 
помощью цифровой камеры Levenhuk M1400 
PLUS. 

Сегнетоэлектрические свойства полученых 
образцов исследованы по методике, описан-
ной в [3]. 

 
2 Результаты исследований и их обсуж-

дение 
Представлены исследования топографии по-

верхности и остаточной поляризации много-
слойных образцов титаната бария-стронция в 
зависимости от методики получения (раздельный 
гидролиз и общий гидролиз всех компонентов), 
содержания бария и от дополнительного отжига.  

Суть металлографического метода обнару-
жения дефектов заключается в получении ин-
формации о дефектном составе путем визуально-
го и микроскопического анализа особенностей 
рельефа его поверхности (рисунок 2.1). 

В результате применения раздельного гид-
ролиза наблюдается уменьшение количества де-
фектов на поверхности плёнок и, как следует из 
рисунков 2.2–2.3, рост остаточной поляризации 
для полученных BST и BT пленок. Это связано с 
тем, что на стадии приготовления золя при ис-
пользовании одного и того же растворителя раз-
дельный гидролиз проходит полностью для каж-
дого из соединений металлов в отличие от со-
вместного гидролиза, где из-за различных скоро-
стей реакции некоторые металлы гидролизуются 
не полностью, что приводит к увеличению ре-
зультативности внешних воздействий, приводя-
щих к растрескиванию пленки (рисунок 2.2). При 
неполной гидролизации металлов  наблюдается 
нарушение целостности поверхности пленки 
BST. В процессе формирования (при применении 
раздельного гидролиза) тонких сегнетоэлектри-
ческих пленок BST происходит релаксация ме-
ханических напряжений вследствие перехода 
послойного механизма роста к островковому, за 
счет чего снижается растрескивание пленки.  

На рисунке 2.2 приведены петли гистерези-
са для BST-пленок, полученных без дополни-
тельного отжига. В целом, тонкие пленки, со-
стоящие из более крупных зерен, имеют лучшие 
петли гистерезиса поляризационного электриче-
ского поля с более высокой остаточной поляри-
зацией, незначительно растущей с увеличением 
содержания Ва. Результаты остаточной поляри-
зации остР  и коэрцитивной силы коэрE  представ-

лены в таблице 2.1.  
После дополнительного отжига тонких пле-

нок BST значения остР  и коэрE  существенно уве-

личились (рисунок 2.3), за исключением пленки, 
синтезированной с применением общего гидро-
лиза. Значения остаточной поляризации остР  и 

коэрцитивной силы коэрE  представлены в таб-

лице 2.1. 
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Рисунок 2.1 – Микрофотографии золь-гель пленкок BaxSr1-xTiO3 с различнм соотношением Ba и Sr 
(x = 0,8; 0,9; 1), полученные с использованием раздельного (РГ) и общего гидролиза (ОГ) 

 

         
BST 0,8 (РГ)       BST 0,9 (РГ) 

 

      
BST 0,9 (ОГ)        BТ (РГ) 

 

Рисунок 2.2 – Петли гистерезиса BST-пленок (без дополнительного отжига) 
с использованием раздельного (РГ) и общего гидролиза (ОГ) 

 
 



С.А. Хахомов, А.В. Семченко, В.В. Сидский, В.В. Васькевич, А.А. Маевский, О.И. Тюленкова, В.Е. Гайшун, Д.Л. Коваленко,  
О.В. Пахомов, А.В. Еськов, А.А. Старков, А.Л. Холкин, В.А. Пилипенко 

 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 4 (49), 2021 48 

 

  
BST 0,8 (РГ) BST 0,9 (РГ) 

  
BST 0,9 (ОГ) BТ (РГ) 

Рисунок 2.3 – Петли гистерезиса BST-пленок (с дополнительным отжигом) 
с использованием раздельного (РГ) и общего гидролиза (ОГ) 

 
BT 

 
BST 0,9 

 
                  Топография                                                BST 0,8                                             Фаза 

Рисунок 2.4 – АСМ изображения топографии поверхности BST-пленок, синтезированных 
с применением раздельного гидролиза (с дополнительным восстановительным отжигом) 
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Таблица 2.1 – Сегнетоэлектрические свой-

ства BST-пленок, полученных золь-гель методом 
без дополнительного отжига 
с дополнительным отжигом 

 

Образец BST 0,8 BST 0,9 
(ОГ) 

BST 0,9 BT 

,остР  

мкКл/см2 

0,6 
2,6 

0,8 
0,8 

1,2 
3,2 

1,2 
2,2 

,коэрE    
кВ/см 

1 
7 

1,5 
1,0 

1,5 
8,0 

2 
5 

 
На рисунке 2.4 приведены АСМ изображе-

ния топографии поверхности BST-пленок с раз-
личными канцентрациями бария-стронция, полу-
ченных с применением раздельного гидролиза и 
с дополнительным восстановительным отжигом. 
Видно, что пленка BST 0,9 имеет крупнозерни-
стую структуру. Характер поверхности опреде-
ляется в значительной степени соотношением 
между свободной энергией свободной поверхно-
сти и свободной энергией межзеренных границ 
(ионы в области границ зерен и в приповерхно-
стном слое обладают избыточной свободной 
энергией по сравнению с ионами в объеме зе-
рен). Одной из причин формирования зерен в 
слое BST является рассогласование в параметрах 
кристаллических решеток с подложкой. Мини-
мизация энергии упругих механических напря-
жений в системе «зародыш – подложка» может 
приводить к некоторой азимутальной разориен-
тации стабильных островков, формирующихся 
на начальной стадии роста сегнетоэлектрическо-
го слоя по механизму, близкому к эпитаксиаль-
ному [6]. Наблюдающаяся зависимость сегнето-
электрических свойств от размера зерен согласу-
ется с данными [7]. 
 

 
 

Рисунок 2.5 –Зависимость остаточной 
поляризации от вида гидролиза, состава пленки 

пленкок BaxSr1-xTiO3 (x = 0,8; 0,9; 1) и от наличия 
восстановительного отжига 

(  до отжига,  после отжига) 
 

График зависимости остаточной поляриза-
ции от концентрации Ва в тонких золь-гель 
пленках BST и от дополнительного отжига (ри-
сунок 2.5) был составлен на основании таблицы 
2.1. Из него следует, что оптимальные характе-
ристики имеет тонкая пленка BST с составом 
BST 0,9 [8], синтезированная с применением 
раздельного гидролиза, отожженная при 550 С и 
дополнительно восстановленная при 400 С.  
 

Выводы 
Проведено исследование влияния исходного 

состава золя и режимов температурной нагрузки 
на характеристики тонкопленочных сегнетоэлек-
триков BaxSr1-xTiO3 с различные соотношения Ba 
и Sr (x = 0,8; 0,9; 1), синтезированных золь-гель 
методом. Установлено, что в результате приме-
нения раздельного гидролиза наблюдается рост 
остаточной поляризации для полученных BST и 
BT пленок. Как сегнетоэлектрические свойства, 
так и топография поверхности существенно за-
висят от содержания Ва, которое может быть 
связано с эффектом размера зерна. Для пленок 
BST, синтезированных с применением раздель-
ного гидролиза, применение восстановительного 
отжига приводит к росту остаточной поляриза-
ции в 2,5–4 раза. 
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К ДОСТИЖЕНИЮ ВЫРАЖЕННОЙ СТРУКТУРНОЙ ОКРАСКИ 
ФОТОННО-КРИСТАЛЛИЧЕСКОГО ВОЛОКНА 

А.В. Шилов, А.Б. Сотский 

Могилевский государственный университет им. А.А. Кулешова 
 

TO ATTAINMENT OF PRONOUNCED STRUCTURAL COLORING 
OF A PHOTONIC CRYSTAL FIBER 

A.V. Shilov, A.B. Sotsky 

A.A. Kuleshov Mogilev State University 
 

Аннотация. Определены условия получения выраженной структурной окраски фотонно-кристаллического волокна с 
гексагональной внутренней симметрией. Показано, что параметры волокна должны выбираться в соответствии с  
конфигурацией запрещенных зон двумерного фотонного кристалла, сформированного заполняющими волокно  
воздушными каналами. Выводы зонной теории подтверждены расчетом поперечных сечений рассеяния фотонно-
кристаллических волокон с круговой внешней границей. 
 
Ключевые слова: структурная окраска, фотонно-кристаллическое волокно, зонная теория, поперечное сечение  
рассеяния. 
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Abstract. The conditions for obtaining pronounced structural coloring of a photonic crystal fiber with hexagonal symmetry are 
defined. It is shown that the parameters of the fiber should be selected in accordance with the configuration of the bandgaps of a 
two-dimensional photonic crystal formed by air channels filling the fiber. The conclusions of the band theory are confirmed by 
calculating the scattering cross sections of photonic crystal fibers made of polyethylene terephthalate with a circular outer 
boundary. 
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Введение  
В настоящее время известно несколько спо-

собов создания структурной (без использования 
красителей) окраски материалов. Так, в [1] 
структурная окраска синтетического волокна 
осуществлялась введением в его оболочку чере-
дующихся сдвоенных полимерных (PMMA/PS) 
слоев, работающих как брэгговский резонатор, 
отражая определенные длины волн из падающе-
го на них света. Однако контрастность такой ок-
раски была не значительна, и авторы пришли к 
выводу о необходимости торцевого возбуждения 
вытекающих мод волокон, изготовленных прото-
типов тканей с помощью мощных излучателей и 
наблюдения рассеянных полей мод.  

Другим способом является нанесение раз-
личными методами на стандартные текстильные 
нити или готовые фабричные ткани коллоидных 
наночастиц [2], [3], что приводит к образованию 
на их поверхности двумерных (2D), либо трех-
мерных (3D) фотонных кристаллов. В [2] пред-
ставлены результаты создания покрытий 

текстильных нитей наночастицами SiO2 / PEI 
методами гравитационной седиментации с вер-
тикальным осаждением. В [3] сообщается об из-
готовлении фотонно-кристаллических структур 
на поверхности черных хлопчатобумажных тка-
ней за счет распыления водного раствора нано-
частиц сложной конфигурации (гидрофобное PS 
ядро и гидрофильная PMMA-AA оболочка). Для 
большего контакта наночастиц с тканью в рас-
твор добавлялись карбоксильные (SiO2) частицы 
размером ~ 30 нанометров. После испарения деи-
онизированной воды изначально аморфное по-
крытие приобретало упорядоченную структуру 
3D фотонного кристалла, способную отражать 
определенные частоты падающего света, опреде-
ляемые размерами наночастиц. Недостатком 
данного способа получения структурной окраски 
волокон либо тканей является сложность техно-
логии и, как следствие, ее дороговизна. Действи-
тельно, анализ характерного размера рассеи-
вающих частиц или неоднородностей поверхно-
сти, выполненный в [1]–[7], показал, что для 
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интенсивного рассеивания некоторого достаточ-
но узкого участка видимого спектра (шириной 
порядка 100–150 нм) размер частиц должен быть 
в несколько раз меньшим, чем длина волны све-
та. Например, в работе [7], исследовав микро-
скопическую структуру чешуек крыла бабочки 
вида Morpho sulkowskyi, авторы определили, что 
эффективное рассеяние узкого спектрального 
диапазона с центральной длиной волны 495 нм, 
придающее крылу яркую сине-голубую струк-
турную окраску, достигается периодическим 
чередованием пластинок с воздушными про-
слойками толщиной 65 нм и 150 нм соответст-
венно.  

Еще следует отметить, что нанесение нано-
покрытий на ткани и волокна требует использо-
вания химических реагентов. Это почти уравни-
вает данную технологию по негативному воздей-
ствию на окружающую среду с химической ок-
раской тканей. 

С позиций упрощения и удешевления тех-
нологии в [8] было предложено использовать 
фотонно-кристаллические волокна (ФКВ). Их 
структурная окраска возникает за счет селектив-
ного брэгговского отражения света от периоди-
ческой системы параллельных воздушных кана-
лов в диэлектрической матрице. В [8] разработан 
метод расчета погонных дифференциального и 
интегрального сечений рассеяния света при по-
перечном освещении ФКВ с произвольными па-
раллельными воздушными каналами плоскими 
волнами ТМ и ТЕ поляризации. Однако ввиду 
значительного объема необходимых вычислений, 
условия достижения контрастной структурной 
окраски ФКВ в [8] определены не были. Целью 
настоящей работы является восполнение данного 
пробела. Здесь найдена внутренняя структура 
ФКВ с гексагональной симметрией, обеспечи-
вающая его выраженную структурную окраску. 
Результат достигнут за счет дополнения метода 
[8] элементами зонной теории 2D фотонных кри-
сталлов. 

 
1 Зонная диаграмма для 2D фотонного 

кристалла 
Физической причиной структурной окраски 

ФКВ является селективное отражение света от 
его внутренней области, представляющей собой 
ограниченный двумерный фотонный кристалл. 
Согласно экспериментальным данным [9] и рас-
четам [10], [11], ключевую роль при таком отра-
жении играет зонная структура фотонного кри-
сталла. Ниже представлен расчет границ запре-
щенных зон 2D фотонного кристалла с гексаго-
нальной симметрией при его поперечном осве-
щении монохроматическим светом. 

На рисунке 1.1, а представлена схема воз-
буждения плоской волной полуограниченного 
2D фотонного кристалла. 

 
 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Схемы 2D фотонного кристалла (а) 
и фотонно-кристаллического волокна (б) 

с гексагональной симметрией. 
 

Кристалл образован круговыми воздушны-
ми каналами с радиусом r  и диэлектрической 
проницаемостью ,a  находящимися в диэлек-

трической матрице с проницаемостью .c  Вели-

чины a  и c  считаются вещественными. Цен-

тры каналов находятся в узлах гексагональной 
решетки с периодом .  Рассматривается дву-
мерная дифракционная задача, в которой зави-
симость оптического поля от координаты z  от-
сутствует. Нормаль к волновому фронту падаю-
щей волны составляет угол   с осью 0 .y  Штри-

ховыми линиями на рисунке 1.1 выделена эле-
ментарная ячейка фотонного кристалла, которая 
представляет собой прямоугольник. Стороны 
прямоугольника, ориентированные вдоль оси 

0 ,y  имеют длину 2 3,ya    а воль оси x – 

длину 2 .xa    

В рассматриваемой структуре возможно 
раздельное распространение волн ТМ и ТЕ поля-
ризации [12]. Исследуем монохроматические 
компоненты данных типов волн с зависимостью 
от времени exp( ).i t  
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Волны ТМ поляризации с единственной от-
личной от нуля компонентой магнитного поля 

zH  во всем пространстве подчиняются уравне-

нию [8] 
2 2

2
02 2

ln ln
0.zk H

x x y yx y

        
           

(1.1) 

Здесь 0 0 0 2 /k         – волновое число 

вакуума. В согласии с теоремой Блоха решения 
уравнения (1.1) допускают представление [13] 

( , ) exp( ),z z x yH h x y i x i y              (1.2) 

где 0 sin ,x ck     y  – некоторая константа, 

( , )zh x y  – периодическая функция x и y с перио-

дами 2 xa  и 2 ,ya  соответственно. Эта функция 

может быть задана в виде ряда Фурье 

ˆ( , ) exp ,
N N

z n m
n N m N x y

i nx i my
h x y h

a a 

  
   

 
   (1.3) 

где N – порядок редукции ряда, n̂ mh  – некоторые 

коэффициенты. 
Подставляя (1.2), (1.3) в (1.1) и используя 

схему Галеркина в области элементарной ячейки 
фотонного кристалла, приходим к однородной 

алгебраической системе относительно ˆ :n mh  

 ˆ 0,
N N

n m
N N

H h 
 

                (1.4) 

где , ,n N N   , ,m N N   

 
2 2 2
0( )

,

n m x y c n m n m

n m n m

H a a k

T P S

  

 

       

  
    (1.5) 

 2ln cos[ ( )] cos[ ( )]a
n m

c

P m n

 
           

 

2

0

2

2

0

2

( )( )
cos

( ) 2
sin

( )( )
cos

( ) 2
sin ,

r

y

x

r

x

y

m u r
duu

a

n u r u

a

n u r
duu

a

m u r u

a





        
   

    
  

  

    
  

 
       

  




     (1.6) 

2
0

2

0

cos[ ( )]
2 ( )

( )

( )( )
cos

y
n m a c

r

x

a n
S k

m

n u r
duu

a



  
     

  

    
 

 


 

2 cos[ ( )]( ) 2
sin

( )
x

y

a mm u r u

a n

       
   

    
 

2

0

2

( )( )
cos

( ) 2
sin ,

r

y

x

m u r
duu

a

n u r u

a

    
  

  
       

  


         (1.7) 

1 ,n x xna      1 ,m y yma             (1.8) 

n  – дельта-символ Кронекера, 1.T   При по-

лучении (1.4)–(1.8) учтены свойства ортогональ-
ности гармоник Фурье, симметрия элементарной 
ячейки фотонного кристалла и то, что диффе-
ренцирование ln   в (1.1) приводит к появлению 
дельта-функций Дирака на границах воздушных 
каналов. 

Система (1.4) представляет собой задачу на 
собственные функции и собственные значения со 
спектральным параметром ,y  описывающую 

моды 2D фотонного кристалла. Возможные зна-
чения y  находятся из условия 

det[ ( )] 0,yM                      (1.9) 

где det[ ]M  – определитель квадратной матри-

цы ,n mM H   записанной с использованием 

комбинированных индексов 
( )(2 1) 1,n N N m N        
( )(2 1) 1,N N N         

пробегающих значения от 1 до 2(2 1) .N   

Согласно (1.5)–(1.8), det[ ( )]yM   пред-

ставляет собой полином степени 22(2 1)N   с 

вещественными коэффициентами. Нули данного 
полинома могут быть либо вещественными, либо 
попарно сопряженными комплексными числами. 
Но из (1.5)–(1.8) можно заключить, что коэффи-
циенты n mH   инвариантны относительно замен 

,y y    ,m m   .    Отсюда следует, 

что если y  является корнем уравнения (1.9), то 

y  также является корнем данного уравнения. 

Физической причиной этого является симметрия 
элементарной ячейки фотонного относительно 
оси x (рисунок, 1.1 а). Следовательно, комплекс-
ные корни уравнения (1.9) могут быть только 
чисто мнимыми. Соответствующие им моды 
описывают поля, испытывающие полное отра-
жение от фотонного кристалла [10], [11]. 

За проникновение световой энергии в фо-
тонный кристалл отвечают его моды с вещест-
венными .y  Из отмеченного выше свойства 

симметрии корней уравнения (1.9) и выражений 
(1.2), (1.3) следует, что для отыскания всех таких 
мод достаточно исследовать перепады знака ве-
щественной функции det[ ( )]yM   на проме-

жутке 0 / .y ya     

Волны ТЕ поляризации с единственной от-
личной от нуля компонентой электрического 
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поля zE  во всем пространстве описываются 

уравнением [8] 
2 2

2
02 2

0.zk E
x y

  
      

 

Анализ этого уравнения может быть выпол-
нен по рассмотренной выше схеме. Единствен-
ное отличие расчета ТЕ мод фотонного кристал-
ла от расчета его ТМ мод состоит в том, что для 
ТЕ мод в (1.5) следует положить 0.T   

Если пренебречь дисперсией ,c  то функ-

ции det[ ( )]yM   для мод фотонного кристалла 

обеих поляризаций будут полностью определять-
ся относительными размерами / ,r   /   (см. 

(1.5)). Область на плоскости переменных / ,r   

/ ,   в которой уравнения (1.9) для ТМ и ТЕ 
волн имеют вещественные корни, назовем раз-
решенной зоной фотонного кристалла, а область, 
где таких корней нет – запрещенной зоной. Оче-
видно, что структурная окраска фотонного кри-
сталла, освещаемого естественным светом, будет 
определяться длинами волн, попадающими в его 
запрещенную зону, поскольку излучение с дан-
ными длинами волн будет эффективно отражать-
ся кристаллом. Селективность такой окраски 
зависит от ширины запрещенной зоны в направ-
лении изменения переменной / :   чем меньше 
эта ширина, тем более контрастной окраски фо-
тонного кристалла можно ожидать. 

О запрещенных зонах фотонного кристалла 
позволяет судить рисунок 1.2. Стабильные ре-
зультаты для границ этих зон получены в резуль-
тате подсчета числа вещественных корней урав-
нений (1.9) для ТМ и ТЕ мод при 7.N   Здесь и 
в дальнейших вычислениях использованы значе-
ния 2(1,0003) ,a   2(1,576)c   (материал ди-

электрической матрицы – полиэтилентерефталат). 
Согласно рисунку 1.2, конфигурация за-

прещенных зон зависит от угла падения излуче-
ния на фотонный кристалл. Но поскольку ориен-
тация ФКВ относительно фронта падающего на 
него излучения может быть произвольной, ос-
новной практический интерес представляет об-
ласть параметров фотонного кристалла, в кото-
рой запрещенные зоны для разных углов падения 
излучения на кристалл либо близки между собой, 
либо налагаются друг на друга. При наложении 
запрещенных зон, отвечающим углам падения 
излучения на фотонный кристалл o30    и 

o60    на рисунке 1.2 возникает зеленый тон, 

углам  o0   и o30    – красный тон, углам 
o0   и o60    – синий тон, а при наложении 

запрещенных зон, отвечающим всем рассмот-
ренным углам падения – черный тон. Основной 
практический интерес представляет область па-
раметров фотонного кристалла, в которой 

запрещенные зоны для разных углов падения 
либо близки между собой, либо налагаются друг 
на друга. Для получения выраженной структур-
ной окраски ФКВ данная область должна быть 
достаточно узкой в направлении изменения пе-
ременной / .   Как следует из рисунка 1.2, ука-
занным требованиям отвечает область 

0,45 / 0,5,     0,3 / 0,4.r      (1.10) 
 

 
 

Рисунок 1.2 – Зонная диаграмма для двумерного 
фотонного кристалла с гексагональной 

симметрией в нормальном (а) и увеличенном (б) 
масштабах переменной / .   Фоновые области – 

запрещенные зоны фотонного кристалла при 
углах падения излучения на кристалл  

o0   (розовый тон), o30    (желтый тон), 
o60    (голубой тон) 

 
Выполненный в настоящем разделе анализ 

имеет оценочный характер, поэтому примени-
мость его выводов об условиях получения выра-
женной структурной окраски ФКВ нуждается в 
количественной проверке. Соответствующие 
расчеты представлены в следующем разделе. 
 

2 Поперечные сечения рассеяния ФКВ 
Поперечное сечение рассматриваемых ФКВ 

представлено на рисунке 1.1, б. Внутренняя об-
ласть волокна содержит круговые воздушные 
каналы радиуса r. Центральный канал окружен 
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cN  гексагональными кольцами таких же каналов 

(для определенности на рисунке 1.1, б 3).cN   

ФКВ имеет внешний радиус ( 1)cA N    и на-
ходится в воздухе с диэлектрической проницае-
мостью .a  

Оценки структурной окраски волокна пред-
полагают исследование углового распределения 
интенсивности рассеянного света в дальней зоне 
при освещении волокна не поляризованным све-
том, создаваемым удаленным точечным источ-
ником [8]. Данное распределение может быть 
охарактеризовано погонным дифференциальным 
поперечным сечением рассеяния [8] 

 
( ) 0,5[ ( ) ( )],p s                  (2.1) 

где   – угол наблюдения, отсчитанный от нор-
мали к волновому фронту падающей на ФКВ 
плоской волны (рисунок 1.1 б), ( )p   и ( )s   – 

погонные дифференциальные поперечные сече-
ния рассеяния плоских волн ТМ и ТЕ поляриза-
ции, определяемые по формулам 

 2

2( )

lim
( ) ,

2

z

p
i

z

H

A H




    
 2

2( )

lim
( ) ,

2

z

s
i

z

E

A E




    

где 2 2x y    – расстояние от волокна до точ-

ки наблюдения, ( )i
zH  и ( )i

zE  – компоненты поля 
падающих на волокно плоских волн ТМ и ТЕ 
поляризации.  

Для интегральной оценки отражательной 
способности ФКВ в диапазоне углов 2 1      
может быть использовано погонное интеграль-
ное поперечное сечение рассеяния [8] 

 
2

1

( ) ,i d




                    (2.2) 

которое равно световой мощности, рассеянной 
волокном в интервал углов 2 1,      норми-
рованной на мощность падающего на волокно 
света. Основной практический интерес представ-
ляет описание отражения света от волокна, что 
соответствует выбору в (2.2) o

1 90 ,   o
2 270 .   

Эти значения использованы в дальнейших расчетах. 
С позиций исследования окраски тканей ак-

туальна ситуация, когда ориентация ФКВ отно-
сительно фронта падающей плоской волны явля-
ется случайной. В этом случае структурную ок-
раску ФКВ можно охарактеризовать поперечными 
сечениями ( )   и ,i  усредненными по   [8]: 
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( ), ( ), .

2i i d


       
          (2.3) 

Представленные ниже расчеты функций 
(2.1)–(2.3) выполнены строгим методом, осно-
ванным на теореме Грина и теореме сложения 
цилиндрических функций Графа [8], [14]. 

В таблице 2.1 приведены результаты числен-
ного решения задачи об отыскании максимума 

отражательной способности ФКВ, где в качестве 
целевой выбрана функция двух переменных 

( / , / )i r    . Для числа воздушных каналов в 
ФКВ использовано обозначение k. 

 

Таблица 2.1 – Максимизация отражательной 
способности ФКВ 

 

Nc k /   /r   maxi  

2 19 0,472 0,376 0,704 
3 37 0,469 0,390 0,753 
4 61 0,462 0,380 0,778 

 

Табличные значения / ,   /r   – коор-

динаты максимумов ,i  обозначенных через 

max .i  Как и следовало ожидать, эти координаты 

находятся в области (1.10), а maxi  возрастает с 

увеличением поперечного размера волокна, при-
ближающим его к полуограниченному фотонно-
му кристаллу. 

Более детальную информацию об отража-
тельной способности ФКВ дает рисунок 2.1. На 
нем сопоставлены погонные дифференциальные 
сечения рассеяния, полученные в [8] без оптими-
зации структуры ФКВ и рассчитанные с исполь-
зованием относительных размеров волокна, при-
веденных в таблице 2.1.  

 

 
Рисунок 2.1 – Дифференциальные сечения 

рассеяния ФКВ c 3cN 
 
при фиксированном 

угле ориентации 0    ( ( ),   кривые 1, 3) и  

с усреднением по   ( ( ),   кривые 2, 4): 

1 и 2 соответствуют параметрам / 4, 43,    

/ 0,12r    из [8]; 3 и 4 – / 0,469,    

/ 0,39r    (данные таблицы 2.1) 
 

Из рисунка 2.1 можно заметить, что опти-
мизация параметров волокна существенно уси-
ливает его отражательную способность. Этот 
эффект наблюдается в узком диапазоне углов 
отражения в окрестности 180o при o0   и в 
более широком диапазоне углов отражения при 
усреднении по .  Наличие боковых максимумов 

на распределении 1 и многопичковый характер 
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распределения 3 объясняются резонансным воз-
буждением стоячих волн между фотонным кри-
сталлом во внутренней области ФКВ и его внеш-
ней границей. 

О структурной окраске ФКВ позволяет су-
дить рисунок 2.2. На нем приведены спектры 
усредненной по ориентации волокна интеграль-
ной отражательной способности ФКВ. Кривая 1 – 
данные работы [8], кривые 2 и 3 рассчитаны с 
использованием данных таблицы 2.1 для длины 
волны 0,564   мкм, соответствующей макси-
муму чувствительности человеческого глаза. 
 

 
Рисунок 2.2 – Спектры погонного интегрального 

поперечного сечения рассеяния, усредненные 
по ориентации ФКВ: 

кривая 1 – 3,cN   2,5   мкм, 0,3r   мкм [8],  

2 – 2,cN   0,266   мкм, 0,100r   мкм,  

3 – 4,cN   0, 261   мкм, 0,099r   мкм 
 

Рисунок 2.2 подтверждает возможность по-
лучения выраженной окраски ФКВ за счёт опти-
мизации его внутренней структуры. Эффект ок-
раски усиливается с ростом .cN  В частности, 

при 4cN   ширина спектра ( ),i   определенная 

из условий max( ) 0,5 ,i i     составляет 0,153 мкм. 
 

Заключение 
Согласно представленным данным, для дос-

тижения выраженной структурной окраски ФКВ 
его параметры должны выбираться в соответст-
вии со структурой запрещенных зон двумерного 
фотонного кристалла, образованного воздушны-
ми каналами, находящегося внутри ФКВ. Из 
этих соображений период решетки воздушных 
каналов ФКВ должен составлять примерно поло-
вину длины волны излучения нужного цвета  
(согласно рисунку 1.2 и таблице 2.1). В работе 
рассмотрен случай распространенных ФКВ с 
гексагональной симметрией. Дальнейшая опти-
мизация внутренней структуры ФКВ предпола-
гает исследование 2D фотонных кристаллов с 
иными типами симметрии. Соответствующие 
расчеты могут быть выполнены на основе опи-
санной вычислительной схемы. 

ЛИТЕРАТУРА 
1. Color-changing and color-tunable photonic 

bandgap fiber textiles / B. Gauvreau [et al.] //  
OPTICS EXPRESS. – 2008. – Vol. 16, № 20. – 
P. 15677–15693. 

2. Shao, J. Biomimetic nanocoatings for struc-
tural coloration of textiles / J. Shao, G. Liu, L. Zhou // 
Active Coatings for Smart Textiles. – 2016. – P. 269–299. 

3. Rapid fabrication of robust, washable, self-
healing superhydrophobic fabrics with non-
iridescent structural color by facile spray coating / 
Q. Zeng [et al.] // RSC Advances. – 2017. – Vol. 7, 
№ 14. – P. 8443–8452. 

4. Aguirre, C.I. Colloidal Photonic Crystal 
Pigments with Low Angle Dependence / C.I. Agu-
irre, E. Reguera, A. Stein // ACS Applied Materials 
& Interfaces. – 2010. – Vol. 2, № 11. – P. 3257–3262. 

5. Nanoparticle-tuned structural color from 
polymer opals / O. Pursiainen [et al.] // Optics Ex-
press. – 2007. – Vol. 15, № 15. – P. 9553–9561. 

6. Fan, H. Natural photonic materials for tex-
tile coatings. / H. Fan, N. Lin, X. Y. Liu // Active 
Coatings for Smart Textiles. – 2016. – P. 137–156. 

7. Theoretical and experimental analysis of the 
structural pattern responsible for the iridescence of 
Morpho butterflies / R. H. Siddique [et al.] // Optic 
Express. – 2013. – Vol. 21, № 12. – P. 14351–14361. 

8. Сотский, А.Б. Моделирование структур-
ной окраски фотонно-кристаллического волокна / 
А.Б. Сотский, О.А. Бельская, Л.И. Сотская // Оп-
тика и спектроскопия. – 2015. – Т. 118, № 5. – 
С. 847–854. 

9. New slant on photonic crystal fibers / 
H.C. Nguyen [et al.] // Optic Express. – 2004. – 
Vol. 12, № 8. – P. 1528–1539.  

10. Сотский, А.Б. Расчет оптических свойств 
фотонно-кристаллических волокон с полой серд-
цевиной / А.Б. Сотский, Л.И. Сотская // ЖПС. – 
2009. – Т. 76, № 2. – С. 312–321. 

11. Сотский, А.Б. Высшие моды фотонно-
кристаллических волокон / А.Б. Сотский, О.А. Бель-
ская, Л.И. Сотская // Оптика и спектроскопия. – 
2011. – Т. 110, № 3. – С. 500–506. 

12. Иванов, Е.А. Дифракция электромагнит-
ных волн на двух телах / Е.А. Иванов. – Минск: 
Наука и техника, 1968. – 584 с. 

13. Bjarklev, A. Photonic Crystal Fibres / 
A. Bjarklev, J. Broeng, A. Sanchez Bjarklev. – 
Springer, 2003. – 159 p. 

14. Сотский, А.Б. Дифракция светового пуч-
ка на микроструктурном волокне / А.Б. Сотский, 
О.А. Бельская, Л.И. Сотская // Компьютерная 
оптика. – 2014. – Т. 38, № 1. – С. 11–19.  
 

Работа выполнена при финансовой под-
держке Государственной программы научных 
исследований Республики Беларусь 1.15 «Фото-
ника и электроника для инноваций». 
 

Поступила в редакцию 21.07.2021. 
 

Информация об авторах 
Шилов Артур Владимирович – старший преподаватель 
Сотский Александр Борисович – д.ф.-м.н., профессор 

 
 



Проблемы физики, математики и техники, № 4 (49), 2021 ISSN 2077-8708 
 

© Юревич В.А., 2021                    57 

 
УДК 535.23; 621.378.825 DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2021_4_49_57 
 

НЕЛИНЕЙНОЕ ОТРАЖЕНИЕ СВЕРХКОРОТКОГО ОПТИЧЕСКОГО 
ИМПУЛЬСА НИЗКОРАЗМЕРНЫМ СУПЕРКРИСТАЛЛОМ 

В.А. Юревич 

Белорусский государственный университет пищевых и химических технологий, Могилёв 
 

SUPERSHOT OPTICAL PULSE NONLINEAR REFLECTION 
BY LOW-DIMENSIONAL SUPER-CRYSTAL 

V.A. Yurevich 

Belarussian State University of Food and Chemical Technologies, Mogilev 
 

Аннотация. Исследована динамика энергообмена низкоразмерной планарной решётки, образованной квантовыми 
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Принципиальным в расчёте реакции СК является учёт диполь-дипольного взаимодействия активных центров в при-
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Введение  
Одно из развиваемых в последнее время 

направлений современной оптики и радиофизи-
ки – разработка новых типов искусственных 
сред, которые названы метаматериалами, по-
скольку обладают физическими свойствами, 
отсутствующими у составляющих их исходных 
природных материалов [1], [2]. K объектам это-
го рода относят и особым образом составлен-
ные квазидвумерные структуры, именуемые 
метаповерхностями [2], [3] и образованные из-
лучающими или активно реагирующими на из-
лучение элементами – метаатомами, то есть об-
разованиями, превышающими обычный размер 
атома. Допуская более или менее простую мо-
дельную форму (например, элементарного ди-
поля), эти активные центры при размере до не-
скольких нанометров обладают дискретными 
свойствами энергетического спектра. При условии 
их плотной упаковки в среде низкоразмерный 

слой приобретает выраженную способность 
нелинейного резонансного рассеяния внешнего 
электромагнитного излучения. Установлено, 
что планарные структуры такого формата из 
регулярно расположенных дипольных центров 
(в частности, квантовых точек) представляют 
собой один из примеров подобных объектов, а 
именно квазидвумерных суперкристаллов [4], 
[5], с эффективной возможностью контроля их 
оптических свойств при изменении формы и 
химического состава образующих элементов, а 
также геометрии их структуры. Упорядоченным 
ансамблем квантовых точек можно представить 
внутреннюю структуру многих квазикристал-
лов, среди которых дихалькогениды переход-
ных металлов (например, MoSe2, WSe2) [6], су-
перкристаллы полупроводниковых квантовых 
точек [7], [8], фосфорены [9] и органические 
полимеры [10].  

ФИЗИКА
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Определённое преимущество квазидвумер-
ных суперкристаллов (CK) во многом выражено 
тем, что в подавляющем большинстве их мате-
риалы – полупроводники, энергетическая струк-
тура которых может легко управляться внешним 
воздействием, что делает их в высшей степени 
перспективными в применении в устройствах 
нанофотоники. Квантовые переходы с поглоще-
нием или излучением, совершаемые в этих ан-
самблях в экситонной области спектра, характе-
ризуются гигантскими силами осциллятора, что 
приводит к результативному проявлению нели-
нейных оптических эффектов при умеренных 
уровнях интенсивности действующего в среде 
когерентного излучения. В силу существования 
дополнительных степеней свободы в схеме резо-
нансного взаимодействия с когерентным излуче-
нием (например, возбуждения соседних с основ-
ным переходов и взаимодействия квантовых то-
чек) CK, обладая наноразмерной толщиной, ха-
рактеризуются уникальными оптическими свой-
ствами. Суперкристалл, например, способен не-
линейно, с проявлением гистерезиса, отразить 
световое поле в определённом спектральном 
диапазоне [11], т. е. является критичным к часто-
те и интенсивности внешнего сигнала эффектив-
ным зеркалом нанометровой толщины. Поэтому 
изучение закономерностей нелинейной динами-
ки материального отклика образованных кванто-
выми точками CK при резонансном отражении 
представляется актуальным и целесообразным с 
практической позиции.  

 
1 Постановка задачи и основные уравнения 
В настоящей работе поставлена задача ана-

лиза баланса мощности излучения и структуры 
из активных центров, образующих слой CK, при 
условии, что характерная длительность внешних 
оптических сигналов значительно меньше вре-
мени действия релаксационных механизмов в 
среде. Взаимодействие структуры и светового 
поля тогда когерентно (то есть, оказываются со-
гласованными осцилляции резонансной поляри-
зованности ансамбля активных центров и поро-
ждаемого им волнового поля), и среди обуслов-
ленных этой корреляцией коллективных эффек-
тов особо выделяют световую индукцию и 
сверхизлучение [12]. В ходе световой индукции 
оптический сигнал способен существенно 
трансформироваться из-за оптической нутации. 
В явлении сверхизлучения, как и при световой 
индукции, существенным образом проявляется 
самопроизвольная фазовая корреляция (согласо-
вание фаз) первоначально независимых актив-
ных центров. Появление фазовой корреляции 
объясняют двумя факторами – взаимодействием 
диполей через излучаемое ими электромагнитное 
поле и нелинейностью осцилляторных движений 
электронов внутри активных центров.  

Влиянием диполь-дипольного взаимодейст-
вия и реакцией на поле переходов, близких к 

основному, по мере резонансных вариаций насе-
лённости определяется смещение центра спек-
тральной линии усиления и автомодуляционный 
дрейф частоты высвечиваемого поля. Этими 
особенностями, присущими резонансному взаи-
модействию ввиду относительно плотной упа-
ковки активных центров в структуре суперкри-
сталла и высоких значений дипольных моментов, 
может определяться самодефазировка ансамбля 
элементарных излучателей в ходе формирования 
поля. В настоящих расчётах учтено влияние на 
обмен энергией поля и среды именно этих сти-
мулирующих внутреннюю неустойчивость сис-
темы факторов динамики нелинейного отклика 
квазидвумерного суперкристалла в когерентном 
режиме взаимодействия.  

Квантоворазмерные структуры обладают 
свойствами материалов, образуемых активными 
центрами, для характеристики реакции которых 
на электромагнитное поле излучения используют 
дипольную модель. Поэтому к их расчётному 
анализу применимы представления двухуровне-
вой схемы взаимодействия вещества с резонанс-
ным световым полем. Обобщение двухуровневой 
схемы в рассматриваемой далее задаче состоит в 
учете влияния на поляризуемость поглощения в 
квазирезонансных переходах. Обычно это выра-
жено допущением различия (дефекта) поляри-
зуемостей дипольных частиц 1 и 2 в основном 
и возбуждённом состоянии [13]. При перерас-
пределении частиц по уровням перехода в ходе 
вынужденного излучения тогда возможны нели-
нейные резонансные вариации преломления, что 
также существенно в полупроводниковых экси-
тонных средах.  

В расчётах также рассмотрено поляризую-
щее влияние на диэлектрическую восприимчи-
вость вещества ближних полей диполей в рамках 
представления действующего поля, учитываю-
щего локальную поправку Лоренца. При оценке 
динамических следствий диполь-дипольного 
взаимодействия принято пренебрегать относи-
тельно статичным нерезонансным вкладом в ло-
кальное поле. Амплитуда напряжённости дейст-
вующего на активные центры поля тогда пред-
ставляется с учётом локальной поправки Лорен-
ца, включающей только динамическую состав-
ляющую поляризованности. Такого рода поправ-
ка описывает малоинерционное смещение спек-
тральной линии, «следящее» за изменением раз-
ности населённостей и типичное именно для 
сред с относительно высокой плотностью актив-
ных центров [14].  

Оптическое плосковолновое поле, иниции-
руемое полем, нормально падающим извне на 
поверхность слоя суперкристалла, естественно, 
предполагается однородным в направлении его 
толщины l. Поле, действующее на активные 
центры, и вероятность поляризации (резонанс-
ной поляризованности ) представляются в виде 
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квази-гармонических волн с несущей частотой , 
близкой к частоте основного перехода 0, и отно-
сительно медленными (слабо изменяющимися за 
период светового колебания) комплексными ам-
плитудами Е(t) и i(t), то есть Е(t) = Е(t) exp (iωt), 
(t) = i(t) exp (iωt). Кроме поляризованности (t) 
в квантовомеханическом описании отклика слоя 
используется вещественная переменная вероят-
ности разности населённостей уровней основно-
го перехода n(t). 

Задача об энергообмене среды суперкри-
сталла и светового поля в процессе СИ может 
быть решена в допущении сверхтонкого гранич-
ного слоя [15], в сущности, для резонансно по-
глощающей планарной плёнки, также и отра-
жающей с поверхности. При этом вместо волно-
вых уравнений допускается применение гранич-
ных электродинамических условий, используе-
мых в уравнениях Максвелла и записанных для 
действующего на атомы и отражённого слоем 
плосковолновых полей. Ниже соотношения для 
связи полей приведены с учётом локальной по-
правки Лоренца и представления динамического 
компонента макроскопической поверхностной 
поляризованности Pl в обобщённой двухуровне-
вой схеме: 
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  (1.1) 

где Еi и Еr  амплитуды напряжённости внеш-
него и отражённого полей, t0  и r0  френелевы 
коэффициенты пропускания и отражения по-
верхности квазикристалла,   средний диполь-
ный момент активных центров, N – их объёмная 
концентрация в слое,  = 2  1 – дефект по-
ляризуемости, n0 – начальное значение разности 
населённостей,   c / 3l  нормирующий коэф-
фициент в составляющей, которая определена 
учётом локального поля. 

Соотношения для условий (1.1) содержат 
дополнительные компоненты, учитывающие ре-
зонансную поляризацию в граничном слое, кото-
рые именуют сверхизлучательными, этими ком-
понентами выражена связь действующего поля и 
резонансного отклика среды. Нелинейные со-
ставляющие в отражённых и прошедших волнах 
в отличие от нерезонансных френелевых компо-
нент описывают послесвечение поверхности ква-
зикристалла в течение времени фазовой памяти 
[16]. Ещё в работе [15] отмечалось, что их суще-
ствование может привести к нетривиальному эф-
фекту полного отражения особо короткого им-
пульса, зондирующего приповерхностный слой 
среды с резонансной поляризованностью при 
определённой концентрации активных центров.  

Квантовомеханические уравнения движения 
для отклика среды квазикристалла, которыми 

должны быть дополнены соотношения (1.1), в 
этом случае могут быть сведены к так назы-
ваемым оптическим уравнениям Блоха [12]. Вы-
вод аналогов этих материальных уравнений для 
условия однородного уширения спектральной 
линии поглощения достаточно обоснован в лите-
ратуре. Применим далее их модификацию для 
вещественных переменных напряжённости поля 
в случае точного резонанса (  0), предложен-
ную, например, в [17]. Масштабирование пере-
менных напряжённостей поля, проведенное та-
ким образом: ei = Еi / ћ, e =  ReЕ / ћ, с учётом 
представления (1.1), позволяет такую предвари-
тельную запись рассматриваемой далее системы 
уравнений Максвелла – Блоха:  
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    (1.2) 

Bведены нормирующие коэффициенты 
 

 = 2Nl  c и R = 0ћc  2Nl 
 

(R известен как время сверхизлучения [18]). Пpи 
записи (1.2) сразу учитывается, что поле Е, вхо-
дящее в материальные уравнения, отличается от 
среднего макроскопического поля Еt в местах 
нахождения активных центров на величину ло-
кальной поправки. Релаксационными процесса-
ми, приводящими к распаду поляризации и озна-
чающими возможность спонтанных переходов, в 
приближении когерентного взаимодействия в 
(1.2) пренебрегается. Однако в соотношениях 
(1.2) учтенo нелинейное смещение частоты резо-
нанса, означающее дефазировку ансамбля обра-
зующих квазикристалл диполей. Частотный 
дрейф развивается как следствие взаимного 
влияния ближних полей активных центров и на-
сыщаемого поглощения в переходах, близких к 
основному. В принципе, это автомодуляционное 
смещение способно принимать обратимый ха-
рактер из-за зависимости от резонансной вариа-
ции разности населённости, возникающей из-за 
насыщения поглощения в основном переходе. 
 

2 Решение задачи о отражении для коор-
динат вектора Блоха 

Балансом энергии зондирующего извне им-
пульса и материального отклика вещества слоя 
обеспечен уровень отражения и поглощения им-
пульса. Динамика дополнительных компонентов, 
присутствующих в соотношениях (1.1) для связи 
полей и материальных переменных среды СК, 
вскрывает особую нелинейность этих процессов. 
Показана, в частности, роль нелинейных фазо-
вых эффектов в проявлении гистерезисных 
свойств отражения и поглощения в случае не-
прерывного возбуждения [19] при ограниченном 
влиянии релаксационных механизмов распада 
поляризации.  
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Рассмотрим далее случай импульсного воз-
буждения суперкристалла. Moжнo допустить, 
что в начальный момент n(t = 0) = n0 = 1, то есть 
ансамбль активных центров, образующих CK, 
находится в основном состоянии при том, что 
корреляции в ансамбле отсутствуют – (t = 0) = 0. 
В литературе, посвящённой теоретическому ана-
лизу коллективных эффектов, признано удобным 
использовать формализм вектора Блоха. Пере-
менные уравнений, подобных системе (1.2), но 
рассчитываемых в распределённых схемах взаи-
модействия, тoгдa рассматриваются в виде коор-
динат (составляющих) так называемого вектора 
Блоха: X = Re, Y = Im, Z = n. Известно, что в 
этом случае из материальных уравнений системы 
(1.2) следует интеграл вида: 2 + n2  1, именуе-
мый как закон сохранения вектора Блоха [18]. 
Решение (1.2) для действительных материальных 
переменных допускает полуаналитическое пред-
ставление при любой зависимости действующего 
поля e(t) [18]: 

       sin , cos , e .
t

t n t t t dt


         (2.1) 

Величина полярного угла вектора Блоха 
(t) выражается «площадью» импульса норми-
рованной амплитуды напряжённости действую-
щего поля и описывает поворот материальных 
переменных за время действия импульса. В 
представлении (2.1) с однородным полем в слое 
квазикристалла поворот совершается в плоско-
сти (, n). 

Используя первое соотношение системы 
(1.2) и полуаналитические соотношения (2.1) для 
 и n, записываем уравнение для (t): 
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Решением этого уравнения определяются норми-
рованные напряжённости среднего макроскопи-
ческого поля в среде квазикристалла et и отра-
жённого поля er: 
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 (2.3) 

Уравнение (2.2) можно рассматривать как фор-
мулировку «теоремы плoщaдeй» МакКола и Ха-
на [20] применительно к случаю низкоразмерно-
го суперкристалла из квантовых точек. Нелиней-
ное смещение резонанса поглощения, специфич-
ное для подобных сред с повышенной плотно-
стью активных центров, способно снизить ре-
зультативность проявления рассмотренного ав-
торами [20] и позднее интенсивно исследуемого 
коллективного эффекта самоиндуцированной 
прозрачности.  

Количественная оценка отражения и изме-
нения формы оптических сигналов, взаимодей-
ствующих со слоем квазикристалла, проводилась 
на основе численного интегрирования (2.2)  

относительно (t) для заданного поля ei (t), дейст-
вующего извне (зондирующего) импульса. Вре-
меннáя завиcимоcть напряженности для него оп-
ределялась функцией ei (t) = em sech [(t  t0) / R]. 
Bыбор этой функции для входного сигнала не 
случаен – форма ei (t) при em = 1 / R соответству-
ет решению (2.2) для e(t) в задаче о сверхизлуче-
нии в квазикристаллах без учёта фазовой нели-
нейности, то есть для   0 и при отсутствии 
инициирующего поля (ei (t)  0).  

В выборе параметров, определяющих вели-
чины коэффициентов (2.2) для полупроводнико-
вых квантоворазмерных структур, в основном, 
ориентировались по данным, известным, напри-
мер, из работ [21], [22]. Примерный масштаб яв-
лений соответствовал пиковой интенсивности све-
тового поля импульсов порядка (1 … 5) 107 Вт/см2, 
концентрации активных центров N  (2 … 8)1018cм-3, 
среднему элементарному дипольному моменту 
  3.310-28 Клм, длине волны оптического поля 
 1.310-6 м. Непосредственно численным расчё-
том (2.2), (2.3) определялись зависимости норми-
рованной интенсивности излучения S(t) = (Ret)

2 и 
Sr(t) = (Rer)

2. На рисункax 2.1 б–г, а'–г'  иллюст-
рированы характерные временные развёртки ин-
тенсивности отражённого и действующего в слое 
СК светового поля и показана зависимость этих 
развёрток от пикового значения мощности зон-
дирующего импульса  R 0e .im iS t t     В трёх 

вариантах, приводимых на рисунках 2.1, б–в 
входные импульсы с формой, для примера изо-
бражённой на рисунке 2.1, а, различались только 
нарастающим значением параметра Sim (в пояс-
нениях указанным в относительных единицах), 
вeличины S и Sr на зависимостях нормированы 
также по этому параметру. 

Многократные расчёты, примеры которых 
демонстрирует рисунок 2.1, позволили заклю-
чить следующее. Отсутствие нелинейности, ти-
пичной для СК, не приводит к качественному 
изменению в развёртке импульса. Отражённый 
импульс, естественно, снижается по пиковой 
мощности и, не изменяясь по длительности, при-
обретает некоторую асимметрию (рисунок 
2.1, а'), то же изменение характерно для дейст-
вующего в среде поля. «Включение» нелинейно-
сти, вызывающей перестройку резонанса погло-
щения в слое СК, должно приводить к снижению 
длительности отражённого импульса (рисунок 
2.1, б) и стимуляции явления световой индукции 
в действующем внутри СК поле (рисунок 2.1, б'). 
Выраженная световая индукция в виде серии 
контрастных затухающих пульсаций свойствен-
на протяжённым средам [18]. В особо тонком 
активном слое СК из-за сильного затухания оп-
тического поля и наличия фазовой модуляции 
световая индукция представлена сдвоенным им-
пульсом. Сравнение развёрток, изображённых на 
рисунках  2.1,  б'–в',  показывает,  что положение  
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Рисунок 2.1 – Зависимости нормированной интенсивности cветового поля инициирующего (а), 
отражённого (а', б – г), действующего на активные центры СК (б'– г') импульсoв:  

Sim = 200 (а, а', б, б'), 300 (в, в'), 500 (г, г'),  = 0 (а, а'), 0,05 (б – г, б'– г'), t0 = 0,434,  = 2,34, R = 510–13c 
 
образующих «сдвоенную» структуру импульсов 
действующего поля на временной шкале при-
мерно соответствует фронтам входного импуль-
са. В «пиковой» части импульса из-за фазовой 
отстройки резонансное поглощение снижается, 
поэтому отражённый импульс формируется с 
незначительной асимметрией фронтов, но как 
более короткий по длительности (рисунок 
2.1, б – в). Влияние фазовой перестройки, вели-
чина которой определяется резонансной вариа-
цией населённости, приводит, в сущности, к «об-
резанию» фронтов результирующего отражённо-
го импульса. Отмечается также, что тенденция к 
подобному существенному сужению импульса 
усиливается с увеличением мощности входного 
импульса, при этом значительно возрастает и 
оцениваемый в динамике эффективный коэффи-
циент отражения СК. 

Таким образом, решение задачи для коор-
динат вектора Блоха (2.1), приводящее к относи-
тельно простой схеме расчёта полей (2.2), (2.3), 
даёт возможность моделировать нестационарный 
процесс резонансного отражения света низко-
размерным СК с учётом типичной для этих объ-
ектов нелинейности отклика. Результатами мо-
делирования предсказываются следствия её про-
явления. 

 
3 Решение задачи o сверхизлучении в СК  
Использование соотношения (2.2) даёт воз-

можность приближённого аналитического расчё-
та временнóй развёртки импульса сверхизлуче-
ния (СИ) с учётом автомодуляционной отстрой-
ки резонанса, обусловленной взаимным влияни-
ем ближних полей элементарных дипольных из-
лучателей. Эффект СИ представляет результат 
их фазовой корреляции с характерным временем 
R из-за взаимодействия диполей через излучае-
мое ими электромагнитное поле [18]. Среда при 

этом максимально инвертирована, и процесс вы-
нужденного излучения развивается в условиях 
сброса инверсии. Предполагается, что релакса-
ционные механизмы дефазировки диполей, сти-
мулированные взаимодействием активных дипо-
лей cо структурными элементами матрицы мате-
риала, как и во всех коллективных эффектах, 
проявляются слабо. Полупроводниковые струк-
туры с квантоворазмерными эффектами исполь-
зуются как инверсные среды; в виде планарных 
слоёв эти материалы применяются в качестве 
активных поверхностных плёнок, способных 
модулировать резонансное излучение. В полу-
проводниковых средах СИ развивается как кол-
лективная спонтанная рекомбинация [22]. В про-
цессе формирования импульса СИ фазы отдель-
ных экситонов, представляемых диполями, спон-
танно синхронизируются, в результате чего в 
пределах суперкристалла формируется коллек-
тивный диполь с относительно малым временем 
излучательной рекомбинации.  

Анализ динамических следствий происхо-
дящей в процессе СИ самопроизвольной дефази-
ровки активных центров в условиях влияния 
ближних полей и наличия квазирезонансной по-
ляризованности возможен на основе модифика-
ции уравнения (2.2): 

 2 2 2
R

1 sin
.

1+ 1 cos 1 cos

d

dt

 

         

 (3.1) 

При записи (3.1) учтено, что инициирующее из-
вне поле в задаче о СИ считается отсутствую-
щим. Переменнoй n, и в этом случае выражаемой 
из решений (2.1), то есть тригонометрической 
функцией полярного угла (t), описывается ин-
версия. В реальной схеме возбуждения СИ дей-
ствует накачка и обычно считается [12], [18], что 
к «стартовому» моменту развития СИ инверсия 
должна достигать максимального значения.  



В.А. Юревич 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 4 (49), 2021 62 

Уже указывалось, что в отсутствие резо-
нансной нелинейности решение (3.1) для поляр-
ного угла вектора Блоха описывает функцию из-
лучаемого поля в виде гиперболического секан-
са. В рассматриваемом более общем случае взаи-
модействия уравнение (3.1) приводится к виду: 

 

 
R

1

tg
sin

sin .

d

dt




 

              

    



 

Несложно показать, что интеграл уравне-
ния, который неявно выражает функцию поляр-
ного угла вектора Блоха (t), пpeдcтавляется 
следующим соотношением, включающим нели-
нейные компоненты:  

   
0 Rexp tg tgt t

     
   

             

  tg
exp .

tg




    

      
          (3.2) 

В предположении сравнительно малого ко-
эффициента резонансной нелинейности ( << 1) 
оба нелинейных степенных сомножителя в соот-
ношении (3.2) по величинам могут быть призна-
ны относительно близкими к единице. Тогда c 
применением аппромаксимационных формул 
выражение (3.2) сводится к линейному уравне-
нию относительно tg / 2. В результате его ре-
шения получаем, что функция поля может быть 
выражена такой зависимостью: 
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На рисунках 3.1, а, в для сравнения приве-
дены импульсные профили интенсивности СИ с 
учётом и без учёта вызванной нелинейностью 
фазовой автомодуляции, которые рассчитаны на 
основе выражений (3.3).  

Oтметим, что пиковая интенсивность им-
пульсов светового поля, излучаемых в условиях 
действия нелинейных механизмов смещения ре-
зонанса, должна снижаться. Это напрямую свя-
зано с тем, что сброс инверсии, происходящий 
при распаде сфазированного состояния ансамбля 
диполей и, собственно, определяющий динамику 
СИ, представляет присущее вынужденному из-
лучению резонансное свойство. Отстройка резо-
нанса, зависящая от темпа сброса инверсии, и, 
следовательно, от интенсивности, выступает в 
рассматриваемом случае фактором отрицатель-
ной обратной связи – эффективное усиление сни-
жается. Этот фактор, не определяя критических 
следствий для формирования импульсов СИ, 
способен, однако, в зависимости от характери-
стик нелинейности, привести к снижению их 
пиковой мощности и резкой асимметрии фрон-
тов. Развёртки импульсов на рисунках 3.1, б и 
3.1, г демонстрируют эту тенденцию для ряда 
значений параметра резонансной нелинейно-
сти рефракции  и времени  сверхизлучения R  

 
 

Рисунок 3.1 – Зависимости нормированной интенсивности сверхизлучения:  
 = 0 (кривая 1, а, кривая 1, в), 0,025 (2) (а), 0,02 (1), 0,03 (2), 0,04 (3), 0,05 (4), R = 410-13c (а, б);  

 = 0,03 (2, в, г), R = 810-13c (1), 610-13c (2), 510-13c (3), 410-13c (4) (г),  = 1,17 
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(последняя характеристика здесь варьировалась в 
зависимости от концентрации активных центров N). 
 

Заключение 
Планарные нанометрические слои квазик-

ристалла с относительно большой концентраци-
ей активных центров, в сущности, представляя 
собой метаповерхности, способные эффективно 
изменять фазу зондирующего извне излучения, 
перспективны для использования в качестве мо-
дулирующих (или усиливающих) элементов в 
компактных оптических устройствах. Определе-
но, что особенности резонансного отражения в 
условиях проявлений специфической нелиней-
ности отклика СК и когерентных оптических 
эффектов могут обусловить существенное со-
кращение длительности действующего импульса. 
Проведенные оригинальные расчётные оценки 
временнóго хода процессов энергообмена поля и 
среды СК при отражении или формирования им-
пульсов СИ с учётом типичных для резонансного 
отклика нелинейностей могут быть использова-
ны при разработке методик получения и профи-
лирования оптических импульсов в субпикосе-
кундном диапазоне длительностей в современ-
ных устройствах нанофотоники. 
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Введение 
Группы, рассматриваемые в статье, предпо-

лагаются конечными. В теории групп к объектам 
экстремально расположенным в группе уделяет-
ся особое внимание. Одними из представителей 
таких объектов являются максимальные под-
группы, свойства которых могут многое сказать 
о строении самой группы. Часто рассматривают 
не сами максимальные подгруппы, а пересечения 
их некоторых семейств. Основополагающим ре-
зультатом этого подхода явилась работа 
Г.Фраттини [1]. Введённая им подгруппа, на-
званная его именем, дала импульс для развития 
теории пересечений максимальных подгрупп 
(см. монографии [2], [3], [9]).  
 Настоящая работа посвящена рассмотрению 
обобщённо максимальных подгрупп в группах с 
операторами. Данная работа является продолже-
нием исследований, отраженных в работах [4], 
[10], [11].  
 

1 Определения и обозначения 
Используемые в статье объекты и опреде-

ления являются классическими. Ознакомиться с 
ними можно в вышеуказанных работах. 

Пусть F  – произвольная формация. Введем 

следующие обозначения: ( , )D G A

F  ( ( , ))D G A


F  

пересечение ядер всех максимальных A-допусти-
мых  -подгрупп группы G, не содержащих 
F -корадикал группы G (и не принадлежащих 
формации F ), индексы которых делятся на про-
стые числа из .  

При отсутствии подгрупп с определенными 
свойствами будем считать, что эти объекты рав-
ны G. 

Заметим, что не всякая максимальная под-
группа обязана являться максимальной A-допус-
тимой и не любая максимальная из A-допус-
тимых подгрупп группы будет являться макси-
мальной подгруппой в самой группе [11]. 
 

2 Основной результат 
Теорема 2.1. Пусть подгрупповой функтор 

  является абнормально полным, а группа G 
обладает группой операторов A, такой, что 
(| |,| |) 1,G A   F  – локальная nS -замкнутая фор-
мация, которая содержит все нильпотентные 
группы, ( , )D G A G






F  и подгруппа ( , )D G A

F  
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 -разрешима. Тогда в подгруппе ( , )D G A

F  най-

дется нормальная  -подгруппа T  такая, что 
( , ) / .D G A T






F F  

Доказательство. Допустим, что группа G – 
контрпример минимального порядка. Очевидно, 
что ( , )D G A


F  не будет принадлежать формации 

,F  а иначе в качестве подгруппы T можно поло-
жить единичную подгруппу.  

Так как подгруппа ( , )D G A

F  отлична от G, 

то из работы [4] заключаем, что ( , ) .G D G A F F  

Но ( , ) ( , ).D G A D G A
 


F F  Отсюда следует, что 

( , ) ( , ).D G A D G A
  



F F  Значит, в группе G суще-

ствует такая максимальная A-допустимая  -под-
группа M, не принадлежащая формации F  и 

,M GF  что ( , ).G MD G A





F  Если | ( , ) |D G A

F  – 

 -число, то | : | | ( , ) |:| ( , ) |G M D G A D G A M
   
 

F F  – 

 -число. Получили противоречие с тем, что 
( , ) .G MD G A M


 



F  Значит, порядок подгруппы 

( , )D G A

F  делится на простые числа из .  

Обозначим через   множество, содержа-
щее все максимальные A-допустимые в группе G 
 -подгруппы, не принадлежащие формации ,F  

не содержащие ,GF  с индексами в G, являющи-
мися  -числами. 

Допустим, что в подгруппе ( , )D G A

F  мо-

жет существовать неединичная  -подгруппа T, 
являющаяся нормальной в группе G. Пусть в 

/G T  существует такая подгруппа / ,M T  что 
M  из   и /M T  принадлежит .F  Тогда будет 

выполняться ( , ) / ,D G A T





F F  так как формация 

F  является замкнутой относительно нормальных 
подгрупп. И вновь получено противоречие с пред-
положением. Если в /G T  существует максималь-
ная A-допустимая  -подгруппа / ( / ) ,H T G T F  

не принадлежащая формации F  и не принадле-
жащая ,  с индексом в / ,G T  являющимся  
 -числом, то .H F  Из этого следует, что 

/ .H T F  И снова получено противоречие. По-

лучаем, что ( / , ) ( , ) / .D G T A D G A T
  
 

F F  Так как 

выполняется / ( / , ) ( , ) / ,G T D G T A D G A T
   
 

F F  

то для фактор-группы /G T  по допущению тео-
рема верна. Тогда в подгруппе ( , ) /D G A T


F  

можно отыскать нормальную в /G T   -под-
группу * /T T  такую, что *( , ) / / / .D G A T T T






F F  

Отсюда будет следовать, что *T -  -подгруппа и 
*( , ) / ,D G A T






F F  что снова противоречит пред-

положению. 

Сделаем допущение, что ( , ) 1.G A   Если 

при этом / ( , ) ,M G A F  где ,M   то 

( , ) / ( , ) ,D G A G A
  


F F  так как F  – nS -замкну-

тая формация. На основании результата работы 
[4] подгруппа ( , )D G A


F  обязана принадлежать 

формации ,F  что, как видно, противоречит 
предположению. Отсюда следует, что в группе 

/ ( , )G G A  все максимальные A-допустимые 

 -подгруппа / ( , ),M G A  где M  из ,  не 

принадлежат формации ,F  значит,  

/ ( , ) ( / ( , ))

( , ) / ( , ).

G G A D G G A

D G A G A





  

 

   

 




F

F
 

Так как порядки соответствующих групп 
| / ( , ) | | |,G G A G   то в / ( , )G G A  обязана 

найтись нормальная  -подгруппа * / ( , ),T G A  

такая, что *( , ) / ( , ) / / ( , ) .D G A G A T G A
    


F F  
Если предположить, что F  является формацией 

всех  -групп, то на основании работы [4] полу-

чим, что * * *
1 2 ,T T T   где *

1T  –  -подгруппа, а 
*

2T  –  -подгруппа. Отсюда вытекает, что в G 

будет существовать нормальная  -подгруппа, 
что, как можем видеть, противоречит предполо-
жению. 

Далее в рассуждениях предполагаем, что 
( , ) 1.G A   

Допустим, что подгруппа 1N  является ми-

нимальной нормальной в G и одновременно со-
держится в ( , ).D G A


F  Так как в группе G не су-

ществует нормальных  -подгрупп, ( , )D G A

F  

является  -разрешимой подгруппой и ,N F  то 

отсюда следует, что 1N  является собственной 

 -подгруппой ( , ).D G A

F  

Так как подгруппа ( , )G A  отлична от 

единицы, то в группе G обязана существовать 
максимальная A-допустимая  -подгруппа M  с 
таким свойством, что 1.G MN  Если M  не со-

держит F -корадикал, то ,M F  так как 

1| : | | |G M N  является  -числом. Отсюда вытека-

ет, что 1/ ,G N F  а это влечет / ( , ) .G D G A





F F  

Отсюда будет следовать, произвольная макси-
мальная A-допустимая в G  -подгруппа, которая 

будет содержать подгруппу ( , ),D G A

F  будет 

являться подгруппой, которая содержит ,GF  а 
это будет противоречить выбору подгруппы 

( , ) .D G A G





F  

 Из вышесказанного заключаем, что M явля-
ется максимальной A-допустимой  -подгруппой 
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группы G, которая будет содержать F -коради-
кал. Таким образом, каждая из максимальных 
A-допустимых в группе G функторных подгрупп, 
не содержащих нормальную подгруппу 1,N  од-

новременно содержат F -корадикал. Из этого 

заключения следует, что 1N  будет являться 

F -гиперцентральной нормальной подгруппой 
группы G, а это означает, что  

1/ ( ) ( ) ,GG C N f p F  
где p  является делителем порядка 1.N  Из того, 

что F  – nS -замкнутая формация, следует, что  

1 1

1

( , ) ( ) / ( )

( , ) / ( ) ( , )

G G

G

D G A C N C N

D G A C N D G A



 



 



  


 

F

F F
 

1( , )
( , ) / ( ) ( ) ,

D G A
D G A C N f p

 
  



F

F F  

где p делит 1| | .N  

Допустим, что /L H  – произвольный глав-

ный фактор подгруппы ( , ),D G A

F  такой, что 

1.L N  Так как 1( , ) ( , )
( ) ( / ),

D G A D G A
C N C L N

  


 
F F  то 

( , )
( , ) / ( / ) ( ) ,

D G A
D G A C L N f p

 
  



F

F F  где p делит 

| / | .L N  Отсюда следует, что подгруппа 1N  бу-

дет являться F -гиперцентральной в подгруппе 

( , ).D G A

F  

Допустим, что ( , ) 1.GM D G A


 


F  Тогда  

( ( , )) /

( , ) / ( , )

G G

G

M M D G A M

M D G A M D G A M



 



 

 

    


 

F

F F
 

( , ) .M D G A


  


F F  

Но 1( , ) ( , ) / ,M D G A D G A N
   
 

F F  так как  

1 1

1 1

( , ) / ( , ) /

( , ) /

D G A N G D G A N

MN D G A N

 



 



  

  
 



F F

F
 

1 1

1

( ( , )) /

( , ) / ( , )

( , ).

M D G A N N

M D G A M D G A N

M D G A



 





 



  

    

 



 



F

F F

F

 

Так как 1N  является F -гиперцентральной в 

( , )D G A

F  подгруппой и подгруппа 1( , ) /D G A N


F  

принадлежит ,F  то ( , ) ,D G A





F F  что, как ви-

дим, противоречит предположению. 
Отсюда будет следовать, что пересечение 

( , )GM D G A





F  отлично от единицы. Так как 

1 ( , ) 1,GN M D G A


  


F  то в подгруппе ( , )D G A

F  

можно отыскать минимальную нормальную в G 
 -подгруппу 2 ,N  отличную от единицы. 

Проверим, что условия теоремы выполнимы 
для подгрупп 1/G N  и 2/ .G N  Предположим, что 

найдется хотя бы по одной фактор-группе 

1/kM N F  и 2/ ,lM N F  где kM  и lM  из ,  

что влечет выполнение 1( , ) /D G A N





F F  и 

2( , ) / ,D G A N





F F  так как F  – формация, замк-

нутая относительно нормальных подгрупп. От-
сюда будет следовать, что ( , ) ,D G A






F F  а это не 

соответствует предположению.  
Предположим теперь, что в 1/G N  найдётся 

как минимумодна максимальная A-допустимая 
функторная подгруппа 1/ ,iM N F  ,iM   а в 

2/G N  все подгруппы 2/jM N  не принадлежат 

формации ,F  где .jM   Следовательно, 

2 2( / , ) ( , ) / ,D G N A D G A N
  
 

F F  т. е. для 2/G N  

теорема будет верна, а это значит, что в 

2( , ) /D G A N

F  обязана существовать нормальная 

в 2/G N   -подгруппа *
2/ ,T N  причем такая, 

что * *
2 2( , ) / / / ( , ) / .D G A N T N D G A T

   
 

F F F  

Но и 1( , ) / .D G A N





F F  Отсюда следует, что 
*

1( , ) / .D G A N T


 


F F  Если бы *
1 ,N T  то 

*
2 2 1 2 2 2/ / /N N N N N T N   и 1 2 2/N N N  –  

 -подгруппа, а это будет противоречить тому, 
что 1N  –  -подгруппа. Остаётся заключить, что 

*
1 1.N T   Отсюда ( , ) .D G A






F F  Снова полу-

чили противоречие с нашим предположением. 
Такие же рассуждения проводятся, предполагая, 
что в 2/G N  найдется как минимум одна макси-

мальная A-допустимая функторная подгруппа 

2/ ,M N F  где ,M   а в 1/G N  любая макси-

мальная A-допустимая функторная подгруппа 1/H N  

не будет принадлежать формации ,F  где .H   

Следовательно, в фактор-группах 1/G N  и 

2/G N  не может существовать ни одной макси-

мальной A-допустимой функторной подгруппы, 
не содержащей F -корадикал, которая одновре-
менно принадлежит формации F  и в качестве 
своего индекса в соответствующей фактор-
группе  -число. Значит,  

1 1 1/ ( / , ) ( , ) /G N D G N A D G A N
   
 

F F  

и 2 2 2/ ( / , ) ( , ) / .G N D G N A D G A N
   
 

F F  Исполь-

зуя допущение, получим, что в подгруппах 

1( , ) /D G A N

F  и 2( , ) /D G A N


F  будут существо-

вать соответственно в 1/G N  и 2/G N  нормаль-

ные  -подгруппы 1 1/T N  и 2 2/T N  такие, что  

1 1 1( , ) / / /D G A N T N





F F  

и 2 2 2( , ) / / / .D G A N T N





F F  Непосредственно 

отсюда получаем, что 1 2( , ) / .D G A T T


 


F F  
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Пусть 1 2T T T   – неединичная подгруппа. 

Подгруппа 1N  не содержится в подгруппе 2 ,T  

так как 1N  –  -подгруппа, а 2 2/T N  –  -под-

группа. Проводя аналогичные рассуждения за-
ключаем, что 2N  не содержится в 1,T  так как 

2N  –  -подгруппа, а 1 1/T N  –  -подгруппа. 

Отсюда непосредственно будет следовать, что 

1 2T T  –  -подгруппа. По предположению в 

подгруппе ( , )D G A

F  не существует нормальных 

в группе G  -подгрупп. Отсюда вытекает, что 

1 2 1T T   и ( , ) .D G A





F F  Полученное противо-

речие окончательно доказывает теорему.  
В случае, если формация F  совпадает с 

формацией нильпотентных групп, то из теоремы 
2.1 можно получить следующее 

Следствие 2.1.1. Пусть у группы G имеет-
ся группа операторов A, такая, что 
(| |,| |) 1,G A   подгрупповой функтор   являет-

ся абнормально полным и в группе G существует 
ненильпотентная максимальная A-допустимая 
 -подгруппа, индекс которой в G есть  -число. 

Если ( , )D G A


 –  -разрешимая подгруппа, то-

гда в группе G существует нормальная  -под-

группа T, такая, что ( , ) / .D G A T





N  

 Следствие 2.1.2. Пусть F  – локальная  

nS -замкнутая формация, содержащая все нильпо-

тентные группы, подгрупповой функтор   явля-

ется абнормально полным, ( )D G G





F  и ( )D G

F  – 

 -разрешимая подгруппа. Тогда в ( )D G

F  най-

дется  -подгруппа T, нормальная в G, такая, 

что ( ) / .D G T





F F  

Следствие 2.1.3. Пусть   является абнор-
мально полным подгрупповым функтором и в 
групппе G найдётся ненильпотентная A-допус-
тимая максимальная  -подгруппа, индекс кото-

рой в G есть  -число. Если ( )D G


 –  -разре-

шимая подгруппа, то в группе G существует 
нормальная  -подгруппа T, такая, что 

( ) / .D G T





N  

Теорема 2.2. Пусть   является абнормаль-
но полным подгрупповым функтором, а группа 
операторов A группы G такая, что (| |,| |) 1,G A   

F  – nS -замкнутая локальная формация, такая, 

что .F N  Если L – нормальная  -подгруппа 

группы G и ( , ),L D G A





F  то либо ,LF  либо 

.G LF   
Доказательство. Предположим, что группа 

G имеет наименьший порядок, теорема для кото-
рой не выполняется. 

Если подгруппа 1,L   то .LF  Следова-
тельно, можно допустить, что в L существует 
минимальная нормальная в группе G не единич-
ная подгруппа K. Так как 

/ ( , ) / ( / , ),L K D G A K D G K A  F F  
то для группы /G K  теорема будет выполнятся. 

Значит, в группе /G K  или / / ,G K K L KF  или 

/ .L K F  Если выполняется / / ,G K K L KF  то 

,G LF  что противоречит предположению тео-

ремы. Остаётся заключить, что / .L K F  

Допустим, что ( , ).K G A   Тогда из ра-

боты [4] подгруппа .LF  Следовательно, K не 

будет содержаться в ( , ).G A  

Если допустить, что каждая максимальная 
A-допустимая функторная подгруппа группы G, 
не содержащая подгруппу K, содержит ,GF  то из 
работы [4] получим, что .LF  Опять получено 
противоречие. Значит, в G будет существовать 
такая максимальная A-допустимая функторная 
подгруппа H, не содержащая ,GF  что .G HK  
Если H принадлежит формации ,F  то 

.G K L F  Получили противоречие. Значит, H 
не принадлежит замкнутой относительно нор-
мальных подгрупп формации .F  

Так как подгруппа K является  -под-
группой, то H может только быть максимальной 
A-допустимой функторной подгруппой группы 
G, не принадлежащей формации F  и не содер-
жащей F -корадикал, с индексом в G, являющим-

ся  -числом, но в связи с условием ( , ).L D G A F  

Откуда будет следовать, что .G H  Полученное 
в заключении противоречие доказывает теорему.  

В случае, когда группа A тривиальна, то в 
качестве следствия теоремы 3.2 получаются ре-
зультаты В.А. Ведерникова и Е.Т. Огаркова [7], 
Л.И. Шидова [6], В.В. Шлыка [5], М.В. Селькина [3]. 

Теорема 2.3. Пусть   является абнормаль-
но полным подгрупповым функтором, а группа 
операторов A группы G такая, что (| |,| |) 1,G A   

F  – nS -замкнутая локальная формация. Если L 

является нормальной A-допустимой  -подгруп-

пой группы G и / ( , ) ,L L D G A


 


F F  тогда 

1 2 ,L L L   где множители удовлетворяют ус-

ловиям: 
1) 1 ;L F  

2) 2( ) ( ) ;L   F  

3) 2 ( , ).L G A  } 

Доказательство. Предположим, что группа 
G имеет наименьший порядок, теорема для кото-
рой не выполняется. 

Если ( , ) 1,L D G A


 


F  то теорема выпол-

няется. Допустим K является не единичной 
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минимальной нормальной в G подгруппой, кото-
рая будет содержаться в ( , ).L D G A






F  Так как  

/ / / ( / , )

/ / / ( , ) /

/ / ( , )/ / ( , ) ,

L K L K D G K A

L K L K D G A K

L K L D G A L L D G A





 





 

 

  

    





 

F

F

F F F

 

то для группы /G K  теорема выполняется, значит, 
/ .L K F  Если предположить, что ( , ),K G A   

то на основании результатов из [4] подгруппа 
,LF  а это не согласуется с предположением. 

Следовательно, подгруппа K не может содер-
жаться в ( , ).G A  

Если допустить, что любая максимальная 
A-допустимая функторная подгруппа группы G, 
не содержащая подгруппу K, содержит ,GF  то, 
используя работу [4], получим, что .LF  Снова 
столкнулись с противоречием. Значит, в группе 
G существует такая максимальная A-допустимая 
функторная подгруппа H, не содержащая ,GF  
что .G HK  Если предположить, что ,H F  то 

,G K L F  а это снова будет противоречить 
предположению. Из этого следует, что подгруп-
па H  не принадлежит нормально наследствен-
ной формации .F  

Так как K –  -подгруппа группы G, то H 
является максимальной A-допустимой функтор-
ной подгруппой группы G, не принадлежащей 
формации F  и не содержащей ,GF  с индексом в 
G, который является  -числом. Из последнего 
будет следовать, что .K L  Последнее проти-
воречие окончательно доказывает теорему.         

Следствие 2.3.1. Пусть   является абнор-
мально полным подгрупповым функтором, а 
группа операторов A группы G такая, что 
(| |,| |) 1,G A   F  – nS -замкнутая локальная фор-

мация, такая, что .F N  Если L является нор-
мальной  -подгруппой группы G и 

/ ( , ) ,L L D G A


 


F F  то .LF  

 В случае, когда 1,A   то из теоремы 2.3 
будут следовать результаты работ [3], [5], [8]. 
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Введение 
Рассматриваются только конечные группы. 

Пусть X  – класс групп. Класс групп ,F X  со-
держащий единичную группу, называется ради-
кальным в ,X  если всякая X -группа G имеет 
единственную максимальную нормальную F -под-

группу ,GF  называемую F -радикалом группы 

G. nS -замкнутый класс (формация) ,F  радикаль-

ный в ,X  называется классом (формацией) Фит-

тинга в .X  Классическими примерами радикалов 
группы G являются наибольшая нормальная 
нильпотентная подгруппа ( )F G  (подгруппа Фит-

тинга) и ее наибольшая нормальная  -подгруппа 
( ),O G  где   – некоторое множество простых 

чисел, которые относятся к радикальным клас-
сам N  всех нильпотентных групп и G  всех  

 -групп соответственно. 
Отметим, что рассмотрение радикальных 

классов в данном классе X  является содержа-
тельной задачей. Например, класс U  всех сверх-
разрешимых групп не является радикальным в 
классе всех (разрешимых) групп. С другой сто-
роны, в [1] установлена радикальность U  

в классе AN  всех расширений нильпотентных 
групп с помощью групп с абелевыми силовскими 
подгруппами. 

Пусть группа G = AB является произведени-
ем своих подгрупп A и B. В работе [2] 
В.С. Монахов установил, что для подгрупп Фит-
тинга A, B и G соответственно, выполняется 

( ) ( ) ( ).F A F B F G   Джонсон [3] доказал, что 
для разрешимой группы G = AB для каждого 
множества простых чисел   имеет место 

( ) ( ) ( ).O A O B O G     Амберг и Л.С. Казарин 
[4] показали, что результат Джонсона неверен в 
общем случае и нашли условия его справедливо-
сти в классе всех групп. В работе [5] нами в 
классе всех разрешимых групп было получено 
конструктивное описание формаций Фиттинга 

,F  для которых для каждой группы G AB  вы-
полняется .A B G F F F  В настоящей статье мы 

продолжаем исследования в отмеченном выше 
направлении. 

Определение 1. Класс групп F  назовем ра-
дикальным классом с условием Монахова в клас-
се групп X  (кратко, радикальным  -классом в 

),X  если F  радикален в X  и для любой 

X -группы G AB  выполняется .A B G F F F  

МАТЕМАТИКА
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В настоящей работе мы исследуем следую-
щую проблему. 

Проблема 1. Пусть X  – насыщенная S-зам-
кнутая формация. Конструктивно описать все 
радикальные  -формации в X.  

Нами получена следующая теорема. В даль-
нейшем ди-F -группой называется группа G = AB 
с F -подгруппами A и B. 

Теорема A. Пусть X  – разрешимая насы-
щенная S-замкнутая формация, содержащая 

,kN  3,k   и F  – формация Фиттинга в .X  То-
гда следующие утверждения попарно эквива-
лентны. 

(1) F  является формацией c условием Мо-

нахова в .X  
(2) Для каждой ди-F -группы ,G AB  при-

надлежащей ,X  имеет место .A B G  F  

(3) Существует разбиение { | }i i I   мно-

жества ( ) F  такое, что .
ii I  F X  

Следствие [5]. Пусть F  – подформация 

Фиттинга в .S  Тогда следующие утверждения 
попарно эквивалентны. 

(1) Для каждой разрешимой группы G AB  
имеет место .A B G F F F  

(2) Для каждой разрешимой ди-F -группы 

G AB  имеет место .A B G  F  

(3) Существует разбиение { | }i i I   мно-

жества ( ) F  такое, что .
ii I  F S  

 
1 Необходимые сведения и результаты 
В основе работы лежат определения, обо-

значения и результаты из [6] и [7]. Выделим не-
которые обозначения:  

  – некоторое множество простых чисел;  
  – множество всех простых чисел, отлич-

ных от ;p   

pC  – группа, порядок которой равен про-

стому числу p;  

pF  – поле из p элементов;  

( )G  – множество всех простых делителей 

порядка | G | группы G;  
( ) { ( ) | };G G    F F ( )O G  – наиболь-

шая нормальная  -подгруппа в G; 
( )pF G  – p-нильпотентный радикал группы G;  

[L]K – полупрямое произведение с нор-
мальной подгруппой L;  

если G – группа, то ( )S G  обозначает мно-

жество всех ее подгрупп;  

S  – класс всех разрешимых  -групп; 

N  – класс всех нильпотентных  -групп; 
SX  – максимальный S-замкнутый подкласс 

класса .X  

Напомним [7], что нильпотентной длиной 
разрешимой группы G (обозначается ( ))l G  на-

зывается наименьшее неотрицательное целое 
число k такое, что ( ) ,kF G G  где подгруппа 

( )iF G  определяется рекурсивно следующим об-

разом: 0 ( ) 1F G   и 1 1( ) / ( ) ( / ( )i i iF G F G F G F G   

для всех 1.i   Класс ( | ( ) )k G l G k  N S  яв-

ляется насыщенной S-замкнутой формацией 
Фиттинга. 

Пусть I – непустое множество. Для каждого 
i I  пусть iF  – насыщенная S-замкнутая фор-

мация. Предположим, что ( ) ( )i j   F F  для 

всех , ,i j I  .i j  Обозначим ( ),i i   F  .i I  

Следуя [7], определим конструкцию следующего 
класса: 

1

1

( ( ) ( ) | ( ) ,

1 ,{ , , } ).

i i in j
i I i i

n

G O G O G O G

j n i i I

        

   

F F
 

Лемма 1.1. Пусть X  – насыщенная S-замк-
нутая формация разрешимых групп, F  – насы-

щенная nS -замкнутая (S-замкнутая) формация, 

радикальная в .X  Пусть 
ii I  Y F  для некото-

рого разбиения { | }i i I   множества ( ).   F  

Тогда справедливы следующие утверждения. 
 (1) Y  – насыщенная nS -замкнутая (S-зам-

кнутая) формация, радикальная в ;X  

(2) Y  определяется локальной функцией f  

такой, что ( )
i

f p  F  для любого ip  и 

( )f p    для любого .p   

Доказательство. (1) Утверждение осущест-
вляется проверкой соответствующих определений. 
 (2) Пусть формация *Y  определяется ло-

кальной функцией f  такой, что ( )
i

f p  F  для 

каждого ip  и ( )f p    для каждого .p   

Нетрудно проверить *.Y Y  Предположим, что 
*.Y Y  Пусть G – группа из * ,Y Y  имеющая 

минимальный порядок. Ввиду того, что Y  и *Y  – 
насыщенные формации, выводим, что в G под-
группа Фраттини тривиальная и цоколь совпада-
ет с минимальной нормальной подгруппой 

.K G Y  Из разрешимости формации X  следует 
разрешимость .

i
 F F X  Из строения локаль-

ной функции f  получаем, что * .Y S  Из полу-
ченного выше следует, что K – p-группа, где p – 
некоторое простое число, и ( ).GK C K  Из *GY  

вытекает, что / ( ) / ( ) ,
iGG C K G K f p    F  где 

.ip  Учитывая, что F  – насыщенная S-замкну-

тая формация, имеем 
i i  F F S  – насыщенная 

S-замкнутая формация. Отсюда следует, что 
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.
i

G  F Y  Получили противоречие. Следова-

тельно, * , Y \Y  а значит, * .Y Y                   

Пусть X  – некоторый класс групп. Соглас-
но [7] группа G называется S-критической для 

,X  если ,GX  а все ее подгруппы H G  при-
надлежат .X  Класс всех S-критических групп 
для X  обозначается через Crit ( ).s X  Всякая 

S-критическая группа для X N  иначе называ-
ется группой Шмидта [6]. Строение групп 
Шмидта можно найти в [6, теоремы 26.2, 26.2]. 
Через ( / )E q p  обозначается группа Шмидта 
наименьшего порядка с нормальной силовской  
p-подгруппой и ненормальной циклической  
q-подгруппой. Она существует и единственна [7]. 
 Лемма 1.2. Пусть F  – формация групп. Тогда: 

1) Crit ( ) Crit ( );S
s sF F  

2) SF  – формация; 
3) если F  – разрешимая насыщенная фор-

мация, то SF  – насыщенная формация. 
Доказательство. Справедливость утвер-

ждений (1) и (2) осуществляется проверкой. Ут-
верждение (3) получается из [6, теорема 25.3]. 

Лемма 1.3. Для разрешимой nS -замкнутой 

формации F  всегда ( ) ( ).S  F F  
Доказательство. Достаточно установить, 

что ( ) ( ).S  F F  Предположим, что существует 

F -группа G такая, что ( ),p G  но ( ).Sp F  
Возьмем среди таких групп группу G минималь-
ного порядка. Тогда | | .G p  Из разрешимости G 
следует, что G имеет неединичную нормальную 
максимальную подгруппу M. Если | : | ,G M p  

то из / S
pG M C  F  получаем противоречие с 

( ).Sp F  Допустим, что | : | .G M p  Тогда 

( ).p M  Из nS -замкнутости формации F  и 

M G  следует, что .M F  Так как | | | |M G  

по выбору G имеем ( ).Sp F  Получили проти-

воречие.                                                 
Напомним, что формацией с условием Ше-

меткова в классе X  (кратко, S


-формацией в X ) 
называется формация ,F X  для которой любая 
S-критическая X -группа для F  является либо 
группой Шмидта, либо группой простого поряд-
ка. Нам понадобится следующий результат о 
таких формациях [9]. 

Лемма 1.4. Пусть F  – насыщенная S-зам-
кнутая формация, h  – ее каноническая локаль-
ная функция, X  – насыщенная S-замкнутая  
формация, x – ее максимальная S-замкнутая ло-
кальная функция. Тогда и только тогда F  явля-

ется S


-формацией в ,X  когда F  определяется 
локальной функцией f такой, что 

( ( ))( ) ( ),h pf p x p S  если ( );p F   

( ) ,f p    если ( ),p F  и ( ) ( )pf p f pN  

для любого простого p. 
 

2 Доказательство теоремы A 
Для доказательства нашей теоремы A нам 

потребуются некоторые свойства формаций 
Фиттинга в ,X  которые устанавливаются в сле-
дующих леммах. 

Лемма 2.1. Пусть X  – разрешимая насы-

щенная S-замкнутая формация, содержащая ,kN  
3,k   x – ее максимальная S-замкнутая локаль-

ная функция. Пусть F  – формация Фиттинга в 

X  и для F  выполняется утверждение (2) тео-

ремы A. Если SF  – насыщенная S


-формация в 

,X  то существует разбиение { | }i i I   множе-

ства ( ) F  такое, что .
i

S
i I  F X  

Доказательство. Положим .SY F  По 

лемме 1.3 множества ( ) Y  и ( ) F  совпадают. По 

лемме 1.4 имеется определяющая формацию Y  

локальная функция f: ( ( ))( ) ( ),h pf p x p S  если 

( );p F  ( ) ,f p    если ( )p F  и 

( ) ( )pf p f pN  для любого простого p. При 

этом h – каноническая локальная функция фор-
мации .Y  Отметим, что . Y F X  

Предположим, что ( ) { }.p Y  Ввиду на-

сыщенности формации Y  получаем, что 

,pY N  и утверждение леммы выполняется. 

Допустим, что | ( ) | 2. Y  Тогда в ( ) Y  

найдутся два различных простых числа p и q. 
Пусть ( ( )).p f q  Докажем, что  ( ( )).q f p  

Предположим, что ( ( )).q f p  Рассмотрим 

группу [ ] ,pX V C  где V  – точный неприводи-

мый q pF C -модуль над полем ,qF  который суще-

ствует ввиду [7, следствие 10.7.B]. Поскольку 
( ),pC f q  группа .X F  Обозначим [ ] ,Z W X  

где W  – точный неприводимый  pF X -модуль 

над .pF  Тогда ,Z X  так как ,k N X  3.k   

Установим, что  .Z  F  Допустим, что .Z F  Из 

nS -замкнутости F  следует, что [ ] .H W V F  

Ясно, что 2.H N  По [7, теорема 2.1.XI] 2 N F  – 
S-замкнутая формация Фиттинга. Поэтому 

( )S H  F  и .SH  Y F  Заметим, что 

( ) ( ) .Z HC W C W W   Тогда ( ) .pW F H H   

Ввиду [6, лемма 4.5] имеем / ( ) ( ).pH F H f p  

Значит, ( ( )).q f p  Полученное противоречие 

показывает, что .Z  F  
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Заметим, что ,Z HF  pX VC F  и 

.pY WC F  Тогда Z XY  – ди-F -группа и 

.X Y Z  F  Так как pC X Y   и ,pC Z F  по-

лучили противоречие. Итак, если ( ( )),p f q  то 

( ( )).q f p  

Теперь установим, что если ( ( )),q f p  то 

( ( )) ( ( )).f p f q    Возьмем число r p  и 

( ( )) \ ( ( )).r f p f q   Пусть [ ] ,pR U C  где U  – 

точный неприводимый r pF C -модуль (он сущест-

вует по [7, следствие 10.7.B]). По доказанному 
выше из ( ( ))r f p  следует, что ( ( )).p f r  

Ясно, ( ).r F  Тогда .R X F  Рассмотрим 

группу [ ] ,G L R  где L – точный неприводимый 

qF R -модуль. Рассуждая, как выше, получим, что 

G F  и ,G LUF  причем ,G MN  где 

pM LC  и .pN UC  Так как M F  и ,N F  

подгруппа .pC M N   Ввиду pC G F  получи-

ли противоречие. Итак, ( ( )) ( ( )).f p f q    Зна-

чит, если ( ( )),q f p  то ( ( )) ( ( )).f p f q    

Итак, установлено, что в том и только в том 
случае ( ( )) if p    для некоторого разбиения 

{ | }i i I   множества ( ), F  когда .ip  Теперь 

из ( ( ))( ) ( )h pf p x p S  для любого ( )p F  и 

леммы 1.1 следует утверждение .
ii I  F X          

Лемма 2.2. Пусть X  – разрешимая насы-
щенная S-замкнутая формация и F  – формация 

Фиттинга в .X  Если существует разбиение 
{ | }i i I   множества ( ) F  такое, что 

,
i

S
i I  F X  то .SF F  

 Доказательство. Предположим, что .S F F  

Тогда ,S  F\F  так как .S F F  Выберем в 
SF\F  группу G наименьшего порядка. Пусть N – 

минимальная нормальная подгруппа из G. Из 
/G N F  следует, что / .SG N F  Ввиду того, 

что F  и SF  – формации, N  является единствен-
ной минимальной нормальной подгруппой G, 

причем N  совпадает с .
S

GF  Так как SF  – насы-
щенная формация по лемме 1.1, заключаем, что 

( ) 1.G   Тогда G – примитивная группа и в G 

найдется максимальная подгруппа M  такая, что 
,G NM  причем Core ( ) 1.G M   Из разрешимо-

сти G следует, что N  абелева, | | mN p  для не-

которого простого числа p, 1N M   и 
( ) ( ).GN C N F G   

Так как / ,SG N M F  подгруппа 

1 ,tM M M    где ,
i jiM X  1, , .j t   

Допустим, что 2.t   По лемме 1.1 

( ) ( ).S  F F  Тогда из GF  заключаем, что 

( ).Sp F  Значит, для некоторого 0i I  число 

0i
p  и 

0
1.iM   

Так как 
0i

NM G F  и F  – nS -замкнутая 

формация, заключаем, что 
0

.iNM F  Из 
0

| | | |iNM G  

следует, что 
0

.S
iNM F  Ввиду строения SF  име-

ем 
0 0

.i iNM N M   Поэтому 
0

( ) .i GM C N N   

Полученное противоречие говорит, что случай 
2t   невозможен. 

Пусть теперь 1.t   Тогда найдется i j  из 

I  такое, что ip  и ( ) .jM    Если предпо-

ложить, что в M  есть собственная нормальная 
подгруппа 1,R   то ,NR G  и рассуждая, как 

выше, получаем противоречие 1 ( ) .GR C N N    

Таким образом, в M все собственные нормаль-
ные подгруппы равны 1. Так как M разрешима, 
это возможно только, когда | M | – простое число, 
причем оно отлично от p. Отсюда и из GF  

следует, что ( ) .S G  F  Но ( ) ( ),S  F F  поэто-

му .SGF  Получили противоречие с выбором 

G. Значит, .SF F                                                                

Лемма 2.3. Пусть X  – непустая разреши-
мая S-замкнутая радикальная формация и  

( ).   X  Тогда класс   X S X   является 

радикальной  -формацией в .X  
Доказательство. По условию X  является 

разрешимой S-замкнутой радикальной формаци-
ей. Такими свойствами обладает и класс .S  

Следовательно, класс   X S X  также явля-

ется разрешимой S-замкнутой радикальной фор-
мацией в .X  Покажем, что X  является  -фор-

мацией в .X  
Пусть X -группа  ,G AB  ( ) ( ).G   X  Так 

как G – разрешимая X -группа, нетрудно заме-
тить, что ( ),G O G

 X  ( ),A O A
 X  ( ).B O B

 X  

Применяя теорему 1 из [3], получаем  
.A B G

  
 X X X  

Следовательно, X  является  -формацией в .X  

Лемма 2.4. Пусть X  – nS -замкнутая ради-

кальная формация, { | }i i IF  – семейство  

 -формаций Фиттинга в X  таких, что 
( ) ( )i j   F F  для всех i j  из I. Тогда фор-

мация 
ii I  F F  также является  -форма-

цией Фиттинга в .X  
Доказательство. Пусть .i I i F F  По лем-

ме 2.1 F  является формацией Фиттинга в .X  
Покажем, что F  удовлетворяет условию Мона-
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хова. Пусть группа G AB  – произведение под-
групп A и B. Заметим, что 

( ) ( ) ( ( ) ).i I i i I iG G          

Так как ( )G  – конечное множество, то 

1( ) ( ( ) ),
k

t
k iG G      

где { ( ) | 1, , }
ki

G k t     является разбиением 

( ).G  Сейчас 
1

,
i ik

G G G F F F  
1

,
i ik

A A A F F F  

1
,

i ik
B B B F F F  так как i I i F F  и 

( ) ( )l k   F F  для всех l k  из I. Ясно, что 

1 1
( ) ( ).

i i i ik k
A B A B A B    F F F F F F  Учитывая 

,
i i ij j j

A B G F F F  1, , ,j k   получаем, что 

.A B G F F F                                                           

 Доказательство теоремы A. Докажем 
(1) (2).  Пусть G AB  – X -группа, где A и B – 

F -подгруппы G. Из A A F  и B B F  и утвер-

ждения (1) следует, что .A B G  F  

Докажем (2) (3).  Вначале покажем, что 
SF  является S


-формацией в .X  Пусть 

Crit ( ) .S
sG F X  По лемме 1.2 получаем, что 

Crit ( ) .sG F X  

Допустим, что .GN  Если | ( ) | 2,G   то в 
G все силовские подгруппы и их произведение 
принадлежат ,F  так как Crit ( )sG F  и F  – 

формация Фиттинга .X  Но это противоречит то-
му, что .GF  Значит, | ( ) | 1G   и G – p-группа 
для некоторого простого числа p. Возьмем в G 
подгруппу P, для которой | | .P p  Предполо-

жим, что .P G  Тогда PF  по выбору G. За-
метим, что p N X  ввиду насыщенности фор-

мации .X  По условию F  – радикальный класс в 
.X  Поэтому p p F N F  – S-замкнутая форма-

ция, радикальная в .pN  Дословно повторяя рас-

суждения из доказательстве леммы 1.8 из [7, 
с. 565], получаем 0 ( ) .p n pS N P N F  Откуда 

,GF  что противоречит Crit ( ).sG F  Значит, 

| | ,G p  причем ( ).p F  

Предположим, что .GN  Тогда ( )G F G H  
для некоторой максимальной подгруппы H из G. 
Ввиду того, что Crit ( )sG F X  и F  – ради-

кальная формация в ,X  GF  является единствен-

ной нормальной максимальной подгруппой 
группы G. Тогда | : |G G pF  для некоторого 

простого числа p. Отсюда и из ( )F G G F  следу-

ет, что ( )p H  и любая силовская p-подгруппа 

pH  из H не содержится в .GF  

Рассмотрим подгруппу ( ) .pS F G H  

Пусть .S G  Так как Crit ( ),sG F  S SF  

и .H HF  Заметим, что .G HS  Из утверждения 

(3) теоремы следует, что .S H G  F  Получили 

противоречие с тем, что pH S H   и .pH G F  

Допустим, что ( ) .pG F G H  Установим, 

что ( )F G  – q-группа для некоторого простого 

числа q. Так как ( )G  состоит из необразующих 

элементов, ( ) ( ).G F G   Поэтому для некоторо-

го  простого числа q в ( )F G  имеется силовская 

q-подгруппа Q, которая не содержится в ( ).G  

Тогда в G найдется максимальная подгруппа W  
такая, что .G QW  Из Crit ( )sG F  следует, что 

W F  и / / .G Q W W Q  F  Значит, G QF  

и GF  – q-группа. Случай q p  невозможен, так 

как .GN  Значит, q p  и в G существует 

группа Шмидта R с нормальной силовской 
q-подгруппой и ненормальной циклической си-
ловской p-подгруппой. 

Предположим, что .R G  Тогда 2.R F N  
По [7, теорема 2.5.XI] всякое расширение q-груп-
пы с помощью группы простого порядка p при-
надлежит формации .F  Ввиду [7, предложение 

2.4.XI] заключаем, что 2 .q p   N N F N F  

Отсюда следует противоречие .GF  

Итак, R G  – группа Шмидта, а SF  –  

S


-формация. 

Докажем насыщенность .SF  Допустим, что 

существуют группы G, для которых / ( ) ,SG G F  

а .SGF  Пусть G – группа минимального по-

рядка среди них. Так как / ( )G G X  и X  – 

насыщенная формация, получаем, что .GX  
Возьмем в G минимальную нормальную под-
группу N. Из ( ) / ( / )G N N G N    и 

/ ( ) SG G N F  заключаем, что 

/ / ( / ) .SG N G N F  Из | / | | |G N G  следует, что 

/ .SG N F  Поскольку SF  – формация, G не 
имеет отличных от N  минимальных нормаль-
ных подгрупп. Тогда 

( ) ( ) pN G F G   N  

и ( ) 1pO G   для некоторого простого числа p. 

Так как G не принадлежит ,SF  в G найдется 
подгруппа H, которая является S-критической 
для .SF  Из GX  и S-замкнутости формации 

SF  следует, что .H X  Тогда по доказанному 

выше H является группой Шмидта. Из / ,SG N F  

следует / .SHN NF  Если 1,H N   то .SH F  
Противоречие с выбором H. Поэтому будем счи-
тать, что 1.H N   Отсюда и строения групп 
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Шмидта следует, H является ( , )p q -группой 

Шмидта, т. е. H имеет нормальную силовскую 
p-подгруппу и ненормальную циклическую q-
подгруппу, .p q  

 Предположим, что /HN N  ненильпотентна. 
Тогда /HN N  является ( , )p q -группой Шмидта, 

принадлежащей .SF  Тогда единственная наи-

меньшая ( , )p q -группа Шмидта ( / )E q p  являет-

ся гомоморфным образом / ,HN N  а значит, 

( / ) .E q p   2F N  Заметим, что класс  2F N  

является формацией Фиттинга в .X  Отсюда и из 

2N X  получаем, что  2F N  – формация Фит-

тинга в .2N  Так как 2N  – формация Фиттинга в 
классе всех групп, то нетрудно видеть, что 
 2F N  – формация Фиттинга в классе всех 

групп. Теперь, применяя последовательно теоре-
му 2.5 и предложение 2.4 из [7, с. 785–786], по-
лучаем, что .S

p q S S F  Откуда следует, что 

.SH  F F  Получили противоречие. 

 Будем считать, что /HN N  нильпотентна 
для любой ( , )p q -подгруппы Шмидта H. Рас-

смотрим подгруппу ( ),R QF G  где Q  – силов-

ская q-подгруппа группы G. Можно считать, что 
.H R  Так как 

/ ( / )( ( ) / )

( / ) ( / ) ,

R N QN N F G N

QN N F G N

 
 N

 

то // ( ( ) / ) ( ) / .G NQN N C F G N F G N   

Получили противоречие. Поэтому, ( )R QF G  

принадлежит .F  Следовательно, .GF  Получи-
ли окончательное противоречие. Таким образом, 
доказано, что формация SF  является насыщен-
ной. Теперь утверждение (3) теоремы следует из 
лемм 2.1 и 2.2. 

Докажем (3) (1).  Предположим, что X  – 

разрешимая насыщенная S-замкнутая формация 
такая, что ,k N X  3k   и 

ii I  F X  для неко-

торого разбиения { | }i i I   множества ( ). F  

Применяя последовательно леммы 2.3 и 2.4, по-
лучаем, что 

ii I  F X  является  -формацией 

Фиттинга в .X                                                           
Доказательство следствия. Нетрудно ви-

деть, что из (1) (2).  Покажем, что из (2) (3).  

Допустим, что формация Фиттинга F  удовле-

творяет (2). Тогда формация kF N  удовлетво-

ряет (2) в kN  для любого натурального k. Ввиду 
,k  F S N  имеем ( ),k  F F N  где .k   

Будем рассматривать 3.k   Тогда по тео-
реме A существует разбиение { | }i i I     

множества ( ) F  такое, что .
i

k k
i I   F N N  

Рассмотрим формацию 1.kF N  Ввиду 
теоремы A существует разбиение { | }j j I     

множества ( )   F  такое, что 
1 1.

j

k k
j I

 
   F N N  

Покажем, что разбиения   и   множества 
  совпадают. Пусть i  – элемент разбиения   

для некоторого .i I  Предположим, что найдут-
ся номера 1j  и 2j  такие, что 

1i j     и 

2
.i j     Возьмем 

1i jp   и 
2
.i jq   

Тогда существует ( , )p q -группа Шмидта R такая, 

что .
i

k kR   N F N  Заметим, что 
1 1.

j

k k
j IR  
    F N N  

Отсюда следует, что i j    для некоторого 

.j J  Рассуждая аналогично для j  по отноше-

нию к элементам разбиения ,i  получим, что 

.i j    Таким образом, разбиения   и   совпа-

дают. Заметим, что 
( ) ( ) ( ).

i i

k k k
n n i I i I n                F F N N N  

 Теперь из  
i i

k
n   N S  следует, что 

.
ii I  F S                                                               

 
3 Заключительные замечания. Открытые 

вопросы 
(1) Решение проблемы 1 в случае произ-

вольной насыщенной S-замкнутой формации ,X  
даже в случае X S  является трудной задачей. 
Поэтому для решения общей проблемы необхо-
димо накопление результатов для конкретных 
формаций .X  Отметим без доказательства сле-
дующий, полученный нами результат. 
 Теорема B. Пусть 2X N  и F  – подфор-
мация Фиттинга в .X  Тогда следующие утвер-
ждения попарно эквивалентны. 

(1) F  является формацией c условием Мо-
нахова в .X  

(2) Если G AB  – X -группа, A и B –  
F -подгруппы G, то .A B G  F  

(3) F  является насыщенной S-замкнутой 
формацией и задается полной локальной функ-
цией f со значениями ( ( ))( ) ,p f pf p N N  если 

( );p F  ( ) ,f p    если ( ).p  F  
Отметим ряд открытых проблем. 
Проблема 2. Пусть X  – класс Фиттинга 

(разрешимых) групп. Найти (конструктивно опи-
сать) все  -классы Фиттинга в .X  

В случае, когда X S  проблема 2 записана 
в Коуровскую тетрадь [9] под номером 14.29 в 
следующей редакции. 

Проблема 3. Существует ли разрешимый 
класс Фиттинга конечных групп ,F  не являющийся 
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формацией и такой, что A B G F F F  для любой 

конечной разрешимой группы вида G = AB? 
Напомним, что классом Шунка называется 

непустой примитивно замкнутый гомоморф.  
Проблема 4. Найти (конструктивно опи-

сать) все радикальные (разрешимые) классы 
Шунка с условием Монахова. 

(2) Хорошо известно, если группа G AB  
является диабелевой, то ( ),A B Z G   где 

( )Z G  – центр группы. В случае динильпотент-

ной группы G AB  Пеннингтон в [10] доказала 
аналогичный результат для ( ).F G  В [11] Хайне-
кен установил, что в такой группе для любой 
непустой насыщенной формации F  имеет место 

,A B H   где H – некоторый F -проектор G. 
Отмеченная выше линия исследований была про-
должена в работе [12]. 
 Проблема 5. Найти все насыщенные S-зам-
кнутые (разрешимые) формации F  такие, что 
для каждой ди-F -группы G AB  выполняется: 
A B  содержится в некотором F -проекторе G. 

(3) Для формулировки следующей пробле-
мы, напомним [13], что подгруппа R группы 
G AB  называется факторизуемой, если 

( )( )R A R B R    и .A B R   
 

Исследованию факторизуемых подгрупп 
(радикалов, проекторов, инъекторов и др.) ди-
нильпотентных групп посвящены работы [11], 
[14], [15]. В [16]–[19] изучались факторизуемые 
подгруппы различных произведений из F -групп. 

Определение 2. Пусть X  – некоторый класс 
групп. Класс F  назовем радикальным классом с 
условием Пеннингтон в X  (кратко, радикальным 
 -классом в X ), если F  – радикальный класс в 
X  и F -радикал GF  является факторизуемой 

подгруппой для любой X -группы .G AB  
Проблема 6. Пусть X  – насыщенная S-зам-

кнутая формация и F  – радикальный в X  класс 
(формация) групп. Найти все X  и ,F  для кото-
рых выполняется следующее утверждение: F  
является  -классом ( -формацией) в X  то-
гда и только тогда, когда F  является  -клас-
сом ( -формацией) в .X  
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Аннотация. В статье продолжается изучение связи между порождающими множествами группы A и порождающими 
множествами полиадической группы < Ak, [ ]l, , k > с l-арной операцией [ ]l, , k, которая определяется на k-ой декартовой 
степени произвольной группы A для любого целого l  2 и любой подстановки  из множества Sk всех подстановок 
множества {1, 2, …, k}. 
 
Ключевые слова: группа, l-арная группа, порождающее множество. 
 
Для цитирования: Гальмак, А.М. О порождающих множествах l-арной группы < Ak, [ ]l, , k >. III / А.М. Гальмак // Проблемы 
физики, математики и техники. – 2021. – № 4 (49). – С. 76–80. – DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2021_4_49_76 
 
Abstract. The article goes on with the studies on the earlier described relationship between sets of generators in group A and 
sets of generators in polyadic group < Ak, [ ]l, , k > with l-ary operation [ ]l, , k, that is defined on Cartesian power Ak  of group A 
for arbitrary integer l  2 and arbitrary substitution  from the set Sk of all substitutions of the set {1, 2, …, k}. 
 
Keywords: group, l-ary group, set of generators. 
 
For citation: Gal'mak, A.M. On sets of generators of l-ary group < Ak, [ ]l, , k >. III / A.M. Gal'mak // Problems of Physics, 
Mathematics and Technics. – 2021. – № 4 (49). – P. 76–80. – DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2021_4_49_76 (in Russian) 

 
 

Введение 
Данная статья, посвящённая изучению поро-

ждающих множеств l-арной группы < Ak, [ ]l, , k >, 
является продолжением статей [1], [2] и состав-
ляет с ними единое целое. В связи с этим нуме-
рация разделов в настоящей статье продолжает 
нумерацию разделов в [2]. Сохраняется преемст-
венность в отношении соглашений, определений 
и обозначений из [1], [2], все они остаются в силе 
и в новой статье. 

В [1] получен следующий результат (теоре-
ма 4.1) для l-арной группы < Ak, [ ]l, , k >: пусть 
группа A порождается множеством M,  – цикл 
длины k из Sk, k делит l – 1. Тогда для любого 
j = 1, 2, , k l-арная группа < Ak, [ ]l, , k > порожда-
ется множеством Uj(M)   {e}, где e = (1, , 1)

k

 , 

1 – единица группы A. Аналогичный результат 
справедлив для l-арной полугруппы < Ak, [ ]l, , k >. 

В [2] найдены условия, позволяющие заме-
нить в указанных выше результатах порождаю-
щее множество Uj(M)   {e} порождающим мно-
жеством Uj(M), то есть исключить элемент e из 
порождающих множеств как l-арной группы 
< Ak, [ ]l, , k >, так и l-арной полугруппы < Ak, [ ]l, , k > 
(теоремы 6.1 и 6.2): пусть группа (полугруппа) A 
порождается множеством M,  – цикл длины k 
из Sk, r ≥ 2, существуют элементы 

u1, u2, , ur+1, v1, v2, , vr  M 
такие, что 

u1u2  ur+1 = v1v2 , vr = 1. 
Тогда для любого j = 1, 2, , k l-арная группа 
(l-арная полугруппа) < Ak, [ ]l, , k >, где l = rk + 1, 
порождается множеством Uj(M). 

Всю необходимую информацию из теории 
полиадических групп можно найти в [3], [4]. 

 
10 Обобщение теоремы 8.3 
В [2, теорема 8.3] для нахождения полиади-

ческих групп вида < Ak, [ ]l, , k >, которые порож-
даются множеством Uj(M), не содержащим эле-
мент e, использовались решения линейного дио-
фантового уравнения с двумя неизвестными. 
Покажем, что для этих же целей могут быть ис-
пользованы решения линейного диофантового 
уравнения 

n1x1 + n2x2 +  + nνxν = 1           (10.1) 
с числом неизвестных больше двух, которое, как 
известно (см., например, [5]), для взаимно про-
стых целых коэффициентов n1, n2, , nν имеет 
бесконечно много решений. 

Ясно, что если (x1, x2, , xν) – решение дио-
фантового уравнения (10.1), то в его левой части 
имеются слагаемые разных знаков. 

Теорема 10.1. Пусть n1, n2, , nν – взаимно 
простые целые числа, (x1, x2, , xν) – какое-либо 

МАТЕМАТИКА
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решение диофантового уравнения (10.1), 
d1, d2, , dν – делители соответственно слагае-
мых n1x1, n2x2,, nνxν, причём 

|d1| ≥ 2, |d2| ≥ 2, , |dν| ≥ 2,   (10.2) 
 – цикл длины k из Sk. Если группа A порожда-
ется множеством M, в котором имеются эле-
менты u1, u2, , uν такие, что 

1

1
du  = 2

2
du =  = du 

  = 1,   (10.3) 

то найдётся такое l, что l-арная группа 
< Ak, [ ]l, , k > порождается множеством Uj(M) 
для любого j = 1, 2, , k. 

Доказательство. Пусть 
1 1s sn x , , s sn x

 
 – 

все положительные слагаемые в левой части ра-
венства (10.1), 

1 1t tn x , , t tn x
 

 – все отрицатель-

ные слагаемые в левой части равенства (10.1), 
где μ + η = ν. 

Так как 
n1x1 + n2x2 +  + nνxν = 

= (
1 1s sn x  +  + s sn x

 
) + (

1 1t tn x  +  + t tn x
 

), 

то из (10.1) следует 

1 1s sn x  +  + s sn x
 

 = – 
1 1t tn x  –  – t tn x

 
 + 1 = 

= 
1 1t tn x  +  + t tn x

 
 + 1, 

то есть 

1 1s sn x  +  + s sn x
 

 = 
1 1t tn x  +  + t tn x

 
 + 1. 

Из последнего равенства, введя обозначение 

r = 
1 1t tn x  +  + ,t tn x

 
 

получим 

r + 1 = 
1 1s sn x  +  + .s sn x

 
 

Положим 

11su  =  = 
1 1 1s ss n x

u  = 
1
,su  

21su  =  = 
2 2 2s ss n x

u  = 
2
,su  

, 

1su


 =  = 
s ss n x

u
  

 = ,su


 

11tu  =  = 
1 1 1t tt n x

u  = 
1
,tu  

21tu  =  = 
2 2 2t tt n x

u  = 
2
,tu  

, 

1tu


 =  = 
t tt n x

u
  

 = .tu


 

Тогда в силу (10.3) и равенств 

1 1 1 1
,s s s sn x d c  

2 2 2 2
,s s s sn x d c  , ,s s s sn x d c

   
  

верных для некоторых целых 
1
,sc  

2
,sc  , ,sc


 

будем иметь 
(

11su   
1 1 1s ss n x

u )(
21su   

2 2 2s ss n x
u ) 

 

( 1su


  
s ss n x

u
  

) = 1 1 2 2

1 2

s s s sn x n x

s su u   s sn x

su  


 = 

= 1 1

1

s sd c

su 2 2

2

s sd c

su   s sd c

su  


 = 

= 1 1

1
( )s sd c

su 2 2

2
( )s sd c

su   ( )s sd c

su  


 = 1, 

то есть в порождающем множестве M группы A 
имеется r + 1 элементов 

11,su  , 
1 1 1

,
s ss n x

u  , 1,su


 , ,
s ss n x

u
  

 

произведение которых равно её единице. 
Аналогично, так как в ввиду (10.3) и ра-

венств 

1 1 1 1
,t t t tn x d e  

2 2 2 2
,t t t tn x d e  , ,t t t tn x d e

   
  

верных для некоторых целых 
1
,se  

2
,se  , ,se


 

будем иметь 
(

11tu   
1 1 1t tt n x

u )(
21tu   

2 2 2t tt n x
u ) 

 

( 1tu


  
t tt n x

u
  

) = 1 1

1

t tn x

tu 2 2

2

t tn x

tu   t tn x

tu  


 = 

= 1 1

1

t td e

tu 2 2

2

t td e

tu   t td e

tu  


 = 

= 1 1

1
( )t td e

tu 2 2

2
( )t td e

tu   ( )t td e

tu  


 = 1, 

то в порождающем множестве M группы A име-
ется r элементов 

11,tu  , 
1 1 1

,
t tt n x

u  , 1,tu


 , ,
t tt n x

u
  

 

произведение которых равно её единице. По тео-
реме 6.1 l-арная группа < Ak, [ ]l, , k >, где 
l = rk + 1, порождается множеством Uj(M) для 
любого j = 1, 2, , k.                                               

Следующий результат получается из теоре-
мы 10.1, если в ней положить 

d1 = n1x1, d2 = n2x2, , dν = nνxν. 
Теорема 10.2. Пусть n1, n2, , nν – взаимно 

простые целые числа, (x1, x2, , xν) – какое-либо 
решение диофантового уравнения (10.1), причём 

|n1x1| ≥ 2, |n2x2| ≥ 2, , |nνxν| ≥ 2, 
 – цикл длины k из Sk. Если группа A порожда-
ется множеством M, в котором имеются эле-
менты u1, u2, , uν такие, что 

1 1

1
n xu  = 2 2

2
n xu =  = n xu  

  = 1, 

то найдётся такое l, что l-арная группа 
< Ak, [ ]l, , k > порождается множеством Uj(M) 
для любого j = 1, 2, , k. 

Следующий результат получается из теоре-
мы 10.1, если в ней положить 

d1 = n1, d2 = n2, , dν = nν. 
Теорема 10.3. Пусть n1, n2, , nν – взаимно 

простые целые коэффициенты диофантового 
уравнения (10.1), причём 

|n1| ≥ 2, |n2| ≥ 2, , |nν| ≥ 2, 
 – цикл длины k из Sk. Если группа A порожда-
ется множеством M, в котором имеются эле-
менты u1, u2, , uν такие, что 

1

1
nu  = 2

2
nu =  = nu 

  = 1, 

то найдётся такое l, что l-арная группа 
< Ak, [ ]l, , k > порождается множеством Uj(M) 
для любого j = 1, 2, , k. 
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Для положительных n1, n2, , nν теорема 
10.3 принимает следующий вид. 

Теорема 10.4. Пусть n1 ≥ 2, n2 ≥ 2, , nν ≥ 2 – 
взаимно простые коэффициенты диофантового 
уравнения (10.1),  – цикл длины k из Sk. Если 
группа A порождается множеством M, в кото-
ром имеются элементы u1, u2, , uν такие, что 

1
1
nu  = 2

2
nu =  = nu 

  = 1, 

то найдётся такое l, что l-арная группа 
< Ak, [ ]l, , k > порождается множеством Uj(M) 
для любого j = 1, 2, , k. 

Замечание 10.1. В теоремах 10.2–10.4 ар-
ность l такая же, как и в теореме 10.1, то есть 
l = rk + 1, где число r определяется тем же равен-
ством, что и в доказательстве теоремы 10.1. 

Замечание 10.2. Согласно теоремам 10.1–
10.4 каждому решению диофантового уравнения 
(10.1) ставится в соответствие своя арность. Пе-
ребрав все решения уравнения (10.1), мы полу-
чим все возможные арности l, соответствующие 
данному уравнению, для которых l-арная группа 
< Ak, [ ]l, , k > порождается множеством Uj(M) для 
любого j = 1, 2, , k. 

Доказательство следующей теоремы почти 
дословно повторяет доказательство теоремы 
10.1. Только вместо теоремы 6.1 из [2] использу-
ется теорема 6.2 из [2]. 

Теорема 10.5. Пусть n1, n2, , nν – взаимно 
простые целые числа, (x1, x2, , xν) – какое-либо 
решение диофантового уравнения (10.1), 
d1, d2, , dν – делители соответственно слагае-
мых n1x1, n2x2,, nνxν, причём 

|d1| ≥ 2, |d2| ≥ 2, , |dν| ≥ 2, 
 – цикл длины k из Sk. Если полугруппа A поро-
ждается множеством M, не содержащим её 
единицу, в котором имеются элементы 
u1, u2, , uν такие, что 

1

1
du  = 2

2
du =  = du 

  = 1, 

то найдётся такое l, что l-арная полугруппа 
< Ak, [ ]l, , k > порождается множеством Uj(M) 
для любого j = 1, 2, , k. 
 

11 Следствия и примеры 
Проиллюстрируем теоремы из раздела 10 

примерами. 
Пример 11.1. Рассмотрим симметрическую 

группу S5 из примера 9.1 из [2], которая порож-
дается [6] тремя подстановками, 

(1 2 3 4), (5 4 3 2 1), (1 2)(3 4 5), 
имеющими порядки 4, 5 и 6 соответственно. 

Так как одним из решений диофантового 
уравнения 

4x1 + 5x2 + 6x3 = 1 
является тройка (– 2, 3, – 1), то по теореме 10.1 
имеем 

r = |n1x1| + |n3x3| = |4(– 2)| + |6(– 1)| = 14, 
соответственно l = rk + 1 = 14k + 1. Таким обра-
зом, считая в теореме 10.3 или теореме 10.4 

n1 = 4, n2 = 5,  n3 = 6, видим, что (14k + 1)-арная 
группа  < 5

kS , [ ]14k+1, , k > порождается множест-

вом Uj(M) для любого j = 1, 2, , k, где 
M = {(1 2 3 4), (5 4 3 2 1), (1 2)(3 4 5)}. 

В частности (k = 2), 29-арная группа 
< 2

5S , [ ]29, (12), 2 > порождается любым из двух 

следующих трёхэлементных множеств: 
M1 = {((1 2 3 4),ε), ((5 4 3 2 1), ε), ((1 2)(3 4 5), ε)}, 
M2 = {(ε,(1 2 3 4)), (ε, (5 4 3 2 1)), (ε, (1 2)(3 4 5))}, 
где ε – тождественная подстановка. 

Замечание 11.1. В примере 9.1 из [2] указа-
ны арности (9.6) и (9.7) полиадических групп 
< 2

5S , [ ]l, (12), 2 >, которые порождаются этими же 

трёхэлементными множествами. Заметим, что 
арности 29 среди этих арностей нет. Это означа-
ет, что теоремы 10.3 и 10.4 позволяют находить 
новые арности, отличные от арностей, существо-
вание которые гарантирует теорема 8.2 даже в 
случае, когда фигурирующие в этих теоремах 
полиадические группы порождаются одним и 
тем же множеством. 

Можно заметить, что арность 29 содержится 
среди арностей (9.8) полиадических групп 
< 2

5S , [ ]l, (12), 2 > из того же примера 9.1, которые 

порождаются двухэлементными множествами. 
Пример 11.2. В следствии 9.6 из [2] для 

группы Матье M24, порождаемой трёхэлемент-
ным множеством M, состоящим из подстановок 
γ, β и α порядков 2, 5 и 23 соответственно [7], 
указаны арности (9.9) – (9.11) полиадических 
групп < 24

kM , [ ]l, , k >, которые порождаются 

трёхэлементным множеством Uj(M) для любого 
j = 1, 2, , k. 

При k = 2 формулы (9.9)–(9.11) принимают 
вид (9.12)–(9.14). 

Так как одним из решений диофантового 
уравнения 

2x1 + 5x2 + 23x3 = 1 
является тройка (– 6, – 2, 1), то по теореме 10.3 
или по теореме 10.4 имеем 

r = |n1x1| + |n2x2| = |2(– 6)| + |5(– 2)| = 22, 
соответственно l = rk + 1 = 22k + 1. Таким обра-
зом, согласно теореме 10.3 или теореме 10.4, 
(22k + 1)-арная группа  < 24

kM , [ ]22k+1, , k > поро-

ждается множеством Uj(M) для любого 
j = 1, 2, , k. 

В частности (k = 2), 45-арная группа 
< 2

24M , [ ]45, (12), 2 > порождается любым из двух 

следующих трёхэлементных множеств U1(M) и 
U2(M): {(α, ε), (β, ε), (γ, ε)}, {(ε, α), (ε, β), (ε, γ)}. 

Заметим, что арность 45 содержится среди 
арностей (9.12). 

Так как (9, – 8, 1) – ещё одно решение дио-
фантового уравнения 

2x1 + 5x2 + 23x3 = 1, 
то согласно теореме 10.3 или теореме 10.4, имеем 

r = |n2x2| = |5(– 8)| = 40, 
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соответственно l = rk + 1 = 40k + 1. Таким обра-
зом, согласно теореме 10.3 или теореме 10.4, 
(40k + 1)-арная группа  < 24

kM , [ ]40k+1, , k > поро-

ждается множеством Uj(M) для любого 
j = 1, 2, , k. 

В частности (k = 2), 81-арная группа 
< 2

24M , [ ]81, (12), 2 > порождается любым из двух 

указанных выше трёхэлементных множеств 
U1(M) и U2(M). 

Заметим, что арности 81 среди арностей 
(9.12)–(9.14) нет. 

При ν = 2 уравнения (10.1) принимает вид 
mx + ny = 1,                   (11.1) 

где m и n взаимно простые целые числа. Если 
(x0, y0) – одно из решений этого уравнения, то 
множество всех его решений имеет вид 

{(x0 + ni, y0 – mi) | i  Z}.             (11.2) 
Ясно, что в левой части (11.1) одно из сла-

гаемых является положительным, а другое – от-
рицательным. 

При ν = 2 теоремы 10.1–10.4 могут быть 
сформулированы в виде следующих следствий. 

Следствие 11.1. Пусть m и n – взаимно 
простые целые числа, (x, y) – какое-либо решение 
диофантового уравнения (11.1), d и c – делители 
соответственно слагаемых mx и ny, причём, 
|d| ≥ 2, |c| ≥ 2,  – цикл длины k из Sk. Если группа 
A порождается множеством M, в котором 
имеются элементы u и v такие, что 

u|d| = v|c| = 1, 
то l-арная группа < Ak, [ ]l, , k >, где 

l = 
1, 0,

1, 0,

nyk если mx

mxk если mx

  
         

(11.3) 

порождается множеством Uj(M) для любого 
j = 1, 2, , k. 

Следствие 11.2. Пусть m и n – взаимно 
простые целые числа, (x, y) – какое-либо решение 
диофантового уравнения (11.1), причём |mx| ≥ 2, 
|ny| ≥ 2,  – цикл длины k из Sk. Если группа A по-
рождается множеством M, в котором имеют-
ся элементы u и v такие, что 

u|mx| = v|ny| = 1, 
то l-арная группа < Ak, [ ]l, , k >, где арность l 
определяется формулой (11.3), порождается 
множеством Uj(M) для любого j = 1, 2, , k. 

Следствие 11.3. Пусть m и n – взаимно 
простые целые числа, (x, y) – какое-либо решение 
диофантового уравнения (11.1), причём 
|m| ≥ 2, |n| ≥ 2,  – цикл длины k из Sk. Если группа 
A порождается множеством M, в котором 
имеются элементы u и v такие, что 

u|m|= v|n| = 1, 
то l-арная группа < Ak, [ ]l, , k >, где арность l 
определяется формулой (11.3), порождается 
множеством Uj(M) для любого j = 1, 2, , k. 

Следствие 11.4. Пусть m ≥ 2 и n ≥ 2 – вза-
имно простые, (x, y) – какое-либо решение дио-
фантового уравнения (11.1),  – цикл длины k из 

Sk. Если группа A порождается множеством M, 
в котором имеются элементы u и v такие, что 

um= vn = 1, 
то l-арная группа < Ak, [ ]l, , k >, где 

l = 
1, 0,

1, 0,

nyk если x

mxk если x

  
  

              (11.4) 

порождается множеством Uj(M) для любого 
j = 1, 2, , k. 

Подставив в (11.4) решение (11.2), получим 
теорему 8.3 из [2]. 

Для l-арной полугруппы < Ak, [ ]l, , k > мож-
но сформулировать результаты, аналогичные 
следствиям 11.1–11.4. Для этого достаточно в ука-
занных следствиях группу заменить полугруп-
пой, а l-арную группу – l-арной полугруппой. 
 

12 Применение теорем 6.3 и 6.5 
Применим теоремы 6.3 и 6.5 из [2] для по-

лучения новых результатов о полиадических 
группах вида < Ak, [ ]l, , k >, которые порождают-
ся множеством Uj(M), не содержащим элемент e. 

Теорема 12.1. Пусть a ≥ 2 и n ≥ 2 – нату-
ральные числа, d – делитель числа an, m – дели-
тель числа an – 1,  – цикл длины k из Sk. Если 
группа A порождается множеством M, в кото-
ром имеются элементы u и v такие, что 

ud = vm = 1,                         (12.1) 
то l-арная группа < Ak, [ ]l, , k >, где l = (an – 1)k + 1, 
порождается множеством Uj(M) для любого 
j = 1, 2, , k. 

Доказательство. Положим r = an – 1, тогда 
r + 1 = an. Так как m делит an – 1, то an – 1 = mc 
для некоторого натурального c. Кроме того, по 
условию an = de для некоторого натурального e. 

Так как ввиду (12.1), 

ur+1 = 
nau = ude = (ud)e = 1, 

vr = 1nav  = vmc = (vm)c = 1, 
то по теореме 6.3 из [2] l-арная группа 
< Ak, [ ]l, , k >, где l = (an – 1)k + 1, порождается 
множеством Uj(M) для любого j = 1, 2, , k.        

Так как 
an – 1 = (a – 1)(an–1 + an–2 +  + a + 1), 

то в качестве делителя m числа an – 1 в теореме 
12.1 можно взять произведение m = m1m2, где m1 
и m2 – делители чисел a – 1 и  

an–1 + an–2 +  + a + 1 
соответственно.  

Полагая в теореме 12.1 m = a – 1, получим 
Следствие 12.1. Пусть a ≥ 2 и n ≥ 2 – нату-

ральные числа, d – делитель числа an,  – цикл 
длины k из Sk. Если группа A порождается мно-
жеством M, в котором имеются элементы u и v 
такие, что 

ud = va–1 = 1, 
то l-арная группа < Ak, [ ]l, , k >, где l = (an – 1)k + 1, 
порождается множеством Uj(M) для любого 
j = 1, 2, , k. 
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Так как при чётном n = 2t верно разложение 

a2t – 1 = (a + 1)(a2t–1 – a2t–2 +  + a – 1), 
то в качестве делителя m числа an – 1, в теореме 
12.1 (n = 2t) можно взять произведение m = m1m2, 
где m1 и m2 – делители чисел a + 1 и  

a2t–1 – a2t–2 +  + a – 1 
соответственно. В частности, для m1 = a + 1, 
m2 = a – 1 имеем m = a2 – 1. 

В следующем следствии из теоремы 12.1 
n = 2t, m2 = 1, m = m1 = a + 1. 

Следствие 12.2. Пусть a ≥ 2 и t – нату-
ральные числа, d – делитель числа a2t,  – цикл 
длины k из Sk. Если группа A порождается мно-
жеством M, в котором имеются элементы u и v 
такие, что 

ud = va+1 = 1, 
то l-арная группа < Ak, [ ]l, , k >, где l = (a2t – 1)k + 1, 
порождается множеством Uj(M) для любого 
j = 1, 2, , k. 

Так как для нечётного натурального b ≥ 3 
число b + 2 делит (b + 1)b–1 – 1, то, полагая в теоре-
ме 12.1 a = d = b + 1, m = b + 2, n = b – 1, получим 

Следствие 12.3. Пусть b – нечётное,  – 
цикл длины k из Sk. Если группа A порождается 
множеством M, в котором имеются элементы 
u и v такие, что 

ub+1 = vb+2 = 1, 
то l-арная группа < Ak, [ ]l, , k >, где 

l = ((b + 1)b–1 – 1)k + 1, 
порождается множеством Uj(M) для любого 
j = 1, 2, , k. 

Следующая теорема может быть получена 
из теоремы 6.5 из [2], если в ней положить 
r = a2t+1. 

Теорема 12.2. Пусть a ≥ 2 и t – натураль-
ные числа, d – делитель числа a2t+1 + 1, m – дели-
тель числа a2t+1,  – цикл длины k из Sk. Если 
группа A порождается множеством M, в кото-
ром имеются элементы u и v такие, что 

ud = vm = 1, 
то l-арная группа < Ak, [ ]l, , k >, где l = a2t+1k + 1, 
порождается множеством Uj(M) для любого 
j = 1, 2, , k. 

Так как 
a2t+1 + 1 = (a + 1)(a2t – a2t–1 +  + a2 – a + 1), 

то в качестве делителя d числа a2t+1 + 1 в теореме 
12.2 можно взять произведение d = d1d2, где d1 и 
d2 – делители чисел a + 1 и  

a2t – a2t–1 +  + a2 – a + 1 
соответственно. 

Полагая в теореме 12.2 d = a + 1, получим 
Следствие 12.4. Пусть a ≥ 2 и t – нату-

ральные числа, m – делитель числа a2t+1,  – цикл 
длины k из Sk. Если группа A порождается мно-
жеством M, в котором имеются элементы u и v 
такие, что 

ua+1 = vm = 1, 

то l-арная группа < Ak, [ ]l, , k >, где l = a2t+1k + 1, 
порождается множеством Uj(M) для любого 
j = 1, 2, , k. 

Полагая в следствии 12.4 a = m = b – 1, 
2t + 1 = b ≥ 3, получим 

Следствие 12.5. Пусть b ≥ 3 – нечётное 
число,  – цикл длины k из Sk. Если группа A по-
рождается множеством M, в котором имеют-
ся элементы u и v такие, что 

ub = vb–1 = 1, 
то l-арная группа < Ak, [ ]l, , k >, где l = (b – 1)bk + 1, 
порождается множеством Uj(M) для любого 
j = 1, 2, , k. 

В следствии 12.5 арность l может делиться 
на b. Для этого достаточно в этом следствии по-
ложить k = (b – 1)2s, где s ≥ 1. В этом случае 
l = (b – 1)b+2s + 1, при этом нечётное b делит l. В 
частности, если s = 1, то k = (b – 1)2, l = (b – 1)b+2 + 1. 
Таким образом, из следствия 12.5 вытекает 

Следствие 12.6. Пусть b ≥ 3 – нечётное 
число,  – цикл длины k из Sk, где k = (b – 1)2s, 
s ≥ 1. Если группа A порождается множеством 
M, в котором имеются элементы u и v такие, 
что  

ub = vb–1 = 1, 
то l-арная группа < Ak, [ ]l, , k >, где l = (b – 1)b+2s + 1, 
порождается множеством Uj(M) для любого 
j = 1, 2, , k, при этом b делит l. 
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Введение 
В данной статье все группы конечны и G 

всегда обозначает конечную группу. Более того, 
  – множество всех простых чисел,     и 

\ .  �  Если n – целое число, то символ ( )n  

обозначает множество всех простых чисел, де-
лящих n; как обычно, ( ) (| |)G G    – множество 

всех простых чисел, делящих порядок группы G. 
Группа G называется:  -отделимой, если 

каждый ее главный фактор является либо  -груп-
пой, либо  -группой;  -разложимой, если 

( ) ( ).G O G O G    

Мы говорим, что подгруппа A группы G яв-
ляется ,   -субнормальной в G, если в G имеет-
ся цепь подгрупп  

0 1 nA A A A G      

такая, что либо 1 ,i iA A   либо 1/ ( )
ii i AA A   явля-

ется  -отделимой группой для всех 1, , .i n   
В данной работе мы докажем следующий 

результат, дающий новые характеризации  -от-
делимых групп в терминах ,   -субнормаль-
ности. 

Теорема 0.1. Следующие утверждения по-
парно эквивалентны. 

(i) Группа G является  -отделимой. 
(ii) Каждая подгруппа группы G является 

,   -субнормальной в G. 
(iii) Каждая ненильпотентная максималь-

ная подгруппа группы G является ,   -субнор-
мальной в G. 

(iv) Каждая нециклическая силовская под-
группа группы G является ,   -субнормальной в G. 

(v) В G имеется ,   -субнормальная холло-
ва  -подгруппа H. 

(vi) Каждая подгруппа Шмидта группы G 
является ,   -субнормальной в G. 
 

1 Некоторые предварительные результаты 
Мы используем ,  G  для обозначения клас-

са всех  -отделимых групп. 
Первая лемма может быть доказана прямой 

проверкой. 
Лемма 1.1. Класс ,  G  замкнут относитель-

но взятия прямых произведений, гомоморфных 
образов и подгрупп. Более того, всякое расширение 
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 -отделимой группы при помощи  -отделимой 
группы является  -отделимой группой. 

Из леммы 1.1. и основного результата рабо-
ты [1] вытекает следующая лемма. 

Лемма 1.2. Множество всех ,   -субнор-
мальных подгрупп группы G формирует подре-
шетку в решетке всех подгрупп группы G. 

Лемма 1.3. Пусть A, K и N – подгруппы в G, 
где A ,   -субнормальна в G и N нормальна в G. 

(1) Подгруппа A K  ,   -субнормальна в K. 
(2) Если K является ,   -субнормальной под-

группой в A, то K яляется ,   -субнормальной 
подгруппой в G. 

(3) Если K ,   -субнормальна в G, то 
A K  и ,A K   – ,   -субнормальные подгруп-
пы в G. 

(4) Подгруппа /AN N  является ,   -суб-
нормальной в / .G N  

(5) Если N K  и подгруппа /K N  ,   -суб-
нормальна в / ,G N  то подгруппа K ,   -субнор-
мальна в G. 

(6) Если K A  и группа A  -отделима, то 
подгруппа K ,   -субнормальна в G. 

Доказательство. Предположим, что данная 
лемма не является верной и пусть G – контрпри-
мер минимального порядка. Согласно условию, в 
G имеется цепь подгрупп 

0 1 rA A A A G      

такая, что либо 1iA   нормальна в ,iA  либо 

1/ ( )
ii i AA A   –  -отделимая группа для всех 

1, , .i r   Пусть 1.rM A   Мы можем считать, 

не теряя общности, что .M G  
(1) Рассмотрим цепь подгрупп  

0 0 1 rK K A K A K A K         
в группе K. Если 1iA   нормальна в ,iA  тогда 

1iK A   нормальна в .iK A  Пусть теперь 

1/ ( )
ii i AA A   –  -отделимая группа. Тогда 

1 1 1( )( ) / ( ) / ( )
i i ii i A i A i i AA K A A A K A K      

 -отделима, где 1( )
ii AA K   нормальна в iA K  

и поэтому  

1 1( ) ( ) .
i ii A i K AA K K A      

Следовательно, 1( ) / ( )
ii i K AK A K A     –  -от-

делимая группа. Таким образом, A K  ,   -суб-
нормальна в K. 

Утверждения (2) и  (5) очевидны. 
(3) Данное утверждение является следстви-

ем леммы 1.2. 
(4) Рассмотрим цепь подгрупп 

0 1/ / / / /rAN N A N N A N N A N N G N      
в группе / .G N  Предположим, что 1 /iA N N  не 

является нормальной подгруппой в / .iA N N   

Тогда 1iL A   не является нормальной подгруп-

пой в iT A  и поэтому / TT L  –  -отделимая 

группа согласно условию. Тогда 
( / ) / ( ( ) / )

( / ) / (( ) / ) / ( )
T T T

T T T T

T L L T N L

T L T NL L T T NL

 
   

 

/ ( / ) / ( / )T TTN L N TN N L N N  

–  -отделимая группа. При этом имеет место 
включение // ( / ) .T TN NL N N LN N  Следователь-

но, /( / ) / ( / )TN NTN N LN N  –  -отделимая группа 

и поэтому /AN N  – ,   -субнормальная под-

группа в / .G N  
(6) Так как A  -отделима, то каждая под-

группа группы A ,   -субнормальна в A. Таким 
образом, данное утверждение является следстви-
ем утверждения (2).                                                 

Напомним, что G называется группой 
Шмидта, если группа G ненильнотентна, но все 
ее собственные подгруппы нильпотентны. 

Лемма 1.4 [3, III, теорема 5.2], [4, VI, теоре-
ма 24.2]. Если G является группой Шмидта, то 

,G P Q   где P G N  – силовская p-подгруппа 

группы G и Q x    является циклической силов-

ской q-подгруппой в G, .p q  Кроме того, 

( )qx G     и P имеет экспоненту p или 4 (если 

P – неабелева 2-группа). 
 

2 Доказательство основного результата 
Поскольку все импликации (ii)   (iii), 

(ii)   (iv), (ii)   (v) и (ii)   (vi) являются оче-
видными, нам достаточно лишь доказать спра-
ведливость импликаций (i)   (ii), (iii)   (i), 
(iv)   (i), (v)   (i) и (vi)   (i). 
 (i)   (ii), (iii). Пусть  ,H M G   где M – 

максимальная подгруппа в G. Тогда M и / GG M  – 

 -отделимые группы согласно лемме 1.1. Таким 
образом, M ,   -субнормальна в G. С другой 
стороны, H ,   -субнормальна в M по индукции 

и поэтому H ,   -субнормальна в G ввиду лем-
мы 1.3 (2). Таким образом, обе импликации 
(i)   (ii) и (i)   (iii) являются верными. 

(iii)   (i). Предположим, что эта имплика-
ция неверна, и пусть G является контрпримером 
минимального порядка. 

Пусть R – минимальная нормальная под-
группа в G и /M R  – ненильпотентная макси-
мальная подгруппа в / .G R  Тогда M максималь-
на в G и M не является нильпотентной группой, 
поэтому M ,   -субнормальна в G по условию. 
Следовательно, /M R  ,   -субнормальна в 

/G R  ввиду леммы 1.3(4). Таким образом, усло-
вие (iii) выполнено для /G R  и поэтому /G R  
является  -отделимой группой ввиду выбора 
группы G. Следовательно, R не является 
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 -группой и не является  -группой по лемме 
1.1, снова ввиду выбора группы G. Это означает, 
что ( )R G  и | ( ) | 1.R   

Если в G имеется минимальная нормальная 
подгруппа ,N R  тогда ввиду G-изоморфизма 

/ /1NR R N  подгруппа N является либо 
 -группой, либо  -группой, что невозможно 
ввиду доказанного выше. Таким образом, R явля-
ется единственной минимальной нормальной 
подгруппой в G. 

Пусть p – произвольное нечетное простое 
число, делящее | R |, и pR  – силовская p-под-

группа в R. Ввиду  аргумента Фраттини имеет 
место ( ),G pG RN R  где ( )G pG N R  поскольку 

R не является абелевой группой. Тогда для мак-
симальной подгруппы M группы G, содержащей 

( ),G pN R  имеет место R M  и поэтому мы име-

ем G RM  и 1.GM   Более того, если ,p pR G  

где pG  – силовская p-подгруппа группы G, то 

p pR R G   и поэтому ( ) .p G pG N R M   Сле-

довательно, p не делит | G : M | и 1.GM   

Предположим, что пересечение :D M R   
является нильпотентным. Тогда D – нильпотент-
ная нормальная подгруппа в M и K p  является 

силовской p-подгруппой в D. Более того, K p  

нормальна в M, поскольку D нильпотентна и, 
следовательно, подгруппа ( (K ))pZ J  нормальна 

в M. Поскольку 1,GM   то ( ( (K ))) .G pN Z J M  

Тогда K ( ( (K )))pN Z J D  – нильпотентная груп-

па. Отсюда следует, что К p-нильпотентна по 
теореме Глаубермана – Томпсона о нормальных 
p-дополнениях [2, гл. 8, теорема 3.1]. Но тогда К 
является p-группой, что противоречит доказан-
ному выше. Следовательно, :D M R   не явля-
ется нильпотентным и поэтому M не является 
нильпотентной группой. Но тогда M ,   -суб-
нормальна в G и, следовательно, 

/ /1GG G M G  
– G является  -отделимой группой, что проти-
воречит выбору этой группы. Таким образом, 
импликация (iii)   (i) является верной. 

(iv)   (i). Предположим, что эта имплика-
ция неверна, и пусть G является контрпримером 
минимального порядка. 

Пусть R – минимальная нормальная под-
группа в G и пусть /P R  – нециклическая силов-
ская p-подгруппа в /G R  для некоторого просто-
го числа p. Тогда для некоторой силовской 
p-подгруппы pG  группы G имеет место 

/ /pG R R P R  и pG  не является циклической 

группой. Следовательно, pG  ,   -субнормальна 

в G и поэтому / /pP R G R R  ,   -субнормальна 

в /G R  согласно лемме 1.3 (4). Таким образом, 
гипотеза верна для /G R  и поэтому /G R  явля-
ется  -отделимой группой ввиду выбора группы G. 

Прежде покажем, что .R G  Действитель-
но, предположим, что R G  – неабелева простая 
группа и пусть P – силовская p-подгруппа в G, 
где p – наименьший простой делитель числа | G |. 
Тогда P не является циклической группой и по-
этому, ввиду условия, в G имеется цепь подгрупп 

0 1 rP A A A G     такая, что либо 1iA   

нормальна в ,iA  либо 1/ ( )
ii i AA A   –  -отделимая 

группа для всех 1, , .i r   Пусть 1.rM A   Мы 

можем считать, не теряя общности, что .M G  
Но тогда / /1GG G M G  –  -отделимая груп-

па, что противоречит выбору группы G. Значит, 
R – собственная подгруппа в G. 

Покажем теперь, что R также является  
 -отделимой группой. Прежде заметим, что для 
любой нециклической силовской подгруппы P 
группы R в G имеется нециклическая силовская 
подгруппа pG  такая, что .pP G R   Но тогда P 

,   -субнормальна в R согласно лемме 1.3 (1). 
Таким образом, условие (iv) выполнено для R и 
поэтому R является  -отделимой группой ввиду 
выбора группы G. Но тогда G является  -отде-
лимой группой поскольку  -отделима группа 

/ .G R  Полученное противоречие завершает до-
казательство импликации (iv)   (i). 

(v)   (i). Предположим, что эта имплика-
ция неверна, и пусть G является контрпримером 
минимального порядка. Тогда 1 .H G   Так как 
H  ,   -субнормальна в G, в группе G имеется 
цепь подгрупп  

0 1 rA A A A G      
такая, что либо 1iA   нормальна в ,iA  либо 

1/ ( )
ii i AA A   –  -отделимая группа для всех 

1, , .i r   Пусть 1.rM A   Мы можем считать, 

не теряя общности, что M G  поскольку 
.H G  Понятно, что условие выполнено для 

( , ),M H  поэтому M  -отделима в силу выбора 

группы G. Понятно также, что | G : M | –  
 -число. Это влечет  -отделимость группы G в 

случае, если M нормальна в G. Таким образом, M 
не является нормальной в G и поэтому / GG M  – 

 -отделимая группа. Но в этом случае группа G 
является  -отделимой поскольку GM  –  -от-

делимая группа, что противоречит выбору G. 
Таким образом, импликация (v)   (i) также яв-
ляется верной. 

(vi)   (i). Предположим, что эта имплика-
ция неверна, и пусть G является контрпримером 
минимального порядка. 

Пусть N – минимальная нормальная под-
группа в G. Прежде мы покажем, что G / N –  
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 -отделимая группа. Если G / R нильпотентна, 
то это очевидно. Предположим, что фактор 
группа G / R не является нильпотентной и пусть 
E / R – подгруппа Шмидта в G / R. Пусть H – ми-
нимальное добавление к N в E. Тогда  

/ ( ) / /H H N HN N E N   
– группа Шмидта и ( ).H N H    Пусть 

( )H    и A – подгруппа Шмидта в H. 

Из леммы 1.4 вытекает, что 
( / ( )) / ( / ( ))

( / ( )) / ( / ( )) / ,

H H N H H N

H H N H N H P Q

   
      

 

где P – силовская p-подгруппа, Q – силовская 
q-подгруппа в /H   и | |Q q  для некоторых 

простых чисел .p q  Отсюда, снова по лемме 

1.4, следует, что ,p qA A A   где ( ) .A
qA A  То-

гда ,qA   так как   нильпотентна. Следова-

тельно, /qA   является силовской q-подгруп-

пой в / ,H   и поэтому  
/( / ) ( ) / / .H H

q qA A H        

Следовательно, ( ) ,H
qA H  поэтому  

( ) .H
qE HN A N   

Согласно лемме 1.3 (3), ( )H H
qA A  являет-

ся ,   -субнормальной подгруппой в G и, сле-
довательно,  

/ ( ) /H
qE N A N N  

,   -субнормальна в /G N  по лемме 1.3 (4). 

Следовательно, гипотеза верна для / ,G N  по-

этому выбор G подразумевает, что /G N  –  -от-
делимая группа. 

Рассуждая теперь, как при доказательстве 
импликации (vi)   (i), можно показать, что N – 
 -отделимая группа. Но тогда G является  -от-
делимой группой. Полученное противоречие за-
вершает доказательство импликации (vi)   (i).  
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Аннотация. Рассматривается система поллинга с двумя очередями с ограниченным числом мест в буферах. В каждую 
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распределены по фазовому закону. Дисциплина обслуживания очередей – шлюзовая. Получены формулы для нахож-
дения стационарных вероятностей состояний системы в произвольный момент времени, а также формулы для вычис-
ления основных характеристик производительности системы. Найдены выражения для преобразований Лапласа –
 Стилтьеса распределений времен ожидания в буферах. 
 
Ключевые слова: система поллинга, марковский входной поток, фазовое обслуживание, стационарное распределение, 
время ожидания. 
 
Для цитирования: Дудин, А.Н. Система поллинга с двумя марковскими входными потоками, конечными буферами и 
фазовым распределением времен обслуживания и переключения / А.Н. Дудин, Ю.В. Синюгина // Проблемы физики, 
математики и техники. – 2021. – № 4 (49). – С. 85–91. – DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2021_4_49_85 
 
Abstract. A polling system with two queues with a limited number of places in buffers are considered. Each queue receives 
markovian flow of requests. The times of servicing the requests and switching between the queues have phase type distribution. 
The queuing discipline is gated. The formulas for finding the stationary probabilities of system states at an arbitrary moment in 
time, and the formulas for computing the main performance measures for the system are obtained. The expressions for the 
Laplace – Stieltjes transforms of waiting time distributions in buffers are found. 
 
Keywords: polling system, markovian arrival process, phase type service, stationary distribution, waiting time. 
 
For citation: Dudin, A.N. Polling system with two markovian arrival proсesses, finite buffers and phase type distribution of 
service and switching times / A.N. Dudin, Y.V. Sinyugina // Problems of Physics, Mathematics and Technics. – 2021. – 
№ 4 (49). – P. 85–91. – DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2021_4_49_85 (in Russian) 

 
 

Введение 
Система поллинга в классическом варианте 

представляет собой систему массового обслужи-
вания с одним обслуживающим устройством и 
несколькими очередями. Обслуживание очере-
дей в системе поллинга происходит в порядке, 
который определяется дисциплиной опроса оче-
редей. Рассматриваемая в работе система состоит 
из двух очередей, которые прибор обслуживает 
друг за другом. Длительность непрерывного об-
служивания очереди определяется дисциплиной 
обслуживания. В данной работе предполагается 
шлюзовое обслуживание очередей. Более под-
робно познакомиться с сиcтемами поллинга, ме-
тодами их исследования и их практическим при-
менением можно, например, в [1]–[7]. В качестве 
процесса поступления требований в данной 

работе рассматривается марковский входной 
поток (см., например, [8]–[10]), а времена обслу-
живания требований и времена переключения 
между очередями предполагаются распределен-
ными по фазовому закону (см., например, [8]). 

В работе дается описание изучаемой моде-
ли, строится цепь Маркова, которая характеризу-
ет состояния системы в произвольный момент 
времени, приводятся формулы для нахождения 
стационарных вероятностей состояний системы, 
а также формулы для вычисления основных ха-
рактеристик производительности системы, нахо-
дятся преобразования Лапласа – Стилтьеса рас-
пределения времен ожидания в буферах. 
 

1 Описание системы 
Рассмотрим систему поллинга с одним об-

служивающим устройством и двумя очередями с 

МАТЕМАТИКА
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числом мест в буферах 1N  и 2N  соответственно. 

В каждую очередь поступает свой MAP-поток 
требований. Поведение k-го потока, k = 1, 2, пол-
ностью определяется матрицами ( ) ,k

lD  0,1,l   

которые задают интенсивности переходов управ-
ляющего процесса ( ) ( ), 0,k t t   между состоя-

ниями 0, 1, ..., kW  с генерацией l требований. 

Матрица ( )kD   ( ) ( )
0 1

k kD D  является генерато-

ром управляющего процесса. Cредняя скорость 
поступления требований ( )k  определяется как 

( ) ( ) ( )
1 ,k k kD  θ e  где ( )kθ  – вектор стационарного 

распределения состояний управляющего процес-
са, который является единственным решением 
системы уравнений ( ) ( ) ,k kD θ 0  ( ) 1,k θ e  где 0  – 
вектор-строка, состоящая из нулей, e  – вектор-
столбец, состоящий из единиц. 

Время обслуживания требования из k-ой оче-
реди имеет фазовое распределение с kM  фазами 

и неприводимым представлением ( ) ( )( , ),k kSβ  

k = 1, 2, где вектор ( ) ( ) ( ) ( )
1 2( , ,..., )k k k k

M   β  задает 

начальное состояние управляющего процесса, 
матрица ( )kS  определяет интенсивности перехо-
дов управляющего процесса между состояниями 
1, ..., ,kM  а вектор ( ) ( )

0
k kS S e  задает интен-

сивности переходов в поглощающее состояние 
1.kM   Время подключения обслуживающего 

прибора к k-ой очереди также имеет фазовое 
распределение с kM   фазами и неприводимым 

представлением ( ) ( )( , ),k kS β  1, 2.k   

Дисциплина обслуживания очередей – 
шлюзовая. Это означает, что после подключения 
прибора к очереди обслуживание получают толь-
ко те требования, которые находились в буфере 
этой очереди в момент завершения подключения 
к ней прибора. Остальные требования будут об-
служены только после следующего подключения 
прибора к очереди. 

Для анализа описанной системы введем в 
рассмотрение случайный процесс  

(1) (2) (1) (2)( ) { ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )},

0,

t r t j t i t i t m t t t

t

   


 

где ( )r t  характеризует состояние обслуживаю-

щего устройства в момент времени t, 0 :t   
еcли прибор обслуживает

требования из -  ,

еcли прибор подключается

к -ой очереди, =1,2

,

)

,
;

(

k

r t
k ой очеред

k k
k

и



 


 

( )j t  описывает число требований, которые еще 

необходимо обслужить при текущем подключе-
нии; ( ) ( )ki t  описывает число требований в буфе-

ре k-ой очереди; ( )m t  определяет текущую фазу 

соответствующего процесса обслуживания или 
подключения; ( ) ( )k t  характеризует состояние 

управляющего процесса поступления требований 
в соответствующую очередь. Очевидно, процесс 

( ), 0,t t   полностью характеризует состояния 

системы в произвольный момент времени t, 
0.t   Как видно, данный процесс является це-

пью Маркова с непрерывным временем, стацио-
нарное распределение которой нам необходимо 
найти. 
 

2 Стационарное распределение вероятно-
стей состояний системы 

Очевидно, что цепь Маркова 
(1) (2) (1) (2)( ) { ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )},

0,

t r t j t i t i t m t t t

t

   


 

неприводима, регулярна и имеет конечное про-
странство состояний, поэтому существует един-
ственное стационарное распределение вероятно-
стей состояний этой цепи, которое совпадает с 
эргодическим (предельным) распределением: 

 ( ) (1) (2) (1) (2), , , , ,r j i i m     
(1) (1) (2) (2)

(1) (1) (2) (2)

lim { ( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,

( ) , ( ) , ( ) },

t
P r t r j t j i t i i t i

m t m t t


    

      
 

где ,r k   1, rj N  при r k  и 0j   при ,r k   
( ) 0, ,k

ki N  1, ,rm M  ( ) 0, ,k
kW   k = 1, 2. 

 Cформируем из этих вероятностей вектор-
строки, записав вероятности в лексикографиче-
ском порядке по компонентам ( ),r t  ( ),j t  (1) ( ),i t  

(2) ( ),i t  ( ),m t  (1) ( ),t  (2) ( ) :t  
( ) (1) (2) ( ) (1) (2)

( ) (1) (2)
1 2
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( , , , , , ) , ,

(
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k r

r
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j i i j i i

j i i M W W r k
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π
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1 2
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(0, , , , , ) , ,

(
)
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i i M W W r k
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   
   

(1) (1)
1 1 2

(2) (2)
2 1 2

1,0,0 ,..., , , ,

1,0,0 ,..., , , ,

( N N N

N N N

π π π

π π
 

     (1) (1) (2) (2)
1 2 1 20,0 ,..., , , 0,0 ,..., ( , ) .)N N N Nq q q q  

Для нахождения стационарных вероятно-
стей состояний цепи Маркова ( ),t  0,t   соста-

вим систему уравнений Чепмена – Колмогорова. 
Введем следующие обозначения: 

     
1 1 1 12 2

1 1( )
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r r
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Система поллинга с двумя марковскими входными потоками, конечными буферами и фазовым распределением времен… 
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где I – единичная матрица заданной размерности, 
  – символ кронекерова произведения матриц, 

ij  – дельта Кронекера. 

Можно показать, что справедлива следую-
щая система уравнений: 
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Добавляя условие нормировки 1,πe  по-
лучим систему уравнений, единственным реше-
нием которой является вектор стационарных ве-
роятностей .π  Для решения полученной системы 
уравнений можно воспользоваться алгоритмом, 
предложенным в [11]. 

Зная распределение вероятностей, можно 
найти среднее число требований в буфере k, 

k = 1, 2, по формуле  
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k k
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и вероятность потери требования, поступающего 
в буфер k, по формуле 
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3 Преобразование Лапласа – Стилтьеса 

времени ожидания произвольного требования 
Пусть ( ),kW x  0,x   есть функция распре-

деления времени ожидания произвольного тре-
бования в буфере k, k = 1, 2, а  

 
0

( ) ,st
k kw s e dW t

    

0Res   – ее преобразование Лапласа – Стилтье-

са. Будет полагать, что требования обслужива-
ются в порядке их поступления в буфер. Для на-
хождения функций ( )kw s  будем использовать 

метод катастроф (см., например, [12]), согласно 
которому ( )kw s  есть вероятность того, что за 

время ожидания требования в буфере k не насту-
пит ни одна «катастрофа». Для нахождения 
функций ( )kw s  проанализируем сначала воз-

можные состояния системы в момент прихода 
произвольного требования в k-ый буфер. 

Наблюдаемое требование поступает в запол-
ненный буфер. В этом случае требование теряет-
ся, а вероятность ненаступления «катастрофы» за 
время ожидания этого требования равняется 1. 
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Требование поступает в буфер очереди в 
момент подключения прибора к этой очереди. В 
этом случае время ожидания требования будет 
состоять из оставшегося времени подключения и 
времени обслуживания тех запросов, которые 
поступили в буфер раньше наблюдаемого требо-
вания. 

Требование поступает в буфер в момент, 
когда прибор занят обслуживанием запросов из 
другой очереди. В этом случае время ожидания 
требования будет состоять из оставшегося вре-
мени обслуживания текущего запроса, времени 
обслуживания запросов, которые еще требуется 
обслужить, времени подключения прибора к оче-
реди, в буфер которой поступило требование, 
времени обслуживания запросов, которые посту-
пили в буфер раньше наблюдаемого требования. 

Требование поступает в буфер в момент 
подключения прибора к другой очереди. В этом 
случае время ожидания требования будет состо-
ять из оставшегося времени подключения, вре-
мени обслуживания тех запросов, которые нахо-
дились в буфере в момент прихода наблюдаемо-
го требования, а также тех запросов, которые 
поступили в буфер за оставшееся время подклю-
чения, времени переключения к очереди, в буфер 
которой поступило требование, времени обслу-
живания тех запросов, которые поступили в бу-
фер раньше наблюдаемого требования. 

В момент прихода требования прибор занят 
обслуживанием запросов из очереди, в буфер 
которой поступило требование. В этом случае 
время ожидания требования будет состоять из 
оставшегося времени обслуживания текущего 
запроса, времени обслуживания запросов, кото-
рые еще требуется обслужить, времени на пере-
ключение к другой очереди, времени обслужи-
вания запросов, имевшихся в буфере другой оче-
реди в момент прихода наблюдаемого требова-
ния, а также тех запросов, которые поступили в 
буфер за время обслуживания остававшихся за-
просов из буфера первой очереди и за время 
подключения прибора ко второй очереди, време-
ни переключения к очереди, в буфер которой 
поступило требование, времени обслуживания 
запросов, которые поступили в буфер раньше 
наблюдаемого требования. 

Для нахождения функций ( )kw s  введем в 

рассмотрение следующие функции. Вектор, 
состоящий из преобразований Лапласа – Стил-
тьеса оставшегося времени обслуживания теку-
щего запроса или оставшегося времени текущего 
подключения при фиксированном текущем со-
стоянии управляющего процесса соответствую-

щего распределения   1( ) ( ) ( )
0( ) ,k k kL s sI S


  S  

1, 2.k     Преобразование Лапласа – Стилтьеса 
полного времени обслуживания запроса из k-ой 

очереди   1( ) ( ) ( ) ( )
0( ) ,k k k ks sI S


  β S  k = 1, 2. 

Матрица вероятностей того, что за время t, 0,t   

в m-ю очередь поступит l запросов ( , ),mP l t  

m = 1, 2, 0.l   
Лемма 3.1. Преобразование Лапласа – Стил-

тьеса оставшегося времени обслуживания те-
кущего запроса из k-ой очереди, k = 1, 2, в тече-
ние которого в m-ую очередь, m = 1, 2, поступит 
l запросов, 0,l   задается формулой 
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преобразование Лапласа – Стилтьеса оставше-
гося времени подключения к k-ой очереди, в те-
чение которого в m-ую очередь поступит l за-
просов, задается формулой 

    ( ) ( ) ( )
0, , ,

m

k k k
l l W

m s m s I   S  

преобразование Лапласа – Стилтьеса полного 
времени обслуживания запроса из k-ой очереди, в 
течение которого в m-ую очередь поступит l 
запросов, задается формулой 

     ( ) ( ) ( )
0, , ,

m

k k k
l l W

P m s d m s I S  

где 
 

     
( )
0

11 1( ) ( ) ( )
0

,

,
m

k

k k m

W

z m s

sI S I I sI S D
 



        
 

    
  

1 1( ) ( ) ( ) ( )

0

11( ) ( )
0

, ( , )

,

l
k k k m

l i l i
i

k m

z m s z m s sI S D

I sI S D

 






     

    


 

    
  

1( ) ( )
0

11( ) ( )
0

,

,

m

k k

W

k m

m s sI S I

I sI S D





      

    
 

    
  

1 1( ) ( ) ( ) ( )

0

11( ) ( )
0

, ( , )

,

l
k k k m

l i l i
i

k m

m s m s sI S D

I sI S D

 






       

    


 

    
  

1( ) ( ) ( )
0

11( ) ( )
0

,

,

m

k k k

W

k m

d m s sI S I

I sI S D





     

    

β
 

    1 1( ) ( ) ( ) ( )

0

, ( , )
l

k k k m
l i l i

i

d m s d m s sI S D
 




       

   11( ) ( )
0 .k mI sI S D


      

Доказательство. По определению для 
функции ( ) ( , )k

lF m s  будем иметь 
( )( ) ( )

00
( , ) ( , )

k

m

k st S t k
l m W

F m s e e P l t I dt
    S  

 
 

( ) ( )
00

( ) ( )
0

( , )

( , ) .

k

m

m

st S t k
m W

k k
l W

e e P l t dt I

z m s I

    



 S

S
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Аналогично для функции  ( ) ,k
lz m s  имеем 

   

 

( )

( )

( )

0

( )

0

, ,

,

k

k

k st S t
l m

S sI t
m

z m s e e P l t dt

e P l t dt

 

 

  

  




 

  
   ( )

1( )
,0

1( ) ( ) ( )

0
0

,

m

k

k
lW

l
S sI t k m

m l i
i

sI S I

e sI S P i t D dt



 




     

    



 
 

  
    

1( )
,0

1( ) ( ) ( )
0

0

, .

m

k
lW

l
i k m

l i
i

sI S I

z m s sI S D








      

   
 

Откуда получаем доказываемые формулы для 
( ) ( , )k

lF m s  и  ( ) , .k
lz m s  

Аналогично получаются формулы для 
функций  ( ) , ,k

lP m s   ( ) , ,k
ld m s   ( ) ,k

l m s  и 

 ( ) , .k
l m s                                                       

Лемма 3.2. Преобразование Лапласа – Стил-
тьеса времени обслуживания n запросов, 1,n   
из k-ой очереди, k = 1, 2, за которое в m-ую оче-
редь, m = 1, 2, поступит l запросов, 0,l   опре-
деляется по формуле 

    (* , ) ( ) ( )
, 0,, , ,

m

n k k n
l l n k W

P m s h m s I    

где 

    
  

1( ) ( ) ( )
0,

11( ) ( )
0

,

,

m

k n n
n k k W

n m
k

h m s sI I

I sI D





       

     
 

    
  

1 1( ) ( ) ( ) ( )
, ,

0

11( ) ( )
0

, ( , )

.

l
k k n m

l n i n k l i
i

n m
k

h m s h m s sI D

I sI D

 






      

     


 

Здесь ( )n
k  и ( )n

k  – параметры фазового 

распределения суммы n независимых случайных 
величин, одинаково распределенных по фазовому 

закону с неприводимым представлением  ( ) ( ), .k kSβ  

Лемма 3.3. Преобразование Лапласа –
Стилтьеса  ( 1)

1 1,w s i  условного распределения 

времени ожидания требования в первом буфере 
при условии, что в момент поступления этого 
требования прибор подключается к первой оче-
реди, в буфере которой находится 1i  запросов, 

определяется по формуле 

     1( 1) ( 1) (1)
1 1, ( ) .

i
w s i L s s    

Доказательство. Учитывая вероятностную 
интерпретацию преобразования Лапласа – Стил-
тьеса, легко увидеть, что функция  ( 1)

1 1,w s i  

представляет собой произведение вероятностей 
ненаступления «катастрофы» за оставшееся вре-
мя текущего подключения прибора к первой 

очереди ( 1) ( )L s  и за время обслуживания 1i  за-

просов, находившихся в буфере в момент прихо-
да наблюдаемого требования   1(1)( ) .is                

Лемма 3.4. Преобразование Лапласа – Стил-
тьеса  (2)

1 1 2, , ,w s j i i  условного распределения 

времени ожидания требования в первом буфере 
при условии, что в момент поступления этого 
требования прибор обслуживает запросы из 
второй очереди, причем j запросов еще требует-
ся обслужить, в первом буфере находится 1i  

запросов, а во втором – 2 ,i  определяется по 

формуле 

     1(2) (2) (2) ( 1) ( 1)
1 1 2 1 1, , , ( ) ( , ).

j
w s j i i L s s w s i

    β  

Доказательство. Используя вероятностную 
интерпретацию преобразования Лапласа – Стил-
тьеса, получаем, что функция  (2)

1 1 2, , ,w s j i i  есть 

произведение вероятностей ненаступления «ка-
тастрофы» за оставшееся время обслуживания 
текущего запроса  (2)L s  и за время обслужива-

ния остальных j – 1 запросов    1(2) ,
j

s


  умно-

женное на произведение распределения вероят-
ностей состояний управляющего процесса при 
подключении прибора к первой очереди ( 1)β  на 

вероятность ненаступления «катастрофы» за ос-
тавшееся с момента начала подключения время 
ожидания наблюдаемого требования  ( 1)

1 1, .w s i
 

Лемма 3.5. Преобразование Лапласа – Стил-
тьеса ( 2)

1 1 2( , , )w s i i  условного распределения вре-

мени ожидания требования в первом буфере при 
условии, что в момент поступления этого тре-
бования прибор подключается ко второй очере-
ди, в буфере первой очереди находится 1i  запро-

сов, а в буфере второй очереди – 2i  запросов, 

определяется как 

 

   
2 2

( 2)
1 1 2

1
(2) (2) (2)

1 2 1
0

, ,

2, , , ,0
N i

l
l

w s i i

s w s i l i



 





    β
 

2 2

(2) (2) (2)
1 2 1(2, ) ( , , ,0).l

l N i

s w s N i


 

  β  

Доказательство. Исходя из вероятностного 
смысла преобразования Лапласа – Стилтьеса, 
функция ( 2)

1 1 2( , , )w s i i  есть вероятность того, что 

«катастрофа» не наступит за оставшееся время 
подключения прибора ко второй очереди и за это 
время во вторую очередь поступит l запросов 

 (2) 2, ,l s  умноженная на произведение распре-

деления вероятностей состояний управляющего 
процесса для обслуживания первого запроса из 
второго буфера (2)β  и вероятности ненаступле-

ния «катастрофы» в будущем  (2)
1 2 1, , ,0 .w s i l i  
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Лемма 3.6. Преобразование Лапласа – Стил-
тьеса  (1)

1 1 2, , ,w s j i i  условного распределения 

времени ожидания требования в первом буфере 
при условии, что в момент поступления этого 
требования прибор обслуживает запросы из 
первой очереди, если еще требуется обслужить 
j запросов, при этом в первом буфере находится 

1i  запросов, а во втором – 2 ,i  определяется как 

 (1)
1 1 2, , ,w s j i i   

 

 

2 2 2 21 1
(1) (* 1,1)

0 0

( 2) ( 2)
1 1 2

2, (2, )

, ,

N i N i l
j

l m
l m

F s P s

w s i i l m

    


 

 

 

   

 
β

 

 

 

2 2

2 2

1
(1) (* 1,1)

0

( 2) ( 2)
1 1 2

2, (2, )

, ,

N i
j

l m
l m N i l

F s P s

w s i N

  


   

 

 

 

 
β

 

 
2 2

1(1) (1) ( 2) ( 2)
1 1 2(2, ) ( ) ( , , ).

j

l
l N i

F s s w s i N
   

 

  β  

Доказательство. Учитывая вероятностный 
смысл преобразования Лапласа – Стилтьеса, по-
лучаем, что функция  (1)

1 1 2, , ,w s j i i  есть произ-

ведение вероятности того, что «катастрофа» не 
наступит за оставшееся время обслуживания за-
проса из первой очереди и за это время во вто-
рую очередь поступит l запросов  (1) 2,lF s  на 

вероятность того, что «катастрофа» не наступит 
за время обслуживания остальных запросов из 
первой очереди и за это время придёт m запросов 
во вторую очередь  (* 1,1) 2,j

mP s  на произведение 

начального распределения вероятностей состоя-
ний управляющего процесса подключения ко 
второму буферу ( 2)β  и вероятности ненаступле-

ния «катастрофы» в будущем  ( 2)
1 1 2, , .w s i i  

Теорема 3.1. Преобразование Лапласа – Стил-
тьеса  1w s  распределения времени ожидания 

произвольного требования в первом буфере вы-
числяется по формуле 

 

   
1 2

1 2

1 2

1 1

(1)1
1(1) ( 1)

1 2 1 1(1)
0 0

, ,

loss

N N
M W

i i

w s P

I D I
i i w s i




 

 

  
 
 

 q e
 

   
1

1 2

(1)
1(1) (1)

1 2 1 1 2(1)
1

, , , , ,
N

M W

j

I D I
j i i w s j i i



 
 

π e  

   2 2

(1)
1(2) ( 2)

1 2 1 1 2(1)
, , ,

M W
I D I

i i w s i i 
 

 


q e  

   
2

2 2

(1)
1(2) (2)

1 2 1 1 2(1)
1

., , , , ,
N

M W

j

I D I
j i i w s j i i



 









π e  

Доказательство. Вытекает из формулы пол-
ной вероятности и лемм 3.3–3.6.                            

Аналогичным образом доказывается 

 Теорема 3.2. Преобразование Лапласа – Стил-
тьеса  2w s  распределения времени ожидания 

произвольного требования во втором буфере 
вычисляется по формуле 

 

   
2 1

2 1

2 1

2 2

(2)1
1(2) ( 2)

1 2 2 2(2)
0 0

, ,

loss

N N
M W

i i

w s P

I I D
i i w s i




 

 

  
 
 

 q e
 

   
2

2 1

(2)
1(2) (2)

1 2 2 1 2(2)
1

, , , , ,
N

M W

j

I I D
j i i w s j i i



 
 

π e  

   1 1

(2)
1(1) ( 1)

1 2 2 1 2(2)
, , ,

M W
I I D

i i w s i i 
 

 


q e  

   
1

1 1

(2)
1(1) (1)

1 2 2 1 2(2)
1

, , , , , ,
N

M W

j

I I D
j i i w s j i i



 

 

π e  

где соответствующие функции определяются как 
          22 2 (2)
2 2, ( ) ,iw s i L s s    

             1 1 2(1) 1 ( 2)
2 1 2 2 2, , , ( ) , ,jw s j i i L s s w s i   β  

         

         

1 1

1 1

1
1 1 1(1)

2 1 2 2 1 2
0

1 1 1
2 1 2

, , (1, ) , ,0,

1, , ,0, ,

N i

l
l

l
l N i

w s i i s w s i l i

s w s N i

 






 

   

 





β

β

 

           
     

1 1 1 11 1
2 2 * 1,2

2 1 2
0 0

1 1
2 1 2

, , , 1, 1,

, ,

N i N i l
j

l m
l m

w s j i i F s P s

w s i l m i

    


 

 

 

   

 
β

 

       

     

1 1

1 1

1
2 * 1,2

0

1 1
2 1 2

1, 1,

, ,

N i
j

l m
l m N i l

F s P s

w s N i

  


   

 

 

 

 

β

 

         
1 1

2 1 1(2) 1
2 1 21, ( ( )) , , .j

l
l N i

F s s w s N i


 

 

  β  

Следствие 3.1. Среднее время ожидания 
произвольного требования kW  в буфере k, 1,2,k   

вычисляется по формуле 0

( )
| .k

k s

dw s
W

ds    

Среднее время ожидания требования, при-
нятого в k-ый буфер, accept

kW  вычисляется по 

формуле .
1

accept k
k loss

k

W
W

P



  

Доказательство. Формула для kW  вытекает 

из свойств преобразования Лапласа – Стилтьеса. 
Для вывода формулы для accept

kW  заметим, что 

среднее время ожидания произвольного требова-
ния в k-ом буфере также учитывает среднее вре-
мя ожидания потерянных требований:  

,loss loss accept accept
k k k k kW W P W P   

где 0loss
kW   – среднее время ожидания потерян-

ного требования в k-ом буфере, accept
kP  – вероят-

ность принятия требования в k-ом буфере.  
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Учитывая тот факт, что 1,loss accept
k kP P   по-

лучаем  

.
1

accept k k
k accept loss

k k

W W
W

P P
 


                     

 
 Заключение 

Исследована система массового обслужива-
ния с дисциплиной поллинга и двумя потоками 
запросов, которая может быть использована для 
рекуррентного вычисления характеристик сис-
темы с произвольным числом потоков запросов 
при весьма общих предположениях о входном 
потоке и распределениях времен обслуживания 
запросов и времен переключения прибора между 
потоками. Модель MAP входного потока позво-
ляет учитывать возможную корреляцию интер-
валов между моментами поступления запросов и 
произвольное значение дисперсии длин этих ин-
тервалов. Распределение фазового типа времен 
обслуживания запросов и времен переключения 
прибора между потоками может быть использо-
вано для аппроксимации произвольного распре-
деления. Основным результатом статьи являются 
формулы для вычисления преобразований Лап-
ласа – Стилтьеса распределений времен ожида-
ния запросов. Для их вывода использована тех-
ника метода введения дополнительного события 
(метода катастроф), использующего вероятност-
ную интерпретацию преобразования Лапласа –
Стилтьеса. Результаты могут быть обобщены на 
случай наличия взаимной корреляции входных 
потоков. 
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 Введение 
Ранее были доказаны теоремы о связи меж-

ду наилучшими приближениями алгебраически-
ми многочленами и обобщёнными модулями 
гладкости, определяемых с помощью операторов 
обобщённых сдвигов, предложенных Потапо-
вым М.К. [1]. Но в этих теоремах рассматрива-
ются обобщённые модули гладкости, в которых 
обобщённые сдвиги берутся с разными шагами 
для каждой следующей обобщённой разности. В 
настоящей работе для некоторого класса функ-
ций получены прямые и обратные теоремы для 
обобщённых модулей, в которых каждая следую-
щая разность берётся с одним и тем же шагом.  

 
1 Основные определения 
Будем говорить, что ,qf L  1 ,q    если 

функция f измерима на отрезке [–1, 1] и  
1/1

1

( ) ,

q

q

q
f f x dx



 
   
 
  

а для q    функция f непрерывна на  отрезке 

[1, 1] и 
1 1

( ) .max
x

f f x
   
  Через , ,qL    обозна-

чим множество таких функций f, что 
( )(1 ) (1 ) qf x x x L     и  

, ,
( )(1 ) (1 ) .

p q
f f x x x 

 
    

Рассмотрим оператор обобщённого сдвига 
типа Гегенбауэра, предложенный в [1]. Положим 

для 
1

2
     

( , , )tT f x                           (1.1) 

 
1 1

2 2 2

1

1
cos 1 sin (1 ) ,

( )
f x t y x t y dy





   
    

где 
1 1

2 2

1

( ) (1 ) .y dy




     

Введём также обозначения: 
1( , , ) ( , , ) ( ),t tf x T f x f x      

1 1( , , ) ( ( , , ), , ),k k
t t tf x f x x       2,3,...,k   

МАТЕМАТИКА
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1 1 1

1 1
,..., ,...,( , , ) ( ( , , ), , ),

k k k

k k
t t t t tf x f x x



        

2,3,...,k   

1 ,...,, , , ,, 1,...,
( , ) sup ( , ) ,

k
i

k
t tk q qt i k

f f x    
     

, , , ,
( , , ) sup ( , , ) .k

tk q qt
f f x   

       

Обозначим через 1
, ,q    класс функций 

, ,qf L    таких, что 1( , , ) ( ) ( )t f x h x g t    

[ 1,1],x    [ , ],t     где , ,qh L    и 

sup ( ) .
t

g t


   Будем говорить, что , ,
k
qf    

(k = 2, 3, …), если 1( , , ) ( ) ( ),t f x h x g t    где 
1

, ,
k
qh 
   и функция g одна и та же во всех клас-

сах , ,
l
q    (l = 1, 2, 3, …). 

Через , ,( )n qE f    обозначим наилучшее при-

ближение функции , ,qf L    при помощи алгеб-

раических многочленов nP  степени не выше, чем 

n – 1, в метрике , , ,qL    т. е.  

, , , ,
( ) ( ) ( ) ,inf

n

n nq q
P P

E f P x f x   
   

где P – множество алгебраических многочленов 
степени не выше, чем n – 1, n = 1, 2, … . 

 
2 Вспомогательные утверждения 
Лемма 2.1. Пусть числа , ,q    такие, что 

1 ,q    
1

2
      и 

1

2
      при q = 1, 

1 1 1

2 2 2q q
        и 

1 1 1

2 2 2q q
        при 

1 ,q    
1

0
2

      и 
1

0
2

      при 

.q    Тогда, если , ,qf L    то , ,( , , )t qT f x L     

и 
, , , ,

( , , ) ,t q q
T f x C f

   
   где постоянная С не 

зависит от f и t. 
Лемма 2.1 доказана в [1, с. 235–236]. 

 
3 Основные результаты  
Теорема 3.1 Пусть даны числа , ,q k  та-

кие, что 1 ,q    
1

, 1,2,3,....
2

k     Пусть 

числа  и  выбраны по правилу: 
1

2
      и 

1

2
      при q = 1, 

1 1 1

2 2 2q q
        и 

1 1 1

2 2 2q q
        при 1 ,q    

1
0

2
      

и 
1

0
2

      при .q    Тогда для , ,
k
qf    

справедливо равенство: 

, , , ,( , ) ( , ) .k q k qf f         

Доказательство: Заметим, что 
( , ) ( , ).t tT f x T f x   

Поэтому достаточно рассмотреть случай 
[0, ].t   В силу Леммы 2.1 числа , ,( , )k qf     и 

, ,( , )k qf     существуют. В силу условия 
1

1( , ) ( ) ( ),t f x h x g t   

1( , ) ( ) ... ( )( ( )) ,k k
t kf x h x h x g t     

1 ,..., 1 1( , ) ( ) ... ( ) ( ) ... ( ).
k

k
t t k kf x h x h x g t g t       

Тогда  

, ,

1 , ,
0 , 1,...,

( , )

sup ( ) 1 ... ( ) 1 ,

k q

k q
t i ki

f

g t g t f

 

 
  

  

    


 

, , , ,
0

( , ) sup ( ) 1 .
k

k q q
t

f g t f   
 

     

Поскольку для 0a    

1
, 1,...,

sup sup ... ,k
k

a z b a z b i ki

z z z
    

    

то теорема доказана.                                                
Примеры функций, принадлежащих классу 

, , :k
q    

1) полиномы Якоби [3, с. 469]; 
2) функция ( ) sin(arccos ),f x x  которая не 

является многочленом. 
Действительно. Сделаем в (1.1) замену 

cos ,x    [0, ],   arccos ,x   cos .y    То-

гда, используя формулы сферической тригоно-
метрии, получим 

2

0

1
( ,cos , ) (cos )sin

( )tT f f c d


     
    

2 1

0

1 sin
( ,cos , ) sin

( ) sintT f d



      

    

2 1

0

1 sin
( ) .

( ) sin
f x d

  
 

    

Теорема 3.2. Пусть даны числа , ,q k  та-

кие, что 1 ,q    
1

, 1,2,3,....
2

k     Пусть 

числа  и  выбраны по правилу: 
1

2
      и 

1

2
      при q = 1, 

1 1 1

2 2 2q q
        и 

1 1 1

2 2 2q q
        при 1 ,q    

1
0

2
      

и 
1

0
2

      при .q    Тогда для , ,
k
qf    

справедливы неравенства: 

1 , ,
, ,

2 12
, ,2

1

1
( ) , ,

( ) ,

n kq
q

n
r

m qr
m

C E f f
n

C
m E f

n

 
 


 
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где положительные постоянные С1 и С2 не зави-
сят от f и n (n=1, 2, 3, …). 

Доказательство: Cледует из теоремы 3.1 и 
ранее полученного результата в [2, c. 37–38]. 

 
Заключение 
В статье доказано совпадение обобщённых 

модулей гладкости, определяемых при помощи 
оператора обобщённого сдвига вида (1.1), в ко-
торых обобщённые разности рассматриваются с 
разными и одинаковыми шагами для функций из 
класса , , .k

q    Как следствие, получены прямая и 

обратная теоремы о приближении алгебраиче-
скими многочленами непериодических функций 
из этого класса. Ранее аналогичный результат 
был получен в работе [4] для оператора обоб-
щённого сдвига 

 
 

2

2

1
( , ) cos 1 sin

2

cos 1 sin .

tT f x f x t x t

f x t x t

   
   
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Аннотация. Приводятся примеры конечных разрешимых и простых групп, в которых каждая 2-максимальная  
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,F  содержащей все нильпотентные группы, и группы GF  доказывается, что требование F-субнормальности всех 

строго 2-максимальных подгрупп совпадает с требованием субнормальности всех 2-максимальных подгрупп. 
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Введение 
Все рассматриваемые группы предполага-

ются конечными. Запись H G  (H < G) означа-
ет, что H – подгруппа (собственная подгруппа) 
группы G. Подгруппа M группы G называется 
максимальной подгруппой, обозначается 

,M G  если M < G и из включений M H G   
следует, что M = H или H = G. 

Пусть G – группа и H – подгруппа группы 
G. Будем использовать обозначение: 

Max( , ) { }.G H M G H M  ∣  
Если 1H   – единичная подгруппа группы G, то 
вместо Max( ,1)G  пишем Max( ),G  где Max( )G  – 

множество всех максимальных подгрупп группы 
G. Следует отметить, что Max( )G    в точно-

сти тогда, когда 1.G   

Подгруппа H группы G называется 2-макси-
мальной подгруппой группы G, если существует 
подгруппа Max( , )M G H  такая, что ;H M  
n-максимальной подгруппой группы G для 3,n   

если существует подгруппа Max( , )M G H  та-

кая, что H – (n – 1)-максимальная подгруппа в M. 
Существуют группы, в которых одна и та же 

подгруппа одновременно является 2-макси-
мальной и n-максимальной подгруппой для 3.n   
Например, в группе 2 (8)L  [1, IdGroup(504,156)] 

подгруппа 2C  является 2-максимальной, 3-мак-

симальной и 4-максимальной подгруппой: 

2 14 2 (8),C D L   

2 3 18 2 (8),C S D L    
2 3 3

2 2 2 2 7 2 (8).C C C C C L     

МАТЕМАТИКА
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Монахов В.С. и Княгина В.Н. [2, пример 3] 
привели пример групп, в которых для любого 

3n   некоторая 2-максимальная подгруппа яв-
ляется n-максимальной. 
 Вместе с тем, существуют ситуации, когда 
2-максимальная подгруппа остается 2-макси-
мальной в любых цепочках подгрупп. Подгруппа 
H группы G называется строго 2-максимальной 
подгруппой группы G, если H M  для всех 

Max( , ).M G H  Ясно, что строго 2-максималь-

ная подгруппа группы G 2-максимальна в G и не 
является n-максимальной в G ни для какого 3.n   

Через 2Max ( )G  будем обозначать множест-

во всех 2-максимальных подгрупп группы G, 
через 2Max ( )G  – множество всех строго 2-мак-

симальных подгрупп группы G. Если 

2 2Max ( ) \ Max ( ),H G G   

то согласно [3] подгруппа H называется слабо 
2-максимальной подгруппой группы G. 

Ясно, что 2Max ( )G    в точности тогда, 

когда G = 1 или | G | – простое число. Из леммы 
об индексах следует, что 2-максимальная под-
группа наименьшего индекса будет строго 2-
максимальной, см. лемму 2.1. Поэтому 

2Max ( )G    для любой группы 1G   непро-

стого порядка. 
Второй автор данной работы сформулиро-

вал следующую проблему: «Каковы главные 
факторы конечной группы, в которой каждая 
2-максимальная подгруппа не является n-макси-
мальной для любого 3n  ?» [4, 19.54]. Эта про-
блема рассматривалась в [3], [5], [6]. 

Если каждая 2-максимальная подгруппа 
группы G не является n-максимальной для 3,n   

то 2 2Max ( ) Max ( ),G G   т. е. каждая 2-макси-

мальная подгруппа группы G строго 2-макси-
мальна. Поэтому указанная проблема может 
быть сформулирована следующим образом: «Ка-
ковы главные факторы конечной группы, в кото-
рой 2 2Max ( ) Max ( )G G  ?» 

В разделе 2 мы приводим примеры групп, в 
которых 2 2Max ( ) Max ( ),G G   и некоторые на-

блюдения о строго 2-максимальных подгруппах. 
 В разделе 3 мы рассматриваем свойства 
групп с 2-максимальной подгруппой порядка 2. 
Такими группами являются, например, группы 

2 (8)L  и 2 (13).L  В случае, когда в группе сущест-

вует строго 2-максимальная подгруппа порядка 2, 
группа является сверхразрешимой группой по-
рядка 4p, 2pq или 22 ,p  где p и q – различные про-

стые числа, либо изоморфна 4 ,A  см. теорему 3.1. 

В разделе 4 мы изучаем группу, в которой 
каждая 2-максимальная подгруппа является хол-
ловой, см. теорему 4.1. Опираясь на результаты 
Масловой Н.В. и Ревина Д.О. [7], мы получаем 

разрешимость группы, а затем применяем описа-
ние из [8]. 

Ю.В. Луценко и А.Н. Скиба [9] показали, 
что в ненильпотентной группе с субнормальны-
ми 2-максимальными подгруппами все собст-
венные подгруппы абелевы. Этот результат оста-
ется верным, если субнормальными являются 
строго 2-максимальные подгруппы [10]. Группы 
с формационно субнормальными подгруппами 
исследовались в [11]–[14]. В разделе 5 мы рас-
сматриваем группы с формационно субнормаль-
ными строго 2-максимальными подгруппами в 
случае, когда формация решеточная. В этой си-
туации требование F-субнормальности всех стро-
го 2-максимальных подгрупп совпадает с требо-
ванием субнормальности всех 2-максимальных 
подгрупп, см. теорему 5.1. 
 

1 Вспомогательные результаты 
Лемма 1.1 [15, теорема 1.39]. Пусть 

H K G   и G – группа. Если T – правая транс-
версаль H в K, а S – правая трансверсаль K в G, 
то TS – правая трансверсаль H в G. В частно-
сти, | : | | : || : | .G H G K K H  

Лемма 1.2 [16, лемма 4.1], [17, II.3.10]. 
Пусть A – неприводимая абелева группа авто-
морфизмов группы B, | | 1.mB p   Тогда A – 

циклическая группа и m – наименьшее натураль-
ное число такое, что | A | делит 1.mp   

Лемма 1.3 [17, IV.2.6]. Пусть p – силовская 
p-подгруппа группы G такая, что ( ( ))GP Z N P  

(т. е. ( ) ( )G GC P N P  и поэтому P абелева). То-

гда существует нормальная подгруппа N группы 
G такая, что / .G N P  

Лемма 1.4 [17, IV.2.8]. Пусть p – наимень-
ший простой делитель порядка группы G. Если 
группа G имеет циклическую силовскую p-под-
группу P, то существует нормальная подгруппа 
N группы G такая, что / .G N P  

Лемма 1.5 [17, II.8.17]. Пусть G – группа 
порядка 12 или 24. Если G содержит элементар-
ную абелеву нормальную подгруппу порядка 4 и 

( ) ,GC N N  то либо 4 ,G A  либо 4 .G S  

Лемма 1.6 [17, IV.7.4]. Пусть H – макси-
мальная подгруппа группы G. Если H нильпо-
тентна и ( ) ,Z P P  где p – силовская 2-под-

группа из H, то группа G разрешима. 
Лемма 1.7. Если в группе M существует 

максимальная подгруппа K порядка 2, то 
| M | = 2p, p – простое, 2.p   

Доказательство. Если K нормальна в M, то 
| M | = 2p, p – простое, 2.p   Пусть K не нор-

мальна в M. Тогда K – силовская 2-подгруппа 
группы M, M N K   и по лемме 1.4 .N M  
Поскольку K действует неприводимо на N, то 
| |N p  по лемме 1.2.                                              
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Лемма 1.8. Если G – несверхразрешимая 
группа порядка 4p, p – простое, то 4 .G A  

 Доказательство. Пусть p и q – силовские 
p- и 2-подгруппы группы G. Если ( ),GQ N Q  то 

p нормальна в G по лемме 1.3 и G сверхразре-
шима [17, VI.9], противоречие с условием. По-
этому Q нормальна в G. Если в G существует 
нормальная подгруппа 1Q  порядка 2, то 

1| / | 2G Q p  и G сверхразрешима [17, VI.9], про-

тиворечие с условием. Поэтому Q – минимальная 
нормальная в G подгруппа, ( )GQ C Q  и P дей-

ствует неприводимо на Q. По лемме 1.2 3p   и 

4G A  по лемме 1.5.                                               

 
2 О группах, в которых 2 2Max ( ) Max ( )G G   

Лемма 2.1. Если G – неединичная группа не 
простого порядка, то 2Max ( ) .G    

Доказательство. Пусть G – неединичная 
группа не простого порядка и H – ее 2-макси-
мальная подгруппа наименьшего индекса среди 
всех 2-максимальных подгрупп группы G. Пред-
положим, что H не является строго 2-макси-
мальной подгруппой. Тогда существует под-
группа Max( , )M G H  такая, что H не является 

максимальной подгруппой в M. Значит, в M су-
ществует подгруппа K такая, что .H K M   По 
лемме 1.1 

| : | | : || : |,

| : | 1, | : | | : | .

G H G K K H

K H G K G H


 

 

Таким образом, K – 2-максимальная подгруппа 
группы G и | : | | : |,G K G H  что противоречит 

выбору H. Отсюда заключаем, что H является 
строго 2-максимальной подгруппой в G.              

Лемма 2.2. Пусть H – 2-максимальная под-
группа группы G, .H M G   Если индексы 
| G : M | и | M : H | – простые числа, то H – стро-
го 2-максимальная подгруппа группы G. В част-
ности, если G – сверхразрешимая группа, то  

2 2Max ( ) Max ( ).G G   

Доказательство. Предположим, что H –  
2-максимальная подгруппа группы G, H M G   
и индексы | G : M | и | M : H | – простые числа. 
Допустим, что H не является строго 2-макси-
мальной подгруппой группы G. Тогда в G есть 
подгруппа K такая, что H < K < G и H 2-макси-
мальна в K. Следовательно, существует подгруп-
па L такая, что .H L K G   По лемме 1.1 

| : | | : || : || : |,

| : | 1, | : | 1, | : | 1,

G H G K K L L H

G K K L L H


  

 

значит, | G : H | делится на три простых числа, 
противоречие. Таким образом, H – строго 2-мак-
симальная подгруппа группы G. 

Пусть H M G   и пусть G – сверхразре-
шимая группа. По теореме Хупперта [17, VI.9.5], 
| G : H | делится в точности на два простых числа, 

не обязательно различных. Если ,H X G   то 
| X : H | – простое число и H – максимальная под-
группа группы X. Поскольку X – произвольная 
максимальная подгруппа в G, содержащая H, то 
H – строго 2-максимальная подгруппа группы G.  

Приведем примеры несверхразрешимых 
групп, в которых 2 2Max ( ) Max ( ).G G   

Пример 2.1. Для группы 2
3 8C C  из [1, 

IdGroup(72,39)], [20] следует: 
2 2
3 8 8 3 4Max( ) { , },C C C C C   

2 2
2 3 8 4 3 3 2 3 8Max ( ) { , } Max ( ).C C C C S C C      

Пример 2.2. Для группы 3 (2)U  из [1, 

IdGroup(72,41)], [20] следует:  
2

3 8 3 4Max( (2)) { , },U Q C C   

2 3 4 3 3 2 3Max ( (2)) { , } Max ( (2)).U C C S U    

Пример 2.3. Для группы 2 (17)L  из [1], [19, 

p. 9], [18] следует: 

2 17 8 4 18 16Max( (17)) { , , , },L C C S D D   

2 2 17 4 8 4 8 3 9

2 2

Max ( (17)) { , , , , , }

Max ( (17)).

L C C C A D S C

L

 

 


 

Пример 2.4. Для группы 3 (3)U  из [1], [18], 

[19, p. 9] следует: 

3

2 2
3 3 8 4 3 2 2 4 3

Max( (3))

{( ) , ( ) , (3) , (2)},

U

C C C C C C SL C L



     
 

2 3

2
3 3 4 4 2 2 3

2 2
4 2 4 3 7 3 3 8 4

2 3

Max ( (3))

{( ) , (( ) ) ,

, , , , }

Max ( (3)).

U

C C C C C C C

C C C C C C C C S

U



 



 

   

   
 

 
3 Группы с 2-максимальной подгруппой 

порядка 2  
Для неединичной группы G рассмотрим це-

почку подгрупп  

1 1 01 ,t tG G G G G       
в которой каждая iG  является максимальной 

подгруппой 1.iG   Число подгрупп в такой цепоч-

ке называется ее длиной. Длина группы G, обо-
значаемая через ( ),l G  есть максимальная длина 

таких цепочек. Глубина группы G, обозначаемая 
через ( ),G  есть минимальная длина таких це-

почек. Если 1 ( ) 2,G    то G – группа простого 

порядка или группа с максимальной подгруппой 
простого порядка. 

Предположим, что в группе G есть 2-мак-
симальная подгруппа K простого порядка. Тогда 
1 K M G    и ( ) 3.G   

Лемма 3.1 [21, теорема 1]. Группа G имеет 
глубину 3 тогда и только тогда, когда либо G – 
разрешима и ее главный ряд имеет длину 3, либо 
G – одна из простых групп таблицы 3.1. 
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Таблица 3.1. – Простые группы G 
 

G Условия 

pA  p и ( 1) / 2p   простые и {7,11, 23}p  

2 ( )L q  ( 1) / (2, 1)q q   или ( 1) / (2, 1)q q   

простые, 9,q   или q простое и 

3, 13q      mod 40 ,  или 3kq   с про-

стым 3;k   

( )nL q  
n и 

( )( , )

nq

q n q


 



 
 простые, 3n   и 

( , , ) (3,4, ),n q   (3,3, ), (3,5, ), (5,2, )
2

2 ( )B q  1q   простое 

23 ,M    

 
Из леммы 3.1 вытекает следующая лемма. 
Лемма 3.2. Группа G имеет 2-максималь-

ную подгруппу K порядка 2, ,K M G   тогда и 
только тогда, когда либо G разрешима и ее глав-
ный ряд имеет длину 3, либо G – простая группа 
и справедливо одно из следующих утверждений: 

(1) 2 (2 ),kG L
2(2 1)

,kM D


 2 1k   – простое; 

(2) 2 ( ),G L q  1,qM D   ( 1) / 2q   – про-

стое, 9;q   

(3) 2
2 ( ),G B q  2( 1) ,qM D   q – 1 – простое. 

Пример 3.1. В знакопеременной группе 5A  

степени 5 [1, IdGroup(60,5)] подгруппы порядка 3 
и 5 являются строго 2-максимальными подгруп-
пами. Подгруппа порядка 2 является слабо 
2-максимальной подгруппой. 

Пример 3.2. В знакопеременной группе 
2

4 2 3A C C   степени 4 [1, IdGroup(12,3)] под-

группа порядка 2 является строго 2-максималь-
ной подгруппой. 

Теорема 3.1. Если в группе G существует 
строго 2-максимальная подгруппа порядка 2, то 
G является сверхразрешимой группой порядка 
2pq, где p и q – простые числа, не обязательно 
различные, либо G изоморфна знакопеременной 
группе степени 4. 

Доказательство. Зафиксируем в группе G 
строго 2-максимальную подгруппу K порядка 2. 
Если G – 2-группа, то | G | = 8. Пусть G – не  
2-группа. Если K – силовская 2-подгруппа груп-
пы G, то G 2-нильпотентна по лемме 1.4. Если 

2 ,K G  где 2G  – силовская 2-подгруппа группы 

G, то 2G  – максимальная подгруппа группы G и 

2| | 4.G   По лемме 1.6 группа G разрешима. 

Пусть M – произвольная максимальная под-
группа группы G, содержащая K. По условию 
подгруппа K максимальна в M. Согласно лемме 
1.7 либо | | 4,M   либо | | 2 ,M p  p – простое 

нечетное число. 

Пусть | M | = 4. Если M нормальна в G, то 
| G | = 4r, r – простое нечетное. Если M не нор-
мальна в G, то ( )GM N M  и по лемме 1.3 суще-
ствует нормальная в G подгруппа Q такая, что 

.G Q M   Подгруппа Q K  максимальна в G. 

По условию подгруппа K будет максимальной в 
,Q K  поэтому | |Q q  по лемме 1.7 и | G | = 4q, 

q – нечетное простое. 
Пусть | M | = 2p, p – простое нечетное число. 

Если M нормальна в G, то 2| | 2G p  или 

| G | = 2pr, r – простое, .r p  Пусть M не нор-

мальна в G, тогда ( )GM N M  и | : | 2,aG M t   

t – простое нечетное. Если ,p t  то tKG  – мак-

симальная в G подгруппа, где tG  – силовская 
t-подгруппа группы G. По условию подгруппа K 
максимальна в tKG  и | | 2G pt  по лемме 1.7. 
Пусть p = r. Тогда P нормальна в G, где P – си-
ловская p-подгруппа из M. В фактор-группе G / P 
подгруппа M / P максимальна и имеет порядок 2, 
поэтому | G / P : M / P | = p по лемме 1.7 и 

2| | 2 .G p  

Группы порядков 2pq и 22 p  сверхразреши-
мы. Согласно лемме 2.2 в сверхразрешимой 
группе любая 2-максимальная подгруппа являет-
ся строго 2-максимальной. Поэтому любая груп-
па порядка 2pq, 22 p  и сверхразрешимые группы 
порядка 4p удовлетворяют условию теоремы. 
Несверхразрешимая группа порядка 4p изоморф-
на 4A  по лемме 1.8, эта группа также удовлетво-

ряет условию теоремы ввиду примера 3.2.           

Пример 3.3. В простых группах 2 (8)L  и 

2 (13)L  есть максимальная подгруппа, изоморф-

ная 14 ,D  поэтому подгруппа порядка 2 является 
2-максимальной подгруппой в этих группах. В 
простой группе 2 (23)L  есть максимальная под-

группа 22 ,D  поэтому подгруппа порядка 2 в 

группе 2 (23)L  является 2-максимальной под-
группой. Поэтому в теореме 3.1 слово «строго» 
убрать нельзя. 
 

4 Группы с холловыми 2-максимальными 
подгруппами 

Напомним, что подгруппа H группы G на-
зывается холловой подгруппой, если | H | и 
| G : H | взаимно просты. Зафиксируем следую-
щие обозначения: ( )G  – множество всех про-

стых делителей порядка группы G; pG  – силов-

ская p-подгруппа группы G; 
( ) { ( ) :| | };rG r G G r     

( ) { ( ) :| | }.rG r G G r     

Ясно, что ( ) ( ) ( )G G G     и ( ) ( ) .G G     

Через ( )GG  и ( )GG  обозначаются (G)-холлова 

и (G)-холлова подгруппы группы G. 
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Говорят, что группа G имеет силовскую 
башню, если она обладает нормальным рядом, 
факторы которого изоморфны силовским под-
группам. 
 Подгруппой Гашюца группы G называется 
подгруппа W, удовлетворяющая следующим 
двум условиям: 

(1) W сверхразрешима; 
(2) если ,W A B G    то :B A∣ ∣ – не про-

стое число. 
В любой разрешимой группе подгруппы Га-

шюца существуют и сопряжены [15, теорема 5.29]. 
Сверхразрешимым корадикалом группы G 

называется наименьшая нормальная в G под-
группа, фактор-группа по которой сверхразрешима. 

Теорема 4.1. Пусть G – непримарная груп-
па, в которой каждая 2-максимальная подгруппа 
является холловой подгруппой. Если G – сверх-
разрешимая группа, то ее порядок свободен от 
квадратов, т. е. ( ) ( ).G G    Пусть G – не-

сверхразрешимая группа. Тогда справедливы сле-
дующие утверждения: 

(1) группа G имеет силовскую башню и ка-
ждая максимальная в G подгруппа является хол-
ловой подгруппой; 

(2) | ( ) | 2G   и ( ) ,GG W   где W – подгруп-

па Гашюца группы G; 
(3) | ( ) | 1G   и ( )GG  является сверхразре-

шимым корадикалом группы G. 
 Доказательство теоремы 4.1 осуществляется 
по следующей схеме. Вначале опираясь на ре-
зультаты Н.В. Масловой и Д.О. Ревина [7], мы 
получаем разрешимость группы, затем доказыва-
ем утверждение (1) теоремы и применяем описа-
ние групп из [8]. 

Из теоремы 4.1 вытекает, что бипримарные 
группы с холловыми 2-максимальными подгруп-
пами имеют порядок pq. Трипримарные группы 
могут быть несверхразрешимыми. 

Пример 4.1. В полной линейной группе 

2 (29)GL  есть циклическая подгруппа 15C  поряд-

ка 15, которая действует неприводимо на эле-
ментарной абелевой группе 2

29C  порядка 229 .  В 

полупрямом произведении 2
29 15C C  все макси-

мальные подгруппы и все 2-максимальные под-
группы холловы. 
 

5 Группы с формационными ограниче-
ниями на 2-максимальные подгруппы 

Пусть F – формация, G – группа. Пересече-
ние всех нормальных подгрупп группы G, фак-
тор-группы по которым принадлежат F, обозна-
чается через GF  и называется F-корадикалом 
группы G. 

Подгруппа H группы G называется F-суб-
нормальной в G, если H = G или существует це-
почка подгрупп 

0 1 1n nH H H H H G       
такая, что 1i iH H F  для всех i [16, II.8]. 

В случае, когда H G  и H F-субнормаль-
на в G, говорят, что H F-нормальна в G. В любой 
группе N-субнормальная подгруппа субнормаль-
на, а в разрешимых группах верно и обратное 
утверждение: субнормальная подгруппа разре-
шимой группы N-субнормальна, см. [16], [22, 
лемма 1.11]. 
 Формация F называется решеточной, если в 
любой группе множество всех ее F-субнор-
мальных подгрупп образует подрешетку решетки 
всех подгрупп. Решеточные формации описаны в 
работе [23]. 

Теорема 5.1. Пусть F – наследственная на-
сыщенная решеточная формация, содержащая 
все нильпотентные группы, и группа .GF  То-
гда следующие утверждения эквивалентны: 

(1) группа G содержит максимальную не-
нормальную подгруппу M и каждая максималь-
ная в M подгруппа субнормальна в G; 

(2) каждая 2-максимальная подгруппа груп-
пы G субнормальна в G; 

(3) каждая строго 2-максимальная под-
группа группы G субнормальна в G; 

(4) группа G содержит максимальную не  
F-нормальную подгруппу M и каждая макси-
мальная в M подгруппа F-субнормальна в G; 

(5) каждая 2-максимальная подгруппа груп-
пы G F-субнормальна в G; 

(6) каждая строго 2-максимальная под-
группа группы G F-субнормальна в G; 

(7) все собственные подгруппы в группе G 
абелевы. 

Доказательство теоремы 5.1 осуществляется 
по следующей схеме. Используя результаты ра-
бот [9], [10], [25] вначале проверяем, что 
утверждения (1), (2), (3) и (7) эквивалентны. За-
тем доказываем, что для решеточной формации 
утверждения (4), (5), (6) и (7) эквивалентны. 
 Отметим, что частными случаями доказан-
ной теоремы являются результаты работ [9], [10], 
[24] и [25]. 
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ОБ ОДНОПОРОЖДЕННЫХ И ОГРАНИЧЕННЫХ ТОТАЛЬНО 
-КОМПОЗИЦИОННЫХ ФОРМАЦИЯХ КОНЕЧНЫХ ГРУПП 

И.П. Лось, В.Г. Сафонов 

Белорусский государственный университет, Минск 
 

ON ONE-GENERATED AND BOUNDED TOTALLY 
-COMPOSITION FORMATIONS OF FINITE GROUPS 

I.P. Los, V.G. Safonov 

Belarusian State University, Minsk 
 

Аннотация. Все рассматриваемые группы конечны. Пусть G – группа. Тогда через form( )c G
  обозначают пересечение 

всех тотально -композиционных формаций, содержащих группу G. Формацию form( )c G
  называют тотально 

-композиционной формацией, порожденной группой G или однопорожденной тотально -композиционной формацией. 
Тотально -композиционная формация F  называется ограниченной, если она является подформацией некоторой 

однопорожденной тотально -композиционной формации, т. е. form( )c G
F  для некоторой группы G. В работе  

получены критерии однопорожденности (ограниченности) тотально -композиционной формации. 
 
Ключевые слова: формация конечных групп, -композиционная формация, однопорожденная формация, ограниченная 
формация, тотально -композиционная формация. 
 
Для цитирования: Лось, И.П. Об однопорожденных и ограниченных тотально -композиционных формациях 
конечных групп / И.П. Лось, В.Г. Сафонов // Проблемы физики, математики и техники. – 2021. – № 4 (49). – С. 101–107. – 
DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2021_4_49_101 
 

Abstract. All considered groups are finite. Let G be a group. Then form( )c G
  denotes the intersection of all totally 

-composition formations containing G. The formation form( )c G
  is called a totally -composition formation generated by G 

or a one-generated totally -composition formation. A totally -composition formation F  is called a bounded, if F  is a 

subformation of some one-generated totally -composition formation, that is, form( )c G
F  for some group G. In this paper, 

criteria for the one-generation (boundedness) of a totally -composition formation are obtained. 
 
Keywords: formation of finite groups, -composition formation, one-generated formation, bounded formation, totally  
-composition formation. 
 
For citation: Los, I.P. On one-generated and bounded totally -composition formations of finite groups / I.P. Los, 
V.G. Safonov // Problems of Physics, Mathematics and Technics. – 2021. – № 4 (49). – P. 101–107. – DOI: https://doi.org/ 
10.54341/20778708_2021_4_49_101 (in Russian) 

 
 

Введение 
Все рассматриваемые в работе группы пред-

полагаются конечными. Мы используем терми-
налогию и обозначения, принятые в [1]–[3]. 

Пусть  – непустое подмножество множест-
ва всех простых чисел. Всякую функцию вида 

: { } {формации групп}f     
называют -композиционным спутником. Для 
произвольного -композиционного спутника f 
полагают  

( ) = { | / ( ) ( ) и / ( ) ( )

для всех ( ( )) },

pCF f G G R G f G C G f p

p Com G
    

 
где ( )Com G  обозначает множество всех компо-

зиционных абелевых факторов G, ( )R G  – наи-

большая нормальная разрешимая -подгруппа 

группы G, ( )pC G  – пересечение централизато-

ров всех тех главных факторов группы G, у ко-
торых композиционные факторы имеют порядок 
p (если таких факторов у группы G нет, то пола-
гают ( ) = ).pC G G  

Если формация F  такова, что = ( )CF fF  

для некоторого -композиционного спутника f, 
то F  называют -композиционной формацией, а 

f – -композиционным спутником .F  

Всякую формацию считают 0-кратно -ком-
позиционной. При 1n   формацию F  называют 

n-кратно -композиционной [1], если = ( ),CF fF  

где все значения f являются ( 1)n  -кратно -ком-

позиционными формациями. Формация F   
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называется тотально -композиционной, если 
она является n-кратно -композиционной для 
всякого целого неотрицательного n. 

Формации такого вида введены А.Н. Ски-
бой и Л.А. Шеметковым в работе [1], где были 
установлены основные свойства n-кратно -ком-
позиционных (или, иначе, кратно частично 
композиционных) формаций, изучались n-кратно 
-композиционные произведения формаций та-
кого вида, а также доказана алгебраичность и 
модулярность решетки всех n-кратно -компози-
ционных формаций. В отмеченной работе было 
поставлено более двух десятков открытых во-
просов, определивших перспективные направле-
ния исследований в теории частично композици-
онных формаций. 

Полученные за последующее десятилетие 
результаты в этом направлении нашли свое от-
ражение в монографиях [4], [5]. При этом необ-
ходимо отметить, что особое место при изучении 
свойств n-кратно (тотально) -композиционных 
формаций, их решеток и полугрупп занимают 
формации, порождаемые одной единственной 
группой, так называемые однопорожденные 
n-кратно (тотально) -композиционные формации. 
Напомним [1], что через form( )nc G  ( form( ))c G

  

обозначают пересечение всех n-кратно (тоталь-
но) -композиционных формаций, содержащих 
данную группу G, а формацию form( )nc G  (соот-

ветственно, form( ))c G
  называют n-кратно (то-

тально) -композиционной формацией, порож-
денной группой G или однопорожденной n-крат-
но (тотально) -композиционной формацией. 

Как было показано в работе [1], однопорож-
денные n-кратно -композиционные формации 
являются компактными элементами решетки nc  

всех n-кратно -композиционных формаций. В 
недавно опубликованной работе В.В. Щербины 
[6] доказана, в частности, алгебраичность решет-
ки c

  всех тотально -композиционных форма-

ций, компактными элементами которой являются 
однопорожденные тотально -композиционные 
формации. Кроме того, при изучении тотально 
-композиционных формаций с заданными сис-
темами (структурой) подформаций (см., напри-
мер, [7]) существенную роль играют минималь-
ные тотально -композиционные не H -форма-

ции (H  – некоторый заданный класс групп), ко-

торые также однопорождены. Поэтому задача 
изучения однопорожденных -композиционных 
формаций весьма актуальна. 

Не менее важными и интересными объекта-
ми исследований теории n-кратно (тотально) 
-композиционных формаций являются так на-
зываемые ограниченные формации. При этом 
n-кратно (тотально) -композиционную формацию 

F  называют ограниченной, если она является 
подформацией некоторой однопорожденной 
n-кратно (тотально) -композиционной форма-
ции, т. е. имеет место включение form( )nc GF  

(соответственно, form( ))c G
F  для некоторой 

группы G. 
Необходимо отметить, что до настоящего 

времени менее изученными остаются тотально 
-композиционные формации. Накопленный идей-
ный и технический материал позволил в послед-
ние годы несколько активизировать исследова-
ния по теории тотально композиционных форма-
ций (см, например, работы А.А. Царева [8]–[10]), 
а также тотально -композиционных формаций 
(см. работы авторов [7], [11]–[13], В.В. Щербины 
[6], [14]). Данное обстоятельство подтверждает 
перспективность таких исследований. 

Совокупность всех тотально -композици-
онных формаций будем обозначать через ,c

  

формации, принадлежащие ,c
  называть c

  фор-

мациями. 
Пусть f – -композиционный спутник фор-

мации .F  Тогда если все значения f лежат в ,F  
то спутник f называют внутренним (или приве-
денным). Спутник f называют c

 -значным, если 

все его значения принадлежат .c
  Пусть { | }if i I  – 

набор всех c
 -значных -композиционных спут-

ников формации .F  Тогда i I if  – c
 -значный 

-композиционный спутник формации ,F  кото-

рый называют минимальным c
 -значным -ком-

позиционным спутником формации .F  
В данной работе мы доказываем следующие 

критерии однопорожденности (ограниченности) 
тотально -композиционной формации. 

Теорема 0.1. Пусть = ( ),CF fF  где f – ми-

нимальный c
 -значный -композиционный спут-

ник формации ,F  = ( ( )) .Com  F  Тогда F  

является однопорожденной тотально -компо-
зиционной формацией в том и только в том слу-
чае, когда | |<   и ( )f a  – однопороженная  

c
 -формация для всех { }.a     

Теорема 0.2. Пусть = ( ),CF fF  где f – ми-

нимальный c
 -значный -композиционный спут-

ник формации ,F  = ( ( )) .Com  F  Тогда F  

является ограниченной тотально -композици-
онной формацией в том и только в том случае, 
когда | |<   и ( )f a  – ограниченная c

 -форма-

ция для всех { }.a     

 
1 Вспомогательные результаты 
Для доказательства основных результатов 

работы нам понадобятся некоторые известные 
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факты теории частично композиционных форма-
ций, которые мы сформулируем в виде следую-
щих лемм. 

Пусть X  – некоторая совокупность групп. 

Тогда через form( )c
 X  обозначают пересечение 

всех c
 -формаций, содержащих X  и называют  

тотально -композиционной формацией, поро-
жденной ,X  а если = { },GX  то form( )c G

  на-

зывают однопорожденной тотально -компози-
ционной формацией. 

Лемма 1.1 [1, Лемма 5]. Если = form( ),c
F X  

= ( ( ))Com  X  и f – минимальный c
 -знач-

ный спутник формации ,F  то справедливы сле-
дующие утверждения: 

1) ( ) = form( / ( ) | );f c G R G G
  X  

2) ( ) = form( / ( ) | )pf p c G C G G
 X  для всех 

;p  

3) ( ) =f p   для всех \ ;p   

4) если = ( ),CF hF  спутник h c
 -значен, 

то для всех p  имеет место   

( ) = form( | ( ) , ( ) = 1)pf p c A A h p O G
  F  

и  
( ) = form( | ( ) , ( ) = 1).f c A A h R A

     F  

Лемма 1.2 [15, Лемма 2]. Пусть pZ  – груп-

па порядка p и G – группа с ( ) = 1.pO G  Тогда 

база регулярного сплетения = pT Z G  совпада-

ет с ( ) = ( ).p
pC T O T   

Лемма 1.3 [1, Лемма 4]. Если = ( )CF fF  и 

/ ( ) ( )pG O G f p F  для некоторого ,p  то 

.GF   

Для произвольной совокупности групп X  и 

всякого простого числа p класс групп ( )pCX  

определяется следующим образом [1]: 
( ) = form( / ( ) | ),p pC G C G GX X  

если ( ( ))p Com X  и ( ) = ,pC X  если 

( ( )).p Com X  

Всякая -композиционная формация F  

имеет такой -композиционный спутник f, что 
( ) =f  F  и ( ) = ( )p

pf p CN F  для всех .p  

Такой спутник называют каноническим. 
Лемма 1.4 [1, Замечание 2]. Если формация 

= ( ) = ( ),CF F CF f F  то ( ) = ( ( ) )pF p f p N F  

для всех ( ( )) .p Com F   

Напомним, что формацию F  называют [16], 
[17] 

1) -разрешимо насыщенной, если из усло-
вия /G N F  для нормальной в G -подгруппы N 

из ( ),G S  всегда следует, что GF   

(здесь GS  обозначает -разрешимый радикал 

группы G);  
2) N -насыщенной, если для любого p  

из того, что / ( ( ))pG O G F  всегда следует, что 

.GF  

Для всякого простого числа p через pZ  обозна-

чают группу порядка p. Если G – группа, F  – 

класс групп, то через ( )G  обозначают класс 

всех групп, изоморфных композиционным фак-
торам группы G, ( ) ( ).G G  FF   Совокуп-

ность всех гомоморфных образов групп из F  

обозначают через Q( ).F  

Лемма 1.5 [17, Теорема 4.5]. Пусть F  – не-

пустая формация,  – непустое множество 
простых чисел. Следующие утверждения экви-
валентны: 

1) формация F  является N -насыщенной; 

2) формация F  -разрешимо насыщенна; 

3) form( ) ;c F N F  

4) = ( ),CF fF  где f – -композиционный 

спутник, удовлетворяющий следующим условиям: 
a) Q( ) = ( / ( ) | ),pf p G C G GF  если p  и 

( );pZ Com F  

б) ( ) = ,f p   

в) ( ) = ,f S F  если \{ | },pS Z p J  где J  – 

класс всех простых групп.  
Для двух -композиционных спутников f и 

h полагают ,f h  если ( ) ( )f a h a  для всех 

{ }.a    Отметим, что если = ( )CF FF  и f – 

произвольный внутренний -композиционный 
спутник формации ,F  то .f F  

Лемма 1.6 [1, Лемма 6]. Пусть 1f  и 2f  – 

минимальные -композиционные c
 -значные спут-

ники формаций 1F  и 2F  соответственно. Тогда 

1 2F F  в том и только в том случае, когда 

1 2.f f   

Пусть F  – непустая формация групп. Тогда 

через GF  обозначают пересечение всех нор-
мальных подгрупп K группы G с /G K F  и 
называют F -корадикалом группы G. Если F  и 
H  – формации, то гашюцово произведение FH  
формаций F  и H  определяется следующим об-
разом: GFH  тогда и только тогда, когда 

.G H F  
Лемма 1.7 [18, Гл. IV.], [19, Предложение 

2.2.11]. Пусть ,F  H  и M  – формации. Тогда: 
1) ,H FH  если ; F   
2) FH  является формацией; 

3) = ( )G GFH H F  для всех ;GG  
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4) ( ) = ( ).FH M F HM   

Лемма 1.8 [1]. Пусть формация = ,F MH  

где = ( ),CF hH  = ( )CF mM  и спутники h и m 

являются внутренними. Тогда если ( ) , MN M  

то формация = ( ),CF fF  где ( ) =f  F  и 

( ) = ( ) ,f p m p H  если ( ) ,m p    ( ) = ( ),f p h p  

если ( ) = .m p    

 
2 Доказательство основных результатов 
Лемма 2.1. Пусть F  – формация, 

.       Тогда произведение S F  явля-

ется тотально -композиционной формацией.  
В частности, формация S F  тотально -ком-

позиционна.  
Доказательство. Пусть = .M S F  Покажем 

прежде, что формация M  является pN -насы-

щенной для любого .p  Действительно, пусть 

p  и / ( ( )) .pG O G M  Тогда  

( ( )) .p pG O G  M N  
Значит, .pGN M  Поскольку ввиду леммы 

1.7 (4) имеет место  
= ( ) = ( ) = = ,p p p  N M N S F N S F S F M  

то .GM  Поэтому M  – pN -насыщенная фор-

мация для любого .p  В силу леммы 1.5 фор-

мация M  является -композиционной. 
Рассмотрим формацию всех нильпотентных 

 -групп .N  Поскольку N  является компози-

ционной формацией, то она -композиционна. 
Понятно также, что для любого p  имеет ме-

сто ( ) = (1),pCN  где (1) – формация всех еди-

ничных групп. Согласно лемме 1.5 (2) имеем 
= ( ),CF t N  где t – такой -композиционный 

спутник, что ( ) = ,t  N  ( ) = ( ) =p
p pt p CN N N  

для всех .p  В силу леммы 1.7 (4) имеют ме-

сто равенства  
= ( ) = ( ) = = .     N M N S F N S F S F M  

Применяя теперь лемму 1.8 заключаем, что фор-
мация N M  имеет такой -композиционный 

спутник m, что ( ) = =m  N M M  и 

( ) = ( ) = =pm p t p M N M M  
для всех .p  Поскольку при этом формация 

M  является -композиционной и ( ) = ,m  M  

( ) =m p M  для всех ,p  то M  – 2-кратно  

-композиционная формация. Но тогда M  –  
n-кратно -композиционная формация для лю-
бого натурального n. Значит, M  – тотально  
-композиционная формация. В частности, если 

= ,   то S F  – тотально -композиционная 

формация.                                                                 

Доказательство теоремы 0.1. Необходи-
мость. Пусть = form( )c G

F  и f – минимальный 

c
 -значный -композиционный спутник форма-

ции .F  Тогда ввиду леммы 1.1 -композицион-
ный спутник f является внутренним, а также 
имеют место следующие равенства:  

= ( ( )),Com G   ( ) = form( / ( ))pf p c G C G
  

для всех p  и ( ) = form( / ( )).f c G R G
   

Таким образом, | |<   и ( )f a  – однопорожен-

ная тотально -композиционная формация для 
всех { }.a    

Достаточность. Пусть 

1= ( ( )) = { , , }mCom p p  F  
– конечное множество, = ( ),CF fF  где f – такой 

внутренний c
 -значный -композиционный спут-

ник формации ,F  что ( ) = form( )i if p c H
  для 

любого ip   и 0( ) = form( ).f c H
  

Для каждого ip   через iP  обозначим 

группу порядка ip  и пусть iB  – регулярное 

сплетение групп iP  и / ( ).i p ii
H O H  Тогда для 

каждого {1, , }i m   имеем  

= ( / ( )) = ( / ( )),i i i p i i i p ii i
B P H O H K H O H   

где iK  – база сплетения .iB  В силу леммы 1.2 

имеем ( ) = ( ) = .
pi

i p i ii
C B O B K  Пусть 0 0 0= / ( ).B H R H  

Тогда 0( ) = 1R B  и ввиду леммы 1.1 (4) имеет 

место равенство  
( ) = form( | ( ), ( ) = 1).f c A A f R A

      

В силу леммы 2.1 формация 0form( )HS  являет-

ся тотально -композиционной. Поэтому  

0 0( ) = form( ) form( ).f c H H
  S  

Кроме того, очевидно включение  

0 0 0 0form( ) form( ( ))form( / ( )).H R H H R H   

Таким образом, с учетом леммы 1.7 (4) имеем  

0 0

0 0 0

( ) form( ) form( )

(form( ( ))form( / ( ))) =

f c H H

R H H R H


 

  

   



S

S
 

0 0 0

0 0 0

( form( ( )))form( / ( )) =

form( / ( )) = form( ).

R H H R H

H R H B
  

  



S

S S
 

Следовательно, если 0( ) form( )A f B  S  и 

( ) = 1,R A  то 0 0form( ) form( ).A B c B
   Так как 

при этом 0 ( ),B f    то 0( ) = form( ).f c B
  

Покажем, что = form( ),c B
F  где  

0 1= .mB B B B    
Пусть = form( ),c B

L  1 = ( ( )),Com  L  а L – 

канонический -композиционный спутник фор-
мации .L  Ввиду леммы 1.1 имеем 

1 = ( ( )).Com B   Заметим, что по построению 

группы B имеет место равенство 
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( ( )) = ( ( )).Com B Com  F  
Следовательно, 1 = .   Поскольку  

/ ( ) = / / ( ) ( )i p i i i i p i ii i
B O B B K H O H f p  

и f внутренний -композиционный спутник, то в 
силу леммы 1.3 имеем iB F  для всех 

{1, , }.i m   Кроме того, 0 ( ) .B f    F  Следо-

вательно, BF  и поэтому .L F  
Покажем теперь обратное включение. По-

скольку ,iB L  то  

/ ( ) = / / ( ) ( ).
pi

i i i i i p i ii
B C B B K H O H L p  

Следовательно, ( ).i p ii
H L pN  Но ( ) = ( )i p ii

L p L pN  

по лемме 1.4. Значит, для всех ip   имеем 

( ) = form( ) ( ).i i if p c H L p
   

Кроме того, поскольку 0B L  и 0( ) = 1,R B  то 

0 0 0/ ( ) ( ).B B R B L    Значит,  

0( ) = form( ) ( ).f c B L
     

Таким образом, для любого { }a    имеет 

место включение ( ) ( ).f a L a  Следовательно, 

.f L  Последнее влечет .F L  Таким образом, 

= = form( )c B
F L  – однопорожденная тотально 

-композиционная формация.                               

В случае, когда = { }p  из теоремы 0.1 по-

лучаем 
Следствие 2.1. Пусть = ( )pCF fF  – то-

тально p-композиционная формация, f – мини-
мальный pc -значный p-композиционный спутник 

формации .F  Тогда F  является однопорожден-
ной тотально p-композиционной формацией в 
том и только в том случае, когда ( )f p  и ( )f p  – 

однопороженные тотально p-композиционные 
формации.  

Если =   из теоремы 0.1 вытекает сле-
дующий результат 

Следствие 2.2. Пусть = ( )CF fF  – то-

тально композиционная формация, f – мини-
мальный c -значный композиционный спутник 

формации ,F  = ( ( )).Com  F  Тогда F  является 

однопорожденной тотально композиционной 
формацией в том и только в том случае, когда 
| |<   и ( )f p  – однопороженная тотально 

композиционная формация для всех .p   

Лемма 2.2. Пусть G – группа и H  – класс 

всех таких групп H, что ( ) ( ).Com H Com G  То-

гда = ( ),CF hH  где h – такой внутренний  

c
 -значный -композиционный спутник, что 

( ) =h p H  для всех ( ( )),p Com G  ( ) =h p   

для всех \ ( ( ))p Com G   и ( ) = .h  H   

Доказательство. Заметим прежде, что класс 
групп H  является формацией. Действительно, 

пусть AH  и .K A  Тогда ( ) ( )Com A Com G  

и поскольку ( / ) ( ),Com A K Com A  то 

( / ) ( ).Com A K Com G  Значит, / .A K H  Пусть 

теперь 1/ ,A K H  2/ ,A K H  где 1 2 = 1.K K  

Тогда ( / ) ( ),iCom A K Com G  = 1,2.i  Понятно, 

что 1 2 2 2/ / .K K K A K  Следовательно,  

1 2 2 2( / ) ( / ) ( ).Com K K K Com A K Com G   
А поскольку  

1 2 2 1 1 2 1/ / ,K K K K K K K   

то 1( ) ( ).Com K Com G  Поэтому ( ) ( ).Com A Com G  

Последнее влечет .AH  Следовательно, класс 
групп H  является формацией. 

Пусть теперь h – такой -композиционный 
спутник, что ( ) =h p H для всех ( ( )),p Com G  

( ) =h p   для всех \ ( ( ))p Com G   и ( ) = .h  H  

Покажем, что ( ) = .CF h H  Заметим, что если ,BH  

то / ( ) = ( )B R B h  H  и / ( ) = ( )pB C B h pH  

для всех ( ( )) ( ( )),p Com B Com G    
поскольку H  формация. Следовательно, 

( )B CF h  и, значит, ( ).CF hH  Последнее 

означает, что h внутренний -композиционный 
спутник формации ( ).CF h  

Допустим, что ( )CF h  H  и пусть D – 

группа минимального порядка из ( ) \ .CF h H  

Тогда D монолитическая группа с монолитом 
=N DH  и ( / ) ( ).Com D N Com G  

Предположим, что ( ) = 1.R D  Тогда по-

скольку ( ),D CF h  то / ( ) ( ) = .D D R D h   H  

Противоречие. Значит, ( ) 1.R D   Поэтому N – 

абелева p-группа для некоторого .p  По-

скольку ( ),D CF h  то / ( ) ( )pD C D h p  и 

( ) ,h p    т. е. ( ( )).p Com G  Но тогда 

( ) ( )Com N Com G  и, значит, ( ) ( ).Com D Com G  

Следовательно, .DH  Противоречие. 

Таким образом, ( ) =CF h H  и H  – -ком-

позиционная формация. Поскольку при этом все 
значения -композиционного спутника h являют-
ся -композиционными формациями ( ( ) =h a H  

для любого ( ( ( ))) { }a Com G      и ( ) =h a   

для любого \ ( ( ))),a Com G   то ( )CF h  –  

2-кратно -композиционная формация и т. д. 
Последнее означает, что формация ( )CF h  явля-

ется n-кратно -композиционной для любого 
натурального n, т. е. ( ) =CF h H  – тотально  

-композиционная формация, а h – c
 -значный 

-композиционный спутник формации .H           



И.П. Лось, В.Г. Сафонов 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 4 (49), 2021 106 

Доказательство теоремы 0.2. Необходи-
мость. Пусть F  – ограниченная тотально -ком-
позиционная формация. Тогда найдется такая 
группа G, что  

form( ) = .c G
F X  

Пусть H  – класс всех таких групп H, что 

( ) ( ).Com H Com G  Понятно, что GH  и 

( ) = ( ).Com Com GH  В силу леммы 2.2 формация 

H  является тотально -композиционной. По-
этому имеет место следующее включение  

= form( ) .c G
 X H  

Значит, ( ) = ( ).Com Com GX  Следовательно, 

( ) ( ) = ( )Com Com Com GF X  и | |< .   

Обозначим через x – минимальный c
 -знач-

ный -композиционный спутник формации .X  
Тогда ввиду леммы 1.6 .f x  В силу леммы 1.1 

имеем  
( ) = form( / ( ) | ) ( ) =

form( / ( ))

p

p

f p c A C A A x p

c G C G







 



F
 

для всех ( ( ))p Com G  и  

( ) = form( / ( ) | ) ( ) =

form( / ( )).

f c A R A A x

c G R G


 


 

    



F
 

Таким образом, | |<   и для всех { }a    

формация ( )f a  является ограниченной тотально 

-композиционной формацией. 
Достаточность. Пусть 

1( ( )) = { , , }mCom p p  F  
– конечное множество, = ( ),CF fF  где f – мини-

мальный c
 -значный -композиционный спут-

ник формации F  и ( ),f   1( ), , ( )mf p f p  – 

ограниченные тотально -композиционные 
формации. Тогда найдется группа 0K  такая, что 

0( ) form( )f c K
   и для каждого ( )ip  F  

найдется группа iK  такая, что ( ) form( ).i if p c K
  

Пусть iP  – группа порядка ip  и пусть iD  – 

регулярное сплетение групп iP  и / ( ).i p ii
K O K  

Тогда = ( / ( )) = ( / ( )),i i i p i i i p ii i
D P K O K T K O K   

где iT  – база регулярного сплетения .iD  Из лем-

мы 1.2 следует, что ( ) = ( ) = .
pi

i p i ii
C D O D T  Пусть 

0 0 0= / ( ).D K R K  Тогда 0( ) = 1.R D  Ввиду лем-

мы 1.1 (4) имеет место равенство  
( ) = form( | ( ), ( ) = 1).f c A A f R A

      

В силу леммы 2.1 формация 0form( )KS  являет-

ся тотально -композиционной. Поэтому  

0 0( ) form( ) form( ).f c K K
   S  

Кроме того, очевидно включение  

0 0 0 0form( ) form( ( ))form( / ( )).K R K K R K   

Таким образом, ввиду леммы 1.7 (4) имеет место  

0 0

0 0 0

( ) form( ) form( )

(form( ( ))form( / ( ))) =

f c K K

R K K R K


 

  

   



S

S
 

0 0 0

0 0 0

( form( ( )))form( / ( )) =

form( / ( )) = form( ).

R K K R K

K R K D
  

  



S

S S
 

Следовательно, если ( )A f    и ( ) = 1,R A  то 

0form( ).A DS  Значит,  

 0 0form( ) form( ).A D c D
   

Поэтому имеет место включение  

0

( ) = form( | ( ), ( ) = 1)

form( ).

f c A A f R A

c D


 




    


 

Пусть = form( ),c D
L  где 0 1= .mD D D D    

Покажем, что .F L  Пусть = ( ( ))Com  L  и 

l – минимальный c
 -значный -композицион-

ный спутник .L  Ввиду леммы 1.1 имеем 
= ( ( )).Com D   Заметим, что по построению 

группы D имеет место равенство  
( ( )) = ( ( )).Com D Com  F  

Следовательно, = ( ( )).Com  F  

Допустим, что F L  и пусть A – группа 

минимального порядка из \ .F L  Тогда A – моно-

литическая группа с монолитом = .T AL  Пред-
положим, что ( ) = 1.R A  Тогда поскольку ,AF  

то в силу леммы 1.1 имеем  

0/1 = / ( ) ( ) form( ).A A A R A f c D
     

Однако поскольку 0 1/ ( ) ,mD D D D   L  то 

.AL  Полученное противоречие показывает, 
что ( ) 1.R A   Поэтому T – абелева p-группа для 

некоторого простого .p  Так как при этом 

( ( ))p Com A  и ,AF  то .p  Не ограничи-

вая общности мы можем считать, что 1= .p p  

Поскольку ввиду леммы 1.5 (1) формация L  яв-
ляется pN -насыщенной, то ( ( )).pT O A   Поэто-

му = ( ) = ( ).p
pT O A C A  Тогда поскольку ,AF  то  

1/ ( ) ( ) form( ).pA C A f p c K
   

Так как = ( ) = ( ),p
pT O A C A  то ( / ( )) = 1.p

pO A C A  

По лемме 1.1 имеем 

1 1/ ( ) form( / ( )).p
pA C A c K O K

  

Понятно, что 1 .D L  Значит, 1 1/ ( ) ( ).pD C D l p  

Ввиду леммы 1.2 имеем 1 1= ( ).pT C D  Следова-

тельно,  

1 1 1 1 1 1/ ( ) / = / ( ) ( ).p
pK O K D T D C D l p  

Таким образом, 1 1/ ( ) ( ).pD C D l p  Поскольку 

/ ,A T L  то в силу леммы 1.1 имеем  

( / ) / ( / ) ( ),A T R A T l    

и ( / ) / ( / ) ( )qA T C A T l q  для всех  

( ( / )) .q Com A T   
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С другой стороны, поскольку ( / ) = ( ) /R A T R A T   

и ( / ) = ( ) /q qC A T C A T  для всех простых чисел 

,q p  то  

/ ( ) ( / ) / ( ( ) / )

( / ) / ( / ) ( )

A R A A T R A T

A T R A T l
 

  

 


 

и / ( ) ( / ) / ( / ) ( ).q qA C A A T C A T l q  

Значит, .AL  Последнее противоречит выбору 
группы A. Следовательно, .F L  Таким обра-

зом, F  – ограниченная c
 -формация.                  

Пусть = { }.p  Тогда из теоремы 0.2 выте-

кает следующее 
Следствие 2.3. Пусть = ( )pCF fF  – то-

тально p-композиционная формация, f – её ми-
нимальный pc -значный p-композиционный спут-

ник. Тогда F  является ограниченной тотально 
p-композиционной формацией в том и только в 
том случае, когда ( )f p  и ( )f p  – ограниченные 

тотально p-композиционные формации.  
Пусть = ,   тогда из теоремы 0.2 получаем 

Следствие 2.4. Пусть = ( )CF fF  – то-

тально композиционная формация, f – её мини-
мальный c -значный композиционный спутник, 

= ( ( )).Com  F  Тогда F  является ограниченной 

тотально композиционной формацией в том и 
только в том случае, когда | |<   и ( )f p  явля-

ется ограниченной тотально композиционной 
формацией для всех .p   
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In order for papers submitted to be published in 
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Technics” the following rules should be taken into 
account: 
 – the paper should be in agreement with the 
type of the journal; 

– the paper should be an original work, it 
should not have been submitted for consideration or 
previously published in the bulk over 25% in an-
other scientific edition and (or) electronic publica-
tions with the exception of preprint publication 
(manuscript) of the paper of the authors (coauthors) 
on their own website; 
 – the paper should contain all statutory refer-
ences to the cited authors and published sources of 
the borrowed material. The author (coauthors) must 
obtain all the necessary permissions for the use of 
materials in the article, in the event that he is (they 
are) not their right holder (right holders). 

The paper should not contain the materials 
suppressed for publication in the press in accordance 
with the laws of the Republic of Belarus. 

Contents of a paper should be written in line 
with the scope of the journal. The paper should be 
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thoroughly and submitted in two copies to the Edito-
rial Office. The manuscript should be printed on A4 
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the  authors  must  submit  the  electronic  version  
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(e-mail: pfmt@gsu.by). 
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Word for Windows (2000/2003), Times New Roman 
type, 14 pt. All margins are 2 cm. The author may 
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out redefinition of the margins and introduction of 
the author’s commands. 

Index UDC is sited in the left corner of the first 
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lowed by the name(s) of the author(s), authors' af-
filiations and full postal addresses next to which are 
an abstract of no more than ten lines and keywords. 
Relevant keywords should be placed just after the 
Abstract. 

A paper, as a rule, should include Introduction, 
Body Text, Conclusion and Literature. The title of 
the paper must be concise. It describes the main idea 
of your research. 

In the Introduction the author gives a brief re-
view of literature, his grounds and specific objec-
tives, he describes links with scientific and practical 
branches. All background information such as refer-
ence to the papers of others authors and some 
previous publications (including foreign ones) in the 
field of investigation is necessary. 

The main part should contain description of the 
techniques used and objects of investigation within a 
large scientific framework. This part may be divided 
into subsection (with explanatory headings). It provides 

the readers with the analysis of the publications on 
the problem described in these subsections. 

Formulas, figures and tables should be sequen-
tially numbered in the framework of the section, for 
example: (1.1), (2.3), figure 1.1, table 2.1. The author 
should number only the formulas with appropriate 
references. The formula number is placed on the right 
side of the page and the formula itself is centred. 

Figures and tables should be put into a contex-
tual framework. The size of figures and charts does 
not exceed 10х15 cm. Halftone photos should be 
glossy and contrast. Do not repeat extensively in the 
text the data you have presented in tables and figures. 

Each table should have the heading, in which 
units of measure describe the values under consid-
eration. All measurements and data should be given 
in SI units, or if SI units do not exist, in an interna-
tional accepted unit. The authors are advised to 
avoid abbreviations except for generally accepted 
ones (i. e., etc.). Define all abbreviations the first 
time they are used. 

In the Conclusion the received data are de-
scribed in concise form. The novelty of these results, 
advantages and possibility of practical use are pre-
sented. 

Publications cited in the text should be pre-
sented in a list of references following the text of the 
manuscript. References should be given in their 
original spelling, numbered in the order they appear 
in the text and contain full bibliography. Please, do 
not cite unpublished papers. The numbers of refer-
ences are sited in square brackets (e. g. [1], [2]). 

The paper should be signed by all authors. 
The following documents should be attached to 

the article: 
– covering letter of the organization in which 

the work was done with a request for publication; 
– information about the authors; 
– expert opinion on the possibility of publish-

ing an article in the press; 
– treaty on the transfer of the copyright (two 

copies). 
The authors should provide the following in-

formation on a separate sheet: surname, first name, 
patronymic, science degree, rank and correct postal 
address for correspondence, organization or com-
pany name and position, title, research field, home 
or office phone numbers, and e-mail address. 

Then the paper is sent to the Editorial Board to 
be reviewed. The Editorial Office informs the au-
thors of paper denial and the reviewer's conclusion 
without returning the manuscript. A request to revise 
the manuscript does not imply that the paper is ac-
cepted for publication since it will be re-reviewed 
and considered by the Editorial Board. The authors 
of the rejected paper have the right to apply for its 
reconsideration. 

The Editorial Board has the right to edit the 
manuscript and abridge it without misrepresenting 
the paper contents. 
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Papers not meeting the above requirements are 
denied and returned to the authors. The date of re-
ceipt of the final version by the Editorial Office is 
considered as the submission date. 

Authors are responsible for the submission of 
their publication because submission is a representa-
tion that the paper has not been previously published 
and is not currently under consideration for publica-
tion elsewhere. The Editorial Board charters top-
priority for postgraduate students (postgraduate 
course, persons working for doctor's degree, com-
petitors for scientific degree) during the current year 

of the completion of a course. Publication of the 
paper is free of charge. 

Samples of the preparation of an article, infor-
mation about the authors, expert opinion and the text 
of the treaty on the transfer of the copyright are 
placed on the site http://pfmt.gsu.by. 

The journal «Problems of Physics, Mathemat-
ics and Technics» is included in the mass media 
catalogue of the Republic of Belarus. Index: 01395 
(for personal subscribers), 013952 (for enterprises 
and organizations). 
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