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УДК 539.12 

МЕТОДИКА ВЫЧИСЛЕНИЯ СЕЧЕНИЯ БИНАРНЫХ РЕАКЦИЙ 
С ПОЛЯРИЗОВАННЫМИ ЧАСТИЦАМИ 

В.В. Андреев 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

METHOD FOR CALCULATING THE CROSS SECTION OF BINARY REACTIONS 
WITH POLARIZED PARTICLES 

V.V. Andreev 

F. Scorina Gomel State University 
 

Разработана новая методика вычисления сечений бинарных реакций с поляризованными частицами. Методика основа-
на на непосредственном вычислении матричных элементов в специальном виде с помощью метода базисных спиноров. 
Приведены новые аналитические формулы для интегрирования дифференциальных сечений по углу рассеяния бинар-
ной реакции. 
 
Ключевые слова: бинарная реакция, диаграмма Фейнмана, биспинор, спиральность. 
 
A new technique for calculating the cross sections for binary reactions with polarized particles has been developed. The 
technique is based on direct calculation of matrix elements in a special form using the method of basis spinors. New analytical 
formulas for integrating differential cross sections with respect to the scattering angle of a binary reaction are presented. 
 
Keywords: binary reaction, Feynman diagram, bispinor, helicity. 

 
 

Введение  
Парциальное разложение матричных эле-

ментов реакций взаимодействий, как известно, 
представляет собой удобный аппарат для анализа 
угловых распределений вторичных частиц. При 
этом сечение реакции можно получить в относи-
тельно общем виде. Однако использование этого 
разложения применительно к диаграмм Фейнма-
на наталкивается на ряд проблем. 

Во первых, это вычисление коэффициентов 
парциального разложения. Структура диаграмм 
Фейнмана не позволяет находить их непосредст-
венно. Для t- и u-канальных матричных элемен-
тов бинарных реакций зависимость от угловых 
переменных содержится в знаменателях, что ав-
томатически приводит к бесконечному ряду по 
полному угловому моменту в классическом пар-
циальном разложении. 

Во-вторых, при интегрировании дифферен-
циального сечения по угловым переменным воз-
никают специфические интегралы, которые тре-
буют специальных методов их вычисления, что 
составляет дополнительную трудность при полу-
чении численных значений сечений бинарных 
реакций [1]. 

В данной работе представлена новая мето-
дика вычисления диаграмм Фейнмана и их квад-
ратичных комбинаций, основанная на разложе-
нии Джакоба-Вика для бинарных реакций. В 
этом подходе также решается задача интегриро-
вания дифференциального сечения бинарной 
реакции с помощью точного аналитического вы-
числения возникающих интегралов. 

1 Разложение Джакоба – Вика для бинар-
ных реакций 

В этом разделе изложим некоторые элемен-
ты разложения Джакоба – Вика для бинарных 
реакций 1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )a p b p c k d k        

в системе центра инерции. 
Удобно определить двухчастичный базис 

состояний = ,i a b  и = ,f c d  в переменных 

полного импульса двух частиц  
 1 2 1 2= , =i f P p p P k k              (1.1) 

и импульса относительного движения. В системе 
центра инерции, где 1 2= = ,P p p 0  относитель-

ные импульсы состояний определяются уравне-
ниями  

    12 1 2 12 1 2

1 1
= , = .

2 2
 p p p k k k     (1.2) 

Пусть в сферической системе координат 
импульсы (1.2) имеют вид  

 

 

12 12

12 12

12 12

12 12

= p sin cos ,sin sin ,cos ,

p = ,

= k sin cos ,sin sin ,cos ,

k = .

i i i i i

f f f f f

    

    

p

p

k

k

 (1.3) 

Разложение Джакоба – Вика S-матричных 
элементов для бинарной реакции в системе цен-
тра инерции можно представить в виде [2], [3]:  

   
1 2 1 2 1 2 1 2

3
12 1 2 12 1 2

, , , , , , =

,f i

S

S

   

       

k k p p

P P k p
    (1.4) 
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Индексы D-функции Вигнера 12 1 2=    и 

12 1 2=     являются функциями спиральностей 

частиц , ,a b c  и d. Углы ,   связаны с сфериче-

скими углами , ,,f i f i   формулой  

 

   

*
,12 12

*
, ,1 2 1 2

, , =

, , , , .

J

J J
f f f i i i

D

D D

 

     


  

       (1.5) 

В частности,  

 cos = cos cos cos sin sin .f i f i f i        (1.6) 

Соответственно, парциальная спиральная 

амплитуда 12 1 2 12 1 2k , p ,JS     связана с мат-

ричным элементом 1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , ,S   k k p p  

посредством уравнения  

 

12 1 2 12 1 2

2

0 0

, 1 2 1 2 1 2 1 212 12

k , p , =

sin d d

, , , , , , , , .

J

J

S

D S

 

 

   

    

       

 
k k p p

(1.7) 

В отличие от классической работы [2] в вы-
ражениях (1.4) и (1.7) не выделяется отдельно 
функция   ,a b c dE E E E     связанная с со-

хранением энергии. Наличие этой функции при-
водит к тому, что в системе центра инерции  

 

 

1/ 2 2 2

12

1/ 2 2 2

12

, ,
k = ,

2

, ,
p = ,

2

c d

a b

s m m

s

s m m

s




             (1.8) 

где функция Каллена имеет вид  

   

  
2

2 2

, , = 4 =

.

a b c a b c bc

a b c a b c

   

          
    (1.9) 

Поэтому в формулах (1.4) и (1.7) парциаль-
ные амплитуды матрицы   зависят только от 
одной инвариантной переменной 2= ,is P  а все 

нормировочные множители включены в парци-
альные амплитуды. 

Разложения (1.4) и (1.7) обобщены на слу-
чай с 0i P  в [3] с использованием так называе-

мых пуанкаре-инвариантных операторов спи-
ральностей  

 2 2 2

= , = ( , ) ,j
j

j i j i

W P
j a b

p P m P





   (1.10) 

 2 2 2

= , = ( , ) ,j
j

j f j f

W P
j c d

p P m P





  (1.11) 

где W – оператор спина Паули – Любанского. 

В системе = 0P  все эти операторы совпадают с 
операторами спиральностей частиц реакции. 

Использование пуанкаре-инвариантных опе-
раторов спиральностей приводит к тому, что со-
отношения (1.4) и (1.7) по форме не изменяются. 
Для получения соотношений в системе отсчета с 

0i P  необходимо сделать замены вида  

, = ( , , , ) .j j j a b c d              (1.12) 

Для реакции распада a c d   парциаль-
ные разложения упрощаются и определяются 
только одной парциальной амплитудой с = ,J S  
где S – спин частицы a. 

 
2 Методика вычисления дифференциаль-

ного сечения 
Итак из общей релятивистской теории реак-

ций следует, что S-матричный элемент может 
быть представлен в виде (1.4). Отсюда следует, 
что соответствующий любой диаграмме Фейн-
мана бинарной реакции  

1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )a p b p c k d k        (2.1) 

матричный элемент может быть также представ-
лен в виде разложения (1.4)  

 

 

,1 2
,1 2

, *1 2
, ,1 2 12 12

=0

, =

2 1
( ) , , .

4
J

J

s t

J
h J D

 
 


 
   


   





   (2.2) 

Если матричный элемент 
,1 2

,1 2

 
   (2.2) зависит 

только от инвариантной переменной 2
1 2= ( ) ,s p p  

то ряд по J обрывается. Тогда такое разложение 
становится удобным для практических расчетов. 
Однако, если имеется зависимость от переменной 
Мандельстама 2

2 2= ( )t p k  (или 2
1 2= ( )u p k ), 

то ряд становится бесконечным. Для устранения 
этих недостатков предлагается новая методика, 
основанная на разложение Джакоба – Вика. 

Матричный элемент диаграммы Фейнмана 
можно представить в виде произведения множи-

теля   ,1 2
,1 2

, , ,s
 

     который содержит спино-

вую структуру внешних частиц и инвариантного 
скалярного коэффициента ( , )F s t   

     ,, 1 21 2
,, 1 21 2

, = ( , ) , , .s t F s t s
  
          (2.3) 

Зависимость от угловых переменных ,   

для   ,1 2
,1 2

, ,s
 

     присутствует только в числи-

теле этой функции. 
Инвариантный коэффициент ( , )F s t  зависит 

только от скалярных произведений импульсов 

частиц. В отличие от   ,1 2
,1 2

, ,s
 

     коэффици-

ент ( , )F s t  для t- и u-канальных диаграмм со-

держит зависимость от углов в знаменателе 
(знаменатели пропагаторов, входящих в диа-
грамму Фейнмана), т. е.,  
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2 2

1 1
( , ) , ( , ) .F s t F s t

t m u m 
       (2.4) 

Поэтому разложение (2.2) становится бес-
конечным рядом по J из-за присутствия инвари-
антных коэффициентов (2.4) и вследствие соот-
ношения [4, c. 1027, формула 8.791]  

     

2

=0

1
= =

cos

( ) 2 1 cos ,

x

yt m

x P Q y


 

     



       (2.5) 

где x и y являются функциями, зависящими толь-
ко от s и масс частиц бинарной реакции, а функ-
ции  P y  и  Q y  – полиномы Лежандра пер-

вого и второго рода. 

Матричный элемент   ,1 2
,1 2

, ,s
 

     можно 

разложить уже в конечный ряд вида  
  

 

,1 2
,1 2

, *1 2
, ,1 2 12 12

=0

, , =

( , ) , , ,
k

J

J

s

h J s D

 

 

 
   

 

    



       (2.6) 

где  12 12= max ,k    (максимальное из воз-

можных значений). 
Коэффициенты разложения (2.6) вычисля-

ются посредством уравнения  

   

2
,1 2

,1 2
0 0

,1 2
,, 1 212 12

2 1
( , ) = sin d d

4

, , , , .J

J
h J s

D s

 
 
 

 

  


   



     

 



     (2.7) 

 
3 Вычисление спиральных амплитуд ме-

тодом базисных спиноров 

 Для получения   ,1 2
,1 2

, ,s
 

     в виде (2.6) 

используем метод базисных спиноров [5]–[7], в 
котором удается представить матричный элемент 
в наиболее удобном виде для интегрирования по 
угловым переменным , .   

Основной задачей вычисления матричных 
элементов диаграмм Фейнмана является преоб-
разование функции с фермионными состояниями 
вида  

 
   

, , ; , =

,  , ,

p kp k

D B
p kp k

p s k s

w p s Q w k s

 

 


          (3.1) 

в явно скалярную функцию. 
В соотношении (3.1) индексы p  и k  – 

проекции спина для фермионов с 4-импульсами 
,p k  и векторами поляризации , .p ks s  Функция 

 ,D
pp

w p s  для = 1D   является биспинором 

Дирака фермиона  , ,pp
u p s  а для = 1D   бис-

пинором Дирака антифермиона  , .pp
p s  

3.1 Базис пространства Минковского и 
изотропная тетрада  

В пространстве Минковского введем чет-
верку (тетраду) ортонормированных 4-векторов 

Al  ( = 0,1, 2,3),A  которые удовлетворяют сле-

дующим соотношениям:  

  2 2 2 2
0 1 2 3= , = = = = 1,l l g l l l l          (3.2) 

0123
0 1 2 3

= ,

= = 1.

l l l l

l l l l

   
               

   


 

 
              (3.3)  

Используя векторы ,l  определим светопо-

добные векторы, которые образуют изотропную 
тетраду в пространстве Минковского:  

0 3 1 2i
= ,  = ,   ( , = 1).

2 2

l l l l
b n 

   
     (3.4)  

Из соотношений (3.2) и (3.4) следует:  

     , ,= , = ,  = 0,
2 2

b b n n b n   
     

 
 (3.5) 

 
3.2 Базисные спиноры 
С помощью векторов изотропной тетрады 

(3.4)  определим безмассовые базисные спиноры 
(биспиноры)  1u b   и  1 :u b  

     1 1 1 1 1= 0,  = ,b u b u b b u b
 

          (3.6) 

   1 1=u b u b                   (3.7) 

с проективной матрицей  

 5

1
= I

2    

и условием нормировки  

    11 1 = .u b u b b


                  (3.8) 

Фазовое соглашение, которое будет опреде-
лять связь между спинорами с разной спираль-
ностью, выберем в виде  

   1 , 1= .n u b u b


                   (3.9) 

Соотношения (3.6), (3.7) и (3.9) можно запи-
сать в обобщенном виде:  

   ,= ,A A Ab u b u b


               (3.10) 

    ,= ,A Au b u b                 (3.11) 

     ,= ,

( , , = 1).
A A An u b A u b

A



     

  
     (3.12) 

Важным свойством базисных спиноров   яв-
ляется соотношение полноты, которое доказыва-
ется с помощью (3.6), (3.7) и (3.8)  

   
1

, = 1

= I .A A
A

u b u b  
 
          (3.13) 

Спинорные произведения базисных спино-
ров (3.6) задаются простыми соотношениями  

    , ,= ,

( , , , = 1).
C A C Au b u b

C A
     

  
       (3.14) 
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3.3 «Строительные блоки» фейнманов-
ских диаграмм  

Рассмотрим специальный случай матрично-
го элемента (3.1), когда = Cp b  и = ,Ak b  т. е. 

     ,
, = ,C A

C AQ u b Q u b             (3.15) 

который и будем далее называть базовым мат-
ричным элементом. 

С помощью основных соотношений МБС 
несложно найти выражение для (3.15) в терминах 
векторов изотропной тетрады 1 1,b n   для различ-

ных видов оператора Q, например  

 ,
, , , ,= .C A

C A A C A Ab A n  
              

   (3.16) 

Произведение двух базовых элементов 
(3.15) запишется в виде  

,
, ,

, , , , ,

, , ,

=

2

.

C A C A

C A C A A A

C A C A A A

AA

 
     

           

    

        
      

   

  (3.17) 

С помощью соотношения полноты ампли-
туда процесса может быть представлена в виде 
композиции функций ,

,
C A
   (3.15). Такие вставки 

позволяют разбить фермионную линию (3.1) на 
произведение фермионных линий с базисными 
спинорами   :Au b  

 

    
         

         

,

1

, , , = 1

1 1
, ,,

, , ,
, = 1 , = 1

, , ; =

,

, =

= , , .

p kp k

D
p Cp

A C

F
C A A kk

C D A FC A
p kp k

A C

p s k s Q

w p s u b

u b Qu b u b w k s

s p s Q s k s

 

  
  

    

     
   

 







 



(3.18) 

В соотношении (3.18) выделены коэффици-
енты разложения ,s s  физических спиноров по 
базисным спинорам, которые являются частными 
случаями базового матричного элемента   :Q  

       ,
, , = ,A D D

p A ps p s u b w p s         (3.19) 

и обладают следующим свойством:  
       , * ,
, ,, = , .A B A B

p ps p s s p s
          (3.20) 

Коэффициент разложения (3.19) для спи-
ральных состояний фермиона можно предста-
вить в виде [8]  

     

( , )
,

,

*1/2
/2, / 2

( , ) =

p

( , , ),

A B
H

B mp

A B p p p

s p s

B f B

D

 



  

     

   

p     (3.21) 

где , , ,= .Bf B        
 

3.4 Вычисление спиральных амплитуд 
Вычислим матричный элемент t-канальной 

диаграммы Фейнмана с обменом  -квантом для 

процесса 

1 2 1 21 2 1 2
e ( , )e ( , ) e ( , )e ( , ),p p k kp p k k         

который определяется формулой:  

 

     

2,
1 2

, 12
1 2 12 2

1 2 2
1 2 2

=
( )

.

k k

p p k

p p k

e
u k

k p

u p p k

 

  


   




   

          (3.22) 

Расчеты проведем в системе центра инер-
ции. Следуя разработанной методике, в качестве 
скалярного инвариантного множителя ( , )F s t  

выберем функцию  

 
2 2

2 2
2 2

2
( , ) = = .

( ) 4 (1 cos )e

e e
F s t

k p s m   
 (3.23) 

Согласно (2.3) остальная часть (3.22) определяет 

множитель 
,

1 2
,

1 2
.

k k

p p

 

   

Используя разложение (3.18) для фермион-
ных цепочек и уравнение (3.17) после подста-
новки коэффициентов разложения и тривиально-
го суммирования получим:  



 

1,
*1 2

, ,
1 2 12 12=0

1 1

2 2

2
, , ,

1 1 2 2 1 2

2
, ,1 1 1 2 1 2 1 2 1 2

= ( , , )

1/ 2

1/ 2

2( 1)

1 ,

k k J

p p p k
J

p k

p k

J
e p k p k p p

k p e ep p k k p p k k

s D

J

 

   

     

       

   

         
      

       



(3.24) 

где 2
1 2= ( ) ,s p p  = 2 / ,e em s  

24
= 1 e

e

m

s
   

и 
12 1 2

= ( ) / 2,p p p    
12 1 2

= ( ) / 2.k k k    

Для расчета (3.24) использовалось разложе-
ние Клебша – Гордана для произведения двух 
D-функций Вигнера 

   

 

1 2
, ,1 2 1 2

1 2
1 2 1

,1 1 2 2
1 2 2= 1 2

, , , , =

, ,

j j

m m

j j
j

m m
j j j

D D

j
j D

m m j

 



   


     

       
  


(3.25) 

с дополнительной функцией от произведения 
коэффициентов Клебша – Гордана 

1 2

1 2 1 2

j j j 
      

C  

группы SU(2)  

1 2 1

1 2 2

1 2 1 2

1 1 1 1 2 2 2 2

=

.

j
j

m m j

j j j j j j

m m m m

   
 
  

   
            

C C

(3.26) 

В данном случае метод базисных спиноров 
сразу дал искомый результат для представления 

функции 
,

1 2
,

1 2

k k

p p

 

   в виде (2.6). 
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4 Квадратичная комбинация матричных 
элементов 

Поскольку дифференциальное сечение про-
цесса (2.1) пропорционально квадрату модуля 
амплитуды, тогда оно будет содержать квадра-
тичные комбинации матричных элементов диа-
грамм Фейнмана. Запишем произвольную квад-
ратичную комбинацию матричного элементов 
двух диаграмм Фейнмана 1 2 ,  используя 

(2.3) и (2.6):  

   

1 2 1 2 1 2
,

*
, ,12 12 12 12

= ( , ) ( , )

, , , , ,

J J

J J

J J

F s t F s t h h

D D

 




   



      


      (4.1) 

Здесь введена сокращенная запись для коэффи-

циентов 
,1 2

,1 2
= ( , ).Jh h J s

 
 
  Еще раз отметим, что 

суммирование по J и J   в (4.1) ограничено пара-

метром  12 12= max , .k    

Уравнение (4.1) трансформируется к виду  

 

1 2 1 2 1 2
,

12 1212 12

= 12 12

= ( , ) ( , )

( 1) cos .

J J

J J

J J

'
J J

F s t F s t h h

J
P

J

  




 





         



 






(4.2) 

с помощью разложения (3.25). 
Таким образом, с учетом (2.4) зависимость 

от угла   для квадратичной комбинации (4.7) 
содержится в функциях вида  

 
 

 
  1 2

, ,
P x P x

x y x y x y  
            (4.3) 

где = cos ,x   а константы 1,2,y y  зависят от пере-

менной s и масс частиц бинарной реакции (2.1). 
С учетом экспериментальных ограничений 

при определении характеристик частиц реакции, 
дифференциальное сечение требуется не для 
всей возможной области 1 1,z    а для некото-

рого интервала 1 2 1,2( , ), 1.z z z   Следовательно, 

при вычислении сечения возникает задача расче-
та интегралов вида  

 
 

 
  

2 2

1,2
1 21 1

d , d , 1.
z z

z z

P x P x
x x y

x y x y x y


      (4.4) 

 
5 Вычисление интегралов  
Задача расчета функций (4.4) оказалась не-

простой. Как показано в [1], при непосредствен-
ном численном расчете (4.4) возникали неста-
бильности, особенно при = cos 1.x    Это, в 
свою очередь, приводит к низкой скорости про-
грамм интегрирования и падению точности рас-
четов. 

Для решения указанных проблем в [1] пред-
ложено инвариантные коэффициенты ( , )nF s t  

численно рассчитывать, используя обобщенный 
ряд Фурье  

,
=0

1
( , ) = ( ) (cos ),n nF s t c s P

t



  


          (5.1) 

где 
1

,

1

2 1
( ) = d ( , ) ( ) .

2n nc s x t F s t P x





 


      (5.2) 

Такой обобщенный ряд Фурье является ста-
бильным при численном интегрировании. На 
практике требуется порядка 20 обобщенных ко-
эффициентов Фурье , ( ).nc s  При этом такая про-

цедура воспроизводит полный расчет ( , )nF s t  с 

точностью примерно до шести знаков для углов 
рассеяния и энергий LEP2 [1]. 

Явный множитель t в (5.1) и (5.2) был вклю-
чен для того, чтобы учесть полюс t-канала в 
функциях ( , );nF s t  без этого множителя разложе-

ние будет менее эффективным и требует гораздо 
большего количества членов в сумме по   в 
(5.2). Явный вид (5.1) и (5.2) обусловлен также 
тем, что все фермионы считались безмассовыми. 

Оригинальная новизна нашего подхода со-
стоит в том, чтобы получить аналитические 
формулы для вычисления интегралов вида (4.4) 
для любого значения   и для произвольных масс 
частиц. Данный подход существенно повышает 
эффективность вычислительной методики. 

При вычислении квадрата матричных эле-
ментов в предлагаемом подходе возникают инте-
гралы по угловым переменным вида  

   
2

,0 2 1

1

, = ,
z

z

z z P x dx                (5.3) 

   
 

2

,1 2 1

1

, , =
z

z

P x
z z y dx

x y 
            (5.4) 

и          
  

2

,2 2 1 1 2
1 21

, , , = .
z

z

P x
z z y y dx

x y x y  
  (5.5) 

Интеграл  
   

 
 

,3 2 1 ,2 2 1

2

2

1

, , = , , , =
z

z

z z y z z y y

P x
dx

x y




 



 

      (5.6) 

является вспомогательным и также может встре-
чаться в расчетах. 

Интеграл (5.3) несложно рассчитать в об-
щем виде:  

       2
2 1

,0 2 1

1

, = d = ,
2 1

z

z

F z F z
z z P z z


  

  
  (5.7) 

где  

  1 1 1= ( ) ( ) , ( ) = 1.F z P z P z P z          (5.8) 

Для вычисления интеграла (5.4) используем 
новое соотношение для полиномов Лежандра 
(автору не удалось найти его в известных спра-
вочниках по специальным функциям, и было 
получено им самостоятельно)  
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=n nP x P y

x y




                 (5.9) 
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где ( )nw y  является полиномом переменной z [4, 

c. 1033, формула 8.831]:  
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(5.10) 

Для = 0n  соотношение (5.9) обращается в ноль. 
Для сокращения дальнейшей записи введем 

обозначение  

   , 1 1( ) = ( ) ( ) .k n k n n kR y P y w y P y w y   (5.11) 

Тогда путем вычитания получим соотношение: 
 

     

,1 2 1

2 2

1 1

, , =

1
.

z z

z z

z z y

P x P y
dx P y dx

x y x y


 

  



 




 (5.12) 

С помощью формулы (5.9) и тривиального 
инегрирования в (5.12) получим  
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    (5.13) 

Интеграл (5.5) c помощью тождества  

  1 2 1 2 1 2

1 1 1 1
=

x y x y y y x y x y

 
      

 (5.14) 

преобразуется к уравнению  
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 (5.15) 

На основе вышеизложенной методики вы-
читания для интеграла (5.6), также несложно 
получить формулу для расчета ,3 :  

   

     

2 1
,3 2 1
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1

,1 2 1 ,
=0
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( )( )

2 1 , , ,
n

k k n
k

z z
z z y P y
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 (5.16) 

которая проще, чем производная от выражения 
(5.13). 

Формулы (5.13), (5.15)  и (5.16) справедли-
вы как для положительных, так и для отрица-
тельных значений переменной 1,2, .y y  Поэтому 

эти формулы могут быть использованы и для 
интегралов вида 

 
 

2

1

,
z

z

P x
dx

x y   
  

 
  

2 2

1 2 1 21 1

, .
z z

z z

P x P x
dx dx

x y x y x y x y    


 

Использование соотношений (5.13), (5.15) и 
(5.16) для расчета сечения намного проще, чем 
использование обобщенного ряда Фурье (5.1). 

 

Заключение 
Таким образом, методика аналитического 

или численного расчета дифференциального се-
чения бинарной реакции содержит следующие 
компоненты: представление матричных элемен-
тов диаграмм Фейнмана в виде (2.3) с использо-
ванием (2.6). Данную задачу для спиральных 
состояний частиц эффективно решает метод ба-
зисных спиноров, который во многих случаях сразу 
позволяет получить разложение (2.6). Квадра-
тичные комбинации матричных элементов раз-
личных диаграмм Фейнмана определяются ком-
пактным соотношением (4.2) вследствие (2.3) и 
(2.6). Задача интегрирования по углу рассеяния 
для квадратичных комбинаций матричных эле-
ментов решается с помощью оригинального спо-
соба аналитического расчета интегралов, опи-
санного в разделе 5. Аналитические выражения 
для интегралов позволяют повысить точность 
численных расчетов и увеличить эффективность 
программ по вычислению сечений бинарных 
реакций. Данная методика может быть эффектив-
ным инструментом для расчета не только диф-
ференциального сечения бинарной реакции, но и 
для вычисления ширин распадов вида 1 2.  
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УДК 535.42 

РЕШЕНИЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ В ПАРАБОЛИЧЕСКИХ 
ВРАЩАТЕЛЬНЫХ КООРДИНАТАХ. III. ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННЫЕ 

ВОЛНОВЫЕ ПАКЕТЫ КУММЕРА – КУММЕРА И ТРИКОМИ – КУММЕРА 
С НЕПРЕРЫВНЫМ УГЛОВЫМ ИНДЕКСОМ 

С.С. Гиргель

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 

SOLUTIONS OF THE WAVE EQUATION IN PARABOLIC 
ROTARY COORDINATES. III. SPATIOTEMPORAL WAVE PACKETS 

OF KUMMER – KUMMER AND TRICOMI – KUMMER 
WITH THE CONTINUOUS ANGULAR INDEX 

S.S. Girgel 

F. Scorina Gomel State University 

Предложены и анализируются аналитические выражения в замкнутой форме для пространственно-временных волно-
вых пакетов Куммера – Куммера и Трикоми – Куммера с непрерывным угловым индексом m в параболических враща-
тельных координатах. Cформулированы физические ограничения на возможные значения свободных параметров таких 
мод, чтобы они переносили конечную мощность. 

Ключевые слова: пространственно-временные волновые пакеты, параболические вращательные координаты, моды 
Куммера – Куммера, моды Трикоми – Куммера. 

Analytical expressions in the closed form for spatiotemporal wave packets of Kummer-Kummer and Tricomi-Kummer with 
continuous angular index m in parabolic rotary coordinates are offered and analyzed. Physical restrictions on possible values of 
free parameters of such modes that they transfer finite power are formulated. 

Keywords: spatiotemporal wave packets, parabolic rotary coordinates, modes Kummer – Kummer, modes Tricomi – Kummer. 

Введение 
Поиск новых типов оптических полей ве-

дется как в направлении нахождения новых ре-
шений, так и направлении обобщения уже из-
вестных решений. В последнее время нами изу-
чаются световые поля, описываемые комплекс-
ными амплитудами с непрерывным угловым ин-
дексом m. Настоящая работа является продолже-
нием работ [1]–[2], где изучались возможные 
новые типы световых полей типа Куммера –
Куммера (К – К) и Трикоми – Куммера (Т – К). 
Амплитуды таких полей с непрерывным угло-
вым индексом m являются точными решениями 
волнового уравнения в параболических враща-
тельных координатах.  

Достаточно общее решение волнового ура-
внения для световых монохроматических волн в 
параболических вращательных безразмерных 
координатах можно записать в виде [1], [2] 

 ( )

1 2 1 3 4

5 6 1 7 8

( )

( ).

mi Q TE e X iY

a M a M a U a U

a M a M a U a U



   

   

   

    

   





Здесь представленные функции 

 1 ( ) ,1 ; ( ) ,mM R Q M a m m i R Q
     

 , 1; ( ) ,M M a m i R Q     

 , 1; ( ) ,U U a m i R Q     

 ( ) 1 , 1; ( )i R QU e U m a m i R Q
        

выражаются через функции Куммера M и Три-
коми U. Безразмерные координаты и переменные:  

; ; ;kx X ky Y kz Z  
;t T   

2 2 2 2 ;k k x y R X Y       
2 2 2 ;R kr X Y Q   

0 .Q Z iZ 
 

Независимыми функциями в Е можно выбрать 
по одной функции из каждой скобки, например 

1.U M   В общем случае параметры a комплекс-

ные, т. е. .a a ia    В [1], [2] исследовались 
новые виды световых полей типа К – К и Т – К. 

В данной работе этот подход распространя-
ется на более общие решения волнового уравне-
ния в параболических вращательных координа-
тах. Получены выражения, описывающие про-
странственно-временные волновые пакеты 
(ПВВП) К – К и Т – К с непрерывным угловым 
индексом m и обсуждаются физически приемле-
мые значения их свободных параметров. 

ФИЗИКА
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1 ПВВП К – К в параболических враща-
тельных координатах 

Амплитуда реального пучка, чтобы послед-
ний переносил конечную мощность, должна 
удовлетворять условиям квадратичной интегри-
руемости (КИ). В работах [1], [2] нами было ус-
тановлено, что для непараксиальных пучков 
К – К и Т – К с непрерывным угловым индексом 
m путем подбора параметров можно, в лучшем 
случае, добиться, чтобы амплитуда Е убывала 
как 1E R

  при ,R    т. е. квази-КИ. По-

этому в настоящей работе будут найдены новые 
дополнительные решения волнового уравнения с 
непрерывным угловым индексом m, описываю-
щие так натываемые ПВВП К – К и Т – К в пара-
болических вращательных координатах и обла-
дающие строго КИ. 

Известно, что если ( , , , )f X Y Z T  является 

решением волнового уравнения, то, согласно 
первому преобразованию Бейтмена [3]–[5] в без-
размерном виде 

22 2 2

1( , , , ) ( , , , )

1
, , , ,

2( ) 2( )

f X Y Z T f X Y Z T

BX BY S B S B
f

Z T Z T Z T Z T Z T

 

  
        

(1.1) 

где 2 2 2 ,S R T   функция 1( , , , )f X Y Z T  также 

является решением волнового уравнения. Это 
преобразование пригодно для любого решения 
волнового уравнения и дает новые решения из 
известных. Большинство авторов (Besiries [6], 
[7], Utkin [8], Borisov [9]) полагают В = 1, тем 
самым исключая случай В = 0. Однaко Hillion 
[10], [11] полагает B произвольным комплексным 
числом. Мы также считаем, что в преобразова-
нии Бейтмена (1.1) параметр В может быть лю-
бым, и, в частности, равным нулю. Компьютер-
ное моделирование в системе Maple подтвержда-
ет вывод о том, что допустим параметр В = 0.  

Чтобы избавиться от неопределенности при 
0Z T   произведем комплексификацию коор-

динаты Z в (1.1) соотношением 0.Z Q Z iZ    

Здесь 0 0,Z   а Q – безразмерный комплексный 

параметр пучка, широко применяемый в теории 
гауссовых световых пучков. 

Предварительно применим преобразование 

(1.1) к волне  ( ) ,
mi Z TE e X iY    которая об-

ладает бесконечной энергией и бесконечной пе-
реносимой мощностью. Тогда получаем 

2 2

1

( )
exp exp( ( )).

m
X iY

E
Q T Q T

i X Y
i Z T

Q T

 
    

 
     

   (1.2) 

Это выражение описывает гауссов ПВВП, дви-
жущийся вдоль оси ОZ со скоростью / .фазv k   

Его амплитуда убывает по гауссову закону 

в направлениях, перпендикулярных оси ОZ. По-
этому пакет (1.2) переносит конечную мощность 
и является аналогом сфокусированной волновой 
моды (focus wave mode) с внедренным оптиче-
ским вихрем. Его перетяжка движется в проти-
воположном направлении Z. При 0m   – пакет 
полый. Здесь и далее полагаем угловой индекс m 
непрерывным, 0.m   

А. Обсудим применение комплексифициро-
ванного 0( )Z Q Z iZ    преобразования Бейт-

мена (1.1) для cледующего решения 

 ( ) mi Z TE e X iY M M
    

[1], [2], описывающего пучки К – К в параболи-
ческих вращательных безразмерных координа-
тах. Получаем ПВВП К – K с амплитудой  

21
( ) exp

m
X iY iS

E sM M
Q T Q T Q T 

  
        

 (1.3) 

2 2 2 2 2 2 24 ( ) ( )
, 1;

2( )

B R S B S B
M a m i

Q T


    
   
  

2 2 2 2 2 2 24 ( ) ( )
, 1;

2( )

B R S B S B
M a m i

Q T


    
    
  

Здесь и далее нижний индекс s при амплитуде E 
означает spatio, т. е. ПВВП. Полагая затем, для 
простоты, В = 0, Re( ) 0S B   в (1.3), находим 

амплитуду  
2

2

1
( ) exp

, 1;

m
X iY S

E sMM i
Q T Q T Q T

S
M a m i

Q T

  
        

 
     

Здесь вторая функция Куммера М обратилась в 
константу, которую мы не пишем.  

Применяя преобразование Куммера к ос-
тавшейся функции М, получаем ПВВП К в уп-
рощенной форме с амплитудой 

2

1
( )

1 , 1;

m
X iY

E sM
Q T Q T

iS
M m a m i

Q T

 
    

 
      

    

(1.4) 

По сравнению с общим решением (1.3) 
здесь, благодаря ограничению В = 0, осталась 
одна функция M вместо двух, исчезли корни в ее 
аргументе и исчез гауссиан. Последнее выраже-
ние (1.4) описывает локализованные ПВВПы. 
Поскольку (1.4) является строгим решением вол-
нового уравнения, то ПВВПы можно также на-
звать сфокусированными волновыми модами или 
даже световыми пулями. Амплитуда ПВВП экс-
поненциально убывает в поперечных оси ОZ на-
правлениях. Это подтверждает также графиче-
ское моделирование интенсивности рассматри-
ваемых полей. При 0a   выражение (1.4) 
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редуцируется к амплитуде, которая описывает 
гауссов ПВВП. 

Проанализируем условия КИ для ПВВП 
(1.4). Условие КИ: ,dE R  причем 1.d    Со-

гласно Флюгге, [12, с. 304], при L 

( ) ( )
( , , ) ,

( ) ( )

i a
a a b Le Г b Г b

M a b L L L e
Г b a Г a

 
  


если 0, 1, 2,...a     Без ограничения общности 
можно при анализе не учитывать зависимости от 
Q и T. Тогда, при 2 2 2R X Y      получаем  

2
2

2 2
exp

.
( 1 ) ( )

m a

a m

iR
R

Q T R
E

Г m a Г a

 
  



 
   

 
 

1. Пусть 0 0Z   в 0 .Q Z iZ   Тогда при 

0, 1, 2,...,a n     0m   пакет (1.4) превраща-
ется в ПВВП Лагерра с амплитудой 

21
m

m
sLG n

iSX iY
E L

Q T Q T Q T

  
         

 

и обладающий строго КИ! 
2. Кроме того, находим, что при 0 0Z   

возможны следующие варианты анализа условий 
КИ функции sKKE  (1.4): 

1. Если 
2

,
2

m
a

   тогда E   и .W   

Здесь и далее W – переносимая мощность. 

2. Если 
2

,
2

m
a

   тогда ,Е const  но .W   

3. Если
1 2

, ,
2 2

m m
a

   
 

 тогда 0,Е  но 

.W   

4. Если 
1

,
2

m
a

   тогда 1,E R
  т. е. ква-

зи-КИ, но .W   

5. Если
1

,
2

m
a

   тогда 0E   и ,W const  

т. е. строгая КИ! Здесь условие 5 включает в себя 
также условие 1 ( 0, 1, 2,...).a n      

Б. Для пучка  

     
 

( )
1( )

,1 ; ( )

,1 ; ( )

i Z T

m m

E M M e

X iY R Q M a m i R Q

M a m m i R Q


 



 

     

    
применим 1 преобразование Бейтмена. Затем, 
полагая 0,B   находим амплитуду ПВВП 

1

2

2

( )

1
1 ,1 ; .

m

E sM M

X iY iS
M a m

Q T Q TS

  

           
Установим условия КИ для ПВВП 1( ).E sM M 

При R    получаем 

2 2 2 2

1( ) exp .
( ) (1 )

a m m aR R iR
E sM M

Г a m Г a Q T

   
  

 

  
        

 

Пусть 0 0Z   в 0 .Q Z iZ   

Тогда при 1 0, 1, 2,...a m N        – КИ 
строго. 

При 0 0Z   находим, что возможны также 

следующие варианты условий КИ функции 

1( ) :E sM M   

– если
2

,
2

m
a

   тогда E   и ;W 

– если
2

,
2

m
a

   тогда ,E const  но ;W  

– если
1 2

, ,
2 2

m m
a

   
 

 тогда 0,E   но 

;W 

– если
1
,

2

m
a

  тогда 1,E R
  но ;W 

– если 
1

' ,
2

m
a


  тогда 0E   и .W const  

Строгая КИ. 
В. Oбсудим пучки К – К типа 1 1( ).E M M   

Согласно [2], его амплитуду можно взять в форме 

 
 
 

( )
* 1 1( )

,1 ; ( )

,1 ; ( ) .

mi Q TE M M e X iY

M a m m i R Q

M a m m i R Q


     

     

   

При заменах 1, ( )a m a Y Y     последний пу-

чок * 1 1( )E M M   преобразуется в пучок ( ),E M M 

рассмотренный ранее в [7]. Используя получен-
ные выше результаты (1.4) для пучка ( ),E M M   

сразу можем записать выражения для ПВВП 

* 1 1( ).E sM M   Амплитуда ПВВП  

* 1 1

2

2

1
( )

1 ,1 ; .
m

E sM M
Q T

X iY iS
M a m

Q TS

   


          
Условия КИ для ПВВП * 1 1( ) :E sM M   

– если
2

,
2

m
a

    тогда E   и ;W 

– если
2

,
2

m
a

    тогда ,E const  но 

;W 

– если
1 2

, ,
2 2

m m
a

     
 

 тогда 0,E 

но ;W 

– если
1

,
2

m
a

    тогда 1,E R
  но ;W   

– если
1

,
2

m
a

    тогда 0E  и .W const  

Строгая КИ. 
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Г. Наконец, обсудим пучки с амплитудой в 
форме 

   
 

( )
1( )

( ) ,1 ; ( )

,1 ; ( ) .

i Q T

m m

E M M e

X iY R Q M a m i R Q

M a m m i R Q


 



 

      

   

Здесь в работе [2] мы брали 0.Z   Однако, для 
получения ВППВ удобнее заменить в 1( )E M M 

переменную ( ).Q Q   Тогда получаем  

   
 

( )
* 1( )

( ) ,1 ; ( )

,1 ; ( ) .

i Q T

m m

E M M e

X iY R Q M a m i R Q

M a m m i R Q

 
 



 

      

   

Здесь можно взять 0;Z   0.m   Применяем 1 
преобразование Бейтмена. Затем, полагая 0,B   
находим, после некоторых преобразований, ам-
плитуду ПВВП  

* 1

2

2

( )

1
1 ,1 ; .

m

E sM M

X iY iS
M a m

Q T Q TS

  

            
Установим условия КИ для ПВВП * 1( ).E sM M   

Получаем, как для 1( )E sM M 

– если
2

,
2

m
a

   тогда E   и ;W 

– если
2

,
2

m
a

   тогда ,E const  но ;W  

– если
1 2

, ,
2 2

m m
a

   
 

 тогда 0,E   но 

;W 

– если
1

,
2

m
a

   тогда 1,E R
  но ;W 

– если
1

,
2

m
a

   тогда 0E   и .W const  

Строгая КИ.  
В отличие от пакетов 1( )E sM M   здесь в 

* 1( )E sM M   следует полагать 0 0.Z   

2 Физически реализуемые ПВВП ТК с не-
прерывным угловым индексом m  

Предварительно обсудим возможности ис-
пользования функций Трикоми U  и U  в (1.1). 

При Z   функции ,aU Q
   

2

,
2

R
U

Q


   что 

неплохо. Функции U  и U  при 0R   стре-

мятся к бесконечности, что физически неприем-
лемо. Попытки комплексифицировать перемен-
ные Z или X, Y функций U  и U  приводят к 

разрывам (скачкам) аргументов ( ( ))i R Q  и 

соответственно амплитуд вблизи 0,Z   что так-

же неприемлимо. Поэтому вариант U U   на всей 

оси Z не подходит. Однако можно использовать в 

(1.1), например, функцию M U   при 0Z   и 

функцию U M   при 0.Z   Далее мы будем об-

суждать пучки в области полупространства.  
А. Обсудим непараксиальные пучки Т – К 

   
 

( )( )

, 1; ( )

, 1; ( ) ,

i Z T

m

E U M e

X iY M a m i R Q

U a m i R Q


   

    

   

       (2.1) 

которые пригодны при 0.Z   Пусть при этом 
также ( 1) / 2.a m   Тогда 

 ( )
/2

/ 2 (2)
/ 2

( )
exp

2 2
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exp ( )

2 2

mi Z T
m
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m

i R Q R Q
E e X iY J

i R Q R Q
R Q H





          
   

           
   

( ) (1)
/2 / 2 .

2 2
i T

m m

R Q R Q
e J H         

   
 

Последний вариант (при 0 0)Z   соответствует 

Ковалеву [10], формула (21). Такие пучки он на-
зывает пучками Ханкеля – Бесселя. У него упоми-
наются также фактически пучки Т – К ( ).E U M   

Применяем 1 преобразование Бейтмена для 
( ).E U M   Затем, полагая 0,B   находим, после 

некоторых преобразований, амплитуду ПВВП 

2 2

1
( )

,1 ; exp .

m
X iY

E sU M
Q T Q T

iS iS
U a m

Q T Q T

 

 
     

   
        

Установим условия КИ для ПВВП. При R    

амплитуда 
2

2( ) exp .m a iS
E sU M R

Q T


  

 
   

 От-

сюда при 0Z   0 0Z   0m   – КИ ПВВП 

( )E sU M   при произвольном параметре а. При 

( 1) / 2a m   ПВВП ( )E sU M   редуцируются к 

ПВВП Ханкеля – Бесселя. 
Б. Обсудим непараксиальные пучки Т – К [2] 

   
 

( )
* 1( ) ( )

,1 ; ( )

,1 ; ( ) .

i Q T m

m

E U M e R Q

X iY M a m m i R Q

U a m i R Q

 
     

     

   

   (2.3) 

Здесь 0Z   0.m   Применяя 1 преобра-
зование Бейтмена и полагая 0,B   находим 
амплитуду ПВВП 

* 1

2 2

1
( )

,1 ; exp .

m
X iY

E sU M
Q T Q T

iS iS
U a m

Q T Q T

 

 
     

   
        

Отсюда следует, что условия КИ ПВВП 

1( )E sU M   такие же, как для ( ),E sU M   т. е. 

0Z   0 0Z   0m   произвольном параметре а. 
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В. Обсудим теперь пучки Т – К [2] 
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mi T QE U M e X iY

U m a m i R Q

M m a m i R Q


     

     

     



Поменяем предварительно ( )T T   в ( ) ,i T Qe 

чтобы в дальнейшем получить бегущее поле. 
Тогда 
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mi T QE U M e X iY

U m a m i R Q

M m a m i R Q

 
     

     

     



Применяя 1 преобразование Бейтмена и полагая 
0,B   находим амплитуду ПВВП 

*

2 2

1
( )

1 ,1 ; exp .

m
X iY

E sU M
Q T Q T

iS iS
U m a m

Q T Q T

 

 
     

    
          

Тогда, при 1R   амплитуда волнового поля 

2
2 2( ) exp .m a iR

E U M R
Q T

   
  

 
   

  

Отсюда условия КИ ПВВП * ( )E sU M   следую-

щие: 0Z   0 0Z   0m   при произвольном 

параметре а. 
Г. Обсудим теперь пучки Т – К [2] 

   ( )
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m mi T QE M U e X iY R Q


       
 

 
 

1 ,1 , ( )
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M a m i R Q

U m a m i R Q

     

      

Предварительно выполним замену ( )T T   в 
( )i T Qe   и получаем при 0Z   непараксиальные 

пучки Т – К 
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m mi T QE M U e X iY R Q
 

       
 

 
 

1 ,1 , ( )

1 , 1; ( ) .

M a m i R Q

U m a m i R Q

     

      
Применяя 1 преобразование Бейтмена и полагая 

0,B   находим амплитуду ПВВП  

** 1 2

2 2

1
( )

1 ,1 ; exp .

m
X iY

E sU M
Q T S

iS iS
U m a m

Q T Q T

 

      
   

           



Тогда, при 1R   амплитуда волнового поля  

2
2 2

** 1( ) exp .a m iR
E sU M R

Q T
   

  

 
   

  

Отсюда условия КИ ПВВП ** 1( )E sU M 
  сле-

дующие: 0Z   0 0Z   0m   при произволь-

ном параметре а, т. е. такие же, как для ПВВП 

* ( ).E sU M 
  

Аналогичные результаты получаются, если 
проанализировать варианты ПВВП Т – К других 
типов, включающих в свою амплитуду функции 
Трикоми U

  и .U  Здесь всегда 0.Z   

Заключение 
В данной работе получены выражения, опи-

сывающие дополнительные типы 3D непаракси-
альных ПВВП К – К и Т – К с непрерывным уг-
ловым индексом m в параболических вращатель-
ных координатах.  

Установлено, что для таких ПВВП К – К и 
Т – К путем подбора свободных параметров все-
гда можно добиться строгой КИ амплитуды и, 
тем самым, переносимой конечной мощности 
пакета и его физической реализуемости. Сущест-
венно также, что здесь для КИ не требуется гаус-
сова аподизация пучков. Показано, что непара-
ксиальные пучки Т – К физически реализуемы 
только в области полупространства 0Z   или 
при 0.Z   Компьютерное моделирование в сис-
теме Maple подтверждает все эти выводы. 

Одновременный переход от дискретных 
значений m к непрерывному спектру, а также от 
вещественных к комплексным значениям пара-
метра a сильно расширяет класс известных в на-
стоящее время ПВВП с цилиндрической сим- 
метрией. 
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АКУСТООПТИЧЕСКИЙ СПЕКТРОАНАЛИЗАТОР 
НА БЕССЕЛЕВЫХ СВЕТОВЫХ ПУЧКАХ 
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ACOUSTO-OPTICAL SPECTRUM ANALYZER 
BASED ON BESSEL LIGHT BEAMS 

G.V. Kulak1, P.I. Ropot2, A.R. Bestugin3, O.V. Shakin3 
1I.P. Shamyakin Mozyr State Pedagogical University 

2B.I. Stepanov Institute of Physics of the NAS of Belarus, Minsk 
3State University of Aerospace Instrumentation, Saint Petersburg 

 
Теоретически исследованы особенности неколлинеарной акустооптической дифракции квазибездифракционных бессе-
левых световых пучков в одноосных кристаллах для создания спектроанализаторов радиочастотных сигналов. Найдено 
выражение для эффективности дифракции в зависимости от параметров взаимодействующих бесселевых пучков о- и 
е-типа, а также от значений интегралов перекрытия и частотной расстройки брэгговского синхронизма. Показано, что в 
условиях отсутствия точного поперечного фазового синхронизма дифрагированных бесселевых световых пучков час-
тотное разрешение акустооптического спектроанализатора составляет ~ 3,5 кГц. 
 
Ключевые слова: неколлинеарное акустооптическое взаимодействие, бесселевы световые пучки, акустооптический 
спектроанализатор, одноосный кристалл, эффективность дифракции, частотное разрешение. 
 
The features of non-collinear acousto-optical diffraction of quasi-diffraction Bessel light beams in uniaxial crystals for creating 
radio frequency signal spectro-analyzers are theoretically investigated. An expression is found for the diffraction efficiency de-
pending on the parameters of interacting Bessel beams of o - and e-type, as well as on the values of the overlap integrals and the 
frequency detuning of the Bragg synchronism. It is shown that the frequency resolution of the acousto-optical spectrum ana-
lyzer is ~ 3.5 kHz in the absence of accurate transverse phase synchronism of diffracted Bessel light beams. 
 
Keywords: non-collinear acousto-optical interaction, Bessel light beams, acousto-optical spectrum analyzer, uniaxial crystal, 
diffraction efficiency, frequency resolution. 

 
 

Введение 
В одноосных кристаллах реализуется широ-

коапертурная геометрия взаимодействия света и 
ультразвука [1]–[4]. При этом плоскость акусто-
оптического (АО) взаимодействия проходит че-
рез оптическую ось, а волновой вектор ультра-
звуковой (УЗ) волны составляет с перпендикуля-
ром к оптической оси некоторый угол   0. АО 
дифракция световых волн в плосковолновом 
приближении, а также гауссовых световых пуч-
ков довольно хорошо изучена [1]. В настоящее 
время для целей оптической обработки инфор-
мации большой интерес представляют бесселевы 
световые пучки (БСП), распространяющиеся в 
одноосных кристаллах [5], [6]. Для ряда важных 
применений значительный интерес представляют 
процессы неколлинеарного АО взаимодействия 
света и ультразвука в анизотропных средах [7], 
[8]. В частности, такие особенности АО взаимо-
действия перспективны для создания неколлине-
арных перестраиваемых АО фильтров [2]–[4] и 
спектроанализаторов радиосигналов [9], [10].  

В настоящей работе с использованием ме-
тода интегралов перекрытия рассмотрена АО 

дифракция бесселевых световых пучков высоких 
порядков в заданном диапазоне спектра ультра-
звукового сигнала при неколлинеарном АО 
взаимодействии в кристаллах парателлурита 
(ТеО2) на медленной сдвиговой УЗ волне, рас-
пространяющейся под малым углом  к оси 
[110]. Такая геометрия неколлинеарного АО 
взаимодействия является наиболее эффективной 
и реализуется когда на диаграмме волновых век-
торов падающего и дифрагированного света ка-
сательные к волновым поверхностям параллель-
ны (рисунок 0.1). 

 

 
Рисунок 0.1 – Диаграмма волновых векторов 

падающего и дифрагированного света при заданной 
частоте (f) ультразвука и длине волны () света 
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 Параллельность касательных к поверхно-
стям волновых векторов означает, что векторы 
групповых скоростей падающего и дифрагиро-
ванного света коллинеарны. При этом отсутству-
ет апертурный эффект, то есть два пучка света 
ортогональной поляризации до выхода из кри-
сталла не испытывают пространственного разде-
ления. Такая геометрия АО взаимодействия 
обеспечивает условие того, что, при заданной 
частоте ультразвука и длине волны света, усло-
вия брэгговского синхронизма автоматически 
выполняются в некотором диапазоне i. углов 
падения света i [2], [3]. При этом следует учи-
тывать, что, вследствие значительного сноса 
энергии акустической волны под углом  отно-
сительно нормали к пьезопреобразователю, дли-
на АО взаимодействия ld в плоскости дифракции 
XZ дается выражением [3]: 

 1 1 cos( ) / sin( ) .d ol l         
Здесь l1 – размер пьезопреобразователя в плоско-
сти АО взаимодействия XZ, o – угол падения 
света по отношению к оси X, причем угол сноса 
 УЗ пучка дается соотношением: 

11 12
44

2 211 12
44

sin 2
arctg

2 2

cos sin ,
2

c c
c

c c
c

        
        

 

где c11, c12, c44 – коэффициенты упругости кристалла. 
Кроме обычного продольного фазового со-

гласования, БСП должны удовлетворять услови-
ям поперечного фазового согласования [5], [6]. 
Такое согласование связано с тем, что БСП с 
различными углами конусности имеют различ-
ную пространственную структуру и, как следст-
вие, различные величины интегралов перекрытия 
дифрагированных пучков. При этом вычисление 
интегралов перекрытия (gm) позволяет найти их 
максимальные значения в условиях поперечного 
синхронизма.  

 
1 Теоретические результаты и обсуждение 
Рассмотрим геометрию АО взаимодействия, 

при которой УЗ волна распространяется в кри-
сталле ТеО2 в направлении оси Х и занимает про-
странство между плоскостями z = 0 и z = l. Бу-
дем считать, что падающая волна в одноосном 
кристалле имеет обыкновенную «о» поляриза-
цию и является бесселевым световым пучком 
о-типа [7], [8]. В свою очередь, дифрагированная 
волна имеет необыкновенную «е» поляризацию 
и является бесселевым пучком е-типа (рисунок 
1.1). Ось падающего БСП о-типа расположена в 
плоскости XZ под углом о  к оси X || [110]. При 

этом реализуются условия пространственного 

Δo ek K k k  
  

 и временного d    синхро-

низма, где ok


  ek


 – волновой вектор бесселева 

пучка о-типа (е-типа), K


 – волновой вектор УЗ 

волны, k


 – расстройка фазового синхронизма 
(продольное фазовое рассогласование). Система 
уравнений связанных волн для амплитуд падаю-
щего (Ао) пучка о-типа и дифрагированного (Ае) 
пучка е-типа имеет вид [1]: 
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  (1.1) 

где звездочка «*» означает комплексное сопря-
жение. В уравнениях (1.1) вектор-функции поля-
ризации падающего бесселева пучка о-типа и 
дифрагированного пучка е-типа даются следую-
щими выражениями [11]: 
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 Здесь введены следующие обозначения: 

1 2 3, ,e e e
  

 – единичные векторы в кристаллографи-

ческой системе координат X1, X2, X3; ,  – цилин-
дрические координаты БСП,  ( ) ,arctg atg    

/ ;o ea n n  no (ne) – обыкновенный (необыкно-

венный) показатель преломления кристалла; 

, , ,sin ,o e o e o eq k     2 2
||, || , , ,o e o e o eq k q     причем 

o,e – параметр конусности БСП; 090 ;o o     

 090 ( ) ;e earctg atg     ˆ  – изменение тензо-

ра диэлектрической проницаемости, индуциро-
ванное ультразвуковой волной.  
 Из (1.2) следует, что падающий и дифраги-
рованный пучки соответственно о- и е-типа об-
ладают сложной неоднородной по сечению пуч-
ка поляризационной структурой [11]. При этом 
векторы поляризации oe


 и ee


 моды бесселева 

пучка порядка m зависят от функций Бесселя 
пяти порядков 1 2, , .m m mJ J J   Здесь, по определе-

нию, бесселев пучок порядка m имеет общий 
фазовый множитель ( ) ,zi mz k z te    то есть распро-
страняется в кристалле с фазовой скоростью 

/ zk  без изменения пространственного распре-

деления поперечной составляющей. 
 Решение системы уравнений связанных 
волн (1.1) ищем с использованием следующих 
граничных условий: ( 0) ,oA z A  ( 0) 0.eA z    

Тогда эффективность дифракции имеет вид [1], 
[7], [8]: 
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причем 0 – центральная длина световой волны, 
f – отклонение частоты УЗ от центральной, f0 – 
центральная частота УЗ волны,  – фазовая ско-
рость сдвиговой УЗ волны; 

12 11 44

sin(2 )
( )

8эфp p p p
     

 

11 12 44( , ,p p p  – фотоупругие постоянные,  – 

плотность кристалла,  – фазовая скорость УЗ 
волны, ( ) / 2,o en n n   Pa – мощность УЗ волны, 

l1 – длина пьезопреобразователя вдоль оси 
X || [110], l2 – ширина пьезопреобразователя). 
При решении системы уравнений (1.1) находят 
комплексную амплитуду дифрагированной вол-
ны Ae. Тогда в качестве коэффициента диффе-
ренциального уравнения относительно Ae полу-
чаем интеграл перекрытия gm дифрагированной 
волны вида [см. напр. 8]: 
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(1.4) 

где RB – радиус БСП.  
С использованием соотношений (1.3)–(1.4) 

рассмотрим физические характеристики АО ди-
фракции с целью создания акустооптического 
спектроанализатора (АОСПА) на БСП. Для ис-
следованной геометрии АО взаимодействия цен-
тральная частота УЗ волны полагалась f0 = 159 
МГц, длина волны света 0 = 0,63 мкм. Для дан-
ной длины волны света показатели преломления 
кристалла TeO2 соответственно равны: no = 2,26, 
ne = 2,41 [12]. Для пьезопреобразователя разме-
ром l1 = 1 см, l2 = 0,5 см максимальная эффек-
тивность дифракции ( = 1) достигается в усло-
виях продольного и поперечного синхронизма 
при УЗ мощности Pa = 23 мВт. 

Зависимости эффективности дифракции  
от ширины спектра f АОСПА для центральной 
частоты ультразвука f0 = 159 МГц, длины волны 
света 0 = 0,63 мкм представлены на рисунке 1.1.  

Частотное разрешение спектроанализатора 
(fа) АОСПА рассчитывалось по достижению 
эффективности дифракции  нулевого значения 
( = 0). Рассматривался случай полного попереч-
ного синхронизма дифрагированных БСП 
(qn = 0) и отсутствия поперечного фазового син-
хронизма (qn  0). В обоих случаях параметр фа-
зовой отстройки (qn) и порядок БСП (m) подби-
рались так, чтобы эффективность дифракции 
достигала максимального значения на централь-
ной частоте ультразвука f0. Как следует из 
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рисунка 1.1, а), разрешающая способность 
АОСПА в условиях поперечного синхронизма 
составила fа = 210 кГц. Значительное улучше-
ние разрешающей способности АОСПА достига-
ется для тех же порядков БСП при условии на-
рушения поперечного синхронизма (рисунок 
1.1, б). При этом частотное разрешение составля-
ет fа = 3,52 кГц. Данный физический эффект 
объясняется сложным пространственным рас-
пределением дифрагированных БСП в одноос-
ных кристаллах [8], [10] и возможностью изме-
нения интеграла перекрытия за счет варьирова-
ния параметров конусности дифрагированных 
БСП. 
 

 
 
 
 
 
     а) 

 
 
 
 
 
 
     б) 

 
 

Рисунок 1.1 – Зависимость эффективности ди-
фракции  от ширины УЗ спектра f 

а) при условии поперечного синхронизма для 
различных порядков БСП m = 03; 

б) при отсутствии поперечного синхронизма 
(qn  0) для различных порядков БСП: 

m = 0, qn = 6; m = 1, qn = 0,98; m = 2, qn = 0,5; 
m = 3, qn = 0,39 (кристалл TeO2;  =100; 

o = e = 0,50, RB = 6 мм, Pa = 23 мВт, f = 159 МГц, 
l1 = 1 см, l2 = 0,5 см, 0 = 0,63 мкм) 

 
В условиях продольного и поперечного 

синхронизма наряду с рассмотренной разре-
шающей способностью, обусловленной селек-
тивными свойствами брэгговской дифракции, 
имеет место ее уменьшение, связанное с ушире-
нием ультразвукового и светового пучков [1], 
[2]. Расчет данных ширин спектра для ультра-
звукового (fS) и светового (fL) пучков достига-
ется с использованием соотношений [1]: 

, 0 ,0,8 ,S L S L of f tg     

где S  – расходимость УЗ пучка, L  – расходи-

мость светового пучка. Таким образом, общее 
частотное разрешение составляет: 

.об а S Lf f f f        
Следует отметить, что для квазибездифракцион-
ных БСП выполняются естественные соотноше-
ния: ,L аf f    .L Sf f    В таком случае, ис-

пользование БСП для АОСПА является предпоч-
тительным, например, чем гауссовых пучков [1]. 
Положив, к примеру, fS = 25,2 кГц, fL = 2,52 кГц 
получим, что 239,48 кГцобf   при qn = 0 и 

33 кГцобf   при qn  0 (рисунок 1.2). Число 

разрешимых положений АОСПА дается соотно-
шением: / ,f обN f f    где f  – ширина иссле-

дуемого диапазона спектра УЗ сигнала [1]. 
  

2 Экспериментальная схема АО спек-
троанализатора 

На рисунке 2.1 представлена схема АОСПА 
с пространственным интегрированием [12].  
 

 
 

Рисунок 2.1 – Схема АОСПА с пространственным 
интегрированием (ИС – источник света, Л1, Л2, 
Л3 – сферические линзы, АОМ – акустооптиче-
ский модулятор, S(t) – временная функция ра-

диосигнала, F – фокусное расстояние линзы Л3, 
ФП – фотоприемник) 

 
 В соответствии со схемой, приведенной на 
рисунке 2.1, квадрат напряженности поля дифра-
гированной волны в области фотоприемника вы-
ражается соотношением [12]: 
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где 2h – размер апертуры АОМ вдоль оси Y, Е0 – 
напряженность электрического поля падающей 
волны; ke = 2 /  – волновое число дифрагиро-
ванной волны, причем  =0 / ne. Здесь полага-
лось, что в одночастотном режиме S(t) = 1. Тогда 
сигнальный ток фотоприемника находим из со-
отношения [12]: 
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где 2 – ширина элемента фотоприемника, 2 – 
высота элемента фотоприемника,  – коэффици-
ент оптических потерь, PL – мощность оптиче-
ского излучения, SI – чувствительность фотопри-
емника по току. Допустимая степень нелинейно-
сти 2( ) /12.B dl    Данная величина определяет 

верхнюю границу динамического диапазона 
АОСПА с пространственным интегрированием и 
для БСП она ~ (gm)2. 
 
 Заключение 

Таким образом, в одноосных кристаллах 
реализуется неколлинеарная АО дифракция бес-
селевых световых пучков о- и е-типов для раз-
личных мод m, перспективная для создания 
спектроанализаторов радиосигналов с высоким 
частотным разрешением. Найдено выражение 
для эффективности дифракции в зависимости от 
параметров взаимодействующих бесселевых 
пучков о- и е-типа, а также от значений интегра-
лов перекрытия и частотной расстройки брэггов-
ского синхронизма. Установлено, что в условиях 
отсутствия точного поперечного фазового син-
хронизма дифрагированных бесселевых свето-
вых пучков, частотное разрешение акустооптиче-
ского спектроанализатора составляет ~ 3,5 кГц. 
Рассчитаны параметры схемы АОСПА с про-
странственным интегрированием на основе БСП 
и кристаллов ТеО2. 
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STRUCTURE AND PROPERTIES OF a-C FILMS CONTAINING METALS 

AND PRODUCTS OF THEIR INTERACTION WITH NITROGEN, CARBON 
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С использованием вакуумно-плазменных методов осаждены (Cu-CrN):a-C и (Al-CrN):a-C покрытия, определен их хи-
мический и фазовый состав, механические свойства. Методом РФЭС установлены особенности образования нитрид-
ных и карбидных соединений при содержании в покрытии хрома, меди или алюминия. Показано, что концентрация 
азотсодержащих связей и содержание карбидной фазы в (Al-CrN):a-C покрытии значительно превышает их содержание 
в (Cu-CrN):a-C покрытии. Определены триботехнические свойства покрытий при трении по стали ШХ15, Al2O3 и Si3N4. 
Показано, что более низкое значение коэффициента трения регистрируется при контактном взаимодействии 
(Al-CrN):a-C со сталью ШХ15 (0,2), а минимальный коэффициент объёмного износа контртела получен в паре трения с 
Al2O3 (1,08×10-10 м3/(Н∙м)). Методом индентирования показано, что введение меди увеличивает пластичность покры-
тий, при этом их твердость снижается незначительно. (Al-CrN):а-C покрытия характеризуются более высокой твердо-
стью (14,2 ГПа) и коэффициент упругого восстановления IT  равен 51,8% при глубине индентирования 500 нм. 

 
Ключевые слова: композиционные углеродные покрытия, карбиды и нитриды металлов, триботехнические свойства, 
механические свойства. 
 
(Cu-CrN):a-C and (Al-CrN):a-C coatings were deposited using vacuum-plasma methods, their chemical and phase composition, 
mechanical properties were determined. The features of the formation of nitride and carbide compounds with the content of 
chromium, copper or aluminum in the coating have been established by the XPS method. It was shown that the concentration of 
nitrogen-containing bonds and the content of the carbide phase in the (Al-CrN):a-C coating significantly exceed their content in 
the (Cu-CrN):a-C coating. The tribotechnical properties of coatings during friction against steel ШХ15, Al2O3 and Si3N4 have 
been determined. It is shown that a lower value of the friction coefficient is recorded during contact interaction (Al-CrN):a-C 
with steel ШХ15 (0.2), and the minimum coefficient of volumetric wear of the counterbody was obtained in the pair of friction 
with Al2O3 (1.08×10-10 m3/(N∙m)). It was shown by the indentation method that the introduction of copper increases the ductility 
of the coatings, while their hardness decreases slightly. (Al-CrN):a-C coatings are characterized by a higher hardness 
(14.2 GPa) and the coefficient of elastic recovery IT  is 51.8% at an indentation depth of 500 nm. 

 
Keywords: composite carbon coatings, metal carbides and nitrides, tribotechnical properties, mechanical properties. 

 
 

Введение 
Низкие значения коэффициента трения, вы-

сокие твердость и износостойкость покрытий на 
основе углерода являются важными параметра-
ми, определяющими их эффективное использо-
вание при решении различных технических задач 
[1]. Нитридные и карбидные соединения пере-
ходных металлов характеризуются более высо-
кой термостойкостью, пластичностью в сравне-
нии с а-С покрытиями и их использование в ка-
честве компонентов композиционных материа-
лов является одним из наиболее перспективных 
технологических приемов достижения высоких 
эксплуатационных свойств [2], [3]. 

Разработка и оптимизация методов форми-
рования покрытий на основе углерода, содержа-
щих слои карбидов и нитридов переходных ме-
таллов, с целью направленного улучшения их 
механических свойств (снижения внутренних 

напряжений, увеличения пластичности) является 
актуальной задачей. Наличие в структуре покры-
тий элементов с различной химической активно-
стью дает возможность формировать в объеме 
слоя заданное фазовое и структурное состояние, 
что, в конечном счете, позволяет реализовать 
высокие механические характеристики покры-
тий, определяемые, в частности, оптимальным 
отношением твердости, прочности, ударной вяз-
кости и износостойкости [4], [5].  

Одним из приоритетных направлений со-
временного материаловедения является разра-
ботка многокомпонентных нанокомпозитных 
структур, содержащих такие элементы, как Cu, 
Ti, Al, Cr и продукты их взаимодействия с азо-
том и углеродом [6], [7]. Изучение особенностей 
осаждения, структуры и механических свойств 
таких систем позволит определить оптимальный 
состав и технологические приемы регулирования 
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их свойств [8], [9]. Использование в качестве ле-
гирующих элементов алюминия или меди, ха-
рактеризующихся различной химической актив-
ностью по отношению к углероду и азоту, созда-
ет условия для формирования в объеме покрытий 
фазы с отличающимися механическими свойст-
вами, выполняющими, в частности, при трении 
различные функции (нитридные и карбидные 
соединения хрома повышают термостойкость 
покрытия с сохранением его высокой твердости 
[10], медные слои в зоне контакта снижают ко-
эффициент трения, повышают износостойкость 
покрытия [11]–[13]). 

Целью данной работы является установле-
ние структурного и фазового состояния, механи-
ческих свойств сформированных из импульсной 
углеродной плазмы покрытий, содержащих в 
своем составе медь, алюминий, хром и продукты 
их взаимодействия с углеродом, азотом. 

 
1 Методика получения покрытий и ис-

следования их структуры и свойств 
Для осаждения металлсодержащих покры-

тий на основе аморфного углерода применяли 
оборудование, схематически представленное на 
рисунке 1.1. Его важной особенностью является 
испарение металлов из отдельных электродуго-
вых испарителей, что позволяет осуществлять 
контроль скорости его осаждения и, таким обра-
зом, формировать покрытия с заданным химиче-
ским составом.  

Углеродная компонента покрытия осажда-
лась из потока углеродной плазмы, формируемой 
испарением графитового катода импульсной ду-
гой. Введение азота в состав покрытия проводи-
ли в процессе испарения дугой постоянного тока 
катодов, изготовленных из хрома и алюминия 
(меди), в атмосфере азота при его парциальном 
давлении 6,3×10-2 Па. Отношение концентраций 

хрома и алюминия (меди) изменяли за счет регу-
лирования токов дуговых испарителей. Данным 
методом были получены (Al-CrN):a-C и  
(Сu-CrN):a-C покрытия. 

Химический состав и концентрацию эле-
ментов в покрытиях определяли методом рентге-
новской фотоэлектронной спектроскопии 
(РФЭС) с использованием прибора PHI Quantera 
при возбуждении вещества Kα-излучением алю-
миния с энергией кванта 1486,6 эВ и суммарной 
мощностью 250 Вт.  

Триботехнические испытания проводили по 
схеме «сфера-плоскость» при возвратно поступа-
тельном перемещении индентора со скоростью 
10 мм/с при нормальной нагрузке 1 Н. В качестве 
инденторов использовали шарики диаметром 
4 мм, изготовленные из стали ШХ15, Al2O3 и 
Si3N4. После проведения триботехнических ис-
пытаний измеряли диаметр пятна контакта и рас-
считывали коэффициент объёмного износа 
контртела j (м3 / Н×м).  

В качестве характеристик механических 
свойств использовали значения стойкости к уп-
ругой деформации, характеризующейся индек-
сом пластичности (H / E), стойкость к пластиче-
ской деформации (H3 / E2) и коэффициент упру-
гого восстановления IT  [14]–[17]. Измерения 

механических свойств проводили методом ин-
дентирования («НаноСкан 4D», ФГБНУ «ТИС-
НУМ», РФ) в режиме с линейной разверткой 
прикладываемой силы нагружения (Lin. Force) с 
применением индентора типа Беркович по стан-
дартной методике (ISO 14577) с однократным на-
гружением и разгружением. С целью обеспечения 
метрологически достоверных значений измерен-
ных параметров на каждом образце покрытий 
проводилось по 15 измерений при идентичных 
условиях нагружения. Для расчета коэффициента 

 

 
Рисунок 1.1 – Схема вакуумной установки для формирования покрытий  
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упругого восстановления использовали значения 
максимальной глубины индентирования hmax и 
остаточной глубины отпечатка Δh при трех раз-
личных значениях максимальной нагрузки, а 
именно: 5 мН, 15 мН и 50 мН. Данные нагрузки 
на индентор обеспечивали глубины вдавливания 
порядка 100 нм, 250 нм и 500 нм, что позволило 
определить упругие свойства в различных по 
толщине приповерхностных слоях. 
 

2 Полученные результаты и их анализ 
На рисунке 2.1 приведены обзорные РФЭ-

спектры для (Al-CrN):a-C и (Сu-CrN):a-C покры-
тий. Их анализ показывает, что в покрытиях при-
сутствуют Cu, Cr, Al, N и C. Установлено также 
содержание кислорода с концентрацией меньше 
2%, введение которого в объем слоя наиболее 
вероятно после нанесения покрытия при напуске 
воздуха в камеру.  

РФЭ-спектры (Cu-CrN):a-C покрытия, полу-
ченные при высоком разрешении, указывают на 

образование в покрытии при таких условиях 
осаждения различных химических связей между 
элементами (рисунок 2.2). Так, в C1s спектре 
можно выделить полосы поглощения, свидетель-
ствующие об образовании в покрытии C – Cr, 
C – C, C – N и C – O связей (рисунок 2.2, а). Низ-
кая интенсивность компоненты С–Сr указывает 
на относительно слабую химическую способ-
ность к взаимодействию между атомами хрома и 
углерода. Согласно спектру Cr2p (рисунок 2.2, б) 
хром в (Cu-CrN):a-C покрытии присутствует как 
металлическая компонента, нитрид хрома или 
оксид [12], [13].  

Медь присутствует в покрытии преимуще-
ственно в виде металла или оксидов CuO или 
CuO2. В спектре азота N1s обнаружены пики, 
которые характерны для N – Cr, N – Csp2 N – Csp3 
взаимодействия. В спектре состояния O1s при-
сутствуют полосы поглощения, указывающие на 
наличие связей оксида хрома, оксида меди и 
O – C связи (рисунок 2.2, г).  

 

  
 

Рисунок 2.1 – Обзорные РФЭ-спектры (Al-CrN):a-C (а), (Cu-CrN):a-C (б) покрытий 
 

      

 
 

 

Рисунок 2.2 – Спектр состояния C1s (а), Cr2p (б), Cu2p (в) и N1s (г) (Cu-CrN):a-C покрытия 
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Рисунок 2.3 – Спектр состояния С1s (а), Cr2p (б), Al2p (в), N1s (г)  (Al-CrN):a-C покрытия 
 

При замене в составе покрытий меди на 
алюминий проявляются особенности химическо-
го взаимодействия компонентов (рисунок 2.3). 
Так, вблизи энергии 285 эВ состояния C1s ато-
мов углерода наблюдается интенсивный пик, 
который возможно разложить на компоненты 
для связей типа C – Cr, C – C, C – N и C – О (ри-
сунок 2.3, а), интенсивность которых отличается 
от значений, представленных на рисунке 2.2, а. 
В С1s спектре состояния атомов углерода 
(Al-CrN):a-C покрытия обнаружены пики, ответ-
ственные за C – Cr, C – C, C – N и С – О взаимо-
действие. Интенсивность и площадь данных пи-
ков (таблица 2.1) показывает на преимуществен-
ное образование связей углерода с азотом. В 
РФЭ спектре состояния Cr2p (рисунок 2.3, б) 
обнаружены связи, определяющие Cr – Cr, 
Cr – C, Cr – O и Cr – N взаимодействие. 

Следует отметить, что отношение площадей 
пиков Cr – C, Cr – N и Cr – Cr в спектре Cr2p (ри-
сунок 2.2, б и 2.3, б), контуры которых соответ-
ствуют металлическому хрому, взаимодействию 
хрома с азотом и углеродом, практически одина-
ковы. Таким образом, введение Al в слой CrN не 
приводит к изменению относительной доли Csp3- 
и Csp2-фаз в сравнении с (Сu-CrN):a-C покрыти-
ем. Однако концентрация азотсодержащих свя-
зей и содержание карбидной фазы в (Al-CrN) / a-C 
покрытии значительно более высокие (таблица 
2.1). 
 

Таблица 2.1 – Параметры РФЭ-спектров C1s со-
стояния атомов углерода для композиционных 
покрытий  
 

Покрытие С-С / С-Me С-С / С-N С-C / С-MeN
(Al-CrN):а-C 1,51 0,56 3,38 
(Cu-CrN):а-C 7,44 1,23 2,08 

 
Результат разложения спектра состояния 

Al2p для (Al-CrN):a-C покрытия (рисунок 2.3, в) 
показывает, что алюминий в покрытии присутст-
вует как в виде оксида, нитрида так и в виде ме-
таллических включений. Химические связи, ха-
рактерные для образования сложного нитрида в 
спектре (Cr-Al)-N покрытия, не обнаружены. 
Анализ состояний Сu2p и N1s (Cu-CrN):а-C по-
крытий (рисунки 2.2, а и г), не позволил выявить 
формирование соединений типа Cu – N или 
Cu – C, что связано с низкой химической актив-
ностью меди с азотом и углеродом [14], [15]. 

Согласно таблице 2.1, при легировании 
алюминием нитридной компоненты покрытия в 
углеродном слое происходит увеличение не 
только доли (Csp3 + Сsp2) фазы, но и формирова-
ние пиридинподобных связей (С – N связей) [16]. 
Информацию об отношении углеродной компо-
ненты покрытия к нитридной/карбидной фазе 
можно получить из данных, приведенных в таб-
лице 2.1. 

Изменения в химическом и фазовом составе 
покрытия сказываются на их триботехнических и 

а) б) 

в) г) 
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механических свойствах. Установлено, что ко-
эффициент трения пары (Al-CrN):a-C и ШХ15 
значительно ниже, чем для пары трения (Cu-
CrN):а-С – ШХ15 (рисунок 2.4, таблица 2.2). При 
этом если при трении (Al-CrN):a-C (а) покрытия 
меньшее значение коэффициента трения регист-
рируется при контакте со сталью ШХ15, то при 
контактном взаимодействии (Cu-CrN):a-C по-
крытия со сталью ШХ15 коэффициент трения 
имеет более высокие значения в сравнении с 
другими контртелами. Анализ дорожек трения 
показал, что при трении медьсодержащих угле-
родных покрытий в паре с твердыми контртела-
ми Al2O3 и Si3N4 в зоне трения формируются 
пластичные пленки меди, выполняющие роль 
твердой смазки и обеспечивающие низкие значе-
ния коэффициента трения.  

Как показано в таблице 2.2, коэффициент 
объёмного износа контртел  различной природы 
в паре трения с (Al-CrN) / а-С покрытием дости-
гает более высоких значений  и определяется 

фазовым составом контактирующих поверхно-
стей, наличием макрочастиц в зоне трения, а 
также попаданием в зону трения продуктов раз-
рушения (Al-CrN):a-C покрытия, имеющих вы-
сокую твердость, что определяет преимущест-
венно абразивный характер износа поверхности 
контртела (рисунок 2.4, а). Покрытия, содержа-
щие в составе нитридного слоя медь, показывали 
более низкие значения коэффициентов объёмно-
го износа контртел, чем покрытия с алюминием 
(таблица 2.2).  

Определение механических свойств 
(Cu-CrN):а-C и (Al-CrN):а-C покрытий проводи-
лось на основании анализа кривых нагружения-
разгружения при различных нагрузках, пред-
ставленных на рисунке 2.5.  

Известно [16], [17], что для увеличения 
стойкости к разрушению, вызванной упругой 
деформацией, и уменьшения пластической де-
формации, покрытие должно показывать высо-
кие  значения  твердости  и  обладать  при  этом  

 

 
 

 

Рисунок 2.4 – Кинетические зависимости коэффициента трения  
(Al-CrN):a-C (а) и (Cu-CrN):a-C (б) покрытий 

 
Таблица 2.2 – Параметры трения композиционных покрытий 
 

Покрытие (Cu-CrN):а-С (Al-CrN):а-C 
Контртело ШХ15 Al2O3 Si3N4 ШХ15 Al2O3 Si3N4 

Коэффициент трения µ 0,458 0,267 0,302 0,192 0,291 0,363 
Коэффициент объёмного износа контр тела,

j × 10-10 м3/(Н∙м) 
1,16 1,08 1,98 1,47 1,75 3,51 

 

  
 

Рисунок 2.5 – P–h диаграммы при нагрузке 5 (1), 15 (2) и 50 мН (3) 
(Cu-CrN):а-С (а) и (Al-CrN):а-C (б) покрытий 

 

б) а) 

а) б) 



Структура и свойства а-С покрытий, содержащих металлы и продукты их взаимодействия с азотом, углеродом 
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   Таблица 2.3 – Механические свойства покрытий  

,%IT  
Покрытие Hср, ГПа Eср, ГПа H / E H3 / E2 

P1, мН Р2, мН Р3, мН 
(Al-CrN) / а-C 14,2±1,3 187,6±8,3 0,08 0,082 38,0 40,8 51,8 
(Cu-CrN) / а-C 13,3±1,9 207,5±20,5 0,06 0,054 54,1 52,4 45,2 

 
низким модулем упругости. Высокая твердость 
покрытия гарантирует стабильность процесса 
трения и определяет снижение абразивного из-
носа, а низкий модуль упругости обеспечивает 
высокую устойчивость к пластической деформа-
ции и позволяет нагрузке, вызванной давлением 
контртела, распределяться в пределах более ши-
рокой области, чем область контактного давле-
ния. По высоким значениям отношения H / E 
можно судить о повышенной износостойкости 
покрытий. Эта закономерность была подтвер-
ждена на основе данных таблиц 2.2 и 2.3, а также 
теоретически и экспериментально на примере 
других покрытий триботехнического назначения 
[17], [18]. 

В работах [18], [19] упругие свойства мате-
риалов предложено классифицировать согласно 
значениям индекса пластичности, определяемого 
как H / E, и, как показано в работе [19], значения 
H / E характеризуют структурное состояние по-
крытий. При этом более износостойким является 
покрытие с более высокими значениями H, E, 
H / E и значениями коэффициента упругого вос-
становления IT . 

Полученные композиционные покрытия 
имеют индекс пластичности H / E в диапазоне от 
0,05 до 0,08, что согласуется с результатами оп-
ределения их структуры и фазового состава. Для 
покрытий, содержащих в качестве легирующего 
элемента медь, характерны более низкие значе-
ния H / E в сравнении с легированными алюми-
нием. Более низкое значение H / E для  
(Cu-CrN):а-C покрытия показывает больший 
вклад работы, затрачиваемой индентором на со-
вершение пластической деформации в материале 
покрытия. Значения H / E для покрытий 
(Al-CrN) / а-C равно 0,8 и указывает, что для дан-
ного покрытия характерно меньшее влияние пла-
стической деформации, и, следовательно, кине-
тика трения и разрушения будет протекать по 
механизму, характерному для алмазоподобного 
а-C покрытия. Для алмазоподобных покрытий 
характерна высокая стойкость к упругой дефор-
мации и значения H / E находятся в диапазоне 
0,08–0,2 (для TiN, CrN, ZrN покрытий 
H / E ≈ 0,08). Введение легирующих металлов в 
объем композиционного покрытия позволяет 
уменьшить H / E, тем самым увеличив пластич-
ность покрытий, оказав при этом незначительное 
влияние на твердость полученных слоев (табли-
ца 2.3). 

Значения H3 / E2, характеризующие сопро-
тивление материала пластической деформации, 
коррелируют со значениями твердости и показы-
вают, что максимальные значения H3 / E2 наблю-
даются для (Al-CrN) / а-C покрытия, что нахо-
дится в соответствии с результатами определе-
ния фазового состава покрытий. 

На основании P-h диаграмм (рисунок 2.5) 
определен коэффициент упругого восстановле-
ния IT  покрытий при различных максимальных 

нагрузках на индентор (P1, P2 и P3) (таблица 2.3). 
Установлено, что IT  зависит от глубины инден-

тирования и структуры покрытия. Значения ко-
эффициента упругого восстановления получен-
ных покрытий значительно меньше, чем для ал-
мазоподобных покрытий, IT  которых находится 

в диапазоне от 70% до 85%. Установлено, что 
для (Al-CrN):а-C покрытия значения твердости 
максимальны и при этом значения IT = 51,8% 

при глубине индентирования 500 нм. 
 

Заключение 
Предложены методики формирования мно-

гокомпонентных покрытий из отдельных источ-
ников на основе аморфного углерода и металлов 
и их соединений. Методом РФЭС определен хи-
мический и фазовый состав (Cu-CrN):а-C и  
(Al-CrN):а-C покрытий. Показано, что медь в 
покрытии присутствует в виде отдельной метал-
лической фазы и в поверхностных слоях частич-
но в виде оксида меди. Углерод в покрытии об-
разует химические соединения с хромом и азо-
том, в структуре (Al-CrN):а-C покрытия проис-
ходит образование связей C – N и С – Сr. Алю-
миний присутствует преимущественно в виде 
оксида AlxOy.  

Определены триботехнические свойства 
композиционных покрытий при трении с контр-
телами различной природы (сталь ШХ15, Al2O3 и 
Si3N4). Показано, что минимальные значения ко-
эффициента трения характерны для (Al-CrN):а-C 
покрытия (µ = 0,192) при трении с ШХ15. Ми-
нимальный коэффициент объёмного износа 
контртела получен в паре трения (Al-CrN):а-C и 
Al2O3 и составляет 1,08×10-10 м3 / (Н∙м).  

Методом наноинденитирования определены 
индекс пластичности H / E, стойкость к пласти-
ческой деформации H3 / E2 и коэффициент упру-
гого восстановления IT  осажденных покрытий 

на основе углерода и легированных нитридных 
слоев. Показано, что введение меди позволяет 
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снизить H / E, тем самым увеличить пластич-
ность покрытий, оказав при этом незначительное 
влияние на твердость полученных слоев. 

Согласно анализу кривых нагрузки-
разгрузки определен коэффициент упругого вос-
становления IT  покрытий при различных мак-

симальных нагрузках на индентор. Установлено, 
что для (Al-CrN):а-C покрытия твердость макси-
мальна (14,2 ГПа) и значение IT  достигает 

51,8% при глубине индентирования 500 нм. 
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МЕХАНИЗМ РОСТА ПЛЕНОК ВИСМУТА НА НАЧАЛЬНЫХ СТАДИЯХ 
ЭЛЕКТРОХИМИЧЕСКОГО ОСАЖДЕНИЯ 

В.М. Федосюк 

Научно-практический центр Национальной академии наук Беларуси по материаловедению, Минск 
 

THE MECHANISM OF BISMUTH FILMS GROWTH AT INITIAL STAGES 
OF ELECTROCHEMICAL DEPOSITION 

V.M. Fedosyuk 

Scientific and Practical Materials Research Centre of National Academy of Sciences of Belarus, Minsk 
 

Исследованы процессы электроосаждения пленок Bi из перхлоратного электролита на начальных стадиях. Впервые 
показано и объяснено, почему при длительности осаждения 1 с происходит со-осаждение Pb и Bi. Обсуждена взаимо-
связь условий синтеза с химическим составом и микроструктурой пленок Bi. Анализ микроструктурных особенностей 
выявил изменение механизма роста пленок от столбчатой до слоисто-гранулированной формы с увеличением длитель-
ности осаждения. Такое аномальное поведение объясняется появлением сильной текстуры Bi и эффектами слияния 
зерен в процессе роста. Исследования пористости показали, что пленки Bi имеют плотноупакованную микроструктуру. 
 
Ключевые слова: висмут, свинец, электроосаждение, перхлоратный электролит, микроскопия. 
 
The processes of Bi films electrodeposition from perchlorate electrolyte at the initial stages have been investigated. For the first 
time it has been shown and explained why, with deposition duration of 1 s, the co-deposition of Pb and Bi occurs. The 
correlation between the synthesis conditions and the chemical composition and microstructure of Bi films is discussed. Analysis 
of microstructural features revealed a change in the growth mechanism of Bi films from a columnar to a layered-granular form 
with an increase in the electrodeposition duration. This anomalous behavior is explained by the appearance of a strong Bi 
texture and the effects of grain coalescence during growth. Porosity studies have shown that Bi films have a closely-packed 
microstructure. 
 
Keywords: bismuth, lead, electrodeposition, perchlorate electrolyte, microscopy. 

 
 

Введение  
Висмут является химическим элементом, 

обладающим весьма необычными физическими 
свойствами, включая термоэлектрические, элек-
тронные и магнитные [1]–[3]. Например, наност-
руктурированные тонкие пленки Bi продемонст-
рировали экзотические магнито-электронные 
свойства, которые делают их привлекательными 
материалами для применения в спинтронике [4], 
[5]. Висмут имеет высокое положительное маг-
нитосопротивление [6], а также используется в 
качестве электродов благодаря его каталитиче-
ским свойствам и механической стабильности. С 
точки зрения исследования конденсированных 
сред и других важных приложений, пленки Bi 
используются для проверки нескольких явлений 
квантового ограничения [7]–[9]. Чувствительные 
детекторы к ионизирующим излучениям на ос-
нове Bi, такие как микрокалориметры, демонст-
рируют высокие значения поглощения рентге-
новских лучей из-за большого атомного номера 
Bi и низкой теплоемкости [7], [10], [11]. Исполь-
зование композитов и покрытий на основе Bi 
является прекрасной альтернативой свинцовой 
защите от протонного излучения благодаря эко-
логической чистоте Bi [12]. Подложки с нане-
сенным Bi подслоем и дендритной микрострук-
турой демонстрируют супергидрофобные свой-
ства [13]. 

Электрохимическое осаждение – один из 
наиболее перспективных методов синтеза тонких 
и толстых пленок. Оно обеспечивает такие пре-
имущества, как низкие производственные затра-
ты, низкая температура синтеза, высокую ско-
рость роста и высокий уровень чистых и одно-
родных пленок. Кроме того, электроосаждение 
позволяет изменять стехиометрию, толщину и 
микроструктуру пленок, которыми можно уп-
равлять путем изменения условий осаждения. 
Можно получать пленки с различными свойст-
вами, изменяя такие параметры, как плотность 
тока, состав электролита и тип подложки. Пока-
зано, что Bi можно осаждать в различных конфи-
гурациях, таких как плотные или мелкозерни-
стые пленки [14] и разреженные частицы (шес-
тиугольники, дендриты, стержни, проволоки) 
[15], [16]. Нанопроволоки Bi, осажденные в мат-
рицу Al2O3, показали возможность их использо-
вания для улучшения термоэлектрических харак-
теристик [17], [18]. Многие авторы сосредоточи-
ли свое внимание на осаждении Bi на благород-
ные металлы и неметаллические подложки, такие 
как полупроводники [19], [20] и стеклоуглерод 
[21]. Однако число авторов, синтезирующих 
пленки висмута на металлических подложках, 
очень ограничено [12], [22], [23]. Большинство 
предыдущих исследований было посвящено 
электроосаждению пленок Bi из винных, сили-
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катных, нитратных, стеариновых, сульфатных и 
пирофосфатных электролитов [13], [14], [19], 
[24], [25]. Однако литература по изучению пер-
хлоратных электролитов недостаточно полна 
[12], [26]. Этот электролит имеет ряд преиму-
ществ: получение однородных и плотных покры-
тий, высокие скорости осаждения, а также его 
выход по току примерно 100%. Получение тол-
стых покрытий является одной из основных за-
дач при изготовлении радиационных экранов, 
поэтому использование электролита, позволяю-
щего достичь высоких скоростей электроосаж-
дения, весьма актуально [12]. Максимальное по-
вышение эффективности защиты от различных 
ионизирующих излучений является важным для 
применения в области защиты полупроводнико-
вых приборов, а также для более глубокого по-
нимания контролируемости роста Bi. Более того, 
исследования начальной стадии электроосажде-
ния Bi в перхлоратном электролите, включая 
процессы ззарождения и механизм их роста, 
крайне ограничены. Следовательно, глубокое 
понимание зарождения и роста во время элек-
троосаждения Bi имеет решающее значение для 
получения пленок хорошего качества. 

Поэтому целью работы является исследова-
ние процессов электроосаждения Bi из перхло-
ратного электролита в гальваностатическом ре-
жиме, а также механизмов его зарождения и рос-
та на ранних стадиях. Данные исследования бу-
дут способствовать более детальному понима-
нию процессов получения мелкозернистых и 
плотных пленок, как перспективного материала 
для многих практических применений. 

 
1 Методика эксперимента 
Экспериментальные образцы представляли 

собой тонкие пленки Bi, электроосажденные на 
медную подложку толщиной 70 мкм. Подготовку 
поверхности перед осаждением проводили путем 
обработки подложек в смеси венской извести 
(CaO и MgO). Затем обезжиренную поверхность 
подложек полировали в растворе персульфата 
аммония (120 г/л (NH4)2S2O8 + 20 г/л H2SO4) в 
течение 30 с при комнатной температуре для 
удаления оксидной пленки с поверхности. Элек-
трохимическое осаждение Bi проводили из пер-
хлоратного электролита (40 г/л Bi2O3, 400 мл/л 
HClO4, дистиллированная H2O до 1 л) в гальва-
ностатическом режиме в следующих условиях: 
температура 20–25 °С, плотность тока 10–20 мА/см2. 
В качестве анодов использовались висмутовые 
палочки, содержащие 97,5% Bi и до 2,5% PbO2. 
Электроосаждение Bi выполняли с использова-
нием источника питания MCP M10-QS1001, со-
единенного с устройством управления. Длитель-
ность электроосаждения варьировалась от 1 до 30 с. 

Исследование морфологии поверхности пле-
нок Bi проводилось на сканирующем электронном 
микроскопе (СЭМ) JEOL JSM-7500F при уско-

ряющем напряжении 5 кВ. Пористость (p) оце-
нивалась с помощью программного обеспечения 
Gwyddion, путем обработки СЭМ изображений. 
Химический состав Bi образцов исследовали 
методом рентгеновского энергодисперсионного 
микроанализа (РЭМ) с использованием микро-
анализатора Bruker XFlash MIN SVE. Ускоряю-
щее напряжение во время экспериментов состав-
ляло 9–14 кэВ. Толщина Bi пленок определялась 
с помощью алмазного зонда наноиндентора 
Hysitron TI 750 Ubi [27]. 
  

2 Результаты и их обсуждение 
С целью исследования влияния условий 

синтеза (режимов осаждения), а именно плотно-
сти тока (Dc) и длительности осаждения (t) на 
микроструктуру пленок Bi, были выбраны следу-
ющие параметры осаждения: Dc 10 и 20 мА/см2, 
которые находятся в диапазоне рабочих плотно-
стей тока для перхлоратного электролита, а так-
же длительность осаждения (t) 1–30 c. В резуль-
тате были получены две серии образцов при раз-
личных условиях синтеза. Описание основных 
экспериментальных образцов и их характеристик 
представлено в таблице 2.1. 

 
Таблица 2.1 – Описание экспериментальных 

образцов 
 

Се-
рия

Dc, 
мА/см2

t, s Состав 
Pb:Bi 
(C), % 

Толщина 
(h), нм 

По-
рис-
тость 
(P) 

Сред-
ний раз-
мер зер-
на, нм 

1 84.5:15.5 15 12.5 192 
5 0.9:99.1 252 11.5 196 

15 0:100 1575 8.4 222 

 
1 

 
10 

30 0:100 4950 2.9 241 
1 82.9:17.1 30 8.4 201 
5 1.2:98.8 445 4.8 207 

15 0:100 3704 3.0 335 

 
2 

 
20 

30 0:100 9879 0.9 386 
 

Результаты РЭМ анализа эксперименталь-
ных образцов показали, что электроосажденные 
пленки Bi всех серий содержат такие элементы, 
как Bi, Pb, Cu, O и C (рисунок 2.1). Содержание 
O и C в образцах находится на фоновом уровне. 
Присутствие Cu фазы обусловлено использова-
нием медных подложек для осаждения Bi и ма-
лой длительностью осаждения, что способствует 
образованию очень тонкой Bi пленки на поверх-
ности подложек. Кроме того, было отмечено ин-
тересное поведение двух основных фаз – Pb и Bi 
в пленках. Наличие этих фаз зависит как от дли-
тельности осаждения, так и от значения Dс. Для 
более детального изучения такой аномалии для 
каждой серии образцов рассчитывалась относи-
тельная процентная концентрация (C) двух 
основных фаз. В расчетах не учитывалось 
содержание других химических элементов (O, C, 
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Cu). Концентрация определялась из соотношения: 
 

С = 100% ⸱ СBi (CPb) / (СBi + CPb), 
 

где CBi – содержание Bi фазы в образце, ат. % и 
CPb – содержание Pb фазы в образце, атом. %. 

Исследование химического состава (рису-
нок 2.1) показало, что для всех серий образцов 
выделяются три основных области: область I – 
фаза, обогащенная Pb, с концентрацией свинца 
до 84,5%; область II – фаза, обогащенная Bi с 
небольшим количеством Pb (до 1,9%); область III – 
фаза чистого Bi. На ранних стадиях роста проис-
ходило аномальное со-осаждение Pb и Bi из-за 
того, что Pb осаждается предпочтительнее, чем 
Bi, что обусловлено значениями их электрохи-
мических потенциалов.  

К сожалению, данные о таком со-осаждении 
Pb и Bi не упоминались в научной литературе. 
Во-первых, вероятно, исследователи не изучали 
электрохимическое осаждение Bi из перхлорат-
ного электролита и процессы роста на начальных 
стадиях. Во-вторых, исследователи использовали 
аноды из чистого Bi для электроосаждения. Од-
нако в нашем случае наличие примеси Pb в плен-
ках связано с ее присутствием в исходных Bi 
анодах. В электрохимии такие аноды обычно 
используются для нанесения пленок Bi, посколь-
ку Bi часто получают путем обработки полиме-
таллических свинцовых концентратов, где до-
пустимо присутствие небольшого количества 
примесей Pb в Bi (до 3%) [28]. 

Увеличение плотности тока до 20 мА/см2 
приводит к снижению Pb фазы с Pb84.5:Bi15.5 до 
Pb82.9:Bi17.1 (область I на рисунке 2.1). Отмечено, 
что область II смещается в сторону уменьшения 
длительности осаждения, что указывает на при-
сутствие смешанной фазы Pb:Bi (обогащенная 
Bi), наблюдаемой от 3–10 с (для Dc = 10 мА/см2) 
до 3–5 с (для Dc = 20 мА/см2). Показано, что при 
двукратном увеличении Dc время, необходимое 

для образования фазы, обогащенной Bi, также 
уменьшается вдвое (с 10 до 5 с). После этого со-
держание Bi в пленках достигает 99,1% (рисунок 
2.1, область II). Наконец, формирование сплош-
ной пленки Bi (концентрация Bi составляет 
100%) без присутствия Pb с увеличением Dc до 
20 мА/см2 происходит при длительности осажде-
ния более 5 с (таблица 2.1), в отличие от 
Dc = 10 мА/см2, где область III наблюдается по-
сле 10 с осаждения. 

Оценку толщины пленок осуществляли ме-
тодом наноиндентирования [29]. Для всех серий 
исследуемых образцов наблюдалось увеличение 
толщины (таблица 2.1) с ростом длительности 
осаждения. Таким образом, варьируя не только 
плотностью тока, но и длительностью осаждения 
(в будущем можно будет использовать импульс-
ное осаждение), можно получать пленки с задан-
ной морфологией. 

Морфология поверхности электроосажден-
ных пленок Bi была изучена методом СЭМ (ри-
сунок 2.2). Показано, что морфология пленок Bi 
зависит от условий синтеза (плотности тока, 
длительность осаждения) и толщины пленки 
[11]. Эта тенденция наблюдалась также в плен-
ках Bi толщиной 200 нм и более, полученных в 
электролите на основе винной кислоты [6]. Од-
нако морфология таких пленок Bi была иной и 
варьировалась от гранулированной до игольча-
той. Из рисунка 2.2 видно, что с увеличением 
плотности тока до 20 мА/см2 и длительности 
осаждения до 30 с морфология зерен изменяется, 
а их средний размер увеличивается (таблица 2.1). 
Результаты анализа СЭМ изображений показали, 
что осаждение Bi происходит в несколько ста-
дий. Первая стадия (область I на рисунке 2.1) 
представляет собой богатую Pb фазу и характе-
ризуется столбчатообразной формой (рисунок 2.2, 

 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Результаты исследования химического состава Bi образцов серии 1 (а) и 2 (б) 
методом рентгеновского энергодисперсионного микроанализа 
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Рисунок 2.2 – СЭМ изображения морфологии поверхности Bi пленок,  
электроосажденных при плотности тока 10 мА/см2 (а) и 20 мА/см2 (б) с варьируемой длительностью 

 
                            1 с                                      5 с                                      15 с                                      30 с 

 
 

Рисунок 2.3 – Контрастные изображения пористости Bi пленок,  
электроосажденных при плотности тока 10 мА/см2 (а) и 20 мА/см2 (б) с варьируемой длительностью 

 
длительность 1 с). В этом случае форма зерна 
представляет собой эллипсоид, большая ось ко-
торого расположена в плоскости, параллельной 
подложке (средний размер зерна ~ 200 нм), а ма-
лая ось в перпендикулярной плоскости к под-
ложке. В зависимости от условий электроосаж-
дения зерна эллиптической формы могут форми-
роваться с большой осью, как параллельной, так 
и перпендикулярной подложке. Затем наблюда-
ется вторая стадия, которая сопровождается из-
менением морфологии зерен до гранулированной 
формы (рисунок 2.2, длительность 5 с). Наконец, 
на третьей стадии через 15 с осаждения наблюда-
ется слоистая гранулированная морфология зерен 
Bi, характерная для ромбоэдрического Bi [30]. 

Слоистость гранулированных зерен Bi про-
исходит, по-видимому, из-за сильной текстуры 
роста (преимущественной ориентации зерен). 
Более того, слоистость увеличивается с ростом 
длительности осаждения для всех диапазонов 
плотностей тока (рисунок 2.2 а, б).  

 

Образование гранулированных пленок Bi 
при электроосаждении в электролитах, содержа-
щих нитрат висмута и азотную кислоту в качест-
ве основных компонентов, также наблюдалось в 
работе [7]. Однако морфология зерен в нашем 
случае несколько иная: зерна более плотно упа-
кованы, чем в работе [7], где пленки Bi имеют 
высокую пористость и шероховатость. Результа-
ты исследования зависимости пористости пленок 
Bi от длительности осаждения (1–30 с) иссле-
дуемых образцов представлены на рисунке 2.3. 

Исследование контрастных изображений 
пористости (рисунок 2.3), полученных из данных 
СЭМ, показало, что пленки Bi имеют плотноупа-
кованную микроструктуру. Пористость умень-
шается с увеличением длительности осаждения 
от 1 до 30 с для всех серий образцов. Средняя 
пористость пленок, обогащенных Pb фазой, по-
лученных электроосаждением с длительностью 
1 с, составляет 10,5%. Однако с увеличением 
длительности осаждения до 30 с средняя порис-
тость снижается, и среднее значение становится 

а) 

б) 
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равным 1,9%. Причина уменьшения пористости с 
ростом как длительности осаждения, так и зна-
чения Dc является результатом роста зерен, их 
слияния и процессов заполнения пустот, а также 
увеличения плотности упаковки. Такая плотно-
упакованная микроструктура Bi пленок может 
быть использована при создании материалов, 
которые могут широко использоваться в облас-
тях, где важен высокий уровень плотности (низ-
кая пористость) [10], [12], [31]. 

Результаты статистического анализа рас-
пределения среднего размера зерен в зависимо-
сти от Dc и длительности показаны на рисунке 
2.4. Видно, что рост длительности осаждения до 
30 с приводит к увеличению среднего размера 
зерен. На это поведение также существенно влия-
ет значение Dc, что подтверждается данными СЭМ.  

Отмечено, что при длительности осаждения 
до 5 с происходит медленное увеличение средне-
го размера зерна (не превышает 1,3 раза по срав-
нению с длительностью осаждения 1 с). Кроме 
того, через 5 с это увеличение заметно возраста-
ет до 30 с осаждения для всех серий образцов. 
Далее, увеличение плотности тока от 10 мА/см2 

до 20 мА/см2 приводит к более резкому росту 
среднего размера. Показано, что увеличение дли-
тельности осаждения до 30 с для всех диапазонов 
Dc позволяет получать пленки Bi с размером зер-
на в 1,3–1,9 раза большим, чем при осаждении с 
длительностью 1 с (таблица 2.1). Полученные 
результаты показывают, что в исследуемых диа-
пазонах плотностей тока и длительности осаж-
дения могут быть получены пленки Pb:Bi и Bi со 
средним размером зерна (192–386 нм) и толщи-
ной от 15 нм до 10 мкм. 
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Рисунок 2.4 – График зависимости среднего 
размера зерна Bi пленок от длительности 

электроосаждения 
 

В заключение можно отметить, что на на-
чальных стадиях осаждения Bi пленок (при ма-
лой длительности) из перхлоратного электролита 
процесс электроосаждения осуществляется в два 
основных этапа. В момент включения электро-
химической ячейки в системе возникает резкий 

пусковой ток, который существует до тех пор, 
пока он не стабилизируется на заданном значе-
нии. Известно, что образование и рост металли-
ческой пленки на поверхности катода является 
потенциально-зависимым процессом [32]. В те-
чение этого времени (1-й этап), который, по-
видимому, составляет порядка 1 с, происходит 
совместное осаждение Pb и Bi (образование фа-
зы, богатой Pb). Однако этот процесс также свя-
зан с относительно медленным ростом зерен Bi, 
что подтверждается результатами РЭМ (рисунок 
2.1). При электрохимическом растворении вис-
мутовых анодов, состоящих из сплава, содержа-
щего оксид свинца (IV), происходит его раство-
рение в хлорной кислоте и далее диссоциация в 
раствор по следующей реакции: 

 

Pb(ClO4)4 → Pb4+ + 4ClO4
-. 

 

Затем продиссоциированные ионы Pb4+ вос-
станавливаются на катоде: 

 

Pb4+ + 4e- → Pb0. 
 

Стандартный электрохимический потенциал 
восстановления Pb4+ → Pb0 составляет порядка 
0,77 В. Следовательно, в первый момент времени 
Pb в основном восстанавливается на катоде, по-
скольку его потенциал более положительный по 
сравнению с потенциалом Bi. В перхлоратном 
электролите стандартный электродный потенци-
ал Bi составляет 0,32 В. Процесс восстановления 
ионов Bi на катоде происходит из перхлората 
висмута: 

 

Bi(ClO4)3 → Bi3+ + ClO4
-. 

 

Далее возникает 2-й этап электроосаждения 
Bi, который связан со стабилизацией тока, когда 
ток достигает заданного значения. В этом случае 
происходит преимущественный рост зерен Bi. 
Этот процесс связан с ростом зерен Bi на по-
верхности зерен Pb, который происходит быст-
рее с увеличением плотности тока (рисунок 2.2). 
При этом морфология поверхности все больше 
начинает напоминать зерна Bi, и с увеличением 
длительности осаждения до 30 с происходит рост 
только Bi.  
  

Заключение 
В работе исследованы пленки Bi, электро-

осажденные на медную подложку в гальваноста-
тическом режиме с различной длительностью 
(1–30 с) и плотностью тока 10–20 мА/см2. Иссле-
дованы особенности микроструктуры и химиче-
ского состава на начальных стадиях роста Bi 
пленок, полученных в перхлоратном электроли-
те. Результаты РЭМ показали, что при длитель-
ности осаждения 1 с пленки Bi характеризуются 
обогащенной Pb фазой. Объяснен механизм со-
осаждения Pb и Bi в пленках. Показана возмож-
ность осаждения пленок Pb с помощью Bi ано-
дов, содержащих примесь PbO2 при определен-
ных условиях синтеза. Продемонстрирована за-
висимость морфологии пленок Bi от таких 
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параметров осаждения, как длительность и плот-
ность тока. Показано, что на первой стадии оса-
ждения образуется фаза, богатая Pb, имеющая 
столбчатообразную форму. Затем отмечен пере-
ход формы зерен в гранулированную и слоисто-
гранулированную в результате процессов роста 
зерен Bi и их слияния. Исследование контраст-
ных изображений пористости, полученных из 
данных СЭМ, показало, что пленки Bi имеют 
плотноупакованную микроструктуру. Значения 
средней пористости уменьшается с ростом дли-
тельности осаждения для всех серий образцов. 
Предложен новый подход к электроосаждению 
Bi с использованием перхлоратного электролита 
для формирования высококачественных плотных 
нанокристаллических пленок с контролируемой 
морфологией. Это позволит формировать пленки 
Bi для использования во многих практических 
применениях, особенно в областях, где важна 
высокая плотность, например, в радиационном 
материаловедении и ядерных технологиях. 
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ВЛИЯНИЕ ПЛАЗМЕННОЙ ОБРАБОТКИ ПОКРЫТИЙ НА ОСНОВЕ 
КРЕМНИЙОРГАНИЧЕСКИХ ПОЛИМЕРОВ, ОСАЖДЕННЫХ МЕТОДОМ 
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НА ИХ СТРУКТУРУ И МОРФОЛОГИЮ 
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THE EFFECT OF PLASMA TREATMENT OF COATINGS BASED ON 

ORGANOSILICON POLYMERS DEPOSITED BY ELECTRON BEAM DISPERSION 
ON THEIR STRUCTURE AND MORPHOLOGY 

M.A. Yarmolenko1, O.A. Sarkisov2, Yiming Liu1, A.V. Rogachev1 
1F. Scorina Gomel State University 
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Методами РФЭС, ИК спектроскопии и АСМ микроскопии определены изменения состава, молекулярной структуры и 
морфологии кремнийорганических покрытий К42 и композиционных слоев на основе К42 и фторуглеродных высоко-
молекулярных соединений при их плазменной обработке. Показано, что плазменная обработка покрытий вызывает 
разрушение Si – C связей, отщепление углеводородных фрагментов и образование кислородсодержащих групп, 
SiO2-подобных структур, повышение шероховатости поверхностных слоев. При плазменной обработке композицион-
ного покрытия происходит преимущественное разрушение фторуглеродной компоненты. Увеличение массовой доли 
ПТФЭ в исходной мишени не сопровождается монотонным снижением поверхностной энергии осаждаемого покрытия. 
 
Ключевые слова: кремнийорганические покрытия, плазменная обработка, молекулярная структура, адсорбционные 
свойства, морфология. 
 
Changes in the composition, molecular structure and morphology of organosilicon coatings and composite layers based on or-
ganosilicon and high-molecular fluorocarbon compounds during their plasma treatment were determined by XPS, IR spectros-
copy, and AFM microscopy.The plasma treatment of coatings causes destruction of Si – C bonds, elimination of hydrocarbon 
fragments and the formation of oxygen-containing groups, SiO2-like structures, and an increase in the roughness of surface lay-
ers is shown. The destruction of the fluorocarbon component occurs during the plasma treatment of the composite coating. An 
increase in the mass fraction of PTFE in the initial target is not accompanied by a monotonic decrease in the surface energy of 
the deposited coating. 
 
Keywords: organosilicon coatings, plasma treatment, molecular structure, adsorption properties, morphology. 

 
 

Введение 
Кремнийорганические тонкие покрытия ши-

роко используются при решении сложных тех-
нических и технологических задач [1]. В частно-
сти, при модифицировании целлюлозосодержа-
щих материалов [2], в качестве отрицательных 
фоторезистов в микроэлектронике [3], оптиче-
ских покрытий в интегральной оптике [4], для 
повышения коррозионной стойкости [5] и во 
многих других приложениях. При этом их струк-
тура и свойства в значительной степени зависят 
от условий и режимов формирования. В работах 
[6], [7] отмечается, что в сравнении с широко ис-
пользуемыми растворными методами покрытия, 
осажденные из летучих продуктов электронно-
лучевого диспергирования, характеризуются 
меньшей дефектностью, являются более одно-
родными и, что особенно важно, реализуют воз-
можность формирования композиционных сис-
тем с участием полиэтилена, политетрафторэти-
лена и других полимеров с различной степенью 

дисперсности и распределением по толщине. 
При этом достаточно простыми технологичными 
методами возможно изменение состава, молеку-
лярной структуры композиционных покрытий и, 
соответственно, физико-химических свойств. В 
качестве наиболее эффективного приема измене-
ния свойств рекомендуется применение плаз-
менной обработки летучих продуктов дисперги-
рования [8]. Протекающие при этом в газовой 
фазе процессы влияют на состав осаждаемых 
молекулярных фрагментов, их реакционную ак-
тивность и, как следствие этого, изменяется ха-
рактер межмолекулярного взаимодействия, фор-
мируются сшитые структуры без дополнитель-
ного термического воздействия. Эта особенность 
позволяет осаждать композиционные слои, со-
держащие компоненты с сильно отличающимися 
теплофизическими свойствами. 

Основной целью настоящей работы являет-
ся установление изменений состава, молекуляр-
ной структуры и морфологии  покрытий на основе 

ФИЗИКА
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кремнийорганических и органических полиме-
ров, осажденных из летучих продуктов элек-
троннолучевого диспергирования, протекающих 
при плазмохимическом модифицировании осаж-
денных слоев. 
 

1 Методики формирования кремнийор-
ганических покрытий, исследования их моле-
кулярной структуры, морфологии и свойств 

Покрытия осаждали из газовой фазы, фор-
мируемой воздействием на мишень низкоэнерге-
тического потока электронов с энергией 800–
1600 эВ и плотностью 0,01–0,03 A/см2 с помо-
щью устройства, схема которого представлена на 
рисунке 1.1. Процесс осаждения покрытий про-
изводился в вакуумной камере при начальном 
давлении остаточных газов ≈ 4·10-3 Пa. Темпера-
тура подложек при осаждении тонких слоев со-
ответствовала комнатной. Анализу подвергались 
покрытия с одинаковой эффективной толщиной, 
определяемой кварцевым измерителем толщины. 

В качестве материала мишени использовали 
порошки кремнийорганической смолы олигоме-
тилфенилсилоксана (К42), политетрафторэтиле-
на (ПТФЭ). Композиционные мишени изготав-
ливались в результате перемешивания в вибро-
мельнице порошковых материалов в различном 
массовом соотношении. 

Подложками при проведении ИК-спектро-
скопических исследований служили пластины 
NaCl, атомно-силовых исследований (АСМ), 
рентгеноспектрального анализа (РФЭС), измере-
ния краевого угла смачивания – пластины моно-
кристалла кремния. 

Плазменную обработку покрытий осущест-
вляли в атмосфере остаточного воздуха при дав-
лении 10–20 Па. Кремниевые подложки с нанесен-
ными покрытиями располагали на заземленном 

подложкодержателе. На расстоянии 10 см от 
подложкодержателя располагался сетчатый элек-
трод. На электрод подавалось переменное на-
пряжение (50 Гц) 1 кВ относительно подложко-
держателя. Ток разряда не превышал 60 мА. 
Время обработки соответствовало 15, 45, 75, 135, 
210 и 250 минутам. Обработка в течение отме-
ченных временных промежутков позволяла по-
лучать повторяющиеся и достоверные результа-
ты изменения молекулярной структуры. 

Ионно-лучевая обработка осуществлялась 
при помощи ионного источника «АИДА» (рабо-
чий газ – азот, P = 10-2 Па, ток – 2 А, ускоряющее 
напряжение – 150 В, ток соленоида – 0,8 А, энер-
гия ионов не более 0,3 кэВ). Обработка осущест-
влялась 5, 10 и 20 минут. 

Термообработку сформированных покры-
тий осуществляли в атмосфере воздуха при тем-
пературе 100° С, 200° С и 300° С в течение 
60 минут. В ряде случаев термообработка прово-
дилась в вакууме при следующих параметрах: 
давление – 10 Па, температура – 500° С, продол-
жительность – 60 минут. 

Определение молекулярной структуры сфор-
мированных покрытий осуществляли с исполь-
зованием ИК-Фурье спектрофотометра Vertex-70 
(Bruker). Химический состав тонких слоев опре-
деляли методом рентгеновской фотоэлектронной 
спектроскопии (РФЭС). Измерения проводили на 
спектрометре PHI Quantera II Scanning XPS 
Microprobe с использованием источника AlKα 
монохроматического рентгеновского излучения 
(hν = 1486,7 эВ) мощностью 150 Вт (ULVAC-
PHI, США). Калибровку прибора осуществляли 
по линии С1s с энергией связи 284,6 эВ. Соотне-
сение полос проводили на основании атласа эта-
лонных спектров и литературных источников. 
 

 

 
1 – источник электронов; 2 – кварцевый измеритель толщины;  

3 – подложкодержатель; 4 – поток генерируемых фрагментов разрушения мишени;  
5 – мишени; 6 – электронный луч  

 

Рисунок 1.1 – Схема нанесения покрытия из газовой фазы 
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Исследования морфологии нанесенных сло-
ев проводили с помощью сканирующего атомно-
силового микроскопа (АСМ) Solver P47 PRO 
(НТ-МДТ, Россия), в котором реализована схема 
сканирования образцом. В качестве зондов на 
АСМ применяли кремниевые кантилеверы серии 
NSG11S с типичной силовой константой 5,5 Н/м 
и резонансной частотой 220 кГц. 

Смачиваемость покрытий оценивали изме-
рением статического краевого угла смачивания 
их водой. Статические углы смачивания регист-
рировались при комнатной температуре с ис-
пользованием Krüss DSA 100 гониометра. Каплю 
дистиллированной воды (5 мкл) наносили на по-
верхность покрытия. Для каждого образца про-
водили измерение не менее 10 капель. Погреш-
ность измерений составляла ± 2°.  

 
 

2 Результаты исследования и их обсуждение 
Согласно результатам РФЭС-исследований 

плазменная обработка покрытия на основе крем-
нийорганической смолы К42 сопровождается 
отщеплением углеводородных заместителей, раз-
рушением Si – C и Si – OH связей, возникнове-
нием кислородсодержащих групп (рисунок 2.1).  

Возникновению кислородсодержащих групп 
предшествуют процессы деструкции углеводо-
родных фрагментов с последующим образовани-
ем свободных радикалов. Их взаимодействие с 
кислородом остаточной атмосферы и приводит к 
возникновению кислородсодержащих С – О и 
C = O групп. Плазменная обработка покрытий 
значительно инициирует их образование. Струк-
турные превращения в тонком слое с участием 
Si – O и С – O, C = O связей приводят к возник-
новению сшитых объемных структур. В частности, 
на это указывает появление фрагментов Si – (O)3.  

 

                                  а)                                                                                       б) 
 

Рисунок 2.1 – РФЭС спектры покрытий на основе  
кремнийорганической смолы К42 без обработки (а) и после 

обработки в плазме тлеющего разряда (10 мин) (б) 
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а) б) 

Рисунок 2.2 – РФЭС спектры покрытий на основе ПТФЭ без обработки (а) и после обработки в 
плазме тлеющего разряда (10 мин) (б) 

 
Таблица 2.1 – Результаты анализа ИК-спектров композиционных 

            покрытий на основе К42 и ПТФЭ 
 

 

Вид обработки D1020 / D1139 D1060 / D1139 D1261 / D1139 D638 / D625 
без обработки 1,57 1,74 0,44 1,80 
10 мин 1,46 1,70 0,45 1,15 
20 мин 1,41 1,65 0,44 1,34 

 
Значительное влияние плазменная обработ-

ка оказывает и на структуру покрытий на основе 
ПТФЭ (рисунок 2.2). Под действием активных 
компонентов разрядной плазмы происходит за-
метное изменение состава и структуры фторуг-
леродных молекул. Регистрируется разрушение 
C – F связей, появление однокомпонентных уг-
леродных структур. Следствием интенсивного 
травления и карбонизации фторуглеродного слоя 
является образование Si – C связей между по-
крытием и кремниевой подложкой. 

В ИК-спектре кремнийорганических покры-
тий присутствуют полосы поглощения при 1020, 
1060, 1100 и 1139 см-1, соотносимые с поглоще-
нием циклических структур (тримеров, D3), ли-
нейных короткоцепочечных и фенилзамещенных 
силоксанов соответственно (рисунок 2.3). Для 
фенилзамещенных силоксанов характерны две 
полосы поглощения при 1100 см-1 и 1139 см-1. 
Поглощение при 1265 см-1 обусловлено дефор-
мационными колебаниями Si – CH3 связей. Ре-
зультаты анализа ИК-спектров композиционных 
покрытий при использовании в качестве полосы 
внутреннего стандарта полосу поглощения при 
1139 см-1 представлены в таблице 2.1. 

Увеличение продолжительности обработки 
покрытия отражается в снижении значений соот-
ношения D1020 / D1139. При этом необходимо учи-
тывать отщепление фенильных заместителей и, 
соответственно, уменьшение оптической плот-
ности полосы при 1139 см-1. Повышение дли-
тельности обработки покрытия приводит к более 
выраженным процессам деструкции циклических 
структур и короткоцепочечных силоксановых 
фрагментов. При этом отметим отсутствие влия-
ния длительности обработки на значение 

соотношения D1261 / D1139. Подобное может быть 
обусловлено близкими значениями скоростей де-
струкции метильных и фенильных заместителей. 

 

 

Рисунок 2.3 – ИК-спектры кремнийорганических 
покрытий ПТФЭ без обработки (1), 

после обработки в плазме тлеющего разряда 
10 мин (2) и 20 мин (3)  

 
Плазменная обработка оказывает заметное 

влияние и на молекулярную структуру фторуг-
леродного покрытия. Полосу при 625 см-1 отно-
сят к дефектной структуре, при 638 см-1 – связы-
вают с наличием регулярной спирали. Под де-
фектами структуры подразумевают участки це-
пи, где происходят взаимные переходы между 
лево- и правовращающимися спиралями. Отсут-
ствие прямой зависимости количества образую-
щихся в покрытии дефектов от времени плаз-
менной обработки (таблица 2.1) обусловлено од-
новременным протеканием процессов дефекто-
образования и травливания тонкого слоя при 
обработке. Известно, что травлению в наибольшей 
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степени подвержен дефектный слой. Поэтому 
после длительной плазменной обработки во фто-
руглеродном слое фиксируется более низкое со-
держание дефектов структуры.  

Таким образом, на основании результатов 
ИК-спектроскопии композиционные покрытия 
на основе К42 и ПТФЭ могут рассматриваться 
как высокодисперсные механические смеси ком-
понентов. В ИК-спектре присутствуют все поло-
сы поглощения, характерные для исходных со-
ставляющих мишени. Влияние плазменной обра-
ботки на компоненты композиционного слоя 
осуществляется практически независимо друг от 
друга.  

Увеличение массовой доли ПТФЭ в компо-
зиционной мишени сопровождается заметным 
снижением дисперсности покрытия и перепада 
высот по оси Z (рисунок 2.4).  

Повышение шероховатости покрытий при 
их обработке в плазме тлеющего разряда являет-
ся следствием интенсивного травления компози-
ционного слоя. Анализ АСМ снимков покрытий 
позволяет заключить, что травлению в значи-
тельной мере подвержен фторуглеродный ком-

понент композиционного слоя. Влияние плаз-
менной обработки на шероховатость покрытия 
K42 + ПТФЭ с высоким содержанием кремний-
органической компоненты является менее выра-
женным. 

Изменение состава K42 + ПТФЭ покрытия, 
его плазменная обработка оказывает влияние на 
их адсорбционные свойства, поверхностную 
энергию и ее составляющие компоненты (табли-
ца 2.2). 

Необходимо отметить, что после плазмен-
ной обработки поверхность покрытий приобре-
тает лиофильные свойства и измерение поверх-
ностной энергии по методу Фоукса не предос-
тавляется возможным. Важной особенностью 
является то, что увеличение массовой доли 
ПТФЭ в исходной мишени не сопровождается 
монотонным снижением поверхностной энергии 
осаждаемого покрытия. Возможно, данный ре-
зультат обусловлен присутствием в составе по-
крытия продуктов химического взаимодействия 
компонентов мишени.  
 

 

2:1 1:1 1:2 
 

 

 

а) 
 

 

 
 

б) 
Рисунок 2.4 – АСМ изображения покрытий с различным соотношением компонентов K42 + ПТФЭ

без обработки (а) и после обработки в плазме тлеющего разряда (20 мин) (б) 
 

Таблица 2.2 – Результаты измерения поверхностной энергии покрытий на основе К42 и ПТФЭ 

Соотношение К42 
+ ПТФЭ 

Угол смачивания 
глицерина, град. 

Угол смачивания 
водой, град. 

Дисперсионный
компонент, 

мДж/м2 

Полярный 
компонент, 

мДж/м2 

Поверхностная 
энергия, мДж/м2

2:1 102 108 6,6 3,4 10,0 
1:1 132 123 0,3 7,1 7,4 
1:2 139 127 1,0 7,1 8,1 
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Заключение 
Плазменная обработка кремнийорганиче-

ского покрытия сопровождается разрушением 
Si – C связей, отщеплением углеводородных 
фрагментов и возникновением кислородсодер-
жащих групп. В наибольшей степени это прояв-
ляется в отношении метильных заместителей. 
Следствием отмеченного процесса является воз-
никновение SiO2-подобных структур. При этом 
плазменная обработка не оказывает заметного 
влияния на Si – O – Si связи в сшитых структурах 
типа «клетка» и «сетка».  

Показано, что композиционные покрытия 
на основе К42 и фторуглеродных высокомолеку-
лярных соединений могут рассматриваться как 
высокодисперсные механические смеси компо-
нентов. В ИК-спектре присутствуют все полосы 
поглощения, характерные для исходных состав-
ляющих мишени. Влияние плазменной обработ-
ки на компоненты композиционного слоя осуще-
ствляется независимо друг от друга. Увеличение 
массовой доли ПТФЭ в исходной мишени не 
сопровождается монотонным снижением по-
верхностной энергии осаждаемого покрытия.  
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УДК 512.548 

О ПОРОЖДАЮЩИХ МНОЖЕСТВАХ l-АРНОЙ ПОЛУГРУППЫ < Ak, [ ]l, , k > 

А.М. Гальмак 

Могилёвский государственный университет продовольствия 
 

ON SETS OF GENERATORS OF l-ARY SEMIGROUP < Ak, [ ]l, , k > 

A.M. Gal'mak 

Mogilev State University of Food Technologies 
 

Решена задача нахождения по известному порождающему множеству полугруппы A порождающего множества l-арной 
полугруппы < Ak, [ ]l, , k > с l-арной операцией [ ]l, , k, которая определяется на k-ой декартовой степени произвольного 
группоида A для любого целого l  2 и любой подстановки  из множества Sk всех подстановок множества {1, 2, …, k}. 
 
Ключевые слова: полугруппа, l-арная полугруппа, порождающее множество. 
 
The problem of finding, from a known generating set of the semigroup A, the generating set of the l-ary semigroup 
< Ak, [ ]l, , k > with the l-ary operation [ ]l, , k, which is defined on the k-th Cartesian power of an arbitrary groupoid A for any 
integer l  2 and any permutation  from the set Sk of all permutations of the set {1, 2, …, k} has been solved. 
 
Keywords: semigroup, l-ary semigroup, set of generators. 

 
 

Введение 
Данная статья посвящена изучению порож-

дающих множеств l-арной полугруппы 
< Ak, [ ]l, , k > с l-арной операцией [ ]l, , k, которая 
определяется [1] на k-ой декартовой степени 
произвольного группоида A для любого целого 
l  2 и любой подстановки  из множества Sk 
всех подстановок множества {1, 2, …, k} сле-
дующим образом. 

Пусть A – группоид, k  2, l  2,  – под-
становка из Sk. Определим на Ak вначале бинар-
ную операцию 

x 


  y = (x1, x2, …, xk) 


  (y1, y2, …, yk) = 
= (x1y(1), x2y(2), …, xky(k)), 

а затем l-арную операцию 
[x1x2 … xl]l, , k = 

= x1 


  (x2 


  ( … (xl–2 


  (xl–1 


  xl)) … )). 

Понятно, что операция [ ]2, , k совпадает с 

операцией 


 . 

Если  = (12 … k), то операция 


  совпадает 
с операцией 

x   y = (x1, x2, …, xk)   (y1, y2, …, yk) = 
= (x1y2, x2y3, …, xk–1yk, xky1) 

из [2, определения 2.2.3], а операция [ ]l, , k – с 
операцией [ ]l, k из того же определения. Опера-
ции   и [ ]l, k впервые были определены в [3], где 
также впервые была определена и операция 
[ ]l, , k для случая полугруппы A. Заметим также, 
что операция [ ]n, n–1 аналогична n-арной опера-
ции, которую Э. Пост определил на множестве 
всех n-арных подстановок [4]. 
 

1 Вспомогательные результаты 
Следующая теорема позволяет находить 

значения l-арной операции [ ]l, , k, не используя 

явно n-арную операцию 


 . 
Теорема 1.1 [2], [3]. Пусть A – полугруппа, 

xi = (xi1, xi2, , xik)  Ak, i = 1, 2, , l. 
Тогда 

[x1x2  xl]l, , k = (y1, y2, , yk), 
где 

yj = 2 11 2σ( ) ( 1)σ ( ) σ (
,l lj j l j l j)

x x x x 
  j = 1, 2, , k. 

Если в универсальной алгебре < A, [ ] > с 
одной l-арной операцией [ ]: Al → A для любого 
i = 1, …, l – 1 выполняется тождество ассоциа-
тивности 

[[a1 … al]al+1 … a2l–1] = 
= [a1 … ai[ai+1 … ai+l]ai+l+1 … a2l–1], 

то такую универсальную алгебру называют l-ар-
ной полугруппой, а l-арную операцию [ ] − ассо-
циативной. 

Теорема 1.2 [2], [3]. Если A – полугруппа, 
 – подстановка из Sk, удовлетворяющая усло-
вию l = , то < Ak, [ ]l, , k > – l-арная полугруппа. 

Теорема 1.3 [1]. Если полугруппа A содер-
жит более одного элемента,  – нетождест-
венная подстановка из Sk, то в l-арном группои-
де < Ak, [ ]l, , k > нет единиц. 

Для l-арной полугруппы < Ak, [ ]l, , k > этот 
результат был доказан ранее в [2]. 

Согласно соответствующему определению 
для произвольных универсальных алгебр, l-арная 
подполугруппа < B, [ ] > l-арной полугруппы 
< A, [ ] > называется порожденной множеством 
M   A, если она совпадает с пересечением всех 

МАТЕМАТИКА
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l-арных подполугрупп < C, [ ] > из < A, [ ] > та-
ких, что M   C. Множество M в этом случае 
называют порождающим. 

Порождающее множество l-арной полу-
группы < A, [ ] > называют неприводимым или 
базисом, если любое его собственное подмноже-
ство не порождает < A, [ ] >. Если порождающее 
множество l-арной полугруппы < A, [ ] > конеч-
но, то < A, [ ] > называют конечно порожденной. 
Если порождающее множество l-арной полу-
группы < A, [ ] > состоит из n элементов, то 
< A, [ ] > называют n-порожденной. 

Известно, что подполугруппа B полугруппы 
A порождается множеством M   A тогда и 
только тогда, когда каждый элемент b из B 
либо совпадает с некоторым элементом из M, 
либо является произведением элементов из M, 
то есть 

1 ... , ,r ib m m m M   r = 1, 2 … . 

Аналогичное утверждение справедливо для 
многоместного аналога полугруппы. 

Предложение 1.1. l-Арная подполугруппа 
< B, [ ] > l-арной полугруппы < A, [ ] > порожда-
ется множеством M   A тогда и только то-
гда, когда каждый элемент b из B либо совпада-
ет с некоторым элементом из M, либо может 
быть представлен в виде 

1 ( 1) 1[ ... ], ,r l ib m m m M    r = 1, 2, … . 

Замечание 1.1. Если в порождающем мно-
жестве M l-арной полугруппы < A, [ ] > имеется 
элемент c, который с помощью l-арной операции 
[ ] выражается через другие элементы множества 
M, то есть 

1 ( 1) 1[ ... ], ,r l i ic m m m M m c     

для некоторого r = 1, 2, …, то этот элемент мож-
но удалить из порождающего множества. В этом 
случае l-арная полугруппа < A, [ ] > порождается 
множеством M \ {c}. 
 

2 Порождающее множество l-арной полу-
группы < Ak, [ ]l, , k > 

В данном разделе будет получен положи-
тельный ответ на следующий 

Вопрос 2.1. Можно ли, зная порождающее 
множество полугруппы A с единицей, постро-
ить порождающее множество l-арной полу-
группы < Ak, [ ]l, , k >? 

Прежде чем отвечать на этот вопрос, дока-
жем несколько вспомогательных утверждений. 
При этом для сокращения записей будем исполь-
зовать обозначение 

e = (1, , 1
k

 ), 

где 1 – единица полугруппы A. 
Согласно теореме 1.3, указанный элемент e 

не является единицей l-арной полугруппы 
< Ak, [ ]l, , k >. 

 

Лемма 2.1. Пусть A – полугруппа с едини-
цей 1, подстановка  из Sk удовлетворяет усло-
вию l = , 

b = (b1, , bk), c = (c1, , ck)   Ak. 
Тогда: 

1) [b
2

e e
l

 c]l, , k = (b1c1, , bkck); 

2) b = [(b1, 
1

1, , 1
k

 )
2

e e
l

 (1, b2, 
2

1, ,1
k

 )
2

e e
l

  


2

e e
l

 (
2

1, , 1
k

 , bk−1, 1)
2

e e
l

 (
1

1, , 1
k

 , bk)]l, , k. 

Доказательство. 1) Полагая 
[b

2

e e
l

 c]l, , k = (d1, , dk), 

и, применяя определение операции [ ]l, , k, а так-
же тождественность подстановки 1,l  получим 

dj = bj
2

1 1
l

 1 ( )l j
c 

  = bj
2

1 1
l

 cj = bjcj. 

Следовательно, верно равенство из 1). 
2) Прежде всего заметим, что, согласно тео-

реме 1.2, l-арная операция [ ]l, , k, является ассо-
циативной. 

Обозначая правую часть равенства из 2) че-
рез h = (h1, , hk), а затем, снова используя опре-
деление операции [ ]l, , k, и, применяя k – 1 раз 
утверждение 1), получим 

h = [(b1, b2,
2

1, , 1
k

 )
2

e e
l

  

(1, 1, b3, 
3

1, , 1
k

 )]l, , k
2

e e
l

 
2

e e
l

 (
2

1, , 1
k

 , bk−1, 1) 


2

e e
l

 (
1

1, , 1
k

 , bk)]l, , k = 

= [(b1, b2, b3,
3

1, , 1
k

 )
2

e e
l

 
2

e e
l

  

(
2

1, , 1
k

 , bk−1, 1)
2

e e
l

 (
1

1, , 1
k

 , bk)]l, , k = 

 
= [(b1, , bk−1, 1)

2

e e
l

 (
1

1, , 1
k

 , bk)]l, , k = 

= (b1, , bk) = b, 
т. е. h = b. Следовательно, верно равенство из 2). 

Следующее следствие получается примене-
нием r – 1 раз утверждения 1) леммы 2.1. 

Следствие 2.1. Пусть A – полугруппа с еди-
ницей 1, подстановка  из Sk удовлетворяет ус-
ловию l = , 

cs = (
1

1, , 1
j

 , ds, 1, , 1
k j

 )   Ak, s = 1, 2, , r 

для некоторого j   {1, 2, , k}. Тогда 
[c1

2

e e
l

 c2
2

e e
l

 
2

e e
l

 cr]l, , k = 

= (
1

1, , 1
j

 , d1d2  dr, 1, , 1
k j

 ). 

Для подмножества M полугруппы A с еди-
ницей 1, натурального k ≥ 1 и любого 
j  {1, 2, , k} положим 
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Uj(M) = {(
1

1, , 1
j

 , a, 1, , 1
k j

 ) | a   M}, 

U(M) = 
1

U ( )
k

j
j

M

 . 

Замечание 2.1. Ясно, что если 1   M, то 
e   Uj(M) для любого j = 1, 2, , k, откуда 
e   U(M). Если же 1   M, то e   U(M). 

Следующая теорема дает положительный 
ответ на вопрос 2.1. 

Теорема 2.1. Пусть полугруппа A с единицей 
1 порождается множеством M, подстановка  
из Sk удовлетворяет условию l = . Тогда l-ар-
ная полугруппа < Ak, [ ]l, , k > порождается мно-
жеством U(M)  {e}. 

Доказательство. Пусть a = (a1, , ak) – 
произвольный элемент из Ak. Так как полугруппа 
A порождается множеством M, то 

1... ,
jj j jra b b  j = 1, 2, , k         (2.1) 

для некоторых 

1, ..., , 1, 2, ... .
jj jr jb b M r   

Для  j = 1, 2, , k, s = 1, …, rj положим 

cj = (
1

1, , 1
j

 , aj, 1, , 1
k j

 )   Ak, 

jsc  = (
1

1, , 1
j

 , jsb , 1, , 1
k j

 )   Ak. 

Согласно утверждению 2) леммы 2.1, 
a = [c1

2

e e
l

 c2
2

e e
l

 
2

e e
l

 ck]l, , k,    (2.2) 

а, ввиду (2.1) и следствия 2.1, 
cj = (

1

1, , 1
j

 , 1... ,
jj jrb b 1, , 1

k j

 ) = 

= [ 1jc 
2

e e
l

 2jc  
2 2

e e...e e
l l 

 
jjrc ]l, , k,  (2.3) 

где, как не сложно заметить, 

1jc , 2jc , , 
jjrc    Uj(M)   U(M). 

Заметим, что число элементов под знаком l-ар-
ной операции [ ]l, , k в правой части (2.3) равно 

(rj– 1)(l – 1) + 1, 
а число элементов под знаком l-арной операции 
[ ]l, , k в правой части (2.2) равно 

1

( 2)( 1) ( 1)( 1) 1
k

j
j

l k r l


       = 

= (r1 + … + rk – 1)(l – 1) + 1. 
Подставив в (2.2) вместо c1, c2, , ck их пра-

вые части из (2.3), видим, что элемент a может 
быть представлен в виде 

1 ( 1) 1 , ,[ ... ]t l l k  а u u  

для некоторых 

1 ( 1) 1, ..., ( ) { },t l M  u u U e  

где 1 ... 1.kt r r     Следовательно, по предло-

жению 1.1 l-арная полугруппа < Ak, [ ]l, , k >. по-
рождается множеством U(M)  {e}.                     

Сформулируем ряд следствий из теоремы 2.1. 

Считая в теореме 2.1  циклом длины m из 
Sk, получим 

Следствие 2.2. Пусть полугруппа A с еди-
ницей 1 порождается множеством M,  – цикл 
длины m из Sk, m делит l – 1. Тогда l-арная полу-
группа < Ak, [ ]l, , k > порождается множеством 
U(M)  {e}. 

Полагая в следствии 2.2  = (12  m), 
l = m + 1, получим 

Следствие 2.3. Пусть полугруппа A с еди-
ницей 1 порождается множеством M, 
(12  m)   Sk. Тогда (m + 1)-арная полугруппа 
< Ak, [ ]m+1, (12 … m), k > порождается множеством 
U(M)  {e}. 

Полагая в следствии 2.2 m = k,  = (12  k), 
l = k + 1, или в следствии 2.3 m = k, получим 

Следствие 2.4. Пусть полугруппа A с еди-
ницей 1 порождается множеством M. Тогда 
(k + 1)-арная полугруппа < Ak, [ ]k+1, (12 … k), k > по-
рождается множеством U(M)  {e}. 

Полагая в следствии 2.4 k = 2, получим 
Следствие 2.5. Пусть полугруппа A с еди-

ницей 1 порождается множеством M. Тогда 
тернарная полугруппа < A2, [ ]3, (12), 2 > порожда-
ется множеством U(M)  {(1, 1)}. 

Если множество M, порождающее полу-
группу A, содержит единицу 1 этой полугруппы, 
подстановка  из Sk удовлетворяет условию 
l = , то, ввиду замечания 2.1, e   U(M). По-
этому в этом случае множество U(M)  совпадает 
с множеством U(M)  {e}. Это позволяет пере-
формулировать теорему 2.1 для случая 1   M. 

Теорема 2.2. Пусть полугруппа A с единицей 
1 порождается множеством M, 1   M, подста-
новка  из Sk удовлетворяет условию l = . То-
гда l-арная полугруппа < Ak, [ ]l, , k > порождает-
ся множеством U(M). 

Замечание 2.2. Для теоремы 2.2 можно 
сформулировать следствия, аналогичные следст-
виям 2.2–2.5. 

Ясно, что множества M и Uj(M) имеют оди-
наковую мощность для любого j = 1, 2, , k. По-
тому, если M счётное множество, то множества 
Uj(M) и U(M) также счётные. Если же множество 
M содержит n элементов, то множество Uj(M) 
также содержит n элементов, а множество U(M) 
содержит: k(n – 1) + 1 элементов, если 1   M; kn 
элементов, если 1   M. Это позволяет дополнить 
теорему 2.1 следующим предложением 

Предложение 2.1. Пусть полугруппа A с 
единицей 1 порождается n-элементным множе-
ством M, подстановка  из Sk удовлетворяет 
условию l = . Тогда: 

1) если 1   M, то l-арная полугруппа 
< Ak, [ ]l, , k > является (k(n – 1) + 1)-порожденной; 

2) если 1   M, то l-арная полугруппа 
< Ak, [ ]l, , k > является (kn + 1)-порожденной. 
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Следующее предложение, являющееся 
следствием теоремы 2.1, формально включает в 
себя и эту теорему. 

Предложение 2.2. Пусть полугруппа A с 
единицей 1 порождается множеством M, под-
становка  из Sk удовлетворяет условию l = . 
Тогда l-арная полугруппа < Ak, [ ]l, , k > порожда-
ется любым подмножеством множества Ak, 
включающим множество U(M)  {e}. В частно-
сти, она порождается множеством 

U(A) = 
1

U ( ).
k

j
j

A

  

Если в условиях теоремы 2.1 множество M 
содержит более одного элемента, то любой эле-
мент (a1, , ak) из Ak, у которого, по крайней 
мере, две компоненты отличны от 1, не принад-
лежит множеству U(M)  {e}. Например, для 
любого элемента a   M, a ≠ 1 элемент 
(a, a, 

2

1, , 1
k

 ) не принадлежит множеству 

U(M)  {e}. Потому теорему 2.1 можно допол-
нить ещё одним предложением. 

Предложение 2.3. Если полугруппа A с еди-
ницей 1 порождается неодноэлементным мно-
жеством M, подстановка  из Sk удовлетворяет 
условию l = , то l-арная полугруппа 
< Ak, [ ]l, , k > порождается её собственным 
подмножеством U(M)  {e}. 

Замечание 2.3. Из предложения 2.3 следует, 
что если полугруппа A с единицей 1 порождается 
неодноэлементным множеством M, подстановка 
 из Sk удовлетворяет условию l = , то l-арная 
полугруппа < Ak, [ ]l, , k > не может быть непри-
водимым порождающим множеством для самой 
себя. 

В связи с теоремой 2.1 представляют инте-
рес следующие два вопроса. 

Вопрос 2.2. Если в условиях теоремы 2.1 
порождающее множеством M неприводимо, то 
будет ли неприводимым порождающее множе-
ство U(M)  {e}? 

Вопрос 2.3. Можно ли в формулировке тео-
реме 2.1 обойтись без элемента e? 

Следующий пример показывает, что ответы 
на оба вопроса – отрицательные. 

Пример 2.1. В качестве исходной полугруп-
пы рассмотрим циклическую группу A = {1, a}, 
которая порождается множеством M = {a}. Тогда 

A2 = {e = (1, 1), u = (1, a), v = (a, 1), w = (a, a)}, 
U1(M) = {v}, U2(M) = {u}, U(M) = {u, v}. 

Согласно теореме 2.1, множество 

U(M)  {e} = {e, u, v} 

порождает тернарную полугруппу < A2, [ ]3, (12), 2 >. 
Так как 

[uuu]3, (12), 2 = v, [vvv]3, (12), 2 = u, 
[uuv]3, (12), 2 = [vuu]3, (12), 2] = u, 
[vvu]3, (12), 2 = [uvv]3, (12), 2 = v, 

[uvu]3, (12), 2 = u, [vuv]3, (12), 2 = v, 
то < U(M), [ ]3, (12), 2 > – тернарная подполугруппа 
тернарной полугруппы < A2, [ ]3, (12), 2 >. Следова-
тельно, множество U(M) не порождает тернар-
ную полугруппу < A2, [ ]3, (12), 2 >, что дает отри-
цательный ответ на вопрос 2.3. 

Равенства 
[uuu]3, (12), 2 = v, [vvv]3, (12), 2] = u 

показывают, что порождающее множество 
{e, u, v} не является неприводимым, так как из 
него можно удалить либо элемент u, либо эле-
мент v. Полученные порождающие множества 
{e, u} и {e, v} будут уже неприводимыми. Таким 
образом, и на вопрос 2.2 ответ – отрицательный. 

Так как 
[uuw]3, (12), 2 = e, [uwe]3, (12), 2 = v, 

то {u, w} – еще одно порождающее множество, 
причем неприводимое. Неприводимым порож-
дающим множеством является и множество 
{v, w}, так как 

[vvw]3, (12), 2 = e, [vwe]3, (12), 2 = u. 
Таким образом, тернарную полугруппу 

< A2, [ ]3, (12), 2 > порождают каждое из следующих 
четырех двухэлементных неприводимых мно-
жеств 

{e, u}, {e, v}, {u, w}, {v, w}. 
Отметим, что последние два множества не со-
держат e, но при этом w   U(M). 

Кроме множества {e, u, v}, тернарную по-
лугруппу < A2, [ ]3, (12), 2 > порождают также каж-
дое из следующих трехэлементных множеств 

{e, u, w}, {e, v, w}, {u, v, w}. 
Теорему 2.2 можно проиллюстрировать 

следующим примером. 
Пример 2.2. Так как мультипликативная 

полугруппа N всех натуральных чисел порожда-
ется множеством P  {1}, состоящим из едини-
цы и всех простых чисел, то по теореме 2.2 l-ар-
ная полугруппа < Nk, [ ]l, , k > порождается мно-
жеством 

U(P  {1}) = 
1

U ( {1})
k

j
j

P

   = 

= 
1 1

{(1, , 1
k

j j 

 , p, 1, , 1
k j

 ) | p   P  {1}}. 

Как показывает следующий пример, в неко-
торых частных случаях l-арная полугруппа 
< Ak, [ ]l, , k > из теоремы 2.1 порождается множе-
ством U(M), которое не содержит элемент e. 

Пример 2.3. Пусть A = {1, a} – циклическая 
группа из примера 2.1, которая порождается 
множеством M = {a}, k = 3,  = (123)   S3. Тогда 

A3 = {e = (1, 1, 1), (1, 1, a), (1, a, 1), (a, 1, 1), 
(1, a, a), (a, 1, a), (a, a, 1), (a, a, a)}, 

U(M) = {u = (1, 1, a), v = (1, a, 1), w = (a, 1, 1)}. 
По теореме 2.1 4-арная полугруппа 

< A3, [ ]4, (123), 3 > порождается множеством 
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U(M)  {e} = {u, v, w, e}. 

Но так как [uuvv]4, (123), 3 = e, то < A3, [ ]4, (123), 3 > 
порождается множеством U(M). 

Приведём ещё один важный пример. 
Пример 2.4. Известно (см., например, [5]), 

что для любого порождающего множества M 
симметрической группы Sn и любого преобразо-
вания α из симметрической полугруппы Fn, у 
которого множество {α(1), α(2), , α(n)} состоит 
из n – 1 элементов, множество M  {α} является 
порождающим для симметрической полугруппы 
Fn. В качестве преобразования α можно взять, 
например, преобразование 

α = 
1 2 3

.
2 2 3

n

n

 
 
 




 

Так как симметрическая группа Sn, порож-
дается [6] двухэлементным множеством 

{α1 = (123 … n), α2 = (12)}, 
то симметрическая полугруппа Fn порождается 
трёхэлементным множеством 

M1 = {α1, α2, α}. 
Принимая во внимание теорему 2.1 и предложе-
ние 2.1, видим, что l-арная полугруппа 
< k

nF , [ ]l, , k >, где подстановка  из Sk удовле-

творяет условию l = , является (3k + 1)-порож-
дённой, так как порождается (3k + 1)-элемент-
ным множеством U(M1)  {e}, где 

e = ( , ,
k

  ), 

ε – тождественное преобразование множества 
{1, 2, …, n}. 

Так как симметрическая группа Sn, порож-
дается [6] (n – 1)-элементным множеством 

{β1 = (12), β2 = (23), …, βn–1 = (n – 1 n)}, 
то симметрическая полугруппа Fn порождается 
n-элементным множеством 

M2 = {β1, β2, …, βn–1, α}. 
Принимая во внимание теорему 2.1 и предложе-
ние 2.1, видим, что l-арная полугруппа 
< k

nF , [ ]l, , k >, где подстановка  из Sk удовле-

творяет условию l = , является (kn + 1)-порож-
дённой, так как порождается (kn + 1)-элемент-
ным множеством U(M2)  {e}. 

Так как симметрическая группа Sn, порож-
дается [6] (n – 1)-элементным множеством 

{γ1 = (1n), γ2 = (2n), …, γn–1 = (n – 1 n)}, 
то симметрическая полугруппа Fn порождается 
n-элементным множеством 

M3 = {γ1, γ2, …, γn–1, α}. 
Принимая во внимание теорему 2.1 и предложе-
ние 2.1, видим, что l-арная полугруппа 
< k

nF , [ ]l, , k >, где подстановка  из Sk удовле-

творяет условию l = , является (kn + 1)-порож-
дённой, так как порождается (kn + 1)-элемент-
ным множеством U(M3)  {e}. 

При доказательстве следующей теоремы 
используется тот факт, что в симметрической 
группе Sk имеются подстановки, удовлетворяю-
щие условию k = . В качестве такой подста-
новки можно взять, например, любой цикл из Sk 
длины k – 1, в частности, цикл (12  k – 1). 

Теорема 2.3. Пусть полугруппа A порожда-
ется множеством M, которое не содержит 
единицу 1 этой полугруппы, подстановка  из Sk 
удовлетворяет условию k = . Тогда универ-
сальная алгебра < Ak, [ ]k, , k > является k-арной 
полугруппой, которая порождается множест-
вом U(M), не содержащим e. 

Доказательство. Так как полугруппа A по-
рождается множеством M, которое не содержит 
ее единицу 1, то для некоторого k  2 найдутся 
такие b1, , bk  M, что 

b1b2  bk = 1.                      (2.4) 
Кроме того, согласно замечанию 2.1, множество 
U(M) не содержит e. 

Зафиксируем j   {1, 2, , k} и положим 
v1 = (

1

1, , 1
j

 , b1, 1, , 1
k j

 ), 

v2 = (
( ) 1

1, , 1
j 

 , b2, 
( )

1, , 1
k j

 ),  

 
vk–1 = (

2 ( ) 1

1, , 1
k j 

 , bk–1, 
2 ( )

1, , 1
kk j

 ), 

vk = (
1 ( ) 1

1, , 1
k j 

 , bk, 
1 ( )

1, , 1
kk j

 ) = 

= (
1

1, , 1
j

 , bk, 1, , 1
k j

 ). 

Так как k = , то по теореме 1.2 < Ak, [ ]k, , k > – 
k-арная полугруппа. 

Используя определение операции [ ]k, , k, 
тождественность подстановки k–1, а также (2.4), 
получим 

1 2 1 , ,[ ... ]k k k k  v v v v  

= (
1

1, , 1
j

 , b1b2  bk–1bk, 1, , 1
k j

 ) = (1, , 1
k

 ) = e, 

то есть 

1 2 1 , ,[ ... ] ,k k k k e v v v v                (2.5) 

где, как несложно заметить, 
1 ( )

( ) ( ),ii j
M M

 v U U  i = 1, 2, , k. 

Согласно теореме 2.1 k-арная полугруппа 
< Ak, [ ]k, , k > порождается множеством U(M) {e}, 
то есть всякий элемент a   Ak может быть пред-
ставлен в виде 

1 ( 1) 1 , ,[ ... ]t k k k  а u u                 (2.6)  

для некоторых 1 ( 1) 1, ..., ( ) { }.t k M  u u U e  

Заменяя в правой части (2.6) элементы ui, 
совпадающие c e, правой частью из (2.5), видим, 
что всякий элемент a  Ak может быть представ-
лен в виде 
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1 ( 1) 1 , ,[ ... ]r k k k  а w w  

для некоторых 1 ( 1) 1, ..., ( ).r k M  w w U  Таким 

образом, по предложению 1.1 k-арная полугруппа 
< Ak, [ ]k, , k > порождается множеством U(M).      

Заметим, что пример 2.3 не является следст-
вием теоремы 2.3, так как k = (123)3 – тождест-
венная подстановка. 

Пример 2.5. Снова рассмотрим цикличе-
скую группу A = {1, a}, которая порождается 
множеством M = {a}. Полагая в теореме 2.3 
k = 4, σ = (123)   S4, получим 4-арную полу-
группу < A4, [ ]4, (123), 4 >, которая порождается 
множеством 

U(M) = {u1 = (a, 1, 1, 1), u2 = (1, а, 1, 1), 
u3 = (1, 1, а, 1),  u4 = (a, 1, 1, 1)}, 

не содержащим элемент e = (1, 1, 1, 1), который 
может быть представлен в виде 

e = [u1u2u3u1]4, (123), 4. 
Отметим, что тернарная полугруппа 

< A2, [ ]3, (12), 2 > из примера 2.1 и 4-арные полу-
группы < A3, [ ]4, (123), 3 > и < A4, [ ]4, (123), 4 > из 
примеров 2.3 и 2.5 являются полиадическими 
группами, в которых согласно теореме 1.3 нет 
единиц. 
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Пусть F  – наследственная насыщенная решеточная формация. Доказывается, что если для каждой силовской под-

группы P конечной группы G и любой максимальной подгруппы V из P существует такая F -подгруппа T, что VT = G, 

то .GF  В статье решаются проблемы 19.87 и 19.88 из «Коуровской тетради». 

 
Ключевые слова: конечная группа, силовская подгруппа, добавление, формация, обобщенно субнормальная подгруппа, 
решеточная формация. 
 
Let F  be a hereditary saturated formation. It is proved that if for every Sylow subgroup P of a finite group G and every maxi-

mal subgroup V of P there is a F -subgroup T such that VT = G, then .GF  Problems 19.87 and 19.88 from the «Kourovka 

Notebook» are solved in the article. 
 
Keywords: finite group, Sylow subgroup, supplement, formation, generally subnormal subgroup, lattice formation. 

 
 

Введение  
Подгруппа H называется добавлением к 

подгруппе K в группе G, если G = KH. Понятно, 
что в каждой группе любая подгруппа обладает 
добавлением. Более того, подгруппа K может 
иметь несколько добавлений. Например, в слу-
чае, когда K = G, любая подгруппа группы G яв-
ляется добавлением к K. 
 Как показывают многочисленные исследо-
вания, строение конечной группы G существенно 
зависит от свойств добавлений к некоторым ее 
подгруппам. В данной работе строение G изуча-
ется в зависимости от свойств добавлений к мак-
симальным подгруппам всех ее силовских под-
групп. Главная наша цель – доказательство сле-
дующей теоремы. 
 Теорема. Пусть F  – наследственная на-
сыщенная решеточная формация. Тогда и толь-
ко тогда конечная группа G принадлежит ,F  
когда для каждой максимальной подгруппы лю-
бой силовской подгруппы группы G существует 
добавление в G, принадлежащее .F  
 

1 Определения и предварительные ре-
зультаты 

В работе рассматриваются только конечные 
группы, используются определения и обозначе-
ния, принятые в [1] и [2].  

Напомним, что формация – это класс групп, 
замкнутый относительно взятия гомоморфных 
образов и конечных подпрямых произведений. 
Если F  – непустая формация, то через GF  обо-
значается пересечение всех тех нормальных под-
групп N группы G, для которых /G N  F  (под-

группа GF  называется F -корадикалом группы G). 
Наследственная формация – это формация, 

замкнутая относительно взятия подгрупп. Фор-
мация F  называется насыщенной, если из 

/ ( )G G F  всегда следует .GF  

Если F  – непустая формация, то подгруппа H 
группы G называется F-субнормальной, если ли-
бо ,H G  либо существует максимальная цепь 

подгрупп 0 1 ... nG H H H H      такая, что 

11 / ( )
ii H iH Core H
  F  для всех i = 1, 2, …, n. 

Формация F  называется решеточной, если 
множество всех F -субнормальных подгрупп в 
любой группе образует подрешетку решетки 
всех подгрупп этой группы. 

Все наследственные насыщенные решеточные 
формации описаны в работе [3] (см. также [4]). 

Лемма 1.1 [3, теорема 2]. Пусть F  – на-
следственная насыщенная формация. Тогда и 
только тогда F  является решеточной, когда 
формация F  удовлетворяет следующим условиям: 

МАТЕМАТИКА
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1) 0 ( ,D F M H)  ( ( ;  M) H)=  

2) существует такое разбиение { | }i i I   

множества ( H)  на попарно непересекающиеся 

подмножества, что 0 ( ;
ii ID   H S )  

3) ( ) MM=S M  – наследственная локальная 

формация, являющаяся классом Фиттинга, нор-
мальным в 2 ;M  

4) всякая нециклическая критическая группа 
G формации ,M  имеющая единичную подгруппу 
Фраттини, является примитивной с неабелевым 
цоколем ,N G M  причем /G N  – циклическая 
примарная группа. 

Напомним, что критической группой фор-
мации F  называется группа, не принадлежащая 

,F  все собственные подгруппы которой принад-

лежат .F  Если X  – некоторый класс групп, то 

через 0D X  обозначается класс всех групп, пред-

ставимых в виде 1 ... ,tH H   где iH X  для всех 

1, 2,..., .i t  Если   – некоторое множество про-

стых чисел, то X  – это класс всех  -групп из 

.X  В частности, S  – формация всех разреши-

мых  -групп. 
Каждая наследственная насыщенная реше-

точная формация F  является классом Фиттин-
га, т. е. классом, который замкнут относительно 
взятия нормальных подгрупп и, кроме того, из 

,G AB  где A и B – нормальные F -подгруппы 
из G, всегда следует, что G принадлежит .F  

Из определения класса Фиттинга следует, 
что в любой группе G существует F -радикал 

,GF  т. е. наибольшая нормальная подгруппа 

группы G, принадлежащая F  (она совпадает с 

произведением всех нормальных F -подгрупп из 
G). В дальнейшем мы будем опираться на сле-
дующий результат, устанавливающий связь 
F -субнормальных F -подгрупп группы с ее 
F -радикалом. 

Лемма 1.2 [2, лемма 3.1.6]. Пусть F  – на-
следственная насыщенная решеточная форма-
ция. Если подгруппа Н является F -субнормаль-
ной в группе G и принадлежит формации ,F  то 

H содержится в F -радикале группы G. 
Лемма 1.3. Пусть N – нормальная подгруп-

па группы G. Если для каждой максимальной 
подгруппы любой силовской подгруппы группы G 
существует добавление в G, принадлежащее ,F  
то и для каждой максимальной подгруппы 
любой силовской подгруппы группы /G N  суще-
ствует добавление в / ,G N  принадлежащее .F  

Доказательство. Пусть /R N  – неединич-
ная силовская p-подгруппа группы / .G N  Если 

1 /R N  – максимальная подгруппа группы / ,R N  

то по теореме Силова 1 1R P N  для некоторой 

силовской p-подгруппы 1P  группы 1.R  При этом 

1P  – максимальная подгруппа некоторой силов-

ской p-подгруппы 2P  группы R. Очевидно, 2P  – 

силовская p-подгруппа группы G. По условию 

1G TP  для некоторой F -подгруппы T группы 

G. Отсюда заключаем, что 

1

1 1

/ /

( / )( / ) ( / )( / ).

G N TP N

TN N P N N TN N R N

 
 

 

При этом из изоморфизма / /TN N T T N  
следует, что подгруппа /TN N  принадлежит 
формации .F                                                             
 

2 Доказательство теоремы 
 Если группа G принадлежит ,F  то ввиду 
наследственности формации F  для каждой мак-
симальной подгруппы из любой силовской под-
группы группы G каждое добавление в G при-
надлежит .F  
 Докажем обратное утверждение. Предпо-
ложим, что оно неверно и G – контрпример ми-
нимального порядка. Доказательство проведем в 
несколько шагов. 
 Шаг 1. Группа G не является простой. 
 Предположим, что группа G является про-
стой. По условию для каждой силовской под-
группы P группы G и любой максимальной под-
группы V из P существует такая F -подгруппа T, 

что .VT G  Очевидно, | : |G T  – степень просто-

го числа. Но тогда группа G обладает макси-
мальной подгруппой H, индекс которой в G яв-
ляется степенью простого числа. Отсюда ввиду 
[5, теорема 1] справедливо одно из следующих 
утверждений: 

(a) nG A  и 1,nH A   где ;kn p  

(b) ( )nG L q  и H – стабилизатор линии или 

гиперплоскости, при этом 

1
| : |

1

n
kq

G H p
q


 


 

(n – простое число); 
(c) 2 (11)G L  и 5 ;H A  

(d) 23G M  и 22H M  или 11G M  и 

10 ;H M  

(e) 4 4(2) (3)G PSU PSp   и H – параболи-

ческая подгруппа индекса 27. 
Ввиду произвольного выбора простого чис-

ла p для любого простого ( )p G  группа G 

содержит максимальную подгруппу, индекс ко-
торой является степенью p. Простая проверка 
показывает, что ни одна из групп, перечислен-
ных в (a)–(e), таким свойством не обладает. Сле-
довательно, G не является простой. 
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Пусть далее N – минимальная нормальная 
подгруппа группы G. 
 Шаг 2. / .G N  F  
 Ввиду леммы 1.3 условия теоремы пере-
носятся на фактор-группу / .G N  А так как 
| / | | |,G N G  то ввиду выбора группы G группа 

/G N  принадлежит формации .F  
 Шаг 3. N – единственная минимальная нор-
мальная подгруппа группы G, ( ) 1G   и ( ) .GC N N  

 Так как формация F  является насыщенной, 
то ( ) 1.G   Если предположить, что в G суще-
ствует минимальная нормальная подгруппа L, 
отличная от N, то ввиду утверждения шага 1 

/ .G L F  А так как класс F  является формаци-
ей, то отсюда имеем ,G F  что противоречит 
выбору группы G. Таким образом, G – примитив-
ная группа, а значит, ( )GC N N  ( ( ) ,GC N N  

если N – абелева группа; ( ) 1,GC N   если N – 
неабелева группа). 
 Шаг 4. N – абелева группа. 
 Предположим, что N не является абелевой. 
Пусть 1 2( ) { , ,..., },sN p p p   где 3.s   
 По условию для каждой максимальной под-
группы любой силовской подгруппы группы G 
существует добавление в G, принадлежащее .F  
Понятно, что любое такое добавление имеет ин-
декс, являющийся степенью простого числа. 
Пусть 1T  и 2T  – некоторые из этих добавлений, 
причем индексы их взаимно просты. Не нарушая 
общности рассуждений, можно считать, что 

1 1| : | kG T p  и 2 2| : | .tG T p  Предположим, что 

оба добавления 1T  и 2T  содержат подгруппу N. 

Тогда, очевидно, подгруппы 1T  и 2T  F -субнор-
мальны в G. Кроме того, по условию подгруппы 

1T  и 2T  принадлежат формации .F  Отсюда по 

лемме 1.2 подгруппы 1T  и 2T  содержатся в F -ра-

дикале GF  группы G. Так как индексы подгрупп 

1T  и 2T  взаимно просты, то 1 2, ,G T T G  F  

т. е. группа G принадлежит формации ,F  что 
противоречит выбору группы G. 
 Итак, если iT  – принадлежащее формации 

F  добавление к некоторой максимальной под-
группе из силовской ip -подгруппы группы G, то 

в системе подгрупп { | 1,2,..., }iT i s  не более чем 

одна из подгрупп 1,T 2 ,T …, sT  содержит N. 
Таким образом, возможны два случая: 

1) каждая из подгрупп 1,T 2 ,T …, sT  не со-
держит N; 

2) подгруппы 1,T 2 ,T …, 1sT   не содержат 

подгруппу N, а подгруппа sT  содержат N.  
 Подгруппа N представима в виде  

1 2 ... ,mN N N N     

где 1,N 2 ,N …, mN  – изоморфные простые неабе-

левы группы. Если любая из подгрупп 1,T 2 ,T …, 

sT  не содержит N, то для любого 1, 2,...,i s  из 

| : | ,ik
i iG T p  где 1,ik   очевидно, следует, что 

подгруппа 1N  содержит максимальную под-

группу ,iH  индекс которой является степенью 

простого числа .ip  С учетом [5, теорема 1] про-

верка показывает, что ни одна из простых групп 
таким свойством не обладает. 
 Следовательно, подгруппы 1,T 2 ,T …, 1sT   не 

содержат подгруппу N, а подгруппа sT  содержит 

N. В этом случае для любого 1,2,..., 1i s   из 

| : | ,ik
i iG T p  где 1,ik   следует, что подгруппа 

1N  содержит максимальную подгруппу ,iH  ин-

декс которой является степенью простого числа 
.ip  Так как 3,s   то ввиду [5, теорема 1] (см. 

шаг 1) получаем, что 1 2 (7).N L  

 Пусть T – принадлежащее F  добавление к 
некоторой максимальной подгруппе из силов-
ской 3-подгруппы группы G. Предположим, что 
T не содержит N. Тогда, как показано выше, под-
группа 1 2 (7)N L  содержит максимальную под-

группу индекса 3, что невозможно. Следователь-
но, .N T  Тогда T – F -субнормальная F -под-
группа группы G, а значит, по лемме 1.2 T со-
держится в .GF  При этом индекс GF  в группе G 

равен 3 ,t  где 0.t   

 Предположим, что 0.t   Пусть 1V  – силов-

ская 3-подгруппа группы .GF  Заключим эту под-

группу в максимальную подгруппу V из 

3 ( ).P Syl G  Тогда для любого принадлежащего 

F  добавления T к V в группе G имеем 

,TV G V G F  что противоречит условию тео-

ремы. Значит, G GF  и .G F  Снова имеем 

противоречие с выбором группы G. 
 Шаг 5. G – бипримарная группа. 
 Пусть N – p-группа. Предположим, что 
группа G не является бипримарной, т. е. ее поря-
док делится на различные простые числа q и r, 
отличные от p. По условию для каждой макси-
мальной подгруппы из любой силовской под-
группы группы G существует добавление в G, 
принадлежащее .F  Понятно, что все эти добав-
ления имеют индекс, являющийся степенью 
простого числа. Пусть 1T  и 2T  – два таких добав-

ления, причем 1| : | kG T q  и 2| : | .tG T r  Понят-

но, что добавления 1T  и 2T  содержат подгруппу 

N. Тогда, очевидно, подгруппы 1T  и 2T  F -суб-

нормальны в G. Кроме того, по условию 
подгруппы 1T  и 2T  принадлежат формации .F  
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Но тогда по лемме 1.2 подгруппы 1T  и 2T  содер-

жатся в F -радикале GF  группы G. Так как ин-

дексы подгрупп 1T  и 2T  взаимно просты, то 

1 2, ,G T T G  F  т. е. группа G принадлежит 

формации ,F  что противоречит выбору группы 
G. Значит, G – бипримарная группа. 
 Будем полагать далее, что ( ) { , }.G p q   

 Шаг 6. { , } { , }p q p qF =N  – формация всех ниль-

потентных { , }p q -групп. 

В силу леммы 1.1 формация F  удовлетво-

ряет следующим условиям: 0 ( ,D F M H)  

( ( ;  M) H)=  существует такое разбиение 

{ | }i i I   множества ( H)  на попарно непересе-

кающиеся подмножества, что 0 ( ;
ii ID   H S )  

( ) MM=S M  – наследственная локальная фор-

мация, являющаяся классом Фиттинга, нормаль-
ным в 2.M  

Предположим, что { , } ( ).p q   M  Тогда из 

( ) MM=S M  следует, что ( ) .G   MS M F  

Противоречие. Если { , } ip q    для некоторого 

,i I  то из .
i

G  S F  Снова приходим к про-

тиворечию. Таким образом, либо одно из про-
стых чисел p и q принадлежит ( , M)  а другое 

( , H)  либо числа p и q они принадлежат различ-

ным членам разбиения { | }.i i I   Поэтому из 

0 (D F M H)  и 0 (
ii ID   H S )  получаем, что 

{ , } { , }p q p qF =N  – формация всех нильпотентных 

{ , }p q -групп. 

 Шаг 7. Заключительное противоречие. 
 Так как G – { , }p q -группа, { , } { , }p q p qF =N  и 

/ ,G N F  то N – силовская p-подгруппа группы 
G. Так как N – минимальная нормальная под-
группа группы G, то силовская q-подгруппа Q 
группы G максимальна в G. Отсюда и из условия 
теоремы получаем, что группа G нильпотентна.   
 

3 Следствия 
 Приведем два следствия, дающие положи-
тельные ответы на вопросы 19.87 и 19.88 из «Ко-
уровской тетради» [6]. 

Пусть { | }i i I     – некоторое разбиение 

множества всех простых чисел ,  т. е. i I i    

и i j     для всех .i j  Следуя [7], будем 

говорить, что группа G является:  -примарной, 
если G является i -группой для некоторого 

;i    -нильпотентной, если она является 

прямым произведением некоторых  -примарных 
групп;  -разрешимой, если каждый главный фак-
тор группы G является  -примарной группой. 

Как отмечено в [7], класс N  всех  -ниль-

потентных групп является наследственной на-
сыщенной формацией Фиттинга. Кроме того, в 
силу леммы 1.1 эта формация является решеточ-
ной. Поэтому из теоремы имеем 

Следствие 3.1. Пусть   – некоторое раз-
биение множества всех простых чисел. Пусть 
для каждой силовской подгруппы P группы G и 
любой максимальной подгруппы V из P сущест-
вует такая  -нильпотентная подгруппа T, что 

.VT G  Тогда G –  -нильпотентная группа. 
Простая проверка показывает, что класс S  

всех  -разрешимых групп является наследст-
венной насыщенной формацией Фиттинга. Кро-
ме того,  S SS  и все критические группы 

формации S  являются простыми. Таким обра-

зом, в силу леммы 1.1 эта формация является 
решеточной. Поэтому из теоремы имеем 

Следствие 3.2. Пусть   – некоторое раз-
биение множества всех простых чисел. Пусть 
для каждой силовской подгруппы P группы G и 
любой максимальной подгруппы V из P сущест-
вует такая  -разрешимая подгруппа T, что 

.VT G  Тогда G –  -разрешимая группа. 
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GENERALIZED SOLUTIONS OF THE DIFFERENTIAL FIRST-ORDER 

EQUATION WITH THE SPECIAL RATIONAL COEFFICIENT 
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Рассмотрены решения в пространстве обобщенных функций линейного дифференциального уравнения первого 
порядка, в котором коэффициентом является обобщенная функция, порожденная рациональной функцией 

2

2
, 0.

x a
a

x ax





 Найдены условия существования обобщенного решения задачи Коши, показано, что обобщенное 

решение существует не для всех рассматриваемых коэффициентов. 
 
Ключевые слова: обобщенная функция, дифференциальное уравнение с обобщенным коэффициентом, аналитическое 
представление. 
 
Solutions in the space of generalized functions of a linear first-order differential equation in which the coefficient is the general-

ized function generated by the rational function 
2

2
, 0

x a
a

x ax





 are considered. Conditions for the existence of a generalized so-

lution to the Cauchy problem are found. It is shown that the generalized solution does not exist for all considered coefficients. 
 
Keywords: generalized functions, differential equation with generalized coefficient, analytical representation. 

 
 

Введение 
Дифференциальные уравнения с обобщен-

ными коэффициентами имеют формальный ха-
рактер, так как произведения коэффициентов на 
решение, входящие в такие уравнения, не опре-
делены. Поэтому обобщенная функция не может 
быть подставлена в уравнение и классическое 
определение решения для таких уравнений не 
имеет смысла. Общий подход к введению поня-
тия решения для таких уравнений заключается в 
том, что обобщенные коэффициенты заменяются 
на их аппроксимации гладкими функциями и 
тогда решением называется предел решений ап-
проксимирующих уравнений, если он существу-
ет. Наибольшее внимание уделялось уравнениям, 
в которых коэффициенты являются дельта-функ-
циями или, в более общем случае, производными 
функций ограниченной вариации. Для таких 
уравнений доказаны теоремы существования 
решений и им посвящена обширная литература 
(C. Альбеверио [1], С.Т. Завалищин, А.Н. Сесе-
кин [2], Н.В. Лазакович [3] и др.). 
 Но если коэффициент q не представляется 
как производная функции ограниченной вариа-
ции, то ситуация качественно меняется уже для 
простейших обыкновенных линейных уравнений 
первого порядка вида 
 

 

0.u qu    

В [4] доказано что, если обобщенная функ-
ция q является производной в смысле теории 
обобщенных функций от локально интегрируе-
мой функции ln | | ( ),x M x   где ( )x  есть 

функция Хэвисайда 
0, 0,

( )
1, 0,

x
x

x


   

 

то обобщенное решение существует только при 
значениях числа (1 2 ),M i m    где .m  Это 

показывает, что утверждение о существовании 
обобщенного решения в общем случае не выпол-
нено и общая задача заключается в выяснении 
того, от каких свойств коэффициентов зависит 
существование обобщенного решения. 

При анализе обобщенных решений в [4] ис-
пользовалось то, что при 0x   коэффициент q 

совпадает с рациональной функцией 
1

,
x

 причем 

существенно было то, что в числителе стоит чис-
ло 1. Это показывает, что общая задача содержа-
тельна даже для рациональных коэффициентов 
специального вида. В данной работе вопрос о 
существовании обобщенного решения рассмотрен 

МАТЕМАТИКА
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для уравнений, в которых коэффициенты явля-
ются рациональными функциями более общего 
вида, имеющими особенности в двух точках и 
показано, какие отличия возникают при переходе 
к таким более общим уравнениям. Результаты 
естественным образом переносятся на случай 
рациональных коэффициентов, имеющих анало-
гичные особенности в конечном числе точек. 
 

1 Классические, формальные и обобщен-
ные решения задачи Коши 

Рассмотрим линейное дифференциальное 
уравнение 

2

2
0, , , 0.

x a
u u a x a

x ax

    


        (1.1) 

Его классические решения есть функции вида 

 

2

1
2

2
2

, 0;

, 0 ;

, ,

C
x

x ax
C

u x x a
x ax

C
x a

x ax

  
  




 

 

где 1 2, ,C C C  – произвольные постоянные. При 

0x   решение задачи Коши с условием 

 1
1

C
u

a
 


 есть функция 

2
( ) .

C
u x

x ax



 При 

0x    это решение уходит на бесконечность и 
в классической теории дифференциальных урав-
нений нет методов, позволяющих естественным 
образом продолжить это решение для 0.x   

Наряду с (1.1) можно рассмотреть анало-
гичное уравнение в пространстве функций на 
комплексной плоскости 

2

2
( ) ( ) 0, ,

z a
u z u z z

z az

   


          (1.2) 

где дифференцирование понимается по ком-
плексной переменной z. У этого уравнения ре-

шение задачи Коши с условием  1
1

C
u

a
 


 

является рациональной функцией 
2

( ) ,
C

u z
z az




 

однозначно определенной при 0,z z a   и, в 
частности, однозначно определенной на вещест-
венной оси. Обратим внимание на то, что если 

( )b z  – произвольная рациональная функция, то 

аналогичное уравнение  
( ) ( ) ( ) 0, ,u z b z u z z     

может не иметь однозначно определенных ана-
литических решений, а в уравнении (1.1) коэф-
фициент специально выбран таким, что соответ-
ствующее уравнение (1.2) имеет рациональное 
решение. 

Рассмотрим уравнение (1.1) с точки зрения 
теории обобщенных функций (распределений) [5]. 
Прежде всего отметим, что функция 

2

2 1 1x a

x x ax ax


 


                  (1.3) 

не является локально интегрируемой и не задает 
непосредственно обобщенную функцию. Но ей 
соответствует двухпараметрическое семейство 
распределений, которые определяются как про-
изводные в смысле обобщенных функций от ло-
кально интегрируемых функций 

 
   1 2

ln ln

,

g x x x a

M x M x a

   

    
             (1.4) 

где 1M  и 2M  – произвольные комплексные по-

стоянные. Соответствующие распределения есть 

1 0 2 1

1 1
,q P P M M

x x a
              

    (1.5) 

где                        , ,      

 1 1
,P x dx

x x
     
    

и интеграл понимается в смысле главного значе-
ния по Коши [5]. 

Поэтому c уравнением (1.1) связано семей-
ство уравнений вида 

0u qu                            (1.6) 

с обобщенными коэффициентами (1.5) и эти 
уравнения могут иметь разные свойства при раз-
ных значениях 1M  и 2.M  

Если коэффициент в уравнении вида (1.6) 
является непрерывной функцией, то решение 

задачи Коши с условием  1
1

C
u

a
 


 задается 

формулой 

     11
,

1
g x gu x Ce

a
  


             (1.7) 

где g – первообразная для коэффициента. Для 
любой обобщенной функции q существует пер-
вообразная, которая в общем случае также явля-
ется обобщенной функцией. Если первообразная 
есть регулярная обобщенная функция, т. е. соот-
ветствует обычной локально интегрируемой 
функции g, то она может быть подставлена в 
формулу (1.7) и для таких q получаем по этой 
формуле функцию, определенную на всей пря-
мой, которую будем называть формальным ре-
шением задачи Коши. 

Заметим, что рассматриваемые ниже вопро-
сы связаны с существованием экспоненты в про-
странстве распределений, так как экспоненту 
можно определить как сумму ряда 

( )

0

( )
.

!

k
g x

k

g x
e

k





                       (1.8) 

Тогда, если функция g локально ограничена, то 
ряд (1.8) сходится в пространстве распределений 
и его сумму естественно считать обобщенным 
решением рассматриваемого уравнения. Это вы-
полнено, если q является производной функции 
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ограниченной вариации и, в часности, является 
суммой дельта-функций. 

Для распределений (1.5) первообразные 
есть локально интегрируемые обычные функции 
(1.4) и поэтому определены и в явном виде вы-
писываются по формуле (1.7) формальные реше-
ния задачи Коши  
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        (1.9) 

Таким образом, выбор конкретной обоб-
щенной функции, соответствующей коэффици-
енту (1.3) (т. е. выбор чисел 1M  и 2 ),M  позволя-

ет задать однозначно определенное продолжение 
решения задачи Коши через особенности: фор-
мальное решение (1.9) задачи Коши однозначно 
определено не только при 0,x   но и при 

0 ( ).x x a   

Но функции (1.4) не являются локально ог-
раниченными и для них ряд (1.8) может расхо-
дится в пространстве распределений. Получен-
ные ниже результаты позволяют найти те значе-
ния 1M  и 2 ,M  при которых экспоненте из (1.7) 

можно придать смысл. 
Построенное формально решение (1.9) 

нельзя рассматривать как обобщенную функцию 
и оно не является обобщенным решением. Этой 
функции, как и (1.3), при заданных 1M  и 2M  

соответствует двухпараметрическое семейство 
обобщенных функций U. Поэтому при детальном 
исследовании уравнения (1.1) возникает четы-
рехпараметрическое семейство распределений, 
которые могут быть кандидатами на обобщенное 
решение этого уравнения. Основная проблема 
заключается в том, что при подстановке такого 
распределения U в уравнение возникает произ-
ведение qU, которое не определено в классиче-
ской теории. 

Применим общий подход, согласно которо-
му обобщенный коэффициент q следует заме-
нить на его аппроксимацию гладкими функция-
ми   ,q x  где   – положительный малый пара-

метр, и рассмотреть семейство уравнений 

      0.u x q x u x                 (1.10) 

Определение 1.1 [4]. Будем говорить, что 
задача Коши для уравнения (1.1) разрешима в 
пространстве распределений   ,D R  если у се-

мейства  u x  решений уравнений (1.10), удов-

летворяющих условию Коши  0 0 ,u x C   суще-

ствует предел 

0
lim :u U

  

в смысле сходимости в  .D R  Распределение U 

будем называть обобщенным решением задачи 
Коши при заданном способе аппроксимации. 

Согласно [4], решение задачи Коши для ап-
проксимирующего уравнения задается формулой  

     11
,

1
g x gu x Ce

a
   

 


          (1.11) 

где g  – первообразная для .q  Поэтому вопрос 

о построении обобщенного решения сводится к 
нахождению предела в пространстве распреде-
лений при 0   семейства экспонент (1.11) и 
основную сложность представляет выяснение то-
го, для каких 1M  и 2M  такой предел существует. 

Как уже отмечалось, произведение распре-
делений в общем случае не определено. Если для 
распределений v и w заданы аппроксимации 
гладкими функциями ,v v   ,w w   то произ-

ведения v w   могут не иметь предела; если пре-

дел произведений существует, то его называют 
произведением v и w при заданных способах ап-
проксимации. Обратим внимание на то, что для 
более сложных уравнений, содержащих более 
двух слагаемых, из сходимости семейства реше-
ний  u x  аппроксимирующих уравнений в про-

странстве распределений не следует, что каждое 
слагаемое имеет предел, т. е. что определены все 
произведения, входящие в уравнение. Например, 
пусть решения семейства уравнений вида  

0u p u q u         

сходятся к распределению U. Тогда u U   и 

,p u q u U        но при этом может оказаться, 

что произведения p u   и q u   не имеют предела. 

Для уравнений вида (1.10) из того, что 
,u U   следует, что ,q u U     поэтому обоб-

щенное решение U должно быть таким распре-
делением, для которого определено в указанном 
смысле произведение qU. Здесь распределение q 
порождено рациональной функцией (1.3), основ-
ной результат работы заключается в том, что 
обобщенное решение существует только для тех 
распределений (1.5), при которых формальное 
решение также является рациональной функци-
ей, т. е. когда  

1 21, 1.M Me e      

В [4] этот общий подход был применён для 

исследования уравнения с коэффициентом 
1

,
x

 

имеющим особенность в одной точке. В данной 
работе он применён для уравнений с коэффици-
ентом, имеющим особенность в двух точках: 0 и a. 
 

2 Решения аппроксимирующих уравнений 
Для коэффициента (1.5) будем использовать 

аппроксимирующее семейство, порожденное 
аналитическим представлением 
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0
lim[ ( ) ( )],q q x i q x i 


       

где q  – функция, аналитическая в верхней по-

луплоскости, q  – в нижней полуплоскости [7]. 

Распределение называется рациональным, если в 
его аналитическом представлении функции q  

являются рациональными. 

Для распределения 
1

P
x

 
 
 

 соответствующее 

аппроксимирующее семейство есть 

2 2

1 1 1
,

2

x

x i x i x
         

 

а для  -функции – семейство 

2 2

1 1 1
.

2

i

x i x i x

           
 

Поэтому для распределения (1.5) аппроксими-
рующее семейство может быть записано в виде 

   

     

1 1
1

1 1
1 ,

q x
x i x i

x i a x i a

     
   

  
     

 

где 11
,

2 2

M i
  


 21

.
2 2

M i
  


 

Из этого представления видно, что распре-
деления (1.5) являются рациональными. 

Теорема 2.1. Решения задачи Коши с усло-

вием  1
1

C
u

a
 


 для аппроксимирующих урав-

нений (1.10) при 

   

     

1 1
1

1 1
1

q x
x i x i

x i a x i a

      
   

   
     

 

представляются в виде 
1 1

( )
1

1 1

1 1

C i a i
u x

a x i x i a

x i i x i a a i

x i i x i a a i



 

                

                                 

 (2.1) 

и при 1   для них имеет место оценка 

 | | .
| | | |

const
u x

x x a 
 

              (2.2) 

При 0,x   x a  функции ( )u x  точечно схо-

дятся к формальному решению (1.9) и при этом 
сходимость равномерная вне любой окрестно-
сти указанных точек. 

Доказательство. Для функции 

2 2 2 2

1
,

x
i

x i x x




     
  

первообразная имеет вид 

 2 21
ln arctg .

2

x
x i 


  

Для функции 

   2 22 2

1
,

x a
i

x i a x a x a

 


        
  

первообразной является 

  2 21
ln arctg .

2

x a
x a i


  


  

Следовательно, одной из первообразных для 
( )q x  является функция 

   

   

2 2

2 2

1
ln arctg

2

1
1 ln arctg

2

x
Q x x i

x
x i


        
         

 

  
    

2 2

2 2

1
ln arctg

2

1
1 ln arctg .

2

x a
x a i

x a
x a i

        
        

 

Поэтому, согласно (1.11), решения аппрок-
симирующих уравнений есть 

     11
.

1
Q x Qu x Ce

a
   

 


 

Для последующего анализа поведения u  

представим экспоненту в более явном виде. 
Пусть ( )arg x iy  есть непрерывая ветвь ар-

гумента комплексного числа ,x iy  определен-

ная на комплексной плоскости с выброшенной 
положительной действительной полуосью и при-
нимающую значения на интервале (0;2 ).  Тогда 

 arg arctg ,
2

x
x i


   


 

  3
arg arctg

2

x
x i


   


 

и 

   

 

3
ln arg

2

ln arg
2

Q x x i i x i i

x i i x i i




       

           

 

 

 

3
ln arg

2

3
ln arg

2

x i i x i i

x i a i x i a i

          


         

 

ln | | arg( )
2

3
ln | | arg( ) .

2

x i a i x i a i

x i a i x i a i

            
            

 

Равенство 

 Ln ln | | arg( )x iy x iy i x iy      
задает непрерывную ветвь логарифма комплекс-
ного числа. Это позволяет после преобразований 
записать Q  в виде 

   ln argQ x x i i x i         



Е.В. Кузьмина 
 

            Проблемы физики, математики и техники, № 1 (46), 2021 58 

   3 arg argi i x i x i               

 
   

ln arg

arg arg

x i a i x i a

i x i a x i a

        

             
 

 

 

Ln Ln

Ln Ln 3 .

x i
x i i

x i

x i a
x i a i i

x i a

            
               

 

Таким образом, 

   1 Ln Ln
1 1

x i x i a
Q x Q

i a i 

                       
 

1 1
Ln Ln .

1 1

x i i x i a a i

x i i x i a a i

                                  
 

Обозначим 

  1
, exp Ln

1

1
,

1

x i i
z z x

x i i

x i i

x i i

                    
    

 
    

 

  1
, exp Ln

1

1
.

1

x i a a i
l l x

x i a a i

x i a a i

x i a a i

                        
      

 
      

 

После представления рассматриваемой 
функции    1Q x Q    в виде суммы логариф-

мов получаем выражение для экспонент, задаю-
щих решения, в виде произведения 

     11

1
1 1

( , ) ( , ).
1

Q x Qu x Ce
a

C i a i
z x l x

a x i x i a

   


 

 


                 

(2.3) 

Отметим, что если число   целое, то сте-

пень z  определена однозначно, а при нецелом 

  функция z  многозначна. Но здесь  , 1z x    

и z представляется в виде ( , )( , ) .i xz x e     Поэто-

му выражение z  определено однозначно по 
формуле ( , ) .i xz e    Аналогично задается ветвь 

функции .l  
Оценка (2.2) очевидным образом следует из 

(2.3). 
Найдём предел в смысле точечной сходимо-

сти рассматриваемого семейства функций. Оче-
видно, что при 0   имеем 

1 1
,

i

x i x

 


 
 

1 1
.

a i a

x i a x a

   


   
 

Если 0x  , то при 0   значения ( , )z x   

стремятся к 1, причем сходимость неравномер-
ная в окрестности точки 0, так как (0, ) 1.z     

При этом, если 0x   значения ( , )z x   стремятся 

к 1 из верхней полуплоскости, поэтому аргумент 
( , )x   стремится к нулю, ( , )x   также стре-

мится к нулю и ( , )z x   стремится к 1. 

Но если 0,x   то значения ( , )z x   стремят-

ся к 1 из нижней полуплоскости, аргумент ( , )x   

стремится к 2 , ( , ) 2x      и ( , )z x   стре-

мится к 2 .ie   Поэтому 

   20

1, 0;
lim ,

, 0.i

x
z x

e x






   

 

Аналогично получаем, что при 0   функция 
( , )l x   стремится к 1 при ,x a  при этом 

   20

1, ;
lim ,

, .i

x a
l x

e x a






   

 

Следовательно, при 0,x   ,x a  семейство 

( )u x  точечно сходится к формальному реше-

нию (1.9), так как 1 22 2, ,M Mi ie e e e       

причем вне окрестностей точек 0 и a сходимость 
равномерная. 

В частности, если числа   и   целые, то 

0
lim( ( , )) 1,z x 


   0x   и 

0
lim( ( , )) 1,l x 


   ,x a  а 

тогда ( )u x  точечно сходится к рациональной 

функции 
2

.
C

x ax
                                                                 

 
3 Существование обобщенных решений 
Основной результат работы заключается в 

исследовании сходимости аппроксимирующих 
решений (1.11) в пространстве обобщенных 
функций. 

Согласно (2.3), семейство ( )u x  представ-

лено в виде произведения четырех семейств, 
сходящихся в пространстве распределений. Но 
из сходимости сомножителей не следует сходи-
мость их произведений и ниже показано, что 
сходимость имеет место только в особых случа-
ях, когда формальное решение является рацио-
нальной функцией. 

Теорема 3.1. Если числа   и   целые, то 

решения задачи Коши для аппроксимирующих 
уравнений (1.10) при 

   

     

1 1
1

1 1
1

q x
x i x i

x i a x i a

     
   

  
     

 

имеют предел в пространстве распределений, 
т. е. существует обобщенное решение задачи 
Коши. При этом обобщенными решениями мо-
гут быть только четыре распределения: 

1) 1 0

1 1
,a

C
U P P i i

a x a x

                 
 

при 0   и 0;   
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2) 2 0

1 1
,a

C
U P P i i

a x a x

                 
  

при 0   и 0;   

3) 3 0

1 1
,a

C
U P P i i

a x a x

                 
 

при 0   и 0;   

4) 4 0

1 1
,a

C
U P P i i

a x a x

                 
 

при 0   и 0.   

Доказательство. При целых значениях   и 
  все сомножители в (2.3) являются рациональ-

ными функциями, а для произведений такого 
вида условия существования предела в про-
странстве распределений получены в [6]. Поэто-
му утверждения теоремы 3.1 являются следствием 
общих результатов из [6]. Чтобы не записывать 
довольно громоздкую формулировку общего ре-
зультата из [6], проведем явное доказательство. 

Используя (2.1), запишем решения ( )u x  в 

виде 

     

     

1

1

1 1
1

1 1 ,

C
u x i i

a

a i a i u x

 


 






    


      
 

где 

 
   

   

1

1

1 1

1 1
.

u x
x i x i

x i a x i a

  

 

 
   


     

 

Числовой множитель 

       1 1
1 1 1 1

1

C
i i a i a i

a
            


 

сходится к C и не влияет на сходимость, поэтому 
достаточно исследовать поведение функций 

 .u x  

Пусть 0   и 0.   Обозначив n   и 

,m   получаем 

   
 

 
 1 1

n m

n m

x i x i a
u x

x i x i a
  

    
 

    
 

  
 

  
 1 1

2 2
n m

n m

x i i x i a i

x i x i a
 

        
 

    
 

   

 

   

 
0 0

1 1

2 2
n m

n k k m k kk k
n m

k k
n m

C x i i C x i a i

x i x i a

 

 
 

     
 

   

 
 

 
 

 
 1 1

0 0

2 2
k kk kn m

n m

k k
k k

C i C i

x i x i a
 

 

 
 

    
   

 
 

 
2

2 3

11
2 2

n nn
i

x i x i x i

 
     

     
 

  
 

 
 

3

4 1

1 2 24
...

3

n

n

n n n ii

x i x i


  
   

    
 

 
 

 
2

2 3

11
2 2

m mm
i

x i a x i a x i a

 
     

        
 

  
 

 
 

3

4 1

1 2 24
... .

3

m

m

m m m ii

x i a x i a


  
   

      
 

Каждое из семейств 
 1

1
k

x i
 

 и 
 1

1
k

x i a
  

 

сходится в пространстве распределений, причем 
к функциям, имеющим особенности в разных 
точках: 0 и a, а значит, существует предел произ-
ведения  

   
 1 1

1, 1 , 1, 1 .
i j

i n j m
x i x i a

   
    

 

Поэтому, если раскрыть скобки, то все слагае-
мые, содержащие   в качестве множителя, стре-
мятся к нулю. И остается только семейство 

   
1 1 1 1 1

,
x i x i a a x i a x i

             
 

которое сходится в пространстве распределений к 

0

1 1 1
.aP P i i

a x a x

                
 

Таким образом, если 0   и 0,   то предел 

( )u x  в пространстве распределений существует 

и равен 

0

1 1
.a

C
P P i i

a x a x

                
 

Аналогично в других случаях получаем, что 
при целых   и   обобщенное решение является 

пределом семейства функций 

   
1 1

( ) ( )

1 1
,

( ( ) ( )) ( ) ( )

C
x is x is a

C

a i s s x is a x is


      

 
              

 

где 
1, 0;

( )
1, 0.

n
s n

n


  

 

Такие семейства исследуются аналогично и от-
личие заключается только в знаках при .i  Та-
ким образом, вид обобщенного решения опреде-
ляется функцией ( )s n  – модифицированным 

знаком целого числа. Получаем, что при целых 
  и   предел решений ( )u x  в пространстве 

распределений существует и равен 

0

1 1
( ) ( ) .a

C
P P i s i s

a x a x

                    
    

Теорема 3.2. Если хотя бы одно из чисел   
или   не является целым, то решения задачи 
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Коши для аппроксимирующих уравнений (1.10) не 
имеют предела в пространстве распределений и 
обобщенное решение задачи Коши не существует. 

Доказательство. Пусть число   не являет-
ся целым. Для доказательства достаточно пока-
зать, что хотя бы для одной основной функции 
  не существует конечный предел интегралов  

0
lim ( ) ( ) .u x x dx

  

Если (0) 0,   то оценка (2.2) позволяет приме-

нить теорему Лебега о мажорированной сходи-
мости и получить существование предела. По-
этому расходимость может иметь место, только 
если (0) 0.   

Для пояснения того, за счет чего возникает 
расходимость, рассмотрим сначала пример урав-
нения, соответствующий 1/ 2   и 1/ 2 :   

1 1
0.u P P u

x x a

               
 

Решения аппроксимирующих уравнений в этом 
случае не задаются с помощью рациональных 
функций и записываются в виде 

 

       
       

1 1
1/ 2 1/ 2

2 2

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/2

1

1 1 1 1
.

C
u x

a

i i a i a i

x i x i x i a x i a

  


         


         

 

Для этого случая 

   

 

2 2

2 2

1 1
ln arctg

4 2
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4 2
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Q x x i

x
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2 2

2 2

1 1
ln arctg

4 2
1 1

ln arctg
4 2

x a
x a i

x a
x a i


     




     


 

    22 2 21 1
ln ln ,

2 2
x x a        

поэтому выбор ветвей степени при вычислении 
степени 1/2 таков, что семейство решений ап-
проксимирующих уравнений сходится к фор-
мальному решению  

( )
| ( ) |

C
u x

x x a



 

и их поведение определяется поведением мно-
жителя 

 
    1/ 2 1/22 2 2 2

1 1
exp ( ) .Q x

x x a
 

    
 

Пусть 0 2 .h a   Возьмем функцию ( )x  

такую, что ( ) 1x   при | |x h  и ( ) 0x   при 

| | 2 .x h  Ввиду равномерной сходимости ( )u x  

на множестве { : | | 2 },x h x h   для любой основ-

ной функции существует предел интегралов 

| | 2

( ) ( )
h x h

u x x dx
 

  

и вопрос сводится к рассмотрению интегралов  

    
    

22 2

22 2 2

( ) ( )

1 1
.

( 1)

h

h

h

h

u x x dx

a
C dx

a x x a






 

    


     




 

Здесь подынтегральные функции неотрица-

тельны и почти всюду сходятся к 
1 1

.
| | | |x x a

 

Если предположить, что существует предел та-
ких интегралов, то по теореме Фату предельная 
функция должна быть интегрируемой и получа-
ем противоречие. 

В общем случае рассуждения аналогичны. 
Воспользуемся тем, что при | |x h  семейство 

функций  
1

( , )
a i

l x
x i a

        
 

равномерно сходится к гладкой функции 
1

,
a

x a




 

причем при | |x h  имеет место оценка  

1 1
( , ) .

a i a
l x const

x i a x a
             

    (3.1) 

Это позволяет записать решение в виде  

  1 1
( , ) ( , )

1

C i a i
u x z x l x

a x i x i a
 



                  
 

1 1
( , )

1

C i a
z x

a x i x a
          

 

1 1 1
( , ) ( , ) .

1

C i a i a
z x l x

a x i x i a x a
                            

 

Существует такая основная функция ,  что 

( )
1

x a
x

a


 


 при | |x h  и ( ) 0x   при | | 2 .x h  

Для этой функции получаем, что 

1 2 3

| | 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
x h

u x x dx I I I


        

где 

1

| |

1
( ) ( , ) ,

1 x h

C i
I z x dx

a x i




        

2

| |

1
( ) ( , )

1

1 1
( , ) ,

1

x h

C i
I z x

a x i

a i a x a
l x dx

x i a x a a







         

                 


 

3

| | 2

( ) ( ) ( ) .
h x h

I u x x dx
 

    

При | | 2h x h   сходимость равномерная, 

поэтому существует конечный предел у 3 ( ).I   
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Интеграл 1( )I   был рассмотрен в [4] при 

исследовании уравнения с коэффициентом 
1

,
x

 

он стремится к бесконечности, если   не являет-
ся целым. Более того, известно асимптотическое 
поведение этого интеграла – он растет со скоро-
стью ln ,  причем  

| |

1

x h

dx
x i    

растет со скоростью ln .  
Из этого и оценки (3.1) получаем, что  

2| ( ) | ln 0I const      
и, следовательно, для выбранной функции  

( ) ( ) ,u x x dx    
что и требовалось доказать.                                    

Таким образом, обобщенное решение урав-
нения (1.6) с коэффициентом q вида (1.5) суще-
ствует, только когда 

 1 1 2 ,M i      

 2 1 2 ,M i     
где , .   

 Полностью аналогично изложенному выше 
получаем более общее утверждение. 
 Теорема 3.3. Если коэффициент q имеет вид 

1

1
( ), ,

N

k
k k

b x a
x a

 
   

где ( )b x  есть гладкая функция, ka  – различные 

числа, то обобщенные решения задачи Коши 
уравнения (1.6) существуют только при  

 1 2 ,k kM i m    
где km  – целые числа. При этом существует 

ровно 2N  различных обобщенных решений, со-
ответствующих разным ,km  которые могут 

быть определены как пределы семейств функций  

1

( )

2

1
( )

1 1
,B x

N

u x C
x a i

e
x a i x a i



 
     

  
           

 

где ( )B x  – первообразная для функции ( ),b x  при 

произвольных выборах знаков .  
 

Заключение 
Проведенное исследование показывает, что 

существование обобщенного решения линейного 
дифференциального уравнения с обобщенным 
коэффициентом достаточно сложным образом 
зависит от вида особенностей коэффициента. 
 Естественно рассмотреть уравнения с коэф-
фициентами более общего вида 

1

( ) ( ),
N

k

k k

s
q x b x

x a

 
  

где ( )b x  есть гладкая функция. В [8] исследова-

но существование обобщенного решения при 

( ) ,
s

q x
x

  где s – натуральное число, и показано, 

что здесь ситуация усложняется по сравнению со 
случаем 1s   – при аппроксимации этого коэф-
фициента семейством гладких функций  

   1
s s

q x
x i x i    
   

 

обобщенное решение существует только при 
условии, что число s m   целое и при этом 
m s  или 0.m   
 Вопрос о существовании обобщенных ре-
шений при произвольных значениях ks  требует 

дополнительного исследования. 
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КВАЗИОБРАТИМОСТЬ СЕТЕЙ ДЖЕКСОНА С ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫМ 
ОГРАНИЧЕНИЕМ НА ВРЕМЯ ПРЕБЫВАНИЯ ЗАЯВОК 

Ю.В. Малинковский, В.А. Немилостивая 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

QUASI-REVERSIBILITY OF JACKSON'S NETWORKS WITH EXPONENTIAL 
CONSTRAINT ON THE SOJOURN TIME OF CLAIMS 

Yu.V. Malinkovskii, V.A. Niamilastsivaya 

F. Scorina Gomel State University 
 

Исследуются выходящие потоки при помощи процедуры обращения времени для экспоненциальной сети массового 
обслуживания, состоящей из центров двух видов – однолинейных и многолинейных. Длительность пребывания в цен-
трах сети – это случайная величина, для которой при фиксированном числе требований в центре условное распределе-
ние является экспоненциальным. Установлена квазиобратимость марковского процесса состояний сети. 
 
Ключевые слова: сеть массового обслуживания, однолинейные и многолинейные центры, ограниченная длительность 
пребывания, обращение времени, квазиобратимость. 
 
Outbound flows are investigated using the reveresе time procedure for an exponential queuing network containing knots of two 
types - single-line and multi-line. The sojourn time at the knots of network is limited by an exponential random variable for a 
fixed number of claims in the knot. The quasi-reversibility of the Markov network process is established. 
 
Keywords: queuing network, single-line and multi-line knots, limited sojourn time, reverse time, quasi-reversibility. 

 
 

Введение 
Системы массового обслуживания, в кото-

рых время пребывания требований случайно и 
имеет экспоненциальное распределение, рас-
сматривались в классической монографии [1]. 
Стохастические сети со случайным временем 
пребывания заявок в узлах исследовались в 
статьях [2]–[6]. В работах [7], [8] впервые иссле-
довались стохастические сети, в которых отли-
чалось поведение обслуженных заявок и заявок с 
истёкшим временем пребывания. Стационарное 
распределение сетей Джексона с двумя типами 
обслуживающих центров и экспоненциальным 
временем пребывания требований в них найдено 
в [9]. В настоящей статье исследуется характер 
выходящих из этой сети потоков требований и 
доказывается квазиобратимость марковского 
процесса. 

 
1 Модель сети массового обслуживания 
В стохастическую сеть, содержащую N цен-

тров, поступает стационарный пуассоновский 
поток требований с интенсивностью .  Посту-
пающее в сеть массового обслуживания требова-
ние одномоментно и независимо от остальных 
требований следует в i-й центр с вероятностью 

0 ,ip   01 02 01, , , 1 .Ni N p p p       Число 

мест для ожидания требований в обслуживаю-
щих центрах бесконечно. Стохастическая сеть 
состоит из двух випов обслуживающих центров – 
однолинейных и многолинейных. 

Длительность обслуживания требования 
единственным прибором i-го центра имеет экс-
поненциальное распределение с параметром 

 1, , ,i i M    условное распределение про-

должительностей обслуживания требований в 
оставшихся N M  центрах, когда в них нахо-
дится in  требований, – показательное с парамет-

ром   ,i in  при этом   0i in   если in   и 

 0 0i    1, 2, , .i M M N     Длительность 

пребывания требования в i-ом центре является 
случайной величиной, условное распределение 
которой (если в i-м центре находится in  требо-

ваний) экспоненциальное с параметром i

in


 

 1, , .i N   Из этого вытекает, что, условная 

вероятность того, что пребывание любого требо-
вания завершится в промежутке времени 

 , ,t t h  если в момент t в i-м обслуживающем 

центре находилось in  требований, равна 

 i

i

h o h
n


  при 0,h   а условная вероятность 

завершения пребывания по крайней мере одного 
из требований равна  .ih o h   Если требование 

поступает в центр, не содержащий требований, 
оно сразу же начинает обслуживаться. Процессы 
поступления, обслуживания и пребывания тре-
бований в обслуживающих центрах являются 

МАТЕМАТИКА
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независимыми, а обслуживание требований про-
изводится в порядке их поступления. Требова-
ние, обслуженное в i-м центре, одномоментно и 
независимо от иных требований с вероятностью 

ijp  направляется в j-й центр, а с вероятностью 

0ip  оставляет сеть  , 1, , ,i j N   0 1i ip p   

1 .iNp    Требование, продолжительность 

пребывания которого в i-м центре истекло, од-
номоментно и независимо от других требований 
с вероятностью ,i jr  для 1, ,i M   переходит в j-й 

центр обслуживания, а с вероятностью 0ir  остав-

ляет сеть 0 1( 1, , , 1 .i i iNj N r r r       Если 

же 1, 2, , ,i M M N     то оно ведёт себя как 

обслуженное, то есть с вероятностью ijp  на-

правляется в j-й центр, а с вероятностью 0ip  по-

кидает сеть  1, , .j N   Центр с номером 0 

будем отождествлять с внешностью сети. Имеем 
две стохастические матрицы: 

01 02 0

10 11 12 1

0 1 2

0

,

N

N

N N N NN

p p p

p p p p
P

p p p p
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N
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R
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Матрица P является как маршрутной матрицей 
обслуженных требований, так и маршрутной 
матрицей неудовлетворенных требований для 
центров 1, 2, , ,i M M N     а R – маршрутной 
матрицей неудовлетворенных требований для 
центров 1, , .i M   Таким образом, 

00 00 0,p r   0 0j jr p  для 1, , .j N   

Матрица  , , , 0,1, , ,i jS s i j N    где  

0 0 ,j js p  

i ij i ij
ij

i i

p r
s

  
 

  
,i i

ij ij
i i i i

p r
 


     

 

1, , ,i M  , 1, 2, , ,ij ijs p i M M N      
стохастическая и отвечает за движение требова-
ний между центрами 0,1,..., .N  

Состоянием сети в момент t будет значение 
многомерной цепи Маркова 

      1 ,... Nn t n t n t


 

с непрерывной длительностью, где  in t  – число 

требований в i-ом центре в данный момент. Про-
странство состояний этой цепи ,N

    где 

 0,1,2,... .   Из неприводимости маршрутной 

матрицы и однозначной строгой положительности 

интенсивностей выхода из состояний данной 
цепи в моменты скачков, следует неприводи-

мость цепи Маркова  n t


. 

Напомним основные результаты, получен-
ные нами ранее [9] и необходимые нам для ис-
следования выходящих потоков сети.  

Составлены уравнения равновесия для вер-
тикальных сечений:  

     1 ,

1, 2,..., 1, , ;
i i i i i i i

i

p n p n

n i M

     

  
          (1.1) 

      1 ,

1,2,..., 1, 2, , .

i i i i i i i i

i

p n n p n

n i M M N

     

    
 

Полученное нами в [9] уравнение трафика 
имеет следующий вид: 

0
1

0
1 1

,

1, , .

N

j j i ij
i

M N
i ij i ij

j i i ij
i i Mi i

p s

p r
p p

j N



  

    

 
    

 





 


    (1.2) 

Будем предполагать, что маршрутная матри-
ца S является неприводимой. Тогда уравнение 
трафика (1.2) при фиксированных , , 1, ,i i i N     

имеет единственное положительное решение 

 1 2, ,..., N   . 

В статье [9] была доказана  
Лемма 1.1. При выполнении уравнения 

трафика (1.2)  

0 0
0 0

1 1 1

1.
N M N

i i i i
i i i i i

i i i Mi i

p r
s p

   

  
     

      

 
2 Исследование выходящих потоков 
Исследуем вид выходящих из стохастиче-

ской сети потоков. Если обозначить интенсив-
ность перехода цепи из одного состояния n  

в другое состояние m  через  , ,q n m  то по-

лучим 

  0, , 1, , ,i iq n n e p i N      

     0 0 0, , 1, , ,
ii i i i i nq n n e p r I i M        (2.1) 

      0 0, ,

1, 2, , .
ii i i i i nq n n e n p I

i M M N

    

   
 

Используем теорему о конечномерных со-
гласованных распределениях, тогда можно про-
должить процесс на отрицательную полуось так, 
чтобы он оставался консервативным стационар-
ным марковским процессом. Теперь рассмотрим 

два процесса: процесс   ,n t t


 и процесс с 

обращенным временем   , ,
R

n t t


 где 

    ,R
n t n t 
 

 который, как известно [10], также яв-

ляется стационарным консервативным марковским 
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процессом с тем же стационарным распределе-
нием и теми же интенсивностями выхода из со-
стояний, что и первоначальный процесс. Все ха-
рактеристики процесса с обращенным временем 
будем обозначать аналогично первоначальному 
процессу, но с верхним индексом R. Используем 
тот факт, что интенсивности перехода процессов 
в прямом и обратном времени связаны зависимо-
стью [10] 

   ( )
, , .

( )
R p m

q n m q m n
p n

  

Тогда из (2.1) и (1.1) найдём 

   
   

   0 0 0
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, 1, , ;
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iR
i i

i
i i i i n

i i

p n e
q n n e q n e n

p n

p r I i M


   


    
  


 

         00
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, 1, 2, , .

i

R i
i i i i in

i i i

i i

q n n e n I p
n

p i M M N




     

  

     
 

Обозначим  

0 0
0 , 1, , ,R i i i i

i i
i i

p r
p i M

  
  

  
  

0 0 , 1, 2, , ,R
i i ip p i M M N       

тогда  

  0, , 1, , .R R
i iq n n e p i N                (2.2) 

В силу Леммы 1.1 01 02 0 1.R R R
Np p p     

Итак, процесс с обращённым временем опи-
сывает некоторую сеть массового обслуживания. 
Причём, учитывая (2.2), входящий в эту сеть по-
ток является стационарным пуассоновским с 
интенсивностью ,  а каждое требование про-
сеивается на i-ый центр независимо от других 
требований с вероятностью .R

oip  Используя из-

вестный факт, что процедура просеивания ре-
куррентна, получим, что и входящие потоки в 
сеть в обратном времени независимые стацио-
нарные пуассоновские потоки. Эти потоки для 
первоначальной стохастической сети являются 
выходящими потоками. Исходя из этого, мы мо-
жем сделать вывод, что выходящие из первона-
чальной стохастической сети потоки требований 
являются независимыми между собой стацио-
нарными пуассоновскими потоками. Более того, 
так как в сети в реверсивном времени текущее 
состояние не зависит от будущих поступлений, а 
будущие поступления для сети в обратном вре-
мени совпадает с прошлыми уходами из перво-
начальной сети, то этим доказано, что текущее 
состояние первоначальной стохастической сети 
не зависит от прошлых уходов. Таким образом, 
нами доказан следующий результат. 

Теорема 2.1. В стационарном режиме про-

цесс   ,n t t


 является квазиобратимым, 

т. е. выходящие из сети потоки требований яв-
ляются независимыми стационарными пуассо-
новскими, а текущее состояние сети не зависит 
от прошлых уходов требований из сети. 
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РАЦИОНАЛЬНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ФУНКЦИЙ МИТТАГ – ЛЕФФЛЕРА 

Н.В. Рябченко, А.П. Старовойтов 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

RATIONAL APPROXIMATION OF THE MITTAG – LEFFLER FUNCTIONS 

N.V. Ryabchenko, A.P. Starovoitov 

F. Scorina Gomel State University 
 

Установлено, что для функций Миттаг – Леффлера F  при 1n m   и n   аппроксимации Паде ,{ ( ; )},n m F   

которые являются локально наилучшими рациональными аппроксимациями, приближают F  равномерно на компакте 

{ :| | 1}D z z   со скоростью, асимптотически равной наилучшей. В частности, для функций Миттаг – Леффлера 

доказаны аналоги хорошо известных теорем Д. Браесса и Л. Трефезена, относящихся к аппроксимации функции 
exp( ).z  

 
Ключевые слова: аппроксимации Паде, асимптотические равенства, функции Миттаг – Леффлера, рациональные 
аппроксимации. 
 
It is shown that for 1m n   the Padé approximants ,{ ( ; )},n m F   which locally deliver the best rational approximations to the 

Mittag – Leffler functions ,F  approximate the F  as n   uniformly on the compact set { :| | 1}D z z   at a rate 

asymptotically equal to the best possible one. In particular, analogues of the well-know results of Braess and Trefethen relating 
to the approximation of exp( )z  are proved for the Mittag – Leffler functions. 

 
Keywords: Padé approximations, asymptotic equality, Mittag – Leffler functions, rational approximations. 

 
 

 Введение 
Предполагая, что параметр ,    

{0, 1, 2,...},     рассмотрим однопараметри-

ческое семейство целых функций { },F  

представимых в виде 

1 1
0

( ) (1, ; ) ,
( )

k

k k

z
F z F z






  
           (0.1) 

где 0( ) 1,   ( ) ( 1) ( 1)p p           – символ 

Похгаммера. Ряды вида (0.1) принято называть 
гипергеометрическими рядами, а их суммы – 
гипергеометрическими функциями. Напомним, 
что функция Миттаг – Леффлера [1], [18] задаёт-
ся степенным рядом 

, 1
0

( ) ( 0, )
( )

p

p

z
E z

p



  


   
     

и является обобщением показательной функции. 
Принимая во внимание известное равенство 
( ) ( ) / ( ),p p        где, как и в предыдущей 

формуле, ( )z  – гамма-функция Эйлера, видим, 

что функции (0.1) являются функциями Миттаг – 
Леффлера. В частности, к таким функциям отно-
сится 1( ) exp .zF z e z   

При     рациональная аппроксима-

ция функций F   подробно изучалась в [3]. 

Мы хотим обобщить результаты этой работы, 
предполагая, что параметр   может принимать и 

комплексные значения. Как и в [3] в качестве 
аппарата приближения будем использовать ап-
проксимации Паде функции ,F  однако, метод 

доказательства основной теоремы будет сущест-
венно отличаться от метода этой работы. 

Каждой F   поставим в соответствие 

таблицу Паде , , 0
( ; ) ,n m n m

F


 
     элементами ко-

торой являются дроби 

,

( ; )
( ; )

( ; )
n

n m
m

p z F
z F

q z F





   

вида 

0 1
,

0 1

...
( ) ,

...

n
n

n m m
m

a a z a z
r z

b b z b z

  


  
           (0.2) 

которые однозначно определяются тем, что 
имеют максимально возможный порядок касания 
к ряду (0.1) в классе рациональных функций вида 
(0.2) [4]. Для F  будем также рассматривать её 

таблицу Чебышёва *
, , 0

( ; ) ,n m n m
r F



 
    состоящую 

из рациональных функций (0.2), наилучшим об-
разом приближающих F  в равномерной норме, 

которые определяются из равенств (вообще го-
воря, неоднозначным образом) 

   , ,

*
,

; inf :

,

n m n m

n m

R F D F r r
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где  sup | ( ) |: ,g g z z D   { :| | 1},D z z   а 

,n m  – множество всех рациональных функций, 

представимых в виде (0.2) (если рациональная-
функция наилучшего приближения не единст-
венна, то в качестве *

,n mr  возьмем одну из таких 

функций). 
 Для экспоненты первые результаты об 
асимптотическом поведении строк таблиц Паде и 
Чебышёва были получены Э. Саффом [5], [6]. 
Хорошо известно [4], что дроби Паде , ( ; )n m z f  

(учитывая современную терминалогию, далее их 
будем называть аппроксимациями Паде) анали-
тической в окрестности нуля функции f являются 
локально наилучшими в классе ,n m  рациональ-

ными аппроксимациями степенного ряда, пред-
ставляющего функцию f. Из результатов Э. Саф-
фа, в частности, следует, что при фиксированном 
m  и n   бесконечно малые величины 

, ( ; ) ,z
n me z e   *

, ( ; )z
n me r z e  эквивалетны. 

Следовательно, для exp z  локальные экстре-

мальные аппроксимационные свойства её ап-
проксимаций Паде имеют глобальный характер. 
Позже в [7]–[9] эффект Саффа был установлен и 
для других целых функций. В этих работах соот-
ветствующие утверждения, как и у Э. Саффа, 
относятся в основном к строкам таблиц Паде и 
Чебышёва. В [10]–[12] для широкого класса це-
лых функций (sin z, cos ,z  ch z, sh z, бесселевы 
функции, интеграл вероятности, функции 
Миттаг – Леффлера и др.) эффект глобальности 
экстремальных свойств дробей Паде был 

установлен для последовательностей  , ( ; )n m z f  

элементов таблиц Паде при n m   в 
предположении, что выполнены условия: 

4

lim 0.
n

m

n
                         (0.3) 

К настоящему времени  единственной не-
тривиальной функцией, для которой таблицы 
Паде и Чебышёва исследованы в полном объеме, 
является экспонента. В случае таблицы Паде со-
ответствующее утверждение в виде гипотезы 
было сформулировано Г. Мейнардусом. Гипоте-
за Г. Мейнардуса доказана Д. Брaессом [13]: для 
каждого z D  при n m    
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Здесь и далее предполагается, что оценка (1)o  

равномерна по всем .z D  
Поведение последовательностей элементов 

таблицы Чебышёва экспоненты полностью опи-
сано Л. Трефезеном [14]: при n m   

  *
, ,; ( ; )z z

n m n mR e D e r z e    

 ! !
1 (1) .

( )!( 1)!

m n
o

n m n m
 

  
 

Из  результатов Д. Браесса и Л. Трефезена 
следует, что для экспоненты эффект Саффа при 
n m    имеет место тогда и только тогда, 
когда 

lim 0.
n

m

n
                          (0.4) 

В этой связи в [3] было сделано предполо-
жение о том, что константа 4 в равенстве (0.3) не 
является точной. В этой же работе при 

    для функций Миттаг – Леффлера это 

предположение нашло подтверждение. 
Перейдем непосредственно к формулиров-

кам основных результатов данной работы. 
Теорема 0.1. Пусть \ .    Тогда при 

1n m   и n   равномерно по z D  
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 (0.5) 

Основываясь на тождестве 1/z ze e   и оп-
ределении аппроксимаций Паде, легко показать, 
что , ,( ; ) 1/ ( ; ).n m m nz e z e      Поэтому при ис-

следовании всей таблицы Паде экспоненты без 
потери общности достаточно рассмотреть пове-
дение её элементов, лежащих не ниже главной 
диагонали, т. е. при .n m  Поэтому классиче-
ский результат Д. Браесса является частным слу-
чаем теоремы 0.1. О необходимости условий 

1n m   в теореме 0.1 при 1   смотри [15]. 

Теорема 0.2. Пусть \ .    Тогда, если 

1n m   и ( ),m o n  то при n   

 ,
1

! ( )
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( ) ( )
n

n m
n m n m

m
R F D

  


 

          (0.6) 

Если же 1n m   и lim / ,
n

m n
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при n   
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m
R F D

  


 

           (0.7) 

Напомним, что бесконечно малые (б. м.) ве-
личины 0{ } ,n n


  0{ }n n


  называются эквива-

лентными  ~ ,n n   если / 1n n    при 

.n   Бесконечно малые 0{ } ,n n

  0{ }n n


  име-

ют одинаковый порядок при n     ,n n   

если существуют такие положительные постоян-
ные A и B, для которых n n nA B      при 

0,1, 2,....n   
Сравнивая теоремы 0.1 и 0.2, нетрудно ви-

деть, что если ( ),m o n  то при \     для 

функций Миттаг – Леффлера также имеет место 
эффект Саффа. В случае, когда lim / ,

n
m n
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0 1,    мы можем лишь утверждать, что б. м. 

, ( ; )n mF F     и *
, ( ; )n mF r F    имеют одина-

ковый порядок. 
 

1 Доказательство теоремы 0.1 
Доказательство теоремы 0.1 существенно 

отличается от доказательства аналогичной тео-
ремы из [3], где рассматривался случай действи-
тельных .  В своей основной части оно опирает-

ся на два известных в теории аппроксимаций 
Паде результата, принадлежащих Ван Россуму 
[16] и А.И. Аптекареву [17]. 

Утверждение 1.1 [16]. Если \     и 

1,n m   то 
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Напомним, что 
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              (1.2) 

Утверждение 1.2 [17]. Если \     и 

1,n m   то при n   

1( ; ) (1 (1)).
mz

n m

mq z F e o 
              (1.3) 

Доказательству теоремы 0.1 предпошлём 
две леммы. 

Лемма 1.1. Если \ ,    1n m   и 

( 1) 1
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k
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n m k

n m n m

  
            

 

то при произвольном m и достаточно больших n 
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1

k
n m k

n m
 

   
          (1.4) 

где 2,3,...,k   а 1 .Re    

Доказательство проведём с помощью ин-
дукции по k. Пусть 2.k   Тогда легко заметить, 
что 

( , , 2)

1
.
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n m
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Поэтому при произвольном m и достаточно 
больших n 
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2
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1
n m
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При 3k   неравенство (1.4) доказывается анало-
гично. 

Предположим, что 4k   и (1.4) справедли-
во для 1k   при произвольном m. Представим 

( , , )n m k  в виде 
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С помощью формулы 
1 1( )( ... )n n n n na b a b a a b b        

преобразуем разность в квадратных скобках. В 
результате получим, что она равна 
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Отсюда и из предыдущего равенства, основыва-
ясь на предположении индукции, с учётом того, 
что  при 4k   и достаточно больших n 
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а сумма в (1.5) меньше 1, получаем 
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Лемма 1.2. При 1,n m   и n   
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Доказательство. Из (1.2) следует, что 
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С другой стороны 
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Поэтому, так как ( , ,0) ( , ,1) 0,n m n m     при-

меняя лемму 1.1, получим 
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Отсюда, в силу ограниченности модуля функции 
( 1) / ( 1)m z n me     по совокупности параметров n, m и 

,z D  вытекает (1.6).                                             
Теперь для доказательства теоремы 0.1 дос-

таточно воспользоваться утверждениями 1.1 и 
1.2, легко проверяемым равенством 
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2 Доказательство теоремы 0.2 
При достаточно больших n рассмотрим ана-

литическую в D функцию 

,( ) : ( ) ( ; ).n mz F z z F      

Покажем, что 

 ,| | 1 | | 1
min | ( ) | ; max | ( ) | .n mz z

z R F D z 
      (2.1) 

Правое неравенство в (2.1) вполне очевидно. Для 
доказательства левого неравенства воспользуем-
ся следующей леммой Гончара – Дзядыка [18, 
лемма 3.1]. 

Лемма 2.1. Если аналитическая в односвяз-
ной области G и непрерывная на G  функция   

имеет в G по крайней мере 1n   нуль с учетом 
кратности, то при произвольном 0m   спра-
ведливо неравенство 

 , ; min | ( ) |,n m G
R G z


    

где G  – граница области G. 
Из теоремы 0.1 следует, что в круге 

{ :| | 1}z z   с учетом кратности   имеет 1n m   

нуль. Поэтому, применяя лемму 2.1, получим 

  * *
, , , , ,; ( )n m n m n m n m n mR F D F r F r          

 ,2 ,2 | | 1
; min | ( ) | .n m m n m m z

r R D z  
       

Неравенство (2.1) доказано. 
Теперь для доказательства эквивалентности 

(0.6) достаточно заметить, что из (0.5) при 
n   следует, что 

| | 1| | 1
1

! | ( ) |
max | ( ) |~ min | ( ) |~ .

| ( ) ( ) |
n

zz
n m n m

m
z z


  


 

 
 

Соотношение (0.7) доказывается аналогично.     
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РЕАЛИЗАЦИЯ АЛГОРИТМА РАСЧЕТА 
ЛОГИСТИЧЕСКИХ ЗАТРАТ ПО ДОСТАВКЕ МОЛОКА 

И.В. Акиншева, А.А. Филиппова 

Могилевский государственный университет продовольствия 
 

IMPLEMENTATION OF AN ALGORITHM FOR CALCULATION 
OF LOGISTICS COSTS FOR MILK DELIVERY 

I.V. Аkinshevа, A.A. Fhilippova 

Mogilev State University of Food Technology 
 

Реализован алгоритм вычисления стоимости всего комплекса услуг, оказываемых логистической организацией по 
доставке молочной продукции, с наибольшей прибылью. В основе алгоритма лежит методика расчета, в которой ис-
пользован принцип определения величины транспортных затрат с учетом конкретных экзогенных переменных, и мо-
дифицированный алгоритм Дейкстры для выбора «наилучшего» пути доставки продукта. Разработано 
web-приложение, которое позволяет проводить апробацию расчета себестоимости логистической услуги и вычисления 
прибыли от потенциально возможного перечня осуществления логистических услуг по закупке и доставке молока 
логистической организацией. 
 
Ключевые слова: web-приложение, логистические услуги, молоко, модифицированный алгоритм Дейкстры, транс-
портные расходы, прибыль. 
 
The algorithm for calculating the cost of the entire range of services provided by a logistics organization for the delivery of 
dairy products has been implemented with the greatest profit. The algorithm is based on the calculation method, which uses the 
principle of determining the value of transport costs, taking into account specific exogenous variables, and the modified 
Dijkstra's algorithm for choosing the “best” way of product delivery. The web-application allows you to test the calculation of 
the cost of a logistics service and calculate the profit from a potential list of logistics services for the purchase and delivery of 
milk by a logistics organization. 
 
Keywords: web-application, logistics services, milk, modified Dijkstra's algorithm, transportation costs, profit. 

 
 

Введение 
Современный этап экономического разви-

тия Республики Беларусь определяется поиском 
новых путей и способов дальнейшего роста эко-
номики страны в условиях введения торгово-
экономических ограничений и частичным запре-
том на государственном уровне ввоза / вывоза 
продовольствия. Поэтому вопросы продовольст-
венного обеспечения потребителей страны про-
дукцией отечественных предприятий-производи-
телей является актуальным. Важное значение 
имеет сфера производства продовольствия и дос-
тавки скоропортящегося продукта, например, 
молока. Поскольку организации-производители 
молока расположены по всей стране, а организа-
ции-потребители (переработчики сырья) нахо-
дятся только в крупных городах, то решением 
проблемы доставки молока и молочной продук-
ции занимаются логистические организации.  

Для оценки систем в логистике существует 
два направления [1], [2]: 

– логистика снабжения, основывающаяся на 
разработке алгоритмов для определения потоков 
материальных ресурсов от поставщиков; 

– транспортная логистика, предусматри-
вающая определение логистической схемы пере-
мещения товаров. 

В разрабатываемую систему включены ор-
ганизации-производители молока, логистические 
организации, а также организации-потребители, 
производящие молочную продукцию из полу-
чаемого сырья и устанавливающие цены на за-
купку молока. Для выполнения логистических 
операций логистической организацией при дос-
тавке продукта от организаций-производителей 
до организаций-потребителей используются раз-
личные транспортные средства. Транспортные 
расходы составляют до 50% общих расходов на 
выполнение логистических операций [3], [4]. 

Целью работы является реализация алго-
ритма для вычисления затрат на логистические 
процедуры, выполняемые логистической органи-
зацией, с наибольшей прибылью для нее. 

Практическое значение работы заключается 
в использовании методики расчета затрат на ока-
зание логистических услуг в разработанном про-
граммном продукте для устранения трудозатрат-
ного периода расчетов прибыли от услуг органи-
зации и упрощения определения наименее за-
тратного варианта оказания логистических услуг 
при использовании модифицированного алго-
ритма Дейкстры. 

В процессе апробации методики, обеспечи-
вающей оценку различных вариантов оказания 
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логистических услуг по транспортировке сырья 
от предприятий-производителей, реализуется 
возможность принятия рационального экономи-
чески выгодного решения на основе ранжирова-
ния себестоимостей услуг с учетом регионально 
обусловленных факторов. 

 
1 Алгоритм расчета прибыли от оказания 

логистических услуг 
В основу методики выбора варианта оказа-

ния логистических услуг положены расчетные 
формулы, учитывающие следующие экзогенные 
переменные [2]: 

– расстояние от предприятия, оказывающе-
го логистические услуги, до места закупки моло-
ка у организаций-производителей (молочные 
фермы, молочно-животноводческие комплексы, 
хозяйства); 

– расстояние от места закупки до организа-
ции-потребителя молока; 

– характеристики транспортных средств 
(молоковозов), исходя из объема перевозимого 
молока; 

– величина расхода топлива каждого моло-
ковоза на 100 км пути: учитывается средний рас-
ход на 100 км или раздельный для порожнего 
транспорта (без молока) и с грузом (с молоком); 

– стоимость одного литра топлива; 
– состав молока по жирности, белку; 
– стоимость жира и белка в молоке в зави-

симости от его сорта, определяемого в лаборато-
рии организации-потребителя. 

Так как организации-производители и орга-
низации-потребители распределены территори-
ально, то для решения задачи о выборе «наилуч-
шего» пути используется основанный на теории 
графов модифицированный алгоритм Дейкстры [4]. 

Пусть S – исходная вершина графа, с кото-
рой начинается построение маршрута; Т – вер-
шина, в которую требуется проложить «наилуч-
ший» маршрут; у – текущая (последняя) найден-
ная в рамках алгоритма вершина, для которой 
уже построен кратчайший путь из S; х – одна из 
используемых на итерационном шаге вершин 
графа; d(x) – текущая используемая оценка в 
рамках алгоритма для «наилучшего» пути от S к 
х (в рассматриваемом ); l(у, х) – длина дуги (у, х), 
причем для вершины х, для которой еще будет 
уточняться наилучший путь из S.  

Если в используемом алгоритме d(xi) = Pi, то 

 ( ) max ; ( ) l( , ) ,d x P d y x y           (1.1) 

где Р – прибыль организации, оказывающей ло-
гистические услуги [2]. 

В рамках алгоритма на каждой из итераций 
идет переприсваивание у = х. Процедура пере-
счета заканчивается, когда у = Т, то есть «добра-
лись» до конечной вершины Т [2]. 

Стоимость закупаемого молока вычисляется 
в зависимости от [2]: 

– количества жира и белка в одном его ки-
лограмме; 

– цены жира и белка, задаваемых в соответ-
ствии с договорной ценой с организацией-
потребителем за один килограмм; 

– объема закупаемого молока, равного объ-
ему цистерны молоковоза. 

  1,1,fat fat p pС Q P Q P V                (1.2) 

где  С – стоимость закупаемого молока;  
Qfat – количество жира в одном кг закупае-

мого молока;  
Pfat – цена жира, формирующаяся на основе 

закупочной цены за один кг молока при состав-
лении договора с организацией-переработчиком;  

Qp – количество белка в одном кг закупае-
мого молока;  

Pp – цена белка, формирующаяся на основе 
закупочной цены за один кг молока при состав-
лении договора с организацией-потребителем 
(переработчиком); 

V – объем доставляемого молока. 
Логистической организации при выборе ти-

па транспортного средства (авторефрижераторы, 
изотермические фургоны, специальные цистер-
ны) необходимо руководствоваться временными 
параметрами доставки молока, учитывая приня-
тые сроки транспортировки [2]. 

Величина транспортных расходов опреде-
ляется из выражения [2] 

1 2 ,
100t f f

L L
E C P


                   (1.3) 

где  Et – величина транспортных расходов;  
L1 – путь, затрачиваемый на поездку от 

пункта закупки молока до пункта продажи орга-
низациям-потребителям;  

L2 – путь, затрачиваемый на поездку от по-
следнего пункта продажи организациям-
потребителям до пункта закупки (обратка); 

Cf – расход топлива конкретного молоково-
за на 100 км пути;  

Pf – цена топлива за литр. 
Себестоимость Cprime логистической услуги 

формируется из суммы транспортных расходов 
при доставке молока и величины затрат при за-
купке молока у организаций-производителей, с 
учетом НДС (выражения (1.2), (1.3)) [2]. 

 

1 2

100

1,1.

prime t f f

fat fat p p

L L
С E C C P

Q P Q P V

       
 

     
      (1.4) 

Величина сдаваемого молока потребителю 
считается и измеряется в килограммах, а вме-
стимость цистерн молоковозов (их объемы) из-
меряется в литрах. Следовательно, при сдаче 
молока потребителю производится перевод объ-
ема V сдаваемого молока в его массу M умноже-
нием объема на коэффициент 1,27:  

M = 1,27 ∙ V.                          (1.5) 
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На основе сложившихся цен на молочном 
рынке организация-потребитель устанавливает 
перед организациями, оказывающими ей логи-
стические услуги, закупочную цену за 1 кг моло-
ка Ppur, которая закладывается в договор постав-
ки между потребителем и поставщиком до нача-
ла процесса поставки. На ее основе определяют-
ся рациональные цены закупки жира Pg и белка 
Pp, рассчитываемые таким образом, чтобы орга-
низация, доставляющая молоко, получила свою 
прибыль за оказание логистической услуги, а не 
оказалась в убытке. А также на ее основе уста-
навливается стоимость Cser оказываемой услуги, 
которая является произведением закупочной це-
ны Ppur за 1 кг молока на массу всего доставлен-
ного продукта [2]:  

1,1.ser purC P M                       (1.6) 

Соответственно, прибыль P определяется 
разностью между ценой услуги, оказываемой 
нанимаемой логистической организацией, и се-
бестоимостью логистической услуги этой орга-
низации, то есть с учетом выражений (1.2)–(1.6), 
получим [2]: 

1 2

1,1

100

( ) 1,1.

ser prime pur

f f

fat fat p p

P C C P M

L L
C P

Q P Q P V

     

     
 

     

        (1.7) 

Прием сдаваемого организации-потребите-
лю молока осуществляется на основе анализов, 
проводимых лабораторией по уровню жира и 
белка в составе продукта, исходя из требуемых 
значений по технологии переработки. В том чис-
ле проводится химический и бактериологиче-
ский анализы. На их основе определяется сорт-
ность   принимаемого   молока   на   переработку. 

В процессе транспортировки молока из пункта 
закупки в пункт сдачи уровень жира может по-
выситься в связи с колебанием молока в цистер-
не молоковоза. В этом случае производится раз-
бавление молока «обратом» (сепарированным 
молоком) до соответствующего уровня, заранее 
определяемого в договоре потребителя с по-
ставщиком согласно технологии переработки. 
Покупка продукта осуществляется по 3 сортам 
молока в соответствии с коэффициентом качест-
ва: высший сорт имеет коэффициент качества – 
1,1; первый сорт – 1,0; второй сорт – 0,9 [2]. 

 
2 Web-приложение для расчета логисти-

ческих затрат 
Web-приложение разработано на языке 

программирования Python с использованием 
web-фреймворка Django, имеющего встраивае-
мую систему управления базами данных SQLite. 
Интерфейс приложения представлен на рисун-
ке 2.1. 

Путь от организации-производителя до ор-
ганизации-потребителя определяется автомати-
чески. Для процедуры определения расстояния 
используется функция GoogleMap(), реализуемая 
с помощью языка программирования Python [5]. 

 
3 Выбор оптимального варианта оказа-

ния логистических услуг 
Основным ограничением в разрабатывае-

мом алгоритме является поставка товаров «точно 
в срок» (JIT-ограничение). 

Поэтому оценка эффективности логистиче-
ской системы от сокращения потерь продукта 
вследствие уменьшения времени на их транспор-
тировку и хранение имеет вид [4], [6] 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Страница результатов расчета прибыли 
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                          (3.1) 

где  сni – потери, связанные с увеличением вре-
мени транспортировки груза от организации-
производителя к организации-потребителю; 

qi – интенсивность потребления организа-
ции-потребителя (при расчете прибыли равна 
массе молока qi = Mi), т. 

Величина сni в выражении (3.1), как прави-
ло, нелинейно зависит от времени транспорти-
ровки. Функция для нахождения сni может быть 
описана следующей полиномиальной зависимо-
стью: 

2
1 2 3 ,nic a a t a t                     (3.2) 

где а1, а2, а3 – эмпирические коэффициенты, учи-
тывающие вид продукта; t – продолжительность 
перевозки продуктов (ч), 

0,08 ,гt t                           (3.3) 

где tг – срок годности продукта, ч. 
Рассмотрим варианты доставки молока ло-

гистической организацией от организаций-
производителей к организациям-потребителям, 
расположенным на территории Республики Бе-
ларусь: 

1 – КСУП «Племзавод Рось», п. Россь Вол-
ковысского района, Гродненская область – орга-
низация-производитель молока; 

2 – ОАО «Беллакт», г. Волковыск; 
3 – ОАО «Щучинский маслосырзавод», 

г. Щучин; 
4 – ОАО «Молочный мир», г. Гродно; 
5 – ОАО «Молодеченский молочный ком-

бинат», г. Молодечно; 
6 – ОАО «Березовский сыродельный ком-

бинат», г. Береза; 
7 – КПУП «Гормолзавод №3», г. Минск. 
При расчете себестоимости логистической 

услуги Cprime путь пробега молоковозов увеличи-
вается в зависимости от количества промежу-
точных точек и расстояний между ними. 

Предположительно в парк молоковозов 
входит автомобиль DAF CF 85.340 с объемом 
цистерны 32000 л, средним расходом топлива 
30 л на 100 км пути и средней скоростью движе-
ния в нагруженном состоянии 60 км/ч. 

Получив значения прибылей каждого из по-
тенциально возможных вариантов и используя 
программный продукт для выбора «наилучшего» 
пути, работник логистической организации 
(пользователь) может сделать выбор в сторону 
наиболее прибыльного, с учетом ограничения 
(3.3), варианта оказания логистической услуги. 

При апробации расчета себестоимости ло-
гистической услуги был проведен анализ вариан-
тов оказания логистических услуг с использова-
нием следующих величин: расстояние до регио-
на доставки молока; молоковоз, используемый 
при доставке продукта; сорт перевозимого моло-
ка. Если в системе заказы распределены 

равномерно, то величина прибыли будет макси-
мальной при минимальном расстоянии до точек 
доставки молока, как показано на рисунке 3.1 [4]. 
Для расчета использовались три организации-
потребителя. 

 

 

Рисунок 3.1 – Граф нахождения кратчайшего 
пути 

 
Начальная точка S = 1, конечная точка Т = 2. 

Минимальный путь 1 (на рисунке 3.1 выделен 
пунктирной линией): х1 – х3 – х7 – х2 = у = Т; ми-
нимальный путь 2 (на рисунке 3.1 выделен жир-
ной линией): х1 – х3 – х5 – х2 = у = Т. Так как 
средняя скорость движения автомобиля 60 км/ч, 
то время в пути 1 без учета загрузки / отгрузки 
продукта 9,6 часа, что не удовлетворяет условию 
(3.3), время в пути 2 – 7,68 часа, что удовлетво-
ряет условию (3.3).  

Рассмотрим вариант, когда текущей исполь-
зуемой оценкой является прибыль логистической 
организации (рисунок 3.2): d(x5) = P1-5; d(x7) = P1-7. 

 

 
 

Рисунок 3.2 – Граф с отрицательной оценкой 
 

Величина прибыли уменьшается на величи-
ну транспортных издержек на пути от пункта 5 
до пункта 7: d(x5-7) = –Et5-7. 

Значением транспортных издержек со зна-
ком «–» заполняются оценки, не имеющие связи 
с начальным пунктом движения. При расчете Р1-5 
использовался путь L1, при расчете Р1-7 исполь-
зовался путь L2, а при расчете Et5-7 – только дли-
на пути между пунктами 5 и 7. 

Если использовать различные оценки при-
были для каждой из организации-потребителя, 
которые представлены на рисунке 3.1, и ограни-
чить количество пунктов перевозки по времени, 
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определенном в условии (3.3), то с помощью 
модифицированного алгоритма Дейкстры можно 
определить оптимальный путь движения транс-
портного средства с максимизацией по прибыли 
логистической организации, проводя пересчет 
итераций для всех пунктов, согласно выражению 
(1.1), и используя выражения (3.1), (3.2) для 
оценки эффективности логистической системы. 

 
Заключение 
Предложенная методика расчета, использу-

емый модифицированный алгоритм Дейкстры и 
разработанное для вычисления стоимости логи-
стических услуг и определения прибыли дея-
тельности логистической организации web-при-
ложение, позволяют сделать рациональный вы-
бор наилучшего с точки зрения получения при-
были варианта оказания логистических услуг по 
транспортировке молока с учетом территориаль-
ного распределения организаций-производите-
лей и организаций-потребителей. 

Выполненная разработка может найти прак-
тическое применение при проработке и анализе 
дальнейших расчетов всего комплекса оказывае-
мых логистических услуг по закупке и доставке 
молока, а также при планировании развития дея-
тельности предприятий соответствующей спе-
циализации по регионам. Разработка подобных 
приложений должна способствовать увеличению 
прибыли организаций Республики Беларусь, со-
трудничающих и включенных в  молочную от-
расль. Также будет оптимизирована работа 
отечественных логистических организаций: 

упрощен трудоемкий и длительный по времени 
процесс их деятельности ввиду территориально-
го расположения организаций-производителей и 
организаций-потребителей. 
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Рассмотрено использование программно-технологического комплекса, позволяющего автоматизировать основные 
этапы имитационных экспериментов при проектировании, исследовании и модификации локальных вычислительных 
сетей (ЛВС), который включает в себя базовое программное обеспечение, проблемно-ориентированное технологиче-
ское обеспечение имитационного эксперимента, технологию использования программного обеспечения. 
 
Ключевые слова: модель вычислительного процесса, рабочая нагрузка, локальная вычислительная сеть. 
 
The use of a software and technological complex is considered. This complex allows you to automate the main stages of 
simulation experiments in the design, research and modification of local area networks (LAN), which includes basic software, 
problem-oriented technological support of the simulation experiment, software technology. 
 
Keywords: model of computation process, operational load, local area network. 

 
 

Введение 
Анализ, проведенный в ходе проектного 

моделирования и эксплуатации локальных вы-
числительных сетей с использованием как ана-
литических, так и имитационных моделей, пока-
зал ограниченность возможностей исследования 
и адаптации вычислительного процесса под ра-
бочую нагрузку на локальную вычислительную 
сеть у имеющихся в распоряжении исследовате-
лей средств моделирования [3]. 

В данной статье приведено описание соста-
ва и структуры программно-технологического 
комплекса исследований вычислительного про-
цесса и рабочей нагрузки на локальную вычис-
лительную сеть [5]. Показаны особенности реа-
лизации системы мониторинга параметров вы-
числительного процесса и рабочей нагрузки на 
локальную вычислительную сеть в составе пред-
лагаемого программно-технологического ком-
плекса исследования. 

 
1 Базовое программное обеспечение 
Для создания имитационных моделей вы-

числительного процесса и рабочей нагрузки на 
локальную вычислительную сеть был использо-
ван программно-технологический комплекс, по-
зволяющий автоматизировать основные этапы 
имитационных экспериментов при проектирова-
нии, исследовании и модификации локальных 
вычислительных сетей (ЛВС), который включает 
в себя базовое программное обеспечение, 
проблемно-ориентированное технологическое 
обеспечение имитационного эксперимента и 

технологию использования программного обес-
печения [4], [6]. 

В качестве базового программного обеспе-
чения использовалась система моделирования 
MICIC. Проблемно-ориентированное технологи-
ческое обеспечение имитационных эксперимен-
тов включало в себя набор библиотек: процеду-
ры испытания и исследования свойств вновь соз-
даваемых или модифицируемых имитационных 
моделей локальной вычислительной сети; типо-
вых компонентов имитационных моделей  вы-
числительного процесса узла сети; параметризо-
ванных имитационных моделей типового узла 
сети.  

Библиотеки были реализованы в среде сис-
темы моделирования MICIC в виде соответст-
вующих подсистем [1]. В них содержатся описа-
ния таких типовых элементов, как, центральный 
процессор (ЦПi) и внешняя память (ВНПi), тре-
бующих лишь указания конкретных значений 
параметров компонента для задания конкретного 
варианта функционирования имитационных мо-
делей узла сети. Подобная библиотека позволяет 
конструктору моделей достаточно быстро фор-
мировать состав и структуру нового варианта 
узла ЛВС, используя при этом стандартные заго-
товки компонентов имитационных моделей вы-
числительного процесса в узле сети [2]. 

 
2 Классы статических компонент 
Для имитационной модели узла ЛВС были 

взяты следующие классы статических компонент 
в соответствии с формальным представлением 
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вычислительного процесса в автоматизирован-
ной информационной системе узла: 

– классы компонент, описывающие работу 
программных модулей (МВВ, МКО, МУД, МОБ, 
МОТ, МПЕ, МСЧ). При этом для каждого объек-
та (программного модуля) задается время обслу-
живания и вероятности передачи управления 
между модулями; 

– ИБД – класс компонент, описывающий 
модули информационной базы данных. Для каж-
дого модуля информационной базы данных 
(МИБД) задается объем VИБД и матрица связей с 
остальными модулями (МПMij); 

– ПД – классы компонент, описывающие 
функционирование программного обеспечения 
операционной системы. Предложены три класса: 
ПДПарал, ПДПослЦП, ПДПослБД. 

Класс компонентов ПДПарал служит для 
имитации многозадачной работы операционной 
системы. Его основная функция – поквантовое 
выделение ресурса центрального процессора 
программным модулям и модулям информаци-
онной базы данных.  

Два других класса служат для организации 
последовательной очереди к центральному про-
цессору для соответствующих классов транзак-
тов. 

ГенерЗадан – класс компонентов для гене-
рации транзактов, имитирующих работу различ-
ных классов пользователей. 

Статические компоненты отображают путь 
обслуживания транзакта в системе. Были выде-
лены два крупных класса транзактов, обслужи-
ваемых системой: пользовательские и служеб-
ные. Класс служебных транзактов описывается 
компонентой На_Обр_ОС. Транзакты данного 
типа генерируются системой в процессе работы 
при необходимости обращения к программному 
модулю.  

Пользовательский класс транзактов был 
разделен на три основных типа в соответствии с 
составом рабочей нагрузки: диалоговые, тран-
зитные и фоновые. Каждый из типов генериро-
вался соответствующим генератором. Для диало-
гового и транзитного типов случайным образом 
выбирался подтип транзакта. Подтипы были вы-
делены в соответствии с функциональными дей-
ствиями и отличаются в основном количеством 
программных модулей, обслуживающих тран-
закт, и передачей управления между ними. 

 
3 Параметры имитационной модели 
При задании начального состояния модели 

необходимо определить глобальные параметры 
имитационной модели: 

– НагрНаУзел – задаются интенсивности 
поступления запросов пользователей каждого 
типа (для диалоговых пользователей задается 
время обдумывания); 

– МаксКолБДнаУзлах – задает максималь-
ное количество модулей информационной базы 
данных на узлах ЛВС; 

– ВрЧтЗаписи – задает время обслуживания 
единицы информации информационной базы 
данных (параметр используется для расчета вре-
мени обращения к МИБД); 

– КоэфСкорЦП – вектор коэффициентов ско-
ростей центрального процессора для узлов ЛВС; 

– признаки, задающие режимы работы ими-
тационной модели: признаки ненадежной работы 
центрального процессора и ненадежной работы 
базы данных (если признак равен 0, то соответ-
ствующее устройство работает абсолютно на-
дежно); признак распределенной обработки (не 
генерируются транзитные запросы, если признак 
равен 1). 

Варьируя описанные глобальные парамет-
ры, количество компонентов и их параметры, 
можно исследовать влияние интенсивностей по-
ступления заявок пользователей, коэффициентов 
скоростей центральных процессоров и объемов 
информационной базы данных на отклики ими-
тационных моделей.  

Таким образом, объектом имитации в дан-
ном случае является узел ЛВС, во внешней памя-
ти которого могут располагаться модули инфор-
мационной базы данных, связи между которыми 
не задаются.  

В организации работы вычислительного 
процессора на узле ЛВС участвуют 7 типовых 

программных модулей ПМj (j = 1,7 ): 
– МВВ – ввода информации в ИБД (j = 1); 
– МКО – корректировки информации в ИБД 

(j = 2); 
– МУД – удаления информации из ИБД 

(j = 3); 
– МОБ – обработки информации с исполь-

зованием ИБД (j = 4); 
– МОТ – формирования из ИБД отчетов по 

запросам пользователей (j = 5); 
– МПЕ – печати информации, хранящейся в 

ИБД (j = 6); 
– МСЧ – вычислительных операций на цен-

тральном процессоре без использования ИБД 
(j = 7). 

Характеристики структуры запросов поль-
зователей STRij (tОБСЛi, Рij) задавались на основе 
данных, полученных в результате мониторинга. 
С использованием библиотеки описаний компо-
нентов имитационных моделей узла сети опера-
тивным образом была скомпонована имитацион-
ная модель, блок-схема которой представлена на 
рисунке 3.1.  
 

4 Структура имитационной модели 
Автоматическая «сборка» структуры имита-

ционной модели вычислительного процесса узла 
ЛВС была обеспечена заданием значений парамет-
ров  модулей  (Fij(tОБС) – функции  распределения 
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Рисунок 3.1 – Блок-схема имитационной модели узла сети 

 
длительностей обслуживания i-го требования j-м 
ПМj; векторов вероятностей передачи управле-
ния между модулями) и указанием матриц (МКi) 
коммутации  ПМj  для каждого i-го типа требо-
ваний.  

С указанием фактических значений пара-
метров источников требований (интенсивности 
поступления требований ,i  и количество ис-

точников требований )i  автоматически задает-

ся внешняя среда имитационной модели вычис-
лительного процесса узла ЛВС или рабочей на-
грузки на i-й узел ЛВС. 

Каждому типу требований пользователей 
узла ЛВС соответствует свой трафик взаимодей-
ствия программных модулей ПМj семи типов с 
разными вероятностями перехода (Pik) транзакта 
i-го типа после выполнения k-го типа ПМk. Было 
использовано 6 типов запросов пользователей 
(транзактов): 

– тип 0 (заказы пользователей на обработку 
в фоновом режиме); 

– тип 1 (диалоговые запросы, использую-
щие полный состав ПМk); 

– тип 2 (диалоговые и транзитные запросы, 
выполняющие преимущественно специфические 
операции с информационной базой данных); 

– тип 3 (транзитные запросы); 
– тип 4 (диалоговые и транзитные запросы); 
– тип 5 (диалоговые и транзитные запросы 

пользователей, выполняющие операции вывода 
на печать информации из информационной базы 
данных). 

На блок-схеме имитационной модели вы-
числительного процесса в узле ЛВС показаны 
источники фоновых и транзитных запросов 
пользователей (ИСi, нечетные i = 1, 3, 5), кото-
рые  являются асинхронными, моделирующими 
поступление запросов согласно интенсивностям 

  и .   

Источники диалоговых запросов (ИДi, чет-
ные i = 2, 4) являются синхронными, т. е. они 
ожидают сигнала окончания предыдущего цикла 
обслуживания диалогового запроса (в результате 
чего формируются следующие запросы через 
задаваемое время обдумывания τОБi), и, таким 
образом, интенсивность поступления диалого-
вых запросов i-гo типа ( )ji  может быть пере-

менной и зависящей от операционной обстанов-
ки в вычислительном процессе узла ЛВС. 

 
5 Конкуренция программных модулей за 

ресурсы 
В имитационной модели вычислительного 

процесса узла ЛВС отображена конкуренция 
программных модулей за ресурсы центрального 
процессора и внешней памяти. Для этой цели 
используются устройства типа SUPZ и SUPM. 
Оба типа этих устройств с помощью синхро-
требований обеспечивают выбор из очереди син-
хро-требований наиболее приоритетного ПМk. 
Эти синхро-требования формируются одновре-
менно при переходе требования от одного ПМk к 
другому ПМk+1 таким образом, что устройства 
SUPZ и SUPM обеспечивают необходимую 
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Рисунок 5.1 – Принцип реализации разделения ресурса ЦП и ИБД между запросами пользователей 
 
дисциплину обслуживания супервизором узла 
ЛВС программных модулей в конкуренции ПМk 
за ресурсы центрального процессора и внешней 
памяти.  

Приведенная на рисунке 5.1 схема управле-
ния выполнением программных модулей обеспе-
чивает такую организацию вычислительного 
процесса, при которой в каждый конкретный 
момент времени центральным процессором вы-
полняется только один программный модуль.  

Кроме того, обеспечивается учет затрат 
центрального процессора на работу супервизора 
задач и супервизора обмена ЛВС. Указанные 
модификации структуры имитационной модели 
вычислительного процессора узла ЛВС были 
обеспечены использованием технологической 
оболочки системы моделирования MICIC и на-
личием «заготовок» описаний фрагментов ими-
тационных моделей вычислительного процесса в 
ЛВС для случая использования конкуренций за 
ресурсы сети. После отладки и верификации обе 
имитационные модели вычислительного процес-
са были каталогизированы в библиотеку ком-
плекса. 

Был определен состав параметров имитаци-
онной модели узла ЛВС. Взята рабочая нагрузка 
G, характеристики которой считаются неизмен-
ными в ходе выбора вариантов организации вы-
числительного процесса. Было задано ограниче-
ние о том, что в распоряжении исследователя 
имеется заданный состав оборудования.  

В качестве управляющих параметров ис-
пользовались: 

i  – интенсивность поступления задач на 

обработку (i = Т; Ф; Д); 

l  – скорость работы центрального процес-

сора l-го узла; 
STRl – структура базы данных; 
VИБД – объем исследуемой ИБД (малый, 

средний, большой). 

Все параметры моделируемой системы 
можно классифицировать по темпу изменения и 
по функциональному назначению. Самым внут-
ренним параметром является интенсивность по-
ступления запросов пользователей в систему. 
Этот параметр можно динамически менять в 
процессе моделирования. Изменяя интенсивно-
сти поступления запросов, регулировалась 
внешней нагрузкой системы.  

Три типа интенсивностей задают работу 
трех типов пользователей автоматизированной 
информационной системы ЛВС. Первый тип, 
условно обозначенный буквой «Т», имитирует 
работу транзитных пользователей, т. е. тех, кото-
рые обращаются к узлу ЛВС через систему пере-
дачи данных. Второй тип, обозначенный буквой 
«Ф», обозначает «фоновых пользователей». Этот 
тип обслуживаемых запросов будет иметь место 
только в случае, если операционная система на 
узле ЛВС работает в режиме многозадачности.  

Таким образом, к «фоновым пользовате-
лям» были отнесены задачи, выполняемые, в 
основном, в режиме многозадачности, т. е. в ре-
жиме конкуренции за ресурсы центрального 
процессора. Третий тип, обозначенный буквой 
«Д», определяет диалоговых пользователей. К ним 
относятся пользователи, работающие на иссле-
дуемом узле. 

Следующим по важности параметром явля-
ется скорость центрального процессора. В зави-
симости от класса решаемых задач можно менять 
либо скорость рабочего узла ( ),pl  либо скорости 

сервера и рабочих узлов ( pl  и ).s  Скорость 

задается в виде коэффициента ( pl = 0,66–6,66). 

С точки зрения функционального назначения  
параметры интенсивностей и коэффициентов 
скоростей служат для поиска «узких» мест сис-
темы. 
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6 Структура информационной базы 
Структура информационной базы данных 

является самым внешним из управляющих пара-
метров. Она (СТРl) задается количеством и ти-
пами модулей информационной базы данных 
(МИБД), их размещением на узлах (в случае ис-
следования распределенной нформационной ба-
зы данных) и, кроме того, объемом информации 
в базе (VИБД), скоростью обработки единицы ин-
формации базы и матрицей связей между МИБД. 
По функциональному назначению структура ин-
формационной базы данных служит для оптими-
зации архитектуры системы. 

Характеристики операционной системы и 
характеристики программных модулей ПМi яв-
ляются задаваемыми параметрами, следователь-
но, редко изменяются. Характеристики операци-
онной системы определяются через работу про-
граммы-диспетчера путем задания дисциплины 
обслуживания программных модулей. К харак-
теристикам программных модулей ПМi относят-
ся время обслуживания каждого модуля на цен-
тральном процессоре и матрица передачи управ-
ления между модулями М(Рij). 

 
Заключение 
Созданные таким образом имитационные 

модели вычислительного процесса и рабочей 
нагрузки на локальную вычислительную сеть 
при использовании системы моделирования 
MICIC позволили обеспечить технологическое 
проведение имитационных экспериментов, что 
дало возможность не прибегать к дорогостоящей 
и не всегда реализуемой процедуре проведения 
натурных экспериментов. 
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INFORMATION SUPPORT FOR DESIGN AND TECHNOLOGICAL 
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Анализируется содержание процессов конструкторско-технологической подготовки аддитивного производства, требо-
ваний к информационному обеспечению системы поддержки принятия и воплощения конструкторско-
технологических решений. Выдвигается и рассматривается в парадигме киберфизических систем концепция формиро-
вания гибких интегрированных аддитивных производств в виде многоуровневых матричных кластеров, организован-
ных с использованием инфраструктуры распределенных вычислительных сетей и принципов функционирования сете-
центрических информационно-управляющих систем. 
 
Ключевые слова: аддитивное производство, конструкторско-технологическая подготовка, киберфизическая систе-
ма, автоматизированное проектирование. 
 
The content of the processes of design and technological preparation of additive manufacturing, the requirements for the infor-
mation support system for the adoption and implementation of design and technological decision is analyzed. The concept of 
forming flexible integrated additive industries in the form of multi-level matrix clusters organized using the infrastructure of 
distributed computer networks and the principles of functioning of network-centric information and control systems is proposed 
and considered in the paradigm of cyber-physical systems. 
 
Keywords: additive manufacturing, design and technological preparation, cyber-physical system, computer-aided design. 

 
 

Введение 
Аддитивное производство – это та сфера 

технических инноваций, которая наряду с робо-
тотехникой и другими информационными тех-
нологиями: искусственный интеллект и машин-
ное обучение, облачные вычисления и большие 
данные, кибербезопасность и дополненная ре-
альность, Интернет вещей и умная среда обита-
ния («умное предприятие») рассматривается в 
концепции «Индустрии 4.0» как одна из состав-
ляющих промышленной революции, совершаю-
щейся в процессе внедрения киберфизических 
систем в производство товаров и продуктов и 
для обслуживания человеческих потребностей. 
Киберфизические системы (Cyber-Physical Sys-
tem, CPS) – это системы, состоящие из различ-
ных природных объектов, искусственных под-
систем и управляющих контроллеров, позво-
ляющих представить такое образование как еди-
ное целое [1]–[4]. В CPS обеспечивается тесная 
связь и координация между вычислительными и 
физическими ресурсами и это является в некото-
рых случаях источником упрощенного понима-
ния киберфизической системы как «цифровой 
трансформации», в результате которой 

компьютеры осуществляют мониторинг и управ-
ление физическими процессами с использовани-
ем такой петли обратной связи, где происходя-
щее в физических системах оказывает влияние 
на вычисления и наоборот. На наш взгляд необ-
ходимо согласиться с мнением [3] о том, что 
представление о CPS не должно ограничиваться 
интеграцией технических средств, пусть даже с 
появлением нового качеств – саморегулирова-
ния, самоконфигурирования и самооптимизации. 
CPS меняет способ взаимодействия людей с ин-
женерными системами, так же как Интернет из-
менил способ взаимодействия людей с информа-
цией, однако люди все равно остаются главными 
в этом процессе. Человек, таким образом, вы-
полняет роль «управляющего звена» высшего 
уровня, контролирующего работу в автоматизи-
рованных и самоорганизующихся процессах. Для 
этих сложных систем требуется кибернетический 
подход к моделированию, поскольку именно мо-
дели являются центральным моментом в науке и 
инженерии. CPS помогут усилить аналитические 
способности человека, поэтому есть потребность 
в создании интерактивных систем нового уровня, 
сохраняющих человека в контуре управления. 
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С этих позиций авторами анализируются 
требования и рассматриваются функции, кото-
рые могут и должны быть реализованы в системе 
информационной поддержки конструкторско-
технологической подготовки аддитивного произ-
водства (КТПАП). При этом используются базо-
вые положения теории систем автоматизирован-
ного проектирования (САПР), разработанные в 
Объединенном институте проблем информатики 
Национальной академии Беларуси (ОИПИ НАН 
Беларуси, в то время – Институт технической 
кибернетики АН БССР), а система информаци-
онной поддержки КТПАП рассматривается как 
САПР, по определению включающая систему 
управления проектом, взаимосвязанные объекты 
проекта и программно-технические средства для 
использования этих объектов в процессе произ-
водства изделий [5], [6].  

В настоящее время рынок программных 
продуктов предлагает ряд программных прило-
жений и систем, которые наделены таким функ-
ционалом (например, Siemens PLM, PTC 
Pro/ENGINEER, IBM PLM CATIA). Лежащие в 
их основе форматы представления данных, чис-
ленные методы и алгоритмы вычислений позво-
ляют пользователю получать цифровые описания 
сложных деталей, сборочных единиц и агрегатов 
(«цифровых двойников» проектируемых изде-
лий), а также результаты моделирования физиче-
ских процессов, влияющих на формирование 
необходимых свойств или характеристик объек-
тов проектирования в процессе изготовления их 
и эксплуатации. Преодоление вычислительной 
трудоемкости задач моделирования, многовари-
антного анализа и оптимизации достигается 
применением технологий параллельных и рас-
пределенных вычислений, суперкомпьютерных 
конфигураций, позволяющих сократить затраты 
времени на проектирование и добиться наилуч-
ших качественных показателей для конечного 
изделия. Имеется также широкий выбор более 
доступных по цене программных приложений 
для построения САПР. Как правило, конструк-
торская часть их достаточно универсальна. Од-
нако, в технологической части их функционал 
позволяет автоматизировать лишь немногие про-
цессы технологической подготовки, в силу чего 
совместимость с системами управления жизнен-
ным циклом изделия или производственной дея-
тельностью предприятия (ERP-CALS) требует 
отдельного рассмотрения. 

Приложения, ориентированные на техноло-
гическую подготовку производства, находятся в 
стадии интенсивного наращивания своих воз-
можностей, но в некоторой степени отстают от 
быстрого расширения ассортимента и возможно-
стей оборудования 3D печати. Это обостряет 
вопросы, которые возникают в процессе внедре-
ния интегрированных информационных ком-
плексов КТПАП, требующих кастомизации и 

настройки под конкретные процессы подготовки 
производства. Нередко этот процесс требует реа-
лизации отдельной, совершенно уникальной 
функциональности, помощи третьей стороны для 
интеграции приобретаемой системы с теми про-
граммами, которые уже установлены на пред-
приятии, или для изменения того, что имеется в 
системе. Ситуация по вопросу освоения адди-
тивных технологий, которая складывается на 
большинстве некрупных предприятий машино-
строительного профиля, рассчитывающих на 
создание новых производств и выпуск конкурен-
тоспособной продукции, лишний раз подтвер-
ждает эти положения, в то время как возможно-
сти, связанные с этим освоением, являются оп-
ределяющими условиями перехода к VI техноло-
гическому укладу. 

 
1 Аддитивное производство как объект 

информационных технологий 
Аддитивные технологии определяют то по-

ле проектной деятельности, на котором смыка-
ются перспективные конструкторско-технологи-
ческие решения задачи «сборки» цельной дета-
лей (узла) из микро- и наноразмерных частиц 
или слоев исходных материалов, а по сути – син-
теза нового материала («композитного» или «ме-
таматериала») [7], [8]. При этом концепция адди-
тивного производства означает размытие границ 
между уровнями инженерно-технического проек-
тирования (новая концепция – новый материал – 
производство, как показано на рисунке 1.1), что 
приводит к необходимости создания особой сре-
ды информационного обеспечения (средств ин-
теграции информационных ресурсов) и пере-
смотра критериев разделения труда проектиров-
щиков. 
 

 
 

Рисунок 1.1 – Уровни инженерно-технического 
проектирования 

 
Содержание конструкторско-технологичес-

кой подготовки производства на различных 
предприятиях может существенно отличаться, 
так как зависит от многих составляющих и ха-
рактера их деятельности: вида продукции, степени
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Рисунок 1.2 – Этапы конструкторско-технологической подготовки производства 
 
унификации деталей и узлов, доступного обору-
дования, подготовки специалистов и другого, не 
исключающего коньюктурную политику. В по-
становках и решениях частные задачи КТПАП 
могут быть разделены на организационные, про-
изводственные, дизайнерские, технологические, 
контрольно-испытательные, корректировочные и 
др., но в схеме на рисунке 1.1 они выделены об-
щим блоком и показаны в разрезе уровней инже-
нерно-технического проектирования, не учиты-
вающих организационных и производственных 
вопросов. 

Процессы конструкторского и технологиче-
ского проектирования как неотъемлемые стадии 
продвижения любых новаций, в ходе развития 
вычислительной техники подверглись в наи-
большей степени автоматизации благодаря отно-
сительно легкости алгоритмизации процессов 
инженерного расчета и перевода в цифровую 
форму конструкторско-технологической доку-
ментации, используемой для управления про-
граммируемым оборудованием и создания ин-
формационно-поисковых систем с электронными 
базами данных. Это привело в свою очередь к 
созданию производственных комплексов с раз-
личной степенью интеграции систем информа-
ционного обеспечения КТПАП. 

Безусловно, работы по внедрению интегри-
рованных информационных комплексов КТПАП 
ведутся широким фронтом, но вопросы реально-
го использования систем поддержки принятия 
решений на стадиях проектирования, относя-
щихся к уровню концепции или уровню синтеза 
нового материала (материалов) с заданными ха-
рактеристиками, в силу высокой стоимости та-
ких систем рассматриваются в редких исключе-
ниях. Таким образом, несмотря на рост вычисли-
тельных мощностей и значимые достижения в 
области искусственного интеллекта, на практике 
концептуальное проектирование и выбор мате-
риалов из имеющейся номенклатуры, равно 

синтез новых материалов и создание новых про-
изводственных технологий, остается прерогати-
вой человека. 

В проекции на «жизненный цикл» проекти-
руемого изделия задачи, связанные с представ-
лением объекта проектирования и показанные на 
рисунке 1.2, группируются следующим образом: 

– изучение рынка, разработка технического 
предложения (ТП), технического задания (ТЗ). 
На этом этапе закладывается концепция будуще-
го продукта, изделия. Он менее других этапов 
компьютеризирован в силу невозможности обой-
тись сегодня без привлечения интеллектуальных 
способностей человека. Именно этот этап проек-
тирования определяет круг здач для «искусст-
венного интеллекта» в том понимании этого 
термина, который его «ожидает» по мере рас-
крытия механизмов естественного интеллекта. 
Однако уже сейчас имеются программные про-
дукты, ориентированные на поддержку решения 
изобретательских задач (Computer Aided 
Innovation, CAI) [9], [10], организации процессов 
концептуального проектирования, в основу ко-
торых положен междисциплинарный подход, 
получивший название моделе-ориентированной 
системной инженерии (Model Based Systems 
Engineering, MBSE) [11]; 

– создание 3D моделей объекта (CAD-
моделей) для работы с технологическим обору-
дованием аддитивного производства (3D печати), 
а также «цифрового двойника» для документи-
рования, визуализации и  взаимодействия спе-
циалистов в группе разработчиков. При этом 
необходимо иметь ввиду, что исходные данные с 
техническим заданием могут иметь различную 
глубину проработки и форму представления 
(прототип детали, эскизная документация, 
3D модель); 

– моделирование технологического процес-
са получения этого объекта для отработки 
режимов 3D печати, а также последующих 
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технологических операций упрочнения, механооб-
работки и т. д., влияющих на получение заданных 
характеристик этого объекта (изделие как таковое), 
построения, определения и упрощения процесса 
с учетом поведения объекта в этих режимах; 

– моделирование поведения «цифрового 
двойника» объекта с целью прогнозирования его 
функциональных свойств как готового изделия в 
условиях нагружения и эксплуатации, а также 
уточнения и корректировки первичных моделей. 

Технологическая подготовка в аддитивном 
производстве включает следующие этапы: 

– валидация геометрии модели – визуальная 
и алгоритмическая проверка целостности гео-
метрического представления модели, обеспече-
ние заданной технологической точности; 

– компоновка рабочего стола или камеры – 
импорт моделей в заданном объеме и с заданной 
точностью, приведение единиц измерений, пози-
ционирование моделей в системе координат пе-
чатающего устройства; 

– проектирование оснастки / поддержек – 
выявление мест, требующих проектирования 
дополнительной оснастки или поддержки, обес-
печение наполняемости внутренних объемов; 

– проверка аппаратной совместимости – 
проверка компоновки моделей на технологиче-
ские и температурные ограничения печатающего 
устройства; 

– генерация управляющих программ – со-
ставление и проверка числовых программ обору-
дования. 

За редким исключением получение готового 
изделия в аддитивном производстве не заканчи-
вается «спеканием», «склеиванием», «сплавле-
нием» частиц материала (порошкового, прово-
лочного, пленочного). Требуется большой ассор-
тимент основного и вспомогательного дорого-
стоящего оборудования: для подготовки (полу-
чения и хранения) исходных материалов, для 
контрольно-измерительных работ, для проведе-
ния дополнительных технологических операций 
(термообработки, механообработки, нанесения 
покрытий) с «заготовками» деталей, получаемых 
после 3D печати или стереолитографии. К тако-
му оборудованию относятся различные печи, 
станки с числовым программным управлением, 
установки для упрочнения, поверхностной на-
плавки и др. 

Установки для собственно 3D печати также 
отличаются большим разнообразием с учетом 
используемых материалов (металлических, кера-
мических, полимерных) и процессов (селектив-
ного лазерного спекания, электронно-лучевого 
проплавления, фотолитографии, экструзии и др.). 
Технологические переходы и выбор между раз-
личными типами оборудования аддитивного 
производства могут осуществляться как в рамках 
одного производства, так и с привлечением 
контрагентов. Важным аспектом организации 

аддитивного производства является то, что тех-
нологические операции, такие как 3D печать, 
отжиг, могут продолжаться сутками. Это порож-
дает задачи составления расписаний технологи-
ческих операций для загрузки оборудования, 
сложность решения которых «вручную» обусло-
влена разнородностью деталей в потоке заказов и 
многовариантностью построения технологиче-
ских цепочек – возможно использование разного 
оборудования, решающего схожую задачу. 

Реализация преимуществ аддитивного про-
изводства в таких условиях достигается только с 
применением информационных технологий по-
следнего уровня и профессиональной готовно-
стью специалистов к их использованию. 

Даже на начальной стадии организации ин-
тегрированного в профильное предприятие эле-
ментарного аддитивного производства в качестве 
основного оборудования потребуется приобре-
тение не только 3D-принтера, но и соответст-
вующей вычислительной техники с программ-
ным обеспечением информационной поддержки 
КТПАП на базе программных приложений 
САПР (CAD/CAE/CAM) и организации внутрен-
ней локальной вычислительной сети с возмож-
ностями подключения интернета. Наличие по 
крайней мере одного рабочего места 3D-печати 
позволяет в условиях своего производства лока-
лизовать решение задач быстрого прототипиро-
вания перспективных образцов новой для пред-
приятия продукции и минимизировать во многих 
случаях связанные с этим затраты. В пределах 
этого предприятия становление элементарного 
интегрированного аддитивного производства 
может осуществляться на базе такой админист-
ративно-хозяйственной единицы, которая пред-
ставляет собой, например, научно-производст-
венную группу аддитивных технологий. В распо-
ряжении такой группы может быть (рисунок 1.3) 
всего два автоматизированных рабочих места, 
каждое из которых имеет хотя бы одну станцию, 
объединенных одноуровневой локальной вычис-
лительной сетью.  

В дальнейшем, по мере перехода от быстро-
го прототипирования к созданию сначала экспе-
риментальных образцов, а затем к выпуску опыт-
ных и установочных партий перспективной для 
профильного предприятия продукции, группа ад-
дитивных технологий может последовательно 
преобразовываться в лабораторию, сектор, отдел 
и т. д., которые включают в себя группы или ла-
боратории с функциями САПР, а также произ-
водственные участки подготовки и осуществле-
ния 3D-печати. Для эффективного управления 
этим процессом в рамках интегрируемого адди-
тивного производства потребуется наращивание 
требований к информационно-коммуникационным 
связям и количеству уровней организации вычис-
лительной сети. (Такое интегрированное аддитив-
ное производство будет уже не элементарным).
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Рисунок 1.3 – Структурная схема организуемого на базе группы аддитивных технологий 
элементарного интегрируемого аддитивного производства 

 

 
 

Рисунок 1.4 – Схема последовательности решения типовых задач КТПАП при внедрении 
в аддитивное производство вновь разрабатываемой продукции 

 
Для поддержания требуемой производи-

тельности и надежности работы, а также мини-
мизации простоев из-за ремонта или модерниза-
ции основного оборудования, включая устране-
ние неполадок или обновление программного 
обеспечения, ответственный персонал интегри-
рованного аддитивного производства вынужден, 
пользуясь интернетом, через многоуровневые 
районные и региональные локальные вычис-
лительные сети обращаться к представителям 
либо производителя этого оборудования, либо 
сервисного центрами по его ремонту и обслужи-
ванию, либо к представителю разработчика или 
распространителям программного обеспечения к 
этому оборудованию. Эти обращения связаны 

с необходимостью представления им удаленного 
доступа и решения в режиме реального времени 
типовых задач: 

– передача и обсуждение, в том числе и с 
помощью вебинара, получаемой от заказчика или 
разработчика 3D-модели изделия для его выпус-
ка на профильном предприятии; 

– обсуждение с представителями других ад-
дитивных производств, использующих типовую 
аддитивную технологию 3D-печати или анало-
гичный исходный материал, в том числе и с по-
мощью вебинара, общих технологических про-
блем, включая обслуживание и дистанционное 
управление однотипными 3D-принтерами. 
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Кроме вышеуказанных, при переходе к вы-
пуску нового вида продукции ответственный пер-
сонал интегрируемого аддитивного производства 
может обращаться к представителям профиль-
ных научно-практических центров для решения 
типовых конструкторско-технологических задач 
(рисунок 1.4) с использованием САПР. 

Ответственный персонал элементарного ин-
тегрируемого аддитивного производства также 
может пытаться решать и самостоятельно типо-
вые задачи КТПАП с использованием САПР. В 
этом случае для снижения вероятности ошибок и 
сокращения времени на получение желаемого 
решения он будет вынужден через многоуровне-
вые районные и региональные локальные вычис-
лительные сети обращаться к представителям 
научно-практических центров развития инфор-
мационных технологий для предоставления на 
определенное время специализированных про-
грамм и дополнительных вычислительных ресур-
сов с целью расширения возможностей имеющихся 
в его распоряжении средств информационной 
поддержки КТПАП. 

 
2 Программные инструменты информа-

ционной поддержки КТПАП 
Центральное место в информационно-вы-

числительной системе автоматизированного про-
ектирования занимают базовые программные ком-
поненты, приведенные на схеме рисунка 1.2. Ни-
же дана их краткая характеристика, которая ни-
как не может претендовать на полноту охвата, но 
позволяет рассматривать направления использо-
вания применительно к аддитивным технологиям. 

По функциональной полноте существую-
щие САПР для общемашиностроительного про-
ектирования разделяются условно на три уровня. 
К верхнему уровню относятся программные сис-
темы коллективного пользования сквозного про-
ектирования и производства (тяжелые САПР). 
На сегодняшний день к ним относятся CATIA 
(Dassault Systemes); UNIGRAPHICS NX (Siemens 
PLM Software) и Pro/ENGINEER(PTC). 

На среднем уровне располагаются про-
граммные комплексы, которые позволяют созда-
вать трехмерные параметрические модели срав-
нительно несложного изделия методом твердо-
тельного моделирования, выполнять провероч-
ные расчеты деталей и сборок: Solid Works 
(SolidWorks Corp., США), AutoCAD Inventor и 
Autodesk Mechanical Desktop (AutoDesk, США), 
Solid Edge (Siemens PLM Software, Германия), T-
FLEX (Топ Системы, Россия), КОМПАС-3D 
(Аскон, Россия) и др. Эти САПР относятся к ка-
тегории индивидуального пользования. 

К нижнему уровню (легкие САПР) могут 
быть отнесены программы для автоматизации 
разработки и сопровождения технической доку-
ментации (чертежей и спецификаций, технологи-
ческих карт, ведомостей). Например: AutoCADLT 

(AutoDesk), T-Flex CAD 2D (Топ Системы), 
КОМПАС-График (Аскон), CADMECH (Интер-
мех). САМ-системы, предназначенные для под-
готовки управляющих программ оборудования с 
числовым программным управлением, могут 
быть в виде автономных программ или интегри-
рованных с другими программными приложе-
ниями, поддерживающими широкий список им-
портируемых форматов 2D и 3D геометрической 
информации: как проприетарных (SolidWorks, 
Parasolid, DWG, NX и других) при наличии соот-
ветствующих трансляторов, так и открытых 
(STEP, IGES) форматов. 

Типовая структура автоматизированной 
системы технологической подготовки производ-
ства (АСТПП) включает: 

– информационно-поисковую подсистему, 
являющуюся базой данных для работы осталь-
ных подсистем; 

– подсистему автоматизированного проек-
тирования технологического оснащения, предна-
значенную для разработки конструкции стапе-
лей, штампов, кондукторов, прессформ, спец-
фрез и т. д.; 

– подсистему автоматизированного расчета 
управляющих программ для оборудования с чи-
словым программным управлением, применяе-
мого при изготовлении как технологического ос-
нащения, так и элементов конструкции изделий; 

– подсистему автоматизированного проек-
тирования технологических процессов для раз-
работки маршрутных технологий, операционных 
технологий, оформления карт, ведомостей и дру-
гой технологической документации. 

Примерами АСТПП являются ADEM 
(Группа компаний ADEM), T-Flex Технология 
(Топ Системы), Компас Вертикаль (Аскон). Сре-
ди примеров программ, ориентированных на 
применение в аддитивном производстве, необхо-
димо указать ATSS (Национальный исследова-
тельский университет МАИ, Россия), Digimat (e-
Xstream engineering), Additive Manufacturing (ESI 
Group), Simufact Additive (MSC&Software 
Company). Последние два примера – логичное 
расширение линейки программных продуктов 
этих же компаний от задач моделирования сва-
рочных процессов и термической обработки к 
аддитивным технологиям. 

Применение CAD/САМ-систем тесно связа-
но с системами инженерного анализа (CAE). Ос-
новой CAE-систем являются различные числен-
ные методы расчетов: метод конечных элемен-
тов, метод конечных разностей, метод конечных 
объемов. Используя инструменты CAE-приложе-
ний, инженер может оценить работоспособность 
будущего изделия, не прибегая к значительным 
временным и денежным затратам на изготовле-
ние и испытания экспериментальных образцов. В 
системах полнофункционального инженерного 
анализа, обладающих мощными средствами, 
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большими хранилищами типов для сеток конеч-
ных элементов, а также всевозможных физиче-
ских процессов предусмотрены собственные 
средства моделирования геометрии. Кроме того, 
есть возможность импорта через промышленные 
стандарты Parasolid, ACIS. Самыми известными 
среди подобных систем считаются ANSYS, LS 
DYNA, AI*NASTRAN и MSC.NASTRAN, 
ADAMS, Marc. 

Средства инженерного анализа, которые 
включены в тяжелые САПР, имеют возможно 
менее мощный функционал, но благодаря един-
ству описания геометрии позволяют сразу от-
слеживать изменения модели. Расчетные данные 
структурированы и интегрированы в общую сис-
тему проектирования САПР. В отдельных случа-
ях САЕ-систем, оперирующих с данными в соб-
ственных форматах, используется встроенный 
инструментарий CAD-системы, в других – обес-
печивается считывание геометрических описа-
ний в обменных форматах из CAD-приложений. 

Для максимально полного использования 
возможностей аддитивных технологий ведущие 
разработчики САПР-приложений предлагают 
пользователю программные продукты с функ-
циями топологической оптимизации, под кото-
рой понимается процесс изменения конструк-
тивных элементов с целью снижения массогаба-
ритных характеристик и улучшения функцио-
нальных особенностей без снижения прочности 
и долговечности изделия. Такие возможности 
открываются для специалистов, готовых к при-
менению новых подходов к проектированию де-
талей – бионического дизайна – практически со 
всеми упомянутыми выше программами [12], [13]. 

В общем случае инструментарий современ-
ных САЕ-систем позволяет решать те или иные 
проектные задачи, в т. ч. связанные с моделиро-
ванием процессов 3D печати. (Для этого разра-
ботчиками САЕ-систем предлагаются специаль-
ные приложения как надстройки или программ-
ные оболочки для базового комплекса). Однако 
применение их требует очень высокой квалифи-
кации проектировщика и не только большого 
опыта его работы с CAD/САЕ-приложением,  но 
и знания особенностей используемого процесса 
3D печати, свойств материала и характеристик 
конкретного оборудования. Как правило, произ-
водитель поставляет свое оборудование, ком-
плектуя его технологическим программным 
обеспечением, рассчитанным на применение оп-
ределенного материала или его ограниченной 
номенклатуры. Особенности же используемого 
процесса обработки материала остаются для по-
требителя скрытыми, что усложняет выбор па-
раметров рабочего режима 3D печати. 

Действующими стандартами аддитивного 
производства определены выходные форматы 
файлов описания рабочих 3D моделей (STL, 
VRML, WRL, IGES, AMF, X3D), а программное 

обеспечение нижнего уровня, как правило, ори-
ентировано на систему команд G-code, широко 
применяемую в автоматизированном производ-
стве и поддерживаемую в САМ-приложениях. В 
то же время формат данных управляющих про-
грамм может зависеть от модели 3D принтера и 
функционала его встроенных программно-аппа-
ратных средств. 

Оценивая возможности использования рас-
смотренных программных продуктов с позиции 
потребителя, перед которым стоит задача созда-
ния цифрового двойника изделия и получения 
образца такого изделия с требуемыми характери-
стиками за минимальное количество итераций, 
можно говорить о проблемах, с которыми он 
сталкивается на пути внедрения аддитивных 
технологий. 

Основными недостатками доступного для 
большинства небольших предприятий и проект-
ных организаций общемашиностроительного 
профиля программного обеспечения КТПАП 
являются: 

– отсутствие достаточного объема сведений 
об  алгоритмах и методиках расчета, необходи-
мых для инженерно обоснованного и осознанно-
го их применения; 

– ограничения базы данных по номенклату-
ре материалов, оборудования или связям с нор-
мативными документами, используемыми на 
предприятии, что усложняет выбор проектных 
решений, другие программные ограничения по 
точности расчета и функциональности; 

– отсутствие гарантированной технической 
и пользовательской поддержки и возможности 
оперативных доработок, непрозрачный механизм 
ценообразования под частные задачи пользова-
теля или новые производства; 

– невозможность расширения функцио-
нальности силами пользователя для проведения 
специальных инженерных расчетов, в том числе 
связанных с модернизацией или применением 
специализированного технологического обору-
дования 3D печати. 

Применение современных методов и средств 
проектирования изделий на предприятиях связа-
но с необходимостью согласования технологиче-
ских схем проектирования с методологиями про-
ектирования и инженерного анализа, реализо-
ванными в составе используемых программных 
продуктов. Специфика работы многих отечест-
венных проектных организаций общемашино-
строительного профиля заключается в вынуж-
денном использовании нескольких CAD-систем, 
а также пакетов математического моделирования 
и программных инструментов для проведения 
инженерных расчетов и исследований. Отсутст-
вие единой среды разработки приводит к разно-
образию методологий проектирования и настро-
ек рабочей среды, формирующих индивидуаль-
ный стиль, которое мешает групповой работе. 
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Очевидно, что необходимо наличие программ-
ных решений, которые обеспечили бы возмож-
ность построения интегрированных сред проек-
тирования самими проектировщиками с учетом 
специфики решаемых ими задач, возможность их 
развития и адаптации при проектировании слож-
ных технических объектов. 

С этой целью в ОИПИ НАН Беларуси про-
водились исследования по формированию интег-
рированной среды информационной поддержки 
процессов проектирования и инженерного ана-
лиза конструкций сложных технических объек-
тов (ИСППИА) [14]. Такая среда предназначена 
для обеспечения совместного функционирования 
приложений от различных разработчиков и на-
стройки ее инструментов и конфигурации со-
гласно нуждам предприятия. Процесс проекти-
рования и инженерного анализа конструкции 
осуществляется в рамках единого графического 
интерфейса и на основе единой базы данных, 
доступных для графического моделирования с 
пакетами инженерного анализа и специализиро-
ванными приложениями для расчетов и оптими-
зации параметров элементов конструкции и кон-
струкции в целом. 

Условием успешности реализации процесса 
КТПАП является следование основным принци-
пам создания автоматизированных информаци-
онных систем: 

– принципа системного единства. Все эле-
менты комплексной системы являются частями 
единого целого, где функционирование отдель-
ных блоков подчинено общей цели – созданию 
изделий с заданными свойствами и характери-
стиками; 

– принципа модульности. Модульная струк-
тура позволяет добиться их относительной неза-
висимости модулей в процессе функционирова-
ния и минимизирует затраты, связанные с изме-
нениями в процессе сопровождения; 

– принципа открытости. Система может 
быть расширена за счет добавления в нее новых 
элементов по мере развития технологий; 

– принципа эргономичности. Модульная 
структура обеспечивает удобство и правильное 
разделение функций между пользователями 
(конструкторами, технологами), участвующими 
в процессе. 

Дополнительно можно отметить принцип 
применения групповой технологии. Применение 
групповой технологии подразумевает классифи-
кацию деталей в группы, представляющие собой 
совокупность объектов, подобных друг другу по 
геометрической форме, размерам и технологиче-
ским процессам их изготовления. Отнесение де-
тали к существующей группе на основе ее фор-
мы и размеров позволяет быстро найти в техно-
логической базе данных предприятия последова-
тельность процессов, используемых для изготов-
ления похожих деталей и модифицировать ее для 
изготовления новой детали. 

По результатам НИР, выполненной в рам-
ках государственной научно-технической про-
граммы и программы научных исследований, на 
основе совокупности математических и инстру-
ментальных средств (в том числе, на базе отрас-
левых суперкомпьютерных конфигураций) соз-
дан экспериментальный образец такой системы 
ИСППИА: 

– объединены в рамках единого графиче-
ского интерфейса и на основе единой базы дан-
ных инструментальные программные средства 
построения интегрированной среды: среда гра-
фического моделирования, пакеты инженерного 
анализа и специализированные приложения, ис-
пользуемые в заданной предметной области для 
реализации процедур расчетов и оптимизации 
параметров элементов конструкции и конструк-
ции в целом; 

– разработаны алгоритмы функционирова-
ния ИСППИА в режиме клиент-серверного при-
ложения; 

– проведено тестирование эксперименталь-
ного образца среды на реальной информации о 
проектируемых объектах. 

Архитектура ИСППИА отвечает перечис-
ленным выше принципам построения автомати-
зированных информационных систем. Для сбор-
ки компонентов и обеспечения их совместного 
функционирования используется программа, име-
нуемая платформой распределенных компонен-
тов. Эти средства, будучи апробированы при 
создании САПР инструментов поперечно-кли-
новой прокатки, успешно использовались при со-
здании интегрированной среды проектирования 
и инженерного анализа машиностроительных 
конструкций для агротехники и могут служить 
базой для создания эффективной специализиро-
ванной системы компьютеризации инженерного 
труда для решения конструкторско-технологи-
ческих задач аддитивного производства. 

 
3 Формирование гибкого матричного 

кластера в условиях развития интегрируемо-
го аддитивного производства 

Одним из решающих обстоятельством явля-
ется то, что подготовка и выполнение конструк-
торских и технологических операций в аддитив-
ном производстве должны осуществляться в тес-
ном взаимодействии специалистов с разных ра-
бочих мест. Оперативная взаимосвязь их может 
быть организована только с применением сете-
вых технологий. В задании на построение такой 
сети необходимо принять во внимание, что в ней 
целесообразно выделить несколько (виртуаль-
ных) подсетей, ориентированных на решение 
отдельных задач: 

– сеть для специалистов, решающих кон-
срукторско-технологические задачи; 

– сеть обеспечения технологического про-
цесса; 
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– сеть сервисного обслуживания и ремонта. 
Характеристики компьютерной сети долж-

ны обеспечивать оперативное взаимодействие 
территориально разнесенных пользователей с 
учетом неравномерности ее загрузки. Набор про-
граммных приложений, определяемый перечнем 
задач КТПАП, целесообразно дополнить специа-
лизированным приложением-путеводителем, со-
держащим справочные сведения по кадровому 
составу и компетенциям специалистов, которая 
выполняла бы роль агрегатора рабочих мест в 
пределах каждой из подсетей для быстрого вы-
полнения задач или решения возникающих при 
этом проблем. 

Важнейшее требование при организации 
корпоративной сети – сделать максимально эф-
фективной, эргономичной и защищенной работу 
предприятия или организации. Нередки ситуа-
ции, когда усилия, затраченные на организацию 
внутренней сети, сопровождаются издержками 
из-за неправильного подхода к реализации по-
тенциальных преимуществ использования кор-
поративной сети, а именно: повышения произво-
дительности труда за счет грамотной организа-
ции параллельных вычислительных процессов, 
чего невозможно достичь при наличии мощных, 
но автономных вычислительных устройств; ус-
тойчивости к сбоям и отказам отдельных элемен-
тов, объединенных в единой системе, за счет дуб-
лирования данных на различные типы сетевых 
носителей и переключения запросов и процессов 
на работоспособные сегменты внутренней сети.  

Выполнение одновременно большого коли-
чества различных задач, имеющих целью общий 
результат, существенно ускоряется, когда между 
различными структурами и подразделениями 
организации налажена бесперебойная коммуни-
кация. При этом проще осуществлять контроль 
коммерческой и технической безопасности, за-
щиту важных корпоративных данных, имея дос-
туп ко всем программным и аппаратным элемен-
там и периферийным устройствам одновременно. 

Принимая во внимание разветвленность, 
производительность и иерархичность у имею-
щихся и создаваемых  многоуровневых вычисли-

тельных сетей, которые привели к появлению 
облачных технологий, следует полагать, что не-
обходимость решения указанных выше типовых 
информационно-технологические задач для эле-
ментарных интегрируемых аддитивных произ-
водств при увеличении их количества, с после-
дующим переходом в многоуровневые гибкие 
аддитивные производства, неизбежно приведет к 
появлению, пусть даже и на ограниченное время, 
двух и более гибких матричных кластеров (рису-
нок 3.1). Один из них будет охватывать инфор-
мационно-технологические задачи виртуального 
моделирования и прогнозирования, а другой – 
перепрограммирование, диагностику и настрой-
ку (калибровку) 3D-принтеров, включая кон-
троль за режимами 3D-печати и устранение воз-
никающих при этом аварийных ситуаций. Отме-
тим, что увеличение количества элементарных 
(одноуровневых) с последующим возможным их 
преобразованием в более сложные (многоуров-
невые) интегрируемые аддитивные производства 
будут только поддерживать развитие этих гибких 
матричных кластеров. 

Пример организации ячейки элементарного 
гибкого матричного кластера на базе локальной 
компьютерной сети приведен на рисунке 3.2. Для 
практической ее реализации выбрана и апорби-
рована сетевая архитектура, обеспечивающая 
локализацию обмена данными и надежную их 
передачу между территориально разнесенными 
рабочими местами на технологических участках 
аддитивного производства Института порошко-
вой металлургии имени академика О.В. Романа и 
высокопроизводительными вычислительными 
комплексами Республиканского суперкомпью-
терного центра ОИПИ НАН Беларуси. 

Гибкость кластерных решений для интегри-
руемого аддитивного производства состоит в 
создании новых возможностей и способов вы-
полнения прикладных задач, в том числе, в воз-
можности, при необходимости, подключения их 
вычислительных ресурсов и облачных техноло-
гий для решения той или иной возникшей про-
блемы на каком-либо другом гибком аддитивном 
производстве, условно выступающим в качестве   

 

    
 

Рисунок 3.1 – Матричная структура формирования гибких кластеров 
интегрируемых аддитивных производств 
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Рисунок 3.2 – Блок-схема ячейки элементарного гибкого матричного кластера 
 

абонента. В таком представлении ситуации ука-
занные кластеры следует рассматривать в сете-
центрической парадигме матричных информаци-
онно-управляющих систем (ИУС) [15]. 

Основой матричной архитектуры является 
решетка (грид-архитектура), в которой осущест-
вляется как вертикальная связь между источни-
ками информации, узлами принятия решений и 
исполнительными органами, так и горизонталь-
ная интеграция между поставщиками, обработ-
чиками и пользователями информации, рабо-
тающими во взаимодействии с распределенным 
«многоядерным процессором» по предоставлен-
ному абонентам удаленному доступу. Особенно-
стью такого «процессора» будет являться то, что 
в качестве одного из его ядер могут выступать 
вычислительные ресурсы входящего в гибкий 
матричный кластер какого-либо участка адди-
тивного производства.  

Преимущества сетецентрического управле-
ния реализуются при: 

– наличии общих целей предприятия и от-
сутствии четкого планирования для нижестоя-
щих уровней управления; 

– взаимодействии и параллельность работы 
руководителей различного уровня и различных 
подразделений или лиц, принимающих решения, 
не имеющих четкой структуры подчиненности; 

– координации деятельности руководителей 
и объектов управления с использованием воз-
можностей глобальных информационных сетей; 

– согласовании индивидуальных решений 
подсистем, каждая из которых работает на свою 
цель и выполняет свои задачи; 

– самоорганизации системы за счет хорошо 
налаженного обмена информацией между ее 
компонентами и способности к быстрой их реор-
ганизации в случае необходимости. 

Сетецентрические ИУС благодаря мерам, 
предусматривающим их устойчивость к частич-
ным отказам каналов связи, высокий уровень 
защиты от несанкционированного доступа, пере-
крестный анализ данных, повышающий их дос-
товерность, обеспечивают полноценный доступ к 

информации, необходимой для вовлеченности 
каждого звена системы и понимания каждым 
общей стратегии и тактики, чтобы оперативно 
делегировать существенную часть полномочий 
по принятию решений нижним звеньям иерархи-
ческой системы управления, вплоть до исполни-
телей, которые являются объектами управления. 

Важное место в решении этих задач, поми-
мо согласованию программных интерфейсов (API), 
отводится организации человеко-машинных ин-
терфейсов, рассчитанных на разный уровень 
подготовки и специализацию участников, а так-
же использованию элементов «искусственного 
интеллекта». Последнее согласуется с парадиг-
мой киберфизических систем и означает, что 
заказы на выпуск изделий выполняются не по 
готовым или известным конструкторско-
технологическим решениям, а по результатам 
проектирования «с нуля», то есть подготовки 
технического задания с привлечением моделей 
MBSE, инструментов извлечения и формирова-
ния «знаний» о физико-химических процессах и 
оборудовании аддитивных технологий, в том 
числе с использованием самой последней ин-
формации, доступной из глобальной сети интер-
нет. Актуализация знаний в предметной области 
является важной конкуретной и прогностической 
составлыющей в принятии проектных решений.  

 
4 Интегрированная среда информацион-

ной поддержки конструкторско-технологичес-
кой подготовки аддитивного производства 

Интегрированная система информационной 
поддержки процессов КТПАП представляет со-
бой операционную среду (рисунок 4.1) с набором 
инструментальных средств (программных ком-
понент) для компьютеризации инженерной дея-
тельности и позволяет реализовать ряд функцио-
нальных задач, возникающих при конструктор-
ско-технологическом проектировании: 

– создания и ведения базы нормативных 
данных; 

– управления процессом выполнения про-
ектных процедур; 
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Рисунок 4.1 – Компоненты системы информационной поддержки КТПАП 
 

– ведения библиотеки моделей элементов кон-
струкции, типовых узлов, и проектов-аналогов; 

– поддержки процессов формирования кон-
струкции из типовых элементов; 

– поддержки процессов расчета параметров 
элементов конструкции; 

– поддержки процессов расчета параметров 
конструкции; 

– поддержки процессов подготовки данных 
для инженерного анализа элементов и узлов кон-
струкции; 

– поддержки процессов формирования и до-
кументирования результатов инженерного ана-
лиза конструкции; 

– автоматизации процесса формирования 
спецификаций конструкции; 

– поддержки процесса формирования тех-
нологической документации. 

Основными принципами создания ИС-
ППИА являются: 

– информационная и техническая совмес-
тимость средств, используемых в составе ПО; 

– унификация, типизация и стандартизация 
средств и подсистем; 

– максимально возможная инвариантность к 
проектируемым объектам и отраслевой специфике; 

– возможность развития используемых биб-
лиотек элементов конструкции конструктором в 
процессе эксплуатации; 

– модульная структура ПО. 
Управление всеми процессами информаци-

онного обмена обеспечивает программа-менед-
жер из состава комплекса, в т. ч.: 

– информационную поддержку процессов 
описания и подготовки данных для проектирова-
ния элементов конструкции; 

– хранение нормативных данных и библио-
тек параметризованных 3D моделей элементов 
конструкции и сборочных узлов; 

– совместное функционирование программ-
ных приложений и взаимодействие между функ-
циональными подсистемами в процессе реализа-
ции проектных процедур, предоставление ин-
формации автоматизированным системам, задей-
ствованным в процессе проектирования; 

– реализацию расчетных процедур, генера-
цию отчетов. 

Основой реализации проектных процедур 
является метод декомпозиции – разбиения про-
ектируемого изделия на составные элементы 
(детали) и группы элементов (сборочные едини-
цы) и дальнейшего проектирования элементов 
изделия для выделенных элементов (групп эле-
ментов) с последующим решением задачи сбор-
ки изделия из элементов и групп. 

Для обеспечения поддержки процессов ин-
женерного анализа конструкций и выполнения 
прочностных расчетов используются программ-
ные средства расчета элементов конструкций, 
программные средства расчета конструкций и 
программные средства подготовки расчетных 
данных для пакета LS-DYNA. Данные про-
граммные средства обеспечивают интеграцию 
инженерных пакетов ANSYS и LS-DYNA с базо-
вой системой геометрического моделирования и 
позволяют проводить численное моделирование 
конструкций в различных постановках (одно-
мерный или трехмерный случай на базе конеч-
ных элементов типа BEAM, трехмерный случай 
на базе конечных элементов типа SOLID). 

Взаимодействие пользователя с системой 
осуществляется посредством графического ин-
терфейса, обеспечивающего наглядное, интуи-
тивно понятное представление структуры раз-
мещенной в системе информации, быстрый и 
логичный переход к базовым и дополнительным 
функциям. 

Следует иметь в виду, что используемые 
компоненты можно также модифицировать 
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независимо друг от друга для наращивания 
функций, но при этом необходимо учитывать 
общие требования, предъявляемые к их структу-
ре и форме взаимодействия друг с другом. 

Структура комплекса допускает расшире-
ние, совершенствование и обновление средств 
автоматизации проектирования без изменения ос-
новной части комплекса. При этом важным ас-
пектом является возможность совершенствова-
ния и адаптации к условиям конкретного произ-
водства самими пользователями (соответствующи-
ми подразделениями предприятия-потребителя). 

Такая возможность базируется на примене-
нии в системе доступных с точки зрения потре-
бителя программных сред, применении легко 
корректируемых потребителем БД и использова-
нии в процессе создания программных средств 
унифицированных решений по структуризации 
объекта проектирования и интерфейсам пользо-
вателя в процессе работы с этими структурами. 

Комплексирование средств компьютерной 
графики и геометрического моделирования по 
предложенной схеме позволяет охватить этапы 
конструкторско-технологического проектирова-
ния сложных технических объектов, изготовле-
ние которых связано с выбором различных цепо-
чек и режимов технологических операций с ис-
пользованием импульсно-плазменной и им-
пульсной селективной лазерной обработки мате-
риалов-геттеров, и автоматизировать выполне-
ние перечисленных ниже функций: 

– создания и ведения базы данных, обеспе-
чивающей хранение библиотечных сборочных 
моделей конструктивных элементов и моделей 
элементов конструкции, а также шаблонов их 
чертежей, хранение параметров проектов конст-
рукций и файлов моделей этих проектов; 

– создания нового проекта или открытия 
существующего, закрытия и сохранения проекта; 

– редактирования текущего проекта путем 
добавления, замены, удаления элементов конст-
рукции с применением специальных форм; 

– редактирования элементов конструкции 
проекта путем ввода, замены, удаления значений 
параметров с применением специальных таблич-
ных форм; 

– редактирования рабочей базы данных 
проекта; 

– выполнения задачи расчета параметров 
геометрических моделей проектируемых элемен-
тов конструкции; 

– справочной поддержки конструктора в 
процессе работы; 

– взаимодействия со средой геометрическо-
го моделирования конструкций: открытие, пере-
строение моделей элементов конструкции, соз-
дание сборочных конструкций; 

– автоматизации и информационной под-
держки процессов расчета параметров элементов 
конструкции; 

– поддержки процессов оптимизации пара-
метров конструкции, которая осуществляется 
путем вариации параметров формы, размеров и 
свойств конструкции; 

– выявления мест, требующих проектирова-
ния дополнительной оснастки или поддержки; 

– проверки компоновки моделей на техно-
логические температурные ограничения печа-
тающего устройства; 

– составление и проверки числовых про-
грамм печатающего оборудования; 

– поддержки процессов инженерного анали-
за элементов (включая подготовку данных для 
расчета напряженно-деформированного состоя-
ния конструкции, проведение прочностных рас-
четов балочных элементов и объемного изделия); 

– удаленной поддержки процессов инже-
нерного анализа унифицированных элементов 
для сложных задач с использованием вычисли-
тельных мощностей высокопроизводительной 
мультипроцессорной вычислительной системы 
класса «СКИФ К-1000»; 

– поддержки процессов выпуска конструк-
торской документации (чертежи, спецификации) 
по результатам проектирования; 

– предоставления информации автоматизи-
рованным системам, задействованным в процес-
се проектирования. 

Автоматизация соответствующих проект-
ных функций в рассматриваемой технологии 
реализуется набором компонент – библиотекой, 
базовыми компонентами которой могут служить 
образцы инструментальных программных 
средств, разработанные в ОИПИ НАН Беларуси. 
Для сборки компонент и обеспечения их совме-
стного функционирования используется про-
грамма, именуемая платформой распределенных 
компонент. 

Совместимость конструкторской, расчетной 
и технологической моделей при организации 
взаимодействия между системами САЕ/САМ в 
интегрированой среде позволяет охватыватить 
полный цикл подготовки аддитивного производ-
ства, включая функции компоновки рабочей ка-
меры оборудования, генерацию послойного 
представления модели с дополнительными под-
держивающими элементами будущей детали и 
составления управляющих команд в форматах 
данных для используемого оборудования. 

Базовые функции дополняются также про-
граммно-алгоритмическими средствами, в кото-
рых учитывается специфика процесса 3D печати 
для металлургических принтеров с использова-
нием высокомощных концентрированных пото-
ков энергии. Среди программ, позволяющих ре-
шать задачи анализа термо-нагруженного со-
стояния, прогнозирования напряжений, расчета 
прочности и деформаций изделий из металличе-
ских порошков, необходимо выделить ESI Additi-
ve Manufacturing и Simufact Additive. Эти 
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программы представляют собой интегрирован-
ные вычислительные платформы для моделиро-
вания процесса послойного наращивания детали 
из металлических частиц. В частности, средства-
ми Simufact Additive поддерживается моделиро-
вание технологического процесса спекания час-
тиц порошка с учетом всех его физических ха-
рактеристик, включая процессы селективного ла-
зерного плавления (Selective Laser Melting, SLM), 
прямого лазерного спекания металлов (Direct 
Metal Laser Sintering DMLS), селективного ла-
зерного плавления металлических порошковых 
материалов (LaserCUSING), электронно-лучево-
го плавления (Electron Beam Melting, EBM). При 
этом Simufact Additive поддерживает импорт 
высокоточных моделей большой размерности 
для деталей вместе с поддерживающими элемен-
тами из практически любой CAD системы с раз-
личными форматами файлов: IGES, STL, STEP, 
Catia V4/V5/V6, Unigraphics, SolidWorks, ACIS, 
Autodesk Inventor, Parasolid и дает возможность: 

– вычислить деформации детали и умень-
шить или вообще избежать искажения ее формы; 

– выбрать оптимальное направление печати; 

– оптимизировать поддерживающую струк-
туру; 

– получить состояние детали после терми-
ческой обработки, удаления опорной пластины и 
поддерживающих элементов; 

– минимизировать остаточные напряжения; 
– уменьшить затраты материалов и энергии 

в процессе производства. 
В результате расчета вычисляются коробле-

ние в детали, напряжения, визуализируется ее 
деформация с любым масштабным множителем. 
Следующим шагом является корректировка ис-
ходной модели путем внесения в ее геометрию 
рассчитанных деформации с обратным знаком. 
Экспорт описания детали с деформированной 
геометрией позволяет подобрать такую исход-
ную форму детали, которая после процесса печа-
ти даёт минимальное отклонение от требуемой, 
компенсируя коробление, возникающее при соз-
дании этой детали. Результаты моделирования 
средствами Simufact Additive на примере ячеи-
стой детали из металлического порошка, подго-
товленной нами в качестве протитипа материала-
геттера, приведены на рисунке 4.2. 

 

    
                    а)                                             б)                                            в)                                        г) 
 

а) исходная модель с основанием и поддержками;  
б) общая деформация после удаления основания;  

в), г) – общая деформация и внутренние напряжения после удаления поддержек 
(деформации детали относительно габаритных размеров показаны в масштабе 10:1) 

 

Рисунок 4.2 – Моделирование детали с ячеистой структурой 
 

Важным является также то, что технология 
Simufact Additive встраивается в общую линейку 
программного обеспечения MSC Software, в ча-
стности, комбинируется с топологической опти-
мизацией, которую можно смоделировать в про-
граммной среде MSC Nastran. Таким образом, 
можно спроектировать деталь ажурной формы, 
которая обеспечит эффективное использование 
материала, и промоделировать процесс послой-
ного изготовления такой детали согласно осо-
бенностям той технологии нанесения материала, 
которой соответствует выбранный тип оборудо-
вания 3D печати. 

 
Заключение 
Проведенный анализ конструкторско-техно-

логических задач, решаемых в процессе подго-
товки производства изделий с использованием 

аддитивных технологий, позволил определить 
базовый состав функций, выполнение которых 
должно быть автоматизировано в системе ин-
формационной поддержки КТПАП, а также на-
правление развития гибких интегрированных 
аддитивных производств, учитывающее возмож-
ности внедрения информационно-управляющих 
систем на основе матричной архитектуры и рас-
ширения круга предприятий, осваивающих адди-
тивное производство. 

Предложена концепция формирования гиб-
ких интегрированных аддитивных производств в 
виде многоуровневых матричных кластеров, ор-
ганизованных с использованием распределенных 
вычислительных сетей и принципов функциони-
рования сетецентрических информационно-уп-
равляющих систем, предоставляющих возмож-
ности использования готовой инфраструктуры 
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поддержки распределенных вычислений (грид-
сети), средств обеспечения защиты данных и 
информационной безопасности кластерных ре-
шений аддитивного производства. 

Показана необходимость создания особой, 
опирающейся на парадигму киберфизических 
систем, среды информационного обеспечения 
процессов КТПАП, что обусловлено синергией 
условий решения конструкторских и технологи-
ческих задач, быстрым накоплением новых зна-
ний в сфере аддитивных технологий и уточнени-
ем в связи с этим моделей управления процессом 
проектирования. Определены компоненты и 
структура интегрированной среды информаци-
онной поддержки процессов КТПАП в разрезе 
этапов жизненного цикла изделия и с учетом 
результатов апробации программных приложе-
ний с применением высокопроизводительных 
вычислительных систем, на которых продемон-
стрированы возможности использования ранее 
разработанных инструментальных средств ин-
тегрированной среды информационной под-
держки процессов проектирования и инженерно-
го анализа конструкций сложных технических 
объектов, а также заимствованных программ для 
анализа «поведения» детали, получаемой по ад-
дитивной технологии из металлического порош-
ка, на примере моделирования ее «цифрового 
двойника». 
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ences to the cited authors and published sources of 
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obtain all the necessary permissions for the use of 
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Abstract. 
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Body Text, Conclusion and Literature. The title of 
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of your research. 

In the Introduction the author gives a brief re-
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tives, he describes links with scientific and practical 
branches. All background information such as refer-
ence to the papers of others authors and some 
previous publications (including foreign ones) in the 
field of investigation is necessary. 

The main part should contain description of the 
techniques used and objects of investigation within a 
large scientific framework. This part may be divided 
into subsection (with explanatory headings). It provides 

the readers with the analysis of the publications on 
the problem described in these subsections. 

Formulas, figures and tables should be sequen-
tially numbered in the framework of the section, for 
example: (1.1), (2.3), figure 1.1, table 2.1. The author 
should number only the formulas with appropriate 
references. The formula number is placed on the right 
side of the page and the formula itself is centred. 

Figures and tables should be put into a contex-
tual framework. The size of figures and charts does 
not exceed 10х15 cm. Halftone photos should be 
glossy and contrast. Do not repeat extensively in the 
text the data you have presented in tables and figures. 

Each table should have the heading, in which 
units of measure describe the values under consid-
eration. All measurements and data should be given 
in SI units, or if SI units do not exist, in an interna-
tional accepted unit. The authors are advised to 
avoid abbreviations except for generally accepted 
ones (i. e., etc.). Define all abbreviations the first 
time they are used. 

In the Conclusion the received data are de-
scribed in concise form. The novelty of these results, 
advantages and possibility of practical use are pre-
sented. 

Publications cited in the text should be pre-
sented in a list of references following the text of the 
manuscript. References should be given in their 
original spelling, numbered in the order they appear 
in the text and contain full bibliography. Please, do 
not cite unpublished papers. The numbers of refer-
ences are sited in square brackets (e. g. [1], [2]). 

The paper should be signed by all authors. 
The following documents should be attached to 
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– covering letter of the organization in which 

the work was done with a request for publication; 
– information about the authors; 
– expert opinion on the possibility of publish-

ing an article in the press; 
– treaty on the transfer of the copyright (two 

copies). 
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address for correspondence, organization or com-
pany name and position, title, research field, home 
or office phone numbers, and e-mail address. 

Then the paper is sent to the Editorial Board to 
be reviewed. The Editorial Office informs the au-
thors of paper denial and the reviewer's conclusion 
without returning the manuscript. A request to revise 
the manuscript does not imply that the paper is ac-
cepted for publication since it will be re-reviewed 
and considered by the Editorial Board. The authors 
of the rejected paper have the right to apply for its 
reconsideration. 

The Editorial Board has the right to edit the 
manuscript and abridge it without misrepresenting 
the paper contents. 
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Papers not meeting the above requirements are 
denied and returned to the authors. The date of re-
ceipt of the final version by the Editorial Office is 
considered as the submission date. 

Authors are responsible for the submission of 
their publication because submission is a representa-
tion that the paper has not been previously published 
and is not currently under consideration for publica-
tion elsewhere. The Editorial Board charters top-
priority for postgraduate students (postgraduate 
course, persons working for doctor's degree, com-
petitors for scientific degree) during the current year 

of the completion of a course. Publication of the 
paper is free of charge. 

Samples of the preparation of an article, infor-
mation about the authors, expert opinion and the text 
of the treaty on the transfer of the copyright are 
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