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УДК 534.231.2 

СВОЙСТВА СТРУКТУРЫ ПЕРИОДИЧЕСКОГО АКУСТИЧЕСКОГО 
ИМПЕДАНСА И ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ АКУСТИЧЕСКИХ ВОЛН В НОВОМ 

УПРАВЛЯЕМОМ УСТРОЙСТВЕ НА ПАВ 

С.Д. Барсуков1, С.А. Хахомов1, Д. Кондох2 

1Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
2Университет Шизуока, Япония 

FEATURES OF PERIODICAL ACOUSTIC IMPEDANCE STRUCTURE AND 
ACOUSTIC WAVE INTERACTION IN NOVEL CONTROLLABLE SAW DEVICE 

S.D. Barsukou1, S.A. Khakhomov1, Jun Kondoh2 
1F. Scorina Gomel State University 

2Shizuoka University, Japan 

Приводятся результаты теоретических и экспериментальных исследований устройства на ПАВ с управляемой электро-
индуцированной структурой. Принципиально новое устройство на ПАВ было предложено на основе монокристалла 
LiTaO3 с объемно-индуцированной управляемой доменной структурой. Параметры индуцированной структуры, а также 
свойства взаимодействия акустических волн, имеют возможность управления. Изложены теоретические и эксперимен-
тальные результаты взаимодействия ПАВ в сегнетоэлектрическом волноводе с различными электроиндуцированными 
периодическими структурами. 

Ключевые слова: поверхностные акустические волны (ПАВ), сегнетоэлектрические домены, фононные кристаллы, 
акустические метаматериалы. 

The SAW device with the electroinduced controllable structure was investigated theoretically and experimentally. The innova-
tive SAW device on a LiTaO3 single crystal with the volume existed and controllable domain structure was proposed. The pa-
rameters of the electroinduced structure as well as the acoustic wave interaction have ability to control. The theoretical and ex-
perimental results of the acoustic wave interaction in the ferroelectric waveguide with the electroinduced periodical structures 
were discussed.  

Keywords: surface acoustic wave (SAW), ferroelectric domain, phonic crystal, acoustic metamaterials. 

Introduction 
A surface acoustic wave (SAW) device with 

novel acoustic metamaterials (AM) and phonic crys-
tal (PCs) structures are increasingly applied in ad-
vanced electronics as the broadband filter, negative 
reflector, signal switcher and so forth [1]–[8]. Cur-
rent research interest prevails in the ultrasound ap-
plication area. The perspective effects of ultrasound 
interaction with PCs and AM structures have been 
investigated. Recently, the AM structures based on 
the elementary “metaatoms”, which are character-
ized by optimal size and shape, opened widespread 
effects of SAW interaction [9]–[14]. The wave in-
teraction properties are almost determined by the 
element configuration, size and the array structure 
[15]–[20]. However, the AMs or 2D analog as the 
“metasurface” with established parameters and 
properties do not allow the switching and controlling 
functionality in real time. Especially, for electronics 
applications, the controllable interaction of SAW 
which is the input and output signals are required. In 
recent years, some studies about the controllable 
structures have already been discussed [21]–[24]. 
The controllable electroinduced periodical domain 
structures on a LiNbO3 were investigated as a kind 
of the controllable structures [25]. The switchable 

domain structures were induced via the electrostatic 
effect by applying different electric potentials [26].  

In this research the SAW device with an elec-
troinduced controllable structure was theoretically 
and experimentally studied. The innovative SAW 
device on a LiTaO3 single crystal with controllable, 
electroinduced, and volume existed domain struc-
tures was proposed. The periodic domain structures 
were implemented by the linear electrostatic effect 
with different electric potentials applied to the sur-
face arranged electrodes. Different electroinduced 
domain structures are achievable when the electrode 
structures are crossed on the top and bottom surfaces 
of the crystal. The parameters of the electroinduced 
structure and features of the acoustic wave interac-
tion have ability to control. The electroinduced 
structure is considered as the volume-existed peri-
odic acoustic impedance. The SAW device experi-
mental samples were fabricated, and the propagated 
SAW influence due to the electroinduced structure 
was experimentally observed. The theoretical and 
experimental results of the acoustic wave interaction 
in ferroelectric waveguide with electroinduced peri-
odical structures were discussed. 
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1 Principle of the controllable SAW device 
and theoretical investigations 

The SAW device principle and structure are 
shown in Figure 1.1 (a). The device was fabricated 
on a 36˚-rotated Y-cut, X-propagating LiTaO3 single 
crystal, which allows the shear horizontal (SH) 
SAW propagation. The SH-SAW propagates as the 
plate wave with the SH displacements. The reso-
nance frequency and wavelength of the SH-SAW 
were 10 MHz and 421 μm, respectively. The con-
trolled periodic domain structures were implemented 
by applying different electric potentials to the sur-
face arranged electrodes of E1, E2, E3, and E4. The 
electrode fingers arranged on the both surfaces were 
mutually perpendicular. The applied electric field 
was lower than the coercive, and the spontaneous 
domain polarization was not changed. However, the 
material parameters at the regions of the electric 
field action are changed. This regime formation of 
the periodical structure was applied in the current 
research. Exited from the inter-digital transducer 
(IDT1) the SH-SAW interacts at the electroinduced 
structure region, and then the reflected and transmit-
ted waves were generated and registered using the 
IDT1 and IDT2 simultaneously. At the measure-
ments, the reflected and transmitted SAWs were 
studied. 

In Ref. [26], the domain formation process for 
different electrode configurations and ferroelectric 
substrate thicknesses was discussed. In this research, 
the finite elements method (FEM) with the full 3D 
model was applied for the theoretical investigation. 
The full model of the controllable SAW device was 
theoretically investigated in two steps in the time 
domain. The FEM model for the device structure 
considered is shown in Figure 1.1 (b). In the model 
the classical descriptions of the electric and relative 
particle displacements were used. The quasi-static 
approximation was applied to describe the electric 
field of the SAW and mechanical stress. All bounda-
ries correspond to the electrical and mechanical 
potentials absence, and the lateral boundaries 

correspond to the low reflection condition. The FEM 
model includes the IDTs and the electrode structures 
(ES). The numbers of the electrode fingers of the 
IDT was 20. The ES consists of 10 electrode fingers 
on the top and 60 on the bottom surfaces. The dis-
tance LS between the IDT and ES was 10 wave-
lengths. The SH-SAW propagated in the X-direction 
from IDT1 to IDT2. The thickness of the crystal was 
50 µm. The total dimension of the calculated struc-
ture is 2000x1000x50 μm2. The electrical potentials 
of 200 V and 0 V were periodically applied to each 
pair of the electrode finger of ES. The parameters of 
the displacements and the electric potential were 
calculated for the time of 10 μs.  

Based on the full model discussed the periodi-
cal acoustic impedance structure formation was in-
vestigated without the SH-SAW action. This allows 
discussing the features of formation of induced 
structure. The results are listed in Figures 1.2 (a) and 
1.2 (b). In this model, the domain structure was in-
duced by applying of the opposite DC potentials to 
the top and bottom ESs simultaneously. When the 
DC is applied to the ES, the short SH-SAWs are 
generated and propagated in the opposite form the 
ES directions. The Figure 1.2 (a) shows the total 
displacement distribution measured for the time of 1 
and 10 μs. The shown displacements correspond to 
the SAW was induced when the DC is applied. We 
characterized the periodical structure formation by 
analyzing spectra of the registered SAW. After the 
domain structure stabilizes the wave process attenu-
ates. The black curve in Figure 1.2 (b) shows the 
signal registered by IDT. The short wave packet 
from 1 to 3 μs corresponds to the domain structure 
formation signal, and the lower amplitude packet 
between 4 and 7 μs is the result of the between lat-
eral boundaries and the IDTs reflection. The regis-
tered signal spectra are illustrated in Figure 1.2 (b). 
At least two maximums of 9.6 MHz and 12.8 MHz 
were observed. The first maximum corresponds to 
the resonance frequency of the similarity to the IDT 
structure.  The  second  one  relates  to  the  domain  

 

 

(a) (b) 
Figure 1.1 – (a) Device structure and principle of the SH-SAW interaction; (b) configuration of FEM model 

of the controllable SAW device (The INC., REFL., and TRANSM. are the incident, reflected, and transmitted 
waves, respectively. The E1, E2, E3, and E4 are the conductive electrodes arranged on the surface 

of the acoustic waveguide) 
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

 
(d) 

Figure 1.2 – Results of the theoretical investigations: (a) and (b) the periodical structure formation, (c) and (d) 
the SH-SAW interaction processes. (a) Field of the total displacement distribution measured for the time of 1

and 10 μs, (b) the registered of the domain formation signal (the black curve) and spectra (the red curve),  
(c) the total displacement distribution measured for the time of 1 and 10 μs in the case of the SH-SAW 

interaction, and (d) spectra of the input signal (the red curve) and output signal (the black curve) 
 
formation process, where the displacement was pro-
duced in the volume of the crystal. 

The acoustic wave interaction includes the SH-
SAW transmission, the domain structure formation, 
and the interaction processes, simultaneously. The 
SH-SAW interaction was calculated for the time 
span from 0 to10 μs with results in Figures 1.2 (c) 
and 1.2 (d). The propagated SH-SAW interacts with 
the induced periodical structure, and results calcu-
lated for the time of 1 and 10 μs were plotted in Fig-
ure 1.2 (c). Analyzing the displacement distribution 
in Figure 1.2 (c), the SH-SAW acoustic energy re-
distribution occurs in the volume of the crystal. 

Need to note, that in case of the not matched interac-
tion conditions, the propagation losses will increase. 
To analyze the acoustic wave interaction, the regis-
tered signal spectra (the black curves) and applied 
signal spectra (the red curve) were compared in Fig-
ure 1.2 (d). The resonances of both signals are lo-
cated at 10 MHz, and related to the SH-SAW propa-
gation. The single minimum of the output signal was 
found at 12.8 MHz. This result corresponds to the 
acoustic band gap caused due to SH-SAW interac-
tion with the electroinduced periodical structure.  
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2 Experimental investigations of SAW inter-
action 

Two types of SAW devices with different pa-
rameters of the ES were fabricated using a conven-
tional lithography technique. The pitches between 
the electrode fingers of ES were of 1.0 and 0.5 
wavelength. The thickness of the ferroelectric 

waveguide was 250 µm. Electrode fingers material 
for both the IDT and ES was aluminum with thick-
ness about 100 nm. Number of finger pairs for the 
IDT was 32, and the ES consists of 20 electrode fin-
gers on the top and 116 on the bottom surfaces. The 
distance between IDT and ES was 32 wavelengths and 
corresponds to the matched interaction conditions.  

 

  
(a) (b) 

Figure 2.1 – Measured time response and the domain structure region (the dotted curve) and the fabricated
sample photograph. (a)The ES with pitch of half wavelength, and (b) the ES with pitch of one wavelength

 
 

 

 (a) (b) 
 

 

 (c) (d) 
Figure 2.2 – Experimental results of the magnitude relative and phase absolute deviations of the reflected 

SH-SAW. (a) The domain structure with four codirected domains in the single domain unit and ES pitch of half 
wavelength, (b) the domain structure with four codirected domains in the domain unit and ES pitch of one 

wavelength, (c) the domain structure with two opposite directed domains in the domain unit and ES pitch of half 
wavelength, and (d) the domain structure with two opposite directed domains in the unit and ES pitch 

of one wavelength 
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The time response of the reflected signals for 
the both SH-SAW devices was measured, and the 
domain induced regions were concluded for both 
SAW devices. Figures 2.1 (a) and 2.1 (b) shows the 
measured reflected signals for SH-SAW devices 
with the pitch of half and one wavelength, respec-
tively. The dashed region shows the location of the 
induced structure at the timeline scale. Here, the 
photographs of the fabricated SH-SAW devices with 
different ES are also shown. 

The results of relative magnitude and absolute 
phase deviation for both studied SAW devices are 
plotted in Figure 2.2. Here, the results for the peri-
odical structure, which represents the four codirected 
domains induced in a structural unit, are shown in 
Figures 2.2 (a) and 2.2 (b). The results obtained for 
the structure with two opposite directed domains are 
shown in Figures 2.2 (b) and 2.2 (d). Figures 2.2 (a) 
and 2.2 (c) describe the results measured for the ES 
pitch of 0.5, and Figures 2.2 (b) and 2.2 (d) of 1.0 
wavelength. The positive +DC (the red curve), and 
negative –DC (the black curve) polarities of 200 V 
were applied. The measurement was carried out by 
the network analyzer (Agilent Technologies, 
E5070B) in frequency and time domains. To reduce 
the influence of the “0” level, it was measured for all 
domain configurations and DC polarities and nor-
malized. During measurements, the ES was 
“shorted” for AC using the four high voltage capaci-
tance of 0.1 mF connected in “bridge”. That allows 
reducing the influence occurred during switching of 
the domain structures. From Figire 2.2 the SH-SAW 
interaction dependence at the domain induced region 
on a DC polarity was observed for different domain 
configurations. Moreover, was found, that the differ-
ent ESs are provide the different distribution and 
time shift of the reflected signal. For the ES pitch of 
one wavelength (Figures 2.2 (b) and 2.2 (d)), the 
wider region of interaction with different features 
was observed. However, for the discussed SH-SAW 
device structure, due to the effects of SH-SAW at-
tenuation and acoustic wave reflection, the matched 
interaction properties are difficult. The registered 
signal represents the complex signal from the differ-
ent acoustic modes which are propagates simultane-
ously.  

In conclusion, the possibilities of the controlla-
ble interaction of the SH-SAW with the electoin-
duced periodical structures were shown theoretically 
and experimentally. The proposed SAW device 
structure and discussed interaction features show a 
good opportunity for advanced electronic applica-
tions, such as the controllable filter, delay line, as 
well as the complex multifunctional device for sig-
nal processing. The switchable induced structures 
allow controlling of the acoustic wave interaction. 
To achieve the matched conditions of interaction, 
the SAW device structure improvement is required. 
The regime of matched interaction allows increasing 
the SH-SAW parameters and new scattering effects 

are reachable. As the way to improve of the domain 
formation and interaction parameters is the device 
based on the thin film structure, as well as the ap-
propriate the ferroelectric substrates consideration 
are required. 
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ОПТИЧЕСКИЕ ПУЧКИ ВЕБЕРА – ГАУССА 

С.С. Гиргель 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

OPTICAL WEBER – GAUSS BEAMS 

S.S. Girgel 

F. Scorina Gomel State University 
 

Найдены и анализируются аналитические выражения в замкнутой форме для оптических пучков Вебера – Гаусса (W-G). 
Установлены физические ограничения на возможные значения свободных параметров таких пучков. Выполнено гра-
фическое моделирование пучков W-G и показано, что комплексные значения свободного параметра а являются физи-
чески приемлемыми.  
 
Ключевые слова: пучки, пучки Вебера – Гаусса, параболические гауссовы пучки, пучки Гельмгольца – Гаусса. 
 
Analytical expressions in the closed shape for optical Weber – Gauss (W-G) beams are found and analyzed. Physical restric-
tions on possible values of the free parameters of such beams are discovered. Pictorial modelling of W-G beams is fulfilled and 
it is shown that complex values of the free parameter a are physically comprehensible.  
 
Keywords: beams, Weber – Gauss beams, parabolic Gauss beam, Helmholtz – Gauss beams. 

 
 

 Введение 
По-прежнему актуальны в настоящее время 

поиск и исследования новых типов световых 
пучков [1]–[4]. Большой интерес привлекает се-
мейство пучков  Гельмгольца – Гаусса (Hl-G) [5]. 
Из них наиболее исследованы пучки Бесселя [6], 
[2] и Бесселя – Гаусса [7], [8]. Слабо изучены 
решения волнового уравнения в параболической 
системе координат, описывающие волновые по-
ля Вебера [3], [4] и пучки Вебера – Гаусса (W-G) 
(или параболические гауссовые пучки) [5], [9]. 

В настоящей работе получены аналитиче-
ские выражения в замкнутом виде, описывающие 
пучки W-G . Установлены физические ограниче-
ния на возможные значения свободных парамет-
ров таких пучков. Проведено графическое моде-
лирование пучков W-G и показано, что ком-
плексные значения свободного параметра а яв-
ляются физически приемлемыми. 

 
1 Параксиальные волновые поля Вебера 

 Для монохроматических волн вида 
( , ) ( ) exp( )zf t f ik z i t  r r  скалярное параболи-

ческое уравнение для огибающей ( ),f r  описы-

вающее параксиальные световые пучки, имеет 
вид [1] ( 2 ) ( ) 0.zik f    r  

Разделяя переменные подстановкой 

12 3( ) ( ) ( )f f f zr r  получаем функцию 3 ( )f z   
2exp( / (2 ),ik q k   где ''

0q z i q   – стандартный 

комплексный параметр пучка, и 2D уравнение 
Гельмгольца 

 2
12( ) ( ) 0,k f    r                   (1.1)  

где 2 2 2 .zk k k    Перейдем к параболической 

цилиндрической системе координат подстанов-
кой 2 2[ ( ) / 2; ]x y      [10], [3]. Теперь 

уравнение (1.1) принимает вид  

  2 2 2 2 2
, , 12( ) ( ) ( , ) 0.k f                 (1.2) 

Разделяя переменные подстановкой 12 ( , )f     

1 2( ) ( )f f    получаем два независимых диффе-

ренциальных уравнения типа Вебера 
2 2 2

1 1( ) ( 2 ) ( ) 0;td f k k a f                (1.3) 
2 2 2

2 2( ) ( 2 ) ( ) 0.d f k k a f                (1.4) 

Здесь а – безразмерная постоянная разделения 
переменных. 

Уравнения (1.3), (1.4) имеют по два незави-
симых решения, которые можно выразить через 
различные специальные функции, например, 
через функции параболического цилиндра или 
функции Уиттекера. Целесообразным представ-
ляется выразить решения уравнения (1.3) через 
функцию Куммера М (вырожденную гипергео-
метрическую функцию 1 1F ). Тогда четные и не-

четные решения для функций 1( )f   следующие: 

2
1 1

2
2

1 1
( ) , ;

4 2 2

3 3
, ;

4 2 2

ia
f A M ik

ia
A M ik





         
       

2

1 1exp ( , ) ( , )
2 e o

ik
f a f a 

        
 

.

 
1A  и 2A  – произвольные константы. Индексы 

снизу e и o обозначают чётные и нечётные отно-
сительно аргумента   решения.  
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Функции 2 ( )f   получаются из 1 ( )f   заме-

нами , a a     . 

2
2 1

2
2

2

2 2

1 1
( ) , ;

4 2 2

3 3
, ; exp

4 2 2 2

( , ) ( , ).e o

ia
f B M ik

ikia
B M ik

f a f a






         
            

   

 

Чтобы функция 12f  в (1.2) была непрерывной во 

всём пространстве, следует для общего решения 
( )f r  выбирать только произведения функций 

одинаковой чётности по   и  , т. е. 

2 1 3( ) ( , ) ( , ) ( );o o of f a f a f z   r  

2 1 3( ) ( , ) ( , ) ( ).e e ef f a f a f z   r  

Теперь четные и нечетные решения для па-
раксиальных параболических полей (пучков Ве-
бера) соответственно равны: 

2 21 1 1 1
, ; , ;

4 2 2 4 2 2e

ia ia
f M ik M ik 

            
   

 

2 2exp .
2

ik k q

k
          
  

         (1.5) 

2 23 3 3 1
, ; , ;

4 2 2 4 2 2o

ia ia
f M ik M ik 

             
     

2 2exp .
2

i k k q

k
          
           

(1.6) 

Поперечные картины полученных паракси-
альных пучков представляют собой наложение 
системы софокусных парабол. Поэтому пучки 
называются параболическими. Кроме того, пара-
болические пучки ещё часто называют пучками 
Вебера. Параболические волновые поля зависят 
от двух координат ,    и параметров a  и .k  

Эти поля, как и поля Бесселя, являются безди-
фракционными [3], поскольку их амплитуды в 
поперечной плоскости не зависят от z. Как и по-
ля Бесселя, параболические поля обладают свой-
ством самовосстановления после препятствия. 

 
2 Пучки Вебера – Гаусса 
Параболические пучки или, что то же самое, 

пучки Вебера переносят бесконечную энергию и 
поэтому физически не реализуемы во всём про-
странстве. Чтобы найти выражения, описываю-
щие пучки с параболической симметрией, обла-
дающие конечной энергией, необходима гауссо-
ва аподизация выражений (1.5). (1.6). Пучки W-G, 
обладающие конечной энергией, проще всего 
получить из параксиальных пучков Вебера (1.5), 
(1.6), применяя преобразование Аппеля [10] в 
форме [8]  
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– гауссиан. 
В итоге четные и нечетные пучки W-G (c 

точностью до постоянного множителя) описы-
ваются выражениями 
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Пучки W-G зависят от трех пространственных 
переменных ( , , )z   и пяти свободных парамет-

ров 0 0( , , , , ).k k z q a  Отметим, что явные выра-

жения для пучков W-G в [5], [9] не приведены. 
Для наглядности выразим переменные   и   

как 2 ;x    2 ,x    где 2 2 .x y    В 

качестве константы   возьмем 0/ .i z   Тогда 

четные и нечетные пучки W-G описываются со-
ответственно выражениями 
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3 Нормированные пучки Вебера – Гаусса 
Чтобы уменьшить число свободных пара-

метров и записать выражения в более общем ви-
де, перейдем к безразмерным величинам, ис-
пользуя характерные продольный и поперечный 
линейные размеры пучка 0z  и 0 :x  2

0 0 / 2.z kx  
Тогда безразмерные переменные и параметры:  

0
0 0

; ; ;
x y

X Y K k x
x x    

2 2
0 0

0

/ ; .Q q z Z iQ R X Y
x


       

Окончательно, явные выражения в безраз-
мерной замкнутой форме для четных и нечетных 
пучков W-G соответственно имеют вид: 
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Поля Вебера (параболического цилиндра) 
являются решениями уравнения Гельмгольца в 
параболической системе координат и, как хоро-
шо известно [11], выражаются через функции 
параболического цилиндра с комплексными па-
раметрами. Бэндрес и др. [3] предложили ис-
пользовать вещественные решения уравнения 
Гельмгольца в параболических координатах че-
рез функции eP  и ,oP  которые выражаются через 

ряды с вещественными членами. Однако явные 
замкнутые аналитические выражения для функ-
ций Бэндреса eP  и oP  и для пучков W-G в лите-

ратуре, насколько нам известно, не приводятся. 
Выражения (3.1) и (3.2) являются основным ре-
зультатом работы. 

Пучки W-G в безразмерной форме зависят от 
трех пространственных переменных ( , , )X Y Z  и 

только от трех свободных параметров 0( , , ).K a Q  

Такие пучки должны быть физически реализуе-
мыми, т. е. переносить конечную мощность. Ис-
пользуя подход [8] для нахождения ограничений 
на параметры пучков Бесселя – Гаусса, нетрудно 
показать, что условие конечной переносимой 
мощности для пучков W-G – 0 0.Q   При этом на 

параметры K  и a  не накладываются никакие 

ограничения. Они могут быть произвольными 
комплексными константами. 

 
4 Графическое моделирование картин 

распределения интенсивности пучков Вебе-
ра – Гаусса  

Пучки W-G принадлежат семейству пучков 
Hl-G, введенных Бэндресом и др. [5]. Для характе-
ристики пучков Hl-G ранее был введен параметр 

0 / 2k w   [5]. При 1,   согласно [7], [5], пу-

чок Hl-G сохраняет свои бездифракционные 
свойства до расстояния max 0 / ,z kw k  а затем 

расходится, образуя кольцеобразную картину 
интенсивности.  

Произведем численные оценки различных 
величин пучков W-G. Как и в работе [5], полага-
ем, что длина волны 60.63 10    м, размер пе-

ретяжки гауссиана 3
0 2 10w    м. Тогда волно-

вое число 710k   м. Пусть далее параметр 
410k   м-1, 0 0 ,x w  и 0 1.Q    В наших безраз-

мерных обозначениях 20,K   / 2 10.K    

Безразмерное расстояние max max 0/ 2 / ,Z z z K   

до которого пучок W-G всё еще сохраняет свое 
недифрагирующе-подобное поведение, равно 

max 0.1.Z   Графическое моделирование под-

тверждает эти теоретические оценки. 
Картины интенсивности могут быть самыми 

разнообразными в зависимости от задаваемых 
параметров ,a  K  и расстояния Z. Они инвари-

антны относительно преобразований ( )a a   и 

( ).x x   Ось OX является осью симметрии. 

При 0a   возникает дополнительная симметрия 
картин относительно оси OY. 

На рисунке 4.1 изображены картины интен-
сивности в поперечных сечениях пучков W-G 
при 0a   и различных расстояниях Z в области 
недифрагирования. Картины представляют собой 
семейство софокусных парабол, которое с воз-
растанием Z остается практически неизменным. 
На параболы накладывается пятно гауссинана, 
которое с увеличением Z расширяется.  

До настоящего времени рассматривались 
[5], [4], [9] только вещественные параметры .a  
Однако a  могут быть любыми. При чисто мни-
мых а  индексы функций Куммера становятся 
вещественными. Такие пучки W-G пока не изу-
чались. Например, при / 2a i  четный пучок W-G 
редуцируется к децентрированному (смещенно-
му) гауссову пучку 
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Рисунок 4.1 – Картины интенсивности oI  четных  и eI  нечетных пучков Вебера – Гаусса 

( ) : , 0, 0;ea I a Z   ( ) : , 0, 0.06;eb I a Z   ( ) : , 0, 0.12.oc I a Z   



С.С. Гиргель 
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Рисунок 4.2 – Картины интенсивности eI  четных  и oI  нечетных пучков W-G при чисто мнимых значе-

ниях параметра а. ( ) : , / 2, 0;ea I a i Z   ( ) : , / 2, 0.06;eb I a i Z   

( ) : , / 2, 0;oc I a i Z   ( ) : , / 2, 0.06.od I a i Z   
 

 
Рисунок 4.3 – Картины интенсивности eI  четных  и oI  нечетных пучков W-G при комплексных 

значениях параметра a. ( ) : , / 2 6, 0;ea I a i Z    ( ) : , / 2 6, 0.12;eb I a i Z    

( ) : , / 2, 0;oc I a i Z   ( ) : , / 2, 0.12.ed I a i Z   

 
Рисунок 4.2 подверждает этот вывод. На 

нем изображены картины интенсивности oI  чет-

ных и eI  нечетных пучков W-G при чисто мни-

мых значениях параметра а. Видно, что с увели-
чением расстояния Z в области бездифракцион-
ности картина парабол остается практически 
неизменной, а гауссово пятно смещается влево 
вдоль оси OX. 

На рисунке 4.3 представлены картины ин-
тенсивности oI  четных и eI  нечетных пучков 

Вебера – Гаусса при комплексных значениях 
параметра а. Видно, что с увеличением расстоя-
ния Z в области бездифракционности картина 
парабол остается практически неизменной, а га-
уссово пятно смещается влево вдоль оси OX.  
 
  Заключение 

В данной работе исследуются свойства пуч-
ков W-G. Найдены явные выражения для пучков 
W-G в безразмерной замкнутой форме. Показано, 
что свойства пучков W-G зависят от трех про-
странственных переменных ( , , )X Y Z  и только от 

трех свободных параметров ,K  ,a  0 .Q  Условия 

переносимой конечной мощности этих пучков – 

0 0.Q   На параметры K  и a  не накладываются 

никакие ограничения. Они могут быть произ-
вольными комплексными константами.  

Проведенное графическое моделирование 
интенсивности пучков Вебера – Гаусса с различ-
ными значениями свободного параметра a 
(включая комплексные) показало, что картины 
интенсивности отражают параболическую сим-
метрию таких мод. 

Варьирование комплексных свободных па-
раметров a  и K  таких пучков, несомненно, 

расширяет и предоставляет новые дополнитель-
ные возможности создания и исследования пуч-
ков с заданными свойствами для последующих 
практических применений.  
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ГРАНИЧНЫЕ ПАРАМЕТРЫ ДЛЯ СОСТОЯНИЯ РАСТЯНУТОЙ ЖИДКОСТИ 
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BOUNDARY PARAMETERS FOR STRETCHED FLUID STATE 

E.A. Dey, G.Yu. Tyumenkov 

F. Scorina Gomel State University 
 

В рамках термодинамического метода исследования на основе различных двухпараметрических уравнений состояния 
получены выражения для расчета граничных параметров, определяющих возникновение состояния растянутой жидко-
сти. Определены численные значения верхней температурной границы и соответствующего объема для состояния рас-
тянутой жидкости в приведенных переменных. 
 
Ключевые слова: граничные параметры, растянутая жидкость, приведенные переменные, двухпараметрическое 
уравнение состояния. 
 
In the framework of the thermodynamic method of investigation based on various two-parameter equations of state the explicit 
forms for calculation of boundary parameters determining the occurrence of stretched fluid state are obtained. The numerical 
values of the upper temperature limit and the corresponding volume for the state of the stretched fluid in the reduced variables 
are determined.  
 
Keywords: boundary parameters, stretched fluid, reduced variables, two-parameter equation of state. 

 
 

Введение 
Метастабильное состояние растянутой жид-

кости (stretched fluid state), при котором реализу-
ется отрицательное давление, изучается экспе-
риментально в течение длительного времени [1]. 
Теоретическое объяснение возникновения такого 
состояния связано с существованием локального 
минимума на подкритических изотермах в моде-
лях реального газа (жидкости) [2]. Граничной 
для возникновения растянутого состояния будет 
изотерма, у которой локальный минимум лежит 
на оси V (P = 0) в координатах V-P (рисунок 0.1). 
Положение этой точки и определяет параметры 
состояния Vsf, Tsf, начиная с которых возможно 
возникновение состояния растянутой жидкости 
при уменьшении температуры или объема. По-
скольку локальные минимумы изотерм состав-
ляют левую ветвь спинодали в плоскости V-P, 
граничное состояние является также и точкой 
пересечения спинодали с осью V. 

 

 
Рисунок 0.1 – Положение граничной изотермы 

состояний растянутой жидкости 
для уравнения Ван-дер-Ваальса в приведенных 

переменных 

В работах [2]–[4] параметры граничного со-
стояния растянутой жидкости были определены 
на основании уравнения Ван-дер-Ваальса.  

В данной работе получены выражения для 
параметров Vsf, Tsf граничного состояния растя-
нутой жидкости на основе ряда двухпараметри-
ческих уравнений состояния как с постоянными, 
так и с температурно-зависимыми параметрами. 
Основные соотношения получены как в обычных 
переменных (P, V, T), так и в приведенных без-

размерных переменных ( , , ).P V T     

Математическое условие определения па-
раметров описанного граничного состояния для 
стандартной и приведенной форм уравнений со-
стояния имеет вид 
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1 Параметры граничных изотерм клас-

сических двухпараметрических уравнений 
состояния 

Рассмотрим часто используемое в практи-
ческих расчетах уравнение Редлиха – Квонга [5], 
имеющее следующий стандартный вид 

,
( )

RT a
P

V b TV V b
 

 
             (1.1) 

и приведенную форму [6] 
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где 3 2 1 0,25992 0, 260.       

Применение к уравнению (1.1) критерия 
(0.1) приводит к системе уравнений 
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Решение системы дает значения параметров 
2, 42421 ,sfV b b    

2 2
3 3

2
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 2 1 .    

Решать аналогичную систему уравнений для 
приведенной формы (1.2) необязательно, так как 
можно использовать критические параметры 
уравнения состояния, полученные в работе [3]: 
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И на основе определения (0.1) находим, что 

0,62750;sfV     

 
2
32 23 0,89488.sfT


               (1.5) 

Полученные результаты определяют диапа-
зоны изменения объема и температуры, в преде-
лах которых рассмотренное уравнение допускает 
существование состояний жидкости с отрица-
тельными давлениями 

0 ,sfT T   ;sfb V V   

0 ,sfT T    .sfV V     

Приведем результаты, полученные для не-
которых часто используемых двухпараметриче-
ских уравнений состояния [7]:  

– уравнение Ван-дер-Ваальса 
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– уравнение Бертло 
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– второе уравнение Дитеричи 
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2 Получение результатов для уравнения 

состояния с температурно-зависимым пара-
метром 

Аналогичным образом можно выполнить 
рассмотрение уравнений состояния реальных 
газов (жидкостей) с параметрами, явным образом 
зависящими от приведенной температуры. Од-
ним из первых таких уравнений было уравнение 
Соаве – Редлиха – Квонга [8], в котором в пара-
метр а введена зависимость от приведенной тем-
пературы и ацентрического фактора Питцера ,  
учитывающего несимметричность молекул ин-
дивидуального вещества: 

( )
,

( )
ca TRT

P
V b V V b


 

 


 

  2

( ) 1 ( ) 1 ,T m T        

2( ) 0, 48508 1,55171 0,15613 .m        (2.1) 

Для воды 0,3443   [9]. В критической точке 

(1) 1.   Приведенная форма уравнения имеет вид 
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На основании (0.1) из (2.2) получаем  

0,627505,sfV     3 2 1,    2 1,    
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Рисунок 2.1 – Графики изотерм для 

двухпараметрических уравнений состояния 
в приведенных координатах:  

1 – уравнение Ван-дер-Ваальса;  
2 – уравнение Бертло;  
3 – второе уравнение Дитеричи;  
4 – уравнение Редлиха – Квонга;  
5 – уравнение Соаве – Редлиха – Квонга при 
     0,3443.   
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Для значения 0,3443   (вода) на основа-

нии (2.3) получаем 0,91851.sfT    

Графики рассмотренных граничных изо-
терм в окрестности точки касания приведены на 

рисунке 2.1. Точка касания на оси V  соответст-

вует значению ,sfV  а сами кривые построены на 

основании уравнения состояния, записанного в 

приведенных переменных, при ,sfT T   то есть, 

( , ).sfP P V T     

 
Заключение 
Таким образом, в работе на основе уравне-

ний Ван-дер-Вальса, Бертло, Дитеричи-II, Редли-
ха – Квонга и Соаве – Редлиха – Квонга получе-
ны аналитические выражения (в обычных и при-
веденных переменных) для расчета параметров 
граничного состояния, определяющего возник-
новение фазы растянутой жидкости. 

Полученные соотношения использованы 
для расчета численных значений граничных па-
раметров состояния растянутой жидкости в при-
веденных переменных (таблица). 

 
Таблица – Численные значения параметров 

граничного состояния для растянутой жидкости 
Уравнение 

sfV  sfТ  

Ван-дер-Ваальса 0,66667 0,84375 
Бертло 0,66667 0,91856 
Дитеричи-2 0,62500 0,87551 
Редлиха – Квонга 0,62750 0,89488 
Соаве – Редлиха – Квонга 
при 0,3443   

0,62750 0,91851 

 
Следует отметить малое различие числен-

ных значений параметров граничного состояния, 
полученных на основе разных уравнений, тогда 
как другие термодинамические характеристики 
реального вещества (например, кривые инверсии 
эффекта Джоуля – Томсона) рассмотренные урав-
нения описывают с существенным различием [6].  

Наиболее близкое к наблюдаемому на экс-

перименте значению ,exp 0,92sfT   [10], как сле-

дует из таблицы, дают уравнение Бертло и урав-
нение Соаве – Редлиха – Квонга. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ СТРУКТУРНО-МЕХАНИЧЕСКИХ СВОЙСТВ 
ЗАЩИТНЫХ ЗОЛЬ-ГЕЛЬ ПОКРЫТИЙ НА ОСНОВЕ ОКСИДОВ 
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RESEARCH OF STRUCTURAL AND MECHANICAL PROPERTIES 

OF PROTECTIVE SOL-GEL COATINGS BASED ON OXIDES 
Si, Ti, Zr AND THEIR COMPLEXES 

D.L. Kovalenko1, V.Е. Gaishun1, V.V. Vaskevich1, A.S. Rusykin1, 
M.I. Moskvichev1, V.A. Cherchuk1, S. Mhin2 

1F. Scorina Gomel State University 
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Описан золь-гель-метод получения защитных покрытий на основе оксидов кремния, титана и циркония, содержащих 
армирующие добавки: мелкодисперсный порошок углерода и оксид титана. Определены оптимальные условия синтеза 
и описан способ формирования получаемых материалов. Представлены исследования адгезии полученных покрытий и 
влияние армирующих добавок на твердость и прочность при ударе сформированных защитных золь-гель покрытий.  
 
Ключевые слова: золь-гель технология, защитные покрытия, адгезия, твердость, гидрофобные свойства. 
 
А sol-gel method for producing protective coatings based on silicon, titanium and zirconium oxides containing reinforcing addi-
tives: carbon powder and titanium oxide is resented. The optimal synthesis conditions are determined and the main regime of 
formation of the obtained materials is described. The investigation of the adhesion of the obtained coatings and studying the ef-
fect of adding reinforcing additives on the hardness and impact strength of the formed protective sol-gel coatings are presented. 
 
Keywords: sol-gel technology, protective coatings, adhesion, hardness, hydrophobic properties. 

 
 

Введение  
Проблема повышения коррозионной и тер-

мической стойкости деталей из металлов и спла-
вов является весьма актуальной и ее решение 
зачастую, не всегда эффективно и связано с 
большими материальными затратами. В послед-
ние годы значительно возрос интерес к разработ-
ке новых методов обработки рабочих поверхно-
стей узлов изделий, в числе которых важное ме-
сто занимают методы вакуумного осаждения 
функциональных покрытий, приводящие к изме-
нению структуры и состава поверхностных слоев 
и, в конечном счете, к повышению эксплуатаци-
онных характеристик изделий, использующихся 
в условиях агрессивных сред. Одним из прогрес-
сивных и быстроразвивающихся методов полу-
чения покрытий с заданными свойствами являет-
ся золь-гель метод. С использованием этого ме-
тода возможно получать многослойные покры-
тия, состоящие из слоев разного состава, для 
улучшения не только адгезионных свойств, но и 
для придания получаемым материалам улучшен-
ных физико-химических и структурно-проч-
ностных характеристик по сравнению с сущест-
вующими методами защиты поверхности [2]–[4]. 

1 Экспериментальная часть 
 Для синтеза защитных композиционных по-
крытий использовали пленкообразующие раство-
ры на основе: тетраэтилортосиликата, метил-
триэтоксисилана, этоксида титана, пропоксида 
титана, пропоксида циркония и их композиций. 
Указанные пленкообразующие алкоксисоедине-
ния и неорганические вещества используют в ви-
де растворов в полярных органических жидко-
стях, спиртоводных или ацетоноводных смесях. 
При этом содержание воды в зависимости от при-
роды пленкообразующего вещества колеблется от 
0,1 об. % до (10–20) об. %. В некоторых случаях 
при получении пленок из смесей нескольких со-
единений возможно применение и смешанных 
полярных и неполярных растворителей [1], [4]. 
 В растворах пленкообразующих веществ 
должно осуществляться оптимальное соотноше-
ние исходного основного пленкообразующего 
вещества, растворителя и катализатора. Это 
должно одновременно обеспечить, с одной сто-
роны, быстрый частичный или полный гидролиз 
в растворе с сохранением образующихся продук-
тов  гидролиза соответствующих кислот или 
гидроокисей элементов в виде золя и, с другой 
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стороны, мгновенный окончательный гидролиз в 
тонком слое на обрабатываемой поверхности. 
Кроме того, только при оптимальных соотно-
шениях компонентов в растворе образующиеся 
пленки сцепляются достаточно прочно с поверх-
ностью обрабатываемого материала [1]. 

Гидролиз в получаемых растворах про-
водили с использованием воды в присутствии 
растворителя. В качестве катализатора высту-
пали азотная и соляная кислота. В растворах на 
основе этоксида титана, пропоксида титана и 
пропоксида циркония гидролиз походил при ми-
нимальном содержании воды в течении 10–12 
суток. В растворах на основе тетраэтилорто-
силиката, метилтриэтоксисилана реакция гидро-
лиза протекала в присутствии воды (до 15 об. %) 
в течении 2–3 суток. После созревания в при-
готовленные растворы вводили армирующие 
добавки: мелкодисперсный порошок углерода 
(20–30 масс. %) и оксид титана (10–20 масс. %), 
для придания получаемым покрытиям дополни-
тельных защитных свойств.  

Нанесение защитных золь-гель покрытий на 
подложки может осуществляться несколькими 
способами. В зависимости от необходимого эф-
фекта выбирается определенный материал по-
крытия (прекурсор) и технология нанесения 
золь-гель пленки. Композиционные покрытия на 
металлических подложках 10050 мм были сфор-
мированы методом распыления. Метод распы-
ления достаточно распространен, готовый раст-
вор наносят краскопультом, распыляя золь по 
всей поверхности ровным слоем. Универсаль-
ность метода заключается в возможности его 
применения с разной производительностью пра-
ктически в любых производственных условиях 
как при получении защитных покрытий вручную 
на отдельных изделиях, так и при нанесении рас-
твора на полностью автоматизированных поточ-
ных линиях. Преимуществом аэрозольного рас-
пыления пленкообразующего раствора является 
возможность покрытия поверхности произволь-
ного размера и формы.  
 После нанесения на поверхности подложки 
формируется однородный по толщине слой сое-
динений того или иного элемента. Последующая 
термическая обработка приводит к завершению 
реакций разложения промежуточных продуктов 
гидролиза и к полному удалению растворителя и 
органических остатков. Образующаяся сверху 
твердая пленка препятствует свободному удале-
нию паров растворителей, находящихся в ниже-
лежащих слоях. Поэтому сушка ведется ступен-
чато: в начальный период (при интенсивном ис-
парении растворителя), при температуре (60–
100)° С в течении 10–15 минут, затем при темпе-
ратуре (200–250)° С в течении 30–60 минут. Ско-
рость отверждения покрытий зависит от вида плен-
кообразующего раствора и толщины покрытия. 
 

 2 Результаты и их обсуждение 
 2.1 Измерение толщины полученных по-
крытий. Так как получаемые композиционные 
покрытия по толщине близки к лакокрасочным 
покрытиям контроль толщины проводили с ис-
пользованием толщиномера САЕdt-156. 
 

Таблица 2.1 – Результаты исследования 
толщины силикатных покрытий 

Образец 
Толщина, 

мкм 
TiO2 покрытие 12,3 
ZrO2 покрытие 13,0 
SiO2 покрытие 20,5 

+ порошок TiO 20 масс.% 21,4 
TiO2 + порошок углерода 30 масс.% 30,2 

+ порошок TiO 20 масс.% 20,7 
ZrO2 + порошок углерода 30 масс.% 28,7 

+ порошок TiO 20 масс.% 47,8 
SiO2 + порошок углерода 30 масс.% 34,6 

 

Результаты исследований показали, что 
наибольшей толщиной обладают силикатные 
покрытия на основе диоксида кремния с добав-
лением оксида титана. Однако использование тех 
же добавок при легировании покрытий на основе 
диоксида титана уже не вносит существенный 
вклад в толщину покрытий. Увеличение концен-
трации порошка в обоих случаях несущественно 
влияет на толщины исследуемых покрытий.  
 2.2 Исследование адгезии к подложке. Ис-
пытание адгезии может выполняться в целях 
контроля качества, но, как правило, применяется 
для соблюдения промышленных стандартов и 
технических условий. Испытание адгезии во 
время нанесения покрытия квалифицирует проч-
ность связи подложки и покрытия. Даже в уста-
новленных процессах нанесения покрытий мно-
гие факторы могут влиять на адгезию. Для опре-
деления адгезии используют метод решетчатого 
надреза и метод параллельных надрезов [3].  
 

Таблица 2.2 – Результаты исследования ад-
гезии методом решетчатого надреза 

Образец 
Адге-
зия, 
% 

Класс  
(ISO 
2409: 
2013) 

TiO2 покрытие 100 0 
ZrO2 покрытие 99 0 
SiO2 покрытие 100 0 

+ порошок TiO 20 масс.% 99 0 
TiO2 + порошок углерода 30 масс.% 99 0 

+ порошок TiO 20 масс.% 92 1 
ZrO2 + порошок углерода 30 масс.% 94 1 

+ порошок TiO 20 масс.% 100 0 
SiO2 + порошок углерода 30 масс.% 100 0 

 

Результаты испытания показали, что все по-
крытия на основе SiO2 и TiO2 имеют самый вы-
сокий класс адгезии согласно ISO 2409:2013 – 
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Класс 0 (края надрезов полностью гладкие; сег-
менты нарезанной решетки не отслоились). По-
крытия на основе ZrO2  армированные порошка-
ми имеют класс адгезии – 1 (отслоение мелких 
чешуек покрытия на пересечении надрезов; 
площадь отслоений немного превышает 5% 
площади решетки). Стоит отметить, что введение 
армирующих порошков в покрытие на основе 
ZrO2 приводит к ухудшению адгезии к подложке 
по сравнение с чистым ZrO2 покрытием.  

2.3 Исследование твердости полученных 
покрытий. Из многочисленных методов испыта-
ний твердости были выбраны два метода. Первый 
метод определения твердости методом Виккерса. 

Исследование проводили на покрытиях, 
сформированных на алюминиевых подложках. 
Результаты измерения твердости по Виккерсу 
полученных композиционных покрытий пред-
ставлены в таблице 2.3, оказываемая нагрузка на 
поверхность равна 100 г. 

 

Таблица 2.3 – Результаты измерения твер-
дости по Виккерсу 

Образец 
Твердость 

по Виккерсу, 
МПа 

Без покрытия 332 
TiO2 покрытие 405 
ZrO2 покрытие 388 
SiO2 покрытие 577 

+ порошок TiO 20 масс.% 441 
TiO2 + порошок углерода 30 масс.% 407 

+ порошок TiO 20 масс.% 402 
ZrO2 + порошок углерода 30 масс.% 399 

+ порошок TiO 20 масс.% 671 
SiO2 + порошок углерода 30 масс.% 711 

 

Результаты исследования твёрдости по Вик-
керсу показывают, что использование в качестве 
армирующих добавок порошков оксида титана и 
углерода в покрытиях на основе SiO2 приводит к 
увеличению твёрдости с 577 МПа до 711 МПа (при 
использовании порошка углерода), и до 671 МПа 
(при использовании порошка оксида титана). 
Введение порошка оксида титана позволяет уве-
личить твердость SiO2 покрытий на 16%, а вве-
дение порошка углерода увеличить твердость на 
23%. Введение армирующих порошков в по-
крытия на основе TiO2 и ZrO2 не оказывает сущест-
венного влияния на твёрдость получаемых покры-
тий. Твердость покрытий увеличивается на 1–3%. 

Второй метод Вольфа – Виборна, распро-
странен в лакокрасочной промышленности, ос-
нован на скробировании поверхности графито-
вым карандашом. Твердость покрытия соответ-
ствует максимальной твердости карандаша, ко-
торый не повреждает покрытие [4].  

Карандаши используются с твердостями в 
диапазоне от 6В до 9Н. На твердость могут 
повлиять атмосферные условия (температура 
и влажность), поэтому все пленки должны 

подготавливаться, испытываться в одинаковых 
условиях. Результаты измерения твердости с по-
мощью карандаша представлены в таблице 2.4. 

 

Таблица 2.4 – Результаты измерения твер-
дости методом Вольфа – Виборна 

Образец Твердость
TiO2 покрытие 3H 
ZrO2 покрытие 3H 
SiO2 покрытие 5H 

+ порошок TiO 20 масс.% 4H 
TiO2 + порошок углерода 30 масс.% 4H 

+ порошок TiO 20 масс.% 3H 
ZrO2 + порошок углерода 30 масс.% 3H 

+ порошок TiO 20 масс.% 6H 
SiO2 + порошок углерода 30 масс.% 7H 

 

 Результаты испытания твёрдости по методу 
Вольфа – Виборна показали, что покрытие на 
основе SiO2 без введения армирующих добавок 
имеет твердость – 5H, при этом введение порош-
ка углерода позволяет увеличить твердость до 
7H. Покрытия на основе TiO2 и ZrO2 имеют мень-
шую твердость – 4H, а введение армирующих 
добавок не оказывает влияния на увеличение их 
твердости. Полученные данные согласуются с 
результатами измерения твердости по Викерсу.  

2.4 Исследование прочности покрытий при 
ударе. Основной из характеристик, определяю-
щей гарантированный производителем покрытий 
срок эксплуатации и антикоррозионную защиту 
любого промышленного изделия, является проч-
ность покрытий при ударе. 

Любое покрытие за период всего срока экс-
плуатации изделия, включая процесс транспор-
тировки и монтажа и кончая его эксплуатацией в 
различных климатических условиях окружающей 
среды, испытывает динамические и статические 
нагрузки, среди которых периодические удары. 

Международный стандарт ISO 6272,  ГОСТ 
Р 53007-2008 и ГОСТ 4765 определяют метод 
измерения прочности покрытий при ударе. Для 
исследования ударопрочности использовался при-
бор Удар-Тестер фирмы Градиент-Техно. Глав-
ным требованием ГОСТ Р 53007-2008 и ISO 6272 
является наличие в составе прибора механизма 
прижима и фиксации образца с покрытием при 
проведении испытания. Метод измерения проч-
ности покрытий при ударе относится к одним из 
методов оценки адгезии и твердости однослой-
ных и многослойных покрытий, особенно в про-
цессе производства изделий. Он заключается в 
нанесении с определенной высоты ударного воз-
действия по покрытию бойком с наконечником 
сферической формы с диаметром 8 мм и тариро-
ванной массы величиной 1 кг. При испытании 
образец с покрытием жестко фиксируется на 
матрице с отверстием диаметра 15 мм для защи-
ты от явлений деформации (рисунок 2.1). Испы-
тание проводят, сбрасывая груз с высоты 0,5–1 м. 
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Высота нанесения ударного воздействия, 
при которой на покрытии появляются первые 
признаки начала разрушения, определяется как 
величина ударопрочности покрытия. 

 

 
Рисунок 2.1 – Результат испытания на прочность 

SiO2 покрытия армированного 30 масс.%  
порошка углерода при ударе 

 

Результаты испытания показали, что покры-
тия на основе SiO2, содержащие углерод и оксид 
титана, выдерживают удар груза массой 1 кг с 
высоты 1 м. Покрытия на основе ZrO2 и TiO2, 
армированные углеродом и оксидом титана, ме-
нее стойкие и  имеют незначительные отслоения 
при ударе груза массой 1 кг с высоты 1 м.  
 2.5 Исследование механической прочности 
покрытий методом истирания. Для определения 
механической прочности защитных покрытий 
применяют склерометрический метод и (или) 
метод истирания. Наиболее подходящими мето-
дами определения механической прочности по-
крытий являются те, которые основаны на опре-
делении прочности покрытий к истиранию.  

Прочность полученных в работе защитных 
золь-гель покрытий определялась методом исти-
рания резиновым наконечником, изготовленным 
из пищевой резины средней плотности, через 
батистовую прокладку при следующих парамет-
рах: частота вращения – 300 об/мин, общее число 
оборотов – 6000, нагрузка на наконечник – 200 г, 
расстояние от оси вращения – 5 мм.  

 

 Таблица 2.5 – Механическая стойкость по-
крытий 

Образец 
Механическая 

стойкость, количест-
во циклов стирания 

ZrO2 покрытие  >6000 
TiO2 покрытие  >6000 
SiO2 покрытие >6000 

 

По результатам исследования механической 
прочности установлено, что полученные по-
крытия обладают высокой механической стойко-
стью к истиранию. 

 

Заключение 
Установлено, что толщина покрытий варьи-

руется от 21 до 45 мкм и зависит от состава по-
крытия и наполнителя. Покрытия обладают вы-
сокой адгезией к материалам на основе металлов 
и сплавов. Использование в качестве армирую-
щей добавки порошка оксида титана позволяет 
увеличить твердость SiO2 покрытий на 16%, а 
введение порошка углерода увеличить твердость 
на 23%. Введение армирующих порошков в по-
крытия на основе TiO2 и ZrO2 не оказывает суще-
ственного влияния на твёрдость получаемых по-
крытий (твердость покрытий увеличивается на 
1–3%). Покрытия на основе SiO2, содержащие 
углерод и оксид титана, выдерживают удар груза 
массой 1 кг с высоты 1 м. Покрытия на основе 
ZrO2 и TiO2, армированные углеродом и оксидом 
титана, менее стойкие и имеют незначительные от-
слоения при ударе груза массой 1 кг с высоты 1 м.  

По результатам исследования механической 
прочности можно сделать вывод, что получен-
ные покрытия обладают высокой механической 
стойкостью к истиранию (более 6000 циклов).  
 Представленные в работе защитные покры-
тия найдут свое применение в машинострои-
тельной и приборостроительной индустрии в 
качестве коррозионно-стойких и декоративных 
покрытий.  
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПРИПОВЕРХНОСТНОГО НАРУШЕННОГО СЛОЯ 
В ПЛАСТИНАХ МОНОКРИСТАЛЛИЧЕСКОГО КРЕМНИЯ ПОСЛЕ  

ХИМИКО-МЕХАНИЧЕСКОЙ ПОЛИРОВКИ 

Я.А. Косенок, В.Е. Гайшун, О.И. Тюленкова 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

INVESTIGATION OF THE NEAR-SURFACE DAMAGED LAYER 
IN MONOCRYSTALLINE SILICON WAFERS AFTER 

CHEMICAL-MECHANICAL POLISHING 

Ya.А. Kosenok, V.E. Gaishun, O.I. Tyulenkova 

F. Scorina Gomel State University 
 

В процессе химико-механической полировки (ХМП) пластин монокристаллического кремния применяют суспензии на 
основе наноразмерного диоксида кремния. Качество поверхности полупроводниковых подложек характеризуется ше-
роховатостью и глубиной структурно нарушенного слоя. Методом комбинационного рассеяния света исследуется на-
рушенный слой и влияние шероховатости поверхности на интенсивность спектральных линий. Показано, что интен-
сивность основной рамановской моды кремния сильно зависит от шероховатости поверхности.  
 
Ключевые слова: комбинационное рассеяние света, шероховатость поверхности, наноразмерные частицы, нарушен-
ный слой, химико-механическая полировка. 
 
In the process of chemical-mechanical polishing (CMP) of monocrystalline silicon wafers, suspensions based on nanosized 
silica dioxide are used. The quality of the surface of semiconductor substrates is characterized by roughness and depth of 
structural damaged layer. The damaged layer and the effect of surface roughness on the intensity of spectral lines are 
investigated by Raman spectroscopy. It is shown that the intensity of the main Raman mode of silicon strongly depends on the 
surface roughness.  
 
Keywords: raman spectroscopy, surface roughness, nanosized particles, damaged layer, chemical-mechanical polishing. 

 
 

Введение  
На сегодняшний день кремний, благодаря 

своим электрофизическим и механическим свой-
ствам, является основным материалом для про-
изводства микроэлектронных устройств. Полу-
проводниковая кремниевая подложка является 
основной конструкционной базой в производстве 
приборов и микросхем. При создании интеграль-
ных микросхем предъявляются высокие требо-
вания к качеству поверхности и приповерхност-
ному слою пластин кремния. Существует зави-
симость качества диэлектрического слоя от мик-
ронеровностей (шероховатости) поверхности 
полупроводниковых пластин (при толщине фор-
мируемого слоя SiO2 менее 10 нм), что напрямую 
влияет на стабильность работы транзисторных 
структур [1]. В настоящее время в Республике 
Беларусь и странах СНГ изготавливаются инте-
гральные микросхемы с минимальными разме-
рами элементов менее 1 мкм с толщиной слоя 
SiO2 9 нм на пластинах диаметром до 150 мм. 
Характеристики диэлектрического слоя, а значит 
и работа всей интегральной микросхемы, зависят 
от величины микронеровностей поверхности 
подложек монокристаллического кремния уров-
ня десятых долей нанометра. От правильной об-
работки поверхности подложек зависят не только 

структура, свойства наносимых слоёв и электри-
ческие характеристики элементов, но и их вос-
производимость, выход годных элементов, т. е. в 
конечном счете стоимость и качество электрон-
ных изделий [2]. 

Химико-механическое полирование (ХМП) – 
широко распространенный и наиболее эффек-
тивный метод получения зеркальной гладкой 
поверхности. ХМП является завершающим и 
одним из ключевых этапов подготовки пластин. 
Важным является также выбор материалов для 
ХМП. Мы предлагаем использовать полирующие 
суспензии на основе наноразмерных частиц ди-
оксида кремния [3]. Контроль структурного со-
вершенства приповерхностных слоёв кремние-
вых пластин производится при варьировании 
химической и механической составляющих в 
процессе полирования.   

Качество поверхности полупроводниковых 
подложек характеризуется шероховатостью и 
глубиной структурно нарушенного слоя. Суще-
ствуют стандартные [4] и новые перспективные 
методы определения параметров нарушенного 
слоя [5]. Для всех методов общим является реги-
страция какого-либо физико-химического пара-
метра, зависящего от степени дефектности кри-
сталла, на различных расстояниях от поверхности. 

ФИЗИКА
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На практике чаще всего используется послойное 
удаление материала (метод селективного хими-
ческого травления) [2]. Однако стандартными 
методами контроля состояния поверхности нель-
зя получить данные о шероховатости поверхно-
сти на наноуровне. Преимущество отдается не-
разрушающим методам контроля, основанным на 
дифракции электромагнитного излучения на не-
однородной границе раздела сред (оптические и 
рентгеновские) и прямым методам контроля на-
норельефа (атомно-силовая микроскопия) [6]. 
Цель работы – определение нарушенного слоя 
методом комбинационного рассеяния света 
(КРС) и влияния шероховатости поверхности на 
интенсивность КРС.  

 

1 Экспериментальная часть 
Для исследований были отобраны пластины 

монокристаллического кремния марки КЭФ-0.5 
(кремний электронного типа проводимости с 
удельным сопротивлением 0,5 Омꞏсм) с ориента-
цией (111), прошедшие последовательно предва-
рительную и финишную стадии ХМП суспензия-
ми на основе наноразмерного диоксида кремния 
(d  40 нм) и травление в смеси кислот HNO3 и 
HF. Основные технологические параметры про-
цесса ХМП приведены в таблице 1.1. 
 

Таблица 1.1 – Основные технологические па-
раметры процесса ХМП пластин монокристал-
лического кремния полирующими композициями 
на основе наноразмерных частиц диоксида кремния 
 

Марка суспензии 
Характеристика 

СПС-81М СПС-55М

Стадия использования I стадия II стадия
Рекомендуемое 
разбавление 

1:10 1:10 

рН после разбавления 11,2–11,6 10,4–10,6
Плотность после 
разбавления, г/см3 

1,005 1,01 

Давление, кгс/см2 0,4 1,0 
Расход суспензии, мл/мин 50 200 
Температура полировки, оС 51–55 48–50 
Время обработки, мин 50 8 
Величина съёма, мкм 30 1 
Рекомендуемый тип 
полировальника 

политан сегаль 

 
Исследования топографии поверхности пла-

стин монокристаллического кремния проводи-
лись на высокоразрешающем атомно-силовом 
микроскопе SOLVER P 47-PRO (фирмы «NT – 
MDT», Россия). Для анализа образцов полиро-
ванных пластин кремния методом спектроскопии 
комбинационного рассеяния использовали кон-
фокальный микроспектрометр inVia производст-
ва Renishaw (Великобритания). Конфигурация 
прибора: HeCd лазер возбуждения 442 нм (мощ-
ность лазера – 80 мВт), время экспозиции – 1 с. 

2 Результаты и их обсуждение 
При проведении операций шлифовки и по-

лировки в пластине монокристаллического 
кремния появляются механические напряжения, 
которые создают нарушенный слой, прилегающий 
к поверхности пластины. Структура нарушенно-
го слоя состоит из четырех зон: верхняя зона – 
рельефный слой h1, под ней расположен трещи-
новатый слой h2, содержащий микротрещины, 
далее напряженный слой h3, содержащий упру-
гие деформации и сдвиги, и дефектный слой h4, 
где число дислокаций повышено по сравнению с 
остальным объёмом кремния (рисунок 2.1).  

В нарушенном слое обнаруживаются раз-
личные переходные структуры от монокристалла 
до искаженного поликристалла или даже аморф-
ного слоя, которые могут быть обнаружены раз-
личными спектроскопическими и рентгеновски-
ми методами.  

Кристаллическая решётка кремния куби-
ческая гранецентрированная типа алмаза, про-
странственная группа Fd3m. Известно, что в ма-
териалах, обладающих алмазоподобной решет-
кой, элементарная ячейка содержит два атома. 
Поэтому в зоне Бриллюэна существует шесть 
фононных ветвей: три акустические и три опти-
ческие фононные ветви [7]. 
 

 
Рисунок 2.1 – Структура нарушенного слоя 

 
На рисунке 2.2 представлен спектр КРС для 

пластин монокристаллического кремния, поли-
рованных композициями СПС-81М и СПС-55М, 
и для сравнения приведен спектр полированной 
пластины монокристаллического кремния с на-
рушенным слоем из работы [8].  

Вследствие трансляционной симметрии в 
монокристаллическом кремнии квазиимпульс 
сохраняется, и в процессе КРС могут принимать 
участие фононы из центра зоны Бриллюэна, так 
как импульс светового фотона примерно на три 
порядка меньше границ зоны Бриллюэна [9]. 
Видно, что спектр КРС первого порядка моно-
кристаллического кремния  представляет  собой  
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                                          а)                                                                                            б) 

Рисунок 2.2 – Спектры КРС полированной пластины монокристалического кремния:  
а) – без нарушенного слоя; б) – с нарушенным слоем [8] 

 

 
Рисунок 2.3 – АСМ изображения полированных пластин кремния, 

имеющих разную шероховатость (Rms) 
 
одиночную линию с положением максимума на 
частоте 520,7 см-1, которая соответствует трижды 
вырожденному оптическому колебанию симметрии 
F2g. Для образцов, обладающих высоким струк-
турным совершенством, ширина этой фононной 
линии ~ 3 см-1. Широкий пик КР второго порядка 
в области 900–1100 см-1 соответствует суперпо-
зиции трех поперечных оптических фононов 
~ 2ТО (X), 2ТО (W) и 2ТО (L) [10]. 

В сравнение, в аморфных материалах даль-
ний порядок (трансляционная симметрия) кри-
сталлической решетки частично или полностью 
нарушены, что приводит к снятию запрета, на-
кладываемого законом сохранения квазиимпуль-
са. Как следствие, фононы с любыми волновыми 
векторами разрешены в их спектрах КРС, которые 
в итоге воспроизводят плотность колебательных 
состояний кристаллического кремния [11]. В спек-
тре комбинационного рассеяния полированной 

a) б)

в) г)
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поверхности пластины с нарушенным слоем (ри-
сунок 2.2, б) имеются дополнительные пики с 
волновыми числами 134,5 см-1 и 480,2 см-1. Широ-
кий пик с максимумом около 134,5 см-1 приписы-
вается аморфному кремнию (-Si), а пик при 
480,2 см-1 относится к -Si и нано-Si [12]. 

Методом АСМ были получены изображе-
ния поверхности пластин монокристаллического 
кремния, характеризующие поверхность под-
ложки после I стадии полировки (рисунок 2.3, б), 
после I стадии полировки и травления (рисунок 
2.3, а), после II стадии полировки (рисунок 2.3, г) 
и после полировки и последующего травления 
(рисунок 2.3, в). Поверхность пластин является 
однородной со среднеквадратичной шероховато-
стью Rms от 0,9 нм до 6,4 нм.  Наличие поверх-
ностных дефектов и нарушение поверхностного 
слоя не установлено. Некоторые перепады по 
высоте обусловлены процессом полировки, а 
также остаточными оксидами кремния. Шерохо-
ватость поверхности полупроводниковых пла-
стин увеличивается после проведения техноло-
гических операций обработки, в частности, трав-
ления подложек, в результате которого на поли-
рованной поверхности кремния формируется 
развитая нанопористая структура (рисунок 2.3, а). 

Интенсивность рассеяния связана с распре-
делением атомов (наночастиц) на поверхности: 
большее количество атомов вызывает более вы-
сокую интенсивность рассеяния. Это наблюдает-
ся в усилении интенсивности пиков комбинаци-
онного рассеяния с увеличением шероховатости 
поверхности. Например, гигантское комбинаци-
онное рассеяние состоит в увеличении (до 106) 
интенсивности линий при комбинационном рас-
сеянии света на молекулах, адсорбированных на 
шероховатых поверхностях металлов (как прави-
ло, Ag, Au, Cu). Гигантское комбинационное 
рассеяние основано на эффекте плазмонного ре-
зонанса. Однако, такой механизм не является 
единственным для увеличения поверхностного 
светорассеяния. Аналогичное усиление КР на-
блюдается для микросфер диоксида кремния 
[11], ключевую роль здесь играет оптический 
резонанс мод типа шепчущей галереи [12]. В 
случае наноструктурированного кремния также 
наблюдается усиление КРС [13], [14]. Точный 
механизм усиления комбинационного рассеяния 
света наноструктурной поверхностью до конца 
не выяснен из-за одновременного прохождения 
нескольких процессов. 

Хорошим экспериментальным доказатель-
ством эффекта усиления КРС является эволюция 
основной рамановской моды кремния (рисунок 
2.4). Видно, что интенсивность КРС сильно зави-
сит от шероховатости поверхности (при увели-
чении Rms на 5,5 нм интенсивность пика КРС 
увеличивается в 3 раза). При этом положение 
пика КРС и его полуширина не изменяется.   

Поскольку кремниевые наноструктуры не 
содержат никакого плазмонного резонанса для 
длины волны 442 нм, это усиление не подчиня-
ется плазмонному механизму. В спектроскопии 
КРС необходимо учитывать количество исследуе-
мого вещества при сравнении нескольких образ-
цов. Согласно АСМ изображениям (рисунок 2.3) 
площадь поверхности больше у образцов с 
большей шероховатостью. Также необходимо 
учитывать весь объем материала, в котором про-
исходит взаимодействие света с веществом. В 
[15] показано, что усиление КРС не зависит от 
длины волны возбуждения, следовательно, уве-
личение площади или объёма поверхности явля-
ется не единственным механизмом усиления 
комбинационного рассеяния. Усиление КРС 
электрохимически шероховатых пластин крем-
ния в [16] объясняется двумя эффектами: элек-
тромагнитным объемным резонансом и резонан-
сом, возникающим на наночастицах кремния. 
 

 
 

Рисунок 2.4 – Спектры КРС полированных 
пластин монокристалического кремния с разной 

шероховатостью в области рассеяния на 
LO-фононе из центра зоны Бриллюэна 

 
На спектрах КРС полированных пластин 

кремния (рисунок 2.4) не наблюдается сдвига и 
уширения основной полосы, что свидетельствует 
о том, что после полировки, травления и после-
дующей очистки не образуются наночастицы 
кремния. Следовательно, наблюдаемое здесь 
усиление КРС с увеличением шероховатости 
поверхности возникает только из-за резонанса в 
объёме кремния. Также усиление КРС, наблю-
даемое в макро- и нанопористом кремнии, объ-
ясняется многократным поглощением и отраже-
нием в порах рассеянного излучения [15]. Этот 
эффект также вносит свой вклад в усиление КРС 
и в нашем случае. 

 
Заключение 
На спектрах КРС пластин монокристалли-

ческого кремния, прошедших химико-механи-
ческую полировку суспензиями на основе нано-
размерного диоксида кремния, не наблюдается 
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пиков, относящихся к аморфной или какой-либо 
другой переходной структуре кремния. Из чего 
можно сделать вывод, что нарушенный слой на 
данных пластинах отсутствует. 

В результате проведенных исследований ус-
тановлена зависимость интенсивности спект-
ральных линий комбинационного рассеяния 
света от шероховатости поверхности полиро-
ванных пластин монокристаллического кремния. 
Показано увеличение основной рамановской мо-
ды кремния в 3 раза при увеличении среднеквад-
ратичной шероховатости всего на 5,5 нм. Этот 
эффект возникает из-за электромагнитного резо-
нанса в объёме кремния.  

Метод комбинационного рассеяния света в 
сочетании с методом атомно-силовой микроско-
пии могут быть применены для контроля нару-
шенного слоя и шероховатости поверхности пла-
стин монокристаллического кремния после их 
предварительной и финишной химико-механи-
ческой полировки. 

Авторы выражают особую благодарность 
Dumitru Luca и Marius Dobromir из университе-
та Александру Куза за проведенные измерения 
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В ОДНООСНЫХ КРИСТАЛЛАХ 

Г.В. Кулак1, Г.В. Крох1, П.И. Ропот2, Т.В. Николаенко1 

1Мозырский государственный педагогический университет им. И.П. Шамякина 
2Институт физики им. Б.И. Степанова НАН Беларуси 

 
THE COLLINEAR ACOUSTO-OPTICAL FILTRATION OF POLYCHROMATIC 

BESSEL LIGHT BEAMS IN UNIAXIAL CRYSTALS 

G.V. Kulak1, G.V. Krokh1, P.I. Ropot2, T.V. Nikolaenko1 
1I.P. Shamyakin Mozyr State Pedagogical University  

2 B.I. Stepanov Institute of Physics of NAS Belarus 
 

Исследованы особенности коллинеарной акустооптической фильтрации квазибездифракционных бесселевых световых 
пучков о- и е- типа в одноосных кристаллах. С использованием метода интегралов перекрытия найдено выражение для 
эффективности дифракции в зависимости от параметров акустооптического взаимодействия, а также от значений инте-
гралов перекрытия. Показано, что для моды нулевого порядка бесселевого светового пучка для кристалла ниобата ли-
тия в условиях поперечного фазового синхронизма и в диапазоне оптического спектра 0,4–0,7 мкм достижима полоса 
пропускания фильтра ~0,2 нм; с увеличением порядка моды m ≥ 1 увеличение полосы пропускания незначительно и 
составляет ~0,23-0,24 нм.  
 
Ключевые слова: коллинеарное акустооптическое взаимодействие, бесселевы световые пучки, акустооптическая 
фильтрация, одноосный кристалл, эффективность дифракции, разрешение фильтра. 
 
The collinear acousto-optic filtration of quasi-nondiffracting Bessel light beams of o- and e-types in uniaxial crystals has been 
investigated. Using the method of overlap integrals the expression for the diffraction efficiency depending on the parameters of 
acoustooptical interacting of Bessel beams and the value of overlap integral is founded. It is shown that for zero order Bessel 
light beams in the transversal phase-matching conditions of the diffracted waves in the range of optical spectrum of 0,4–0,7 m 
for lithium niobate crystals the transmission bandwidth of ~0,2 nm is reached; with evaluation of Bessel beam order of m ≥ 1 
the bandwidth of transmission is not so significantly big, than ~0,23-0,24 nm.  
 
Keywords: collinear acousto-optic interaction, acousto-optic filtration, Bessel light beams, uniaxial crystal, diffraction 
efficiency. 

 
 

Введение 
В настоящее время для целей акустооптиче-

ского (АО) преобразования значительный инте-
рес представляют бесселевы световые пучки 
(БСП), распространяющиеся в одноосных кри-
сталлах [1], [2]. Ряд особенностей коллинеарных 
АО взаимодействий БСП исследованы в работах 
[3], [4]. При этом исследовались, в основном, 
особенности АО преобразований пространствен-
ной структуры БСП различных порядков. Следу-
ет отметить, однако, что для ряда важных при-
менений значительный интерес представляют 
процессы коллинеарной АО фильтрации поли-
хроматических БСП на ультразвуке в анизотроп-
ных средах [5]. Такие процессы перспективны 
для создания узкополосных коллинеарных пере-
страиваемых АО фильтров [6]. В этой связи, для 
целей АО фильтрации широкополосного оптиче-
ского излучения важно использовать БСП, по-
скольку они обладают свойствами квазибездиф-
ракционности и самореконструкции пространст-
венной структуры [4].  

В настоящей работе с использованием ме-
тода интегралов перекрытия рассмотрена колли-
неарная АО фильтрация бесселевых полихрома-
тических световых пучков высоких порядков при 
коллинеарном АО взаимодействии в одноосных 
кристаллах. При этом, в качестве примера, рас-
смотрена АО дифракция БСП в кристаллах нио-
бата лития (LiNbO3) на сдвиговой УЗ волне, рас-
пространяющейся под некоторым углом к опти-
ческой оси кристалла. Такая геометрия коллине-
арного попутного АО взаимодействия является 
наиболее эффективной и реализуется, когда ди-
фрагированные световые волны распространя-
ются ортогонально оптической оси кристалла 
(o,e = 00) [7]. 

Кроме обычного продольного фазового со-
гласования, БСП должны удовлетворять услови-
ям поперечного фазового согласования [3], [4]. 
Такое согласование связано с тем, что БСП с 
различными углами конусности имеют различ-
ную пространственную структуру и, как следст-
вие, различные величины интегралов перекрытия 
дифрагированных пучков. При этом вычисление 
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интегралов перекрытия (gm) позволяет найти их 
максимальные значения в условиях поперечного 
синхронизма.  
 

 
Рисунок 0.1 – Диаграмма волновых векторов 

падающего и дифрагированного света 
при заданной частоте (f) ультразвука 

и длине волны () света 
 

1 Теоретические результаты 
Рассмотрим геометрию АО взаимодействия, 

при которой УЗ волна распространяется в кри-
сталле LiNbO3 в направлении оси Х и занимает 
пространство между плоскостями x = 0 и x = l. 
Будем считать, что падающая волна в одноосном 
кристалле имеет обыкновенную «о» поляриза-
цию и является бесселевым световым пучком о-
типа [7]. В свою очередь, дифрагированная волна 
имеет необыкновенную «е» поляризацию и явля-
ется бесселевым пучком е-типа (рисунок 0.1). 
Ось падающего БСП о-типа расположена в плос-
кости XZ под некоторым углом к оптической оси 
Z кристалла. При этом реализуются условия про-

странственного o ek K k k   
  

 и временного 

d    синхронизма, где ok


 ( )ek


 – волновой 

вектор бесселева пучка о-типа (е-типа), K


 – вол-

новой вектор УЗ волны, k


 – расстройка фазо-
вого синхронизма (продольное фазовое рассо-
гласование). Система уравнений связанных волн 
для амплитуд падающего (Ао) пучка о-типа и 
дифрагированного (Ае) пучка е-типа имеет вид: 
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где звездочка «*» означает комплексное сопря-
жение. В уравнениях (1.1) вектор-функции поля-
ризации падающего бесселева пучка о-типа и 
дифрагированного пучка е-типа даются следую-
щими выражениями [1], [2]: 

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

,

,
o o o o

e e e e

e e e e e e e

e e e e e e e

  
  

   
      (1.2) 

'
1 1

1

'
||

'
1 1

2 4 4 '

2 '
1 1

cos ( ( ) ( ) )

2

sin ( ),

cos ( ( ) ( ) )

2 1 tg

sin ( ( ) ( ) )
,

2

i i
o o m o m o

o

o o m o

i i
o o m o m o

o

o

i i
o o m o m o

iq J q e J q e
e

iq J q

q J q e J q e
e

a

q J q e J q e

  
    



  
    

  
    

   
 

  

   
 

 

   


 

' 2 '
1 1

3 4 4 '

cos ( ( ) ( ) ) tg

2 1 tg

i i
o o m o m o o

o

o

q J q e J q e a
e

a

  
        

 
 

 

'
1 1sin 2 ( ( ) ( ) )

,
4

i i
o o m o m oq J q e J q e  
       

  

1 2 2
1

2 2 ' 2 ' 2 '
2 2

' ' '
|| 1 1

sin ( ( ) ( ) )

4

cos (( ( ) ( ) )
,

2

e o e

i i
e e m e m e

i i
e e e m e m e

e k n n

aq J q e J q e

aq q J q e J q e

  

  
    

  
    

 

    
 


     


1 2 2
2

2 ' 2 ' 2 '
2 2

' ' '
|| 1 1

2
2 '

sin 2 ( ( ) ( ) )

4

cos 2 (( ( ) ( ) )

2

3
sin 2 ( ) ,

2

e o e

i i
e e m e m e

i i
e e e m e m e

e
e m e

e ik n n

aq J q e J q e

aq q J q e J q e

q
a k J q

  

  
    

   
    




 

    
 


   


       
  

 

1 4
3

2 ' 2 ' 2 '
2 2

' ' '
|| 1 1

2 2 ' 2 2 '
||

sin 2 ( ( ) ( ) )

4

sin 2 (( ( ) ( ) )

2

(1 cos sin ) ( ) .

e o

i i
e e m e m e

i i
e e e m e m e

e e e e m e

e ik n

q J q e J q e

q q J q e J q e

q q J q

 

  
    

   
    

 

 

    
 


   
 

      


 

Здесь введены следующие обозначения: 1 2 3, ,e e e
  

 – 

единичные векторы в кристаллографической сис-
теме координат X1, X2, X3; ,  – цилиндрические 
координаты БСП,  ' arctg  tg( ) ,a    / ;o ea n n  

no (ne) – обыкновенный (необыкновенный) пока-
затель преломления кристалла; , , ,sin ,o e o e o eq k     

2 2
||, || , , ,o e o e o eq k q     причем o,e – параметр конус-

ности БСП; ' 090 ;o o     ' 090 arctg  tg( ) ;e ea     

ˆ  – изменение тензора диэлектрической про-
ницаемости, индуцированное ультразвуковой 
волной.  
 Из (1.2) следует, что падающий и дифраги-
рованный пучки соответственно о- и е-типа об-
ладают сложной неоднородной по сечению пуч-
ка поляризационной структурой [1], [2]. При 
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этом векторы поляризации oe


 и ee


 моды бессе-

лева пучка порядка m зависят от функций Бессе-
ля пяти порядков 1 2, , .m m mJ J J   Здесь, по опре-

делению, бесселев пучок порядка m имеет общий 
фазовый множитель ( ) ,zi mz k z te    то есть распро-
страняется в кристалле с фазовой скоростью 

/ zk  без изменения пространственного распре-

деления поперечной составляющей. 
 Решение системы уравнений связанных волн 
(1.1) ищем с использованием следующих гранич-
ных условий: ( 0) ,  ( 0) 0.o eA z A A z     Тогда эф-

фективность АО дифракции 2 2| ( ) | / | |eA z l A    

дается соотношением: 
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причем 0 – центральная длина световой волны, 
 – отклонение длины волны света от цен-
тральной, f – частота УЗ волны,  – фазовая ско-
рость сдвиговой УЗ волны; 14эфp p  14( p  – фо-

тоупругая постоянная,  – плотность кристалла, 
 – фазовая скорость УЗ волны, ( ) / 2,o en n n   

Ia – интенсивность УЗ волны). Интеграл пере-
крытия gm дифрагированных волн находим из 
соотношения: 
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где RB – радиус БСП. 

 2 Результаты расчетов 
 На рисунке 2.1 представлена зависимость 
интеграла перекрытия gm от параметра qn = q / qo 
(q = |qe – qo|) для дифракции БСП малых 
(m = 0, 1, 2, 3) (а) и больших (m = 10, 11, 12, 13) 
(б) значений моды m.  

Из рисунка 2.1 следует, что интегралы пе-
рекрытия БСП достигают максимального значе-
ния при точном поперечном синхронизме дифра-
гированных волн (q = 0). Для малых значений 
моды БСП (рисунок 2.1, а) и при условии попе-
речного синхронизма (qn = 0) интегралы пере-
крытия принимают следующие максимальные 
значения: gm = 0,67 (m = 0), gm = 0,84 (m = 1), 
gm = 0,96 (m = 2), gm = 0,99 (m = 3). Для больших 
значений моды БСП и при условии поперечного 
синхронизма имеет место пересечение кривых 

( )m ng q  с последующим изменением на противо-

положную зависимость интеграла перекрытия от 
порядка моды БСП. 
 На рисунке 2.2 представлена зависимость 
эффективности дифракции  от параметра от-
стройки поперечного (qn) синхронизма для ма-
лых (а) и больших (б) значений моды БСП.  
 Из рисунка 2.2, а следует, что при интен-
сивностях ультразвука, соответствующим мак-
симальным значениям эффективности дифрак-
ции при условии продольного и поперечного 
синхронизма, с увеличением (отклонением) от-
стройки поперечного синхронизма qn от опти-
мального, происходит снижение эффективности 
дифракции. При точном поперечном синхрониз-
ме (qn = 0) и малых порядках БСП (m = 03) мак-
симальная эффективность дифракции не дости-
гается. Для больших порядков БСП (m = 330) 
при qn  1 эффективность дифракции   0 (ри-
сунок 2.2, б). 
 С использованием соотношений (1.3)–(1.4) 
рассмотрим физические характеристики АО 
фильтрации в диапазоне оптического спектра 
0,4–0,7 мкм [8]. Выберем для исследования в 
качестве центральной длины волны перестраи-
ваемого   фильтра   центральную   длину   волны 

 

  
      а)          б) 

Рисунок 2.1 – Зависимость интеграла перекрытия gm от параметра qn = q / q0 для дифракции БСП 
различных порядков m = 0 (1), 1 (2), 2 (3), 3 (4) (а) и m = 10 (1), 11 (2), 12 (3), 13 (4) (б)  

(кристалл LiNbO3; o,e = 00; o = e = 0,50, RB = 6 мм, 0 = 0,63 мкм) 
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                                                  а)                                                                                   б) 

Рисунок 2.2 – Зависимость эффективности дифракции  от параметра отстройки поперечного 
синхронизма qn для m =  0 (1),1 (2), 2 (3), 3 (4) (а) и m = 10 (1), 11 (2), 12 (3), 13 (4) (б)  

(кристалл LiNbO3; o,e = 00; o = e = 0,50, RB = 6 мм, Ia = 0,2 Вт/см2, f = 570 МГц, l = 10 см, 0 = 0,63 мкм) 
 
исследуемого диапазона 0 = 0,63 мкм. Для данной 
длины волны света показатели преломления кри-
сталла LiNbO3 соответственно равны: no = 2,29, 
ne = 2,2 [9]. Для длины АО взаимодействия 
l = 10 см максимальная эффективность дифрак-
ции ( = 1) достигается в условиях продольного 
и поперечного синхронизма при УЗ интенсивно-
сти Ia = 0,2 Вт/см2 [7]. 
 Зависимости эффективности дифракции  
от ширины полосы спектра  акустооптическо-
го перестраиваемого фильтра (АОПФ) для цен-
тральной длины волны 0 = 630 нм представлены 
на рисунок 2.3.  
 

 
Рисунок 2.3 – Зависимость эффективности 

дифракции  от ширины полосы пропускания  
при условии поперечного синхронизма 

для различных порядков БСП m: 
0 (1), 1 (2), 2 (3), 330 (4) (кристалл LiNbO3; 

o,e = 00; o = e = 0,50, RB = 6 мм, Ia = 0,2 Вт/см2, 
f = 570 МГц, l = 10 см, 0 = 0,63 мкм) 

 
Ширина полосы АО фильтрации рассчиты-

валась по уровню 50% от максимального значе-
ния дифракционной эффективности. В условиях 
продольного и поперечного синхронизма шири-
на полосы пропускания составила 1/2 = 0,01 нм 
(m = 0), 1/2 = 0,02 нм (m = 1), 1/2 = 0,022 нм 
(m = 2), 1/2 = 0,023 нм (m = 330).  

В условиях опыта наряду с рассмотренной 
шириной спектра, обусловленной условиями 
брэгговского синхронизма, следует учитывать 
также изменение ширины спектра, связанное с 
уширением ультразвукового и светового пучков 
[10], [11]. Расчет данных ширин спектра для 
ультразвукового (S) и светового (L) пучков 
достигается с использованием соотношений [10]: 

2
, 0 , / 4,S L S L     где S  – расходимость УЗ пуч-

ка, L  – расходимость светового пучка. Таким 

образом, общая ширина спектра составляет: 

1/2 .об S L        Следует отметить, что 

для квазибездифракционных бесселевых свето-
вых пучков выполняются естественные соотно-
шения: 1/2 ,L    .L S    В таком слу-

чае, использование БСП для АО фильтрации 
предпочтительнее, например, чем гауссовых 
пучков [10]. Положив, к примеру, S = 0,2 нм, 
L = 0,02 нм получим, что tot = 0,230 нм (m = 0), 
tot = 0,240 нм (m = 1), tot = 0,242 нм (m = 2), 
tot = 0,243 нм (m = 330). Спектральная разре-
шающая способность АО фильтрации дается 
соотношением: / ,totN     где   – ширина 

исследуемого диапазона спектра [1]. Для рас-
сматриваемого диапазона спектра 1300N   

(m = 0), 1200N   (m ≥ 1). 

 
Заключение 
Таким образом, в одноосных кристаллах в 

широком диапазоне оптического спектра воз-
можна коллинеарная АО фильтрация полихро-
матических бесселевых световых пучков о- и е-
типов для различных мод m в условиях попереч-
ного синхронизма дифрагированных волн. Для 
кристаллов ниобата лития в диапазоне оптиче-
ского спектра 0,4–0,7 мкм ширина полосы про-
пускания АО фильтра для бесселевой моды ну-
левого порядка может составить ~0,23 нм. При 
этом разрешающая способность АО фильтрации 
~1300. Для бесселевых мод прядка m  1 ширина 
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полосы пропускания ~0,24 нм и разрешающая 
способность ~1200. 
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Экспериментально изучена зависимость коэффициента усиления предметной световой волны при двухволновом взаи-
модействии от ориентационного угла и толщины фоторефрактивного кристалла Bi12GeO20 среза (110)  при использо-

вании только одного кристаллического образца толщиной 16 мм. Описана методика проведения эксперимента и обра-
ботки полученных результатов. Показана определяющая роль обратного пьезоэлектрического и фотоупругого эффек-
тов в теоретической интерпретации получаемых экспериментальных данных. Выполнена теоретическая оптимизация 
коэффициента усиления предметной световой волны в этом кристалле.  
 
Ключевые слова: фоторефрактивный кристалл, кристалл BGO, коэффициент усиления предметной световой волны, 
электрооптический эффект, обратный пьезоэлектрический эффект, фотоупругий эффект, оптическая активность. 
 
The dependence of the gain of an object light wave in two-wave interaction on the orientation angle and the thickness of the 
photorefractive (110) -cut Bi12GeO20 crystal using only a single crystal sample with a thickness of 16 mm has been experimen-

tally investigated. The technique of carrying out the experiment and processing the results is described. The decisive role of the 
inverse piezoelectric and photoelastic effects in the theoretical interpretation of the experimental data is shown. Theoretical op-
timization of the gain of the object light wave in this crystal is performed.  
 
Keywords: photorefractive crystal, BGO crystal, gain of the object light wave, electro-optical effect, inverse piezoelectric effect, 
photoelastic effect, optical activity. 

 
 

Введение 
Фоторефрактивные кристаллы силенитов 

Bi12SiO20 (BSO), Bi12GeO20 (BGO) и Bi12TiO20 
(BTO) находят применение в различных голо-
графических приложениях [1]–[4]. Это обуслов-
лено их высокой светочувствительностью, неог-
раниченностью числа циклов записи и считыва-
ния голограмм, а также другими уникальными 
оптическими свойствами. 

При этом хорошо известно, что для наибо-
лее эффективного использования кристаллов 
данного типа в голографических приложениях 
необходимо оптимизировать выходные энергети-
ческие характеристики записанных в них голо-
грамм. 

К таким важнейшим характеристикам отно-
сятся дифракционная эффективность голо-
грамм, а также коэффициент усиления предмет-
ной световой волны при двухволновом взаимо-
действии, обусловленный перекачкой энергии из 
опорного пучка в предметный (далее сокращенно 
«коэффициент усиления»). 

Одна из первых попыток эксперименталь-
ной и теоретической оптимизации дифракцион-
ной эффективности голограмм за счет выбора 
азимута линейной поляризации считывающего 
голографическую решетку пучка была предпри-
нята в [5] для кристалла BSO. Подобные теорети-
ческие расчеты и эксперименты для BSO про-
ведены также в [6]. 

Насколько нам известно, впервые опти-
мизация перекачки энергии световых пучков за 
счет выбора их линейной поляризации была 
выполнена в [7] для кристалла BSO. 

Однако следует отметить, что в [5]–[7] 
рассматривались только такие пространственные 
ориентации кристалла относительно плоскости 
распространения световых пучков, при которых 

вектор голографической решетки K


 был парал-
лелен или перпендикулярен кристаллографичес-
кому направлению [001]. Как известно, на-
пример, из [9], [10], при этих ориентациях век-
тора решётки совместное влияние обратного 
пьезоэлектрического и фотоупругого эффектов 
(далее сокращенно «пьезоэффект») на выходные 

ФИЗИКА



А.В. Макаревич, В.В. Шепелевич, С.М. Шандаров 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 4 (37), 2018 36 

энергетические характеристики голограмм в кри-

сталлах силленитов либо отсутствует ( K


||[001]), 

либо им можно пренебречь ( K

[001]). Поэтому 

для теоретической интерпретации эксперимен-
тальных данных в подобных экспериментах до-
статочно учета только электрооптического эф-
фекта и оптической активности кристалла. 

Влияние пьезоэффекта на свойства голо-
грамм в кристаллах силленитов было впервые 
рассмотрено еще в работе [10] и более подробно 
изучено в [11] с учетом их оптической актив-
ности. Однако в более поздних по сравнению с 
[10], [11] работах как в области голографической 
интерферометрии (см., например, [12], [13]), так 
и в области других интересных современных 
голографических приложений (см., например, 
[14], [15]), по-прежнему используются «электро-

оптические конфигурации» ( K


||[001] и K

[001]) 

для кристаллов данного типа, не позволяющие 
получить оптимизированные результаты. 

На основании изложенного выше в данной 
работе мы экспериментально и теоретически по-
казываем, что данные конфигурации не являются 
оптимальными для усиления предметной свето-
вой волны в кристалле BGO среза (110)  при 

различных значениях его толщины. Результаты 
выполненных исследований могут быть исполь-
зованы в случае применения кристалла BGO для 
усиления оптических пучков и изображений, а 
также для других важных приложений [1], [2]. 

 
1 Оптическая схема и методика проведе-

ния эксперимента 
Для проведения эксперимента по изучению 

зависимости коэффициента усиления предметной 
световой волны от ориентационного угла и тол-
щины кристалла BGO использовалась экспери-
ментальная установка, оптическая схема которой 
представлена на рисунке 1.1. 

Линейно поляризованный световой пучок 
гелий-неонового лазера, излучающего на длине 
волны λ = 632.8 нм с относительно малой мощ-
ностью 3 мВт, проходил через коллимирующую 
систему из цилиндрических линз 1 и 2 с фо-
кусными расстояниями 20 мм и 170 мм соот-
ветственно. После этого он разделялся свето-
делительным кубом 3 с длиной ребра 25 мм на 
опорный R и предметный S пучки. Эти пучки, 
отражаясь от зеркал 4 и 5, проходили через по-
луволновые фазовые пластинки 6 и 7, после чего 
падали на кристалл BGO, перед которым была 
расположена прямоугольная диафрагма с вели-
чиной отверстия 5 мм вдоль плоскости распро-
странения световых пучков. Предметный пучок S 
до вхождения в кристалл дополнительно прохо-
дил через световой ослабитель 8, в результате 
чего интенсивность этого пучка при вхождении в 
кристалл становилась в четыре раза меньше, чем 
у опорного пучка. За кристаллом на пути пучка S 

располагались световой ослабитель 9 и свето-
чувствительная матрица CCD камеры, которая 
для простоты последующего изложения мате-
риала «вынесена» на рисунке 1 из камеры с ука-
занием на нее стрелки «выноска 1». Эта матрица 
имела 768 пикселей вдоль горизонтальной оси 
Ox и 576 пикселей вдоль вертикальной оси Oy. 
 

 
Рисунок 1.1 – Оптическая схема 
экспериментальной установки:  
1, 2 – цилиндрические линзы;  

3 – светоделительный куб; 4, 5 – зеркала; 
6, 7 – полуволновые фазовые пластинки;  

8, 9 – световые ослабители 
 

Принцип использования прямоугольной ди-
афрагмы для проведения подобных исследова-
ний также поясняется на этом рисунке с ис-
пользованием выноски, на которую указывает 
стрелка «выноска 2». Здесь кристаллическая пла-
стинка с фиксированной толщиной d0 показана в 
разрезе, совпадающем с плоскостью распростра-
нения пучков R и S. Из этой выноски видно, что 
при записи голограммы пучки, проходя через 
прямоугольную диафрагму (обозначена черными 
клиньями на пути пучков R и S), формируют в 
кристалле ненаклонную пропускающую гологра-
фическую решетку в форме равнобокой трапе-
ции. При этом в светлой области голограммы 
пересечение пучков осуществляется при различ-
ных значениях эффективной толщины кристалла 
d (0 < d ≤ d0), а в затемненной – при одной 
фиксированной толщине d0. Под «эффективной 
толщиной» здесь и в дальнейшем будем пони-
мать локальное значение толщины образца, на 
которой происходит взаимодействие (пересече-
ние) опорного R и предметного S световых 
пучков. 

Очевидно, что такой подход позволяет эк-
спериментально исследовать зависимость коэф-
фициента усиления предметной световой волны 
γ от эффективной толщины кристалла d с 
использованием только одного кристаллического 
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образца c фиксированной толщиной d0. При этом 
зависимость γ(d) в этом случае содержит два 
участка: участок изменения величины γ (соответ-
ствует 0 < d ≤ d0) и участок её теоретически 
постоянного значения (соответствует d = d0), что 
также схематично показано на данной выноске 
возле выходящего из кристалла пучка S. 

Методика обработки экспериментальных 
данных может быть объяснена с использованием 
изображенной на рисунке 1.1 светочувствитель-
ной матрицы CCD камеры, на которую указывает 
стрелка «выноска 1». На первоначальном этапе 
коэффициент усиления предметной световой 
волны определялся как 

( , )
( , ) ,

( , )

R
S

S

I L H
H L

I L H
   

где ( , )R
SI L H  – двумерное цифровое изображе-

ние распределения интенсивности предметного 
пучка на выходе из кристалла, полученное с ис-
пользованием CCD камеры при наличии в кри-
сталле голографической решетки и в присутст-
вии пучка накачки R, а ( , )SI L H  – аналогичное 

изображение предметного пучка в отсутствие 
голографической решетки, то есть при «выклю-
ченном» пучке R. 

Очевидно, что величина ( , )L H  также пред-

ставляет собой двумерный массив. Усреднение 
значений строк этого массива вдоль вертикаль-
ной координаты Oy дает одномерную усреднен-
ную зависимость коэффициента усиления пред-
метной световой волны γ(x), которая непосредст-
венно соответствует зависимости γ(d). При дан-
ном усреднении мы не использовали всё изобра-
жение светового пучка вдоль оси Oy, поскольку 
лишь его средняя часть в этом направлении име-
ла близкое к супергауссовому распределение 
интенсивности и поэтому мы усредняли только 
ее. В частности, в нашем случае число строк H 
составляло 150. 

Отметим, что трапециевидная геометрия пе-
ресечения в кристалле световых пучков впервые 
была предложена в работах [16]–[18] также для 
изучения коэффициента усиления предметной 
световой волны в кристаллах BSO с d0 = 2 мм, 
BGO с d0 = 8 мм и BTO с d0 = 10 мм срезов 
(110),  (110)  и (110)  соответственно. Однако 

исследования коэффициента усиления предмет-
ной световой волны в этих работах опять же 
проводились только лишь для «электрооптичес-

ких конфигураций», когда K


||[001] и K

[001]. 

Пространственная ориентация использован-
ного нами в эксперименте образца кристалла 
BGO среза (110)  с толщиной d0 = 16 мм отно-

сительно единичных векторов 1,e


 2e


 и 3e


 ра-

бочей системы координат, связанной с плос-
костью распространения опорного R и предмет-
ного S световых пучков, представлена на 

рисунке 1.2. Отсчет ориентационного угла крис-
талла θ осуществлялся от кристаллографичес-
кого направления [001] к вектору голографичес-

кой решетки .K


 

 
Рисунок 1.2 – Ориентация кристалла BGO 

относительно плоскости  
распространения световых пучков 

 
В экспериментах векторы напряжённостей 

опорной 0R


 и предметной 0S


 световых волн ха-

рактеризовались азимутами Ψ0, равными 0, 45, 
90 или 135. Угол Брэгга φ0 вне кристалла 
составлял 15. Время формирования голограммы 
было равно 30 с. Ориентационный угол 
кристалла изменялся с шагом ∆θ = 10, при этом 
кристалл поворачивался вокруг оси OO'. 

Отметим, что возможность применения 
трапециевидной геометрии световых пучков для 
экспериментального изучения зависимости ди-
фракционной эффективности голограмм от 
толщины и ориентационного угла фоторефрак-
тивного кристалла BSO среза (110)  впервые 

была продемонстрирована в [19] и развита в [20]. 
 

2 Результаты и их обсуждение 
Полученные экспериментальные и теорети-

ческие зависимости γ(d) для θ = 80 и 260 при 
Ψ0 = 0, 45, 90 и 135 представлены на фрагмен-
тах а–з рисунка 2.1. Данные значения θ были 
взяты такими, чтобы электрооптические конфи-

гурации K


||[001] (θ = 0 и 180) и K

[001] 

(θ = 90 и 270) не реализовывались. Однако это 
позволило показать, что даже при углах θ, близ-

ких к конфигурации K

[001], пьезоэффект уже 

оказывает заметное влияние на коэффициент 
усиления предметной световой волны в кристал-
ле BGO. Значения Ψ0 были выбраны аналогич-
ными указанным выше работам [16]–[18], в ко-
торых изучалась зависимость γ(d) без учета пье-
зоэффекта. 

Из рисунка 2.1 видно, что при изменении θ 
на 180 направление  перекачки энергии из одного 
пучка  в  другой  меняется  на  противоположное, 
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Рисунок 2.1 – Зависимости γ(d) для θ = 80 (а, в, д, ж) и 260 (б, г, е, з)  

при Ψ0 = 0 (а, б), 45 (в, г), 90 (д, е) и 135 (ж, з):  
штриховая линия – результаты теоретических расчетов без учета пьезоэффекта;  
сплошная линия – результаты теоретических расчетов с учетом пьезоэффекта;  

□ – экспериментальные данные 
 

Таблица 2.1 – Физические параметры кристалла BGO для λ = 632.8 нм 
 

Физическая 
величина 

Обозначение 
Числовое 
значение 

Единицы 
измерения 

Источники 
литературы 

Показатель преломления n 2.55 – [21, 22] 
Электрооптический 

коэффициент 
r, r41 или r231 –3.410–12 м/В [2, 21–24] 

c1, C11 или C1111 12.841010 Н/м2 
c2, C12 или C1122 2.941010 Н/м2 

[21, 25, 26] Модули 
упругости 

c3, C44 или C2323 2.551010 Н/м2 [21, 25–27] 
p1, p11 или p1111 –0.136 – 
p2, p12 или p1122 –0.103 – 
p3, p13 или p1133 –0.091 – 

Фотоупругие 
постоянные 

p4, p44 или p2323 –0.0134 – 

[28] 

Пьезоэлектрический  
коэффициент 

e, e14 или e123 0.99 Кл/м2 [21, 27] 

Удельное вращение 
плоскости поляризации  363 рад/м 

измерено  
на образце BGO 
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а варьирование величины Ψ0 приводит к из-
менению положения локальных максимумов за-
висимости γ(d). При этом «включение» пьезоэф-
фекта в теоретических расчетах обуславливает 
увеличение взаимной трансформации энергии 
световых пучков на всем рассмотренном интер-
вале толщины кристалла d и позволяет успешно 
согласовывать теорию с экспериментом. 

На фрагментах а–з рисунка 2.1 вертикаль-
ной штриховой линией отмечена «граница» ме-
жду областью, в которой взаимодействие свето-
вых пучков происходило при различных эффек-
тивных толщинах кристалла d, принадлежащих 
интервалу от 0 до 16 мм, и областью, в которой 

взаимодействие пучков осуществлялось при по-
стоянной толщине кристалла d0, равной 16 мм. 

Использованные при расчетах параметры 
кристалла BGO с указанием источников, из ко-
торых они были заимствованы, представлены в 
таблице 2.1. 

При проведении теоретического анализа 
также принималась во внимание глубина моду-
ляции интерференционной картины в кристалле 
на основании работы [29]. Наилучшая корреля-
ция теории с экспериментом была достигнута 
при выборе амплитуды напряженности решетки 
электрического поля пространственного заряда 
ESC = 0.221 кВ/см. 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

Рисунок 2.2 – Зависимости γ(, d) для Ψ0 = 0 (а, б, в), 45 (г, д, е), 90 (ж, з, и) и 135 (к, л, м): 
а, г, ж, к – результаты  теоретических расчетов без учета пьезоэффекта; б, д, з, л – результаты 

теоретических расчетов с учетом пьезоэффекта; в, е, и, м – результаты, полученные экспериментально 
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Рисунок 2.3 – Зависимости γ(θ) для d = 5 мм (а, в, д, ж) и d = 12 мм (б, г, е, з)  

при Ψ0 = 0 (а, б), 45 (в, г), 90 (д, е) и 135 (ж, з): штриховая линия – теоретические 
расчеты без учета пьезоэффекта; сплошная линия – теоретические 
расчеты с учетом пьезоэффекта; □ – экспериментальные данные 

 
Провести более детальную оценку влияния 

пьезоэффекта на коэффициент усиления пред-
метной световой волны в BGO позволяют по-
верхности γ(θ, d), представленные на фрагментах 
а–м рисунка 2.2. Эти поверхности были получе-
ны путем последовательного комбинирования 
зависимостей γ(d) для различных θ. Здесь «гра-
ница» между областями изменения величины d и 
постоянного значения этой величины d = d0 от-
мечена плоскостью d = 16 мм. 

Эти поверхности демонстрируют, что удов-
летворительная теоретическая интерпретация 
экспериментальных данных по изучению коэф-
фициента усиления предметной световой волны 
в кристалле BGO при различных значениях его 
ориентационных углов и толщины может быть 
дана только в случае обязательного учета пье-
зоэффекта. Действительно, при теоретическом 
учете  этого  эффекта  (фрагменты  б, д, з и л  

рисунка 2.2) достигается как количественное, так 
и качественное соответствие теории экспери-
менту (фрагменты в, е, и и м рисунка 2.2) в отли-
чие от чисто электрооптической теоретической 
модели (фрагменты а, г, ж и к рисунка 2.2). 

Сечение поверхностей γ(θ, d), представлен-
ных на рисунке 2.2, плоскостями d = const по-
зволяет получить зависимости γ(θ) для четырёх 
значений азимута линейной поляризации свето-
вых волн. Такие зависимости для d = 5 мм и 
12 мм без учета и с учетом пьезоэффекта, а также 
соответствующие им экспериментальные дан-
ные, представлены на фрагментах а–з рисунка 
2.3. Здесь с целью лучшей визуализации полу-
ченных результатов ось ординат для двух ука-
занных значений толщины кристалла представ-
лена в различных масштабах. 

Из этих зависимостей видно, что в широком 
диапазоне ориентационных углов кристалла 
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только «включение» пьезоэффекта приводит к 
удовлетворительной корреляции теории с экспе-
риментом. 

Важным представляется отметить тот факт, 
что при использовании описанного в настоящей 
статье подхода с применением трапециевидной 
геометрии пересечения в кристалле световых 
пучков мы получили более 300 зависимостей γ(θ) 
для каждой из представленных поляризаций с 
шагом изменения толщины d кристалла BGO 
менее 0.05 мм. Это позволяет экспериментально 
обоснованно выбрать оптимальные значения не 
только θ, но и d, при которых коэффициент уси-
ления предметной световой волны принимает 
значения локальных максимумов. 

Очевидно, что увеличение числа получае-
мых зависимостей γ(θ) может быть реализовано, 
в частности, за счет выбора CCD камеры с боль-
шей разрешающей способностью светочувстви-
тельной матрицы. 
 

3 Теоретическая оптимизация коэффици-
ента усиления в кристалле BGO 

Из представленного выше материала видно, 
насколько существенным оказывается вклад пье-
зоэффекта в энергетический обмен световых 
пучков в кристалле BGO при его различных про-
странственных ориентациях. Однако, несомнен-
но, наибольший интерес для практических при-
менений данного представителя силленитов 
представляет рассмотрение влияния пьезоэффек-
та на оптимизацию этого энергообмена, когда 
достигается наибольшая перекачка энергии из 
опорного пучка в предметный. Такая оптимиза-
ция, в частности, может быть выполнена за счет 
выбора оптимальных значений азимута линейной 

поляризации .
0
opt  световых пучков, при которых 

для фиксированных величин ориентационного 
угла θ и толщины d кристалла достигается поля-
ризационно оптимизированный коэффициент 

усиления 
0

.opt
  предметной световой волны. 

 

  
Рисунок 3.1 – Теоретические зависимости 

0

.opt
 (θ, d): 

а) – без учета пьезоэффекта; б) – с учетом пьезоэффекта 
 

 

 

 
 

Рисунок 3.2 – а) – зависимости 
0

max
,  (d) без учета пьезоэффекта (штриховая линия) и с учетом 

пьезоэффекта (сплошная линия); б) – зависимости max (d), обозначенные сплошными линиями, 

и max
0 (d), обозначенные штриховыми линиями, при которых формируются максимумы коэффициента 

усиления с учетом пьезоэффекта: серый цвет – в случае «первого» максимума, 
черный цвет – в случае «второго» максимума 
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Полученные поверхности 
0

.opt
 (θ, d) для 

кристалла BGO среза (110)  без учета и с учетом 

пьезоэффекта представлены на рисунке 3.1, из 
которого видно их существенное качественное и 
количественное различие. 

Детальный анализ вида этих поверхностей 
показал, что без учета пьезоэффекта (рисунок 
3.1, a) при значении толщины кристаллического 
образца менее 5.9 мм максимум коэффициента 
усиления может быть достигнут при двух ориен-
тационных углах. Такие максимумы коэффици-
ента усиления при фиксированной толщине кри-

сталла d далее обозначим как 
0

max
, .   В случае 

достижения и превышения этого значения тол-
щины кристаллического образца максимум пере-
качки энергии из опорного пучка в предметный 
имеет место уже только при одном ориентацион-
ном угле θ = 0 (360), т. е. при условии, когда 

вектор голографической решетки K


 сонаправ-
лен с кристаллографическим направлением [001] 

( K

[001]). 

Иначе обстоит дело при учете пьезоэффек-
та. В этом случае максимально возможные зна-
чения коэффициента усиления на всем исследо-
ванном интервале толщины кристалла всегда 
достигаются при двух его ориентационных уг-

лах. При этом значения 
0

max
,   в случае учета 

пьезоэффекта превышают аналогичные значения 

0

max
,   без его учета на всем промежутке d, о чем 

свидетельствует рисунок 3.2, а. При этом зави-

симости ориентационного угла max  и азимута 

линейной поляризации max
0  от толщины d, при 

которых реализуются «первый» и «второй» по 
направлению отсчета угла  максимумы коэф-

фициента усиления 
0

max
,   с учетом пьезоэффек-

та, приведены на рисунке 3.2, б. Такие зависимо-
сти имеют важное прикладное значение, по-
скольку могут быть использованы для оптимиза-
ции устройств, выполненных на основе кристал-
ла BGO. 

Из рисунка 3.2, а видно, что при толщине 
кристаллического образца, равной 8.6 мм, имеет 

место скачок производных функций 
0

max
,  (d); 

также при этом наблюдается заметный скачок 

значений max
0 , что следует из фрагмента 3.2, б. 

Значения толщины кристалла, при которых 
наблюдаются указанные скачки, определяются 
согласно выражению 

d = (πmcosφ) / ρ, 
где φ – угол Брэгга внутри кристалла (связан с 
углом φ0 законом Снеллиуса), а m = 1, 2, 3… 

Из представленного выше материала следу-
ет, что для наиболее эффективного практическо-
го использования кристалла BGO в приложениях 

необходимо учитывать влияние пьезоэффекта на 
перекачку световой энергии из опорной волны в 
предметную. При этом непосредственно сам ко-
эффициент усиления может быть значительно 
увеличен, в частности, за счет повышения интен-
сивности пучка накачки, изменения пространст-
венного периода голограммы и т. д., что хорошо 
известно, например, из [1], [2]. 
 
 Заключение 
 Таким образом, в данной статье описана 
методика и представлены результаты экспери-
ментальных исследований зависимости коэффи-
циента усиления γ предметной световой волны 
от ориентационного угла θ и толщины d кри-
сталла BGO среза (110).  Исследования выпол-

нены для четырех азимутов линейной поляриза-
ции Ψ0 = 0, 45, 90 и 135 взаимодействующих 
световых пучков. Установлено, что при ориента-
ционных углах кристалла, при которых вектор 

голографической решетки K


 не параллелен или 
не перпендикулярен кристаллографическому на-
правлению [001], теория удовлетворительно со-
гласуется с экспериментом только при принятии 
во внимание обратного пьезоэлектрического и 
фотоупругого эффектов в дополнение к традици-
онно рассматриваемому электрооптическому 
эффекту и оптической активности кристалла. 
Показано, что исследование зависимостей γ(θ) 
при фиксированных значениях толщины кри-
сталла может быть проведено с помощью сече-
ния плоскостями d = const экспериментально 
полученных поверхностей γ(θ, d). 
 Установлено, что поляризационно оптими-
зированные зависимости коэффициента усиле-

ния 
0

.opt
 (θ, d), рассчитанные без учета и с уче-

том пьезоэффекта, имеют существенные качест-
венные и количественные различия. С учетом 
пьезоэффекта найдены значения ориентационно-

го угла кристалла max  и азимута линейной по-

ляризации световых пучков max
0 ,  при которых 

для фиксированных значений толщины d кри-
сталла достигается максимальный коэффициент 

усиления 
0

max
,   предметной световой волны, что 

может быть использовано для оптимизации голо-
графических устройств, выполненных на основе 
кристалла BGO. 
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EFFECTS OF ADDITIONAL VACUUM ANNEALING ON THE STRUCTURE, 

ELECTRICAL AND OPTICAL PROPERTIES OF ZnO:Al FILMS 
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Определено влияние дополнительного отжига в вакууме на структуру, электрофизические и оптические свойства 
ZnO:Al пленок, синтезированных золь-гель методом. Дополнительный отжиг в вакууме при температуре 350º С приво-
дит к повышению содержания кристаллической фазы в пленках, наблюдается существенное уменьшение значений ши-
рины запрещенной зоны, что хорошо согласуется с данными предыдущих исследований структурных свойств плёнок 
ZnO, полученных золь-гель методом.  
 
Ключевые слова: оксид цинка, золь-гель метод, вакуумный отжиг, кремниевые солнечные элементы, пропускание, по-
глощение, дифракция. 
 
The effect of additional annealing in vacuum on the structure, electrical and optical properties of ZnO:Al films synthesized by 
sol-gel method is determined. Additional annealing in vacuum at the temperature of 350º С leads to the increasing of the con-
tent of the crystalline phase in the films. There significant decreasing of the widths of the forbidden gap is observed, which is in 
good agreement with the data of previous studies of the structural properties of ZnO:Al films.  
 
Keywords: zinc oxide, sol-gel method, vacuum annealing, silicon solar cells, transmission, absorption, diffraction. 

 
 

Введение  
В течение последнего десятилетия резко 

возрос интерес к наноструктурированным про-
зрачным проводящим покрытиям. Это объясня-
ется их уникальными функциональными воз-
можностями для последующего применения в 
опто- и наноэлектронике, в солнечных элементах 
типа CIGS, фотовольтаических и электрохром-
ных устройств («умные» оконные покрытия, 
дисплеи, элементы солнечных батарей), свето-
диодов (LED, OLED) и пр. [1]. 

В последнее время значительный интерес 
проявляется к покрытиям на основе оксида цин-
ка из-за возможности прикладного использова-
ния [1]. Данный материал имеет высокую хими-
ческую, радиационную и термическую стойкость 
и обладает высоким потенциалом для использо-
вания при создании различных элементов про-
зрачной электроники [2]. Благодаря соединению 
уникальных электрических, пьезоэлектрических 
и оптических свойств, ZnO может применяться в 
устройствах генерации поверхностных акустиче-
ских волн, газовых сенсорах, фотодиодах, фо-
тонных кристаллах. Кроме того, оксид цинка 
является перспективным катодолюминофором. 
Обладающие достаточно широкой запрещённой 

зоной, полупроводники ZnО (Eg = 3,37 эВ) мож-
но использовать в качестве детекторного мате-
риала для регистрации ультрафиолетового излу-
чения [3]. 

В качестве метода синтеза авторами выбран 
золь-гель метод. Золь-гель метод широко ис-
пользуется при синтезе неорганических смешан-
ных оксидов из-за многочисленных преиму-
ществ, в первую очередь простоты технологиче-
ского процесса. Золь-гель процесс является од-
ним из привлекательных методов осаждения 
тонких плёнок ZnO из-за низкой стоимости обо-
рудования, низкой температуры обработки, про-
стоты введения легирующих добавок, а также 
возможностью подготовки покрытий на большой 
площади.  

 
1 Методика эксперимента 
Для получения золь-гель методом слоёв на 

основе ZnO:Al требуемой толщины и хорошей 
однородности использовался метод центрифуги-
рования (spin-coating). Установлена корреляция 
между параметрами коллоидного раствора и до-
полнительного вакуумного отжига на основе 
ZnO:Al. Для изучения влияния дополнительного 
вакуумного отжига на структуру, электрические 
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и оптические свойства ZnO:Al плёнок после на-
несения золя на поверхность пластин монокри-
сталлического кремния их помещали в печь, где 
они отжигались до температуры 350° С пошаго-
во с интервалом в 20° С в течение 10 мин. Про-
цесс нанесения и сушки повторялся до получе-
ния нужной толщины. На последней стадии под-
ложки помешали в печь и нагревали до 550° С 
пошагово с интервалом 20° С в течение 50 мин. 
Затем был проведен дополнительный вакуумный 
отжиг при температуре 350° С при предельном 
остаточном давлении 1ꞏ10−3 мм рт. ст. 

Изучение фазового состава синтезирован-
ных плёнок на основе оксида цинка с примесью 
алюминия, полученных золь-гель методом про-
ведено путём рентгенофазового анализа на ди-
фрактометре ARL X'tra (Thermo Fisher Scientific, 
Швейцария) в режиме отражения (геометрия 
Брэгга – Брентано). 

Измерение спектров пропускания проведе-
но на спектрофлуориметре «СОЛАР» СМ 2203 
ЗАО «Солар» (Беларусь), обеспечивающем вы-
сокочувствительные и стабильные измерения в 
ультрафиолетовой и видимой областях спектра 

 
2 Результаты и их обсуждение 
На рисунке 2.1 приведены дифрактограммы 

плёнок оксида цинка с примесью алюминия, 
осаждённых на стеклянную подложку. 

 

 
Рисунок 2.1 – Рентгенограммы ZnO:Al-плёнок, 
полученных золь-гель методом с вакуумным 

отжигом и без 
 

Присутствие чётких дифракционных пиков 
указывает на наличие у осаждённой плёнки кри-
сталлической структуры. При сравнении интен-
сивности пиков и их положение относительно 
углов дифракции 2θ со значениями, приведен-
ными в JCPDS для рентгеновской дифракции 
оксида цинка, было установлено, что осаждённая 
плёнка имеет гексагональную решётку типа 
вюрцита. При этом доминирующим по интен-
сивности пиком во всех случаях является пик 
(002), что свидетельствует о наличии в получен-
ных пленках ярко выраженной текстуры роста. 
Тонкая пленка оксида цинка с примесью алюми-
ния после дополнительного вакуумного имеет 

дифракционный пик (002) наибольшей интен-
сивности. Это указывает на то, что дополнитель-
ный отжиг в вакууме при температуре 350º С 
приводит к улучшению кристаллической струк-
туры пленок. 

На рисунке 2.2 представлены спектры про-
пускания стекла и плёнок легированного алюми-
нием оксида цинка на стеклянной подложке. 
Можно выделить две области: в первой области 
λ < 400 нм энергия квантов падающего излуче-
ния больше, чем ширина запрещенной зоны 
ZnO:Me, в этом диапазоне поглощение света рез-
ко увеличивается. 
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Рисунок 2.2 – Спектры пропускания 
ZnO:Al-плёнок, полученных золь-гель методом 

с отжигом в вакууме и без дополнительной 
обработки 

 
Вторая область лежит в интервале длин 

волн (400 нм < λ < 1000 нм), здесь энергия па-
дающих фотонов низка, и в результате пленки 
ZnO:Me практически прозрачны для этого диапа-
зона длин волн, и, соответственно, поглощение 
света минимально. Как следует из рисунка 2.2, в 
области длин волн от 400 нм до 700 нм наиболь-
шим коэффициентом пропускания (порядка 75%) 
обладает пленка ZnO:Al  с дополнительным от-
жигом в вакууме, для пленки без дополнитель-
ной обработки этот параметр лежит в диапазоне 
от 65% до 75%. В области длин волн более 700 нм 
коэффициент пропускания для всех пленок прак-
тически одинаков и составляет 80–85%. Неболь-
шой разброс по значению пропускания может 
быть обусловлен структурой плёнки, в частности, 
размером зёрен, уменьшение размера зерна за 
счёт дополнительной обработки в вакууме приво-
дит к улучшению оптических свойств плёнок [3]. 

На рисунках 2.3–2.4 представлены спектры 
поглощения ZnO:Al-плёнок, полученных золь-
гель методом с отжигом в вакууме и без и опре-
делены ширины запрещённых зон  слоёв на ос-
нове ZnO:Al.  

Из рисунков можно заметить существенное 
уменьшение значений ширины запрещённой зо-
ны с применением дополнительной обработки в 
вакууме  температурой  отжига,  что  хорошо 
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согласуется с данными предыдущих исследова-
ний структурных свойств плёнок ZnO:Al, полу-
ченных золь-гель методом. Предполагаемой 
причиной уменьшения ширины запрещённой 
зоны является уменьшение концентрации дефек-
тов при дополнительном отжиге в вакууме. 
 

Рисунок 2.3 – Спектры поглощения 
ZnO:Al-плёнок, полученных золь-гель методом, 

с отжигом в вакууме и без дополнительной 
обработки 

 

 
Рисунок 2.4 – Определение ширины 

запрещённой зоны ZnO:Al-плёнок, полученых 
золь-гель методом, с отжигом в вакууме 

и без дополнительной обработки 

Заключение 
Определено влияние дополнительного от-

жига в вакууме на структуру, электрофизические 
и оптические свойства ZnO:Al пленок, синтези-
рованных золь-гель методом. Дополнительный 
отжиг в вакууме при температуре 350º С приво-
дит к повышению содержания кристаллической 
фазы в пленках, наблюдается существенное 
уменьшение значений ширины запрещенной зо-
ны, что хорошо согласуется с данными преды-
дущих исследований структурных свойств плё-
нок ZnO, полученных золь-гель методом. 
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УДК 539.12 

ОБРАБОТКА СИНТЕТИЧЕСКИХ АЛМАЗНЫХ СТРУКТУР 
ЛАЗЕРНЫМ ИЗЛУЧЕНИЕМ С ДЛИНОЙ ВОЛНЫ 532 НМ 

Е.Б. Шершнев, Ю.В. Никитюк, С.И. Соколов, С.Ф. Ермаков, А.Е. Шершнев 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

PROCESSING OF SYNTHETIC DIAMOND STRUCTURES 
LASER RADIATION WITH A WAVE LENGTH OF 532 NM 

E.B. Shershnev, Y.V. Nikitjuk, S.I. Sokolov, S.F. Ermakov, A.E. Shershnev 

F. Scorina Gomel State University 
 

Выполнено численное моделирование процесса обработки кристаллов алмаза при воздействии лазерного излучения с 
длиной волны 532 нм. Расчет формы лунки и температурных полей, формируемых в кристаллах алмаза в результате 
лазерного нагрева, осуществлен с использованием трёх вариантов моделирования: I – трехмерный анализ при воздей-
ствии лазерного излучения вдоль оси симметрии второго порядка (L2), II – трехмерный анализ при воздействии лазер-
ного излучения вдоль оси симметрии третьего порядка (L3), III – трехмерный анализ при воздействии лазерного излу-
чения вдоль оси симметрии четвертого порядка (L4). Проведена экспериментальная проверка полученных результатов.  
 
Ключевые слова: лазерная обработка, алмаз, графит, метод конечных элементов. 
 
A numerical simulation of the processing of diamond crystals when exposed to laser radiation with a wavelength of 532 nm was 
performed. The calculation of the shape of the hole and temperature fields formed in diamond crystals as a result of laser heat-
ing was carried out using three modeling options: I – a three-dimensional analysis when exposed to laser radiation along a sec-
ond-order symmetry axis (L2), II – a three-dimensional analysis when exposed laser radiation along the axis of symmetry of the 
third order (L3), III – three-dimensional analysis when exposed to laser radiation along the axis of symmetry of the fourth order 
(L4). An experimental verification of the obtained results was carried out.  
 
Keywords: laser treatment, diamond, finite element method. 

 
 

Введение 
Физические свойства кристаллов алмаза 

обеспечивают надёжную работу в критических 
условиях устройств, созданных на его основе, и 
делают перспективным применение данных кри-
сталлов при создании новой техники [1].  

В работах [2]–[5] проведено исследование 
особенностей лазерной обработки кристаллов 
алмазов при воздействии лазерного излучения с 
длиной волны 1064 нм. В работе [6] проведено 
исследование особенностей локализации темпе-
ратурных полей и полей термоупругих напряже-
ний, формируемых в кристаллах алмаза при воз-
действии лазерного излучения.  

В данной работе представлены результаты 
трехмерного моделирования процесса формиро-
вания лунок в образцах при воздействии лазер-
ного излучения с длиной волны 532 нм вдоль 
осей симметрии второго, третьего и четвертого 
порядка кристаллов алмаза и результаты экспе-
риментальной проверки, полученных результа-
тов с использованием сверхтвердого материала 
(СТМ) «Алмазот» ТУ РБ № 600 1245 13. 002 – 2002. 

 
1 Моделирование 
Лазерное воздействие на кристаллы алмаза 

приводит к значительному увеличению темпера-
туры, сопровождаемому фазовыми переходами. 
В соответствии  с  [3]  в  данной  работе была 

использована упрощенная схема превращений 
алмаза под воздействием лазерного излучения: 
алмаз  фазовый переход  графит испаре-
ние. При этом полагалось, что стадия интенсив-
ной графитизации кристаллов алмаза наступает 
по достижении обрабатываемым материалом 
температуры 2300 K. 

Для анализа особенностей лазерной обра-
ботки кристаллов алмаза был использован метод 
конечных элементов [5].  

Моделирование процесса фазового перехо-
да алмаз – графит осуществлялось за счет цикли-
ческой проверки условия достижения точками 
обрабатываемого материала температуры графи-
тизации с последующим присвоением теплофи-
зических свойств графита соответствующим об-
ластям конечно элементной модели. При этом 
учитывалась строгая ориентация гексагональных 
плоскостей графита параллельно плоскостям 
(111) кристаллов алмаза, независимо от ориента-
ции падающего лазерного излучения. 

При расчетах плотность, удельная теплоем-
кость, коэффициент теплопроводности алмаза и 
графита принимались равными соответственно: 
а = 3520 кг/м3, г = 2300 кг/м3; Са = 854 Дж/кгK, 
Сг = 994 Дж/кгK; λа = 427 Вт/ мK, λг┴ = 88 Вт/ мK, 
λг║ = 355 Вт/ мK [3]. Символом λг┴  обозначен 
коэффициент теплопроводности графита в на-
правлении, перпендикулярном гексагональным 
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граням, а символом λг║ обозначен коэффициент 
теплопроводности графита в направлении, па-
раллельном гексагональным граням.  

Расчет формы лунок и температурных по-
лей, формируемых в кристаллах алмаза в резуль-
тате лазерного нагрева, был выполнен для трех 
различных вариантов: I – трехмерный анализ при 
воздействии лазерного излучения вдоль оси 
симметрии второго порядка (L2), II – трехмерный 
анализ при воздействии лазерного излучения 
вдоль оси симметрии третьего порядка (L3), III – 
трехмерный анализ при воздействии лазерного 
излучения вдоль оси симметрии четвертого по-
рядка (L4). 

Расчеты были выполнены с использованием 
следующих значений технологических парамет-
ров обработки: плотность мощности лазерного 
излучения Р0 =0,5÷1,5∙1012 Вт/м2, радиус попе-
речного сечения лазерного пучка R = 0,05 мм. 
Результаты моделирования представлены в таб-
лице 2.1 и на рисунках 2.1–2.3.  

 
Таблица 2.1 – Результаты моделирования лазер-

ной обработки кристаллов алмазов при воздейст-
вии лазерного излучения с длиной волны 532 нм 

 

Плотность мощности  
лазерного излучения  
Р0, 1012 Вт/м2 0,5 0,75 1 1,25 1,5

I вариант 
Диаметр лунки 
на поверхности, мкм 380 390 390 380 380
Диаметр лунки 
на глубине, мкм 350 360 310 350 360

II вариант 
Ширина сверху, мкм 390 380 400 380 380
Ширина снизу, мкм 350 340 320 340 360

III вариант 
Ширина сверху, мкм 390 390 380 380 380
Ширина снизу, мкм 350 360 310 340 360
 

 
Рисунок 2.1 – Зависимость глубины лунки 

от плотности мощности лазерного излучения 
 
Анализ результатов моделирования показал, 

что зависимость глубины лунки от плотности 
мощности лазерного излучения практически 
одинакова для всех трех вариантов обработки и 
носит нелинейный характер. 

Представленные результаты объясняются 
более эффективным объемным поглощением 
кристаллом алмаза лазерного излучения с дли-
ной волны 532 нм по сравнению с излучением с 
длиной волны 1064 нм. Такое лазерное воздейст-
вие приводит к снижению влияния анизотропии 
теплофизических свойств графита на геометри-
ческие параметры лунок, индуцированных ла-
зерным излучением. Тем не менее расчётная 
форма лунки, образующейся при обработке 
вдоль оси L4, обладает асимметричностью отно-
сительно линии воздействия лазерного пучка. 

 

2 Эксперимент 
Проведение экспериментальных исследова-

ний лазерной обработки СТМ «Алмазот» прово-
дилось с использованием лазера LS-2134Y (ри-
сунок 2.4). Лазер LS-2134Y – лазер на АИГ:Nd3+ 
с электрооптической модуляцией добротности и 
преобразованием длины волны излучения 1064 
нм в излучение с длиной волны 532 нм, рабо-
тающий в частотном режиме. Основные характе-
ристики лазера приведены в таблице 2.2. 
 

Таблица 2.2 – Основные характеристики ла-
зера LS-2134У 

Наименование параметра, 
единица измерения 

Номинальное 
значение 

Длина волны генерируемого 
излучения, нм 

1064, 
532 

Энергия импульса излучения, мДж 
>250 
>150 

Частота повторения импульсов f, Гц <15 
Длительность импульса 
излучения по уровню 0,5, нс 

<15 

Диаметр пучка лазерного 
излучения, мм 

<5 

Энергетическая расходимость лазер-
ного излучения по уровню 0,5, мрад 

<3 

 

Экспериментальные исследования проводи-
лись при различных режимах обработки: время 
обработки варьировалось от 10 до 120 с, частота 
повторения импульсов от 1 до 15 Гц, энергия 
импульса от 10 до 20 мДж. 

Структуру поверхностей обработанных ла-
зерным излучением образцов СТМ «Алмазот» 
исследовали на сканирующем электронном мик-
роскопе VEGA II LSH (рисунок 2.5). Основные 
характеристики прибора приведены в таблице 2.3. 

Анализ рисунков показывает, что с увели-
чением количества импульсов ширина зоны воз-
действия лазерного излучения практически не 
меняется, однако более явно проявляется форма 
лунки, при этом с увеличением энергии импуль-
са ширина зоны воздействия лазерного излуче-
ния становится больше. С увеличением энергии 
импульсов наблюдается увеличение глубины 
лазерно-индуцированных лунок, при более вы-
соких значениях энергии структура лунки харак-
теризуется наличием сколов. 
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а)             а) 

 

      
б)             б) 

 

      
в)             в) 

Рисунок 2.2 – Расчетные формы лунок в результате 
лазерной обработки кристаллов алмазов:  
а) I вариант; б) II вариант; в) III вариант 

 

Рисунок 2.3 – Расчетные формы температурных 
 полей в результате лазерной обработки кристаллов 

алмазов: а) I вариант; б) II вариант; в) III вариант 

 

 
 

Рисунок 2.4 – Лазер LS-2134Y 
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Рисунок 2.5 – Сканирующий электронный микроскоп VEGA II LSH 

 

   
    а)                                                        б)                                                        в) 

Рисунок 2.6 – Структура поверхности, образованной в СТМ «Алмазот» при воздействии лазерного 
излучения с длиной волны 532 нм с энергией в импульсе 15 мДж при различном количестве импульсов: 

а) 2 импульса; б) 3 импульса; в) 5 импульсов 
 

   
    а)                                                        б)                                                        в) 

Рисунок 2.7 – Структура поверхности, образованной в СТМ «Алмазот» при воздействии 1 импульса 
лазерного излучения с длиной волны 532 нм при различной энергии импульса:  

а) 12,5 мДж; б) 17,5 мДж; в) 20 мДж 
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    а)                                                        б)                                                        в) 

Рисунок 2.8 – Структура поверхности, образованной в СТМ «Алмазот» при воздействии импульса 
лазерного излучения с длиной волны 532 нм с частотой 1 Гц в течение 1 минуты при различной энергии 

импульса: а) 10 мДж; б) 15 мДж; в) 20 мДж 
 

На рисунках 2.6–2.8 представлены резуль-
таты экспериментальных исследований. 
 

Таблица 2.3 – Характеристика сканирующе-
го электронного микроскопа VEGA II LSH 

Наименование  
параметра, единица 

измерения 
Номинальное значение

Источник электронов Вольфрамовый катод 
с термоэлектронной 
эмиссией 

Разрешение в режиме 
высокого вакуума (SE) 
в режиме переменного 
вакуума (BSE) 

3,0 нм при 30 кВ 
 
3,5 нм при 30 кВ; 

Увеличение от 4 до 1 000 000 
Ускоряющее  
напряжение 

от 200 В до 30 кВ  
(с шагом 10 В) 

Ток пучка электронов от 1 пА до 2 мкА 
 
Заключение 
Выполнено компьютерное моделирование 

процесса формирования лунок при обработке 
кристаллов алмазов под действием лазерного 
излучения с длиной волны 532 нм. Проведены 
эксперименты по обработке кристаллов СТМ 
«Алмазот» лазерным излучением с длиной вол-
ны 532 нм. Выявлены особенности формирова-
ния лунок при различных параметрах лазерной 
обработки. 
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УДК 517.9 

ВЛОЖЕНИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ В АЛГЕБРУ МНЕМОФУНКЦИЙ 
НА ОКРУЖНОСТИ 

А.Б. Антоневич, Т.Г. Шагова 

Белорусский государственный университет, Минск 
 

THE EMBEDDINGS OF DISTRIBUTIONS INTO THE ALGEBRA 
OF MNEMOFUNCTIONS ON CIRCLE 

A.B. Antonevich, T.R. Shahava 

Belarusian State University, Minsk 
 

Проводится анализ различных способов вложений пространства периодических обобщенных функций в алгебру новых 
обобщенных функций, или мнемофункций. Исследуется вопрос о том, какими дополнительными свойствами могут об-
ладать такие вложения. Рассмотрены такие свойства как инвариантность относительно вращений, согласованность с 
умножением гладких функций, локальность умножения.  
 
Ключевые слова: пространство периодических обобщенных функций, алгебра типа Коломбо, вложение в алгебру 
мнемофункций. 
 
The different ways of embedding of periodic generalized functions space into the algebra of new generalized functions, or 
mnemofunctions, have been analyzed. The question on additional properties of embeddings has been investigated. Such proper-
ties as rotation invariance, consistency with the multiplication of smooth functions and the locality of multiplication have been 
considered.  
 
Keywords: space of periodic generalized functions, Colombeau type algebra, embedding into the mnemofunctions algebra. 

 
 

Введение 
В связи с проблемой умножения обобщен-

ных функций (распределений) был разработан 
общий подход, который заключается во введении 
новых объектов, сохраняющих ряд свойств рас-
пределений и образующих дифференциальные 
алгебры. Такие объекты называют новыми 
обобщенными функциями или мнемофункциями, 
а соответствующие алгебры G называют алгеб-
рами типа Коломбо. При таком подходе задача 
умножения распределений имеет следующее 
решение. Строится вложение R пространства 
распределений в алгебру мнемофункций G, и 
тогда произведением распределений f и g назы-
вается мнемофункция ( ) ( )R f R g    

В работе [1], содержащей краткий обзор 
этого направления, был сформулирован ряд за-
дач о свойствах алгебр мнемофункций и соответ-
ствующих вложений, а также была построена 
алгебра 1( )G   мнемофункций на окружности. В 

данной работе, которая является продолжением 
[1], на примере алгебры 1( )G   исследован один 

из поставленных в [1] вопросов: какими допол-
нительными свойствами может обладать вложе-
ние пространства распределений в алгебру мне-
мофункций?  
 

1 Предварительные сведения 
Напомним основные определения и факты 

из [1], отсылая за деталями к этой работе.  

Окружность может быть реализована как под-
множество комплексной плоскости 1 { 1}z z      

и как фактор-пространство 2       Соот-
ветственно, для пространств функций или рас-
пределений на окружности возникают две реали-
зации: их можно рассматривать как периодиче-
ские функции переменной t  на прямой   с пе-
риодом 2  и как функции комплексной пере-

менной z  определенные на 1  Такие простран-
ства изоморфны, изоморфизм устанавливается с 
помощью замены itz e    

Пространство обобщенных функций (рас-
пределений) 1( )   определяется как сопряжен-

ное к пространству 1( )C   т. е. состоит из непре-

рывных линейных функционалов на 1( )C   То-

пология в 1( )C   задается счетной системой норм  

 ( ) 1

0

( ) max ( ) ( )
m

j
m

z
j

p z C



           (1.1) 

Каждая функция   из 1( )C   разлагается в 

ряд Фурье  

( ) k
kz z





     

сходящийся в 1( )C   где коэффициенты Фурье 

есть  
1

( )
2

k k
k z z dz z       

   

МАТЕМАТИКА
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причем последовательность k  убывает быстрее 

любой степени 1
k    Соответственно, топологию 

на 1( )C   которую задает система норм (1.1), 

можно задать с помощью системы норм  
 ( ) (1 )m

m k
k

p k                (1.2) 

Каждая обобщенная функция f разлагается в ряд 
Фурье  

 k k
k kf C z C f z






              (1.3) 

причем последовательность коэффициентов Фурье 

kC  возрастает не быстрее некоторой степени k     
Алгебра мнемофункций на окружности 

1( )G   строится следующим образом.  

Сначала рассматривается множество 1( )G   

состоящее из всех семейств { }f   бесконечно 

дифференцируемых функций на 1  зависящих 
от малого положительного параметра   таких, 

что для каждого { }f  существуют числа   и   
при которых имеет место оценка  

 ( )m m

C
p f   


                      (1.4) 

Далее рассматривается подмножество в 1( )G   

состоящее из семейств, быстро стремящихся к нулю:  
1( ) { и ( ) }p

mJ g p m C p g C          

Поскольку 1( )G   является дифференциаль-

ной алгеброй, а 1( )J   есть идеал в ней, то опре-

делена фактор-алгебра  
1 1 1( ) ( ) ( )G G J      

которая называется алгеброй мнемофункций на 
окружности.  

Связь мнемофункций с распределениями 
устанавливается следующим образом. Говорят, 
что мнемофункция – класс эквивалентности [ ]f   

содержащий f   – ассоциирована с распределе-

нием f, если семейство f  сходится в 1( )   к f. 

В общем случае информацию о мнемофункции 
дает анализ асимптотического поведения вели-
чин f    в частности, наиболее наглядным 

является их асимптотическое разложение в про-
странстве 1( )    например, вида  

 
0

1( )k
k k

k k

f u u





              (1.5) 

где равенство (1.5) означает асимптотическую 
сходимость – разность  

0

N
k

k
k k

u f


         

убывает быстрее, чем N   При этом асимптотиче-
ское разложение может начинаться с отрицатель-
ной степени   т. е. главным членом разложения 

может оказаться некоторое распределение с бес-
конечно большим коэффициентом. У бесконечно 
малых мнемофункций оно начинается с положи-
тельной степени   а асимптотическое разложение 
семейства f   ассоциированного с распределе-
нием u, имеет вид  

2
1 2f u u u …                (1.6) 

Способом аппроксимации R называется та-
кой линейный оператор 1 1( ) ( )R G      при 

котором для каждого распределения f его образ 
( ) { }R f f  ассоциирован с f    

Каждый способ аппроксимации задает вло-
жение  

1 1( ) ( )R G      

При заданном вложении R произведением 
произвольных распределений  называется мнемо-
функция  

 1( ) ( ) ( )Ru v R u R v G                (1.7) 

Может оказаться, что произведение f g   

ассоциировано с некоторым распределением h, 
тогда естественно считать это распределение h 
произведением fg, порожденным заданным спо-
собом аппроксимации R. В общем случае ин-
формацию о поведении произведения f g   

дает его асимптотическое разложение.  
 

2 Свойства вложений  
Целью данной работы является анализ раз-

личных способов вложения 1 1( ) ( )R G     и 

выяснение того, какими дополнительными свой-
ствами могут обладать такие вложения.  

2.1 Инвариантность относительно вра-
щений. В случае окружности одним из естест-
венных требований на вложение является его 
инвариантность относительно вращений. В слу-
чае распределений на прямой рассматривается 
инвариантность относительно сдвигов.  

Пусть 1     Поворот окружности, задан-

ный формулой ( )z z     порождает оператор 

поворота, действующий в 1( )C S  по формуле  

( )( ) ( )T z z      
Соответственно, оператор поворота действует в 
алгебре мнемофункций и в пространстве распре-
делений.  

Свойство инвариантности вложения R за-
ключается в перестановочности с поворотом: 
если ( )R f f   то  

( )R T f T f     

Из этого следует специальный вид такого опера-
тора. Запишем разложения образов функций kz  
при действии R:  

( )k j
jk

j

R z A z   

При повороте окружности образ kz  есть 
k k kT z z     Если R – произвольный оператор, 
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перестановочный с поворотами, то выполняется 
равенство ( )k k k kR z Rz     При разложении в 

ряд Фурье получаем  
k j j j

jk jk
j j

A z A z      

откуда [ ] 0j k
jkA      и, следовательно, 0jkA   

при k j   Если обозначить kk kA A   получаем, 

что оператор действует по формуле  
k

k k
j

Rf A C z   

т. е. оператор R есть свертка с распределением, 
для которого kA  являются коэффициентами раз-

ложения в ряд Фурье. В частности, ( )kR z   

( ) k
kA z    т. е. перестановочность с поворотами 

эквивалентна тому, что функции kz  являются 
собственными функциями оператора R.  

Применяя сказанное, при любом фиксиро-
ванном   получаем, что каждый способ аппрок-
симации, инвариантный относительно вращений, 
имеет вид  

 ( )R f f f                         (2.1) 

где   – операция свертка в пространстве 1( )    

а   есть некоторое семейство распределений.  

Операция свертки использует групповую 
структуру окружности, при этом точка 1 выделя-
ется, так как она является нейтральным элемен-
том группы, и свертка с 1  есть единичный опе-

ратор. Поэтому 1        откуда получаем, 

что   есть семейство гладких функций, сходя-

щееся к 1   Таким образом, при выполнении ус-

ловия инвариантности способ аппроксимации 
однозначно определяется по аппроксимациям 1    

Если использовать разложение Фурье  
( ) ( ) k

kz A z     

то  
 ( ) ( ) ( ) k

k k
k

R f f z A C z              (2.2) 

где при фиксированном   коэффициенты ( )kA   

убывают быстрее любой степени 1
k    а при фик-

сированном k  из сходимости   к 1  следует, 

что ( ) 1kA    при 0     
В приложениях существенна также пере-

становочность вложения с дифференцированием:  
 ( ) ( )R f R f                         (2.3) 

Лемма 2.1. Вложение R перестановочно с 
дифференцированием тогда и только тогда, 
когда оно инвариантно относительно поворотов. 

Доказательство. Операция свертки пере-
становочна с дифференцированием, поэтому из 
(2.1) следует (2.3).  

Пусть выполнено (2.3). Рассмотрим разло-
жение образа  

( ) ( )k j
j

j

R z B z    

Из (2.3) получаем, что  
( ) ( )j j

j j
j j

ik B z B ijz      

откуда следует, что  
( ) 0 приjB j k     

т. е. ( ) ( )k k
kR z B z    что и требовалось.                  

Наиболее простым и естественным является 
способ аппроксимации, задаваемый с помощью 
рядов Фурье. Так как каждое распределение f 
разлагается в ряд (1.3), формула  

 ( )
n

k
F n k

n

R f f C z


               (2.4) 

задает вложение 1( )   в 1( )G   (в этом примере 

через 1( )G   обозначается алгебра мнемофунк-

ций, порожденная последовательностями глад-
ких функций).  

С точки зрения теории рядов Фурье, форму-
лы вида (2.2) задают методы суммирования та-
ких рядов. Задача суммирования рядов связана, 
например, с тем, что для непрерывной функции f 
последовательность частичных сумм (2.4) может 
не сходиться равномерно. Но существует много 
методов суммирования вида (2.2), которые 
улучшают сходимость – при которых ( )f z  рав-

номерно сходятся к f. Аналогично, способы ап-
проксимации, заданные формулами вида (2.2), 
могут обладать свойствами, которых нет у вло-
жения (2.4).  

Ниже анализируются некоторые свойства вло-
жений, инвариантных относительно поворотов.  

2.2 Локальность умножения. Для распре-
делений не определено значение в заданной точ-
ке, но можно говорить о значении на открытом 
множестве. Говорят, что распределения f и g 
равны на открытом подмножестве U, если 

f g      для всех   у которых носи-

тель принадлежит U. Это соответствует тому, 
что значение f на открытом подмножестве U оп-
ределятся как сужение функционала f на подпро-
странство, состоящее из таких    

Носителем распределения f называется наи-
меньшее замкнутое множество supp f   на до-

полнении к которому 0f     
Свойство локальности умножения распре-

деления f на гладкую функцию g заключается в 
том, что произведение gf на каждом открытом 
множестве U зависит только от значений g и f на 
нем. В частности, если 0g   на U  или 0f   на 

U, то произведение gf также есть нуль на U.  
Будем говорить, что для вложения R выпол-

няется свойство локальности умножения, если 
из условия supp f supp g   следует, что 

( ) ( ) 0R f R g     
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На первый взгляд может показаться, что 
это свойство всегда выполнено. Это «подтвер-
ждается» следующим рассуждением. Если 
supp f supp g   то существует гладкая функ-

ция   такая, что ( ) 1z   на supp f  и ( ) 0z   

на supp g  Тогда f f    (1 )g f     откуда 

( ) ( ) [ (1 )] ( ) ( ) 0R f R g R R f R g        

Однако эти вычисления предполагают, что 
выполнено равенство  

1 1

( ) ( ) ( )

для любых ( ) ( )

R f R R f

C f

  

           (2.5) 

Но, согласно известному примеру Л. Шварца, 
пространство распределений не может быть 
вложено в ассоциативную коммутативную ал-
гебру таким образом, чтобы сохранялось произ-
ведение гладкой функции на распределение. Это 
означает, что при любом вложении R простран-
ства 1( )   в (произвольную) алгебру равенство 

(2.5) не может быть выполнено для всех 
1( )C    и 1( )f     Таким образом, приве-

денное рассуждение некорректно и, в общем слу-
чае, если supp f supp g   то произведение 

( ) ( )R g R f  может быть отличным от нуля в 1( )G    

2.3 Согласованность вложения с умноже-
нием в 1( )C   В работах Ж.Ф. Коломбо [2], [3], 

которые имели наибольший резонанс в этой тема-
тике, рассматривалась задача о построении вло-
жения, удовлетворяющего условию согласованно-
сти с умножением в 1( )C   Это условие является 

ослаблением условия (2.5), которое не может быть 
выполнено. В рассматриваемом случае задача 
Коломбо формулируется следующим образом.  

Существует естественное вложение 0R  ал-

гебры 1( )C   в 1( )G   при котором функции 
1( )f C   ставится в соответствие стационар-

ное семейство f f    т. е. не зависящее от    
Задача Коломбо. Требуется построить 

дифференциальную алгебру G и вложение R про-
странства распределений в G, которое для бес-
конечно дифференцируемых функций совпадает 
с естественным вложением 0R  в G   

Применительно к рассматриваемому про-
странству распределений на окружности, в зада-
че Коломбо требуется построить вложение, при 
котором  

 1
0( ) ( ) при ( )R f R f f C S    (2.6) 

Это условие означает, что для гладких функций f 
рассматриваемые аппроксимации должны быст-
ро сходится к f.  

При выполнении (2.6)  1( )C   вкладывает-

ся не только как подпространство, но и как ал-
гебра, т. е. 

1( ) ( ) ( ) для всех ( )R fg R f R g f g C     (2.7) 

Основной результат Ж.Ф. Коломбо заклю-
чается в построении искомой алгебры для про-
странств распределений на mR   При этом алгеб-
ра, построенная Коломбо, устроена существенно 
сложнее описанной выше.  

Ниже показано, что особенностью случая 
распределений на окружности, описанного в 
данной работе, является то, что вложения, для 
которых выполнено (2.6) и (2.7), существуют для 
рассмотренной более простой алгебры мнемо-
функций.  

 
3 Вложения 1( )   в 1( )G   

Рассмотрим конкретные классы вложений 
вида (2.1) с точки зрения выполнения указанных 
выше свойств.  

3.1 Вложения, удовлетворяющие условию 
локальности умножения 

Произведение 1( ) ( ) ( ) ( )R R z z          

двух  -функций, сосредоточенных в разных 
точках, в общем случае отлично от нуля. Но, ес-
ли носители функций ( )z  стягиваются к точке 

1 при 0    то при достаточно малых   по-
следнее произведение есть нуль и выполнено 
свойство локальности умножения. Оно выполня-
ется также, если значения ( )z  при 1z   быст-

ро стремятся к нулю, тогда произведение 
( ) ( )z z     принадлежит идеалу 1( )J    

Лемма 3.1. Если носители функций ( )z  

стягиваются к точке 1, то свойство локально-
сти умножения выполнено для произвольных 
распределений.  

Доказательство. Пусть supp f supp g   
Условие, что носители функций ( )z  стягива-

ются к точке 1 означает, что ( ) 0z   при 

1 ( )z       где ( ) 0    при 0    Поскольку 

f f     ( ) 0f z   вне ( )  -окрестности зам-

кнутого множества supp f   Аналогично, ( ) 0g z   

вне ( )  -окрестности замкнутого множества 

supp g  При достаточно малом   такие окрест-

ности не пересекаются, т. е. объединение их до-
полнений есть 1  Поэтому при достаточно малом 
  имеем ( ) ( ) 0f z g z     что и требовалось.      

Способы аппроксимации, которые обычно 
рассматриваются в пространствах распределений 
на прямой, строятся следующим образом. Пусть 

( )D   и ( ) 1t dt    Тогда семейство  

 
1

( )
t

t
      

               (3.1) 

сходится к 0  и их носители стягиваются к точке 

0. Соответствующий способ аппроксимации за-
дается выражением (2.1), где   есть операция 
свертки  в  пространстве  ( )D    При  таком 
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способе аппроксимации выполнено свойство ло-
кальности умножения. Здесь (3.1) есть  -об-
разное семейство с заданным профилем   – оно 

порождено одной фиксированной функцией. Та-
кие аппроксимации удобны для исследования 
благодаря тому, что свойства семейства f  опи-

сываются через свойства   в частности, с ис-

пользованием моментов этой функции.  
В случае периодических распределений 

(распределений на окружности) нет полной ана-
логии этой конструкции, так как, например, если 
функция ( )t  периодическая, то семейство вида 

(3.1) не сходится к  -функции. Чтобы задать 
описанную выше аппроксимацию с помощью 
свертки на окружности, нужно модифицировать 
конструкцию.  

Пусть 0 ( )D    0 ( ) 1t dt    и носитель 

расположен внутри интервала ( )   При каж-

дом   зададим функцию 1
0 ( )t

   при t     

и продолжим на   с периодом 2  т. е. рас-
смотрим функцию  

 0

1 2
( )

j

t j
t

        
      (3.2) 

Тогда формула  
 ( )R f f f                     (3.3) 

где   – уже операция свертки в пространстве 
1( )D   задает тот же способ аппроксимации, 

обладающий свойством локальности умножения.  
Но детальный анализ этого способа аппрок-

симации на окружности усложняется по сравне-
нию со случаем на прямой. Это связано с тем, что 
нет непосредственной связи между коэффициен-
тами Фурье функций   при разных   так как  

0ˆ( ) (2 ) iktt k e





      

где 0̂  есть преобразование Фурье функции 0  

на    
Отметим, что требование локальности ум-

ножения не совсем оправдано с физической точ-
ки зрения. Например,  -функция моделирует 
ситуацию, когда вещество распределено так, что 
основная часть массы сосредоточена в малой 
окрестности заданной точки. При умножении 
двух плотностей, соответствующих дельта-
функциям, сосредоточенным в разных точках, 
возникает произведение большой плотности на 
малую, а такое произведение может дать конеч-
ный эффект, т. е. ненулевую плотность. Поэтому 
не всегда произведение двух дельта-функций 
следует считать нулем.  

3.2 Согласованность с умножением глад-
ких функций 

В связи с рассматриваемым вопросом преж-
де всего отметим следующий факт.  

Теорема 3.1. Если вложение периодических 
распределений построено с помощью свертки с 
функциями вида (3.2), где 0  финитная функ-

ция, то выполнено условие локальности умно-
жения, а условия (2.6) и (2.7) согласованности с 
умножением гладких функций не выполняются.  

Это утверждение следует из двух лемм.  
Лемма 3.2. Пусть ( )D   гладкая бы-

стро убывающая функция на   в частности, 

финитная, 0 ( ) ( ) 1M t dt      и f – бесконечно 

дифференцируемая периодическая  функция.  Се-
мейство гладких функций f f     где ( )t   

1 ( )t
     имеет асимптотическое разложение  

 ( )

1

( 1)
( ) ( ) ( ) ( )

j
j j

j
j

f t f t f t M
j







   

  (3.4) 

где  

( ) ( )j
jM t t dt j




        

– моменты функции    
Доказательство. Согласно формуле Тейлора  

( )

0

1
( ) ( ) ( ) ( )

n
j j

n
j

f s f t s t r s t
j

    
  

где остаточный член оценивается через произ-
водную ( 1)( ) nf t    Так как эта производная ограни-

чена, имеем оценку 1( ) n
nr s t C s t         Поэтому  

1
( ) ( )

t s
f t f s ds



 

        

( )

0

1 1
( ) ( )

1
( )

n
j j

j

n

t s
f t s t ds

j

t s
r s t ds










        
       

 


 

( )

0

1
( ) ( ) ( )

( ) ( )

n
j j

j

n

f t d
j

r d










    


     

 


 

( )

1

( 1)
( ) ( ) ( ) ( )

jn
j j n

j
j

f t f t M o
j


      

  (3.5) 

что и требовалось.                                                                

Лемма 3.3. Если ( )D   и 0    то бес-

конечное множество моментов ( )jM   отлично 

от нуля.   
Доказательство. Предположим, что ( ) 0jM    

для всех j, за исключением конечного числа. В 
силу компактности носителя   преобразование 

Фурье ̂  является аналитической функцией, 

причем она стремится к нулю на бесконечности в 
силу гладкости   При преобразовании Фурье 

моменты переходят (с точностью до множителя) в 
значения соответствующих производных. Поэтому 
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( )ˆ (0) 0j   для всех j   за исключением ко-

нечного числа. Тогда из аналитичности ̂  следу-

ет, что эта функция является ненулевым много-
членом и, следовательно, не стремится к нулю на 
бесконечности, что приводит к противоречию.     

Доказательство теоремы 3.1. Пусть ( )pM   

есть ненулевой момент с наименьшим номером. 
Тогда, согласно (3.5), разность ( ) ( )f t f t  ведет 

себя как p  и, следовательно, не принадлежит 

идеалу 1( )J   т. е. равенство (2.6) не выполнено.  

Аналогично, для двух гладких функций 
имеем, согласно (3.5),  

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( 1)
[ ( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( )) ] ( ) ( )

p p
p p

p p
p

f t g t fg t

f t g t f t g t
p

f t g t M o

    

 
  



    

 

Здесь при 1p   выражение в квадратной 

скобке отлично от нуля, из чего следует, что рас-
сматриваемая разность не принадлежит идеалу 

1( )J   При 1p   получаем, что разность 

( ) ( )f t f t  ведет себя как 2p   где 
2
( )pM   есть 

второй из отличных от нуля моментов.                
Таким образом, если использовать методы 

аппроксимации, порожденные финитными функ-
циями, для выполнения условия (2.6) требуется 
строить алгебры, отличные от 1( )G   которые 

были впервые построены Коломбо. Покажем, что 
существуют алгебры, устроенные более просто, 
чем алгебра Коломбо, для которых существуют 
требуемые вложения.  

Рассмотрим семейства бесконечно диффе-
ренцируемых функций { }qf    зависящих от двух 

параметров   и ,q  где q   Обозначим через 
1( )CG   множество, состоящее из всех таких се-

мейств, для каждого из которых существуют   и 

  при которых имеет место оценка  

 ( )m q m

C
p f    


                (3.6) 

Аналогично предыдущему, это множество явля-
ется дифференциальной алгеброй.  

Пусть  
1 11

1 1( ) { и что ( ) }q m
C q m qJ g p g C  

          

Лемма 3.4. Множество 1( )CJ   является 

дифференциальным идеалом в алгебре 1( )CG    

Доказательство. Пусть 1( )q Cf G    и 
1( )q Cg J    Тогда  

1 1 1 1( ) ( )1
2( ) q m q m

m q q m

C
p f g C C     

        


 

т. е. это произведение принадлежит 1( )CJ          

В силу леммы 3.4 фактор-пространство  
1 1 1( ) ( ) ( )C C CG G J     

является дифференциальной алгеброй, которую 
будем называть модифицированной алгеброй 
Коломбо.  

Для построения вложения в эту алгебру вы-
берем последовательность финитных функций 

q   таких, что их носители лежат в окрестности 

точки 0 и ( ) 0j qM    при 1 j q     

Теорема 3.2. Отображение C qR f f     

qf    задает вложение 1( )D   в 1( )CG   для 

которого выполнено условие (2.6) согласования с 
умножением гладких функций и свойство ло-
кальности умножения.   

Доказательство. В силу условий на q  по-

лучаем, что  
( ) m

m qp f C 
     

Если 1( )f C   то, согласно (3.5), разность 

( ) ( )qf t f t  убывает как q   Поскольку свертка 

перестановочна с дифференцированием, аналогич-
но ведет себя разность производных этих функций. 
Отсюда получаем, что  

( ) q
m qp f f C     

и разность qf f   принадлежит идеалу 1( )CJ   

Как было отмечено выше, условие (2.6) оз-
начает, что аппроксимации гладкой функции 
быстро сходятся к ней. Это выполнено для вло-
жения (2.4), построенного с помощью последо-
вательности частичных сумм ряда Фурье. Это 
отображение FR  инвариантно относительно по-

воротов и представляется в виде свертки:  
1

1 1
где ( )

2 1 1

n nn z z
k z

n n n
n

z
f f z z

n z

 




         
   

  

Теорема 3.3. Отображение FR  является 

вложением 1( )D   в алгебру мнемофункций, для 

которого выполнено условие согласования с ум-
ножением, т. е. равенства (2.6) и (2.7), а свой-
ство локальности умножения не выполняется.  

Доказательство. То, что последовательность 

nf  принадлежит 1( )G   следует из степенной 

оценки коэффициентов kC   Действительно, для 

коэффициентов Фурье распределения f справед-
лива оценка (1 ) p

kC C k       Поэтому  

1

( ) (1 )

(2 1)(1 )

p m
m n

k n

p m p m

p f C k

C n n n



 

  

    

   




 

Выполнение (2.6) следует из известного 
факта, что ряд Фурье функции 1( )f C   быст-

ро сходится, т. е. 
1( )nf f J    
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Заметим, что при этом способе для гладких 
функций ( ) ( ) ( )n n nf z g z fg   а равенство (2.7) 

выполняется только в фактор-алгебре, т. е. 
1( ) ( ) ( ) ( )n n nf z g z fg J     

Распределению   соответствует аппрок-

симирующая последовательность  
1( ) ( )

( )
1

n nn
k k

n
n

z z
z z

z

 



  
     

   

Поэтому произведению 1   соответствует по-

следовательность  
1 1( ) ( )

( ) ( )
1 1

n n n n

n n

z z z z
z z

z z

      
     

  
 

которая не стремится к нулю и, следовательно, 
не принадлежит идеалу 1( )J                                 

3.3 Совместная локальность и согласо-
ванность с умножением гладких функций 

Согласно результатам предыдущего разде-
ла, если рассматривать вложения, порожденные 
финитными функциями, то выполнено свойство 
локальности умножения, но для существования 
вложения, при котором также имеет место согла-
сование с умножением (условие (2.6)), требуется 
алгебра, устроенная более сложно, чем 1( )G   А 

вложение, порожденное частичными суммами 
ряда Фурье, согласовано с умножением, но не 
обладает свойством локальности. Покажем, что 
существуют вложения в 1( )G   обладающие од-

новременно двумя указанными свойствами. Та-
кие вложения удается построить, если отказаться 
от требования финитности функции 0    

Рассмотрим пространство Шварца ( )S  

т. е. множество функций, бесконечно дифферен-
цируемых и убывающих на бесконечности быст-
рее любой степени 1

t   Для функций из этого про-

странства ситуация отлична от описанной в лем-
ме 3.2.  

Лемма 3.5. В пространстве 1( )S  сущест-

вуют функции   такие, что  

0 ( ) 1 ( ) 0 дляjM M j        

Доказательство. Преобразование Фурье би-
ективно отображает пространство 1( )S  в себя. 

В этом пространстве существуют такие функции, 
что ( ) 1    в некоторой окрестности ( )   

точки 0. Тогда для функции   которая является 

обратным преобразованием Фурье такой   вы-

полнены свойства из утверждения леммы. Дейст-
вительно, как уже отмечалось, при преобразова-
нии Фурье моменты функции   переходят в про-

изводные в нуле функции   которые есть нуль.  

Ниже для упрощения выражений считаем, 
что 1    Отметим, что, в отличие от функций 

из 1( )  преобразование Фурье функции из 

1( )S  может быть бесконечно дифференцируе-

мой, но не аналитической функцией. Именно 
такой является выбранная выше функция    

Выберем функцию 0  со свойствами, опи-

санными в лемме 3.5, построим семейство функций  

 0

1 2
( )

j

t j
t

        
        (3.7) 

и зададим способ аппроксимации формулой 
(2.1), где свертка понимается в пространстве 

1( )   В терминах коэффициентов Фурье это 

отображение действует по правилу  
(2 )k k

k k
k k

R f C z f k C z           (3.8) 

где   есть преобразование Фурье функции 0    
Теорема 3.4. При указанном выборе функ-

ции 0  для вложения (3.8) выполнено условие 

согласования (2.6) и свойство локальности ум-
ножения. 

Доказательство. В рассматриваемом слу-
чае, согласно лемме 3.2, асимптотическое разло-
жение имеет вид f f   Это означает, что раз-

ность f f  убывает быстрее любой степени   
Так как это верно для всех производных функ-
ции, получаем, что f f  принадлежит идеалу.  

Для проверки локальности умножения рас-
смотрим свойства функции   из (3.7) на перио-

де – отрезке [ ]   Пусть ( )   окрестность 

точки 0. Так как для любого p выполнено нера-
венство  

0 ( )
(1 ) p

C
t

t
   

  
 

для слагаемого из (3.7) имеем оценку  

1
0 2

1 2 1

2(1 )
p

t j pp

t j C C

t j


  


              
 

Поэтому  

1 1
0 1

0 0

1 2 1

2
p p

p
j j

t j
C C

t j
 

 

              
   

При 0j   для соответствующего слагаемого 

получаем  
2

0 1

1

, .

C

pC

tt

t





               
 

Таким образом, вне любой окрестности ну-
ля функции   убывают быстрее любой степени 

  Поэтому при любом 0 0t   произведение 

0( ) ( )t t t     убывает быстрее любой степени 

  и, следовательно, принадлежит идеалу.           
3.4 Аналитическое представление распре-

деления 
Рассмотрим еще один способ аппроксима-

ции, часто используемый в анализе, основанный 
на известном аналитическом представлении 
распределений [4]. В случае окружности оно за-
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дается следующим образом. Рассмотрим разло-
жение произвольного распределения f в ряд Фу-
рье и запишем два оператора  

 
0

( )( ) ( ) k
kP f z f z C z


              (3.9) 

 
1

( )( ) ( ) k
kP f z f z C z


 



           (3.10) 

Из оценки коэффициентов kC  следует, что 

для любого 1( )f D   ряд (3.9) сходится в круге 

1z    его сумма ( )f z  является аналитической 

функцией, а ряд (3.10) сходится при 1z    и его 

сумма ( )f z  является функцией, аналитической 

при 1z   и стремящейся к нулю на бесконечности.  

Таким образом, аналитическое представле-
ние порождает вложение ( )f P f P f     

( )f f    пространства распределений в про-

странство кусочно аналитических функций, т. е. 
пар ( )f f    где функция ( )f z  аналитическая 

при 1z    а ( )f z  – при 1z    При этом ана-

литические функции ( )f z  таковы, что при их 

разложении в степенной ряд коэффициенты рас-
тут не быстрее некоторой степени k. 

Покажем, что такие функции могут быть 
охарактеризованы в терминах скорости роста 
при 1z    а именно, что это функции степен-

ного роста, т. е. допускающие оценку  

 0( )
(1 )m

M
f z M

z
   

  
            (3.11) 

Рассматриваемый вопрос есть частный случай 
общей задачи об установлении связей между 
поведением аналитической функции и поведени-
ем коэффициентов соответствующего степенно-
го ряда. Наиболее известный результат в этом 
направлении заключается в установлении связи 
между порядком и типом целой функции и пове-
дением коэффициентов при ее разложении [5]. 
Для функций, аналитических в круге, аналогич-
ный результат получен в [6]. Для функций, ана-
литических в круге и имеющих степенной рост, 
описание считается известным, но не включено в 
стандартную литературу по теории аналитиче-
ских функций. Поэтому приведем здесь соответ-
ствующие утверждения с доказательствами.  

Теорема 3.5. Пусть 
0

( ) ,k
kf z a z


   при-

чем ряд сходится при 1z    Последователь-
ность коэффициентов допускает степенную 
оценку тогда и только тогда, когда при 1z   

функция f имеет степенной рост.   
Доказательство. Пусть выполнена оценка 

(3.11). Тогда, согласно неравенству Коши,  

(1 )k m k

M
C

z z
  

    
 

В частности, положив 11 kz     получаем  

1
4

(1 )

m
m

k k
k

Mk
C Mk   


 

Для получения утверждения в обратную сто-
рону воспользуемся утверждением из [7], говоря-

щим, что сумма ряда 
1

0kk z


     асимптоти-

чески ведет себя в окрестности точки 1z   как  

1

( 1)

(1 )z 

  


  
 

Поэтому, если имеет место оценка 
0m

kC Mk k      то  


0 0 1

1

( )
(1 )

m k
m

M
f z a Mk z M

z



        
    

т. е. функция имеет степенной рост.                     
Аналитическое представление обобщенной 

функции порождает естественную аппроксима-
цию распределения f гладкими функциями с по-
мощью значений аналитического представления 
на окружности радиуса 1   и радиуса 1

1    

( ) ( )

((1 ) ) (1 )
1

a

k k
k

R f f z

z
f z f C z




   



 

           


(3.12) 

Теорема 3.6. Формула (3.12) задает инвари-
антное вложение пространства 1( )D   в алгеб-

ру мнемофункций. Условие согласования с ум-
ножением (2.7) выполнено для пар функций, име-
ющих представление ( 0)f f     ( 0)g g     где 

функции f   и g   непрерывны в замкнутом кру-

ге, а также для пар функций вида (0 )f f     

(0 )g g     непрерывных в области 1z     
Доказательство. То, что семейство гладких 

функций ( )f z  имеет степенной рост, следует из 

теоремы 3.5.  
Для функций 0kz k   равенство (2.7) про-

веряется непосредственно. Действительно, пусть 
( ) kf z z   ( ) mg z z   ( ) ( ) k mf z g z z    Тогда ( )aR f  

(1 )k kz    ( ) (1 )m m
aR g z    ( ) (1 )k m k m

aR fg z     
и равенство ( ) ( ) ( )a a aR fg R f R g   очевидно, вы-

полнено. Из этого следует, что требуемое равен-
ство выполнено для многочленов, откуда, пере-
ходя к пределу, получаем требуемое свойство 
для функций f   и g    непрерывных в замкну-

том круге. Для пар функций, имеющих представ-
ление (0 )f f     (0 )g g     доказывается ана-

логично.                                                                    
Для дельта-функции рассматриваемое ап-

проксимирующее семейство имеет вид  

 1

1 1
( ) ( )

1 (1 ) (1 )aR z
z z

 
    

     
 (3.13) 
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и способ регуляризации задается как свертка 
( )aR f f      

Отметим, что при рассматриваемом способе 
аппроксимации равенство (2.6) не выполнено. 
Действительно, функции ( )f z z  соответствует 

мнемофункция ( ) (1 )f z z      при этом 

( ) ( )f z f z z     откуда следует, что эта раз-
ность не принадлежит идеалу – она стремится к 
нулю как   а элементы идеала стремятся к нулю 
быстрее любой степени    

Из доказательства теоремы видно, что здесь 
равенство (2.7) выполнено не только в фактор-
алгебре, но и на уровне представителей из клас-
сов эквивалентности, т. е. для непрерывных f   

и g   имеем  

( ) ( ) ( )f g f g   
         

Возникает вопрос: существуют ли другие 
функции 1( )C    такие, что  

 ( ) ( ) ( )f g f g                   (3.14) 
Следующая теорема утверждает, что это практи-
чески единственный случай.  

Теорема 3.7. Если функция ( )z  такова, что 
равенство (3.14) выполнено для всех гладких функ-
ций ( 0)f f     то при некоторых   и   1     
имеем  

1
( ) ( )

1 (1 )
z g z

z
   

  
 

где (0 )g g      

Доказательство. Пусть ( ) k
kz A z    За-

метим, что для функции f указанного вида сверт-
ка с ( )z  не зависит от коэффициентов разложе-

ния ( )z  с отрицательными номерами. Поэтому 
функцию  

1

( ) k
kg z A z






  

можно выбирать произвольным образом. Тогда 
( )k k

kz z A z    ( )mz z m
mA z   ( )k m k m

k mz z A z 
    

Из (3.14) следует, что для коэффициентов разло-
жения выполнено k m k mA A A    При 0k   полу-

чаем, что 0 1A    Пусть 1A r   где 1     тогда 
k k

kA r    причем для сходимости ряда должно 

быть, чтобы 1r    Таким образом, обозначив 
1 r    получаем требуемое представление ( )z   

При аналитическом представлении про-
странство распределений отождествляется с мно-
жеством пар аналитических функций ( )f f    
описанных выше. Произведение ( ) ( )f z g z   также 

имеет аналитическое представление ( ( ) ( ))h z h z 
    

где функции ( )h z
  аналитически зависят от z  и 

  В частности, каждая из этих функций разлага-
ется в ряд Лорана по степеням   поэтому для 

произведения ( ) ( )f z g z   существует асимптоти-

ческое разложение по степеням    
Рассмотрим такое произведение более де-

тально. Результат умножения распределений 
( ) ( )f f g g       может быть представлен в виде  

( ) ( ) ((1 ) )
1a a

z
R f R g f z f            

 

((1 ) )
1

z
g z g            

 

((1 ) ) ((1 ) ) ((1 ) )
1

z
f z g z f g z               

 

((1 ) )
1 1 1

z z z
f z g f g                           

 

Здесь  
((1 ) ) ((1 ) ) ( )af z g z R f g          

( )
1 1 a

z z
f g R f g                 

 

т. е. сумма первого и четвертого слагаемых есть 
аналитическое представление распределения, 
заданного парой ( )f g f g      При фиксирован-

ном   сумма двух остальных слагаемых  

( ) ((1 ) )
1

((1 ) )
1

z
z f g z

z
f z g

 


 

      
     

 

есть функция, аналитическая в кольце  
1

1
1

K z z
        

  
 

Ее аналитическое представление задается с по-
мощью применения операторов P   Таким обра-

зом, в пространстве 1( )  кусочно аналитиче-

ских функций, т. е. пар ( )f f    задающих ана-

литическое представление, умножение действует 
по достаточно сложному правилу.  

Теорема 3.8. В пространстве кусочно ана-
литических функций, т. е. пар ( )f f    задаю-

щих аналитическое представление, результат 
умножения ( ) ( )f f g g       может быть 

представлен в виде ( ) ( ) ( ( ) ( ))a aR f R g h z h z 
     

где ( ) ( ) ( ( ))ah z R f g P z   
       
Заметим, что каждая из функций ( )h z

  раз-

лагается в ряд Лорана по степеням   с конечной 
главной частью, в результате чего при рассмат-
риваемом способе аппроксимации для любого 
произведения ( ) ( )f z g z   существует асимптоти-

ческое разложение по степеням    
 

Заключение 
В работе были исследованы различные спо-

собы вложений пространства периодических 
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обобщенных функций в алгебру мнемофункций 
на окружности. Каждый способ вложения поро-
жден некоторой аппроксимацией обобщенной 
функции семейством гладких функций, в частно-
сти, рассматриваются способы вложений, обла-
дающие свойством инвариантности относитель-
но поворота. Такие способы вложений опреде-
ляются с помощью свертки с дельтаобразной 
последовательностью гладких функций.  

В зависимости от способа аппроксимации 
вложение может обладать дополнительными 
свойствами, такими как согласованность с ум-
ножением гладких функций, локальность умно-
жения. В работе рассмотрен ряд вложений, обла-
дающих как одним из указанных свойств, так и 
двумя одновременно. Выбор способа вложения, 
обладающего конкретными дополнительными 
свойствами, обусловлен рассматриваемой зада-
чей и тем, какой способ аппроксимации распре-
делений наиболее удобен в данном случае. В 
частности, с ряда точек зрения наиболее естест-
венным является способ аппроксимации, порож-
денный аналитическим представлением распре-
делений.  

ЛИТЕРАТУРА 
1. Антоневич, А.Б. Алгебра мнемофункций 

на окружности / А.Б. Антоневич, Т.Г. Шагова, 
Е.В. Шкадинская // Проблемы физики, матема-
тики и техники. – 2018. – № 3 (36). – С. 55–62.  

2. Colombeau, J.F. New generalized functions 
and multiplication of distributions / J.F. Colombeau. – 
Amsterdam: North-Holland, 1984. – 374 p.  

3. Colombeau, J.F. A multiplication of distri-
butions / J.F. Colombeau // Journal of mathematical 
analysis and applications. – 1983. – № 94. – P. 96–
115.  

4. Бремерман, Г. Распределения, комплекс-
ные переменные и преобразования Фурье / 
Г. Бремерман. – М.: Мир, 1965. – 276 с.  

5. Маркушевич, А.И. Теория аналитических 
функций / А. И. Маркушевич. – М., 1950.  

6. Антоневич, А.Б. О росте аналитической 
функции в круге / А.Б. Антоневич, Али А. Шу-
кур // Доклады НАН Беларуси. – 2016. – Т. 60, 
№ 5. – C. 41–45.  

7. Евграфов, М.А. Асимптотические оценки 
и целые функции / М.А. Евграфов. – М.: Гостех-
издат, 1957. – 159 с.  
 

Поступила в редакцию 22.10.18. 
 



Проблемы физики, математики и техники, № 4 (37), 2018 
 

© Ванькова Т.Н., Детченя Л.В., Пецевич В.М., Селивёрстова А.О., 2018            

62 

  

УДК 517.925 

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА БЕЗ ПОДВИЖНЫХ КРИТИЧЕСКИХ ОСОБЕННОСТЕЙ 

Т.Н. Ванькова, Л.В. Детченя, В.М. Пецевич, А.О. Селивёрстова 

Гродненский государственный университет им. Я. Купалы 
 

ON A CLASS OF SYSTEMS OF SECOND ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS 
WITHOUT MOBILE CRITICAL FEATURES 

T.N. Vankova, L.V. Detchenya, V.M. Petsevich, A.O. Seliverstova 

Y. Kupala Grodno State University 
 

Получены необходимые и достаточные условия принадлежности исследуемой системы к системам типа Пенлеве.  
 
Ключевые слова: система обыкновенных дифференциальных уравнений, свойство Пенлеве, подвижные критические 
особые точки, метод малого параметра. 
 
Necessary and sufficient conditions for the system under investigation to belong to the Painlevé type system are obtained.  
 
Keywords:  system of the  ordinary  differential equations, Painlevé property, movable critical singularities, method of small 
parameter. 

 
 

1. Предварительные результаты 
В [1] найдены необходимые условия нали-

чия свойства Пенлеве для системы двух диффе-
ренциальных уравнений 

 
2 2

2 1 0

2 2
2 1 0

,

,

x A y A y A

y B x B x B

     

     
             (1.1) 

где ,
dx

x
dt

   ,
dy

y
dt

   ,iA  0, 2,i   − полиномы 

по x с аналитическими по t коэффициентами, 

,jB  0, 2,j   − полиномы по y  с аналитиче-

скими по t коэффициентами. Была доказана 
Лемма 1.1. Для того, чтобы дифференци-

альная система (1.1) имела свойство Пенлеве 
необходимо, чтобы степени полиномов ,iA  

0,2,i   по переменной x  и степени полиномов 

,jB  0, 2,j   по переменной y  были не выше 4. 

Изучение систем дифференциальных урав-
нений на предмет отсутствия подвижных крити-
ческих особых точек очень часто приводит к 
изучению уравнения второго порядка второй 
степени вида 

     2
, , , , ,x E x x t F x x t            (1.2) 

где ,E F  – рациональные функции от ,x x  с 

аналитическими по t коэффициентами. 
Основные результаты по поиску необхо-

димых условий наличия свойства Пенлеве в ре-
шениях уравнения (1.2), а в некоторых случаях и 
достаточных, содержатся в работах [2, 3]. Неко-
торые из них содержатся в следующих леммах. 

Лемма 1.2 [2], [3]. Для наличия свойства 
Пенлеве у дифференциального уравнения (1.2) 

необходимо, чтобы  , , ,E x x t   , ,F x x t  были 

полиномами по x  степени не выше 2 и 4 соот-
ветственно, коэффициенты которых являются 
рациональными по x функциями с аналитически-
ми по t коэффициентами, т. е. 

       
     

     

2
2 1 0

4 3
4 3

2
2 1 0

, , , , , ,

, , , ,

, , , .

E x x t E x t x E x t x E x t

F x x t F x t x F x t x

F x t x F x t x F x t

    

    

   

 

Лемма 1.3 [3]. Пусть  ,x x t    – нуль не-

четной кратности функции  , , ,F x x t  в кото-

ром функция  , ,E x x t  голоморфна. Тогда для 

наличия свойства Пенлеве у дифференциального 
уравнения (1.2) необходимо, чтобы решения 
дифференциального уравнения  ,x x t    были 

особыми для (1.2). 
Лемма 1.4 [3]. Если (1.2) имеет свойство 

Пенлеве, то нули функции  , ,F x x t  вида  x t   

должны быть четной кратности, при условии, 
что  , ,E x x t  голоморфна в этих нулях. 

 
2 Основной результат 
Целью данной работы является поиск необ-

ходимых и достаточных условий наличия свой-
ства Пенлеве у решений системы двух диффе-
ренциальных уравнений 

 
 

2 4 3 2 2
24 23 22 21 20

4 3 2
14 13 12 11 10

4 3 2
04 03 02 01 00

2 4 3 2
40 30 20 10 00

,

,

x a x a x a x a x a y

a x a x a x a x a y

a x a x a x a x a

y x b y b y b y b y b

      

     

    

      

(2.1) 
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с аналитическими по t  коэффициентами, где 

 24 23 22 21 20 0,a a a a a             (2.2) 

которая является частным случаем системы (1.1). 
Запись 0,P   здесь и далее означает, что 

коэффициенты полинома P  одновременно не 
обращаются в нуль в некоторой области .D   

Исключая из системы (2.1) компоненту ,x  
относительно компоненты y построим уравнение 

 
       

2

1 0

8 6 4 2

8 6 4 2 0

2

,

y y y

y y y y

       

            
 

где ,ia  j  однозначно определяются через ко-

эффициенты системы (2.1). Требуя выполнение 
леммы 1.2, для наличия свойства Пенлеве, на 
коэффициенты системы (2.1) получим 27 усло-
вий. Разрешая их, найдем, что для наличия свой-
ства Пенлеве у решений системы (2.1) с усло-
виями (2.2) необходимо, чтобы она принимала 
один из видов 

  2 2 2
2 1 03 02 01

2 2
2 1

,

,

x K y K y x a x a x a

y K y K y x

     

   
 (2.3) 

где 2 0K   (здесь и в дальнейшем iK   будем 

считать произвольными постоянными),  

03 02 01 0;a a a    

 
  

2
1

2 2
13 12 11 03 02 01

2
1

,

,

x x K y

a x a x a y a x a x a

y K y x

   

     

  

 (2.4) 

где 1 0,K   13 12 11 0;a a a    

 
 

2 3 2 2
23 22 21

3 2 3 2
13 12 11 03 02 01

2

,

,

x a x a x a x y

a x a x a x y a x a x a x

y x

    

     

 

 (2.5) 

где 23 22 21 0.a a a    

Рассмотрим систему (2.3). С помощью ли-
нейного преобразования относительно зависимых 

переменных 
2

1

2

,
4

K
x X

K
   1

2

,
2

K
y Y

K
   в преж-

них обозначениях, система (2.3) сведется к виду 

  2 2 2
2 03 02 01

2 2
2

,

,

x K y x a x a x a

y K y x

    

  
     (2.6) 

где 2 0,K   03 02 01 0.a a a    

Из (2.6) относительно компоненты y будем 
иметь 

   

 

2 403
2

2202 03 2

2
4 203 2 02 2 01

4

4 2

.
4 4 4

a
y K y y

a a K
y y

a K a K a
y y

   

     
 

  

          (2.7) 

Согласно [1], [3], для наличия свойства Пенлеве, 
необходимо требовать 03 0,a   т. е. (2.7) примет 

вид 

    2 2 202 02 2 01
2 .

4 4 4

a a K a
y K y y y      (2.8) 

Рассмотрим следующие случаи. 
1. Пусть 02 0.a   Для наличия свойства 

Пенлеве, согласно лемме 1.3, требуя, чтобы общее 

решение уравнения  2 2
02 02 2 01 0a y a K y a     

было особым решением для уравнения (2.8), по-
лучим, что необходимо выполнение условия 

01 1 02 .a K a  Таким образом, (2.6) примет вид 

  2 2
02 2 1

2 2
2

,

,

x a K y x x K

y K y x

   

  
         (2.9) 

где 2 0,K   02 0.a   Поскольку 2 2
2 ,x y K y   а 

y удовлетворяет уравнению 
 


2 02 02

02 2 02 2 02

4 2

(4 ) 2 0,

y K y a y a y

a K a y K a y

     

    
 

которое получается из (2.8) дифференцировани-
ем, на основании [4] заключаем, что система 
(2.9) обладает свойством Пенлеве. 

2. Пусть 02 0,a   а тогда 01 0,a   т. е. (2.6) 

примет вид 

 2 2
01 2

2 2
2

,

,

x a K y x

y K y x

  

  
              (2.10) 

где 2 0,K   01 0.a   Поскольку 2 2
2 ,x y K y   а 

y удовлетворяет уравнению 

01
2 ,

2

a
y K y     

на основании [4] заключаем, что система (2.10) 
обладает свойством Пенлеве. 

Рассмотрим систему (2.4). Исключая из сис-
темы компоненту x, относительно компоненты y 
построим уравнение 

 

 

 

2
413 031

2202 03 1 13 112

2
12 03 1 13 213 1

02 1 0111

2 4 4

4 4 2 2

4 4

.
4 4 4

a aK
y y y

a a K a Ka
y y y

a a K Ka K
y y

a K aa
y

         
   

         
  


  

    
 

(2.11) 

Согласно [1], [3], для наличия свойства Пенлеве, 
необходимо выполнение условий 13 0,a   03 0.a   

Пусть 12 0.a   Учитывая полученные выше 

условия, в уравнение (2.11) введем малый пара-
метр   по формулам 2 ,y Y   0 .t t z    При 

0   будем иметь упрощенное в смысле Пенле-
ве уравнение 
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2 22
12

2
,

4

ad Y dY
Y

dzdz

      
  

 

которое, согласно лемме 1.4, не обладает свойст-
вом Пенлеве, т. е. 12 0,a   и (2.11) примет вид 

 
2

2021

02 1 0111

2 4

,
4 4 4

aK
y y

a K aa
y

     
 
    
 

           (2.12) 

где 1 0,K   11 0.a   

Рассмотрим следующие случаи. 
1. Пусть 02 0.a   Если 11 02 1 01 0,a a K a    

то уравнение    2

02 11 02 1 01 0a y a a K y a      

имеет два нуля нечетной кратности вида 

 , ,y y t    которые, согласно лемме 1.3, долж-

ны быть особыми решениями для уравнения 
(2.12). Данное требование приводит к условию 

11 0,a   которое противоречит условиям накла-

дываем на коэффициенты системы (2.4). Следо-
вательно, 11 02 1,a a K  01 0,a   и (2.4) примет вид 

   2
02 1 1, ,x a x K y y x K y         (2.13) 

где 1 0,K   02 0,a   2 1.   Поскольку 
2

1 ,x y K y   

а y удовлетворяет уравнению 

021 ,
2 2

aK
y y

 
    

на основании [4] заключаем, что система (2.13) 
обладает свойством Пенлеве. 

2. Пусть 02 0.a   Тогда (2.12) примет вид 

 
2

011 11 .
2 4 4

aK a
y y

     
 

           (2.14) 

Для наличия свойства Пенлеве, согласно 
лемме 1.4, необходимо требовать чтобы 11 0,a   

что противоречит условиям накладываем на ко-
эффициенты системы (2.4). 

Рассмотрим систему (2.5). Исключая из сис-
темы компоненту x, относительно компоненты y 
построим уравнение 

    
   

2 42
23 13 03

22 2
22 12 02 21 11 01

1

4

.

y a y a y a y

a y a y a y a y a y a

    

     
(2.15) 

Откуда, согласно [1], [3], для наличия свойства 
Пенлеве, необходимо требовать 23 0,a   13 0,a   

03 0,a   т. е. 

    


2 22
22 12 02

2
21 11 01

1

4

.

y a y a y a y

a y a y a

    

  
  (2.16) 

Рассмотрим следующие случаи.  
1. Пусть 22 0.a   Уравнение 

  22 2
22 12 02 21 11 01 0a y a y a y a y a y a       

имеет два нуля нечетной кратности вида 

 , ,y y t    которые, согласно лемме 1.3, долж-

ны быть особыми решениями для (2.16). Данное 
требование приводит к условиям 21 22 1,a a K  

11 12 1,a a K  01 02 1,a a K  и (2.16) примет вид 

      2 22
22 12 02 1

1
.

4
y a y a y a y K      (2.17) 

Для наличия свойства Пенлеве у решений урав-
нения (2.17), согласно лемме 1.4, необходимо 

требовать 
2
12

02
22

,
4

a
a

a
  т. е. можем записать 

      2 2 2

22 22 12 116 2 .a y a y a y K     (2.18) 

Для наличия свойства Пенлеве, согласно методу 
резонансов, решение уравнения (2.18) можно 
представить формальным рядом 

2 30
1 2 3 4 ...,y t t t

t


       

где 2  – должно быть произвольной постоян-

ной. Это требование приводит к необходимости 
выполнения условий 

   
4

22 122 2

2 3 2 3

44
, ,

K
a a

K t K K t K
 

 
 

где 2 3 0.K K   С учетом полученных выше 

условий, система (2.5) примет вид 

  
 

2

1 42
2

2 3

2

2
,

,

x x K y K
x

K t K

y x

 
 



 

 

которую, с помощью линейного преобразования 
зависимой переменной, при сохранении для ко-
эффициентов прежних обозначений, можем за-
писать в виде 

 

 
 

2
12

2

2 3

2

,

,

xy x K
x

K t K

y x


 



 

                (2.19) 

где 2 3 0.K K   Поскольку 2 ,x y  а y  удов-

летворяет уравнению 

 
 

  2 22
12

2 3

1
,

4
y y y K

K t K
  


  (2.20) 

согласно [2] (используя нормализацию, при 

2 1,K   3 0K   решения уравнения (2.20) выра-

жаются в терминах третьего трансцендента Пен-
леве; при 2 0,K   3 1K   решения уравнения 

(2.20) выражаются в терминах эллиптических 
функций), заключаем, что система (2.19) облада-
ет свойством Пенлеве. 

2. Пусть 22 0,a   12 0.a   Учитывая эти ус-

ловия, в уравнение (2.16) введем малый параметр 
по формулам 2 ,y Y   0 .t t z    При 0   
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будем иметь упрощенное в смысле Пенлеве 
уравнение 

2 22
12

2
,

4

ad Y dY
Y

dzdz

      
  

 

которое, согласно лемме 1.4, не обладает свойст-
вом Пенлеве. Следовательно, в случае 22 0,a   

12 0a   нет систем, обладающих свойством Пен-

леве. 
3. Пусть 22 0,a   12 0,a   02 0a   (при этом 

21 0a  ). Уравнение 

 2 2
02 21 11 01 0a y a y a y a      

имеет два нуля нечетной кратности вида 

 , ,y y t    которые, согласно лемме 1.3, долж-

ны быть особыми решениями для (2.16). Данное 
требование приводит к условию 21 0,a   что про-

тиворечит данным рассматриваемого случая, т. е. 
нет систем, обладающих свойством Пенлеве. 

Таким образом, имеет место 
Теорема 2.1. Для того, чтобы дифференци-

альная система (2.1) при условии (2.2) обладала 
свойством Пенлеве, необходимо и достаточно, 
чтобы она дробно-линейным преобразованием x, 
y и аналитической заменой независимой пере-
менной t приводилась к одному из видов: (2.9), 
(2.10), (2.13), (2.19). Решения данной системы в 
случае (2.19) выражаются через решения 
третьего уравнения Пенлеве. 
 

Заключение 
Используя метод малого параметра, метод 

резонансов, метод сравнения полученных урав-
нений с уравнениями, аналитические свойства 
решений которых известны, найдены необходи-
мые и достаточные условия принадлежности ис-
следуемой системы (2.1) к системам типа Пенлеве. 
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КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ С СИЛЬНО K-F -СУБНОРМАЛЬНЫМИ 
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А.Ф. Васильев 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

FINITE GROUPS WITH STRONGLY K-F -SUBNORMAL SYLOW SUBGROUPS 

A.F. Vasil’ev 

F. Scorina Gomel State University 
 

Пусть F  – непустая формация групп. Подгруппу H группы G назовем сильно K- F -субнормальной в G, если ( )GN H  

является F -субнормальной подгруппой в G. В работе исследуется вопрос принадлежности конечной группы, у кото-

рой все силовские подгруппы сильно K- F -субнормальны, насыщенной формации F.   
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Let F  be a nonempty formation of groups. We call a subgroup H of the group G strongly K- F -subnormal in G, if   ( )GN H  is 

a F -subnormal subgroup in G. In this paper we study the question of belonging a finite group in which all Sylow subgroups of 

strongly K- F  subnormal, to saturated formation F.  
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Введение  
Рассматриваются только конечные группы. 

Понятие силовской подгруппы занимает цен-
тральное место в теории конечных групп. Знание 
свойств строения и вложения силовских под-
групп позволяет во многих случаях получить 
описание самой группы. К настоящему времени 
значительное развитие получила теория классов 
групп, см., например, монографии [1]–[4]. В рам-
ках этой теории возникает следующая естествен-
ная проблема.  

Проблема. Пусть F  – непустая формация 
(класс Фиттинга, класс Шунка) групп. Найти 
условия, которым должны удовлетворять силов-
ские подгруппы группы G  чтобы G  принадле-
жала F.  

Например, хорошо известно, что группа G 
тогда и только тогда нильпотентна, когда ее си-
ловские подгруппы нормальны (субнормальны) в G.  

Естественным обобщением субнормальности 
являются понятия F -субнормальной и K-F -суб-
нормальной подгруппы [4].  

Пусть F  – непустая формация. Подгруппа H 
группы G называется: 1) F -субнормальной в G, 
если либо H G   либо существует максималь-

ная цепь подгрупп 0 1 nH H H … H G      

такая, что 1i iH H F  для 1i … n     2) K -F -

субнормальной в G, если существует цепь под-
групп 0 1 nH H H … H G      такая, что либо 

1i iH H   либо 1i iH H F  для 1i … n      

В работе [5] для случая наследственной на-
сыщенной формации были начаты исследования 
строения групп, у которых силовские подгруппы 
являются F -субнормальными. В дальнейшем 
это направление получило развитие в работах 
различных авторов. Например, в работах [6]–[8] 
для насыщенной формации F  были изучены 
свойства класса групп, у которых силовские под-
группы являются F -субнормальными (K-F -суб-
нормальными), в работах [9]–[18] были найдены 
приложения полученных классов для конкрет-
ных формаций F   

Определение 1. Пусть F  – непустая фор-
мация групп. Подгруппу H  группы G  назовем 
сильно K - F -субнормальной в G  если ( )GN H  

является F -субнормальной подгруппой в G   
Так как подгруппа нормальна в своем нор-

мализаторе, то всякая сильно K-F -субнормаль-
ная подгруппа будет K-F -субнормальной. Об-
ратное утверждение неверно. Пусть S  – симмет-
рическая группа степени 3. Известно, что суще-
ствует точный неприводимый S -модуль U  над 
полем F7 из 7 элементов. Рассмотрим полупря-
мое произведение [ ]G U S   Так как подгруппа 

S  неабелева, то группа G  не является сверхраз-
решимой. Из сверхразрешимости G U  следует, 
что 3H UG  является K- U -субнормальной под-

группой группы G, где 3G  – силовская 3-

подгруппа группы G, лежащая в S. Заметим, что 
H – сверхразрешимая  подгруппа группы G  
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Следовательно, 3G  K- U -субнормальна в G. С 

другой стороны, нормализатор 3G  в G равен под-

группе S  которая не является U -субнормаль-

ной в G  Следовательно, 3G  не является сильно 

K- U -субнормальной подгруппой в G   
Теорема A. Пусть F  – наследственная на-

сыщенная формация, состоящая из дисперсив-
ных групп. Тогда и только тогда группа G при-
надлежит F  когда ( ) ( )G   F  и каждая си-

ловская подгруппа из G сильно K-F -субнор-
мальна в G.  

Следствие 1. [16] Пусть U  – формация 
всех сверхразрешимых групп. Если каждая си-
ловская подгруппа группы G сильно K- U -субнор-
мальна в G, то G сверхразрешима.  

Теорема B. Пусть F  – насыщенная форма-
ция, состоящая из метанильпотентных групп. 
Тогда и только тогда группа G принадлежит 
F  когда ( ) ( )G   F  и каждая силовская под-

группа из G  сильно K-F -субнормальна в G   
Cледствие 2. Пусть F  – формация всех 

групп, имеющих нильпотентный коммутант. 
Если каждая силовская подгруппа группы G 
сильно K-F -субнормальна в G  то G  имеет 
нильпотентный коммутант.  

Следствие 3. Пусть F  – формация всех 
метанильпотентных групп. Если каждая силов-
ская подгруппа группы G сильно K-F -субнор-
мальна в G, то G метанильпотентна.  
 

1 Предварительные сведения  
В работе используются стандартные обо-

значения и определения. Необходимые сведения 
из теории групп и теории формаций можно най-
ти в монографиях [1], [2] и [4].  

Через   обозначается множество всех про-
стых чисел,   – подмножество из   \    
Пусть G – группа, p   Через ( )G  обознача-

ется множество всех простых делителей порядка 
G, ( )pO G  – наибольшая нормальная p-подгруп-

па G  ( )O G  – наибольшая нормальная  -под-

группа G  ( )Syl p G  – множество всех силовских 

p-подгрупп G  ( )F G  – подгруппа Фиттинга или 

нильпотентный радикал G, т. е. наибольшая нор-
мальная нильпотентная подгруппа G, pZ  – цик-

лическая группа порядка p, 1 – единичная под-
группа.  

В следующей лемме собраны известные 
свойства силовских подгрупп.  

Лемма 1.1 [2, гл. A, теорема 6.4]. Пусть G – 
группа и p   Тогда справедливы следующие 

утверждения: 
1) пусть ( )Syl pP G  и N G  Тогда 

( )Syl pP N N   и ( )Syl pPN N G N      

2) если iN G  1 2i    и ( )Syl pP G   то 

1 2 1 2( )N P N P N N P      
3) пусть 1{ }rp … p   – множество всех про-

стых делителей G   и ( )Syl
ii pP G  для 1i … r     

Тогда 1 rG P … P      

Лемма 1.2. [1, лемма 3.9]. Если H K  – 
главный фактор группы G  и ( )p H K    то 

( )GG C H K   не содержит неединичных нор-

мальных p-подгрупп, причем ( ) ( )p GF G C H K     

Пусть X  – некоторый класс групп. Через 
( ) X  обозначается множество всех простых де-

лителей порядков групп, принадлежащих X  X  – 

класс всех  -групп, принадлежащих X  p X X  

для { }p     
Будем использовать следующие обозначе-

ния: S  – класс всех разрешимых групп; N  – 
класс всех нильпотентных групп; 2N  – класс 
всех метанильпотентных групп.  

Класс групп F  называется формацией, если 
1) F  – гомоморф, т. е. из GF  и N G  всегда 

следует, что G N F  и 2) из iN G  и iG N F  

( 1 2)i    всегда следует, что 1 2G N N   F   

Формация F  называется насыщенной, если 

из ( )G G  F  всегда следует, что G F  Фор-

мация F  называется наследственной, если F  
вместе с каждой группой содержит все ее под-
группы. Через GF  обозначается F -корадикал 
группы G, т. е. наименьшая нормальная под-
группа из G  для которой G G  F F   

Нам потребуются известные свойства F -суб-
нормальных подгрупп. В дальнейшем в работе 
F  обозначает непустую формацию, H  F - sn  G  
означает, что в группе G подгруппа H является 
F -субнормальной.  

Лемма 1.3. Пусть F  – формация, H  и K  – 
подгруппы группы G  и N G  Тогда справедли-
вы следующие утверждения: 

1) если H F -sn G, то HN N  F -sn ;G N  
2) если N H  и H N  F -sn G N   то H  

F -sn G; 
3) если H  F -sn G  то HN  F -sn G; 
4) если H F -sn K и K F -sn G  то H F -sn G; 
5) если все композиционные факторы G 

принадлежат F  то всякая субнормальная под-
группа G является F -субнормальной; 

6) пусть p – простое число и G – p-группа. 
Если pZ  F  то в G  все подгруппы являются 

F -субнормальными.   
Аналогичные свойства  справедливы  для  

K-F -субнормальных подгрупп.  
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Лемма 1.4. Пусть F  – наследственная 
формация, H G  и M G   Тогда справедливы 
следующие утверждения: 

1) если H  F -sn G  то H M  F -sn M; 
2) если H F -sn G и M F -sn G  то H M  

F -sn G; 

3) если G H F  то H  F -sn G; 

4) если H F -sn G  то xH  F -sn G  для лю-
бого x G   

 
2 Доказательство Теоремы A  
Напомним, что группа называется диспер-

сивной, если найдётся линейный порядок   на 

( )G  такой, что если 1( ) { }nG p … p      причем 

i jp p  для i j   то G  имеет нормальные хол-

ловы 1{ }ip … p  -подгруппы для всех i n    
Доказательство. Необходимость. Пусть 

группа G F  По условию F  – наследственная 
формация. Тогда любая подгруппа из G является 
F -субнормальной в ней, в частности, ( )G pN G  

для любой ( )p pG Syl G   Необходимость доказана.  

Достаточность. Пусть группа G – контр-
пример минимального порядка и N – минималь-
ная нормальная подгруппа G. 

Если G N   то G – простая группа в силу 

минимальности N. Если pG Z   то из ( ) ( )G   F  

следует, что G F  Противоречие. Предположим, 

что G – простая неабелева группа и ( )p G   
Пусть ( )p pG Syl G   Так как G – простая группа, 

то ( )G pN G G   Из GF  следует, что G G F  

По условию ( )GN F  является F -субнормальной 

в G. Тогда найдется максимальная в G подгруппа 
M  такая, что ( )GN P M  и G M F  Получили 

противоречие.  
Пусть N G   Так как ( )G N pN G N N    

( )G pN G N N   и ( )G pN G  F -sn G  то 

( )G pN G N N  F -sn G N   Следовательно, для 

G N  все условия выполняются. Ввиду выбора 
G получаем, что G N  F  Если K  – мини-
мальная нормальная подгруппа G  и K N   то 
G K  F  Так как F  – формация, то 

G N K G    F  Получили противоречие с 
выбором G. Следовательно, G имеет единствен-
ную минимальную нормальную подгруппу N. 
Если ( ) 1G    то из ( )G G  F  и насыщенно-

сти F  следует, что G F  Снова получили про-

тиворечие с выбором G  Поэтому ( ) 1G    В 

этом случае N G F  и существует максимальная 
подгруппа M  в G  такая, что G NM   Рассмот-
рим следующие случаи.  

1. N  – неабелева группа. Пусть ( )p N  и 

( )p pG Syl G   Тогда ( )G pN G G   В противном 

случае pG G  и pN G   так как N  – единст-

венная минимальная нормальная подгруппа в G. 
Но тогда N – абелева группа. Противоречие с 
предположением.  

Рассмотрим ( )G pN G N   Если ( )G pN G N G   

то из F -субнормальности ( )G pN G  в G получа-

ем, что найдется максимальная подгруппа W в G 
такая, что ( )G pN G W  и N G W  F  Откуда 

следует, что ( )G pG N G N W G     Противоречие. 

Пусть теперь ( )G pN G N G   Заметим, что 

( )p p pG N N Syl N    и ( )p p G pN G N N G N     

Так как F  – наследственная формация и ( )G pN G  

F -sn G, то ( )G pN G N  F -sn N. Из ( ) ( )G   F  

и ( )p G pN N G N  следует, что pN  F -sn 

( ( ) )G pN G N  F -sn N   Откуда по 4) леммы 1.3 

получаем, что pN  F -sn N для любого ( )p N   

Так как F  состоит из разрешимых групп, то N  
разрешима. Получаем противоречие с нашим 
предположением.  

2. N – абелева p-группа, p – некоторое про-
стое число. Из G N  F S  и N S  следует, 

что G разрешима. Из единственности N и ( ) 1G   

следует, что G N M   где ( )GG N C N  F  

( )F G  и M – максимальная подгруппа G, при-

чем M дисперсивна. Отсюда следует, что в M 
имеется нормальная силовская q-подгруппа qM  

для некоторого простого делителя q порядка M. 
Так как по лемме 1.2 ( ) 1pO M    то q p   По-

этому q qM G  является силовской q-подгруп-

пой группы G. Тогда в силу единственности N 
следует, что ( )G qN G G   Так как M – макси-

мальная подгруппа G и ( )G qM N G   то 

( )G qM N G   Но это противоречит тому, что 

( )G qN G  является F -субнормальной подгруппой 

в G. Получили заключительное противоречие.    
 

3 Доказательство Теоремы B  
Напомним, что группа G метанильпотентна, 

если ( )G F G  нильпотентна.  

Доказательство. Необходимость. По усло-
вию 2 F N  Из насыщенности F  по теореме 
3.18 из [2; IV] следует, что F  – наследственная 
формация. Пусть группа G F  Тогда любая 
подгруппа G  является F -субнормальной в ней, 

в частности, ( )G pN G  для любой ( )p pG Syl G   
Необходимость доказана.  
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Достаточность. Пусть G – контрпример ми-
нимального порядка и N – минимальная нор-
мальная подгруппа группы G. Рассуждая анало-
гично, как в теореме A, получаем, что G имеет 
единственную минимальную нормальную под-
группу N  и ( ) 1G    В этом случае N G F  и 

существует максимальная подгруппа M в G та-
кая, что G NM    

Рассмотрим следующие случаи.  
1. Пусть N – неабелева группа. Рассуждая 

аналогично, как в случае 1 теоремы A получаем 
противоречие с выбором группы B.  

2. N – абелева p-группа, p – некоторое про-
стое число. Из G N  F S  и N S  следует, 

что G разрешима. Из единственности N и ( ) 1G   

получаем, что G N M   где ( )GG N C N  F  

( )F G  и M – максимальная подгруппа G  при-

чем 2M   F N  Предположим, что M  нильпо-

тентна. Так как по лемме 1.2 ( ) 1pO M    то 

( )p M    Тогда группа G является диспер-

сивной. Теперь применяя рассуждения аналогич-
ные, как при доказательстве теоремы A, получим, 
что G F  Противоречие. Будем считать, что M 
ненильпотентна. Рассмотрим следующие случаи.  

i) Пусть ( ) 2M      
Предположим, что ( )p M   По лемме 1.2 

( ) 1pO M    Так как 2M  N  то ( )M F M  ниль-

потентна. Заметим, что ( )F M  – q-группа, q p   
Тогда ( )q qM Syl M  является нормальной под-

группой в M   Заметим, что ( )q qM Syl G  и 

( )G qN M M   По условию ( )G qN M M  F -sn G. 

С другой стороны N G F  и NM G   Получили 
противоречие.  

Пусть p не принадлежит ( )M  и ( )M   

{ }r q r p q       Тогда ( )pN Syl G  и M – 

{ }r q -группа. Пусть ( )q qM Syl M   Тогда 

( )q qM Syl G   Заметим, что ( )G qN M G  в силу 

( )GN C N  и N  – p -группа, p q    

Из того, что N G F  и ( )G qN M  F -sn G сле-

дует, что ( ) ( )G q G qT NN M G N M G   F  Изу-

чим подробнее строение ( )G qN M   Заметим, что 

( )G q qN M M S   где S – холлова q -подгруп-

па в ( )G qN M    

Покажем, что ( )G qN M  F   

Вначале предположим, что ( ) 1G qN M N    

Тогда из G N F  и наследственности F  следу-
ет, что 

( )

( ) ( ) ( )

G q

G q G q G q

N M N N

N M N M N N M



   


  F

 

Пусть ( ) 1G qN M N D     Тогда ( )G qD N M  

и ( )q G qM N M   Откуда ( )q G qM D N M   и 

( ) ( )G q qN M M D R    где R  – r -группа.  

Далее 2( )G q qN M M DR   N  Откуда по 

теореме 1 из [5] ( )G q qN M M  F  Так как F  – 

наследственная  формация, то  qM R xM F   

и ( )G q qN M D M R   F  Тогда получаем 

( ) ( )G q q G qN M M D N M    F  Покажем, что 

( )M qN M  является нильпотентной группой.  

Так как ( )G qN M  F -sn G и F  – наследст-

венная формация, то ( )G qN M  F -sn T. По теореме 

15.10 [1] T  F  Так как ( ) ( )GN C N F G    то 

( )F T N   Из 2T F N  следует, что T N  N  

откуда ( ) ( ) / ( )G q G q G qN M N N N M N M   

N  N  Тогда ( ( ) ) ( )G q G qN M M N N N M    

( ) ( )G q G qM N M N M N M M       N  За-

метим, что ( ) ( )G q M qN M M N M    Следова-

тельно, ( )M qN M  N   

Аналогично проводя рассуждения для 
( )r rM Syl M   получаем, что ( )M rN M  N  Так 

как нормализатор любой силовской подгруппы в 
M нильпотентен, то из [19] следует, что M ниль-
потентна. Получили противоречие.  

ii) Пусть ( ) | ( ) | 3G M       Тогда ( ).p M   

Так как ( ) 1pO M    то ( ( )) { }F M r q     Заме-

тим, что 2G N M   N  Тогда ( )M F M  ниль-

потентна. Пусть p qA G G   где pG  – силовская 

p-подгруппа, а qG  – силовская q-подгруппа в G. 

Так как ,A G    ( ) ( )G p A pN G A N G   F -sn A и 

( ) ( )G q A qN G A N G   F -sn A, то AF  и 2A N   

Заметим, что N A   Покажем, что pG A  

Из ( )GN C N  следует, что ( )F A  – p-группа. Из 
2AN  следует, что ( )A F A  N  Тогда 

( )pG F A  ( )A F A   Откуда pG A  Следова-

тельно, ( )q G pG A N G     

Аналогично, ( )r G pG N G   Откуда получа-

ем, что pG G  Следовательно, pG M M   

Но ( ) 1pO M    Поэтому 1pM   и ( )p M   то 

есть наше предположение неверно.  
iii) Пусть ( ) 3G     Покажем, что любая 

собственная холлова, в частности, любая три-
примарная холлова подгруппа G принадлежит F   

Пусть H – i -холлова подгруппа G, ( )G   

1{ }np p    где ( ) \{ }i iG p     Для любой 

( )qS Syl H   имеем,  что  ( ) ( )G HN S H N S   
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F -sn H   так как F  – наследственная формация. 
Ввиду выбора группы G получаем, что любая соб-
ственная холлова подгруппа, в частности, три-
примарная холлова подгруппа G принадлежит F  
Используя методы работы [20], нетрудно пока-
зать, что 2G N  Так как ( )N F G   то G N   

M   N  По доказанному выше следует, что 
G F  Противоречие.                                             

4 Заключительные замечания и откры-
тые вопросы  

Требование дисперсивности групп в теоре-
ме A и метанильпотентности групп в теореме B 
является существенным.  

Пример 4.1. Пусть 3F N  – формация всех 
разрешимых групп, чья нильпотентная длина не 
превосходит 3. Возьмем 4M S  – симметриче-

скую группу степени 4. Известно, что существу-
ет точный неприводимый M-модуль U над полем 

3F  из 3 элементов. Рассмотрим полупрямое про-

изведение [ ]G U M   Заметим, что нильпотент-

ная длина G равна 4 и ( ) {2 3}G     Так как под-

группа M является минимальной не N2 -группой, 
то группа G – минимальная не 3N -группа. Отме-
тим также, что G не является дисперсивной и 
метанильпотентной группой. Нетрудно видеть, 
что нормализаторы ее силовских подгрупп явля-
ются F -субнормальными подгруппами в G  но 
сама группа G  не принадлежит F   

Определение 4.2. Для некоторого множест-
ва простых чисел   и непустой формации F  

обозначим через w
F  – класс всех групп G, у ко-

торых ( ) ( )G   F  и для любого ( )q G
всякая силовская q-подгруппа является сильно 
F -субнормальной в G   

В случае, когда     – множество всех 

простых чисел, будем обозначать w w F F.   

Предложения 4.3. Пусть F  – наследст-
венная формация и     Тогда справедливы 
следующие утверждения: 

1) если 1  – множество простых чисел и 

1     то 
1

w w 
  F F  

2) w w 
  F F F  

3) ( ) w
  FN F

4) ( )w w 
  FF F

5) w
F  – формация;

6) w (w ) w  
   F F  

Доказательство предложения осуществляет-
ся проверкой определений. 

Проблема 4.4. Пусть F  – насыщенная фор-
мация и   – некоторое множество простых 
чисел. Найти условия, при которых: 

1) w
F  также является насыщенной фор-

мацией; 
2) w

  F F
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ТРЕХСЛОЙНАЯ КРУГОВАЯ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКАЯ ПЛАСТИНА 
СО СЖИМАЕМЫМ ЗАПОЛНИТЕЛЕМ 

Ю.В. Захарчук 

Белорусский государственный университет транспорта, Гомель 
 

THE CIRCULAR THREE-LAYER ELASTIC-PLASTIC PLATE 
WITH A COMPRESSIBLE FILLER 

Yu.V. Zakharchuk 

Belarusian State University of Transport, Gomel 
 

Рассмотрена задача о симметричном изгибе несимметричной по толщине упругопластической круговой трехслойной 
пластины с легким сжимаемым заполнителем. Для тонких несущих слоев приняты гипотезы Кирхгофа. В относительно 
толстом заполнителе учтен поперечный сдвиг, радиальные перемещения и прогиб, который изменяется линейно по 
толщине, работа касательных напряжений пренебрегается. Дифференциальные уравнения равновесия в усилиях полу-
чены с помощью вариационного метода Лагранжа. Физические уравнения состояния соответствуют теории малых уп-
ругопластических деформаций Ильюшина. Постановка и решение краевой задачи приведены в перемещениях в цилин-
дрической системе координат. Представлены численные результаты.  
 
Ключевые слова: трехслойная круговая пластина, легкий сжимаемый заполнитель, пластичность, итерационное ре-
шение. 
 
The problem of symmetric bending of a three-layer elastic plate with a light compressible filler asymmetrical in thickness is 
considered. Kirchhoff's hypotheses are accepted for thin bearing layers. In a relatively thick aggregate, the transverse shear, ra-
dial displacements and deflection are taken into account, which vary linearly in thickness are taken into account, the work of 
shear stresses is neglected. The differential equations of equilibrium in the displacements are obtained using the Lagrange varia-
tional method. Physical equations of state correspond to the theory of small elastic-plastic deformations of Ilyushin. The formu-
lation and solution of the boundary value problem are given in displacements in a cylindrical coordinate system. Numerical re-
sults are presented.  
 
Keywords: three-layer circular plate, light compressible filler, plasticity, iterative solution. 

 
 

Введение 
При оценке работы несущих слоистых эле-

ментов конструкций под воздействием силовых 
нагрузок возникают специфические проблемы. 
Они в первую очередь связаны с определением 
соответствующих напряжений и деформаций. В 
процессе деформирования материалы слоев мо-
гут проявлять физически нелинейные свойства, 
что приводит к нелинейным дифференциальным 
уравнениям равновесия, которые не имеют точ-
ного аналитического решения. Возникает пробле-
ма выбора метода их приближенного решения.  

Деформированию и колебаниям слоистых, в 
том числе трехслойных элементов конструкций, 
посвящены многочисленные исследования. По-
становки и методы решения соответствующих 
краевых задач приведены в монографии [1]. Ре-
зультаты, связанные с колебаниями круговых 
трехслойных элементов конструкций, в том чис-
ле с учетом упругого основания, опубликованы в 
статьях [2]–[6]. Исследования деформирования 
слоистых упругопластических систем при цик-
лических нагружениях содержатся в работах [7]–
[10]. Квазистатическое изотермическое и термо-
пластическое деформирование трехслойных кру-
говых пластин с несжимаемым заполнителем 
рассмотрено в публикациях [11]–[15].  

Следует отметить, что учет сжимаемости 
заполнителя в большей степени адекватно опи-
сывает деформирование трехслойных элементов 
конструкций. В статьях [16]–[18] приведены по-
становка задачи и ее решения об изгибе упругой 
круговой трехслойной пластины со сжимаемым 
заполнителем. Здесь приводятся уравнения рав-
новесия подобной упругопластической трех-
слойной пластины. 

 
1 Постановка краевой задачи 
Рассмотрим упругопластическую круговую 

трехслойную пластину со сжимаемым заполни-
телем (рисунок 1.1). Постановку задачи и ее ре-
шение проведем в цилиндрической системе ко-
ординат r, φ, z. Систему координат свяжем со 
срединной плоскостью заполнителя. В тонких 
несущих слоях с толщинами h1, h2 справедливы 
гипотезы Кирхгофа: нормаль остается несжи-
маемой, прямолинейной и перпендикулярной к 
деформированной срединной поверхности своего 
слоя. В заполнителе, воспринимающем нагрузку 
в тангенциальном направлении, нормаль остает-
ся прямолинейной, поворачивается на некоторый 
дополнительный угол (r). Деформируемость по 
толщине заполнителя принимается линейной.

МАТЕМАТИКА
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Рисунок 1.1 – Расчетная схема круговой трехслойной пластины 
 

 На внешний слой пластины действует осе-
симметричная распределенная изгибающая на-
грузка q = q(r). На контуре пластины предпола-
гается наличие жесткой диафрагмы, препятст-
вующей относительному сдвигу слоев и обжа-
тию заполнителя (ψ = 0, v = 0 при r = r0). Через 
u(r) обозначено продольное перемещение сре-
динной плоскости заполнителя, w(r) – прогиб 
нижнего несущего слоя, v(r) – функция обжатия 
заполнителя. Обозначим через hk толщину k-го 
слоя (k = 1, 2, 3 – номер слоя), при этом h3 = 2с. 
 Продольные и поперечные (прогибы) пере-
мещения в слоях u(k)(r, z) и w(k)(r, z) можно выра-
зить через четыре искомые функции w(r), u(r), 

( )r  и v(r) следующими соотношениями: 

– в несущих слоях 1, 2 

 (1) , , ,r r ru u c z w v      

     (1) , ,w r z w r v r   1( );c z c h    
(2) , ,r ru u c zw        (2) , ,w r z w r  

2( );c h z c      

– в заполнителе 3 

 (3) ,
, ,

2
r

r r

v
u u z z w z с

с
        

      (1.1) 

( );c z c    

где z – расстояние от рассматриваемого волокна 
до срединной поверхности заполнителя; запятая 
в нижнем индексе обозначает операцию диффе-
ренцирования по следующей за ней координате. 
 Компоненты тензора деформаций в слоях 
получим из перемещений (1.1), используя соот-
ношения Коши [1]: 

 (1) , , , , ,r r r rr rru c z w v       

  (1) 1
, , ,r ru c z w v

r       (1) 0,rz   

(2) , , , ,r r r rru c zw       (2) 1
, ,ru c zw

r      

(2) 0,rz   

 (3) ,
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2
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r r r rr
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u z z w z с
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2
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u z z w z с

r с

            
 

(3) 1
, ,

2 2rz r

z
v

c
     
 

 (3) .
2z

v

c
   

Для связи напряжений и деформаций в сло-
ях пластины используются физические уравне-
ния состояния теории малых упругопластиче-
ских деформаций Ильюшина [1]:  

( ) ( ) ( )2 (1 ( )) ,k k k
k k us G э     ( ) ( )3 ,k k

kK    
(3) (3) (3)

32 (1 ( ))rz k u rzs G э                 (1.2) 

(k = 1, 2, 3; α = r, φ), 
где ( ) ,ks  ( )k  – девиаторная и шаровая части тен-

зора напряжений; ( ) ,kэ  ( )k  – девиаторная и ша-

ровая части тензора деформаций; Gk, Kk – модули 
сдвиговой и объемной деформации k-го слоя; 

( )( )k
k u   – функции пластичности Ильюшина ма-

териалов несущих слоев (k = 1, 2) [19], которые 
при ( ) ( )k k

u y    следует положить равными нулю; 
( )k
y  – предел текучести материалов несущих 

слоев; (3)
3 ( )u   – универсальная функция, опи-

сывающая физическую нелинейность заполните-
ля, причем ω(3) ≡ 0  при (3) (3) ;u s    (3)

s  – предел 

физической нелинейности материала заполните-
ля; (3) ,rzs  (3)

rzэ  – касательное напряжение и угловая 

деформация в заполнителе; ( )k
u  – интенсивность 

деформаций в k-м слое 




1
2

( ) 2 22
3

2 2 2 2

( ) ( )

( ) 6( ) .

k
u rr zz

zz rr r z zr

 

 

         

         
 

Используя компоненты тензора напряжений 
( )k
  (α = r, φ), введем обобщенные внутренние уси-

лия и моменты в пластине: 
3 3

( ) ( )

1 1

,
k

k k

k k h

T T dz  
 

      

3 3
( ) ( )

1 1

,
k

k k

k k h

M M zdz  
 

      

 (3) (1) (2) ,H M c T T       

(3) (1) (2)( ),D S c M M       
3

(3) (3) 2 ,
h

S z dz    (1.3) 

где интегралы берутся по толщине k-го слоя. 
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 Компоненты тензора напряжений в слоях, 
используя (1.2), представим через девиаторную и 
шаровую части тензора деформаций: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2k k k k
k k k kG э K G э         

( , ; 1, 2 , 3)r k    , 
(3) (3) (3) (3)

3 3 3 32 2 ,z z zG э K G э       
(3) (3) (3)

3 3 32 2 .rz rz rzG э G э                 (1.4) 

Выделим в тензоре напряжений (1.4) упру-
гие (индекс «е») и неупругие (индекс «ω») сла-
гаемые: 

( ) ( ) ( )k k k
e       ( , ; 1, 2 , 3)r k    , 

(3) (3) (3)
z z ,z e      

(3) (3) (3) ,rz rze rz                        (1.5) 

где  
( ) ( ) ( )2 ,k k k

e k kG э K      ( ) ( )2 ,k k
k kG э     

(3) (3) (3)
3 32 ,ze zG э K     (3) (3)

3 32 ,z zG э    
(3) (3)

32 ,rze rzG э    
(3) (3)

3 32 .rz rzG э    

Внутренние усилия и моменты в слоях пла-
стины также представим в виде разности линейной 
(индекс «е») и нелинейной (индекс «ω») частей: 

( ) ( ) ( ) ,k k k
eT T T      

( ) ( ) ( )k k k
eM M M     ( , ),r    

(3) (3) (3) ,eS S S      

где упругие и нелинейные составляющие вычис-
ляются по формулам (1.3), в которых напряже-
ния ( ) ,k

  нужно заменить соответственно на 
( ) ,k

e  ( )k
  из соотношений (1.5). 

После этого обобщенные внутренние уси-
лия будут  

3 3
( ) ( )

1 1

,k k
e e

k k

T T T T T    
 

      

3 3
( ) ( )

1 1

,k k
e e

k k

M M M M M    
 

      

,eH H H     

,eD D D     

 (3) (1) (2)
α ,e e e eH M c T T      

 (3) (1) (2)
α ,H M c T T       

(1) (3) (3)1 1
,

2 2e e e eD M M S
c       

(1) (3) (3)1 1
.

2 2
D M M S

c                 (1.6) 

Система дифференциальных уравнений 
равновесия в усилиях, описывающая деформи-
рование круглой упругой трехслойной пластины 
с легким сжимаемым заполнителем была полу-
чена с помощью принципа Лагранжа в [17] без 
использования соотношений связи напряжений и 
деформаций. Поэтому ее можно применить и 
здесь как исходную:  

 

1
, ( ) 0,

1
, ( ) 0,

1
, (2 , , ) ,

1
, 2 , , .

r r r

r r r

r rr r r r

r rr r r r

T T T
r

H H H
r

M M M q
r

D D D q
r









   

   

    


    


         (1.7) 

На границе 0r r  должны выполняться си-

ловые условия: 
0 ,r rT T  0 ,r rH H  0 ,r rM M  

1
, ( ) 0,r r rM M M

r     

 0 1
, , 0.r r r r rD D D D D

r             (1.8) 

Выделяя в обобщенных внутренних усилиях 
уравнений (1.7), (1.8) линейные и нелинейные 
составляющие, в соответствии с формулами 
(1.6), перепишем систему в виде: 

 

1
, ( ) ,

1
, ( ) ,

1
, (2 , , ) ,

1
, 2 , , .

r r r

r r r

r rr r r r

r rr r r r

T T T p
r

H H H h
r

M M M q q
r

D D D q g
r

 

 

 

 

   

   

     


     


    (1.9) 

Граничные условия следуют из (1.8): 
0 0 0, , ,r r r r r r r r rT T T H H H M M M         

   1 1
, , ,r r r r r rM M M M M M

r r         

0 ,r r rD D D    

   1 1
, , ,r r r r r rD D D D D D

r r         (1.10) 

где нижний индекс «e» для простоты опущен.   
Нелинейные добавки, сосредоточенные в 

правой части уравнений (1.9) и включенные в 
слагаемые с нижним индексом «ω», будут опре-
деляться формулами:  

1
, ( ),r r rp T T T

r       

1
, ( ),r r rh H H H

r       

1
, (2 , , ),r rr r r rq M M M

r       

 1
, 2 , , .r rr r r rg D D D

r       

 
2 Разрешающая система дифференциаль-

ных уравнений 
Линейные (упругие) составляющие обобщен-

ных внутренних усилий по-прежнему выражают-
ся через перемещения формулами, приведенными 
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в [17], поэтому система уравнений равновесия в 
перемещениях, соответствующая (1.9), приво-
дится к виду:  

2 1 2 3 4 3L ( , , ) , ,r r ra u a a w a v K v p
       

2 2 5 6 7L ( , , ) ,r ra u a a w a v h      

3 3 6 8 9L ( , , ) ,r ra u a a w a v q q        

3 4 7 9 10

3

L ( , , )

,
, .

6

r r

r
rr

a u a a w a v

vc
K v q g

r




    

      
 

        (2.1) 

Коэффициенты ai и дифференциальные операто-
ры L2, L3 определяются соотношениями:  

3

1
1

,k k
k

a h K 



   

2 1 1 2 2( ),a c h K h K    

1 2
3 1 1 2 2 ,

2 2

h h
a h c K h c K          

   
 

2
1

4 1 1 3 ,
2 3

h c
a h c K K     

 
 

 2 3
5 1 1 2 2 3

2
,

3
a c h K h K c K      

21 2
6 1 1 2 2 3

2
,

2 2 3

h h
a c h c K h c K c K              

    
 

2
1

7 1 1 3 ,
2 3

h c
a c h c K K       

  
 

2
2 1

8 1 1 1

2
2 32

2 2 2 3

3

2
,

3 3

h
a h c ch K

h
h c ch K c K



 

 
    

 
 

    
 

 

2 3
2 1

9 1 1 1 3 ,
3 3

h c
a h c ch K K  

    
 

 

2
2 31

10 1 1 1 3

4
,

3 15

h
a h c ch K c K  

    
 

 

 2

1
L ( ) ( ), , ,r rg rg

r
   3 2

1
L ( ) L ( ) , .rg r g

r
  

Если в системе (2.1) положить функцию 
сжимаемости ( ) 0,v r   то первые три уравнения 

совпадут с известной системой уравнений равно-
весия для круговой пластины с легким несжи-
маемым заполнителем [1].  

Краевая задача замыкается добавлением к 
системе дифференциальных уравнений (2.1), 
силовых (1.10) или кинематических граничных 
условий на контуре. Например, при жесткой за-
делке контура пластины при 0r r  должны вы-

полняться условия 
ψ , , 0,r ru w ν w v       

при шарнирном опирании  
ψ , , 0.rr rru w ν w ν                (2.2) 

 

3 Решение краевой задачи 
Система дифференциальных уравнений 

(2.1) является существенно нелинейной. Ее ре-
шение будем проводить методом линейных по-
следовательных приближений, который основан 
на методе упругих решений Ильюшина. Для это-
го перепишем систему в следующем итерацион-
ном виде: 

( ) ( ) ( ) ( )
2 1 2 3 4

( ) ( 1)
3

L ( , , )

, ,

n n n n
r r

n n
r

a u a a w a v

K v p 


    

 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( 1)
2 2 5 6 7L ( , , ) ,n n n n n

r ra u a a w a v h 
      

( ) ( ) ( ) ( ) ( 1)
3 3 6 8 9L ( , , ) ,n n n n n

r ra u a a w a v q q 
        

( ) ( ) ( ) ( )
3 4 7 9 10

( )
( ) ( 1)

3

L ( , , )

,
, ,

6

n n n n
r r

n
n nr

rr

a u a a w a v

vc
K v q g

r
 



    

 
     

 

  (3.1) 

где n – номер приближения. 
 Нелинейные добавки в (3.1) определены 
соотношениями  

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)1
, ( ),n n n n

r r rp T T T
r

   
       

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)1
, ( ),n n n n

r r rh H H H
r

   
       

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)1
, (2 , , ),n n n n

r rr r r rq M M M
r

   
       

 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)1
, 2 , , .n n n n

r rr r r rg D D D
r

   
        (3.2) 

На контуре пластины (r = r0) граничные ус-
ловия в усилиях (1.10) для рассматриваемой ите-
рационной задачи принимают вид  

( ) 0 ( 1) ( ) 0 ( 1), ,n n n n
r r r r r rT T T H H H 

      
( ) 0 ( 1) ,n n
r r rM M M 

   ( ) 0 ( 1) ,n n
r r rD D D 

   

 

 

( ) ( ) ( )

( 1) ( 1) ( 1)

1
,

1
, ,

n n n
r r r

n n n
r r r

M M M
r

M M M
r



  
  

  

  
 

 

 

( ) ( ) ( )

( 1) ( 1) ( 1)

1
,

1
, .

n n n
r r r

n n n
r r r

D D D
r

D D D
r



  
  

  

  

          (3.3) 

Нелинейные внутренние усилия в (3.2), (3.3) 
будут:  

3 3
( -1) ( , 1) ( , 1) ( , 1)

1 1

2 ( ) ,
k k

n k n k n k n
k k u

k kh h

T dz G э dz  
  

 

        

3
( 1) ( , 1)

1

3
( , 1) ( , 1)

1

2 ( ) ,

k

k

n k n

k h

k n k n
k k u

k h

M zdz

G э zdz

 
 



 




  

  

 

 
 

 ( -1) (3, 1) (1, 1) (2, 1) ,n n n nH M c T T  
       

( 1) (1, 1) (3, 1) (3, 1)1 1

2 2
n n n nD M M S

c
   

       ( , ).r    
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Решение системы уравнений (3.1) после со-
ответствующих преобразований получено в ите-
рационном виде 

 
( )

( ) 1 ( 1) 1
3

6 6

1
ψ L ( )

4
2ln 1

n
n n C r

q q
a a

r 
      

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 8 9 3 4

6

1 1
( , , ) ,

2
n n n n n

r r

r
a u a w a v C C

a r
      

 
   

( ) ( ) 1 ( 1)
1 2 3

1 ( 1) ( )
3 3 2 1

, L

L
4

2ln 1

n n n
r

n n

u b v b q q

r
b q g b C r

 


 


   

   
 

   

 

( ) 1 ( 1)
3 2 4 2

1 ( 1) ( ) ( )
5 2 5 6

L
4

1
L ,

2

2ln 1n n

n n n

r
b C b h

r
b p C C

r
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( ) ( ) ( )2 6 3 5 6 7 5 9
2 2
6 5 8 6 5 8

1 ( 1)5
32

6 5 8
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n n n

n

a a a a a a a a
w u dr v
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1 ( 1)6
22

6 5 8

( ) 2 2
1 5

10 11 122
6 5 8
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ln 1 ln ,
4 4

n

n
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h dr
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( ) ( )
( ) 7 8

0 0

( 1)
1 1 1

( ) ( )

( ) ( ) ( )
2

n n
n

n

C C
v J r Y r

Y r J r q r rdrdr

    
 


   



 
 

( 1) ( )
1 1 1 9( ) ( ) ( ) ,n nJ r Y r q r rdrdr C         (3.4) 

где 

2 7 3 6
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Для сплошных круглых пластин, исходя из 
условия ограниченности решения в начале коор-
динат, следует положить  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 4 6 8 11 0.n n n n n nC C C C C C       

В этом случае решение (3.4) принимает вид 
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   (3.5) 

Если контур пластины заделан, то из реше-
ния (3.5) и граничных условий (2.2) следуют ос-
тальные константы интегрирования: 
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          (3.6) 

4 Численные результаты 
При численной реализации полученного 

итерационного решения (3.5), (3.6) предполага-
ется, что пластина жестко заделана по контуру, 
ее радиус r0 = 1 м. Считаем, что все геометриче-
ские параметры пластины и линейные переме-
щения отнесены к ее радиусу. Величина нагруз-
ки и толщины слоев подбирались таким образом, 
чтобы нелинейные свойства материалов прояви-
лись в достаточной степени: q = –3 МПа, 
h1 = h2 = 0,03, c = 0,23.  
 В качестве материала несущих слоев принят 
алюминиевый сплав Д16Т, заполнителя – фторо-
пласт-4 (ПТФЭ). Функции пластичности и нели-
нейности в соотношениях (1.2) удобно предста-
вить в виде [19]: 

( )

0, ,
( )

(1 / ) , ,k

u y
kk u

k y u u yA 

           
 

где Ak, αk – константы нелинейности материалов. 
 Соответствующие упругие характеристики 
материалов и параметры нелинейности заимст-
вованы из [19]: для Д16Т A1 = A2 = 0,96; α1 = 
α2 =2,34; (1) (2)

y y   = 0,735 %, G1 = G2 = 0,267∙105 МПа, 

K1 = K2 = 0,8∙105 МПа, для фторопласта A3 = 0,905;  
α3 = 1,48; (3) 3,3%.s y     

Рисунок 4.1 демонстрирует практическую 
сходимость принятого итерационного метода, 
основанного на методе «упругих» решений. Но-
мер кривой соответствует номеру итерации, 1 – 
для упругой пластины. Здесь второе приближе-
ние функции обжатия отличается от первого 
примерно на 11%. За искомое решение принято 
4-е приближение, которое отличается от преды-
дущего менее чем на 1%. Общее отличие макси-
мального значения функции обжатия в упруго-
пластической пластине от упругой – 16,3%.  

 

      
1 – упругая пластина; 2 – физически нелинейная 

 

Рисунок 4.1 – Изменение функции 
сжимаемости v(r) вдоль радиуса пластины 

Рисунок 4.2 – Изменение прогиба 
нижнего слоя w(r) вдоль радиуса пластины 
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1 – упругая пластина; 2 – физически нелинейная 

 

Рисунок 4.3 – Изменение сдвига в заполнителе 
 (r) вдоль радиуса пластины 

Рисунок 4.4 – Изменение радиального 
перемещения u(r) вдоль радиуса пластины  

 
На рисунках 4.2–4.4 показаны графики из-

менения соответственно прогиба нижнего слоя, 
относительного сдвига в заполнителе и радиаль-
ного перемещения вдоль радиуса: 1 – упругая 
пластина, 2 – физически нелинейная. 

Здесь различия составляют 16,7%; 20,4%; 
16,9%. Следовательно, учет физической нели-
нейности материалов слоев приводит к увеличе-
нию искомых перемещений на 16–20%, что при-
водит к существенному уточнению напряженно-
деформированного состояния рассматриваемой 
трехслойной пластины. 

 
Заключение 
Предложенная постановка краевой задачи, 

полученное итерационное решение и численные 
результаты позволяют исследовать напряженно-
деформированное состояние упругопластических 
круговых трехслойных пластин со сжимаемым 
легким заполнителем при различных нагрузках.  

 
ЛИТЕРАТУРА 

1. Плескачевский, Ю.М. Деформирование 
металлополимерных систем / Ю.М.  Плескачев-
ский, Э.И. Старовойтов, А.В. Яровая – Минск: 
Бел. навука. 2004. – 342 с. 
 2. Natural vibrations of a sandwich beam on en 
elastic foundation / V.D. Kubenko, Yu.M. Pleska-
chevskii, E.I. Starovoitov, D.V. Leonenko // Interna-
tional Applied Mechanics. – 2006. – Vol. 42, № 5. – 
P. 541–547. 

3. Starovoitov, E.I. Vibrations of round three-
layer plates under the action of various types of sur-
face loads / E.I. Starovoitov, D.V. Leonenko, A.V. Ya-
rovaya // Strength of Materials. – 2003. – Vol. 35, 
№ 4. – P. 346–352.  

 4. Starovoitov, É.I. Vibrations of a sandwich 
rod under local and impulsive forces / É.I. Starovoi-
tov, D.V. Leonenko, A.V. Yarovaya // International 
Applied Mechanics. – 2005. – Vol. 41, № 7. – 
P. 809–816. 

5. Starovoitov, E.I. Vibrations of circular sand-
wich plates connected with an elastic foundation / 
E.I. Starovoitov, V.D. Kubenko, D.V. Tarlakovskii // 
Russian Aeronautics. – 2009. – Vol. 52, № 2. – 
P. 151–157.  

6. Starovoitov, E.I. Resonant effects of local 
loads on circular sandwich plates on an elastic foun-
dation / E.I. Starovoitov, D.V. Leonenko // Interna-
tional Applied Mechanics. – 2010. – Vol. 46, № 1. – 
P. 86–93. 

7. Старовойтов, Э.И. О переменном нагру-
жении вязкопластических трехслойных пологих 
оболочек / Э.И. Старовойтов // Вестник Москов-
ского университета. Серия 1: Математика. Меха-
ника. – 1980. – № 2. – С. 92–96. 

8. Москвитин, В.В. Деформация и перемен-
ные нагружения двухслойных металлополимер-
ных пластин / В.В. Москвитин, Э.И. Старовойтов // 
Механика композитных материалов. – 1985. – 
№ 3. – С. 409–416. 

9. Москвитин, В.В. К исследованию напря-
женно-деформированного состояния двухслой-
ных металлополимерных пластин при цикличе-
ских нагружениях / В.В. Москвитин, Э.И. Старо-
войтов // Изв. АН СССР. Механика твердого те-
ла. – 1986. – № 1. – С. 116–121. 

10. Gorshkov, A.G. Cyclic loading of elastic-
plastic bodies in neutron flux / A.G. Gorshkov, 
E.I. Starovoitov, A.V. Yarovaya // Mechanics of 
Solids. – 2001. – Vol. 36, № 1. – P. 64–69. 



Трехслойная круговая упругопластическая пластина со сжимаемым заполнителем 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 4 (37), 2018 79

11. Старовойтов, Э.И. Деформирование уп-
ругого трехслойного стержня локальными на-
грузками / Э.И. Старовойтов, А.В. Яровая, Д.В. Ле-
оненко // Проблемы машиностроения и автома-
тизации. – 2001. – № 4. – С. 37–40. 

12. Starovoitov, É.I. Elastoplastic bending of a 
sandwich bar on an elastic foundation / É.I. Staro-
voitov, D.V. Leonenko, A.V. Yarovaya // Interna-
tional Applied Mechanics. – 2007. – Vol. 43, № 4. – 
P. 451–459. 
 13. Старовойтов, Э.И. Упругопластическое 
деформирование трехслойных стержней в тем-
пературном поле / Э.И. Старовойтов // Проблемы 
машиностроения и автоматизации. – 2012. – № 3. – 
С. 91–98. 
 14. Starovoitov, É.I. Thermoplastic bending of 
a sandwich ring plate on an elastic foundation / 
É.I. Starovoitov, D.V. Leonenko // International Ap-
plied Mechanics. – 2008. – Vol. 44, № 9. – P. 1032–
1040. 
 15. Старовойтов, Э.И. Деформирование трех-
слойной круговой цилиндрической оболочки в 
температурном поле / Э.И. Старовойтов, Д.В. Ле-
оненко, Д.В. Тарлаковский // Проблемы машино-
строения и автоматизации. – 2016. – № 1. – С. 91–97. 

 16. Захарчук, Ю.В. Деформирование круго-
вой трехслойной пластины со сжимаемым за-
полнителем / Ю.В. Захарчук // Проблемы физи-
ки, математики и техники. – 2017. – № 4 (33). – 
С. 53–57. 
 17. Захарчук, Ю.В. Деформирование круго-
вой трехслойной пластины с легким сжимаемым 
заполнителем / Ю.В. Захарчук // Теоретическая и 
прикладная механика. – Минск: БНТУ. – 2018. – 
Вып. 33. – С. 363–369. 
 18. Захарчук, Ю.В. Перемещения в круговой 
трехслойной пластине со сжимаемым заполните-
лем / Ю.В. Захарчук // Международный сборник 
научных трудов «Механика». – 2018. – Вып.10. – 
С. 55–66. 
 19. Старовойтов, Э.И. К описанию термо-
механических свойств некоторых конструкцион-
ных материалов / Э.И. Старовойтов // Проблемы 
прочности. – 1988. – № 4. – С. 11–15. 
 
 Работа выполнена при финансовой поддержке 
Белорусского Республиканского фонда фундамен-
тальных исследований (проект № Т18Р-090). 
 

Поступила в редакцию 25.10.18. 
 



Проблемы физики, математики и техники, № 4 (37), 2018 
 

© Карасёва Г.Л., Ружицкая Е.А., 2018             

80 

  
УДК 517.977 

МЕТОД РЕШЕНИЯ СПЕЦИАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО 
УПРАВЛЕНИЯ С ФАЗОВЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ 

Г.Л. Карасёва, Е.А. Ружицкая  

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

METHOD OF SOLVING THE SPECIAL OPTIMAL CONTROL PROBLEMS 
WITH PHASE CONSTRAINTS 

G.L. Karaseva, E.A. Ruzhitskaya  

F. Scorina Gomel State University 
 

Дана постановка задачи оптимального управления с фазовыми  ограничениями, получена формула приращения крите-
рия качества и сформулированы два конструктивных  критерия оптимальности (без использования мер). Введено по-
нятие структуры и определяющих элементов. Предложен конструктивный алгоритм построения решения  исследуемой 
задачи. Приведен пример решения задачи.  
 
Ключевые слова: фазовые ограничения, формула приращения критерия качества, критерий оптимальности, струк-
тура, определяющие элементы, доводка, уравнения доводки. 
 
The formulation of the optimal control problem with phase constraints is given, the formula for the increment of the quality 
criterion is obtained, and two constructive optimality criteria are formulated (without using measures). The concept of structure 
and defining elements are introduced. A constructive algorithm for constructing a solution to the problem under study is 
proposed. An example of solving a problem is given.  
 
Keywords: phase constraints, formula for incrementing the quality criterion, optimality criterion, structure, determining ele-
ments, refinement, refinement equations. 

 
 

 Введение 
Задача оптимального управления с фазовы-

ми ограничениями относится к классу сложней-
ших экстремальных задач. К настоящему време-
ни известен ряд результатов, посвященных каче-
ственному исследованию таких задач [1], [2]. В 
работах [3]–[4] основное внимание уделено кон-
структивным вопросам. Хорошо известны и 
трудности, которые возникают при численном 
решении задач с фазовыми ограничениями. Эти 
трудности, в первую очередь, обусловлены сле-
дующими причинами: 1) при глубине фазовых 
ограничений более четырёх задача, как правило, 
имеет решение только в классе измеримых 
функций; 2) при формулировке критерия опти-
мальности используются такое понятие как мера, 
что затрудняет использование данных результа-
тов при численной реализации. Для преодоления 
указанных трудностей при построении конструк-
тивных методов требуется максимальный учёт 
свойств и специфики решаемой задачи. В данной 
работе с таких позиций исследуется линейная 
задача оптимального управления с фазовыми 
ограничениями в классе многомерных управле-
ний. Получена формула приращения критерия 
качества и сформулирован конструктивный  кри-
терий оптимальности (без использования мер) 
[5]. Предложен метод решение исследуемой за-
дачи. Приведен пример. 
 

 1 Постановка задачи 
В классе кусочно-непрерывных функций на 

фиксированном промежутке времени *[0, ]T t  

рассмотрим задачу оптимального управления  

  ( *) max,J u c x t   

,x Ax Bu     00 ,x x                (1.1) 

( ) ( ),d x t t    ( ) 1,u t   [0, *].t T t   

Здесь  1( ) ( ), , ( ) , ,ru t u t u t t T   – r-мерное уп-

равление в момент времени t; ( )x x t  – n-век-

тор состояния системы в момент времени t; A – по-
стоянная n n -матрица, B – постоянная n r -мат-
рица, 1;r   c, d – заданные векторы соответству-

ющих размеров; ( ), ,t t T   – заданная достаточно 

гладкая функция. Специфика исследуемой задачи 
заключается в наличии фазовых ограничений. 

Введем обозначения  ( ) ( ), ,u u t t T    

 ( ) ( ),x x t t T   , которые будем использовать в 

дальнейшем. Будем считать, что 0d b   и 
*

* 0(0) (0).d x     

Определения допустимого, оптимального и 
субоптимального управления и соответствую-
щих траекторий вводятся стандартно.  

Будем считать, что ограничения задачи (1.1) 
удовлетворяют условию Слейтера, т. е. существует 
такое управление ( ),u   что вдоль соответствующей 
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ему траектории ( )x   выполняется неравенство 

 max ( ) ( ) 0.
t T

d x t t


     

 
2 Формула приращения критерия каче-

ства 
Рассмотрим допустимое управление ( )u   и 

соответствующую ему траекторию ( )x  . Введем 

искусственную компоненту 0 ( ) ( ) ( ) 0,u t d x t t    

.t T  Наряду с исходным векторным управлени-
ем будем исследовать расширенное векторное 

управление  ( ), 1, ,su t s r  .t T  Критическим 

значением для компоненты 0 ( ),u t  t T , будем 

считать значение, равное нулю, критическими 

значениями для компонент ( ), 1, ,iu t i r  ,t T  

будем считать значения равные 1.  Обозначим 

 1, 2, , ,I r   0 .I I   Отрезок T  разобьём на 

подотрезки  1, ,i i iT     1,i i    0, ;i m  0 0,   
*

1 ,m t   таким образом, чтобы для каждого 

 0,1, ,i m   существовало подмножество ( ) ,I i I  

при котором 

а) компоненты ( ),su t  \ ( ),s I I i   на отрезке 

iT  принимают критические значения; 

б) компоненты   ,su t    ,s I i  на отрезке 

,iT  могут принимать критические значения 

только в изолированных точках .it T  

Обозначим: 

 0,1, , ,L m   0 { : ( ) 0 },L i L I i      

0

,i
i L

T T


   * 0\ ,L L L  

 00 0 0: , 1 ,L i L i L i L              (2.1) 

 *0 0 *: , 1 ( 1) ,L i L i L i L        

   0 *1, int : ( ) 0 , .i i iq T u i L        

Определение 2.1 Допустимое управление 
( )u   называется регулярным, если для ( )s I i  

равенство ( ) 1su t   возможно в конечном числе 

точек ,it T  0,i m  и .m    

Рассмотрим допустимое управление ( )u   и 

порожденную им траекторию ( ).x   Построим 

соответствующие им подмножества (2.1). Среди 
индексов ( )s I i  выберем один индекс ( ),s i  

0 .i L  Наряду с допустимым управлением ( )u   и 

соответствующей ему траекторией ( )x   рассмот-

рим допустимое управление ( )u   и соответст-

вующую ему траекторию ( ).x   Получена система 

( ) ( ) ( ) ,x A t x B t u G t       ,  (0) 0,x   

где 

( ) ,A t A  ( ) ,B t B  ( ) ,G t G  
0

\ ;н i
i L

t T T T


    

( )( ) ,s iA t A  ( )( ) ,s iB t B  ( )( ) ,s iG t G  ,it T  0 ,i L  

( )
( )

( )

,s i
s i

s i

b d
A E A

d b

 
    

 ( )
( )

( )

,s i
s i

s i

b d
B E B

d b

 
    

 

( )
( )

( )

.s i
s i

s i

b d
G

d b


 


 

Получена формула приращения критерия 
качества 

0

0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
i

t

j L T

c x t B u d

A G d







        

       



 
 

*0

00

( )

( )

( ) ( 1)

( ) ( 1)

( 0) ( )

( ) ( )

s i
i i

j L s i

s i s i
i i

j L s i s i

b

d b

b b

d b d b





 

      


 
          




   (2.2) 

*

( 1)

1( 1)

( ) ( ) ( ).
iq

s i
i i iv iv

j L i L vs i

b

d b




  

        
   

Здесь   ,t  ,t T  – решение системы 

( ) , ( ) ;A t t c       

0( 0) ( 0) , ;i i id i L                (2.3) 

( 0) ( 0) , 1, , ;iv iv iv id v q i L            

соответствующее вектору 

 0, ; , 1, , .i iv ii L v q i L             (2.4) 

 

3 Критерий оптимальности 
Справедлива следующая  
Теорема 3.1. Пусть ограничения задачи (1.1) 

удовлетворяют условию Слейтера. Тогда для оп-
тимальности регулярного управления ( )u   в за-

даче (1.1) необходимо и достаточно существо-
вания такого вектора  

 0, ; , 1, , ,i iv ii L v q i L         

что вдоль соответствующего ему решения ( ),t  

,t T  системы (2.3) и управления ( )u   выполня-

ются следующие соотношения: 

1
( ) ( ) ( ) max ( ) ( ) , ;

u
t B t u t t B t u t T


      

 

 

( )
0

( )

( 1)

( 1)

0 0, ,

0, ,

s i
i

s i

s i
i

s i

b
i L

d b

b
i L

d b








    


   


       (3.1) 

( ) ( 1)

( ) ( 1)

00

( ) 0,

, 0, 1, , ,

s i s i
i

s i s i

iv i

b b

d b d b

i L v q i L







 
       

    

 

0( ) ( ) ( ) 0, , .it A t G t t T i L     
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Рассмотрим сопряженную систему 
, ( ) ;A d t c            (3.2) 

( 0) ( 0) , 1, ;i i it t dz i p        

где ,it  1, ,i p  – некоторые моменты из T. Рас-

смотрим два допустимых управления ( )u   и 

( ) ( ) ( )u u u       задачи (1.1). Легко убедиться в 

справедливости формулы приращения 

 

1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

T

p

i i
i T

J u t B u t dt

z d x t t d x t dt


    

     



 
 (3.3) 

Рассмотрим допустимое управление ( ),u  , 

по которому построим множества (2.1) и момен-

ты ,i  ;i L  ,iv  1, ,iv q  .i L  Рассмотрим 

частный случай системы (3.2): 
, ( ) ;A d t c        

0 00 0

( 0) ( 0) ,

;
i i i

k

dz

i L L L L 

       

   
       (3.4) 

( 0) ( 0) , 1, , .iv iv iv idz v q i L           

Справедлива следующая 
Теорема 3.2. Пусть ограничения задачи 

(1.1) удовлетворяют условию Слейтера. Тогда 
для оптимальности регулярного управления ( )u   

в задаче (1.1) необходимо и достаточно существо-
вания таких кусочно-непрерывной функции   ,t  

,t T  и чисел  , ; , 1, , ,i k iv iz i L z v q i L    что 

вдоль соответствующего им решения ( ),t  ,t T  

сопряженной системы (3.4) и управления ( )u   

выполняются условия максимума: 

 

1
( ) ( ) max ( ) ,

( ) ( ) max ( ) , ;

u

t

t Bu t t Bu

t d x t t t T





   

     
 

0, ; 0, 1, , .i k iv iz i L z v q i L          (3.5) 
 

4 Алгоритм решения задачи 
Пусть 0 ( )u   – регулярное оптимальное уп-

равление. Ему соответствуют моменты 0 ,i  1, ,i m  

множества (2.1) и индексы ( ),s i  .i I  Согласно 

теореме 3.1, существует такой вектор 

 0 *, ; , 1, ,i iv ii L v q i L       , 

что вдоль соответствующего ему решения   ,t  

,t T  системы (2.3) выполняются соотношения 
(3.1). 

Введем обозначения: 

 0 0( ) : ( 0) ( 0) ;uI t I u t u t       

 
  

0

0 0 0

, 1,

\ , 0, 1 : ( 0) ( 0) ;

j k

i

t j p

t T i m u t u t

 

       
 

   0 0 0, 1, int : ( 0) ( 0) ,ij i ij q t T u t u t        *;i L  

 0 0 0 0
*0 *0 : ( 0) ( 0), ( ) ,R

s i s iL i L u u s I i         

 0 0 0 0
00 00 : ( 0) ( 0), ( ) ,R

s i s iL i L u u s I i         

 0 0 0 0
* * : ( 0) ( 0), ( 1) ,R

s i s iL i L u u s I i          

*0 00 * ;R R R
RL L L L    

   
   

*

0 0

0 0

, 1, 1 , 1,

, 1, , 0, 1 ;

j ij i
i L

j k i

j p j q

t j p i m




      

     


 

0
0 0,   0

1 ,p t



   0 0

1,j j    0, ;j p  

,ip  0, 1;i m   

ivp  – такие индексы из (0,1, , 1),p  , что 
0 0 ,

ip i    0, 1;i m   0 0 ,
ivp iv    1, ,iv q  *.i L  

Пусть K – подмножество из (0,1, , 1),p   

при котором 

   0 0, , 1, ;j j kj K t j p     

0( ),j u jI I   ;j K  0( ),i u iJ I   ;Ri L  

      0, 0 ,j j
jk k I u       0, ,j p  .I  

Совокупность моментов 

* 0 *0 00 *0 00 *, , , , , , , ,

, , , , ;

R R R

R
j i

L L L L L L L L

K I j K J i L 
  (4.1) 

чисел и векторов 
, ;ip i L    0, ;s i i L  

*, 1, , ;iv ip v q i L     , 0, ;jk j p     (4.2) 

назовем структурой оптимального управления 
задачи (1.1). 

Совокупность 
0 0 0

*0 *

0

, ; , 1, , ;

, 1, ,

i iv i

j

i L v q i L

j p

      

 
     (4.3) 

назовем определяющими элементами решения 
задачи (1.1). 

Алгоритм составим из двух процедур. 
Первая процедура строит приближенное 

* ( )u   решение задачи (1.1), по которому опреде-

ляется структура (4.1), (4.2) и вычисляются при-
ближенные значения *  определяющих элемен-
тов (4.3).  

Построение точных значений вектора опре-
деляющих элементов осуществляет процедура 
доводки. 

Доводка. Пусть известны структура (4.1), 
(4.2) задачи и приближенные значения *  векто-
ра (4.3). Введем вектор параметров 

 *0 *, ; , 1, , ; , 1, .i iv i ji L v q i L j p          

Обозначим через ( , ),t  , ,t T  – решение сис-

темы 
( ) ,A t     *( ) ,t c   
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( 0) ( 0) ,
i ip p id          *0 ;i L     (4.4) 

( 0) ( 0) ,
iv ivp p id          1, ,iv q  * ,i L  

через  , ,t   ,t T  – траекторию системы 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ),A t B t t G t t             

   0(0) .x     (4.5) 

Функции ( , ),A t  ( , ),B t  ( , ),G t  ( , ),t   ,t T  

строятся следующим образом: 

( )
0

( )

( , ) , ;

( , ) , , ;

н

s i
i

s i

A t A t T

b d
A t E A t T i L

d b

  

 
       

 

( )
0

( )

( , ) , ;

( , ) , , ;

н

s i
i

s i

B t B t T

b d
B t E B t T i L

d b

  

 
       

 

( )
0

( )

( , ) 0, ;

( , ) , , ;

н

s i
i

s i

G t t T

b
G t t T i L

d b

  

    


 

1

( )( , ) , [ , [, 0, .j
j jt k t j p         

Составим систему нелинейных уравнений, 
используя полученную структуру (4.1), (4.2). 

 1 *0( ) ( , ) ( ), 0,
i ip pG d i L          
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 (4.6) 
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Здесь  B

 –  -столбец матрицы .B  

Систему (4.6) назовем уравнениями довод-
ки. Решив её, получим  значение вектора опреде-
ляющих элементов со сколь угодно высокой 
точностью.  

Пусть 0  – решение системы (4.6). Постро-

им траектории 0 0( ) ( , ),t t     0 0 0( ) ( , ),t t     

,t T  систем (4.4), (4.5). Пусть 
0 0 0 0 *

1 0 1, 0, ; 0, .i i pi p t
               (4.7) 

Обозначим 

1

0 0 0 0( ) ( , ), \ ( ), [ , [, 0, ;
i ip pu t t I s i t i m

          

 
 

1

0 0 0

\

0 0
0

( ) ( ) ( ) / ,

[ , [, .
i i

s i
I s i

p p

u t t d A t d b u d b

t i L


 


      

   


 (4.8) 

Если 

    1

0 0 0
01, [ , [, ,

i ip ps iu t t i L


              (4.9) 

и вдоль 0 ,  0 ( ),t   0 0( ) ( ), ,u t u t I   ,t T  

выполняются соотношения (3.1), то 0 ( ),u t  ,t T  – 

оптимальное управление, т. е. процесс решения 
задачи успешно завершен. 

В случае, когда не удалось построить реше-
ние системы (4.6) или когда на её решении на-
рушается одно из соотношений (3.1), (4.7), (4.9), 
прекращаем процедуру доводки, считая, что на-
чальная информация для неё была некачествен-
ная (неправильно идентифицирована структура 

(4.1), (4.2), либо велико число * 0   ). Воз-

вращаемся к первой части алгоритма, которая 
строит более точное приближение ** ( )u   к опти-

мальному управлению 0 ( ).u   На основе ** ( )u   

уточняем структуру (4.1), (4.2) и вычисляем но-
вое (более точное) значение **  вектора (4.3). 
Затем, исходя из новой информации, заново 
осуществляем процедуру доводки. 

 

5 Пример 
В качестве примера рассмотрена задача 

* *
1 2( ) 2 ( ) max,x t x t   

1 2( ) ,x t x  2 3( ) ,x t x  3 4( ) ,x t x  4 1 2( ) ,x t u u   

1 3( ) ( ) 2,5,x t x t         (5.1) 

1 2 3 40, 2.8, 0, 0,x x x x       1,u t   0 6.t   
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После выполнения первой процедуры полу-
чено приближенное решение задачи (5.1), опре-
делена структура S: 


 

* 0 *0 00

*0 00 *

1, 1, 0, 1, 0,

1, 0, 0, 1, 2,3, 4,5 ,R R R

S L L L L L

L L L K

     

   
 

1 2 3 4 5 1

1

2, 1, 1, 2, 2, 2,

1, (1) 2,

I I I I I J

p s

     
 

 


0 1 2 3

4 5 6

( 1,1), ( 1,1), (1,1), ( 1,1),

(1,1), (1, 1), (1,0)

k k k k

k k k

      

   
 

и вычислены приближенные значения вектора 
определяющих элементов   

 1 2 3 4 5 6 1, , , , , ,            (5.2) 

По известной структуре сформирована сис-
тема нелинейных уравнений 

1 3( ) ( , ) 0,G d         

2 1 1( ) ( , ) 0,G b       

3 4 2( ) ( , ) 0,G b       

4 5 1( ) ( , ) 0,G b                  (5.3) 

5 6 1( ) ( , ) 0,G b       

6 5 2( ) ( , ) 0,G b       

7 3 2 2( ) ( , 0) / 0,G b d b         

относительно вектора   (5.2). В результате ре-
шения системы (5.3) получены значения вектора 
определяющих элементов с точностью 1010 .  
После построения траекторий систем (4.4), (4.5) 
проверено выполнение соотношений (3.1), (4.7), 
(4.9). Так как они выполняются, то за решение 
задачи (5.1) принято управление, построенное по 
правилам (4.8) (рисунок 5.1) 

*
1 1( ) 1, [0, [,u t t     *

1 1 5( ) 1, [ , [,u t t     
*
1 5 6( ) 1, [ , [,u t t      * *

1 6( ) 1, [ , [,u t t t    
*
2 2( ) 1, [0, [,u t t       *

2 2 3, ,u t t     

подсчитываются согласно (4.8) 
*
2 3 4( ) 1, [ , [,u t t      * *

2 6( ) 1, [ , [,u t t t    
*
2 5 6( ) 1, [ , [,u t t      

 
1 2

3 4

5 6

0.6675010, 1.6376353,

2.2334522, 3.6395361,

3.9074147, 5.5142681.

   
   
   

 

График управления представлен на рисунке 5.1. 
 

 
Рисунок 5.1 – Оптимальное управление 
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УДК 519.872 

ИССЛЕДОВАНИЕ В НЕСТАЦИОНАРНОМ РЕЖИМЕ G-СЕТИ С СИГНАЛАМИ 
И ГРУППОВЫМ УДАЛЕНИЕМ ЗАЯВОК МЕТОДОМ 

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ 

Д.Я. Копать, М.А. Маталыцкий 

Гродненский государственный университет им. Я. Купалы 
 

INVESTIGATION IN NON-STATIONARY MODE OF G-NETWORK 
WITH SIGNAL AND GROUP REMOVAL CUSTOMERS 

BY SUCCESSIVE APPROXIMATION METHOD 

D.Y. Kopats, M.A. Matalytski 

Y. Kupala Grodno State University 
 

Проведено исследование в переходном режиме G-сети с положительными заявками и сигналами, когда они при посту-
плении в систему перемещают заявку в другую систему или уничтожают в ней группу положительных заявок, умень-
шая их число на случайную величину, которая задается некоторым распределением вероятностей. Сигнал, поступаю-
щий в систему, в которой отсутствуют положительные заявки, не оказывает на сеть массового обслуживания никакого 
влияния и сразу исчезает из нее. Потоки положительных заявок и сигналов, поступающих в каждую из систем сети, 
являются независимыми. Для нестационарных вероятностей состояний сети выведена система разностно-
дифференциальных уравнений Колмогорова. Предложена методика их нахождения, основанная на использовании мо-
дифицированного метода последовательных приближений, совмещённым с методом рядов. Рассмотрены свойства по-
следовательных приближений.  
 
Ключевые слова: марковская G-сеть, положительные и отрицательные заявки, сигналы, групповое удаление, пере-
ходный режим, нестационарные вероятности состояний. 
 
A study was conducted in the G-network transition mode with positive customers and signals, when they move the customers to 
another system or destroy a group of positive customers in it, reducing their number by a random amount, which is specified by 
some probability distribution. A signal arriving at a system in which there are no positive applications does not have any 
influence on the queuing network and immediately disappears from it. Streams of positive applications and signals coming to 
each of the network systems are independent. For nonstationary probabilities of network states, a system of Kolmogorov 
difference-differential equations is derived. A method for finding them is proposed. It is based on the use of a modified method 
of successive approximations, combined with the method of series. The properties of successive approximations are considered.  
 
Keywords: Markov G-network, positive and negative customers, signals, group removal, non-stationary mode, non-stationary 
state probability. 

 
 

1 Описание сети. Постановка задачи 
Рассмотрим открытую G-сеть массового 

обслуживания [1] с n однолинейными системами 
массового обслуживания (СМО). В i-ю СМО из 
внешней среды поступает простейший поток 
обычных заявок (положительных) с интенсивно-
стью 0i

  и дополнительный поток сигналов, ко-

торый также является простейшим с интенсивно-

стью ( )
0 ,с

i  1,  .i n  Все поступающие потоки не-

зависимы. Длительности обслуживания положи-
тельных заявок в i-й СМО распределены экспо-

ненциально с параметром ,i  1,  .i n  После 

окончания обслуживания положительной заявки 
в i-й СМО, она направляется в j-ю СМО с веро-
ятностью ijp  опять как положительная заявка, а 

с вероятностью ijp  как сигнал, и с вероятностью 

 0
1

1
n

i ij ij
j

p p p 



    уходит из сети, ,  1,  .i j n  

Если в некоторый момент времени в i-й 
СМО находится i ik B  положительных заявок, 

где iB  – целочисленная случайная величина, то  

при поступлении в эту систему сигнала, дейст-
вующего как отрицательная заявка в эту систему, 
число положительных заявок в ней уменьшается 
на iB  (уничтожается сразу iB  положительных 

заявок). Если ,i ik B  то в i-ой СМО не остаётся 

заявок. Случайная величина iB  определяет мак-

симальный размер уничтожаемой группы заявок 
в i-й СМО и подчиняется произвольному дис-
кретному закону распределения: 

  ,i imP B m    1; 0, 0.imm m     

В сети циркулируют не только положитель-
ные заявки, но и сигналы [2]. Сигнал, поступаю-
щий в i-ю СМО, в которой нет положительных 
заявок, уходит из сети, не оказывая на неё ника-
кого влияния. В противном случае, когда в нее 
поступает сигнал, то могут произойти следую-
щие события: поступающий сигнал мгновенно 
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перемещает положительную заявку из i-й СМО в 
j-ю СМО с вероятностью ,ijq  в этом случае сиг-

нал называют триггером; или с вероятностью 

0
1

1
n

i ij
j

q q


   сигнал срабатывает как отрица-

тельная заявка и уничтожает в i-й СМО группу 
положительных заявок [3]. Исследование анало-
гичной сети в переходном режиме, когда отрица-
тельная заявка уничтожает только одну положи-
тельную, описано в [4]. 

Под состоянием рассматриваемой сети в 
момент времени t  будем понимать вектор 

 1 2( ) ( ) ( , ), ( , ),..., ( , ) ,nk t k,t k t k t k t 
 

 который обра-

зует марковский случайный процесс со счетным 
числом состояний, где состояние ( , )ik t  означает, 

что в момент времени t  в i-й СМО находятся ik  

положительных заявок, 1, .i n  
Требуется найти вероятности состояний 

сети в переходном режиме. Ранее для их нахож-
дения для других сетей МО применялся метод, 
основанный на использовании аппарата много-
мерных производящих функций, но сети должны 
были функционировать в условиях высокой на-
грузки [4], [5]; в описанных ниже результатах это 
ограничение снято. 

 
2 Система разностно-дифференциальных 

уравнений Колмогорова для вероятностей 
состояний сети 

Введем некоторые обозначения. Пусть iI  – 

нулевой вектор размерности n, за исключением 

компоненты с номером i, которая равна 1; ( , )P k t


 – 

вероятность состояния сети k в момент времени 
t; ( )u x  – единичная функция Хевисайда, 

1, 0;
( )

0, 0.

x
u x

x


  

 Возможны следующие переходы 

случайного марковского процесса ( )k t


 в состоя-

ние ( , )k t


 за время t : 

– из состояния ( ,  ),ik I t


 в этом случае в i-ю 

СМО за время t  поступит положительная заяв-

ка с вероятностью 0  ( ) ( ),i iλ u k t o t     1, ;i n  

– из состояния ( ,  ),ik I t


 при этом положи-

тельная заявка уходит из сети во внешнюю среду 
или переходит в j-ю СМО как сигнал, если в ней 
не было заявок; вероятность такого события равна

     
0  1 ( ) ( ),i i i ij jp p u k t o t       ,  1,  ;i j n  

– из состояния ( ,  ),i jk I I t 


 в данном слу-

чае после окончания обслуживания положитель-
ной заявки в i-й СМО она направляется в j-ю 
СМО  снова  как  положительная  заявка  или 
поступивший в i-ю СМО сигнал мгновенно пе-
ремещает положительную заявку из системы i-й 

СМО в j-ю СМО; вероятность этого события 

равна  ( )
0 ( )  ( ),с

 i ij i ij jμ p  q u k t o t       ,  1,  ;i j n  

– из состояния  ,  ,i j sk I I I t  


 в этом слу-

чае после окончания обслуживания заявки в i-й 
СМО, она направляется в j-ю СМО как сигнал, 
который мгновенно перемещает положительную 
заявку из j-й СМО в СМО с номером s; вероят-
ность такого события равна 

( ) ( ),i ij js sμ p q u k t o t     ,  , 1,  ;i j s n  

– из состояния ( ,  ),ik mI t


 в данном случае 

сигнал извне поступает в i-ю СМО и уничтожает 
в ней группу положительных заявок величиной 
m; вероятность такого события равна 

( )
0 0 ( ),с

i i imq t o t      1, ;i n  

– из состояния ( ,  ), 0,i i ik l I t k 


 в данном 

случае сигнал извне поступает в i-ю СМО, в ко-
торой в момент времени t находится il  положи-

тельных заявок, а количество заявок выбранных 
для уничтожения m, причём ;il m  вероятность 

такого события равна

 

( )
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– из состояний  ,  ,i jk I mI t 


 в этом слу-

чае после окончания обслуживания заявки в i-й 
СМО, она направляется в j-ю СМО как сигнал, 
который уничтожает в ней случайную группу 
положительных заявок; вероятность такого со-

бытия равна 0 ( ),i ij j jmp q t o t      ,  1,  ;i j n  

– из состояний  ,  , 0,i j j jk I l I t k  


 в этом 

случае после окончания обслуживания заявки в i-й 
СМО, она направляется в j-ю СМО как сигнал, в 
которой в момент времени t находится jl  поло-

жительных заявок, а количество заявок выбран-
ных для уничтожения m, причём ,jl m  который 

уничтожает в ней случайную группу положи-
тельных заявок; вероятность такого события 

равна 0 ( ),i ij j jmp q t o t      ,  1,  ;i j n  

– из состояния ( , )k t


, при этом за время t  

состояние сети не изменилось. Это может быть 
по следующим причинам: в каждую СМО iS  за 

время t  не поступают ни положительные заяв-
ки, ни сигналы; cигнал, который попадает в лю-
бую из систем сети застаёт систему пустой; в них 
за время t  не обслужилось ни одной положи-
тельной заявки; вероятность этого события равна 
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1 ( ) 1 ( )
n
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u k u k t



               


( );o t   

 – из остальных состояний с вероятностью ( ).o t  

 Тогда, используя формулу полной вероят-
ности, получим, что нестационарные вероятно-
сти состояний, рассматриваемой в данном случае 
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сети удовлетворяют следующей системе разно-
стно-дифференциальных уравнений (РДУ):  
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3 Нахождение вероятностей состояний сети 
Можно показать, что систему РДУ (2.1) мож-

но переписать в виде:  
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– интегрируемые по t функции, ij  – символ 

Кронекера. 

Исследуем ряд 
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Отсюда следует сходимость ряда. 
Из (3.1) следует, что 
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Пусть ( , )qP k t


 – приближение ( , )P k t


 на q-й ите-

рации, 1( , )qP k t


 – решение системы (3.1), полу-

ченное методом последовательных приближе-
ний. Тогда из (3.2) вытекает, что 

 

 

1

1
( )

, 0 1 10

( , ) ( ,0)

( ) ,
j

j

k t

q q

t n m
k x

ij ml q i j j
i j m l

P k t e P k

e k P k I l I t




 


  

 



    


  








 

 
, , 1

Ф ( ) , .
n

ijs q i j s
i j s

k P k I I I x dx


      
 




  (3.3) 

В качестве начального приближения возь-
мём стационарное распределение 
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которое удовлетворяет соотношению  
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Для последовательных приближений спра-
ведливы следующие утверждения. 

Теорема 3.1. Последовательные приближе-

ния ( , ), 0,1, 2,...,qP k t q 


 сходятся при t   к 

стационарному решению системы уравнений (3.1). 
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сходится при q   к единственному решению 

системы (3.1). 
Доказательство этих теорем проводится 

аналогично как в [6]. 
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коэффициенты которого удовлетворяют рекур-
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Доказательство. Докажем, что коэффици-
енты степенного ряда (3.5) удовлетворяют рек-
курентным соотношениям (3.6). Подставим по-
следовательные приближения (3.5) в (3.3). Тогда, 
учитывая, что 
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Используя обозначения (3.6), этот ряд можно 
переписать в виде 
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Поменяв местами индексы суммирования и 

разлагая ( )k te


 в ряд по степеням t, будем иметь 
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Приравнивая в левой и правой части выражения 
(3.7) коэффициенты при tl, получим соотношения 
(3.6) для коэффициентов ряда (3.5). 

При нахождении радиуса сходимости ( )qR k


 

степенного ряда  (3.5)  использовалась  известная 
формула Коши-Адамара [7] 
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 Заключение 
В работе проведено исследование марков-

ской G-сети массового обслуживания с сигнала-
ми в случае, когда отрицательная заявка может 
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уничтожать группу положительных заявок. Для 
такой сети предложен модифицированный метод 
последовательных приближений, совмещённый с 
методом рядов, для нахождения нестационарных 
вероятностей состояний. Последовательные при-
ближения сходятся с течением времени к ста-
ционарным вероятностям состояний, а сама по-
следовательность приближений сходится един-
ственному решению полученной для вероятно-
стей состояний системы уравнений Колмогорова. 
Любое последовательное приближение предста-
вимо в виде сходящегося степенного ряда с бес-
конечным радиусом сходимости, коэффициенты 
которого удовлетворяют рекуррентным соотно-
шениям, что позволяет находить их на компью-
тере за приемлемое процессорное время. 
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ON THE PROBLEM OF DOERK AND HAWKES FOR LOCALLY NORMAL 
FITTING CLASSES 

A.V. Martsinkevich 

P.M. Masherov Vitebsk State University 
 

Пусть F  – непустой класс Фиттинга конечных групп. Класс Фиттинга F  называют X -нормальным или нормальным 

в классе конечных групп ,X  если F X  и для любой группы GX  её F -радикал является F -максимальной под-

группой группы G  Если X  – класс всех конечных разрешимых групп, то X -нормальный класс Фиттинга называют 
нормальным. В теории нормальных классов Фиттинга известна проблема Дёрка – Хоукса о том, что если X  – класс 

Фиттинга и 2 X X  то является ли пересечение двух неединичных X -нормальных классов Фиттинга неединичным 

X -нормальным классом Фиттинга. В работе получено положительное решение данной проблемы без требования 
2X X  для произвольного семейства неединичных X -нормальных классов Фишера частично разрешимых групп в 

случае, когда X  – класс Фишера такой, что p N X X  для некоторого простого p.  

 
Ключевые слова: класс Фиттинга, X -нормальный класс Фиттинга, F -радикал, пересечение классов Фиттинга. 

 
Let F  be a non-empty class of finite groups. A Fitting class F  is said to be X -normal or normal in a class of finite groups X  

if F X  and for all GX  an F -radical of G is F -maximal in G. If X  is a class of all soluble finite groups, then X -normal 

Fitting class is called normal. In the theory of normal Fitting classes the problem of Doerk and Hawkes is well known. Let X  

be a Fitting class and 2.X X  Is the intersection of two non-trivial X -normal Fitting classes always non-trivial X -normal Fit-

ting class? In this paper a positive answer to this question without the requirement that 2X X  for the case of arbitrary family 

of non-trivial X -normal Fischer classes partially soluble groups, where  X  is a Fischer class such, that p N X X  for some 

prime p is given.  
 
Keywords: Fitting class, X -normal Fitting class, F -radical, intersection of Fitting classes. 

 
 

Введение 
В работе все рассматриваемые группы ко-

нечны. Класс групп F  называют классом Фит-
тинга, если он замкнут относительно нормаль-
ных подгрупп и произведений нормальных F -под-
групп. Из определения класса Фиттинга следует, 
что для любого непустого класса Фиттинга F  в 
каждой группе G существует наибольшая нор-
мальная F -подгруппа, которую обозначают .GF  

Её называют F -радикалом G. Подгруппу H 
группы G называют F -максимальной в G, если 
H F  и из условия H K G    K F  следует, 
что H K   

Напомним, что F -инъектором группы G 
называют такую её подгруппу V, что для любой 
субнормальной подгруппы N группы G пересе-
чение V N  является F -максимальной под-
группой N. 

Класс Фиттинга F  называют нормальным 
[1, определение 1.1], если для любой разрешимой 

группы G её F -инъектор является нормальной 
подгруппой G, т. е. для любой разрешимой груп-
пы её F -радикал является F -максимальной под-
группой G. 

Основополагающий результат в теории 
нормальных классов Фиттинга был получен 
Блессенолем и Гашюцом [1, теорема 6.2] о том, 
что пересечение всех неединичных нормальных 
классов Фиттинга есть неединичный нормаль-
ный класс Фиттинга. Из теоремы следует, что 
существует наименьший неединичный нормаль-
ный класс Фиттинга. Значимость понятия нор-
мального класса Фиттинга подчеркивает тот 
факт, что, используя наименьший нормальный 
класс Фиттинга, Гашюц в работе [2] выявил но-
вые свойства разрешимых радикалов произволь-
ных групп. 

В последующем Лауэ [3], развивая теорию 
нормальных классов Фиттинга в общем случае 
неразрешимых групп, была предложена локали-
зация понятия свойства нормальности классов 
Фиттинга в смысле следующего определения. 

МАТЕМАТИКА
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Определение 0.1 [3, определение 1.1]. Пусть 
F  – непустой класс Фиттинга. Класс F  назовем 
X -нормальным или нормальным в классе групп 
X  (обозначают ),F X  если F X  и для лю-

бой группы GX  её F -радикал является F -мак-
симальной подгруппой G. Заметим, что в случае, 
когда ,X S  где S  – класс всех разрешимых 
групп, F  является нормальным в смысле опре-
деления Блессеноля – Гашюца из [1]. 
 Напомним, что классом Фишера называют 
класс Фиттинга ,F  если из того, что ,K G  
G F  K H G   и H K  – p-группа для неко-
торого простого p, следует H  F  

Класс групп F  называют гомоморфом, если 
из условия G F  K G  следует G K  F  

Произведением классов Фиттинга F  и H  
называют класс групп ( )G G G    FFH H  Хо-

рошо известно, что произведение классов Фит-
тинга является классом Фиттинга и операция 
умножения классов Фиттинга ассоциативна [4, 
теорема IX.1.12 (a), (c)]. 

Пусть F  – класс групп и ( ) F  – множество 

всех простых делителей всех групп из .F  Тогда 

символом ( ) FS  будем обозначать класс всех 
( ) F -разрешимых групп. 

В работе [5] нами было получено развитие 
теоремы Блессеноля – Гашюца [1, теорема 6.2] 
для произвольных классов Фиттинга. Пусть X  – 
класс Фишера, }{ i i I F  – множество X -нор-

мальных классов Фиттинга, которые являются 
гомоморфами, и i

i I
 F F  Было установлено [5], 

что если ( )  FF X FS  то F  является X -нор-
мальным классом Фиттинга. Понятно, что тео-
рема Блессеноля – Гашюца является специаль-
ным случаем указанной теоремы при  X S  

Заметим, что в работе [1] (см. также [4, гла-
ва X.3]) изучались пересечения неединичных 
нормальных классов Фиттинга. Однако, как по-
казывает следующий пример, не всегда пересе-
чение неединичных нормальных классов Фит-
тинга будет неединичным классом Фиттинга. 

Символом pN  будем обозначать класс всех 

p-групп (p – простое число), (1) – класс всех еди-
ничных групп. 

Пример 0.2 [6, замечание 3.1.12]. Пусть   – 
множество всех натуральных чисел, 1 2{ }p p …   – 

множество всех простых чисел и X  

1ip p
i

  

N N  Как установлено в [6] k F  

i kp p
i i k  

  

N N  – X -нормальный класс Фит-

тинга для любого k   и (1)k
k

 

F  

Очевидно, что в примере 0.2 2 X X  В свя-
зи с этим, Дёрком и Хоуксом была сформулиро-
вана следующая проблема. 

Проблема 0.3 [4, c. 716]. Пусть X  – класс 

Фиттинга и 2 X X  Является ли пересечение 
двух неединичных X -нормальных классов Фит-
тинга неединичным X -нормальным классом 
Фиттинга? В частности, верно ли это для случая 
X  E  где E  – класс всех групп? 

Пример 0.2 показывает, что если 2 X X  то 
проблема Дёрка – Хоукса в общем случае реша-
ется отрицательно. Это приводит к постановке 
задачи нахождения семейств классов Фиттинга, 
для которых проблема 0.3 решается положитель-
но без условия 2.X = X  Решение такой задачи – 
основной результат настоящей работы. 

Нами определены условия, при которых 
указанная проблема 0.3 решается положительно 
даже в случае, когда 2X X  в универсуме обоб-
щенно разрешимых групп. Доказана 

Теорема 0.4. Пусть X  – класс Фишера, 
}{ i i I F  – семейство неединичных X -нормаль-

ных классов Фишера, i
i I

 F F  и p N X X  для 

некоторого простого числа p. Если ( ) FX FS  

то F  является неединичным X -нормальным 
классом Фиттинга. 
 

1 Предварительные сведения 
В определениях и обозначениях мы следуем 

[4]. Приведем некоторые основные понятия и в 
качестве лемм известные утверждения, которые 
мы будем использовать для описания методов 
построения локально нормальных классов Фит-
тинга и доказательства основного результата. 

Лемма 1.1 [4, лемма A.1.2 (a)]. Пусть U, V и 
W – подгруппы группы G. Тогда U VW   

( )( )U V U W    эквивалентно UV UW   

( )U V W    
 Лемма 1.2 [4, лемма IX.1.1 (a)]. Пусть G – 
группа, F  – непустой класс Фиттинга. Если 

,N G  то N N G  F F  

Пусть   – множество всех простых чисел, 
  и     

Напомним, что если F  – класс групп и G – 

группа, то ( ) {G p p     и | }p G   и ( ) F  

{ ( ) }F F     F  

Символом S  будем обозначать класс всех 
 -разрешимых групп. 

Приведем вначале следующие леммы, которые 
представляют свойства F -инъектора группы G. 

Лемма 1.3. Пусть F  – класс Фиттинга и 
      Тогда справедливы следующие ут-
верждения: 

(1) [7, теорема А(1)] если ( )G  FFS  то в G 

существует F -инъектор и любые два F -инъек-
тора сопряжены в G; 
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(2) [8, теорема 2.4.27] если G – группа та-
кая, что G G  F S  то в G существуют F -инъ-

екторы и любые два из них сопряжены в G. 
Мы используем следующую модификацию 

теорем Шеметкова [9]. 
Лемма 1.4. Пусть F  – класс Фиттинга, G – 

 -разрешимая группа, где ( )   F  Справедли-

вы следующие утверждения: 
(1) [9, теорема 2.2] группа G обладает по 

крайней мере одним F -инъектором и любые два 
F -инъектора сопряжены в G; 

(2) [9, теорема 2.3(1)] если V – F -инъектор 
G и V R G    то V – F -инъектор R. 

Лемма 1.5. Пусть F  – класс Фиттинга, 
тогда справедливы следующие утверждения: 

(1) [4, замечание IX.1.3 (a)] если K – суб-
нормальная подгруппа группы G и V – F -
инъектор G, то V K  – F -инъектор K; 

(2) [4, замечание IX.1.3 (b)] если V – F -инъ-

ектор G и G G    – изоморфизм, то V   – 

F -инъектор G   

(3) [10, теорема 2.5.11] если ( )G  FFS  и V – 
F -инъектор G, причем U – подгруппа G, содер-
жащая V, то V – F -инъектор U. 

Напомним, что для каждого непустого клас-
са Фиттинга F  через *F  обозначают наимень-
ший из классов Фиттинга, содержащий ,F  та-
кой, что для всех групп G и H справедливо ра-
венство ( )G H G H     

F F F
 Если класс 

* ,F F  то класс Фиттинга F  называют классом 
Локетта [11]. 

Через G H  мы будем обозначать регуляр-

ное сплетение групп G и H, через G  – базисную 
группу G H   

Лемма 1.6 [4, предложение X.2.1 (a)]. Пусть 
F  – класс Локетта и группа G F  Тогда 

( ) ( )G H GF F

  для любой группы H. 

Используемые нами в дальнейшем свойства 
операторов Локетта, представляет следующая 
лемма. 

Лемма 1.7. Пусть F  – класс Фиттинга. 

(1) [4, лемма X.1.3] Если группа G  F  то 

G G F  – абелева группа. 

(2) [4, теорема Х.1.15]  F F  
Пусть F  – класс Фиттинга. Тогда символом 

( )R F  обозначим класс всех групп G, в которых 

GF  является F -максимальной подгруппой G, 

символом pZ  – циклическую группу простого 

порядка p. 
Если X  – класс групп, то nS (G G H  X  

для некоторой )H  X  Класс X  называется 

замкнутым относительно субнормальных под-
групп, если nS  X X  

Лемма 1.8 [6, лемма 3.1.6 (a)]. Пусть F  – 

класс Фиттинга, X  – класс, замкнутый отно-
сительно субнормальных подгрупп такой, что 

( )R X F  Если G – разрешимая группа мини-

мального порядка такая, что \ ( )G R X F  и V – 

F -инъектор G, то в G существует единствен-
ная максимальная нормальная подгруппа N та-
кая, что G VN   V N G  F  и pV G Z F  для 

некоторого p   

Напомним, что подгруппа H группы G на-
зывается  -холловой подгруппой, если H  явля-

ется  -числом, а индекс G H  –  -числом. 

Пусть F  – класс Фиттинга и    Для по-

строения X -нормальных классов Фиттинга мы 
будем использовать конструкцию класса Фит-
тинга  F  которая была определена Локеттом в 
[12] следующим образом: разрешимая группа 
G F  тогда и только тогда, когда F -инъектор 
G содержит некоторую холлову  -подгруппу G. 

В частности, если { }p    то класс { }pF  будем 

обозначать p F  
Характеристикой класса групп F  называ-

ется множество Char( ) { }pp Z    F F  

Лемма 1.9 [12, теорема 3.2]. Пусть X  и Y  – 

классы Фиттинга разрешимых групп, G – раз-
решимая группа и Char( )  Y  Пусть группа T – 

X -инъектор G X
 такая, что T нормализуется не-

которой холловой  -подгруппой G  группы G. Ес-

ли V T  – Y -инъектор TG T    то V – XY -инъ-

ектор G. В частности, если Char( ) Y   и 

U G X  – Y -инъектор G G X  то U – XY -инъ-

ектор группы G. 
Лемма 1.10 [13, лемма 2.2]. Если F  – класс 

Фишера, то ( ) Char( )  F F  

Лемма 1.11 [4, предложение X.1.25]. Каж-
дый класс Фишера является классом Локетта. 
 

2 О методах построения X -нормальных 
классов Фиттинга 

В настоящем разделе мы докажем ряд ут-
верждений, которые описывают методы по-
строения X -нормальных классов Фиттинга. 
 Заметим, что для класса групп ,X  в кото-
ром существуют F -инъекторы, ввиду [7, лемма 

2.2 (1), (2)] понятие X -нормальности (см. опре-
деление 0.1) совпадает с понятием X -нормаль-
ности в смысле следующего определения. 

Определение 2.1. Пусть F  – непустой класс 

Фиттинга. Класс F  называют X -нормальным 
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или нормальным в классе групп ,X  если F X  

и для любой группы GX  её F -инъекторы яв-
ляются нормальными подгруппами G. 

Символом N  будем обозначать класс всех 
нильпотентных групп. 

Предложение 2.2. Пусть F  – класс Фит-

тинга и  X FN  Тогда .F X  В частности, 

если * ,X F  то *.F F   

Доказательство. Пусть  X FN  Очевидно, 

что  F X  Пусть G X  Тогда G G  F N  Так 

как  N S  то GFS  и по утверждению (2) 
леммы 1.3 в G существуют F -инъекторы и лю-
бые два из них сопряжены в G. Пусть V – F -инъ-

ектор группы G, то V G G G  F F  Следова-

тельно, V G  и V G F  С другой стороны, 

V G F  Значит, V G F  и F  является X -нор-

мальным классом Фиттинга. 
Пусть  X F  По утверждению (2) леммы 

1.7 имеем  F X  Пусть G X  Тогда по утвер-

ждению (1) леммы 1.7 G G F  – абелева группа и 

G G  F N  Следовательно, GFN  и F  – X -нор-

мальный класс Фиттинга.                                       

Предложение 2.3. Пусть F  H  и X  – 

классы Фиттинга и   F H X  Тогда справед-
ливы следующие утверждения: 

(1) если F X  то F H  

(2) если  X FN  то H X  
Доказательство. (1) По условию F  норма-

лен в X   Значит, для любой группы GX  её 
F -радикал является F -максимальной подгруп-

пой G. Пусть H  H  Так как  H X  то F -ра-
дикал группы H является F -максимальной под-
группой H и класс F H  Утверждение (1) дока-
зано. 

(2) Пусть H  – класс Фиттинга такой, что 

  F H X  Так как   H X FN HN  и по 

предложению 2.2 H HN  то ввиду (1) H X  
Предложение 2.4. Пусть F  и H  – классы 

Фиттинга такие, что ( )  FF H S  M  – 

класс Фиттинга ( ) F -разрешимых групп. Спра-

ведливы следующие утверждения. 
(1) Если ( ) ( )   F M  и F H  то 

F HM  В частности, F FM  
(2) Если F H  и  M H  то  F M M   

Доказательство. (1) Пусть ( )  F  и 

G HM  По утверждению (1) леммы 1.4 в груп-
пе G существуют F -инъекторы и любые два из 
них сопряжены в G. Тогда V – F -инъектор G. 

Так как ( )V   FF S  и ( )  F  то по теореме 

Чунихина V V G     где G  и V  – холловы 

 -подгруппы групп G и V соответственно. Так 
как G HM  то G G    H M S  Тогда ввиду ус-

ловия ( ) ( )   F M  следует, что G G  H E  

и G G  H  Следовательно, V G G H  и по ут-

верждению (2) леммы 1.4 V – F -инъектор G H  

По условию F H  и поэтому GF  – F -инъ-

ектор G. Следовательно, F HM  Утверждение 
(1) доказано. 

(2) Пусть G M  Так как по условию 
M H  и F H   то  GH   и  GF   является  

F -максимальной подгруппой G. По свойству 

радикалов получаем G G  F M F  Так как 

G  F F M  и G GF   то GF  – нормальная 

F M -подгруппа G. По определению F M -ра-
дикала получаем G G  F F M  Значит, G G  F F M  

Пусть существует группа K такая, что 
K F M  и G K G   F M  Так как   F M F  

то K F  и G   F M F  Ввиду G G  F F M  по оп-

ределению F -максимальной подгруппы K G  F M  

Значит, G F M  – ( )F M -максимальна в G. Ут-

верждение (2) доказано.                                          
В следующих трёх утверждениях мы опи-

шем методы построения X -нормальных классов 
Фиттинга в универсуме S  всех разрешимых 
групп. 

Предложение 2.5. Пусть F  – класс Фит-

тинга и 2 X FN  Если F X  то либо F S  
(1) F  

Доказательство. Предположим, что класс 
F  не является нормальным классом Фиттинга. 
Пусть G – группа минимального порядка такая, 
что её F -радикал не совпадает с F -инъектором G. 
Ввиду леммы 1.8 существуют простые числа p и q 
такие, что q pG FN N  Так как 2

q p  FN N FN  

то получаем противоречие c условием F X  
Следовательно, F  является нормальным классом 
Фиттинга.                                                                  

Предложение 2.6. Пусть F  – класс Фит-
тинга и X  – класс Фишера. Тогда следующие 
утверждения эквиваленты: 

(1)  X FN  
(2) если F X  то для всех классов Фит-

тинга H  таких, что   F H X  класс H X  
Доказательство. (1) (2)   Пусть H  – 

класс Фиттинга такой, что   F H X  По ут-
верждению (2) предложения 2.3 получаем 

.H X   
Докажем, что (2) (1)   Предположим от 

противного, что X FN  Пусть G – группа ми-

нимального порядка из класса \ X FN  
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Если предположить, что в G существуют 
две различные максимальные нормальные под-
группы 1M  и 2M   то ввиду выбора G имеем 

1M FN  и 2M  FN  Следовательно, 1 2M M   

G  FN  Полученное противоречие доказыва-

ет, что GFN  – единственная максимальная нор-

мальная подгруппа группы G. 

Тогда G G p FN  и ( )pO G G    Так как 

F  нормален в X  то GF  – F -инъектор G и по 

утверждению (3) леммы 1.5 GF  – F -инъектор 

группы pG 
F

 Следовательно, по лемме 1.9 под-

группа pG GF  – pFN -инъектор G, где pG  – си-

ловская p-подгруппа группы G. Так как X  – класс 
Фишера, то pG G  F X  Следовательно, pG GF  – 

p FN X -инъектор G. Так как p   F X XFN  

то по условию утверждения (2) pG G GF   Вви-

ду ( )pO G G    p pG G G G   F FN FN  По-

лучили противоречие с выбором группы G. Та-
ким образом,  X FN                                            

Напомним, что символом ( )pO G  обознача-

ют наибольшую нормальную p-подгруппу группы 
G, символом GN  – нильпотентный радикал G. 

Предложение 2.7. Пусть F  H  и M  – 
классы Фиттинга такие, что  F H  Справед-
ливы следующие утверждения. 

(1) Если N F  и F H  то для любого 
класса M  верно MF MH   

(2) Пусть  N F  Тогда следующие утвер-
ждения эквивалентны: 

(a) F H  
(b) NF NH  
Доказательство. (1) Пусть G MH  По ут-

верждению (1) леммы 1.4 в группе G существуют 
F -инъекторы и любые два из них сопряжены в G. 
Покажем, что для любой группы G её MF -инъ-

ектор совпадает с G MF  Так как  N F  то 

Char( )  F   Если подгруппа V G M  – F -инъ-

ектор группы G G M  то по лемме 1.9 получаем, 

что V – MF -инъектор группы G. По определе-

нию произведения классов Фиттинга G G  M H  

По условию F H  Следовательно, V G G G M M  

и V G  Это означает, что MF MH  Утвер-
ждение (1) доказано. 

(2) Пусть N F  и F H  Тогда по утвер-
ждению (1) получаем, что NF NH  

Обратно, пусть N F  и NF NH  Дока-
жем, что F H  Пусть GH  и p – простое та-

кое, что p G    Тогда ( ) 1pO G    Пусть M – 

точный G-модуль группы над ( )GF p  и H MG  – 

полупрямое произведение групп M и G. Очевид-
но, что H M N  Пусть V – F -инъектор группы 

G. Так как MG H MG M G    N  то MV H N  – 

F -инъектор группы MG H N  Следовательно по 

лемме 1.9 MV – NF -инъектор группы H. Ввиду 
H NH  и NF NH  получаем MV H   Сле-
довательно,  

( )MV M H M MG M G G M G          

Ввиду изоморфизма MV M V V M V       по 
утверждению (2) леммы 1.5 получаем V G  
Следовательно, F H  Утверждение (2) доказано. 
 

3 Доказательство теоремы 0.4 
Вначале определим условия, когда пересе-

чение неединичных X -нормальных классов Фи-
шера является неединичным классом Фиттинга. 

Лемма 3.1. Пусть X  – класс Фиттинга и 
{ }i i IF  – семейство неединичных X -нормальных 

классов Фишера. Если существует простое p 
такое, что p  N X X  то (1)I i   F   

Доказательство. Предположим, что ( )ip F  

Так как по лемме 1.10 ( ) Char( )i i  F F  то 

p iZ  F  По лемме 1.11 класс Фишера iF  являет-

ся классом Локетта для каждого i I   Следова-
тельно, для любой группы iGF  по лемме 1.6 

\ ( )p p iZ G RN X F  для всех i I   По условию 

iF  является X -нормальным классом Фиттинга 

для любого i I   Следовательно, ( )iRX F  и 

\ ( )p iR  N X F  для всех i I   Полученное про-

тиворечие доказывает, что ( )ip F  для любого 

i I   Таким образом, ( ) Char( )i I i i I i      F F  

и (1)i I i   F                                                            

Доказательство теоремы 0.4. 
Проведем индукцию по порядку групп из 

X  Пусть G – группа минимального порядка из 
X  такая, для которой теорема неверна. Так как 

( ) FX FS  то группа ( )G G   F

F S  и по утвер-

ждению (1) леммы 1.3 в G существуют F -инъ-
екторы и любые два из них сопряжены в G. 
Пусть V – такой F -инъектор группы G, который 

не нормален в G. Так как iF F  для всех i I   

то 
i

G G F F  Ввиду изоморфизма  

( )( ) ( ) i

i i
G G G G G G       FF F F F S  

Следовательно, по утверждению (1) леммы 1.3 в 
группе G существует iF -инъектор iV  для любого 

i I   Так как i F X  то iV G  для всех i I  и 

i I iV G    Кроме того, i I i i iV V  F  для всех 

i I   Следовательно, i I i i I iV     F F  По 

определению F -радикала получаем i I iV G   F  
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С другой стороны, 
i iG G V F F  для всех i I   

Значит, i I iG V F  Так как V – F -инъектор G, 

то G V F  и поэтому i I iV V    

Пусть M – любая максимальная нормальная 
подгруппа группы G. Далее доказательство тео-
ремы разобьем на несколько шагов. 

(1) ( )i I iV M V M     Так как ( )M   FX FS  

то ( )M M   FF S  По утверждению (1) леммы 

1.3 в M существуют F -инъекторы и любые два 
из них сопряжены в M. Так как V – F -инъектор 
G, то ввиду утверждения (1) леммы 1.5 V M  – 
F -инъектор M. По индукции получаем 
V M M   Ввиду леммы 1.2 имеем 
M G M  F F  Следовательно, V M G M   F  

( )i I iV M    

(2) V N  для любой N G  Предполо-

жим от противного, что V N G   Так как 

GX  и N G  то по определению класса 

Фиттинга X  получаем ( )N   FX FS  По ут-
верждению (3) леммы 1.5 V – F -инъектор N. По 
индукции V N  Следовательно, V G  и 

V G F  Получили противоречие с тем, что 

V G  

(3) G RV   где R – любая из нормальных 
подгрупп группы G такая, что G R  является 
либо элементарной абелевой p-группой для 

( )p F  либо ( ) F -группой. Вначале докажем 

существование такой подгруппы R. Если G G F  

то GF  и утверждение доказано. Пусть G G F  

Тогда ( )G G   FF S  Значит, найдется максималь-

ная нормальная подгруппа R такая, что G R F  

Следовательно, ( ) ( )G G R G G R     F F  Так как 

факторгруппа по максимальной нормальной под-
группе является главным фактором группы G, то 
этот фактор либо элементарная абелева p-группа 
для ( )p F  либо ( ) F -группа. Этим сущест-

вование подгруппы R с указанными выше свой-
ствами доказано. 

Предположим, что G RV   Значит, RV G   
Если G R  – элементарная абелева p-группа для 

( )p F  то G R  – нильпотентная группа. 

Следовательно, RV R G R   и RV G  
Таким образом, V RV G   Это противоречит 
ранее доказанному утверждению (2). 

Пусть ( )G R   FE  где ( ) FE  – класс всех 

( ) F -групп. Так как ввиду изоморфизма 

( )V V R RV R G R       и ( )G R   FE  то 

( )( )V V R    FE  С другой стороны, V F  и, 

значит, ( )V  FE  Класс ( ) FE  – формация. 

Следовательно, ( )( )V V R    FE  Итак, 

( ) ( )( ) (1)V V R      F FE E  и V V R    Сле-

довательно, V R G   что противоречит ут-
верждению (2). 

(4) Группа G комонолитична. Предполо-
жим, что существуют максимальные нормальные 
подгруппы 1M  и 2M  группы G и 1 2M M   То-

гда возможны следующие случаи: 
(4.1) 1G MF  и 2G M F   

(4.2) 1G MF   и 2G M F  

(4.3) 1G MF  и 2G M F  

(4.4) 1G MF   и 2G M F   

(4.1) Пусть 1G MF  и 2G M F   Так как по 

условию теоремы ( )G  FFS  то ввиду изомор-

физма 1 1( ) ( )G G M G G M    F F  и группа 

1G M  – ( ) F -разрешима. 

Тогда 1G M  – главный фактор группы G, 

который является либо элементарной абелевой 
p-группой для некоторого ( )p F  либо 

( ) F -группой. Пусть 1G M  – элементарная 

абелева p-группа. Тогда, 1G M  – нильпотентная 

группа, и по доказанному выше утверждению  
(3) получаем 1G VM   Ввиду предположения 

2G MF   имеем 2G G M F  Следовательно, 

2G VM   Ввиду изоморфизмов  

1 1 1 1( )G M VM M V V M       

и 2 2 2 2( )G M VM M V V M       имеем 1V M  

и 2V M  являются максимальными нормаль-

ными подгруппами группы V. Пусть 1V M   

2V M    Ввиду максимальности подгрупп 1V M  

и 2V M  получаем 1 2( )( )V V M V M     Сле-

довательно, по утверждению (1)  

1 2(( ) )(( ) )i I i i I iV V M V M G        

Последнее противоречит предположению о том, 
что V G  Поэтому остается признать, что 

1 2V M V M     Тогда 1 1( )G M V V M      

2 2( )V V M G M      и 2G M  нильпотентна. 

Следовательно, по определению формации 

1 2( )G M M   – нильпотентная группа. Ввиду (3), 

1 2 1 2( )G V M M VM VM      Отсюда по лемме 

1.1 1 2 1 2 1( )( )V M M V M V M V V M          
Значит, 1V M   что невозможно ввиду (2). Итак, 

1 2M M M   и группа G в данном случае комо-

нолитична. 
Предположим, что фактор 1G M  – ( ) F -груп-

па. Тогда 1 2 ( )( ) ( )V V M V V M       FE  Так 

как V – F -инъектор G, то 1( )V V M    
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2 ( )( )V V M     FE  Следовательно, 1( )V V M    

2 ( ) ( )( ) (1)V V M       F FE E  и 1V V M    

Значит, 1V M   Это противоречит утверждению 

(2). Получаем снова 1 2M M M   и группа G 

комонолитична. 
(4.2) Доказательство комонолитичности 

группы G аналогично доказательству в случае (4.1). 
(4.3) Пусть 1G MF  и 2G M F  Так как 

( )G  FFS  то ввиду изоморфизмов ( )G G F  

1 1( )M G G M  F  и 2 2( ) ( )G G M G G M     F F  

группы 1G M  и 2G M  – ( ) F -разрешимы. 

Тогда 1G M  и 2G M  – главные факторы 

группы G, каждый из которых является либо 
элементарной абелевой примарной группой, ли-
бо ( ) F -группой. Пусть 1G M  и 2G M  – при-

марные группы. Тогда группы 1G M  и 2G M  

нильпотентны и по доказанному выше утвер-
ждению (3) получаем 1 2G VM VM    Следова-

тельно, 1 1 2( ) ( )G M V V M V V M         

2G M   N  По определению формации 

1 2( )G M M   N  Значит, ввиду (3), G   

1 2 1 2( )V M M VM VM     и по лемме 1.1 име-

ем 1 2 1 2 1( )( )V M M V M V M V V M         
Итак, 1V M   что противоречит (2). 

Пусть 1 ( )G M   FE  и 2 ( )G M   FE  Тогда 

ввиду (3), рассуждая аналогично случаю (4.1), 
получаем 1 2 ( )( ) ( )V V M V V M       FE  С дру-

гой стороны, 1 2 ( )( ) ( )V V M V V M       FE  

Следовательно,  

1 2 ( ) ( )( ) ( ) (1)V V M V V M          F FE E  

Таким образом, 1V V M   и 1V M   что не-

возможно ввиду (2). 
Если один из факторов 1G M  или 2G M  

примарен, а второй является ( ) F -группой, то 

доказательство комонолитичности группы G 
аналогично доказательству  случаев (4.1) и (4.2). 

(4.4) Пусть 1G MF   и 2G M F   Так как 

V G F  то ввиду максимальности нормальных 

подгрупп 1M  и 2M   справедливы равенства  

1 2 1 2G M G M G VM VM    F F  

Отсюда 1G M  и 2G M  – нильпотентные груп-

пы. Тогда, следуя доказательству (4.3), получаем, 
что 1V M   что противоречит (2). 

Таким образом, в каждом из случаев (4.1)–
(4.4) 1 2M M M   и группа G комонолитична. 

Отсюда следует, что для каждого i I  подгруппа 

iV M   Следовательно, (( )i I iV M V M     

i I iV   Но тогда, учитывая изоморфизм 

i I iG M V V     заключаем, что i I iV V  – 

циклическая группа простого порядка p. 
Заключительный шаг. Вначале покажем, 

что iVV G  для некоторого i I   
Предположим от противного, что для всех 

i I  верно равенство iVV G   Если для некото-

рого j I  имеет место jV G   то GF  и G 

является F -инъектором G, то есть, V G G   
Получили противоречие с тем, что подгруппа V 
не нормальна в G. Следовательно, jV G  для 

всех j I   По условию jV G  Значит, 

( )j jG V V V V      Так как i I iV V  – цикли-

ческая группа простого порядка p, то ввиду 
изоморфизма ( ) (( ) )i I i j i I iV V V V V        

( )j jV V V G V      имеем jG V  – циклическая 

группа простого порядка p. Следовательно, jV  – 

максимальная нормальная подгруппа группы G. 
Значит, jV M   

Нетрудно заметить, что j i I iV   F F  

Действительно, если найдется такое i j  и 

i I   что iV G   то как и ранее мы заключаем, 

что i jV M V   и j iV F  для всех i j   Значит, 

i i I iV    F F  Следовательно, jV G V  F  Но 

тогда ввиду предположения iVV G  получаем, 

что G F  Получили противоречие утвержде-
нию (2). 

Итак, существуют i I  такие, что iVV G   

Покажем, что в этом случае iVV  X  Так как 

i I iV V  простая группа, то ее нормальная под-

группа ( )i i I iV V V    либо совпадает с группой 

i I iV V   либо является единичной. Если 

( )i i I i i I iV V V V V        то i iV V V V     
Снова получаем противоречие с утверждением 
(2). Значит, i i I iV V V    Тогда, ввиду изомор-

физма i iVV V V V V      заключаем, что iVV V  – 

p-группа для ( )p F  

Так как GX  и X  – класс Фишера, то 

iVV  X  Теперь имеем iVV G    и по утвер-

ждению (3) леммы 1.5 V является F -инъектором 

группы iVV   Следовательно, по индукции 

iV VV   Отсюда, так как iV  F  следует 

( )
iiV VV F  Применяя снова утверждение (3) 

леммы 1.5, получаем, что подгруппа iV  является 

iF -инъектором группы iVV   Следовательно, 

( )
ii iVV V F  Таким образом, iV V   что проти-

воречит (2). Полученное противоречие завершает 
доказательство того, что F X  
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Так как по условию iF  – класс Фишера для 

любого i I  и p N X X  для некоторого просто-

го p, то по лемме 3.1 (1) F                                   

Теорема 3.2. Пусть X  – класс Фишера, 
}{ i i I F  – семейство X -нормальных классов 

Фиттинга и i I i F F  Если ( ) FX FS  то F  

является X -нормальным классом Фиттинга. 
Доказательство теоремы 3.2 аналогично до-

казательству теоремы 0.4. 
В случае ( ) F   получаем 

Следствие 3.3 [14, теорема 2.1]. Пусть X  – 
класс Фишера, }{ i i I F  – семейство X -нор-

мальных классов Фиттинга. Если i I i F F  и 

  F X FS  то F X  
Так как каждый неединичный нормальный 

класс Фиттинга содержит класс всех нильпо-
тентных групп (см. [1, теорема 5.1]), то в случае 

X S  получаем известный результат в теории 
нормальных классов Фиттинга – теорему Блес-
сеноля – Гашюца. 

Следствие 3.4 (Блессеноль – Гашюц [1, 
теорема 6.2]). Пересечение всех неединичных 
нормальных классов Фиттинга есть неединич-
ный нормальный класс Фиттинга. 
 

Заключение 
В работе описаны методы построения не-

тривиальных X -нормальных классов Фиттинга 
конечных групп. Определены условия, при кото-
рых пересечение неединичных X -нормальных 
классов Фиттинга является неединичным X -нор-
мальным классом Фиттинга. Установлено, что 
если X  – такой класс Фишера, что p N X X  для 

некоторого простого p, }{ i i I F  – семейство 

неединичных X -нормальных классов Фишера, 

i I i F F  и ( ) FX FS  то F  является нееди-

ничным X -нормальным классом Фиттинга. В 
частности, при указанных условиях теорема даёт 
положительное решение проблемы Дёрка – Хоу-
кса о пересечении неединичных X -нормальных 
классов Фиттинга (см. [4, c. 716]). 
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 K K -CONVEX FUNCTIONS AND GENERALIZATIONS 

OF CLASSICAL INEQUALITIES 
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Функция f называется MN -выпуклой, если для любых x и y из области определения функции f выполняется неравен-
ство ( ( )) ( ( ) ( ))f x y f x f y   M N  где M  и N  – средние величины. В работе получена геометрическая интерпретация 

MN -выпуклости функций, где M  и N  – средние по Колмогорову. Также для таких функций получены аналоги пе-
рестановочного неравенства, неравенств Поповичу, Эрмита – Адамара и Чебышева.  
 
Ключевые слова: выпуклая функция, MN -выпуклая функция, перестановочное неравенство, неравенство Поповичу, 
неравенство Чебышева, неравенство Йенсена. 
 
A function f is called MN -convex, if for any x and y from the domain of f inequality ( ( )) ( ( ) ( ))f x y f x f y  M N  holds, 

where M  and N  are means. In this paper geometric interpretation of MN -convexity of a function is obtained, where M  
and N  are Kolmogorov’s means. For such functions analogies of rearrangement, Popovicu’s, Chebyshev’s sum and Hermite –
Hadamar’s inequalities are obtained. 
 
Keywords: convex function, MN -convex function, rearrangement inequality, Popovicu’s inequality, Chebyshev’s sum inequal-
ity, Jensen’s inequality, Hermite – Hadamar’s inequality. 

 
 

Введение 
Во всей работе, если не оговорено иное, че-

рез I и J обозначаются некоторые интервалы 
действительных чисел, через   и   – строго 

монотонные непрерывные определенные на I и J 
соответственно функции.  

Напомним, что функция называется выпук-
лой, если её надграфик – выпуклое множество. 
Это определение эквивалентно тому, что функ-
ция f удовлетворяет неравенству Йенсена.  

Теорема 0.1. Функция f выпукла тогда и 
только тогда, когда для любых x и y из области 
определения f и любого [0 1]   выполняется 

неравенство  
 ( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f x y f x f y           (0.1) 

Выпуклые функции играют важную роль в 
современной математике, поэтому были пред-
приняты различные подходы к обобщению поня-
тия выпуклости. Отметим два из них. Первый 
состоит в том, что в правой части неравенства 
(0.1)   и 1  заменяются на ( )h   и (1 )h    

Так, Брекнер [1] в качестве ( )h  рассматривал 
s  для (0 1]s    Годунова и Левин [2] – 1   

Пеарсе и Рубинов [3] – 1; наиболее общее опре-
деление в этом направлении:  

Определение 0.1 [4]. Пусть [0 1] [0 )h       
Функция f называется h-выпуклой, если для лю-
бых x и y из области определения функции f и 
любого [0 1]   выполняется неравенство  

( (1 ) ) ( ) ( ) (1 ) ( )f x y h f x h f y         (0.2) 

Определение 0.2. Средней величиной M  
набора 1a …, na  называется величина, для кото-

рой выполнено условие  

1 1 1min{ } ( ) max{ }n n na … a a … a a … a        M  

Часто рассматриваются средние с дополнитель-
ным условием симметричности  

1 (1) ( )( ) ( )n na … a a … a      M M  

где   – произвольная перестановка чисел от 1 до n. 
Наиболее употребляемым средними явля-

ются среднее Гёльдера  

 1

1

1

1

, 0
( ,..., )

0

p p
n

p
a … a

n
p n

n
n

p
a a

a …a p


    

  

H  

и среднее Колмогорова (квази-арифметическое 
среднее) 

МАТЕМАТИКА
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 1( ) ( )1
1( ) na … a

n na … a   
     K  

Отметим, что в левой части (0.1) стоит 
функция от среднего арифметического аргумен-
тов, а в правой части – среднее арифметическое 
значений функции f. В связи с этим было пред-
ложено следующее определение.  

Определение 0.3 [5]. Функция f называется 
MN -выпуклой функцией, если для любых x и y 
из области определения функции f выполняется 
неравенство  

 ( ( )) ( ( ) ( ))f x y f x f y   M N         (0.3) 

Данный вид выпуклости в основном иссле-
довался для средних Гёльдера (см., например, 
[6], [7]). В работе [5] приведена следующая лемма  

Лемма 0.1. Если f I J   непрерывная 

MN -выпуклая функция и 1x …, nx I   то вы-

полняется неравенство  

1 1( ( )) ( ( ) ( ))n nf x … x f x … f x     M N  

Известен [8], [9] следующий критерий 

 K K -выпуклости  

Лемма 0.2. Пусть   – возрастающая (убы-

вающая) и f I J   – непрерывная функция. 

Функция f есть  K K -выпуклая функция тогда и 

только тогда, когда 1( ( ( )))f t   выпукла (во-

гнута) на ( )I   
В настоящее время предложено и изучается 

определение h-MN -выпуклой функции [10], 
объединяющее определения 0.1 и 0.2.  

Целью данной работы является получение 
геометрической интерпретации и приложений 
MN -выпуклой функций, где M  N  – средние 
по Колмогорову.  

 
1 Геометрическая интерпретация MN -вы-

пуклости 
Пусть  ( ) 1( ) ( ) (1 ) ( )x y x y 

         K  

Как было отмечено выше, MN -выпуклость изу-
чалась во многих работах, но не давалась гео-
метрическая интерпретация этого понятия. Сле-
дующие два результата восполняют этот пробел.  

Теорема 1.1. Пусть f I J   есть непре-

рывная  K K -выпуклая функция, тогда надгра-

фик f вместе со своими любыми двумя точками 

1 1( )x y  и 2 2( )x y  содержит и точки  
( ) ( )

1 2 1 2{( ( ) ( )) [0 1]}x x y y 
       K K  

Доказательство. Пусть ( ) ( ( ) ( ))F x y x y      

непрерывное биективное отображение. Пусть 
множество   – график функции f   Тогда ( )F   

есть график функции 1( ( ( )))f t   определенной 

на ( )I   Пусть 1 1( )x y   2 2( )x y  – точки надгра-

фика функции f   Так как   возрастающая 

(убывающая),  то 1( ( ( )))f t   есть выпуклая 

(вогнутая) функция по лемме 0.2 и 1 1( ( ) ( ))x y    

2 2( ( ) ( ))x y   – точки надграфика (подграфика) 

функции 1( ( ( )))f t    Так как последнее мно-

жество выпуклое, то любая точка вида 

1 2 1 2( ( ) (1 ) ( ) ( ) (1 ) ( ))x x y y          

[0 1]   также принадлежит этому множеству. 

Так как 1 1 1( ) ( ( ) ( ))F x y g x h y          есть не-

прерывное биективное отображение, то надгра-
фик (подграфик) 1( ( ( )))f t   под действием 

1F   переходит в надграфик функции f.                
Следствие 1.1. Условие теоремы 1.1 экви-

валентно тому, что надграфик f содержит часть 
кривой  

1 1

2 1 2 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

x x y y

x x y y

   


   
 

заключенную между точками 1 1( )x y  и 2 2( )x y    
Доказательство. Положим, что  

1
1 2( ( ) (1 ) ( ))x x x       

и 
1

1 2( ( ) (1 ) ( ))y y y        

Выразив из обоих равенств   и приравняв, по-
лучим требуемое.                                                     
 

2 Неравенство Эрмита – Адамара 
Известно, что для выпуклой функции 

f I R   и [ ]a b I   справедливо неравенство 

Эрмита – Адамара  

 
1 ( ) ( )

( )
2 2

b

a

a b f a f b
f f x dx

b a

           

Обобщение этого неравенства исследова-
лись в большом ряде работ. В частности, в рабо-
тах [11]–[13] были получены аналоги этого нера-
венства для непрерывных 1 1H H -выпуклых, 

1 0H H -выпуклых и 0 1H H -выпуклых функций. 

Следующий результат обобщает указанные не-
равенства.  

Теорема 2.1. Пусть f I J   есть непре-

рывная  K K -выпуклая функция,   – дифферен-

цируемая функция и [ ]a b I    Тогда  

1 1
( ( )) ( ( )) ( )

( ) ( )

( ( ) ( ))

b

a
f a b f x d x

b a

f a f b






 
        

  

K

K

 

Доказательство. Пусть   – возрастающая 

(убывающая) функция, тогда по лемме 0.2 функ-
ция 1( ) ( ( ( )))g x f x    есть выпуклая (вогну-

тая) на ( )I   По неравенству Эрмита – Адамара  

( )

( )

( ) ( ) 1
( ) ( ) ( )

2 ( ) ( )

( ( )) ( ( ))
( )

2

b

a

a b
g g y dy

b a

g a g b
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Применим ко всем частям данного неравенства 
1  и заметив, что  

1 ( ) ( )
( ( ))

2

a b
g f a b



          
  

K  

1 ( ( )) ( ( ))
( ( ) ( ))

2

g a g b
f a f b



       
 

K  

( )

( )

1
( ) [ ( )]

( ) ( )

1
( ( )) ( )

( ) ( )

b

a

b

a

g y dy y x
b a

f x d x
b a




   

 

  
 




 

получим требуемое.                                                 

Следствие 2.1 [11]. Пусть [ ] \{0}a b I     

и f I    есть 1 1H H -выпуклая непрерывная 

функция, тогда  

2

2 ( ) ( ) ( )

2

b

a

ab ab f x f a f b
f dx

a b b a x

          

Следствие 2.2 [12]. Пусть [ ] \{0}a b I     

и f I     есть 1 0H H -выпуклая непрерывная 

функция, тогда  

2

2 ( )
exp ln ( ) ( )

b

a

ab ab f x
f dx f a f b

a b b a x
              

Следствие 2.3 [13]. Пусть [ ]a b I      и 

f I    есть 0 1H H -выпуклая непрерывная 

функция, тогда  
1 ( ) ( ) ( )

ln ln 2

b

a

f x f a f b
f ab dx

b a x
 
  
 


  

   

 
3 Неравенство Поповичу 
Для выпуклых функций известно неравен-

ство Поповичу  
( ) ( ) ( )

3 3

2

3 2 2 2

f x f y f z x y z
f

x y y z z x
f f f

      
 

                  
      

 

Естественно обобщить его на случай  K K -вы-

пуклых функций. Такая попытка была принята в 
работе [9], где была приведена следующая тео-
рема  

Теорема 3.1. Пусть f I J   есть  K K -вы-

пуклая функция. Если   – строго возрастающая, 

то  
( ( ( ) ( ) ( )) ( ( )))

( ( ( )) ( ( )) ( ( )))

f x f y f z f x y z

f x y f y z f z x
  

   

     

     

K K K

K K K K
 

для всех x  y  z I    
Неравенство верно с обратным знаком, если 

функция   строго убывающая.  

Последнее утверждение теоремы не верно. 
Действительно, пусть (0 )I J     ( ) 1x x    – 

убывающая, ( )x x    ( ) 1f x x    Согласно кри-

терию 1( ( ( )))f x x    – вогнутая функция, а, 

значит, f  есть  K K -выпуклая функция. Но 

при 1x y    4z   получаем, что неравенство 

из теоремы верно с указанным, а не обратным, 
знаком.  

Отметим, что рядом авторов были получены 
аналоги неравенства Поповичу для большего 
числа переменных (см., например [14], [15]). В 
наиболее общей с этой точки зрения форме это 
неравенство было получено в работе [14].  

Теорема 3.2. Пусть f I     – выпук-

лая функция, 1x  …, nx I  и n  m  – натуральные 

числа, тогда  

1 2

1 2

1 2

1

1

2 2
( )

1 2

m

m

n
n

i
i

i i i

i i … i n

n n x x x
f x nf

m m n

x x x
mf

m



    

                      
    

  
 




 

Приведем исправленное и обобщенное неравен-
ство Поповичу для  K K -выпуклых функций.  

Теорема 3.3. Пусть f I J   есть непре-

рывная  K K -выпуклая функция, 1 m n   и 

2n    Для любых 1 nx … x I    выполняется  

1 2 1 2

1 1

1 1

1

1

( ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( ( )) ( ( )))

({ ( ( ))} )
m m

n n

n m

n n

m

i i i i i … i n

f x … f x … f x … f x

f x … x … f x … x

f x x … x

  



 



      

      

      

    





K K K

K K

K K

 

Доказательство. Если n m  или 1m    
неравенство превращается в равенство. Поло-
жим, что 2 m n     

Пусть   есть возрастающая (убывающая). 

Так как f – непрерывная  K K -выпуклая функ-

ция, то 1( ) ( ( ( )))t x f x    есть выпуклая (вогну-

тая) по лемме 0.2. Пусть ( )i iy x    Перепишем 

неравенство из теоремы 4.2 для функции t    

1

1 2

1

1

1

2 2
( ) ( )

1 2

( ) m

m

n
n

i
i

i i

i i … i n

n n y … y
t y nt

m m n

y … y
mt

m



    

                     
  

   
 




 

1

1 2

1

1 1

1

1

2
( ( ))

1

2 ( ) ( )
( )

2

( ) ( )
( ) m

m

n

i
i

n

i i

i i … i n

n
f x

m

n x … x
n f

m n

y … y
m f

m







    

 
   

                         
       

            





 

Сократим полученное неравенство на 
n

m
m
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получим  

  
  1

1 2

1

1

1

( )
( ( ))

( 1)

( 1)
( ) ( )

1

( )

( )
m

m

n

i
i

n

i i
i i … i n

n m
f x

n n

m
f x … x

n

f x … x

n

m






    


 




     


  
  

 
 
 





K

K

 

Так как 1  – возрастающая (убывающая) 

функция, то имеем  

 

1

1 2

1
1

1

11

( )
( ( ) ( ))

1

( 1)
( ( ( )))

1

( ( ( )))
m

m

n

n

i i
i i … i n

n m
f x … f x

n

m
f x … x

n

f y … y

n

m







  

     
      

 
   

     
     



K

K
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Откуда  

1

1 2

1 1

1 1

1

11

( ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( ( )) ( ( )))

( ( ( )))
m

m

n n

n m

n n

m

i i
i i … i n

f x … f x … f x … f x

f x … x … f x … x

f x … x

n

m

  



 




    

      

      

 
   

     
     







K K K

K K

K

 

 
4 Перестановочное неравенство 
Нам понадобится следующая лемма, яв-

ляющаяся обобщением леммы о четырёх точках 
для выпуклых функций и доказательство кото-
рой может быть найдено в [16].  

Лемма 4.1. Пусть функция f выпукла на I, 
n   1 ( ) ( ) na … a     и 1 ( ) ( ) nb … b     – 

точки из I     – перестановка чисел от 1  до n  
Тогда  

( )1

1 1 12 2 2

n n n
i ii n i i i

i i i

a ba b a b
f f f 

  

           
    

    

Если функция f вогнута, знаки в неравенстве 
меняются на обратные.  

Теорема 4.1. Пусть f I J   есть непре-

рывная  K K -выпуклая функция. Тогда для лю-

бых 1 na … a   и 1 nb … b   из I верно  

1 1

( ) 1

1

({ ( ( ))} )

({ ( ( ))} )

({ ( ( ))} )

i n i i n

i i i n

i i i n

f a b

f a b

f a b

     

    

   

 

  

  

K K

K K

K K

 

где   – перестановка чисел от 1  до n   

Доказательство. Заметим, что 1( ) ( )na … a    

и 1( ) ( )nb … b     или 1( ) ( )na … a    и 

1( ) ( )nb … b      Если функция   возрастаю-

щая (убывающая), то 1( ( ( )))f x   есть выпуклая 

(вогнутая) по лемме 0.2. Из леммы 4.1 следует:  

1 1

1

( )1

1

1

1

( ) ( )
( )

2

( ) ( )
( ) ( )

2

( ) ( )
( ) .

2

n
i n i

i

n
i i

i

n
i i

i

a b
f

a b
f

a b
f

  











            
   

      
            

            
   







 

Разделим неравенство на n и применим к 
обеим частям 1   Тогда  

1 1

( ) 1

1

({ ( ( ))} )

({ ( ( ))} )

({ ( ( ))} )

i n i i n

i i i n

i i i n

f a b

f a b

f a b

     

    

   

 

  

  

K K

K K

K K

 

так как функция 1  – возрастающая (убываю-

щая).                                                                          

Пусть f     есть 0 1H H -выпуклая функ-

ция. Если мы применим теорему 4.1 к наборам 
2 2
1 na … a   и 2 2

1 nb … b    где ia   ib  положи-

тельные числа, получим  
Следствие 4.1. Пусть f     есть не-

прерывная 0 1H H -выпуклая функция, 10 na … a     

10 nb … b    и   есть перестановка чисел от 

1 до n. Тогда  

1 ( )
1 1 1

( ) ( ) ( )
n n n

i n i i i i i
i i i

f a b f a b f a b  
  

      

Так как ( )f x x  удовлетворяет условию 

следствия 4.1, то из него мы получаем широко 
известное перестановочное неравенство для 
положительных чисел.  
 

5 Неравенство Чебышева для сумм 
Теорема 5.1. Пусть f I J   непрерывная 

 K K -выпуклая функция. Тогда для любых чисел 

1 na … a   и 1 nb … b   выполняется  

1 1

1

1

({ ( ( ))} )

({ ( ( ))} )

({ ( ( ))} )

i n i i n

i j i j n

i i i n

f a b

f a b

f a b

     

    

   

 

  

  

K K

K K

K K

 

Доказательство. Если функция   возрас-

тающая (убывающая), следующее неравенство 
верно в силу теоремы 5.1  

1 1
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n
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a b
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1

1

( ) ( )
( ) .

2

n
i i

i

a b
f 



            
   

  

Просуммируем данное неравенство по всем воз-
можным перестановкам. Так как всего n  пере-
становок, имеем  

1 1
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Не трудно заметить, что  

( )1

1

1

1 1
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Откуда 
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Применив 1  к обеим частям, получим  

1 1

1

1

({ ( ( ))} )

({ ( ( ))} )

({ ( ( ))} )

i n i i n

i j i j n

i i i n

f a b

f a b

f a b

     

   

   

 

  

  


K K

K K

K K

 

так как функция 1  – возрастающая (убывающая).  

По аналогии со следствием 4.1 получаем  
Следствие 5.1. Пусть f     непре-

рывная 0 1H H -выпуклая функция. Тогда для лю-

бых положительных 1 na … a   и 1 nb … b   

выполняется  

1
1 1 1 1

1
( ) ( ) ( )

n n n n

i n i i j i i
i i j i

f a b f a b f a b
n 

   

      

Так как ( )f x x  есть 0 1H H -выпуклая функция, 

то из следствия мы получаем широко известное 
неравенство Чебышева для сумм:  

Следствие 5.2. Для любых положительных 

1 na … a   и 1 nb … b   выполняется  

1
1 1 1 1

1 1 1 1n n n n

i n i i i i i
i i i i

a b a b a b
n n n n

   
   
        

      

       

 
ЛИТЕРАТУРА 

1. Breckner, W.W. Stetigkeitsaussagen fur eine 
Klasse verallgemeinerter konvexer funktionen in 

topologischen linearen Raumen / W.W. Breckner // 
Publ. Inst. Math. – 1978. – Vol. 23. – P. 13–20.  

2. Годунова, Е.К. Неравенства для функций 
широкого класса, содержащего выпуклые, моно-
тонные и некоторые другие виды функций / Е.К. Го-
дунова, В.И. Левин // Вычисл. мат. и мат. физ., 
межвуз. сб. науч. трудов. МГПИ, Москва 1985. – 
С. 138–142.  

3. Pearce, C.E.M. P-functions, quasi-convex 
functions and Hadamard-type inequalities / C.E.M. Pe-
arce, A.M. Rubinov // J. Math. Anal. Appl. – 1999. – 
№ 240. – P. 92–104.  

4. Varosanec, S. On h-convexity / S. Varosanec // 
J. Math. Anal. Appl. – 2007. – № 326. – P. 303–311.  

5. Niculescu, C.P. Convexity according to 
means / C.P. Niculescu // J. Math. Ineq. Appl. – 
2003. – Vol. 6, № 4. – P. 571–579.  

6. Anderson, G.D. Generalized convexity and 
inequalities / G.D. Anderson, M.K. Vamanamurthy,  
M. Vuorinen // J. Math. Anal. Appl. – 2007. – 
№ 335. – P. 1294–1308.  

7. Baricz, A. Geometrically concave univariate 
distributions / A. Baricz // J. Math. Anal. Appl. – 
2010. – № 363. – P. 182–196.  

8. Acz è l, J. A generalization of the notion of 
convex functions / J. Acz è l // Norske Vid. Selsk. 
Forhd., Trondhjem. – 1947. – Vol. 19 (24). – P. 87–90.  

9. Mihai, M.V. New Extensions of Popoviciu’s 
Inequality / M.V. Mihai, F. Mitroi-Symeonidis // 
Mediterr. J. Math. – 2015. – DOI:10.1007/s00009-
015-0675-3.  

10. Alomari, M.V. Some properties of h-MN -
convexity and Jensen’s type inequalities / M.W. Alo-
mari // Preprints 2017, 2017100176 (doi:10.20944 
/preprints201710.0176.v1).  

11. I şcan, I   Hermite-Hadamar type ine-

qualities for harmonically convex functions / I   I ş-
can // Haccetepe J. Math. Stat. – 2014. – Vol. 43, 
№ 6. – P. 935–942.  

12. Noor, M.A. Some characterizations of har-
monically log-convex functions / M.A. Noor, K.I. No-
or, M.U. Awan // Proc. Jangeon Math. Soc. – 2014. – 
Vol. 17, № 1. – P. 51–61.  

13. I şcan, I   Hermite-Hadamar type ine-

qualities for GA-s-convex functions / I   I şcan // Le 
Matematiche. – 2014. – Vol. LXIX. – P. 129–146.  

14. Grinberg, D. Generalizations of Pop-
oviciu’s inequality / D. Grinberg // ArXiv.org e-Print 
archive, arXiv: 0803.2958v1, 20 March 2008.  

15. Cirtoaje, V. Two generalizations of Pop-
oviciu’s inequality / V. Cirtoaje // Crux Mathemati-
corum. – 2001. – Vol. 31, № 5. – P. 313–318.  

16. Радзивиловский, Л.В. Обобщение пере-
становочного неравенства и монгольского нера-
венства / Л.В. Радзивиловский // Матем. просв. 
Серия. 3. – 2006. – Т. 10. – С. 210–224.  
 

Поступила в редакцию 31.07.18. 

 



Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 4 (37), 2018 
 

© Selkin V.M., Kosenok N.S., 2018                 103 

  
УДК 512.542 

ОБ ОБОБЩЕННОЙ НОРМЕ КОНЕЧНОЙ ГРУППЫ 

В.М. Селькин1, Н.С. Косенок2 

1Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
2Белорусский торгово-экономический университет потребительской кооперации 

 
ON THE GENERALIZED NORM OF A FINITE GROUP 
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Пусть G конечная группа 1{ }np … p       Тогда G называется  -специальной если 
1
( ) ( ) ( )

np pG O G O G O G      

Мы используем spN  для обозначения класса всех конечных  -специальных групп. Пусть N ( )sp G  пересечение нор-

мализаторов  -специальных корадикалов из всех подгрупп G, то есть, N ( ) ( )sp

sp G
H G

G N H 




  N  Мы говорим, что 

N ( )G  является  -специальной нормой группы G. Изучены основные свойства  -специальной нормы в G. В частно-

сти, доказана  -разрешимость группы N ( ).sp G  

 
Ключевые слова: конечная группа,  -специальная группа,  -разрешимая группа,  -специальный корадикал группы, 
 -специальная норма группы. 
 
Let G be a finite group and 1{ }np … p       Then G is called  -special if 

1
( ) ( ) ( )

np pG O G O G O G      We use spN  

to denote the class of all finite  -special groups. Let ( )sp GN  be the intersection of the normalizers of the  -special residuals 

of all subgroups of G, that is, N ( ) ( )sp

sp G
H G

G N H 




  N  We say that N ( )G  is the  -special norm of G. We study the basic 

properties of the  -special norm of G. In particular, we prove that N ( )sp G  is  -soluble.  

 
Keywords: finite group,  -special group,  -soluble group,  -special residual of a group,  -special norm of a group. 

 
 

1 Introduction 
Throughout this paper, all groups are finite and 

G always denotes a finite group. Moreover,   is the 
set of all primes, 1{ }np … p       and \     

The group G  is said to be:  -special [1], [2] if 

1
( ) ( ) ( )

np pG O G O G O G      meta-  -special 

if G is an extension of a  -special group by a  -spe-
cial group. We use spN  to denote the class of all 

 -special groups.  
Various classes of  -special and meta-  -spe-

cial groups have been studied in many papers and, in 
particular, in the recent papers [2]–[7]. In this paper, 
we consider some new properties and applications of 
such groups.  

If 1F  is the class of groups, then GF  is the 
F -residual of G  that is, the intersection of all nor-
mal subgroups N  of G  with G N  F  In particu-

lar, GN  is the nilpotent residual of G  spG N  is the 
 -special residual of G   

Recall that the norm ( )N G  of G  is the inter-

section of the normalizers of all subgroups of G  
This concept was introduced by R. Baer [8] (see also 
[9]) and the norm and the generalized norm of a 

group have been studied by many authors. In par-
ticular, in the recent paper [10] the following ana-
logues of the subgroup ( )N G  were introduced:  

(i) ( ) ( )H G GS G N H  N  

(ii) let 0 11 ( ) ( ) ( )nS G S G S G        

where 1 1( ) ( ) ( ( ))i i iS G S G S G S G     for all 

0 1 2i …      Then ( ) ( )nS G S G    where let n  is 

the smallest n  such that 1( ) ( )n nS G S G    
The basic properties and some applications of 

the subgroups ( )S G  and ( )S G  were considered in 

[10]. In this paper we consider the following gener-
alizations of the subgroups ( )S G  and ( )S G    

Definition 1.1. Let N ( )sp G  be the intersection 

of the normalizers of the  -special residuals of all 
subgroups of G  that is,  

 N ( ) ( )sp

sp G
H G

G N H 




  N  

We say that N ( )sp G  is the  -special norm of G. 

Definition 1.2. Let  
0 1

2

1 N ( ) N ( )

N ( ) N ( )

sp sp

n
sp sp

G G

G G
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where  
1N ( ) N ( ) N ( N ( ))i i i

sp sp sp spG G G G
       

for all 0 1 2i …      And let n  be the smallest n  

such that 1N Nn n
sp sp


    Then we write N ( )sp G

   

N ( )n
sp G  and say that N ( )sp G

  is the  -special 

hypernorm of G. 
Obviously, N ( )sp G  and N ( )sp G

  are charac-

teristic subgroups of G.  
Before continuing, consider the following ex-

ample.  
Example 1.3. (i) Let ( )G P Q R    where 

Q R  is a non-abelian group of order 6 and P  is a 

simple 7 ( )Q R -module which is faithful for 

Q R  Let {{2 7} {2 7} }       Then G every proper 

non-  -special subgroup H  of G  is either of the 
form 7

xC Q   where 7 7C    or of the form 

( ) yQ R  for some x y G    In the former case we 

have 7
spH C N  and 7( ) x

GN C PQ PQ    In the 

second case we have (( ) ) spy yQ R Q 
N  and 

( ) ( )y y
GN Q Q R   Moreover,  

( ) ( ) ( )y
G G

y G
Q R Q R C P P


      

and so N ( ) 1 N ( )sp spG G
      

(ii) Let G  and   are the same as in (i). Let 

2A G C    Let 2( )B Q R C   where 2C  is a 

group of order 2. Then spB Q  N  2 N ( )spC A  and 

( )AN Q B A    Hence 2N ( ) N ( )sp spA C G
      

Our first observation is the following fact.  
Theorem 1.4. For any group G, the subgroup 

N ( )sp G
  is  -soluble.  

Corollary 1.5 (Shen, Shi, Qian [10]). For any 
group G  the subgroup ( )S G  is soluble.  

Our next result generalizes Theorem 1.4 in [10].  
Theorem 1.6. Let G A B    where A  and B  

are subgroups of G  and ( ) 1A B      Then 

N ( ) N ( ) N ( )sp sp spG A B      
Corollary 1.7 (Shen, Shi, Qian [10]). Let 

G A B    where A  and B  are subgroups of G  
and ( ) 1A B      Then ( ) ( ) ( )S G S A S B     

Theorem 1.8. The group G is meta-  -special 
if and only if N ( )spG G  is meta-  -special.  

Corollary 1.9 (Shen, Shi, Qian [10]). The 
group G is meta-nilpotent if and only if ( )G S G  is 
meta-nilpotent .  

 
2 Proofs of the results 
We will use in our proofs the following facts 

about the subgroups N ( )sp G  and N ( ).sp G
  

Lemma 2.1. If E is a subgroup of G, then 
N ( ) N ( )sp spG E E       

Lemma 2.2. If N is a normal subgroup of G, 
then N ( ) N ( )sp spG N N G N       

Lemma 2.3. If N is a normal subgroup of G 
and N ( )spN G

   then N ( ) N ( )sp spG N G N 
        

Proof of Theorem 1.4. It is enough to show that 
N ( )sp G  is  -soluble. Let N ( )spX G   Then the 

group X  has the following property: the  -special 
residual of every subgroup of X is normal in X.     
We show that every group with such a property is 
 -soluble. Assume that this is false and let X  be a 
counterexample of minimal order. Let M be a maxi-

mal subgroup of X and let spN M  N  be the  -spe-
cial residual of M   Then N  is normal in G  If 

1N    then X N  and N  are  -soluble since the 
hypothesis evidently holds for X N  and N  and so 
in this case X   -soluble by the choice of X   
Therefore every maximal subgroup M of X is  -spe-
cial and so G  is minimal non-  -special group. 
Then G is a Schmidt group and so soluble. This con-
tradiction completes the proof of the result.  

Lemma 2.4. Let G A B    where A  and B  

are subgroups of G  Then sp sp spG A B    N N N    
Proof. First observe that  

( )sp spAB A B A A A B    N N  

( )sp sp

spA A A B A A 

      N N
N  

sp

spB B A  
N

N  and  

( )sp sp sp spA B B A A B B A      N N N N  

( )sp sp sp spA B A B A B      N N N N  

so sp sp spG A B   N N N  On the other hand,  

( )sp sp sp

spA A G AG G  

   N N N
N  

since the formation spN  is hereditary. Hence 

sp spA G  N N  Similarly, sp spB G  N N  Therefore  
sp sp spG A B    N N N                          

Proof of Theorem 1.6. Let H be any subgroups of 
G. Then ( ) ( )H H A H B     since ( ) 1A B      

Therefore ( ) ( )sp sp spH H A H B     N N N  by 

Lemma 2.4. Hence  

( ) (( ) ) (( ) )sp sp sp

G G GN H N H A N H B      N N N  

(( ) ) (( ) )

(( ) ) (( ) )

sp

sp

A B

A B

N H A B N H A A

N H A N H A

 



    

    

N N

NN
 

Therefore we have N ( ) N ( ) N ( )sp sp spG A B         

Proof of Theorem 1.8. It is enough to show that 
if N ( )spG G  is meta-  -special, then also G  is 

meta-  -special. Assume that this is false and let G 
be a counterexample of minimal order. Then 
N ( ) 1sp G     

Let R be a minimal normal subgroup of G. 
Then N ( ) N ( )sp spR G R G R     by Lemma 2.2. 

Moreover,  
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N ( )

( N ( ) ( N ( ) N ( ))

sp

sp sp sp

G R G

G G R G G



   



   


 N

 

since the class of all meta-  -special groups is a 
homomorph. Therefore the hypothesis holds for 
G R   so the choice of G  implies that G R  is 
meta-  -special. Hence  

( ) ( )sp sp sp spG R G R R G G R       N N N N  

is  -special. Therefore spR G  N  and spG R N  is 
 -special. If G  has a minimal normal subgroup 

N R   then spG L N  is also  -special and so 

( )sp spG G R L   N N  is  -special and so G  is 

meta-  -special, contrary to the choice of G  There-
fore R  is the unique minimal normal subgroup of 
G  so N ( )spR G  since N ( ) 1sp G    It is clear 

also that ( )R G  and so for some maximal subgroup 

M of G  we have G RM  and 1GM    Moreover, 

1spM  N  since G  is not meta-  -special and R  is 
 -special in view of Theorem 1.4 and the inclusion 

N ( )spR G   Now observe that ( )sp

GR N M  N  

and so spM N  is normal in G  Hence 1GM    This 

contradiction completes the proof of the result.  
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ СИНТЕЗА ТЕКСТОВ НА ОСНОВЕ 
СЛИЯНИЯ КОММУНИКАТИВНЫХ ФРАГМЕНТОВ 

С.Ф. Липницкий 

Объединенный институт проблем информатики Национальной академии наук Беларуси 
 

MATHEMATICAL MODEL OF THE SYNTHESIS OF TEXTS BASED 
ON MERGING OF COMMUNICATIVE FRAGMENTS 

S.F. Lipnitsky 

United Institute of Informatics Problems of the National Academy of Sciences of Belarus 
 

Предлагается математическая модель синтеза тестовых сообщений на основе слияния коммуникативных фрагментов. 
Формально определяются понятия таких фрагментов, а также вербально-ассоциативных сетей в качестве моделей зна-
ний о предметной области и синтезируемых текстах.  
 
Ключевые слова: вербальные ассоциации, коммуникативный фрагмент, синтез текста, текстовое сообщение, шаб-
лон предложения. 
 
A mathematical model for the synthesis of test messages based on the fusion of communicative fragments is proposed. For-
mally, the concepts of such fragments, as well as verbal-associative networks, are defined as models of knowledge about the 
subject area and synthesized texts.  
 
Keywords: verbal associations, communicative fragment, synthesis of text, text message, sentence template. 

 
 

Введение 
Проблема генерации текстов возникает 

главным образом при проектировании и про-
граммной реализации систем машинного пере-
вода с одного естественного языка на другой. 
При этом синтез предложений текста традици-
онно рассматривается как последовательная ге-
нерация лексем, затем синтаксических фраз и, 
наконец, предложений по известным синтаксиче-
ским правилам. Однако, в соответствии с резуль-
татами исследования проблемы синтеза речи, из-
ложенными в монографии [1], основой использо-
вания языка человеком является его языковая па-
мять. Т. е. предложения при синтезе строятся из 
готовых хранящихся в памяти компонентов, на-
званных коммуникативными фрагментами. Эти 
фрагменты не образуются по синтаксическим 
правилам, а извлекаются из памяти целиком. 

В данной статье предлагается математиче-
ская модель синтеза тестовых сообщений на ос-
нове вербально-ассоциативных сетей. Вершина-
ми таких сетей являются коммуникативные 
фрагменты, а ребра соответствуют вербально-
ассоциативным связям между ними. Под вер-
бальными ассоциациями в лингвистике и психо-
лингвистике понимают семантические связи ме-
жду словами и словосочетаниями, соответст-
вующие ассоциативным отношениям между обо-
значаемыми ими сущностями в реальном мире. 

Процесс синтеза текста реализуется в три 
этапа. 

На первом этапе коммуникативные фраг-
менты каждого предложения текста на входном 

языке заменяются коммуникативными фрагмен-
тами выходного языка с использованием дву-
язычного словаря. 

На втором этапе создается кортеж вербаль-
но-ассоциативных сетей для синтезируемого тек-
ста на выходном языке.  

На третьем этапе синтезируется текст на 
выходном языке. 
 

1 Понятие коммуникативного фрагмента 
С целью алгоритмизации синтеза текстов на 

основе слияния коммуникативных фрагментов, а 
также создания системы лингвистических слова-
рей, используемых при синтезе, определим фор-
мально понятие коммуникативного фрагмента.  

Пусть   a1a2 ... an – произвольное предло-
жение (или подцепочка некоторого предложе-
ния) на входном языке из тематического корпуса 
текстов Ct. (Тематический корпус – это совокуп-
ность текстов по конкретной тематике. Объеди-
нение всех тематических корпусов образует пол-
ный корпус Cf.) 

1) Если n  1, то слово a1 цепочки  назовем 
коммуникативным фрагментом. 

2) Если n  2 и 1 2 00a a
Ct CtI I  00( CtI  – пороговое 

значение информативности), то слово a1 будем 
называть коммуникативным фрагментом. Ин-
формативность вербально-ассоциативной связи 
между словами вычисляется по следующей фор-
муле из статьи [2]: 

.
ab ab

ab ab

Par Synab
ab Ct Ct Ct
Ct Par Synab

Cf Cf Cf

n n n
I

n N N

 


 
                (1.1) 
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При вычислении значений вербальных ас-
социаций между словами используется частот-
ный словарь вербально-ассоциативных пар слов  

Dicab  {(a, b), ,ab
Cfn  

1
,ab

Ctn  
2
,ab

Ctn  … , 
n

ab
Ctn   

a, b WCf,  0,ab
Cfn   0,

i

ab
Ctn    1, },i n  

где ,ab
Cfn  

1

ab
Ctn  – абсолютные частоты совместной 

встречаемости слов a и b в одном и том же пред-
ложении полного Cf и i-го тематического корпу-

са текстов Cti ( 1, ),i n  WCf – множество всех 

словоформ полного корпуса текстов Cf (рису-
нок 1.1). 

Параметр abPar
Ctn  в формуле (1.1) указывает 

на число вхождений всех пар словоформ, яв-
ляющихся словоизменениями соответственно 
слов a и /или b и встречающимися в одном и том 
же предложении корпуса текстов Ct. Параметр 

abSyn
Ctn  имеет аналогичный смысл для синонимич-

ных слов. 
3) Если при n  2 выполняется последова-

тельность неравенств 1 2 00 ,a a
Ct CtI I  1 2 3( ) 00 ,a a a

Ct CtI I ..., 

1 2 1( ... ) 00 ,n na a a a
Ct CtI I   то цепочку a1a2 ... an назовем 

коммуникативным фрагментом. Значения ин-

формативности 1 2 3( ) ,a a a
CtI  ..., 1 2 1( ... )n na a a a

CtI   вычисля-

ются по формуле  

2
,

( )

ab
Ct

b a
Ct ab

Ct
a

I
I

I

 







 

где  – любая подцепочка цепочки . 
4) Пусть 2 m  n. Подцепочку a1a2 ... am це-

почки  назовем коммуникативным фрагментом, 
если справедлива последовательность неравенств 

1 2 00 ,a a
Ct CtI I  1 2 3( ) 00 ,a a a

Ct CtI I  ... , 1 2 1( ... ) 00 ,m ma a a a
Ct CtI I   а 

1 2 1( ... ) 00 .m ma a a a
Ct CtI I   

 

Пары слов 
Частота 

в Cf 
Частота 

в Ct1 


Частота
в Ctn 

 
(находился, на) 0401657 0074526  0023747

(скалярное, между) 0120410 0081123  0003445
 

(стол, в) 0204055 0056534  0014445
(таблицы, численные 

значения) 
0100234 0076534  0009987

 
Рисунок 1.1 – Фрагмент словаря 

вербально-ассоциативных пар слов 
 

2 Вербально-ассоциативные сети 
Эффективность системы генерации текстов 

существенным образом зависит от их интеллек-
туальности, т. е. способности работать не только 
с данными, но и знаниями о предметной области. 

Промоделируем знания о предметной области в 
виде вербально-ассоциативных сетей. 

2.1 Вербально-ассоциативное отношение 
Обозначим через CoCt множество всех ком-

муникативных фрагментов произвольного тема-
тического корпуса текстов Ct  Cf. Определим 
на множестве CoCt отношение толерантности  
(рефлексивное и симметричное бинарное отно-
шение), такое, что пара (f, g) любых фрагментов 
из множества Ft является элементом отношения 
, т. е. (f, g)   тогда и только тогда, когда 
фрагменты f и g из этой пары содержатся хотя бы 
в одном предложении корпуса Ct. Отношение  
будем называть вербально-ассоциативным от-
ношением коммуникативных фрагментов пред-
метной области, определяемой тематическим 
корпусом текстов Ct. 

2.2 Дискурсивная сочетаемость коммуни-
кативных фрагментов 

Под дискурсом в лингвистике понимают 
связную последовательность предложений, об-
ладающую семантическим единством [3]. Для 
получения «хороших» предложений при их син-
тезе из коммуникативных фрагментов будем ис-
пользовать отношение дискурсивной сочетаемо-
сти таких фрагментов. Понятие этого отношения 
введем следующим образом. 

Определим на множестве CoCt всех комму-
никативных фрагментов в тематическом корпусе 
текстов Ct антирефлексивное бинарное отноше-
ние , такое, что для любых фрагментов 
f, g  CoCt соотношение (f, g)   выполняется 
тогда и только тогда, когда в некотором тексте 
T  Ct существует предложение , в котором 
коммуникативный фрагмент f непосредственно 
предшествует фрагменту g. Отношение  будем 
называть отношением дискурсивной сочетаемо-
сти коммуникативных фрагментов в тематиче-
ском корпусе текстов Ct. 

Упорядоченные пары (f, g)   будем хра-
нить в специальном списке – словаре дискурсив-
но-сочетаемых коммуникативных фрагментов: 

Dicfg  {(f, g)  f  CoCt, g  CoCt, (f, g)  }. 
2.3 Вербально-ассоциативная сеть тема-

тического корпуса текстов 
Рассмотрим граф вербально-ассоциативного 

отношения . Пометим каждую вершину f этого 
графа значением информативности f

CtI  комму-

никативного фрагмента, которая вычисляется по 
формуле 

2 2

...
,

( ) ( ) ...

a b
f Ct Ct

Ct a b
Ct Ct

I I
I

I I

 


 
 

где ,a
CtI  ,b

CtI  ... – значения информативности всех 

слов цепочки f. Для вычисления этих значений 
воспользуемся формулой  

.
x x

x x

Par Synx
x Ct Ct Ct
Ct Par Synx

Cf Cf Cf

n n n
I

n n n

 


 
               (2.1) 
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Параметр n с индексами Ct и Cf в формуле 
(2.1) – это частота слова x в соответствующих 
корпусах текстов с учетом синонимии и пара-
дигматики [2]. 

Каждое ребро (f, g) графа отношения  по-
метим значением информативности fg

CtI  вербаль-

но-ассоциативной связи фрагментов f и g (также 
учитывая синонимию и словоизменения). Пусть 
(f, g) – произвольное ребро этого графа. Если 
(f, g)  , то для всех таких пар (f, g) вершины f 
и g соединим дугой, направленной от f к g. Обо-
значим полученный смешанный граф через NetCt. 

Граф NetCt назовем вербально-ассоциатив-
ной сетью тематического корпуса текстов Ct (ри-
сунок 2.1). 

При практической реализации информаци-
онной системы граф NetCt целесообразно пред-
ставить в виде 

{ ( , ); ( , )); ( ) , },f g fg
Ct Ct Ct CtNet f I g I I Arc f Ct g Ct        

где Arc  1, если (f, g)  , Arc  1, если 
(g, f )   и Arc  0, если (f, g)   и (g, f)  . 

2.4 Вербально-ассоциативная сеть текста 
Пусть имеется текст T. Обозначим через CoT 

множество всех коммуникативных фрагментов тек-
ста T. Рассмотрим сужение T отношения  на 
множество CoT, т. е. T    (CoT  CoT). От-
ношение T назовем отношением вербально-
ассоциативной связи коммуникативных фраг-
ментов в тексте T. 

Построим также сужение T отношения i 
на множество CoT, т. е. T  i  (CoT  CoT). 
Отношение T назовем отношением дискурсив-
ной сочетаемости коммуникативных фрагментов 
в тексте T. 

Рассмотрим граф отношения T. Пометим 
каждую его вершину значением информативно-
сти соответствующего фрагмента, а каждое реб-
ро (f, g) – значением информативности вербаль-
но-ассоциативной связи между инцидентными 
ему вершинами f и g. Если (f, g)  T, то ребро 
(f, g) заменяем дугой, направленной от f к g. Обо-
значим полученный смешанный граф через NetT. 

Граф NetT будем называть вербально-ассо-
циативной сетью текста T. 

При практической реализации информаци-
онной системы граф NetT целесообразно предста-
вить в виде 

{ ( , ); ( , )); ( ) , },f g fg
T Ct Ct CtNet f I g I I Arc f T g T        

где Arc  1, если (f, g)  T, Arc  1, если 
(g, f)  T и Arc  0, если (f, g)  T и (g, f)  T. 

2.5 Вербально-ассоциативная сеть пред-
ложения 

Пусть  – произвольное предложение из те-
матического корпуса текстов Ct, а Co – множе-
ство всех коммуникативных фрагментов пред-
ложения . Рассмотрим сужение  отношения  
на множество Co, т. е.     (Co  Co). 
Отношение  назовем вербально-ассоциатив-
ным отношением коммуникативных фрагментов 
в предложении . 

Построим также сужение  отношения  
на множество Co, т. е.     (Co  Co). 
Отношение  назовем отношением дискурсив-
ной сочетаемости коммуникативных фрагментов 
в предложении . 

Рассмотрим граф отношения . Пометим 
каждую вершину f этого графа значением ин-
формативности f

CtI  этого слова (с учетом сино-

нимии и словоизменения), а каждое ребро (f, g) – 
значением информативности fg

CtI  вербально-ас-

социативной связи фрагментов f и g (также учи-
тывая синонимию и словоизменения). Информа-
тивность f

CtI  вычисляется по формуле (2.1), а 

информативность fg
CtI  – по формуле  

,

2

,

.
( )

ab
Ct

a f b gfg
Ct ab

Ct
a f b g

I
I

I

 

 





 

Пусть (f, g) – произвольное ребро этого гра-
фа. Если (f, g)  , то для всех таких пар ребро 
(f, g) заменим дугой, направленной от f к g. Обо-
значим полученный смешанный граф через Net. 

Граф Net назовем вербально-ассоциатив-
ной сетью предложения . В информационной 
системе граф Net представим в виде  

{ ( , ); ( , )); ( ) , },f g fg
Ct Ct CtNet f I g I I Arc f g         

где Arc  1, если (f, g)  , Arc  1, если 
(g, f)   и Arc  0, если (f, g)   и (g, f)  . 

 
3 Синтез текстов 
Будем считать, что на входе алгоритмов 

синтеза текста его вербально-ассоциативная сеть. 
Формирование этой сети рассмотрено в статье [4]. 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Фрагмент вербально-ассоциативной сети 
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3.1 Двуязычный словарь коммуникатив-
ных фрагментов 

Обозначим через Fвх. множество всех ком-
муникативных фрагментов в полном корпусе 
текстов для входного языка (например, русско-
го), а через Fвых. – их множество для выходного 

(например, английского). Пусть вых.2F  – множест-
во всех подмножеств множества Fвых.. Опреде-
лим бинарное отношение Dicbil на паре множеств 

Fвх. и вых.2 ,F  т. е. Dicbil  Fвх.  вых.2 :F  

Dicbil  { f, {g1, g2,...}  f  Fвх.; g1, g2,...  Fвых.}. 
Таким образом, Dicbil – это двуязычный сло-

варь, каждая запись которого содержит комму-
никативный фрагмент на входном языке и один 
или несколько эквивалентов на выходном (рису-
нок 3.1). В связи с такой структурой словаря воз-
никает задача устранения лексической неодно-
значности при переводе текстов с входного язы-
ка на выходной. 
 

Коммуникативный 
фрагмент  

на русском языке 

Коммуникативные 
фрагменты  

на английском языке 

 
on land 
ashore на суше 

overland 
 

подход к решению  
проблемы 

approach to problem 
solving 

 
Рисунок 2.2 – Фрагмент двуязычного словаря 

 

3.2 Устранение лексической неоднознач-
ности при переводе текстов 

Пусть T – любой текст из тематического 
корпуса текстов Ctвх. на входном языке,  – его 
произвольное предложение, а f – коммуникатив-
ный фрагмент этого предложения. Требуется 
найти однозначный эквивалент фрагмента f в 
двуязычном словаре Dicbil. Предположим что 
однозначного эквивалента в словаре нет, имеется 
лишь пара (f, {g1, g2, ... , gr}). Обозначим через 
Ctвых. тематический корпус текстов на выходном 
языке, соответствующий по содержанию корпусу 
Ctвх., а через 

вых.CtNet  – вербально-ассоциативную 

сеть корпуса Ctвых.. В сети 
вых.CtNet  проведем 

поиск всех звездных подграфов, определяемых вер-
шинами g1, g2, ... , gr . Если найден единственный 
такой граф, определяемый некоторой вершиной 
gl (1  l  r), то коммуникативный фрагмент gl на 
выходном языке будем считать эквивалентом 
фрагмента f на входном языке. Если же при по-
иске будет найдено два или более звездных под-
графов сети 

вых.
,CtNet  то эквивалентом фрагмента 

f будем считать такой фрагмент из множества 
{g1, g2, ... , gr}, в звездном графе которого будет 
наибольшее количество концевых вершин. 

3.3 Построение кортежа вербально-ассо-
циативных сетей 

Запишем каждое предложение  входного 
текста T в виде кортежа коммуникативных фраг-
ментов:    f1, f2, ... , fs . Требуется построить 
вербально-ассоциативную сеть соответствующе-
го предложения  выходного текста, являющего-
ся эквивалентом (переводом) входного предло-
жения.  

При построении сети предложения  все 
коммуникативные фрагменты предложения  
ищутся в двуязычном словаре Dicbil. После уст-
ранения лексической неоднозначности получим 
множество коммуникативных фрагментов Co 
выходного предложения . Далее все коммуни-
кативные фрагменты из множества Co отожде-
ствляются с вершинами сети 

вых.
.CtNet  В резуль-

тате получим вербально-ассоциативную сеть 
Net как подграф сети 

вых.
:CtNet  

вых. вых.

вых.

{ ( , ); ( , ));

( ) , },

g h
Ct Ct

gh
Ct

Net g I h I

I Arc g h

  

    

          (3.1) 

где 
вых.

,g
CtI  

вых.

h
CtI  – значения информативности 

коммуникативных фрагментов, 
вых.

gh
CtI  – информа-

тивность вербально-ассоциативной связи между 
коммуникативными фрагментами g и h, Arc  1, 
если (g, h)  , Arc  1, если (h, g)   и 
Arc  0, если (g, h)   и (h, g)  . Отношение 
 дискурсивной сочетаемости коммуникатив-
ных фрагментов предложения  определяется 
аналогично отношению . 

3.4 Синтез выходного текста 
Проиллюстрируем сначала процедуру син-

теза выходного предложения  на следующем 
примере. Рассмотрим вербально-ассоциативную 
сеть предложения , из которой исключены все 
ребра (рисунок 3.1).  

Проверим на дискурсивную сочетаемость 
следующие пары коммуникативных фрагментов: 
(g6, g1), (g9, g1) и (g9, g5). В результате поиска 
данных орцепей в сети 

вых.CtNet  выяснилось, что 

(g6, g1)  . После преобразования орграф на 
рисунке 3.1 преобразуется к виду, представлен-
ному на рисунке 3.2. 

Далее найдем наибольшее значение вер-
бально-ассоциативной связи для пар коммуника-
тивных фрагментов (g9, g5) и (g4, g7). Пусть такое 
значение вычислено для пары (g4, g7). Получим 
смешанный граф вида, показанный на рисунке 3.3. 

Имеем кортеж коммуникативных фрагмен-
тов g5, g6, g1, g2, g3, g4, g7, g8, g9, образующих 
выходное предложение .  

В общем виде алгоритм синтеза предложе-
ния на выходном языке работает следующим об-
разом. 
 

 



С.Ф. Липницкий 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 4 (37), 2018 110 

 

 
Рисунок 3.1 – Первый этап синтеза предложения  

 

 
Рисунок 3.2 – Второй этап синтеза предложения  

 

 
Рисунок 3.3 – Третий этап синтеза предложения  

 
Пусть имеется вербально-ассоциативная сеть 

(в виде множества (3.1)) выходного предложения 
, которое необходимо синтезировать, используя 
эту сеть. Для синтеза следует упорядочить все 
коммуникативные фрагменты (вершины сети 
Net), т. е. найти в сети Net орцепь, вершинами 
которой эти фрагменты являются. Рассмотрим 
основные этапы упорядочения коммуникативных 
фрагментов. 

Исключим из множества (3.1) все записи, в 
которых Arc  0, т. е. коммуникативные фраг-
менты этой записи не являются дискурсивно со-
четаемыми. 

Во всех записях полученного множества 
поменяем местами коммуникативные фрагмен-
ты, если Arc  0. Имеем следующее множество 
пар коммуникативных фрагментов:  

{( , ) , }.Net g h g h
                (3.2) 

Представим множество всех коммуника-
тивных фрагментов, полученных в результате 
перевода предложения    f1, f2, ... , fs  на вы-
ходной язык в виде кортежа    g1, g2, ... , gs, 
где gi ( 1, )i s  – эквивалент коммуникативного 
фрагмента fi.  

Используя множество (3.2), исследуем на 
дискурсивную сочетаемость пары коммуника-
тивных фрагментов (g1, g2), (g2, g3) и т. д. Полу-
чим множество кортежей пар  

1 { ( , ) , },Net g h g h       

{ ( , ) , },mNet g h g h                (3.3) 

причем в каждом кортеже фрагменты во всех 
парах дискурсивно сочетаемы, т. е. (g, h)  , и 
второй фрагмент каждой предыдущей пары яв-
ляется первым в следующей.  

Далее строится множество Net  путем по-

иска комбинаций и последовательного объеди-
нения пар кортежей вида (3.3). При этом кортежи 
объединяются, если имеются совпадающие ком-
муникативные фрагменты на их концах. В случа-
ях, когда таких совпадений нет, то объединяются 
кортежи с наибольшей информативностью вер-
бально-ассоциативной связи между соседними 
фрагментами в парах кортежей. В результате 
получим кортеж пар, на основе которого сфор-
мируем упорядоченную последовательность ком-
муникативных фрагментов предложения на вы-
ходном языке. 

Заключение 
Модель синтеза текста на основе слияния 

коммуникативных фрагментов может быть ис-
пользована при решении следующих задач: 

– машинный перевод текстов. Для всех 
предложений входного текста формируются вер-
бально-ассоциативные сети, с использованием 
которых создается кортеж предложений на вы-
ходном языке. Многозначность перевода комму-
никативных фрагментов, устраняется путем по-
иска контекста в сети тематического корпуса 
текстов этого языка;  

– индексирование текстовых документов и 
запросов на поиск информации. В индексируе-
мом тексте выявляются коммуникативные фраг-
менты. Поисковый образ проиндексированного 
текста или запроса на поиск информации состоит 
из информативных фрагментов, каждому соот-
ветствует значение информативности;  

– автоматическое реферирование и анноти-
рование текста. Одним из этапов при реализации 
этих процессов является построение шаблона 
входного текста. На основе этого шаблона гене-
рируется выходной текст. При соответствующем 
подборе тематики и языка представления корпусов 
текстов возможны аннотирование и реферирова-
ние документов на различных входных языках. 
 

ЛИТЕРАТУРА 
1. Гаспаров, Б.М. Язык, память, образ. Лин-

гвистика языкового существования / Б.М. Гаспа-
ров. – М.: Новое литературное обозрение, 1996. – 
352 с. 

2. Липницкий, С.Ф. Модель представления 
знаний в информационных системах на основе 
вербальных ассоциаций / С.Ф. Липницкий // Ин-
форматика. – 2011. – № 4. – С. 21–28. 

3. Темнова, Е.В. Современные подходы к 
изучению дискурса / Е.В. Темнова // Язык, соз-
нание, коммуникация : сб. статей. – М.: МАКС 
Пресс, 2004. – Вып. 26. – С. 24–32. 

4. Липницкий, С.Ф. Моделирование анализа 
текстовых документов и кратких сообщений на 
основе вербальных ассоциаций / С.Ф. Липниц-
кий // Информатика. – 2018. – № 1. – С. 70–80. 

 
Поступила в редакцию 21.09.18. 

 



 111

ПРАВИЛА ДЛЯ АВТОРОВ 
 

Статья, направляемая в редакцию журнала 
«Проблемы физики, математики и техники», 
должна:  

– соответствовать профилю журнала;  
– являться оригинальным произведением, 

которое не предоставлялось на рассмотрение и 
не публиковалось ранее в объеме более 25% в 
других печатных и (или) электронных изданиях, 
кроме публикации препринта (рукописи) статьи 
авторов (соавторов) на собственном сайте;  

– содержать все предусмотренные дейст-
вующим законодательством ссылки на цитируе-
мых авторов и источники опубликования заим-
ствованных материалов, автором (соавторами) 
должны быть получены все необходимые разре-
шения на использование в статье материалов, 
правообладателем (лями) которых автор (соавто-
ры) не является (ются). 

Статья не должна содержать материалы, не 
подлежащие опубликованию в открытой печати, 
в соответствии с действующими законодатель-
ными актами Республики Беларусь.  

Статья представляется на русском, белорус-
ском или английском языках в двух экземплярах 
на белой бумаге формата A4 c пронумерованны-
ми страницами. Одновременно в редакцию на-
правляется электронный вариант статьи на CD, 
или по электронной почте (e-mail: pfmt@gsu.by). 

Для подготовки статьи можно использовать 
редактор MS Word for Windows (2000/2003), 
шрифт – Times New Roman, 14 pt, все поля – 
2 см, или систему LaTeX c опцией 12 pt в стан-
дартном стиле article без переопределения стан-
дартных стилей LaTeX'а и введения собственных 
команд (все поля – 2 см). 

В левом верхнем углу первой страницы ста-
тьи ставится индекс УДК, ниже по центру на 
русском и английском языках: название статьи 
прописными буквами, инициалы и фамилия ав-
тора (авторов), название организации, в которой 
он (они) работает, аннотация (до 10 строк) и пе-
речень ключевых слов. 

Статья, как правило, должна содержать: вве-
дение, основную часть, заключение и литературу. 

Название статьи должно отражать основную 
идею исследования, быть кратким.  

Во введении дается краткий обзор литера-
туры, обосновывается цель работы и, если необ-
ходимо, отражается связь с научными и практи-
ческими направлениями. Обязательными явля-
ются ссылки на работы других авторов, публи-
кации последних лет в области исследования, 
включая зарубежные. 

Основная часть должна содержать описание 
методики, объектов исследования с точки зрения 
их научной новизны. Она может делиться на 
подразделы (с разъясняющими заголовками) и 
содержать анализ публикаций, относящихся к 
содержанию данных подразделов. 

 

Формулы, рисунки, таблицы нумеруются в 
пределах раздела, например: (1.1), (2.3), рисунок 
1.1, таблица 2.1. Нумерации подлежат только те 
формулы, на которые имеются ссылки. Номер 
формулы прижимается к правому краю страни-
цы, а сама формула центрируется. Рисунки и 
таблицы располагаются непосредственно в тек-
сте. Размер рисунков и графиков не должен пре-
вышать 1015 см. Полутоновые фотографии 
должны иметь контрастное изображение. Повто-
рение одних и тех же данных в таблицах и ри-
сунках не допускается. 

Каждая таблица должна иметь заголовок, в 
ней обязательно указываются единицы измере-
ния рассматриваемых величин. Размерность всех 
величин должна соответствовать Международ-
ной системе единиц измерений (СИ). Не допус-
кается сокращение слов, кроме общепринятых 
(т. е., и т. д., и т. п.). 

В заключении в сжатом виде формулируются 
полученные результаты, их новизна, преимущест-
ва и возможности практического использования.  

Список литературы должен содержать пол-
ные библиографические данные. Он составляет-
ся в порядке упоминания ссылок в тексте. Ссыл-
ки на неопубликованные работы не допускаются. 
Ссылки даются в оригинальной транслитерации. 
Порядковые номера ссылок по тексту указыва-
ются в квадратных скобках (например, [1], [2]). 
 Статья подписывается всеми авторами. К 
статье прилагаются: 

– сопроводительное письмо организации, в 
которой выполнена работа с просьбой об опуб-
ликовании; 

– сведения об авторах; 
– экспертное заключение о возможности 

опубликования статьи в открытой печати; 
– договор о передаче авторского права (в 

двух экземплярах). 
Сведения об авторах представляются на от-

дельной странице и содержат: фамилию, имя, от-
чество автора (авторов), ученую степень, звание, 
место работы и занимаемую должность, специа-
листом в какой области является автор, почтовый 
индекс и точный адрес для переписки, телефоны 
(служебный или домашний), адрес электронной 
почты. Следует указать автора, с которым нужно 
вести переписку и направление, к которому отно-
сится представленная работа (физика, математика, 
техника). 
 Поступившая в редакцию статья направля-
ется на рецензирование. В случае её отклонения 
редакция сообщает автору решение редколлегии 
и заключение рецензента, рукопись автору не 
возвращается. Решение о доработке статьи не 
означает, что она принята к печати. После дора-
ботки статья вновь рассматривается рецензентом 
и редакционной коллегией. 



 112 

Редакция оставляет за собой право произво-
дить редакционные изменения и сокращения, не 
искажающие основное содержание статьи. 
 Статьи, не отвечающие перечисленным тре-
бованиям, к рассмотрению не принимаются и 
возвращаются авторам. Датой получения руко-
писи считается день получения редакцией окон-
чательного варианта. 
 Авторы несут ответственность за направление 
в редакцию уже ранее опубликованных статей или 
статей, принятых к печати другими изданиями.  

Редакция предоставляет право первоочередно-
го опубликования статей лицам, осуществляющим 
послевузовское обучение (аспирантура, докторанту-
ра, соискательство) в год завершения обучения. 
Плата за опубликование статей не взимается. 

 Всю корреспонденцию следует направлять 
простыми или заказными письмами (бандероля-
ми) на адрес редакции.  

Образец оформления статьи, сведений об ав-
торах, экспертного заключения и текст договора о 
передаче авторского права размещены на сайте 
журнала по адресу http://pfmt.gsu.by.  
 Журнал включен в каталог печатных 
средств массовой информации Республики Бела-
русь. Индекс журнала: 01395 (для индивидуаль-
ных подписчиков), 013952 (для предприятий и 
организаций). 
 



 113

GUIDELINES FOR AUTHORS 
 

In order for papers submitted to be published in 
the journal “Problems of Physics, Mathematics and 
Technics” the following rules should be taken into 
account: 
 – the paper should be in agreement with the 
type of the journal; 

– the paper should be an original work, it 
should not have been submitted for consideration or 
previously published in the bulk over 25% in an-
other scientific edition and (or) electronic publica-
tions with the exception of preprint publication 
(manuscript) of the paper of the authors (coauthors) 
on their own website; 
 – the paper should contain all statutory refer-
ences to the cited authors and published sources of 
the borrowed material. The author (coauthors) must 
obtain all the necessary permissions for the use of 
materials in the article, in the event that he is (they 
are) not their right holder (right holders). 

The paper should not contain the materials 
suppressed for publication in the press in accordance 
with the laws of the Republic of Belarus. 

Contents of a paper should be written in line 
with the scope of the journal. The paper should be 
written in Russian, Belarusian and English, edited 
thoroughly and submitted in two copies to the Edito-
rial Office. The manuscript should be printed on A4 
white paper with all pages numbered. In addition, 
the  authors  must  submit  the  electronic  version  
of their manuscript  either  on a CD or by e-mail  
(e-mail: pfmt@gsu.by). 

To prepare a paper it is possible to use MS 
Word for Windows (2000/2003), Times New Roman 
type, 14 pt. All margins are 2 cm. The author may 
also use 12 pt LaTeX in standard style article with-
out redefinition of the margins and introduction of 
the author’s commands. 

Index UDC is sited in the left corner of the first 
page. The title of the paper in capital letters is fol-
lowed by the name(s) of the author(s), authors' af-
filiations and full postal addresses next to which are 
an abstract of no more than ten lines and keywords. 
Relevant keywords should be placed just after the 
Abstract. 

A paper, as a rule, should include Introduction, 
Body Text, Conclusion and Literature. The title of 
the paper must be concise. It describes the main idea 
of your research. 

In the Introduction the author gives a brief re-
view of literature, his grounds and specific objec-
tives, he describes links with scientific and practical 
branches. All background information such as refer-
ence to the papers of others authors and some 
previous publications (including foreign ones) in the 
field of investigation is necessary. 

The main part should contain description of the 
techniques used and objects of investigation within a 
large scientific framework. This part may be divided 
into subsection (with explanatory headings). It provides 

the readers with the analysis of the publications on 
the problem described in these subsections. 

Formulas, figures and tables should be sequen-
tially numbered in the framework of the section, for 
example: (1.1), (2.3), figure 1.1, table 2.1. The author 
should number only the formulas with appropriate 
references. The formula number is placed on the right 
side of the page and the formula itself is centred. 

Figures and tables should be put into a contex-
tual framework. The size of figures and charts does 
not exceed 10х15 cm. Halftone photos should be 
glossy and contrast. Do not repeat extensively in the 
text the data you have presented in tables and figures. 

Each table should have the heading, in which 
units of measure describe the values under consid-
eration. All measurements and data should be given 
in SI units, or if SI units do not exist, in an interna-
tional accepted unit. The authors are advised to 
avoid abbreviations except for generally accepted 
ones (i. e., etc.). Define all abbreviations the first 
time they are used. 

In the Conclusion the received data are de-
scribed in concise form. The novelty of these results, 
advantages and possibility of practical use are pre-
sented. 

Publications cited in the text should be pre-
sented in a list of references following the text of the 
manuscript. References should be given in their 
original spelling, numbered in the order they appear 
in the text and contain full bibliography. Please, do 
not cite unpublished papers. The numbers of refer-
ences are sited in square brackets (e.g. [1], [2]). 

The paper should be signed by all authors. 
The following documents should be attached to 

the article: 
– covering letter of the organization in which 

the work was done with a request for publication; 
– information about the authors; 
– expert opinion on the possibility of publish-

ing an article in the press; 
– treaty on the transfer of the copyright (two 

copies). 
The authors should provide the following in-

formation on a separate sheet: surname, first name, 
patronymic, science degree, rank and correct postal 
address for correspondence, organization or com-
pany name and position, title, research field, home 
or office phone numbers, and e-mail address. 
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