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УДК 539.12 

МЕТОДИКА ВЫЧИСЛЕНИЯ ЭЛЕКТРОСЛАБЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 
МЕЗОНОВ В ПУАНКАРЕ-ИНВАРИАНТНОЙ КВАНТОВОЙ МЕХАНИКЕ 

В.В. Андреев1, В.Ю. Гавриш2, А.Ф. Крутов3 

1Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
2Гомельский государственный технический университет им. П.О. Сухого 

3Самарский университет 
 

METHOD OF CALCULATION OF ELECTROWEAK CHARACTERISTICS 
OF MESONS IN THE POINCARÉ INVARIANT QUANTUM MECHANICS 

V.V. Andreev1, V.Yu. Haurysh2, A.F. Krutov3 
1F. Sсorina Gomel State University 

2P.O. Sukhoi Gomel State Technical University 
3Samara University 

 
На основе точечной формы пуанкаре-инвариантной квантовой механики в работе представлена методика вычисления 
форм факторов и констант распадов мезонов, как релятивистских связанных систем кварков. В качестве примера раз-
работанной методики получено интегральное представление константы радиационного распада векторного мезона 

.V P    

 
Ключевые слова: кварк, пуанкаре-инвариантная квантовая механика, формфактор, константа распада. 
 
On the basis of the point form of Poincaré-invariant quantum mechanics, a method for calculating the formsfactors and the de-
cay constants of mesons, as relativistic coupled quark systems, is presented. As an example of the developed technique, an inte-
gral representation of the radiative decay constant of a vector meson V P   is obtained.  

 
Keywords: quark, Poincaré-invariant quantum mechanics, form factor, decay constant.  

 
 

Введение  
Атомы, ядра и адроны, как известно, пред-

ставляют собой составные системы. В этой связи 
возникает необходимость как в моделях для опи-
сания связанных систем, так и в методиках вы-
числения характеристик с учетом их внутренней 
структуры. В нерелятивистской динамике со-
ставных систем существуют апробированные 
методы, основанные на применении модельных 
и феноменологических потенциалов взаимодей-
ствия. Точность современных эксперименталь-
ных данных требует учета релятивистских эф-
фектов для составных систем в широкой облас-
ти: от адронов до атомов. Эта необходимость 
продиктована, в частности, существованием ад-
ронов, содержащие легкие u d  и s-кварки. Такие 
связанные системы являются релятивистскими и 
вычисление релятивистских электрослабых по-
правок является важной задачей. Поэтому необ-
ходимость релятивистского описания связанных 
состояний не вызывает сомнений.  

Следует отметить, что количественное опи-
сание релятивистских систем является нетриви-
альной задачей, которую вряд ли можно полно-
стью решить в ближайшей перспективе [1]. Попытка 
применения методов теории поля вызывает сущест-
венные трудности при решении данной пробле-
мы, в том числе и для адронов. Так, например, 

известно, что пертурбативная квантовая хромо-
динамика (КХД) не может быть применена для 
легких адронов, поскольку при шкале с несколь-
ких ГэВ пертурбативные методы неприменимы. 
КХД-мотивированные модели, тем не менее, 
могут дать полезную информацию о динамике в 
этих энергетических масштабах [2], [3].  

Метод описания релятивистских составных 
систем базируется на использовании группы Пу-
анкаре и ее представлений. Этот подход называ-
ют теорией прямого взаимодействия [4], [5], ре-
лятивистской гамильтоновой динамикой (РГД) 
[6]–[9] или пуанкаре-инвариантной квантовой 
механикой (ПИКМ) [1], [2], [10]. В дальнейшем 
будем придерживаться последнего названия, ко-
торое наиболее точно отражает тот факт, что 
ПИКМ занимает промежуточное положение ме-
жду локальной квантовой теорией поля и нере-
лятивистской квантовой механикой. На про-
стейшем уровне ПИКМ является квантовой ме-
ханикой с базовой симметрией относительно 
преобразований Пуанкаре. Хотя инвариантную 
квантовую механику Пуанкаре можно рассмат-
ривать как феноменологию, не зависящую от 
КХД, она также может быть связана с КХД [11]. 
Далее в данной работе для описания мезона, как 
связанной системы, используем ПИКМ.  

ФИЗИКА
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Отметим, что существует большое количе-
ство подходов и моделей для релятивистских 
связанных систем (см., например, [12]–[18].  

Цель работы состоит в детализации методи-
ки расчета характеристик мезонов с учетом их 
кварковой структуры в рамках различных форм 
ПИКМ и поэтому анализ на преимуществ и не-
достатков различных подходов в данной работе 
не приводится (более подробную информацию 
можно найти, в частности, в работах [11], [19]).  

Вычисление формфакторов (3.6) для мат-
ричных элементов (3.3) с учетом внутренней 
структуры адронов является нетривиальной за-
дачей и в разных моделях решается различными 
способами.  

Параметризация матричного элемента (3.3) 
включает формфакторы и 4-импульсы частиц. 
Поэтому возникает вопрос, какие из компонент 
4-импульсов необходимо использовать для вы-
числения формфакторов. Так, в рамках моделей 
на основе динамики на световом фронте [20]–
[25] предлагается для расчета токов, использо-
вать только те компоненты 4-векторов, которые 
не содержат взаимодействия (“+”-компоненты). 
Если в случае пространственноподобного квад-
рата переданного импульса 2Q , обращение в 

ноль “–”-компонент тока (содержащих взаимо-
действие), можно достичь путем выбора специ-
альной системы отсчета, то для времениподобно-
го 2Q  это сделать не удается. Поэтому при вы-

числении формфакторов с 2 0Q   используют 

формфакторы, рассчитанные с 2 0Q   [25]. Важ-

но отметить, что попытка решить задачу вычис-
ления формфакторов в динамике на световом 
фронте в системах, отличных от специально 
выбранной, приводит к результатам, сущест-
венно отличающимся от экспериментальных 
значений [26].  

Оригинальная методика вычисления форм-
факторов в рамках мгновенной формы ПИКМ, 
основанная на обобщении метода параметриза-
ции матричных элементов локальных операторов 
[27], предложена в работах [28]–[31]. На первом 
этапе (с использованием базиса приводимого 
представления группы Пуанкаре) находятся 
формфакторы для системы без взаимодействия. 
На втором этапе полученные формфакторы ис-
пользуют для расчетов наблюдаемых формфак-
торов с помощью интегральных представлений. 
При этом формфакторы, характеризующие мат-
ричный элемент (3.3), трактуются как обобщен-
ные функции.  

В рамках точечной формы ПИКМ наивная 
схема вычислений, основанная только на исполь-
зовании равенства 4-скоростей для систем с 
взаимодействием и без него, приводит к резуль-
татам, значительно отличающимся от наблюдае-
мых на эксперименте [32]–[34]. Поэтому авторами 

работ [35]–[38] предложена модификация точеч-
ной формы ПИКМ, названная дираковской то-
чечной формой динамики (DPF). В данной мо-
дификации ПИКМ вводится дополнительный 

единичный вектор  ,u  направление которого 
фиксируется путем требования равенства 4-им-
пульсов связанной и свободных систем в пределе 
слабой связи [36], [37].  

Как следует из краткого описания методов 
вычисления, задача получения наблюдаемых с 
учетом внутренней структуры систем даже в рам-
ках ПИКМ требует дальнейших исследований.  

 
1 Основы ПИКМ 
Для того чтобы теория (модель), описы-

вающая элементарные частицы, удовлетворяла 
требованию пуанкаре-инвариантности, про-
странство состояний релятивистской частицы 
должно преобразоваться по некоторому пред-
ставлению группы Пуанкаре (группа П). Если 
частица не имеет структуры, т. е. не содержит 
подсистем, то в пространстве состояний таких 
частиц действует неприводимое представление 
группы П (см., например [39]).  

Поэтому для описания частиц необходимо 
найти различные неприводимые представления 
группы П. Для этого вводят ортогональный ба-
зис, состоящий из собственных векторов макси-
мального набора коммутирующих наблюдаемых. 
Собственные значения полного набора операто-
ров, составленных из генераторов P  и M   

 0 1 2 3      группы П удовлетворяют ком-

мутационным соотношениям:  

 0P P  
  

         (1.1) 

 M P i g P g P        
     

        (1.2) 

M M

i g M g M g M g M

  
  

        
 
 

 

     
 (1.3) 

Генераторы трансляций P  задают компо-
ненты оператора 4-импульса, а M   – компонен-
ты оператора 4-мерного углового момента. Для 
невзаимодействующих частиц набора коммути-
рующих генераторов имеют простой физический 
смысл: 1 2 jk

i ijkJ M     – компоненты полного 

углового момента; 0i iK M  – генераторы лорен-

цевских бустов; 0P H  и iP  – операторы пол-

ной энергии и полного 3-импульса соответствен-
но.  

Если системы отсчета связаны преобразова-
нием Пуанкаре   ,a  то векторы состояния 

связаны унитарным преобразованием  

   .U a                      (1.4) 

Одним из часто используемых является так 
называемый канонический набор операторов. В 
дополнение к операторам Казимира  
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 P P            (1.5) 

 
1

2
W W W M P   

       (1.6) 

в полный набор входят операторы, составляю-
щие пространственную часть 4-импульса P  и 
имеющие соответственно собственные значения 

.ip  Собственные значения операторов (1.5), (1.6) 

имеют физический смысл квадрата массы 2m  и 

величины  2 1 ,m s s   где 0 1 2 1s …      – спино-

вое квантовое число.  
Система координат в этом базисе фиксиру-

ется введением пространственно-подобных векто-
ров   ( 1 2 3)je p j     со следующими свойствами  

       

   
3

2
1

0j i j
i j

i j

j p

e p p e p e p

p p
e p e p g

m



 


 


    

  
 

С помощью базиса  je p  и оператора Паули-

Любанского W   определим операторы проекций 
спина для релятивистской массивной частицы  

    i
i

e p W
S p

m


           (1.7) 

Оператор S  удовлетворяет стандартным комму-
тационным соотношениям оператора спина  

i j ijk kS S i S       

а собственные значения оператора 2S  равны 

 1 .s s    

Таким образом, канонический базис опре-
деляется шестью операторами  

 2 2
3

iP P W W m S 
     P S         (1.8) 

с соответствующими собственными значениями  
2 ( 1)im s s    p  

где 0 1 2 1 3 2 1s … s s … s                 
Соответствующие набору (1.8) базисные 

векторы будем обозначать следующим образом:  

  m s      p p          (1.9) 

Собственные вектора (1.9) образуют ортогональ-
ный базис в гильбертовом пространстве состоя-
ний элементарной частицы. Для условия ортого-
нальности  


   

 
 

     p p p p  

условие полноты принимает соответственно вид  
s

s

d I


     p p p  

Закон преобразования неприводимого пред-
ставления (НП–базис) для выбранных условий 
нормировки и полноты задается соотношением  

    
s

s
W

s

U a D 



  

 

     p p n p  (1.10) 

где  

  2 2
mp p p p m         p p  

а  WD n  – D -функция Вигнера. Эта функция, 

определяемая посредством вектор-параметра 
,Wn  задает вращение НП–базиса, которое часто 

называют вигнеровским. Явный вид Wn  для раз-

личных преобразований   можно найти в рабо-
тах [40], [41].  

Рассмотрим более подробно систему из 
двух частиц с массами покоя 1,m  2m  и спинами 

1,s  2 .s  Одним из очевидных базисов двухчас-

тичного приводимого представления является 
базис прямого произведения  

 1 1 2 2 1 1 2 2      p p p p        (1.11) 

удовлетворяющий условию нормировки и пол-
ноты:  

   
1 1 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2     

         

        

p p p p

p p p p
 

1 2

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2, ,d d I
 

       p p p p p p  

Для физических приложений важно знать 
коэффициенты разложения базиса приводимого 
представления (1.11) по базису неприводимых 
представлений и наоборот. Эти коэффициенты на-
зывают коэффициентами Клебша-Гордана группы П.  

НП-базис, описывающий систему невзаи-
модействующих частиц (как целого), записыва-
ется в виде, аналогичном одночастичному НП-ба-
зису (1.9):  

  0 1 1 2 2J M m s m s   
              P     (1.12) 

Оператор полного импульса ,P  квадрата 

полного собственного момента 2J  и его проек-

ции 3J  вместе с инвариантами   ,i ip p  2 ( 1 2)i i  s  

и  2

0 1 2M p p   входят в полный набор на-

блюдаемых двухчастичной системы. Кроме это-
го, в полный набор входят также 2 оператора, 
которые снимают вырождение двухчастичной 
системы (для их обозначения введен совокупный 
индекс ).  

В двухчастичном пространстве определим 
полный импульс  

 1 2 P p p                    (1.13) 

и импульс относительного движения :k  

 

   
 

2 1

0

1 2

2 2
2 1 0 2 1

0 0

1

2

m m

M

m m M p p

M P M

 
 
 

  

    
  
   

k p p

P
 (1.14) 

В практических приложениях для НП-ба-
зиса вместо оператора инвариантной массы сво-
бодных частиц 0M  удобно использовать ,k  k  

поскольку  
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   
1 20 0 ( ) m mM M k k k      

В качестве чисел снимающих вырождение сис-
темы пуанкаре-инвариантные операторы орби-
тального   и спинового s  моментов. Тогда для 
НП-базиса можно использовать вектора состоя-
ния вида (опуская 1 1 2 2 ) :m s m s 

       

 k J s    P             (1.15) 

которые удовлетворяет следующим условиям 
полноты и нормировки  

1 2

1 2

2
s sJ J s

J J s s s s

d k dk k J s

k J s I



      

    

      

    P P

P






 

   
2 s s

k J s k J s

k k

k



  

               

 
     

P P

P P  

 
 

При использовании схемы с «L–S связью» 
базисные векторы неприводимого представления 
выражается через базис приводимого представ-
ления посредством:  

    
     

 

1 2

1 2 0

1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

1 2 02

1 2

1 2

1 2 1 2
1 1 2 2

m m

m m M

m k k

W W

k J s

p p M
d

k k P

s s s
Y

s J

m

D D
   
   
      
   

   

 
   

    

 
 

  

 
         

 
     

    



 

P

k

C

C

n n p p







  (1.16) 

где 1 2

1 2

,
s s s 

      
C  

s j

m

 
    

C


 – коэффи-

циенты Клебша-Гордана группы (2),SU  a 

( )lm k kY    – сферические функции, определяе-

мые углами вектора .k  
Для сокращения записи введем вспомога-

тельную функцию, которая в силу свойств коэф-
фициентов Клебша-Гордана группы (2)SU  за-

пишется в виде  

 

 

 
1 2

1 2

1 1

1 2

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

( )

( )

.

k k

m k k

k k

s J

s s s s J
Y

m

s s s

s J

Y

 
  
 
 
  

  

 
         

   
               

 
     

 
          

  

C C

C

C











(1.17) 

В частных случаях 1 2( 1 2)s s     

 
1 2

1
0

1 2

0 0 0

2
k k   

  
             

 (1.18) 

 
1 2

1 2

1 2

0 1 1 3 4

4
k k  

   
            

 

 
2 Формы ПИКМ  
Рассмотрим на примере двухчастичных сис-

тем, каким образом вводится взаимодействие в 
рамках ПИКМ.  

Для этого обратимся к набору из 10 генера-
торов ,H  P  (пространственно-временных тран-
сляций), J  (вращений), K  (бустов), удовлетво-
ряющих коммутационным соотношениям соот-
ветствующих группе Пуанкаре. Если оператор 
H  содержит взаимодействие ,V  то вследствие 

соотношения [ ]j k j kP K i H    очевидно, что и 

другие операторы (или их комбинации) должны 
также содержать взаимодействие. В работе [42] 
Дирак показал, что нет однозначного разделения 
генераторов на динамический набор (генерато-
ры, содержащие взаимодействия) и кинематиче-
ский набор (генераторы, не содержащие взаимо-
действия) и представил три способа введения 
взаимодействия с сохранением коммутационных 
соотношений группы П, которые и определяют 
мгновенную, точечную формы ПИКМ и динами-
ку на световом фронте.  

В мгновенной форме ПИКМ операторы 
трехмерного импульса системы P  и углового 
момента J не содержат взаимодействия, а опера-
торы H и K содержат взаимодействие. Данный 
выбор кинематического набора автоматически 
обеспечивает мгновенной форме вращательную 
инвариантность, однако возникают проблемы при 
переходах от одной системы отсчета к другой, так 
как оператор буста содержит взаимодействие.  

В динамике на световом фронте в кинема-
тический набор входят операторы 0 3 ,P P P    

1 2 ,P  3 ,K  3 ,J  1 2 1 2 2 1{ },E K J K J      а в дина-

мический – 0 3 ,P P P    1 2 .J   Данная форма 

динамики наиболее часто используется в физи-
ческих приложениях, связанных с исследованием 
характеристик составных релятивистских систем 
(см., например, [43]–[46]). Однако вследствие 
того, что оператор углового момента зависит от 
взаимодействия, имеются определенные трудно-
сти с сохранением вращательной инвариантно-
сти [20], которые устраняют дополнительными 
требованиями [9].  

Также следует отметить, что ряд операторов 
дискретных симметрий (пространственной чет-
ности) также содержат взаимодействие. Однако 
«простая» структура вакуума (отсутствие диа-
грамм, описывающих рождение пар из вакуума) 
является общепризнанным преимуществом дан-
ной формы динамики.  



Методика вычисления электрослабых характеристик мезонов в пуанкаре-инвариантной квантовой механике 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (34), 2018 11

Описание в точечной форме приводит к то-

му, что операторы M̂   являются такими же как 
и для невзаимодействующих частиц, т. е. опера-
торы буста iK  и углового момента J  не содер-

жат взаимодействий, а члены с взаимодействием 
содержатся только в операторе 4 -импульса P. 
Точечная форма стала использоваться в прило-
жениях ПИКМ относительно недавно [36], [47]–
[49]. В отличие от мгновенной формы, оператор 
буста не содержит взаимодействия, что не созда-
ет проблем с лоренц-инвариантностью теории 
при переходах от одной системы к другой.  

 
2.1 Описание связанной двухчастичной 

системы в ПИКМ 
Построение релятивистской квантовомеха-

нической модели связанной системы в ПИКМ 
начинают с построения модели для системы не-
взаимодействующих частиц, а затем вводят 
взаимодействие V  таким образом, чтобы выпол-
нялось требование пуанкаре-инвариантности, 
реализуемое в виде алгебры Пуанкаре на множе-
стве динамических наблюдаемых системы. На 
этой основе в работе [6] впервые был дан способ 
построения пуанкаре-ковариантной модели в 
случае взаимодействующих частиц.  

Рассмотрим, как строится динамическая 
картина взаимодействия в мгновенной форме 
ПИКМ для системы двух невзаимодействующих 
частиц с массами 1m  и 2 ,m  проекциями спинов 

1  и 2  и соответственно с 4-импульсами  

 
1 21 1 1 2 2 2( ) ( )m mp p p p   

   
   

       p p  

Для описания состояния двух частиц ис-
пользуется базис приводимого представления 
(1.11). Для описания системы как целого исполь-
зуем НП-базис (1.15), который задается полным 
коммутирующим набором операторов  

2
3 0 ( )J M k   J P  

Добавим к оператору 0M  взаимодействие 

V  таким образом, что новый оператор  

0IM M V   

также коммутировал с операторами  
2

3J  J P  

входящих в кинематический набор [6,9]. При 
этом оператор взаимодействия V  удовлетворяет 
следующим условиям:  

† 0I I IM M M     

3[ ] [ ] [ ] 0V i V V       PP J  

Волновые функции   в ПИКМ вычисляются 
как собственные значения полного коммути-
рующего набора  

2
3 IJ M   J P  

Задача на собственные значения для оператора 
массы связанного состояния   с полным им-

пульсом ,Q  массой ,M  спином J  и проекцией 
спина   может быть записана в виде:  

0( )I J J JM M V M           Q Q Q  

Поскольку основная цель работы связана с 
разработкой пуанкаре-ковариантных моделей 
описания связанных квантовых систем, основан-
ных на мгновенной и точечной формах ПИКМ, 
то остановимся на этих формах динамики более 
подробно.  

 
2.2 Мгновенная форма ПИКМ 
Вследствие того, что операторы, входящие в 

кинематический набор для системы с взаимодей-
ствием и без него, совпадают, то волновая функ-
ция связанной системы в мгновенной форме ди-
намики может быть представлена в виде [9]  

 ( ) J
J sk J s k  

           QP Q P   

Волновая функция  J
s k  нормирована ус-

ловием  

  22 1J
s

s

dk k k


   


 

которое следует из условия полноты (1.15).  
Используя (1.16), находим, что вектор со-

стояния двухчастичной связанной системы опре-
деляется как прямое произведение векторов со-
стояний свободных частиц с волновой функцией 

  :J
s k  

   
     

   

1 2

1 2 0

1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

1 2

1 2 0

1 2

1 2 1 2
1 1 2 2

m m

m m M

J
k k s

W W

J M

p p M
d

k k P

s J
k

D D
   
   
      
   

   

 
   

    

 
 

  

 
           

    



 

Q p p

k

n n p p




 (2.1) 

 
2.3 Точечная форма ПИКМ 
Точечная форма ПИКМ характерна тем, что 

оператор 4-скорости системы свободных частиц  

 
 

01 2

0 0 0

M

P P

Pp p

M M M

         
  

P
    (2.2) 

и оператор 4-скорости связанной системы  

 
 M

Q Q

QQ
V

M M M

      
  

Q
V          (2.3) 

совпадают (см. [9], [38], [42], [50], [51]). Волно-
вая функция двухчастичной связанной системы в 
точечной форме динамики   ,J

s k   по аналогии 

с мгновенной формой (см. (2)), может быть пред-
ставлена в виде [9], [51]  

 3 2
0

J

J
sP Q

k J s

M k

 

   
 
 

      

    

p Q

V 




      (2.4) 
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где базис k J s    p   связан с вектором со-

стояния (1.15) простым соотношением  
 3 2

0P k J s M k J s          P        (2.5) 

Вектор состояния двухчастичной связанной 
системы в точечной форме определяется анало-
гично (2.1) с учетом соотношения .PM Q  

Отметим, что в системе покоя связанной систе-
мы волновые функции в мгновенной и точечной 
формах ПИКМ совпадают.  

 
3 Постановка проблемы 
При изучении реакций с участием адронов 

h, таких как распады  
 1 2i f ih h X h                 (3.1) 

упругое рассеяние лептонов на адронах  
 i fh h                        (3.2) 

и др. в S-матричных элементах этих процессов 
имеется адронная часть ,hS  которая может запи-
сана в виде  
     .h hI x M J S x M J         Q Q  (3.3) 

Здесь вектор M J  Q  определяет состоя-

ние адрона спина J  с проекцией ,  массы M  и 

импульса .Q  
Отметим, что в адронную часть входит как 

сильное взаимодействие (индекс ),strong  так и 

элементы электрослабого взаимодействия (токи 
и др.), которые мы обозначим ( ).EWj x  Тогда в 

представлении взаимодействия S-матрица имеет 
вид [52]:  

    ( ) exp ( )h EW strongS x T j x i V t dt
    

  (3.4) 

c полным гамильтонианом взаимодействия 

0( ) ( ) ( ).h h h
totH x H x V x   Символ T  означает, что 

операторы, входящие в гамильтониан взаимо-
действия упорядочены по времени. Отметим, что 
сильное взаимодействие учитывается точно, а 
электрослабое взаимодействие берется в некото-
ром порядке теории возмущений (в зависимости 
от вида  ).EW

intH x  Трансляционная инвариант-

ность приводит к тому, что  

        exp 0 exp ,h hI x iQx I iQx      (3.5) 

что дает возможность провести последующие 
расчеты для оператора  0 .hI  

Матричный элемент (3.3) при 0x   пара-
метризуют с помощью различных феноменоло-
гических формфакторов, которые определяют из 
экспериментов:  

    2

1

0
n

h J
i J

i

I F q g i M M  
   



       Q Q  (3.6) 

Здесь 2
iF q 
 
 

 – формфакторы, зависящие от 

переданного импульса ;q Q Q   а g – функции, 

зависящие от 4-импульсов и спиновых перемен-
ных состояний. Количество слагаемых определя-
ется значениями квантовых чисел ,J J   а также 
выполнением дополнительных требований, из 
которых следует выделить закон сохранения тока, 
законы сохранения различных четностей и др.  

Для демонстрации методики, развиваемой в 
работе, достаточно рассмотреть вариант (3.6) с 
одним форм фактором, т. е.  

    20hI F q g M M 
 
 

     Q Q    (3.7) 

поскольку соотношения для каждого формфак-

тора 2
iF q 
 
 

 можно найти путем выбора поляри-

зационных состояний и построения базиса в про-
странстве Минковского.  
 

4 Методика вычисления характеристик 
мезонов в пуанкаре-ковариантной модели, 
основанной на точечной форме ПИКМ  

Ниже приведем оригинальную схему вы-
числения характеристик мезонов, как двухчас-
тичных кварковых систем, в рамках точечной 
формы динамики ПИКМ.  

Отличительной чертой является использо-
вание в матричном элементе (3.3) состояний в 
представлении Гейзенберга, где сильные взаи-
модействия учтены точно [52] и факт совпадения 
4-скоростей для систем с взаимодействием и без 
него (см. (2.2) и (2.3)). Важным элементом дан-
ной методики является уравнение Липманна-
Швингера для векторов состояний.  

В предлагаемой схеме вычислений матрич-
ного элемента (3.3) можно выделить следующие 
этапы. 

На первом этапе, из соотношения (3.7) по-
лучим, что  

 

   

2 10

,

h

II

F q M J S g

M M M J

 
 

 
        

         
 

Q

Q Q Q
   (4.1) 

где импульсы и массы мезонов заменены на опе-
раторы, так как состояния M J  Q  являются 

собственными для операторов Q  и M  по опре-
делению. При этом из требований релятивист-
ской инвариантности S-матрица коммутирует с 
генераторами группы П, действующего в гиль-
бертовом пространстве векторов физических 
состояний .M J  Q  

Использование полного набора векторов 
двухчастичных состояний, образующих базис 
неприводимого представления группы П для 

свободных частиц k s   p   и соотношения 

(2.4), (2.5) позволяют в точечной форме ПИКМ 
привести (4.1) к виду 

2 2 2
P P

s s

P

F q d d k k dk dk

M J k s

 
   

  



    

             

 
Q

 


 



Методика вычисления электрослабых характеристик мезонов в пуанкаре-инвариантной квантовой механике 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (34), 2018 13

     

   

 
   

1

2 2

1

0

0

h
P

P P

J J
s s

s s

h

I I

k s S g M M

k s k s M J

k k dk dk k k

k s S g

M M k s





 

  




           
 

           

     

       

          
 

 

Q Q

Q

P

Q Q P

 
 



 





 (4.2) 

где 0 QMP V  и 0 .QM  P V  

На втором этапе используем некоторые со-
отношения из теории рассеяния в квантовой тео-
рии поля. В представлении взаимодействия соот-
ношение (3.4) при 0x   представимо в виде [52]:  
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

 (4.3) 

где унитарный оператор U  обладает следующи-
ми свойствами:  

         †
2 1 2 0 0 1 2 1 1 2U t t U t t U t t U t t U t t         (4.4) 

В теории рассеяния начальные и конечные 
состояния k s  P   без взаимодействия трак-

туются как состояния при t    и t    соот-
ветственно и являются собственными векторами 
свободного гамильтониана 0 0( )H M  (см. (1.12)), т. е.  


00

strong k s E k sH        P P           (4.5) 

С помощью  2 1U t t  введем in и out состоя-

ния для 0t   (векторы состояния в представле-
нии Гейзенберга)  
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k J U k J        P P         (4.6) 

 † 0
out

k J U k J        P P         (4.7) 

Вследствие того, что оператор  2 1
strongU t t  

удовлетворяет интегральному уравнению (смот-
ри, например [52], [53])  
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2 1 0 ( )
t
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t

U t t I i dt U t t V t        (4.8) 

то in и out состояния удовлетворяют уравнению 
Липманна-Швингера, точное решение которого 
может быть записано в виде:  
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(4.9) 

С помощью (4.9) можно показать, что пол-
ный гамильтониан 0

strong strong strong
totH H V   имеет 

тот же спектр, что и свободный гамильтониан 

0H  (см. (4.5)), т. е.  

0
strong
tot in out in out

H k J E k J
 

       P P  (4.10) 

Здесь предполагается, что оператор  0hS  мо-

жет быть выражен через операторы частиц, со-
ставляющих систему (в нашем случае кварков):  

   0 0h quarkS S   

Поскольку в полный набор для состояния с 
взаимодействием M J  Q  входят также опе-

раторы Q  и ,IM  то из (4.10) следует, что  

0I in out in out
M k J M k J

 
       P P    (4.11) 


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k J k J
 

       Q P P P       (4.12) 

Используя соотношения (4.3), (4.6), (4.7) и 
(4.11), (4.12) запишем (4.2) в виде  
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(4.13) 

Переходя от in и out к состояниям при 
t    (обратный переход) получим  
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(4.14) 

где  0hS  задается соотношением (3.4).  

Заметим, что поскольку слагаемые, которые 
возникают в потенциале межкваркового взаимо-
действия в результате обмена глюонов между 
кварками, входящих в начальный или конечный 
мезон, уже учтены введением функции   ,J

s k  

то в операторе strongV  остаются только слагае-
мые, которые соответствуют обмену глюонами 
между кварками, входящими в начальные и ко-
нечные мезоны. Такими слагаемыми (КХД-по-
правки) можно пренебречь в многих случаях.  

Посредством разложения Клебша-Гордана 
(1.16) оператор (4.14) преобразуется к соотноше-
нию:  
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(4.15) 

Здесь qm  и Qm  – массы первого и второго квар-

ков соответственно, а функция 1g   переписана в 

терминах .P PV V  Таким образом, вычисление 

адронной части сводится к нахождению матрич-
ного элемента для частиц (кварков), составляю-
щих адрон.  

Следующий этап состоит в вычислении 
матричного элемента  

 2 2 1 1 1 2 1 2, 0hS         p p p p  

в переменных P PV V  и k k  с последующим 

интегрированием.  
При этом во всех моделях предполагается, 

что оператор  0hS  может быть выражен через 

операторы частиц составляющих систему (в на-
шем случае кварков):  

       1 20 0 0 0h hh quarkS S S S     
Дополнительной возможностью для вычис-

ления (4.15) является использование релятивист-
ского импульсного приближения:  
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 (4.16) 

Используя преобразования «бустов» им-
пульсов Q Q  для векторов состояний с при-
ближеним (4.16) и соотношением (1.17), пере-
пишем выражение (4.15) так:  
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(4.17) 

где 
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          (4.18) 
Поскольку кварки являются фермионами спина 
1 2,  то  
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где конструкция из биспиноров Дирака может 
быть записана в одном из вариантов в фигурных 
скобках:  
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или  
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Явный вид матрицы ih  определяется операто-
ром  0 .hS  

Рассмотрим случай, когда в фермионных 
конструкциях реализуется вариант (4.20), кото-
рый справедлив для случая электромагнитного 
взаимодействия кварка и антикварка в мезоне. 
Используя трансформационные свойства биспи-
норов для определенности считая вектор состоя-
ния с индексом q  частицей, а с индексом Q  ан-

тичастицей, перепишем (4.17) в виде: 
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В представлении Дирака-Паули для  -мат-

риц, оператор B  
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и обладает следующими свойствами:  
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Действие оператора буста (4.23) на биспи-
нор определяется соотношением:  
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Для упрощения расчетов во второй части 
соотношения (4.22) выполним замену   k k  
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(4.28) 

Существенного упрощения расчетов можно 
достичь, если провести вычисления в системе 
отсчета, где  

 0  Q QV V                     (4.29) 

которая представляет собой обобщение широко 
используемой системы Брейта [52]. В этой системе 
отсчета автоматически выполняется равенство 
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Пространственную систему координат выберем 
так, чтобы вектор QV  был направлен вдоль оси 

Z, т. е.  
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Используя закон преобразования состояний 
(1.10) получим  
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В соотношении (4.33) вектор-параметр вигнеров-
ского вращения имеет вид  
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а  0M k  и  0M k   – инвариантные массы сис-

темы без сильного взаимодействия в начальном 
и конечном состоянии. Углы k k   являются 

сферическими углами вектора относительного 
движения k  в системе отсчета (4.31).  

После интегрирования получаем выражение  
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Дальнейшие упрощения возможны после 
конкретизации процесса взаимодействия между 
кварками.  

 
5 Радиационные распады мезонов в то-

чечной форме ПИКМ 
Рассмотрим применение методики, пред-

ставленной в работе, для радиационных распадов 
,V P   которые широко используются для ис-

следования структуры адронов.  
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во подходов для модельного описания радиаци-
онных переходов мезонов. Так в работах [24], 
[54] используют релятивистские составные квар-
ковые модели, основанные на light-front форме 
ПИКМ и квазипотенциальном подходе.  
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средством испускания виртуального гамма-
кванта    

  

     

2

3

0 1

( )

2 4
V P

P V

VP

M M

M J M

g q Q Q
i

Q Q





       

   

  


  

Q Q

   (5.1) 

перепишем в терминах 4-скоростей QV  и .QV   

Далее, умножая полученное выражение на 
*( ) ( )K i V V 
         получим, что  

  
    

2 3
0 0(2 ) 4

( ) 0
1 .

VP

P V

P V

g q V V

K J
M M

M M K K


 
 

  






  


   

 
Q Q

(5.2) 

Константа радиационного распада опреде-
ляется формулой  0 .VP VP

g g  
  Сравнивая со-

отношения (5.2) и (4.1), приходим к тому, что  

   

    

1

0 03 4 ( )
(2 )

I I

P V

g M M

V V K

M M K K








      
 

 
  

 

Q Q

   (5.3) 

  0 (0)hS J                  (5.4) 

Процесс распада V P    обусловлен элек-

тромагнитным взаимодействием кварков q  с 

электрическими зарядами qe  и поэтому ток 

 (0)J


 запишется в виде:  

  (0) q q q
q u d …

J e
 

  

                  (5.5) 

Для распада V P    в обобщенной системе 

Брейта (4.29) имеем:  
0 1J s J s            
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   1 2h J
s Vk k 
         

,q q Q Qm m m m     
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2 1
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 
          (5.6) 

Используя соотношения (1.18),(4.40) и то, 
что в точечной форме ПИКМ 12 ,    для вели-

чины 2

VP
g q

 
 

  
 из (5.2) находим, что  
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(5.7) 

Дальнейшие вычисления VPg   связаны рас-

четами токовых конструкций биспиноров Дирака 
и предельным переходом 2 0q   в соотношении 

(5.7). После ряда преобразований и интегрирова-
ния по угловым переменным импульса k  нахо-
дим относительно простое интегральное пред-
ставление для константы радиационного распада 

:V P   

   21

2VP V P

q q Q Q qQ

g dkk k k

e f k m m e f k m m



    
         

   

      
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    (5.8) 

где  
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1
1

3 ( )
q q

q Q

q Q q

m m

f k m m

m m m

k M k k
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 
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 
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   

  (5.9) 

 
Заключение 
В работе представлена методика расчета 

формфакторов и констант распадов мезонов 
с учетом их кварковой структуры в рамках 
точечной формы ПИКМ. В данном подходе 

подинтегральные выражения для наблюдаемых 
не зависят от масс мезонов, в отличие от подхо-
дов, разработанных в [32], [55], [56]. В то же 
время аналогичное свойство наблюдается мето-
дах, разработанных в динамике на световом 
фронте [20]–[24] и в мгновенной форме ПИКМ 
[1]. В частности, отметим, что интегральное 
представление константы Pf  лептонного распада 

( )qQ    для псевдоскалярного мезона 

( )P qQ  (см. [3], [11], [57]) совпадает с выраже-

ниями аналогичной константы в работах [24], 
[30]. Отличие в методиках расчета возникает при 
вычислении зависимости форм факторов от пре-
данного импульса 2.q  

Разработанная методика практически без 
изменений может быть применена к мгновенной 
форме ПИКМ (см. (2.1)). 
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AMPLITUDE OF COMPUTON SCATTERING ON HADRONS OF SPIN 1 

WITH ACCOUNT OF SPIN POLARIZABLES 

E.V. Vakulina1, N.V. Maksimenko2 
1I.G. Petrovsky Bryansk State University, Novozibkov 

2F. Scorina Gomel State University 
 

В рамках формализма Даффина – Кеммера – Петью получены в ковариантной форме лагранжианы двухфотонных 
взаимодействий с адронами спина 1 с учетом спиновых поляризуемостей, которые характерны для частиц спина ½. На 
основе этих лагранжианов вычислены ковариантные спиновые структуры амплитуды комптоновского рассеяния на ад-
ронах спина 1. Установлено, что в низкоэнергетическом приближении спиновые поляризуемости вносят вклад в ам-
плитуду комптоновского рассеяния в третьем порядке по энергии фотонов. Определены тензорно-ковариантные струк-
туры амплитуды рассеяния вперед, которые вносят вклад в спиновые поляризуемости адронов спина 1.  
 
Ключевые слова: адроны, поляризуемость, лагранжиан, комптоновское рассеяние. 
 
Within the framework of the Duffin – Kemmer – Petu formalism the Lagrangians of two-photon interactions with spin 1 had-
rons are obtained in covariant form, taking into account the spin-new polarizabilities that are characteristic of spin ½ particles. 
On the basis of these Lagrangians, the covariant spin structures of the Compton scattering amplitude for spin 1 hadrons have 
been calculated. It is established that in the low-energy approximation the spin polarizabilities contribute to the Compton scat-
tering amplitude in third order in the photon energy. The tensor-covariant structures of the forward scattering amplitude that 
contribute to the spin polarizabilities of spin 1 hadrons are determined.  
 
Keywords: hadrons, polarizability, Lagrangian, Compton scattering. 

 
 

Введение 
Правила сумм устанавливают модельно не-

зависимую связь экспериментально измеряемых 
электромагнитных характеристик, куда входят и 
поляризуемости, связанные со структурными 
свойствами адронов. В основе их выводов лежат 
общие принципы квантовой теории поля, такие, 
например, как унитарность, причинность, сим-
метрии относительно преобразований Лоренца и 
калибровочных преобразований. 

Как свидетельствуют правила сумм для 
спиновых поляризуемостей нуклона, необходимо 
определить вклад всех, феноменологически ус-
тановленных спиновых поляризуемостей в ампли-
туду комптоновского рассеяния вперед [1]–[3]. 

Особенности взаимодействия электромаг-
нитного поля с векторными частицами, обла-
дающими электромагнитными характеристика-
ми, более аргументированно и полно могут быть 
представлены в формализме Даффина – Кемме-
ра – Петью (ДКП) [4]. 

Однако для практического использования 
вкладов спиновых поляризуемостей в спираль-
ные амплитуды и сечения рассеяния общеприня-
то использование спиновых структур в ковари-
антной тензорной форме [5]. 

Определение эффективных лагранжианов и 
амплитуды комптоновского рассеяния на части-
це спина 1 в формализме ДКП позволяет исполь-
зовать соответствие, между поляризуемостями 
частиц спина ½ и спина 1, что способствует бо-
лее полному описанию особенностей этих поля-
ризуемостей [6]. 

Для усовершенствования методов фитиро-
вания экспериментальных данных по комптонов-
скому рассеянию на адронах, с целью получения 
численных значений о поляризуемостях в облас-
ти низких и средних энергий, возникает необхо-
димость релятивистского теоретико-полевого 
определения вкладов этих характеристик в ам-
плитуды и сечения электродинамических про-
цессов [5]–[9]. 

В данной работе в рамках метода, предло-
женного в [6] на основе формализма ДКП полу-
чен вклад спиновых поляризуемостей в амплиту-
ду комптоновского рассеяния на адронах спина 1. 

 
1 Вклад спиновых поляризуемостей час-

тицы спина 1 в амплитуду комптоновского 
рассеяния 

Для определения вкладов спиновых поляри-
зуемостей в амплитуду комптоновского рассеяния 
в ковариантной тензорной форме воспользуемся 
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эффективными лагранжианами двухфотонного 
взаимодействия с частицами спина 1, установ-
ленными на основе матричного 10-мерного фор-
мализма ДКП [6]. Уравнение ДКП для свободной 
частицы спина 1 имеют вид [10]: 

  ( ) 0,m x     


                 (1.1) 

 ( ) 0,x m     


                 (1.2) 

где ( )x  и ( ) ( )x x     – десятимерные функ-

ции частиц,  2(10)
42 ,I     стрелки над произ-

водными   указывают направление их дейст-

вия, а четырехмерный вектор определяется ком-
понентами  0, .a a ia


 В уравнениях (1.1) и (1.2) 

  – десятимерные матрицы ДКП, которые 

удовлетворяют перестановочным соотношениям: 
.                      

Эффективный лагранжиан взаимодействия 
электромагнитного поля с частицей спина 1 с 
учетом поляризуемостей в рамках теоретико-по-
левого ковариантного подхода имеет вид [11], [12]: 

ˆ ˆ ,
2

L L L
m      

           
 

     (1.3) 

где .      
  

  

В лагранжиане (1.3) тензор L̂  выражается 

через поляризуемости, которые определены в 
работе [12]: 

1 2

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ),E E EL L L                (1.4) 

1 2

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ).M M ML L L               (1.5) 

Тензор 
1

ˆ ( )EL   определяется следующим 

образом: 

1 1

ˆˆ ( ) ( ),E EL F F k       


          (1.6) 

а тензор 
2

ˆ ( )EL   в уравнении (1.4) имеет вид:  

 
2 2

ˆˆ ( ) ( ).E k k EL F F F F k           
     (1.7) 

Производные в (1.6)–(1.7) действуют только на 
тензоры электромагнитного поля  

.F A A         

Тензоры 
1

ˆ ( ),Ek   
2

ˆ ( )Ek   представляются сле-

дующим образом: 

1 1

ˆ ˆ( ) ,E E k kk i W       
2 2

ˆ ˆ( ) .E E kk W     

В этих уравнениях использовано определе-
ние ковариантного спинового вектора, который 
выражается через матрицы   согласно [10]: 

[ ]ˆ ˆ ,
4

i
W J

m


     


8 8  

где [ ]ˆ .J 
         Все производные и опера-

торы содержащиеся в уравнениях, действуют на 
волновые функции   и .  

Аналогичным образом определяется тензор 
(1.5), если в (1.6)–(1.7) ввести константы 

1M  и 

2
,M  а также сделать замену ,F F    где 

,
2

i
F F     а вместо тензора 

2

ˆ ( )Ek   не-

обходимо ввести 
2 2

ˆ ˆ( ) .M M kk W     

Учитывая вклады спиновых поляризуемо-

стей  
1EL   и  

1ML   в лагранжиан (1.3) в фор-

мализме ДКП, получим 

 
 

1 12
ˆ ˆ ,

E E k

k k

L i
m

F F W W

 

     


     

       
   

 
 

1 12
ˆ ˆ .

M M k

k k

L i
m

F F W W

 

     


     

       
           (1.8) 

Десятимерные волновые функции в форма-
лизме ДКП представлены с помощью элементов 
полной матричной алгебры AB  [10] 

( ) ( ) 1 ( ) [ ]1
[ ]

1
( ) ( ) ( ) .

2
r r rp p p 

         

В этом соотношении 

( ) ( )( ) ,
2

r ri
p     

 ( ) ( ) ( )
[ ]

1
( ) ,

2
r r rp p p

m
          

( )r
  – компоненты векторов поляризации части-

цы спина 1, а AB  – элементы полной матричной 
алгебры [10]: 

  ,AB
AC BDCD

      ,AB CD AD
BC      

для частицы спина 1 индексы , , , ,[ ],A B C D      

квадратные скобки обозначают антисимметрию 
по индексам   и .   

Волновые функции ( ) ( )r p  сопряженные 
( ) ( )r p  с учетом матрицы   имеют вид: 

 

( )

( ) 1 1[ ] ( ) ( )

( ) ( )

,
22

r

r r r

p p

i i
p p

m



 
    

    

           
    

где  ( ) ( )* ( )
4, .r r r

i    

В системе покоя мишени в приближении, 
когда импульс отдачи частицы равен нулю, ла-
гранжины (1.8) принимают вид 

   1 1
4 ,E EL S EE      

                 (1.9) 

   1 1
4 .M ML S HH      

    

Определим теперь спиновые структуры ам-
плитуды комптоновского рассеяния на частице 
спина 1 в матричном 10-мерном формализме 
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ДКП с учетом вкладов поляризуемостей на осно-
ве лагранжиана (1.3) следуя работе [10] 

 
 

1 1 2 2
2 2 1 1 2

1 2 1 2

ˆ, , ,
2 4

im k p k p
k p S k p M

E E

   


  
 

где М – амплитуда комптоновского рассеяния, 
которая является суммой вкладов поляризуемо-
стей в соответствии с (1.4) и (1.5). 

1 1 2 2
( , ) ( , ).E M E MM M M       

Используя слагаемые лагранжиана (1.4) и (1.5) 

1

ˆ ( )EL   и 
1

ˆ ( ),ML   а также предыдущую мето-

дику определения вкладов в амплитуду компто-
новского рассеяния поляризуемостей, получим 
спиновую структуру амплитуды в матричном  
10-мерном формализме ДКП [6]:  

 




1 1

1

1

2 1

1 2

(2) (1) (1) (2)

(2) (1) (1) (2)

( ) ( )
2 1

( , )

ˆ ˆ( ) ( ).

E M k

E

M

r r
k

M i k k
m

F F F F

F F F F

p W W P p



   

   

  


     

     

    

      

   
  (1.10) 

В уравнении (1.10) введены обозначения: 
* *

2 2( ) ( )(2)
2 2 ,F k e k e 

       1 1( ) ( )(1)
1 1 ,F k e k e 

       

в свою очередь  

(1) (1)

2

i
F F    

8 8  и (2) (2) ,
2

i
F F    

8 8  

 1 2

1
,

2
P p p 

    

1p  и 2p  – импульсы начальной и конечной час-

тицы спина единица. 
В системе покоя мишени и в пренебреже-

нии отдачей частицы мишени  амплитуда (1.10) 
принимает вид:  

 

 
 

*
2

1 1

*
2 1

1

* *
2 1 1

1

( )
1 2 1 2

( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 1

( , ) 4

,

r
E M

E

r
M

M i

S e e

S n e n e

 

 

          

    

         



  

    

 

где 2
2

2

k
n 






 и 1
1

1

.
k

n 





 

Если в выражении (1.10) перейти к ковари-
антному тензорному представлению амплитуды 
рассеяния вперед, то получим  


 

1 1

1

1

3

(2) (1) (1) (2)

(2) (1) (1) (2) (2)* (1) (2)* (1)

2
( , )

.

E M k k

E

M

M k p p p
m

F F F F

F F F F

     

   

       


      

     

       
   

 

Поскольку рассматривается рассеяние впе-
ред, то в тензорах ( ) ,nF  1, 2n   нужно положить 

1 2 .k k k   

В рамках вышеприведенного подхода опре-
делим теперь релятивистски-инвариантный лага-
ранжиан и амплитуду, в которых, как было пока-
зано в работе [3], учитываются вклады спиновых 
поляризуемостей, связанных с электрическим 
квадрупольным моментом комптоновского рас-
сеяния: 

   2

2 2
ˆ ˆ .

E

E k k k

k k

L F F F F
m

W W

   

  


       

       

  

  (1.11) 

Используя лагранжиан (1.11) и определение 
S – матричного элемента, получим амплитуду M 
в матричном 10-мерном формализме ДКП: 

 

 
 

2 2

2

1

( )
2

( )
1

(2) (1) (1) (2)
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   

       
   

  

    (1.12) 

В системе покоя мишени и в пренебреже-
нии отдачей частицы мишени, лагранжиан (1.11) 
принимает вид: 

 
2 2

ˆ4 ,E E ik i kL E H S                 (1.13) 

а амплитуда (1.12) выглядит следующим образом: 
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       (1.14) 

В уравнениях (1.13) и (1.14) 
*

2( )r


 и 1( )r


 
векторы поляризации конечной и начальной час-

тицы, а 
*

2( )e   и 1( )e   – аналогичные векторы по-

ляризации фотонов, тензор   1
.

2ik i k k iE E E     

Амплитуда рассеяния вперед в ковариант-
ном тензорном представлении с учетом вклада 

2E  имеет вид: 
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где в тензорах ( ) , 1, 2nF n   нужно положить 

1 2 .k k k   

Эффективный лагранжиан двухфотонного 
взаимодействия с частицей спина 1 с учетом 
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вклада спиновой поляризуемости, связанной с 
магнитным квадрупольным моментом компто-
новского рассеяния [3], в данном подходе опре-
деляется следующим образом: 

   2

2 2
ˆ ˆ .

M

M k

k k

L i F F F F
m

W W
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  

 (1.15) 

Как следует из (1.15), в системе покоя ми-
шени и в пренебрежении отдачей частицы, эф-
фективный лагранжиан принимает вид: 

 
2 2

ˆ4 ,M M ki k iL H S E                (1.16) 

тензор kiH  в уравнении (1.16) имеет вид:  

 1
.

2ki k i i kH H H     

Используя лагранжиан (1.15), получим вклад 
спиновой  поляризуемости 

2M  в амплитуду в 

10-мерном формализме ДКП: 
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(1.17) 

В нерелятивистском приближении эта амплитуда 
определяется следующим образом:  

    
     

  

* *
2 2 1

2 2

* *
2 1 1 2

*
2 1 1

( ) ( ) ( )
1 2

( ) ( ) ( ) ( )
2 1 1 1 2 2

( ) ( ) ( )
2 1 1

ˆ4

ˆ ˆ

ˆ .

r
M M

r

M Sk k e e

Sk k e e k e S k e

k e S ke

 

   

 

          

        

    

    

       

   

 

Из (1.17) следует амплитуда рассеяния вперед в 
ковариантном тензорном представлении: 
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где в тензорах ( ) ,nF  1, 2n   нужно положить 

1 2 .k k k   

 
2 Выводы 
Таким образом, в рамках формализма ДКП 

получены в ковариантной форме лагранжианы 
двухфотонных взаимодействий с адронами спина 
1 с учетом спиновых поляризуемостей, которые 
характерны для частиц спина ½. 

На основе этих лагранжианов вычислены 
ковариантные спиновые структуры амплитуды 
комптоновского рассеяния на адронах спина 1. 

Установлено, что в низкоэнергетическом 
приближении спиновые поляризуемости вносят 
вклад в амплитуду комптоновского рассеяния в 
третьем порядке по энергии фотонов. 

Определены тензорно-ковариантные струк-
туры амплитуды рассеяния вперед, которые вно-
сят вклад в спиновые поляризуемости адронов 
спина 1. 
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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ 
С СФЕРОИДАЛЬНЫМИ МЕТАЛЛИЧЕСКИМИ НАНОЧАСТИЦАМИ 
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Гродненский государственный университет им. Я. Купалы, Гродно 
 

INTERACTION OF ELECTROMAGNETIC RADIATION 
WITH SPHEROIDAL METAL NANOPARTICLES IN LIQUID 

L.S. Gaida, E.V. Matuk, A.Ch. Svistun 

Y. Kupala Grodno State University 
 

Приведены результаты теоретических исследований действия сил светового давления на сфероидальные серебряные 
наночастицы находящиеся в жидкости. Получены зависимости градиентной силы, сил поглощения и рассеяния от раз-
мера и расположения сфероидальных наночастиц в поле сфокусированного лазерного пучка гауссовой формы.  
 
Ключевые слова: сфероидальная металлическая наночастица, гауссов пучок, градиентная сила, силы рассеяния и по-
глощения. 
 
Results of theoretical researches of the effect of forces of light pressure upon spheroidal silver nanoparticles which are in liquid 
are given in work. Dependences of gradient force, forces of absorption and dispersion on the size and arrangement of spheroidal 
nanoparticles in the field of the focused laser beam of a Gaussian form are received.  
 
Keywords: spheroidal metal nanoparticle, Gaussian beam, gradient force, forces of dispersion and absorption. 

 
 

Введение  
Движение и управление локализацией на-

ночастиц в электромагнитном поле становится 
возможным благодаря воздействию на наноча-
стицы силы светового давления. Управление ло-
кализацией наночастиц с помощью лазерного из-
лучения широко используется при исследовании 
вирусов и бактерий, молекул ДНК, процессов, 
происходящих внутри живой клетки, и др. [1]. 

На сегодняшний день существует множест-
во работ, посвященных перемещению наноча-
стиц сферической формы под действием сил све-
тового давления лазерным излучением (назовем 
лишь некоторые из них [1]–[4]). В этих же рабо-
тах можно найти ссылки и на результаты иссле-
дований других авторов. 

Более интересным является случай несфе-
рических наночастиц (сфероидов). Для сферои-
дов значение компонент силы светового давле-
ния значительно отличается от тех же компо-
нент, действующих на сферические наночасти-
цы, что связано с ориентацией частиц в электро-
магнитном поле падающей волны. Сфероиды 
являются более адекватными, чем сферы, моде-
лями для многих биологических частиц, в част-
ности, эритроцитов и их линейных агрегатов [5], 
[6]. Правильный выбор фазовой функции рассея-
ния света, как отдельным эритроцитом, так и 
эритроцитарными агрегатами и другими сферои-
дальными частицами важен при моделировании 
распространения света в крови и в содержащих 
кровь тканях [6]. 

Несмотря на большое число работ по опти-
ческой манипуляции сфероидальных наноча-
стиц, процесс динамики их движения, насколько 
нам известно, не нашел должного рассмотрения. 
Поэтому в данной работе нами предпринята по-
пытка устранить данный пробел. 
  

1 Основные соотношения 
При рассмотрении сил светового давления, 

действующих на наночастицу, условно выделяют 
две составляющие: компоненту силы, дейст-
вующую вдоль градиента интенсивности поля и 
отличную от нуля только в неоднородном элек-
трическом поле, т. е. градиентную силу gradF  

,( grad xF  и ,grad yF  – компоненты силы, действую-

щие поперек лазерного луча, и ,grad zF  – компо-
нента, действующая вдоль лазерного луча), и 
силу, действующую вдоль направления распро-
странения излучения, являющуюся суммой сил 
поглощения absF и рассеяния .scatF  Таким обра-
зом, полную силу светового давления можно 
представить в виде [2], [4]: 

.light grad abs scatF F F F     (1.1) 
Для сферических наночастиц общий вид для 

всех компонент силы светового давления можно 
найти в работах [4], [2], для частиц произвольной 
формы и объема задача вычисления силы свето-
вого давления является весьма сложной. Поэто-
му в настоящей работе мы будем рассматривать 
частицу в форме сфероида. 

ФИЗИКА
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Для получения явного вида выражений для 
компонент силы светового давления рассмотрим 
сфокусированный тонкой линзой пучок гауссо-
вой формы распространяющийся вдоль оси z в 
декартовой системе координат (x, y, z). В случае 
поглощающей наночастицы в приближении Рэ-
лея, когда размеры наночастицы малы по срав-
нению с длиной волны излучения, компоненты 
силы светового давления имеют вид [7], [8]: 

2 ( , , )
( , , ),mgrad n x y z

F I x y z
c

 
   

( , , ) ( )
,abs m absn I x y z z

F
c


       (1.2) 

( ) ( , , )
,scat m scatn z I x y z

F
c


  

где ( , , ) ( , , ) i ( , , )x y z x y z x y z       – поляризу-

емость металлической наночастицы, ( , , )I x y z  – 

интенсивность излучения, действующего на на-
ночастицу,   – оператор градиента, ( )abs z  и 

( )scat z  – сечение поглощения и рассеяния, c  – 

скорость света в вакууме, mn  – показатель пре-

ломления жидкости.  
Выражение для интенсивности падающего 

электромагнитного поля имеет вид [9]: 

0
2 2

2 2

2 2 2
0

( , , )
(1 / ) ( / )

exp ,
(1 / ) ( / )

д

д

I
I x y z

z f z z

x y

z f z z
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 

    
      

    (1.3) 

где f  – фокусное расстояние линзы, 0I  – вход-

ная интенсивность излучения в центре пучка, 
2
0д mz k   – дифракционная длина пучка, 0  – 

радиус пучка, mk  – волновое число. 

 
2 Зависимость сечения поглощения и рас-

сеяния от формы сфероида 
С точки зрения практического применения 

больший интерес имеют наночастицы в форме 
сплюснутых или вытянутых сфероидов, которые 
получаются вращением эллипса вокруг короткой 
или длинной осей соответственно (рисунок 2.1). 
В случае вытянутого сфероида две его малые 
полуоси равны друг другу, тогда как в случае 
сплющенного сфероида две его большие полуоси 
равны друг другу. На рисунке 2.1, а) изображен 
вытянутый сфероид ,IIR R   где R  – малая 

полуось сфероида, IIR  – большая полуось. В слу-

чае сплюснутого сфероида (рисунок 2.1, б), 

IIR R  где R  – большая полуось сфероида, 

IIR  – малая полуось [10]. 

Значение поляризуемости для сфероида из-
меняет свое значение в зависимости от положе-
ния частицы. Выражения для поляризуемости 
вдоль оси x = y и z имеют вид [10]: 

2 ( )
( ) ( ) ,

3 ( ( ) )
p mII

m p m

R R
x y

L




   
   

     
 

2 ( )
( ) ,

3 ( ( ) )
p mII

m II p m

R R
z

L


   
 

     
       (2.1) 

где IIL  и L  геометрические факторы деполяри-

зации [11] удовлетворяют соотношению 

2 1L LII    и для сфер 
1

,
3

L   m  – диэлек-

трическая проницаемость среды, в которой рас-
положен сфероид, ( )p   – диэлектрическая про-

ницаемость металлической наночастицы, зави-
сящая от частоты падающего излучения ( ).  

 

 
Рисунок 2.1 – Геометрия вытянутой 

сфероидальной наночастицы (а) 
и сплюснутой сфероидальной наночастицы (б) 

 
Геометрический фактор деполяризации сфе-

роида ,IIL  в случае ,IIR R   имеет вид [12]: 

 2 1
1 ln 1 ,

2 1
s s

II s
s

e e
L e

e

 
    

   (2.2) 

где 1 /s IIe R R   – эксцентриситет сфероида. 

В случае IIR R  геометрический фактор 

деполяризации IIL  имеет вид 
2(1 )(1  ).II s s sL e e arctg e     (2.3) 

Выражения для сечения поглощения и рас-
сеяния имеют вид [10]: 
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3
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Л.С. Гайда, Е.В. Матук, А.Ч. Свистун 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (34), 2018 26 

3 Колебания сфероида на оси лазерного луча 
Из (1.2)–(2.4) для декартовых компонент 

силы рассеяния находим выражения  

0
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(3.1) 
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где 
21 ( / )д

f
zw f z




 – точка перетяжки лазер-

ного пучка. 
 Отклонение сфероида от центра лазерного 
пучка будем определять тремя углами  

( , , ) arccos ,
( , , )

xF
x y z

F x y z
   

( , , ) arccos ,
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yF
x y z

F x y z
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zF
x y z

F x y z
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2 2 2( , , ) x y zF x y z F F F           (3.2) 

где ( , , ),x y z  ( , , ),x y z  ( , , )x y z  – углы откло-

нения сфероида от осей координат , ,x y z  соот-

ветственно.   

4 Результаты и их обсуждения 
Для оценки компонент сил светового давле-

ния, действующих на сфероид, рассмотрим неко-
торые частные случаи. В качестве материальных 
параметров возьмем следующие. Лазерное излу-
чение на длине волны 532 нм с мощностью 
30 мВт и радиусом пучка 0.5·10-3 м, фокусирует-
ся на кювету с жидкостью ( mn =1,33), содержа-

щей сфероиды, линзой с фокусным расстоянием, 
равным f = 0.1 м. Исследуемыми объектами яв-

ляются серебряные наночастицы с комплексным 
показателем преломления 

( ) ( ) 0.06 3.586,pn i       

соответствующим длине волны 532 нм [13], плот-
ность материала наночастицы ρ = 10500 кг/м3 [14]. 

На рисунке 4.1 представлены графики зави-
симости компонент сил светового давления, дей-
ствующих на сфероид вдоль оси лазерного пучка 
от его перемещения для случая ,IIR R   рассчи-

танные по формулам (3.1) для радиусов сферои-
да IIR  = 120 нм (1), 150 нм (2), 180 нм (3) и 

R  =50 нм.  

На рисунке 4.2 представлены графики зави-
симости компонент сил светового давления, дей-
ствующих на сфероид вдоль оси лазерного пучка 
от его перемещения для случая ,IIR R  рассчи-

танные по формулам (3.1) для радиусов сферои-
да R = 120 нм (1), 150 нм (2), 180 нм (3) и 

IIR = 50 нм. 

Анализируя полученные зависимости ком-
понент сил светового давления, действующих на 
металлическую наночастицу, имеющую форму 
сфероида, расположенного в жидкости, от пере-
мещения, можно сделать следующие заключения: 

1. Преимущественное смещение сфероида 
происходит под действием силы рассеяния, ко-
торое связано с прямо пропорциональной зави-
симостью между поляризуемостью и объемом 
сфероида. 

2. Кривые зависимости компонент сил све-
тового давления от перемещения сфероида име-
ют схожую форму для вытянутого и сплюснуто-
го сфероида. Однако компоненты сил значитель-
но возрастают в случае ,IIR R  что связано с 

отличием коэффициента деполяризации для про-
дольного и поперечного расположения сфероида 
на оси лазерного луча.   

3. В области за точкой перетяжки продоль-
ная компонента градиентной силы изменяет знак 
и становится противоположно направленной си-
ле рассеяния [15]. 

На рисунке 2.4 представлена зависимость 
угла отклонения ( , , )x y z  вытянутого сфероида 

относительно декартовой оси z. Полученная за-
висимость имеет схожую кривую и для сплюсну-
того сфероида. 
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Рисунок 4.1 – Графики зависимости силы рассеяния (а), силы поглощения (b) 
и градиентной силы (с) от перемещения сфероида в случае ,IIR R   рассчитанные по формулам (3.1) 

для трех радиусов сфероида IIR  = 120 нм (1), 150 нм (2), 180 нм (3) и R  = 50 нм 

 

 
Рисунок 4.2 – Графики зависимости силы рассеяния (а), силы поглощения (b) 

и градиентной силы (с) от перемещения сфероида в случае ,IIR R  рассчитанные по формулам (3.1) 

для трех радиусов сфероида R  = 120 нм (1), 150 нм (2), 180 нм (3) и IIR  = 50 нм 

 

 
 

Рисунок 4.3 – Зависимость угла отклонения ( , , )x y z  от перемещения вытянутого сфероида 

вдоль оси z, полученная на основе математического моделирования выражения (3.2) 
 

Из рисунка 4.3 видно, что отклонение сфе-
роида от оси лазерного луча является незначи-
тельным. Максимальное значение угла наклона 

( , , )x y z  составляет 3,4·10-8 град. Приближенное 

значение углов ( , , ),x y z  ( , , ),x y z  характери-

зующих отклонение сфероида от осей x и y со-
ставляет ~ 1.57 град. 

Следует отметить, что теоретические значе-
ния компонент сил светового давления лазерного 
излучения, действующих на металлические сфе-
роиды, могут отличаться от экспериментальных 
значений, т. к. в расчетах не учитывались процессы 

образования парового облака в окрестности на-
ночастиц и процессы вскипания жидкости, кото-
рые возникают в результате длительного воздей-
ствия лазерным излучением на наночастицу и 
среду [16].  

 
Заключение 
В работе теоретически исследованы осо-

бенности сил светового давления, действующих 
на металлическую наночастицу в форме сферои-
да в поле сфокусированного лазерного пучка с 
гауссовым распределением интенсивности в 
жидкости. 
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Показано, что силы светового давления су-
щественно зависят от формы частицы, а также от 
ее ориентации по отношению к направлению 
падающего излучения. 

Получены численные значения для трех 
компонент силы светового давления, действую-
щей на серебряную сфероидальную наночастицу, 
находящуюся на оси лазерного пучка, и показа-
но, что до точки перетяжки пучка продольная 
компонента градиентной силы, как и сила рас-
сеяния, действует в направлении его распростра-
нения. В области за точкой перетяжки продоль-
ная компонента градиентной силы изменяет знак 
и становится противоположно направленной си-
ле рассеяния. 

Результаты работы могут стать основой для 
дальнейших теоретических и экспериментальных 
исследований по влиянию сил светового давле-
ния лазерного излучения гауссовой формы на 
металлические сфероидальные наночастицы в 
жидкостях.  

Авторы признательны А.А. Афанасьеву за 
обсуждение полученных результатов и замеча-
ния при подготовке статьи. 
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УДК 539.12.01 

РЕЛЯТИВИСТСКИЕ СЕЧЕНИЯ РАССЕЯНИЯ СИСТЕМЫ ДВУХ ЧАСТИЦ 
С ПОТЕНЦИАЛАМИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ, СОДЕРЖАЩИМИ «БАРЬЕР» 

В.Н. Капшай, С.И. Фиалка 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

RELATIVISTIC SCATTERING CROSS SECTIONS OF A TWO-PARTICLE 
SYSTEM IN THE CASE OF INTERACTION POTENTIALS 

CONTAINING A “BARRIER” 

V.N. Kapshai, S.I. Fialka 

F. Scorina Gomel State University 
 

Квазипотенциальные уравнения для состояний рассеяния системы двух частиц с произвольным орбитальным момен-
том исследуются в релятивистском конфигурационном представлении. Рассмотрен случай сферически-симметричных 
потенциалов взаимодействия, содержащих «барьер». Представлены результаты численных расчётов сечений рассея-
ния, детально обсуждается их резонансное поведение. Проведён сравнительный анализ решений релятивистских и не-
релятивистской задач.  
 
Ключевые слова: квазипотенциальный подход, уравнение Логунова – Тавхелидзе, уравнение Гросса, уравнение Кады-
шевского, релятивистское конфигурационное представление, резонансные состояния. 
 
Quasipotential equations for scattering states of a two-particle system with arbitrary angular momentum are investigated in the 
relativistic configuration representation. The case of spherically symmetric interaction potentials containing a “barrier” is con-
sidered. Scattering cross sections obtained from numerical calculations are presented, their resonant behavior is discussed in de-
tail. Relativistic and non-relativistic results are compared.  
 
Keywords: quasipotential approach, Logunov – Tavkhelidze equation, Gross equation, Kadyshevsky equation, relativistic con-
figuration representation, resonant states. 

 
 

Введение  
В нерелятивистской квантовой теории ши-

роко используются интегральные уравнения 
Липпмана – Швингера и Шрёдингера в конфигу-
рационном (координатном) представлении как 
универсальный инструмент для наиболее на-
глядного описания процессов взаимодействия 
частиц. В то же время, всё чаще возникает необ-
ходимость использования более глубоких и фи-
зически строгих подходов – релятивистских. Ис-
пользование уравнений квазипотенциального 
типа позволяет перейти от хорошо разработан-
ной нерелятивистской теории к релятивистской 
наиболее безболезненно, но только в импульс-
ном представлении (ИП). В случае отличного от 
нуля орбитального момента системы частиц, ин-
тегральные квазипотенциальные уравнения в 
релятивистском конфигурационном представле-
нии (РКП) долгое время практически не иссле-
довались, так как эта задача представлялась 
чрезвычайно громоздкой. Тем не менее, такой 
подход представляет большой интерес, так как 
имеет ряд преимуществ по сравнению с подхо-
дом, основанным на решении интегральных ква-
зипотенциальных уравнений в ИП. 

В настоящей работе непосредственно в РКП 
решены интегральные квазипотенциальные урав-
нения с потенциалами взаимодействия, содер-
жащими «барьер». При решении использованы 

результаты работы [1], где предложено удобное 
для расчётов определение релятивистских пар-
циальных волн, найден явный вид и определены 
свойства парциальных свободных функций Гри-
на в РКП для различных вариантов квазипотен-
циальных уравнений.   

 
1 Квазипотенциальные уравнения с су-

перпозицией δ-потенциалов  
В рамках квазипотенциального подхода рас-

смотрим релятивистскую задачу о рассеянии 
двух бесспиновых частиц одинаковой массы m в 
системе центра масс. В РКП в случае локального 
сферически-симметричного квазипотенциала 
задачу можно свести к решению радиальных 
интегральных уравнений для волновой функции 
относительного движения частиц [1] ( 1) :c   
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( , ) ( , )

( ; , ) ( , ) ( , ) .

q q

q q q

r s r

G r r V r r d r
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 




    (1.1) 

Здесь q  – быстрота, которая связана с энергией 

двухчастичной системы соотношением 
2 2 ch ;q qE m   ( , )qV r  – оператор взаимодей-

ствия (квазипотенциал). В отсутствии взаимо-
действия решением радиальных уравнений (1.1) 
являются релятивистские парциальные волны [1]: 
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В ИП было предложено множество вариантов 
квазипотенциальных уравнений, разница между 
которыми – вид свободной функции Грина. Пар-
циальные свободные функции Грина в РКП свя-
заны со свободной функцией Грина в ИП форму-
лой [1]: 

0
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Здесь рассмотрим три варианта квазипотен-
циальных уравнений, полученных изначально в 
ИП: уравнение Логунова – Тавхелидзе, уравне-
ние Гросса и уравнение Кадышевского. Соответ-
ствующие парциальные свободные функции 
Грина в РКП были найдены и исследованы в ра-
боте [1]: 
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Уравнения (1.1) допускают точное решение 
в случае оператора взаимодействия в виде су-
перпозиции N δ-функций, отличных от нуля в 
точках :  

1
( , ) ( ) ( ).

N

q qV r D r 


               (1.2) 

Подстановка (1.2) в (1.1) приводит к уравнениям 
вида:  
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Используя в (1.3) вместо переменной r  значения 

  ( 1,2,..., ),N   получаем обычную матрич-

ную задачу относительно значений радиальных 
волновых функций ( , )q r   при :r    
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       (1.4) 

На основе асимптотического поведения волно-
вой функции на больших расстояниях можно 
определить парциальные амплитуды и сечения 
рассеяния [1]:  
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Выбирая специальным образом коэффици-
енты D  при δ-функциях, можно получить при-
ближённое решение для широкого класса квази-
потенциалов.  

 
2 Численное решение задачи с гладкими 

модельными потенциалами 
Если функция гладкого квазипотенциала 

( , )qV r  убывает с ростом r, то диапазон изме-

нения переменной r (0 )r    можно разделить 

на две части: конечную 0 Nr r  , где суперпо-
зиция δ-потенциалов используется вместо глад-
кого потенциала ( , )qV r  и полубесконечную 

,Nr r  где потенциальное поле пренебрежимо 
мало и полагается равным нулю. Выбрав затем  

( ) ( , ),q qD h V       1( );h r r     

1( ) / 2;r r      1,2,..., ,N   

формулы (1.4), (1.5) можно использовать для 
численного решения задачи с гладким квазипо-
тенциалом ( , ).qV r  Отметим, что к аналогично-

му результату приводит использование в (1.1) 
квадратурной формулы центральных прямо-
угольников с переменным шагом. 

В качестве оператора взаимодействия рас-
смотрим не зависящий от энергии 2 qE  потенци-

ал, содержащий «барьер»  
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Потенциал (2.1) получен нами в результате реля-
тивистского обобщения модельного квантовоме-
ханического потенциала: 



Релятивистские сечения рассеяния системы двух частиц с потенциалами взаимодействия, содержащими «барьер» 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (34), 2018 31

2( ) exp( ).NRV r Ar r                  (2.2) 

Процедура релятивистского обобщения заклю-
чалась в замене в импульсном представлении 
квадрата переданного импульса в евклидовом 
пространстве на квадрат переданного импульса в 
пространстве Лобачевского.  

Множество различных методов численного 
решения задач квантовой механики и квантовой 
химии отработано на потенциале (2.2) [2]–[5]. 
Данный потенциал, в случае положительного 
параметра A, исключает присутствие связанных 
состояний и позволяет наблюдать узкие резонан-
сы. В отличие от (2.2), потенциал (2.1) в начале 
координат принимает некоторое положительное 
ненулевое значение, а с увеличением r переходит 
в нерелятивистский потенциал. В нерелятивист-
ском пределе, когда ,m   потенциалы (2.1) и 
(2.2) совпадают во всей области изменения пере-
менной r. 

На рисунке 2.1 приведены численные рас-
чёты парциальных сечений рассеяния при 0,  
которые получены на основе радиального урав-
нения Логунова – Тавхелидзе с потенциалами 
(2.1) и (2.2) с параметрами 15,A   1   при 

1.m   В данном случае частицы могут на неко-
торое время образовать связанное состояние с 

резонансным значением энергии 2 6,qE   что 

хорошо видно на рисунке 2.1 а на примере по-
тенциала (2.1): функция парциального сечения 
имеет скачок в окрестности резонансного значе-

ния энергии 2 5,818...,qE   а волновая функция в 

начале координат имеет такое же поведение как 
в случае связанного состояния двухчастичной 
системы. Зависимость парциального сечения от 
количества используемых δ-функций N, приве-
дённая на рисунке 2.1 б, позволяет наглядно оце-
нить точность численного метода. На рисунке 
2.1 в видно, что описание взаимодействия с ис-
пользованием релятивистского «барьера» (2.1) 
приводит к меньшей ширине и энергии резонан-
сов, чем при использовании потенциала (2.2). 

На рисунке 2.2 приведены численные рас-
чёты парциальных сечений рассеяния при 0  
в зависимости от импульса sh ,qq m   которые 

получены на основе трёх вариантов квазипотен-
циальных уравнений с потенциалом (2.1) и урав-
нения Липпмана – Швингера с потенциалом (2.2) 
(нерелятивистский предел квазипотенциальных 
уравнений). Видно, что увеличение параметра A 
(увеличение высоты барьера) приводит к росту 
энергии и уменьшению ширины резонансов, а 
также к увеличению разницы между результата-
ми решения разных уравнений. Аналогичные 
расчёты для случая 1  представлены на ри-
сунке 2.3.  

На рисунках 2.2 и 2.3 видно, что при увели-
чении параметра A резонансная энергия растёт 
быстрее в случае релятивистских уравнений по 
сравнению с нерелятивистским случаем, а резо-
нансная энергия в случае уравнения Логунова –
Тавхелидзе всегда принимает некоторое проме-
жуточное значение по отношению к соответст-
вующим значениям для уравнений Кадышевско-
го и Гросса. 

При рассматриваемом типе взаимодействия, 
полное сечение рассеяния не представляет инте-
реса с точки зрения наглядности резонансных 
эффектов, однако позволяет оценить разницу 
между релятивистским подходом и нерелятиви-
стским. На рисунке 2.4 видно, что функция пол-
ного сечения рассеяния, рассчитанная на основе 
уравнения Логунова – Тавхелидзе с релятивист-
ским потенциалом (2.1), принимает меньшее 
значение при q = 0 и убывает быстрее с ростом 
энергии, по сравнению с функцией полного се-
чения рассеяния, рассчитанной на основе нере-
лятивистского уравнения Липпмана – Швингера 
с потенциалом (2.2). Это согласуется с тем, что 
нерелятивистский подход применим для случаев 
низких энергий. Разница между результатами 
решения разных вариантов квазипотенциальных 
уравнений в выбранном масштабе практически 
не заметна и поэтому не приводится. 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Зависимость парциального сечения σ0 от энергии 2Eq для уравнения  
Логунова – Тавхелидзе с потенциалами VRel и VNR при A=15   

(а – дополнительно зависимость квадрата модуля волновой функции;  
б – при разном количестве δ-функций N; в – для двух вариантов потенциала)   
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Рисунок 2.2 – Зависимость парциального сечения σ0 ( 0)  от импульса q  
для квазипотенциальных уравнений и уравнения Липпмана – Швингера 

(а – при A = 2; б – при A = 15; в – при A = 23) 
 

 
Рисунок 2.3 – Зависимость парциального сечения σ1 ( 1)  от импульса q для квазипотенциальных 

уравнений и уравнения Липпмана – Швингера 
(а – при A = 3.2; б – при A = 30; в – при A = 56) 

 

 
Рисунок 2.4 – Зависимость полного сечения рассеяния от импульса q  

для уравнений Логунова – Тавхелидзе и Липпмана – Швингера 
(а – при A = 2; б – при A = 15; в – при A = 23) 

 

Заключение 
Рассмотрен релятивистский аналог популяр-

ной квантовомеханической задачи о рассеянии, 
где взаимодействие описывается модельным по-
тенциалом, содержащим «барьер». Потенциал 
рассмотрен в классическом виде и его релятиви-
стское обобщение. Получено численное решение 
трёх вариантов квазипотенциальных интеграль-
ных уравнений в РКП для системы двух бесспи-
новых частиц с ненулевым орбитальным момен-
том. Исследовано резонансное поведение парци-
альных сечений рассеяния. Выявлены отличия меж-
ду релятивистским подходом и нерелятивистским. 
Проверена эффективность численного метода.  
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СЕГНЕТОЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ПЛЕНОК 
ТАНТАЛАТА СТРОНЦИЯ-ВИСМУТА, НАНЕСЕННЫХ МЕТОДОМ 

ВЧ МАГНЕТРОНОГО РАСПЫЛЕНИЯ 
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FERROELECTRIC PROPERTIES OF STRONTIUM-BISMUTH TANTALATE 

THIN FILM DEPOSITED BY RF MAGNETRON SPUTTERING METHOD 

J.E. Okojie1, D.A. Golosov1, S.N. Melnikov1, 
S.M. Zavadski1, V.V. Kolos2, E.A. Poplevka1, Yu.A. Zhukovich2 

1Belarusian State University of Informatics and Radioelectronics, Minsk 
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Исследованы характеристики сегнетоэлектрических тонких пленок танталата стронция-висмута (SBT), нанесенных ме-
тодом ВЧ магнетронного распыления на Pt/TiOx/SiO2/Si подложки. Установлены зависимости диэлектрической прони-
цаемости, остаточной поляризации и коэрцитивной силы пленок SBT от режимов последующего отжига. При температуре 
отжига 800° C получены пленки с остаточной поляризацией 2Pr = 3,02 мкКл/см2, коэрцитивной силой 2Ec = 140 кВ/см. 
Диэлектрическая проницаемость и тангенс угла диэлектрических потерь на частоте 1,0 МГц составляли соответствен-
но  = 125 и tg = 0,067. Температура Кюри пленок достигала 310–315° С.  
 
Ключевые слова: энергонезависимая память, FeRAM, сегнетоэлектрики, танталат стронция-висмута, SBT, ВЧ маг-
нетронное распыление. 
 
Characteristics of ferroelectric thin films of strontium-bismuth tantalate (SBT), which were deposited by means of HF magne-
tron sputtering on Pt/TiO2/SiO2/Si substrates, are investigated. The dependences of permittivity, residual polarization, and coer-
citivity of SBT films on the modes of subsequent annealing are established. Films with the residual polarization of 2Pr = 3.02 
μC/cm2 and coercitivity of 2Ec = 140 kV/cm are obtained at the annealing temperature of 800° C. The dielectric constant and 
loss tangent at the frequency of 1.0 MHz were accordingly equal to ε = 125 and tg = 0.067. The Curie temperature of the films 
reached 310–315° C.  
 
Keywords: non-volatile memory, FeRAM, ferroelectric, strontium-bismuth tantalate, SBT, HF magnetron sputtering. 

 
 

Введение 
Сегнетоэлектрическая энергонезависимая 

память с произвольным доступом (Ferroelectric 
Random Access non-volatile Memory или FeRAM) 
является одной из наиболее перспективных ти-
пов репрограммируемой памяти [1]. FeRAM 
имеет ряд преимуществ перед другими разно-
видностями памяти: высокая скорость чтения – 
записи, большое количество циклов перезаписи, 
длительное время хранения информации и низ-
кое напряжение питания. Однако до сих пор су-
ществует ряд проблем, которые сдерживают 
крупномасштабное производство FeRAM. Клю-
чевым этапом технологии FeRAM является фор-
мирование сегнетоэлектрических конденсатор-
ных структур. Первоначально в качестве сегне-
тоэлектрического материала FeRAM рассматри-
вался цирконата-титаната свинца (PZT), который 
обладает высокими значениями остаточной по-
ляризации (2Pr = 20–40 мкКл/см2) и относитель-
но низкой температурой формирования сегнето-
электрической фазы (550–650° С). Однако даль-
нейшие исследования показали, что пленки PZT 

значительно снижают количество накапливаемо-
го заряда после 106–108 циклов переполяризации 
[2]. Поэтому в дальнейшем исследования сосре-
доточились на альтернативных сегнетоэлектри-
ческих материалах на основе висмут слоистых 
перовскитов, например, танталат стронция-
висмута (SBT), который имеет хорошую устой-
чивость к эффекту усталости (до 1012 циклов пе-
реполяризации) и низкие токи утечки [3]–[4].  

Таким образом, целью работы являлось ис-
следование диэлектрических и сегнетоэлектри-
ческих свойств пленок танталат стронция-
висмута, нанесенных методом ВЧ магнетронного 
распыления, с целью определения возможности 
их использования в FeRAM высокой плотности. 
 

1 Экспериментальная часть 
Схема экспериментальной установки нане-

сения сегнетоэлектрических тонких пленок ме-
тодом ВЧ магнетронного распыления приведена 
на рисунке 1.1. Установка выполнена на базе 
вакуумного поста Leybold-Heraeus A550 VZK. 
Камера вакуумной установки была оборудована 
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внешним фланцевым ионным источником с 
замкнутым дрейфом электронов на основе уско-
рителя с анодным слоем (ИИ), который исполь-
зовался для предварительной очистки подложек. 
Для распыления сегнетоэлектрических мишеней 
использовалась ВЧ магнетронная распылитель-
ная система RIF.039 с мишенью  39 мм (МРС). 
Для питания магнетрона использовался ВЧ ис-
точник питания (частота 13,56 MГц) с макси-
мальной выходной мощностью 1300 Вт. В каче-
стве мишени использовались диски из сегнето-
электрической керамики SrBi2Ta2O9  39 мм и 
толщиной 4 мм. В качестве подложек использо-
вались структуры Pt (150 нм)/TiO2 (50 нм)/ БФСС/ 
SiO2 (500 нм)/Si. До нанесения слоя сегнетоэлек-
трика структура нижнего Pt электрода подверга-
лась предварительному отжигу при температуре 
800 °С в атмосфере O2. Время отжига 30 мин. 
 

 
 

Рисунок 1 – Схема экспериментальной установки 
для нанесения сегнетоэлектрических тонких 

пленок методом ВЧ магнетронного распыления 
 

В ходе экспериментов подложки устанавли-
вались на расстоянии 82 мм от поверхности ми-
шени магнетрона. Камера вакуумной установки 
откачивалась до остаточного давления 8×10-4 Па. 
Предварительно производилась очистка подло-
жек ионным пучком. Для этого рабочий газ Ar 
подавался ионный источник до рабочего давле-
ния 0,02 Па. Время очистки, энергия ионов и ток 
разряда во всех экспериментах были постоянны-
ми и составляли 5 мин (режим вращения под-
ложкодержателя), 500 эВ, 70 мА соответственно.  

После очистки подложек производилось на-
несение слоев. Распыление сегнетоэлектрической 
мишени осуществлялось в Ar/O2 смеси газов. Рас-
ход рабочих газов во всех процессах поддержи-
вался постоянным и составлял QAr = 35 мл/мин, 
QO2 = 25 мл/мин. При этом давление в камере 
составляло 0,2 Pa. Расход рабочих газов контро-
лировался с помощью автоматических регулято-
ров расхода газа РРГ-1 (РРГ). В процессе нане-
сения мощность разряда магнетрона поддержи-
валась постоянной и составляла 80 Вт. Уровень 
отраженной мощности не превышал 3 Вт. Время 

нанесения во всех экспериментах было постоян-
ным и составляло 120 мин. При этом толщина 
нанесенных пленок составляла порядка 500 нм. 

Для формирования сегнетоэлектрической 
структуры нанесенные пленки подвергались по-
следующему кристаллизационному отжигу в 
установке ИК нагрева «Изоприн». Температура 
отжига Tan изменялась от 700 до 800° С. Время 
отжига составляло 10 мин. 

Толщина нанесенных слоев определялась с 
помощью оптического интерферометрического 
профилометра ПОИ-08. Структура и фазовый 
состав пленок SBT определялись методом рент-
геновской дифракции на рентгеновском дифрак-
тометре Ultima IV в CuKα-излучении. Рентгено-
граммы снимались при комнатной температуре в 
диапазоне углов 2θ = 20–90°. СЭМ изображения 
получены с посмощью высокоразрешающего 
автоэмиссионного растрового электронного мик-
роскопа Hitachi S-4800.  

Для измерения электрофизических характе-
ристик сегнетоэлектрических тонких пленок соз-
давались конденсаторные структуры. Для этого 
на отожженную сегнетоэлектрическую пленку 
методом ионно-лучевого распыления через мас-
ку наносился верхний Ni электрод. Площадь кон-
денсаторов составляла 0,096 мм2. Емкость, тан-
генс угла диэлектрических потерь и вольт-
фарадные характеристики получены с использо-
ванием измерителя иммитанса Е7-20 на частотах 
25–106 Гц. Значения диэлектрической проницае-
мости рассчитывались исходя из толщины ди-
электрического слоя и емкости конденсаторной 
структуры по формуле 

0

,
Cd

S
 


 

где С – емкость конденсатора, d – толщина слоя 
сегнетоэлектрика, 0 = 8,8510-12 Ф/м, S – пло-
щадь конденсатора.  

Для измерения гистерезиса использовался 
метод Сойера – Тауэра. Кривые гистерезиса ре-
гистрировались с помощью цифрового осцилло-
графа С8-46. Кривые гистерезиса получены при 
напряженности поля 250 кВ/см на частоте 50 Гц.  
 

2 Результаты и обсуждение 
Исследованы характеристики сегнетоэлек-

трических тонких пленок SBT, нанесенных ме-
тодом ВЧ магнетронного распыления на Pt/TiO2/ 
БФСС/SiO2/Si подложки (БФСС – борофосфоро-
силикатное стекло). Установлено, что непосред-
ственно после нанесения пленки имели аморф-
ную структуру с гладкой поверхностью (рисунок 
2.1, а). Анализ нанесенных пленок методом 
рентгеновской дифракции также подтвердил 
аморфную структуру пленок (рисунок 2.2). На 
спектре присутствовали интенсивные пики пла-
тины (111) 2θ = 39,80, (200) 2θ = 46,29, (311) 
2θ = 81,35, (222) 2θ = 85,81 и кремния (200) 
2θ = 32,96, (400) 2θ = 69,13.  
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При кристаллизационном отжиге первона-
чально формировалась фаза пирохлора. При уве-
личении температуры фаза пирохлора преобра-
зовывалась в промежуточную фазу флюорита. 
Формирование фазы Ауривиллиуса наблюдалось 
только при температуре отжига более 760° С. 
При формировании сегнетоэлектрической фазы 
структура пленок SBT становилась зернистой в 
виде квазисферических кристаллитов размером 
200–300 нм (рисунок 2.1, б). При увеличении 
температуры отжига размеры зерен увеличива-
лись, что приводило к формированию на поверх-
ности пленки пор размером до 50–70 нм. 
 

а) 

 

б) 

 

 

Рисунок 2.1 – СЭМ изображение поверхности 
пленки SBT непосредственно после нанесения 
(а), и после отжига при температуре 780° С (б) 

 

 
 

Рисунок 2.2 – Дифрактограммы пленок SBT 
непосредственно после нанесения (а) и после 

отжига при различной температуре:  
б – 740° C, в – 800° С 

Нанесение верхнего электрода производи-
лось после кристаллизационного отжига пленок 
SBT. На рисунке 2.3 представлено поперечное 
сечение сформированного сегнетоэлектрическо-
го конденсатора. Установлены зависимости ди-
электрической проницаемости, поляризации и 
коэрцитивной силы пленок SBT от режимов кри-
сталлизационного отжига. Непосредственно по-
сле нанесения пленки SBT являлись линейными 
диэлектриками. Среднее значение диэлектриче-
ской проницаемости пленок на частоте 1,0 МГц 
составляло  = 22 при тангенсе угла диэлектри-
ческих потерь tgφ порядка 0,04 (рисунок 2.4). 
При уменьшении частоты отмечалось увеличе-
ние ε и снижение tgφ. 

Для пленок SBT, отожженных при темпера-
турах 600–740° С, и имеющих структуру пиро-
хлора, были характерны высокие значения тан-
генса угла диэлектрических потерь на низких 
частотах, до 0,8. При более высоких температу-
рах и формировании структуры Ауривиллиуса 
диэлектрическая проницаемость резко увеличи-
валась до 90–100 единиц и далее росла с увели-
чением температуры (рисунок 2.5). Для образцов 
отожженных при температуре 800° С диэлектри-
ческая проницаемость пленок достигала 124 
единиц. При этом тангенс угла диэлектрических 
потерь составлял порядка 0,067. При повышении 
температуры более 820–840° С происходила де-
градация нижнего электрода, при которой на 
пленке Pt появлялись разрывы и формирующие-
ся на поверхности Pt пленки шипы закорачивали 
конденсаторы.   

 

 
 

Рисунок 2.3 – СЭМ изображение поперечного 
сечения структуры Ni/SBT/Pt после отжига 

пленки SBT при температуре 780° С 
 

Формирования гистерезиса поляризации так-
же наблюдалось при температурах отжига более 
740° С. При увеличении температуры площадь 
гистерезиса увеличивалась как за счет увеличе-
ния остаточной поляризации, так и коэрцитивно-
го поля (рисунок 2.6). На рисунке 2.7 представ-
лены зависимости остаточной и максимальной 
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поляризации от температуры отжига. При темпера-
туре отжига 800° С и напряженности поля 250 кВ/см 
значения максимальной поляризации, остаточ-
ной поляризации и коэрцитивной силы состави-
ли соответственно 2Pmax = 9,98 мкКл/см2, 2Pr = 
= 3,02 мкКл/см2, 2Ec = 140 кВ/см. 
 

а) 

б) 

Рисунок 2.4 – Частотные зависимости емкости 
(а) и тангенса угла диэлектрических потерь (б) 

сформированных конденсаторных структур 
Ni/SBT/Pt (без отжига SBT) 

 

 
Рисунок 2.5 – Зависимость диэлектрической 

проницаемости (а) и тангенса угла 
диэлектрических потерь (б) сформированных 

конденсаторных структур Ni/SBT/Pt 
от температуры 

 
Плотность тока утечки JL пленок SBT при 

нулевом смещении для всех температур отжига 
составляла порядка 10-6 А/см2. При напряженно-
сти электрического поля 100 кВ/см2 для пленок 
SBT со структурой пирохлора плотность токов 
утечки достигала 10-5 А/см2 и резко увеличива-
лась до 5×10-3 А/см2 при формировании смешанной 
фазы. При дальнейшем увеличении температуры 

отжига и формировании фазы Ауривиллиуса JL 
опять снижалась до 5×10-4 А/см2. 

Температура Кюри нанесенных пленок оп-
ределялась по максимуму на зависимости емко-
сти конденсаторной структуры от температуры. 
Анализ температурных зависимостей емкости 
показал, что при температурах отжига менее 
740° С фазовый переход отсутствовал, что сви-
детельствовало об отсутствии сегнетоэлектриче-
ской фазы в пленках. Фазовый переход появлял-
ся при формировании сегнетоэлектрической фа-
зы. Температура Кюри пленок SBT составляла 
порядка 310–315° С (рисунок 2.8) и незначитель-
но изменялась в зависимости от температуры 
отжига образцов. Это примерно на 20–25° С 
меньше, чем сообщалось для объемных образцов 
SBT, TK которых составляет 338° С [5]. Характе-
ристика имела широкий температурный интер-
вал фазового перехода.  
 

 
Рисунок 2.6 – Кривые гистерезиса конденсаторных 
структур Ni/SBT/Pt отожженных при различной 
температуре: а – 740° С, б – 780° С, в – 800° С 

 

 
Рисунок 2.7 – Зависимость остаточной 2Pr (а) и 

максимальной поляризации 2Pmax (б) пленок SBT 
от температуры отжига 

 
Исследования усталости показали, что нане-

сенные пленки практически не были подвержены 
процессам усталости. Пленки выдерживали до 
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1010 циклов перполяризации, при этом уменьше-
ние остаточной поляризации не превышало 6%.  
 

 
Рисунок 3.1 – Зависимость диэлектрической 
проницаемости пленок SBT от температуры 

(температура отжига 800° С) 
 

Заключение 
Исследованы характеристики сегнетоэлек-

трических тонких пленок танталата стронция-
висмута (SBT), нанесенных методом ВЧ магне-
тронного распыления на Pt/TiO2/SiO2/Si подлож-
ки. Анализ пленок методом рентгеновской ди-
фракции показал, что после нанесения пленки 
имели аморфную структуру. Формирование сег-
нетоэлектрической фазы наблюдалось только 
при температуре отжига более 760° С. При тем-
пературе отжига 800° С диэлектрическая прони-
цаемость пленок достигала 125 единиц при тан-
генсе угла диэлектрических потерь порядка 
0,067. Остаточная поляризация пленок составила 
3,02 мкКл/см2 и коэрцитивная сила 140 кВ/см. 
Температура Кюри пленок достигала 310–315° С. 
Исследования усталости показали, что нанесен-
ные пленки выдерживали до 1010 циклов перпо-
ляризации, при этом уменьшение остаточной 
поляризации не превышало 6%. 

Полученные сегнетоэлектрические характе-
ристики пленок SBT позволяют использовать 
данные пленки в конденсаторных модулях 
FeRAM. Однако для формирования однофазных 
пленок необходима температура отжига более 
740–760° С, а для получения хороших поляриза-
ционных характеристик порядка 800° С. Также 
недостатком пленок SBT является сравнительно 
низкое значение остаточной поляризации.  
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ИССЛЕДОВАНИЕ СОРБЦИОННЫХ СВОЙСТВ СИЛИКАГЕЛЕЙ, 
ПОЛУЧЕННЫХ ЗОЛЬ-ГЕЛЬ МЕТОДОМ 

А.В. Семченко, В.В. Сидский, О.И. Тюленкова 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

THE INVESTIGATION OF THE SORPTION PROPERTIES OF SILICA GELS 
SYNTHESIZED BY SOL-GEL METHOD 

A.V. Semchenko, V.V. Sidsky, O.I. Tyulenkova 

F. Scorina Gomel State University 
 

Проведены исследования сорбционных свойств силикагелей, полученных золь-гель методом. Синтезированные золь-
гель методом силикагели с магнитными свойствами обладают высокой сорбционной ёмкостью по отношению к ионам 
Sn2+ и небольшой сорбционной ёмкостью по отношению к ионам Sr2+ и Cu2+ и обеспечивают глубокое извлечение ио-
нов Sn2+ из жидких сред. С увеличением концентрации карбоната железа сорбционные свойства синтезированных об-
разцов снижаются, что связано с возникновением десорбции.  
 
Ключевые слова: золь-гель метод, сорбционная емкость, ионы стронция, ионы меди, ионы свинца, жидкие среды, глу-
бокое извлечение. 
 
The sorption properties of silica gels synthesized by sol-gel method were studied. Silica gel with magnetic properties possesses 
high sorption capacity in relation to Sn2+ ions and small sorption capacity to Sr2+ and Cu2+ ions and provides deep extraction of 
Sn2+ ions from liquid phases. With increasing of the concentration of iron carbonate the sorption properties of the synthesized 
samples are reduced, which is associated with the appearance of desorption.  
 
Keywords: sol-gel method, sorption capacity, strontium ions, copper ions, plumbum ions, liquid phases, deep extraction. 

 
 

Введение 
В последнее время большое внимание уде-

ляется использованию неорганических сорбен-
тов. Данные материалы превосходят органиче-
ские смолы по своей механической, термической 
и радиационной стойкости, а также проявляют 
высокую селективность по отношению к различ-
ным радионуклидам. В качестве сырья для син-
теза сорбентов могут использзоваться акриловая 
и метакриловая кислоты и их эфиры, а также 
фенолоальдегидные полимеры, полиамины и др. 
Посредством направленного синтеза удаётся 
придавать ионитам точно рассчитанные техноло-
гические характеристики. Технология получения 
смол из кислот и их эфиров довольно сложна, 
что приводит к увеличению стоимости конечно-
го продукта. Кроме того, использование указан-
ных исходных реагентов является экологически 
небезопасным. 

Среди большого числа неорганических сор-
бентов, отличающихся друг от друга сорбцион-
ными, поверхностными свойствами и соответст-
венно областью применения, особое место зани-
мают пористые сорбенты с магнитными свойст-
вами. Для мониторинга водной и парогазовых 
сред требуются адсорбенты с различной порис-
той структурой, среди которых магнитные по-
ристые вещества, полученные золь-гель мето-
дом, занимают основное положение. Во-первых, 
они во много раз дешевле, доступны и их синтез 
[1] не требует специального оборудования и 

дефицитного сырья, не наносит вреда окружаю-
щей среде. Во-вторых, методы получения дан-
ных адсорбентов, в том числе и с магнитными 
свойствами, позволяют в широких пределах ре-
гулировать их структуру. Это свидетельствует о 
необходимости расширения исследований по 
синтезу адсорбентов, выявлению закономерно-
стей механизма их структурообразования, при-
роды поверхности, магнитных и адсорбционно-
структурных свойств. Данная работа посвящена 
синтезу и изучению свойств магнитных сорбен-
тов, полученных золь-гель методом.  
 

1 Методы исследования 
Исследования сорбционной ёмкости полу-

ченных золь-гель методом силикагелей с маг-
нитными свойствами проводили на спектроф-
луориметре СМ 2203 путём определения концен-
трации веществ в анализируемом растворе. Для 
этого в дистиллированной воде растворяли азот-
нокислые соли металлов стронция, свинца и ме-
ди, затем в полученные растворы равными доля-
ми вводили силикагели с магнитными свойства-
ми. Измерения проводили до добавления силика-
гелей с магнитными свойствами и через сутки 
после введения силикагелей. 
 

2 Экспериментальная часть  
Технология получения материалов с опре-

делёнными химическими и физико-механичес-
кими свойствами, включающая получение золя и 
последовательное перевод его в гель. 

ФИЗИКА
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Рассмотрим процесс подробнее [2]–[3]: 
1. На первой стадии золь-гель процесса 

формируется продукт определенного состава в 
виде высокодисперсного коллоидного раствора – 
золя. Размер частиц дисперсной фазы в стабиль-
ном золе 10-9–10-7 м. Увеличение концентрации 
дисперсной фазы приводит к появлению коагу-
ляционных контактов между частицами и началу 
структурирования – гелеобразованию. 

2. Коагуляционные структуры характери-
зуются низкой прочностью, определяемой ван-
дер-ваальсовыми силами, при этом взаимодейст-
вие частиц осуществляется через равновесную 
по толщине прослойку дисперсионной среды. В 
этом случае сила взаимодействия частиц состав-
ляет 10-11–10-10 Н/контакт, а расстояние между 
ними – 10-8–10-7 м. Такие структуры характери-
зуются полным самопроизвольным восстановле-
нием после механического разрушения. Даль-
нейшее повышение объёмной концентрации и 
поверхности дисперсной фазы приводит к посте-
пенному исчезновению способности к тиксо-
тропному восстановлению, а по мере снижения 
содержания дисперсионной среды теряются так-
же эластичные и пластичные свойства.      

3. Далее в полученный золь при постоянном 
перемешивании добавляли аэросил А175 и тонко-
дисперсный порошкообразный углерод. После 
полного прохождения реакции поликонденсации 
в золь был добавлен карбонат железа. Всего были 
изготовлены три образца с различным содержани-
ем карбоната железа: 7,5 масс. % (образец № 1), 
12,5 масс. % (образец № 2), 17,5 масс. % (образец № 3). 

В качестве катализатора процесса гелеобразова-
ния был выбран аммиак.  

4. Сушка гелей – наиболее критичная и са-
мая длительная стадия в технологической цепоч-
ке получения ксерогелей (рисунок 2.1). Для про-
ведения сушки контейнер с силикагелем поме-
щали в сушильный шкаф и выдерживали при 
температуре 55 ± 5° С (в зависимости от размера 
заготовок) 5–0 часов. Об окончании операции 
сушки судили по изменению цвета заготовки и 
достижению ею постоянной массы. 

 

 
Рисунок 2.1 – Внешний вид ксерогеля,  

полученного золь-гель методом,  
с использованием карбоната железа 

 
 

 

 
 

 
Рисунок 3.1 – Зависимость содержания металлов до сорбции и после сорбции 

(выдержка в растворе сорбентов в течение одних суток) 
 



А.В. Семченко, В.В. Сидский, О.И. Тюленкова 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (34), 2018 40 

3 Результаты и обсуждение 
Полученные золь-гель методом силикагели 

с магнитными свойствами обладают высокой 
сорбционной ёмкостью по отношению к ионам 
Sn2+ и небольшой сорбционной ёмкостью по от-
ношению к ионам Sr2+ и Cu2+ и обеспечивают 
глубокое извлечение ионов Sn2+ из жидких сред 
(рисунок 3.1). 

Атомы металлов, входящие в матрицу сор-
бента, определяющим образом влияют на со-
стояние входящих в сорбент гидроксильных и 
аквагрупп, могут также участвовать в реакциях 
обмена с ионами других металлов, находящихся 
в жидкой среде, тем самым не очищая, а загряз-
няя воду. В процессе формирования частиц окси-
гидратных сорбентов возможно образование 
структурных пустот, заполненных катионами (в 
том числе Н3О

+) или анионами. Пустоты могут 
включать атомы, имеющие некомпенсированный 
электростатический заряд или координационную 
ненасыщенность. В некоторых случаях возник-
новение заряда может быть сопряжено с измене-
нием степени окисления элемента, входящего в 
состав матрицы сорбента. Изоморфное замеще-
ние ионов матрицы на ионы, отличающиеся от 
них величиной заряда, могут также изменить 
заряд поверхности частиц [3]. 

Как видно из рисунка 3.1, с увеличением 
концентрации карбоната железа сорбционные 
свойства синтезированных образцов снижаются. 
Это связано с тем, что при высоких концентра-
циях примесей часть металлов, входящих в мат-
рицу сорбента, диффундируют в воду, то есть 
наблюдается явление десорбции.   

Заключение 
Полученные золь-гель методом силикагели 

с магнитными свойствами обладают высокой 
сорбционной ёмкостью по отношению к ионам 
Sn2+ и небольшой сорбционной ёмкостью по от-
ношению к ионам Sr2+ и Cu2+ и обеспечивают 
глубокое извлечение ионов Sn2+ из жидких сред. 
С увеличением концентрации карбоната железа 
сорбционные свойства синтезированных образ-
цов снижаются, что связано с возникновением 
десорбции. 
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ON FINITE SEMI-p-DECOMPOSABLE GROUPS 
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Конечная группа G называется p-разложимой, если = ( ) ( ).p pG O G O G   Будем говорить, что конечная группа G полу-

p-разложима, если нормализатор каждой ненормальной p-разложимой подгруппы группы G p-разложим. Доказана сле-
дующая: Теорема. Предположим, что конечная группа G полу-p-разложима. Если силовская р-подгруппа P группы G 
не является нормальной в G, то выполняются следующие условия: (i) G является p-разрешимой и имеет нормальную 
холловскую p -подгруппу H. (ii) / ( )G F G  p-разложима. (iii) ( ) ( ) = ( )p pO G O G H Z G    – максимальная p-разложи-

мая подгруппа группы G, а / ( )G H Z G  – абелева.  

 
Ключевые слова: p-разрешимая группа, p-разложимая группа, силовская подгруппа, Холловская подгруппа. 
 
A finite group G is called p-decomposable if = ( ) ( ).p pG O G O G   We say that a finite group G is semi-p-decomposable if the 

normalizer of every non-normal p-decomposable subgroup of G is p-decomposable. We prove the following Theorem. Suppose 
that a finite group G is semi-p-decomposable. If a Sylow p-subgroup P of G is not normal in G, then the following conditions 
hold: (i) G is p-soluble and G has a normal Hall p -subgroup H. (ii) / ( )G F G  is p-decomposable. (iii) 

( ) ( ) = ( )p pO G O G H Z G    is a maximal p-decomposable subgroup of G, and / ( )G H Z G  is abelian.  

 
Keywords: finite group, p-soluble group, p-decomposable group, Sylow subgroup, Hall subgroup. 

 
 

Введение 
Все рассматриваемые группы в статье ко-

нечны. Если n  – целое число, то символ ( )n  

обозначает множество всех простых чисел, де-
лящих ,n  как обычно, ( ) = (| |),G G   множество 

всех простых чисел, делящих порядок группы 
.G  Группа G  называется p-разложимой, если 
= ( ) ( ).p pG O G O G    

Напомним, что группа G  называется полу-
нильпотентной [1] если нормализатор каждой 
ненормальной нильпотентной подгруппы группы 
G  нильпотентен. Аналогично с этим будем го-
ворить, что G  является полу-p-разложимой, если 
нормализатор каждой ненормальной p-разло-
жимой подгруппы G является p-разложимым. 

Замечание 0.1. Покажем, что G  является 
полу-p-разложимой тогда и только тогда, когда 
нормализатор каждой ненормальной подгруппы 
A из G, которая является либо p-группой, либо 
p -группой, является p-разложимым. Так как 

каждая такая подгруппа p-разложима, достаточ-
но показать, что если нормализатор любой не-
нормальной подгруппы A  из G, которая являет-
ся либо p-группой  или  p -группой,  является  

p-разложимым, то G  полу-p-разложима. 

Пусть H – некоторая ненормальная p-разло-
жимая подгруппа в G. Тогда = ( ) ( )p pH O H O H   

и ( ) = ( ( )) ( ( )).G G p G pN H N O H N O H   Более того, 

поскольку H  ненормальна в ,G  по крайней ме-

ре одна из подгрупп ( )pO H  или ( )pO H  не явля-

ется нормальной в .G  Но тогда, по крайней мере, 
одна из подгрупп ( ( ))G pN O H  или ( ( ))G pN O H  

является p-разложимой и следовательно ( )GN H  

p-разложима. 
Строение полунильпотентных групп хоро-

шо известно (см. [1] или [2, гл. 4, раздел 7]. В 
настоящей работе доказывается следующая 

Теорема 0.2. Предположим, что группа G  
полу-p-разложима. Если силовская p-подгруппа 
из G не является нормальной в G, то выполня-
ются следующие условия: 

(i) G – p-разрешима и имеет нормальную 
холловскую p -подгруппу. 

(ii) / ( )G F G  – является p-разложимой. 

(iii) ( ) ( ) = ( )p pO G O G H Z G    является 

максимальной p-разложимой подгруппой группы 
G, а / ( )G H Z G  является абелевой. 
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1 Предварительные сведения 
Следующая лемма хорошо известна. 
Лемма 1.1. Пусть F  – класс всех p-разло-

жимых групп. Тогда: 
(1) Если ,GF  тогда /G N F  для любой 

нормальной подгруппы N  из .G  
(2) Если ,GF  тогда EF  для любой 

подгруппы E  из .G  
(3) Если / , / ,G N G LF  тогда  

/G N L F.  
(4) Если / ,G F  тогда GF.  
Лемма 1.2. Предположим, что группа G   

p-разрешима и пусть P  – её p-силовская под-
группа и пусть C  – p -холловская подгруппа 

группы G. Если ( )GN P  и ( )GN C  являются p-раз-

ложимыми, то G  является p-разложимой. 
Доказательство. Пусть R  – минимальная 

нормальная подгруппа в .G  Тогда R  является 
либо p-группой, либо p -группой, так как G  

является p-разрешимой по условию. Кроме того, 
/PR R  является силовской p-подгруппой и 
/CR R  является холловской p -подгруппой в 

/G R  и 
( / ) = ( ) / ( ) / ( )G G G GN PR R N P R R N P N P P  

и  
( / ) = ( ) / ( ) / ( )G G G GN CR R N C R R N C N C C  

являются p-разложимыми по лемме 2.1 (1). По-
этому 

/ = ( / ) ( / )p pG R O G R O G R   

является p-разложимой по индукции. Предполо-
жим, что R  является p-группой. Тогда 

( / ) = ( ) / = /p pO G R O G R P R  нормальна в / ,G R  

а P  является нормальной в .G  Но тогда 
= ( )GG N P  p-разложима по условию. Аналогич-

но можно показать, что = ( )GG N C  является p-раз-

ложимой в случае, когда R является p -группой.  

Лемма 1.3 [4, Ch. V, Theorem 26.1]. Если G  

группа Шмидта, тогда = ,G P Q  где = =NP G  

= G  является силовской p-подгруппой из G  и 
Q  – силовская q-подгруппа из G  для любых про-

стых чисел .p q  

Лемма 1.4. Если G – минимальная не-p-раз-
ложимая группа, тогда G – группа Шмидта. 

Доказательство. Предположим, что это не-
верно и пусть G – контрпример минимального 
порядка. Тогда G  является p-нильпотентной 
группой. Действительно, если G не является p-ниль-
потентной, то это – минимальная не p-нильпо-
тентная группа, а значит, G – группа Шмидта [5, 
IV, Satz 5.4], что противоречит нашему предпо-
ложению о G. Таким образом = ,G V P  где V – 
нормальное p-дополнение из G и P является си-
ловской p-подгруппой группы .G  Более того 

| ( ) |> 2,G  поскольку в противном случае всякая 

собственная подгруппа G  нильпотентна и, сле-
довательно, G  является группой Шмидта. 

Пусть теперь ( )q V  и Q  есть силовская 

q-подгруппа из .V  Тогда = ( )GG VN Q  по аргу-

менту Фраттини и для некоторого x G  мы 

имеем ( ).x
GP N Q  Но тогда =x xQ P Q P  

поскольку 2 =| ( ) |<| ( ) |xQ P G   и всякая собст-

венная подгруппа из G  является p-разложимой. 
Поэтому | : ( ) |GG C P  является q -числом для каж-

дого ( ).q V  Следовательно =G V P  p-раз-

ложима, противоречие.                                           
 

2 Доказательство теоремы 0.2 
Предположим, что эта теорема неверна и 

пусть G  является контрпримером минимального 
порядка. Тогда G  не p-разложима. 

(1) Всякая собственная подгруппа E группы 
G является полу-p-разложимой. Следовательно, 
утверждение теоремы имеет место для E. 

Пусть V – ненормальная p-разложимая под-
группа в .E  Тогда V  не является нормальной в 

,G  так что ( )GN V  p-разложима по условию. 

Следовательно, ( ) = ( )E GN V N V E  – p-разложи-

ма по лемме 1.1 (2). Поэтому, E  полу-p-разло-
жима. Следовательно, утверждение (1) верно, 
согласно выбору группы .G  

(2) Каждая собственная фактор-группа 
/G N  в G (т. е. 1)N   является полу-p-раз-

ложимой. Следовательно, утверждение теоре-
мы имеет место для / .G N  

Ввиду замечания 0.1 и выбора группы ,G  

достаточно показать, что если /U N  – любая не-
нормальная подгруппа из /G N  такая что /U N  
является либо p-группой или p -группой, то 

/ ( / )G NN U N  является p-разложимым. Без огра-

ничения общности можно считать, что N  –
минимальная нормальная подгруппа в .G  

Поскольку /U N  не является нормальной в 
/ ,G N  / < /U N G N  и U  не является нормаль-

ной в .G  Следовательно, U  – собственная под-
группа в ,G  что означает, что U  p-разреши-ма в 
утверждении (1). Следовательно, N  является 
либо p-группой, либо p -группой. Сначала 

предположим, что N  – p -группа. 

Если /U N  – p -группа, то U  является 

p -группой и поэтому ( )GN U  p-разложима по 

предположению. Следовательно,  

/ ( / ) = ( ) /G N GN U N N U N  

p-разложима по лемме 1.1 (1). Предположим те-
перь, что /U N  это p-группа для некоторых 

.j i  Тогда  N  имеет дополнение V  в ,U  и 
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каждые два дополнения к N  в U  сопряжены в 
,U  так как V  – силовская p-подгруппа в .U  

Следовательно, ( ) = ( ) = ( ).G G GN U N NV NN V  Так 

как =U NV  не является нормальной в ,G  то V  

не является нормальной в G  и ( )GN V  p-нераз-

ложим. Следовательно, 

/ ( / ) = ( ) / ( ) / ( )G N G G GN U N N U N N N U N U N  

является p-разложимым. Точно так же можно 
доказать, что / ( / )G NN U N  p-разложим в случае, 

когда N  – p-группа. 
(3) Если A  – минимальная не-p-разложимая 

подгруппа в ,G  то = ,A R Q  где = =NR A A  – 

силовская r-подгруппа A  и Q  является силов-

ской q-подгруппой A  для некоторых различных 
простых чисел r  и q . Более того, R  нормальна 

в G  и ( ).rR O G  

Первая часть утверждения непосредственно 
следует из лемм 1.3 и 1.4. Так как A  не является 
p-разложимой, то по условию R  нормальна в .G  
Следовательно, ( ).rR O G  

(4) G  – p -разрешима. 

Предположим, что это неверно. Тогда G – 
неабелева простая группа, так как каждая собст-
венная секция G р-разрешима в соответствии с 
утверждениями (1) и (2). Более того, G не явля-
ется p-разложимой и поэтому имеет минималь-
ную не-p-разложимую подгруппу .A  Из утвер-
ждения (3) следует, что для некоторого простого 
r  и для некоторой силовской r-подгруппы R  из 
A  имеем 1 < ( ) < .rR O G G  Это противоречие 

показывает, что условие (4) справедливо. 
(5) Утверждение (i) выполняется для G.  
Так как G р-разрешима, согласно условия 

(4), то G  обладает холловской p -подгруппой 

.H  Так как P  не является нормальной в G  по 
условию, ( )GN P  является p-разложимой. По-

этому, поскольку G не является p-разложимой, 
из леммы 1.2 следует, что H нормальна в G. Сле-
довательно, мы имеем (5). 

(6) Утверждение (ii) справедливо для G.  
Ввиду леммы 1.1 (1) достаточно показать, 

что =D GF  нильпотентна, где F  – класс  всех  
p-разложимых групп. Предположим, что это не-
верно. Тогда 1,D   и для любой минимальной 
нормальной подгруппы R группы G группа 

( / ) = / /G R RD R D D RF   

нильпотентна, по условию (2) и лемме 1.1 (1). 
Кроме того, R – единственная минимальная нор-
мальная подгруппа группы ,G  R D  и 

( )R G  по лемме 1.1 (3, 4). 

Так как G не является p-разложимой, из ут-
верждения (3) и [3, гл. A, 15.6] следует, что 

= ( ) = ( ) = ( )G rR C R O G F G  для некоторого про-

стого r.  

Тогда <R D  и = ,G R M  где M  не явля-
ется p-разложимой, поэтому имеет минимальную 
не p-разложимую подгруппу A . Из утверждения 
(3) следует, что для некоторого простого q  де-

лящего | |A  и для силовской q-подгруппы Q  из 

A  мы имеем 1 < ( ) = = 1.Q F G M R M    Это 

противоречие завершает доказательство (6). 
(7) ( ) ( ) = ( ) ( )p p p pO G O G O V O V    для ка-

ждой подгруппы группы G, содержащей 
( ) ( ).p pO G O G   

Действительно, поскольку = ( )pH O G  со-

гласно утверждению (5), каждая подгруппа 
группы ,G  содержащая ( ) ( ),p pO G O G   является 

субнормальной в .G  Поэтому V  является суб-
нормальной в ,G  значит 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).p p p p p pO V O V O G O G O V O V        

Таким образом, мы имеем (7). 
(8) Утверждение (iii) справедливо для .G  
Прежде всего заметим, что ( ) ( )p pO G O G   – 

максимальная p-разложимая подгруппа группы 
G  по условию (7). Более того, 

( ) ( ) = ( )p p pO G O G H O G    

и / ( ( ))G pG C O G  является p-группой и, следова-

тельно, ( ) ( ).pO G Z G  Следовательно  

( ) ( ) = ( ).p pO G O G HZ G   

Теперь мы покажем, что 
/ ( ) ( ) = / ( )p pG O G O G G H Z G    

является абелевой. Ввиду леммы 1.1 (1) доста-
точно показать, что G  является p-разложимым. 
Предположим, что это неверно. 

(a) = ( ) = ( ) = ( ) ( )G qR C R O G F G G  для 

некоторого простого q  и | |> .R q  

Из утверждения (2) следует, что для любой 
минимальной нормальной подгруппы N группы G,  

( / ) = / /G N G N N G G N     

является р-разложимой. Если ,R N  то 

/ (( ) ( )) = /1G G N G R G       

р-разложима по лемме 1.1 (3). Поэтому R  – 
единственная минимальная нормальная под-
группа группы ,G  R D  и ( )R G  по лемме 

1.1 (4). Следовательно, 
= ( ) = ( ) = ( )G qR C R O G F G  

для некоторого простого q по теореме 15.6 в [3, 
гл. A], поэтому | |> ,R q  так как в противном слу-

чае / = / ( )GG R G C R  является циклической, отку-

да следует, что =G R  является p-разложимым. 
(b) ( ) = 1.Z G  Следовательно,  

( ) ( ) =p pO G O G H   

(это следует из утверждений (5), (8) и (a)). 
(c) P  – минимальная не абелева группа. 
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Пусть = ,W HV  где V  – максимальная под-
группа группы .P  Тогда 

= ( ) ( ) = ( ) ( )p p p pH O G O G O W O W    

Из условий (b) и (7), поэтому  
/ ( ) ( ) = /p pW O W O W W H V    

является абелевой по условию (1). Поэтому P  не 
является абелевой, но каждая собственная под-
группа в P абелева. Следовательно, мы имеем (с). 

(d) =H R  – силовская q-подгруппа группы 
,G  и всякая подгруппа 1V   из P  действует 

неприводимо на .R  Следовательно, каждая соб-
ственная подгруппа V  группы V  циклическая. 

Предположим, что | ( ) |> 1.H  Существует 

силовская q-подгруппа Q  из H  такая, что 

( )GP N Q  по утверждению (b) и лемме Фратти-

ни. Пусть = .K QP  Тогда <K G  и =Q H K  

нормальны в ,K  поэтому 

= ( ) ( ),p pR Q O K O K   

так как ( ) =GC R R  по утверждению (a). Поэтому 

/ ( ) ( ) = /p pK O G O G K Q P    

абелева по утверждению (1), противоречие. Сле-
довательно, H  – нормальная силовская q-под-
группа группы .G  Следовательно 

( ) ( ) = ,GH F G C R R   

в силу [3, гл. A, 13.8 (b)], поэтому = .H R  
Пусть теперь = .S RV  По теореме Машке 

1= ,nR R R   где iR  – минимальная нормаль-

ная подгруппа S  для всех .i  Тогда  

1= ( ) = ( ) ( ).S S S nR C R C R C R   

Следовательно, для некоторого i  подгруппа iRV  

не является нильпотентной и поэтому имеет ми-
нимальную не-p-разложимую подгруппу A  та-
кую, что 1 < A  нормальна в G  по утверждению 
(3). Но тогда .R A  Поэтому = 1,i  значит мы 
имеем (d), поскольку V  абелева по условию (c). 

Окончательное противоречие для (8). Так 
как каждая максимальная подгруппа группы P  
циклическая по утверждению (d), = 2q  по 

[6, гл. 5, теоремы 4.3, 4.4]. Следовательно, | |= ,R p  

вопреки утверждению (а). Таким образом, имеем (8). 
Из утверждений (5), (6) и (8) следует, что 

выводы теоремы выполнены для G вопреки на-
шему выбору .G  Это окончательное противоре-
чие завершает доказательство теоремы.               
 В заключение, отметим следующий откры-
тый вопрос. 
 Вопрос. Можно ли обобщить основной ре-
зультат данной работы в рамках теории  -свойств 
групп, построенной в работах [7]–[9]. 
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INTERSECTIONS OF MAXIMAL θ -SUBGROUPS 
CONTAINING FORMATION RADICALS 

L.M. Belokon 

Mogilev State University of Food Technologies 
 

Для непустых радикальных формаций F  и абнормально полного подгруппового sm -функтора θ  изучаются пересече-

ния θ,Ф ( )G G
F

 всех максимальных θ -подгрупп конечной группы ,G  содержащих .GF   

 
Ключевые слова: радикальные формации конечных групп, F -радикалы, подгрупповой m-функтор, пересечения макси-

мальных θ -подгрупп. 
 
Intersections θ,Ф ( )G G

F
 of all maximal θ -subgroups of a finite group ,G  containing ,GF  for nonempty radical formations F  

and the abnormally full subgroup sm -functor θ  are studied.  

 
Keywords: radical formations of finite groups, F -radicals, subgroup m-functor, intersections of maximal θ -subgroups. 

 
 

1 Предварительные сведения и результаты 
Рассматриваются только конечные группы и 

формации конечных групп. Используются опре-
деления и обозначения, принятые в монографии 
[1]. Изучение пересечений максимальных под-
групп с привлечением функторного метода вос-
ходит к работе [2]. Под подгрупповым m-функ-
тором понимают всякое отображение θ,  которое 
ставит в соответствие каждой группе G множе-
ство θ( ),G  состоящее из группы G  и некоторых 

её максимальных подгрупп. Подгруппы множе-
ства θ( )G  называют θ -подгруппами группы ,G  

через θФ ( )G  обозначают пересечение всех θ -под-

групп группы ;G  θM ( )G  − множество всех мак-

симальных θ -подгрупп группы .G  Подгруппо-
вой m-функтор θ,  обладающий свойством: если 

θ( ),H G  то θ( )xH G  для всех ,x G  будем 

называть подгрупповым sm -функтором [3], [4]. 

Подгрупповой m-функтор θ  называется регуляр-
ным, если для любой нормальной подгруппы N 
группы G выполняются следующие условия: 

1) из θ( )H G  всегда следует 

θ( );HN N G N  

2) из θ( )H N G N  всегда следует θ( ).H G  

Подгрупповой m-функтор θ  называют аб-
нормально полным, если для любой группы G 
множество θ( )G  включает все абнормальные (не-

нормальные) максимальные подгруппы группы G. 

Определения регулярного и абнормально полно-
го подгруппового m-функтора θ  в смысле под-
группового sm -функтора приводились и исполь-

зовались в работах [5], [6]. 
Пусть θ  − подгрупповой m-функтор, G  − 

группа, 1,N  2N  и N  − нормальные подгруппы 

группы G. Обозначаем: 
M( )G  − множество всех максимальных 

подгрупп группы G;  

1 2N ,
Ф ( )

N
G  − пересечение всех максималь-

ных подгрупп группы ,G  содержащих 1,N  но не 

содержащих 2 ;N  

M ( )GN  − множество всех абнормальных 

максимальных подгрупп группы G;  
M ( )N GN  − множество всех абнормальных мак-

симальных подгрупп группы G, содержащих N;  
( )G  − подгруппа Гашюца, пересечение всех 

абнормальных максимальных подгрупп группы G;  
( )N G  ( ( ))

N
G  − пересечение всех абнор-

мальных максимальных подгрупп группы G, со-
держащих N (не содержащих N, ответственно); 

1 2,
( )

N N
G  − пересечение всех абнормальных 

максимальных подгрупп группы G, содержащих 

1,N  но не содержащих 2 ;N  

1θ,M ( )N G  
1θ,

(M ( ))
N

G  − множество всех мак-

симальных θ -подгрупп группы ,G  содержащих 

1N  (не содержащих 1,N  соответственно); 

МАТЕМАТИКА
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1θ,Ф ( )N G  
1θ,

(Ф ( ))
N

G  − пересечение всех групп 

из 
1θ,M ( )N G  (из 

1θ,
M ( ),

N
G  соответственно); 

1 2θ, ,
Ф ( )

N N
G  − пересечение всех максималь-

ных θ -подгрупп группы ,G  содержащих 1,N  но 

не содержащих 2 ;N  

F ( ) ( );N G N Soc G N  в случае Ф( )N G  

принято обозначение F( ) Ф( ) ( Ф( ))G G Soc G G  

[1, с. 79].  
В статье встречаются общепринятые обозна-

чения: S  − формация всех разрешимых групп; 

N  − формация всех нильпотентных  -групп, 
N  − формация всех квазинильпотентных групп, 

F ( )G  − квазинильпотентный радикал группы 

.G  Обозначим через M  некоторое множество 
линейных упорядочений множества всех про-
стых чисел, через J  − формацию всех  -дис-

персивных групп, .M  Тогда 
 M

M
I I  − 

радикальная формация, содержащая формацию 
всех нильпотентных групп .N  

Пусть F  − непустая радикальная формация, 

θ  − подгрупповой sm -функтор. Используем 

обозначения 
θ θ,Ф Ф ФF ( ) F ( ), F ( ), F ( ),

G GN G G G G   
F F

 


FФF ( ), F ( ), F ( )

G
G G G 

  
F

 в соответствующих слу-

чаях для  θ θ,Ф ( ), Ф ( ), Ф ( ), ( ),G G GN G G G G 
F F F

 

F( )( ), Ф ( ) .GG G  В обозначениях пересечений 

максимальных подгрупп группы G вместо F( ),G  

F ( )G  и 
GФF ( )G
F

 в нижних индексах использу-

ются символы F,  F  и 
GФF
F

 (соответственно); 

например, F ( ),G  
F
( ),G  

2F,
( ),

G
G

N

 
θ,F,F

Ф ( ),G  

Фθ, ,F
Ф ( )

G
G

G
F

F

 обозначают F( ) ( ),G G  
F( )

( ),
G

G  

2F( ),
( ),

G G
G

N

 
θ,F( ),F ( )

Ф ( ),
G G

G  
Фθ, ,F ( )

Ф ( ),
G

G G
G

F
F

 соот-

ветственно.  
В случае отсутствия в группе G максималь-

ных подгрупп, удовлетворяющих требуемым 
условиям, соответствующие пересечения полага-
ем совпадающими c G. 

Приведём в виде леммы 1.1 некоторые ис-
пользуемые в статье утверждения. 

Лемма 1.1. (1) [7, лемма 1.1]. Пусть M и K 
нормальные подгруппы группы ,G  .K M  То-

гда F ( ) F ( ).M M KG K G K   

(2) [8, лемма 3.3]. Пусть A и B − нормальные 

подгруппы группы G, .A B  Тогда AF ( ) F ( ).BG G   

(3) [7, лемма 1.4]. Пусть 1 2 3, , ,..., nF F F F  – 

непустые радикальные формации. Тогда 

1 2 3 1 2 3 1... ( ... , 3.n n- n n )FF F F FF F F F
 

(4) [7, лемма 2.4]. Пусть 1F  и 2F  − непус-

тые радикальные формации, G − группа. Тогда 

1 2 1 2 1
( ) .G G G GF F F F F  

(5) [7, лемма 2.1]. Пусть F  – непустая ра-
дикальная формация, G − группа. Тогда 

Ф ( ) Ф( );G G G G G
F F F Ф ( ) .G G 

F
FN  

Ввиду теоремы 13.8 X из [9] и леммы 4.14 A 
из [10] справедливо следующее утверждение. 

(6) [11, с. 155]. Если в группе G подгруппа 
Фраттини Ф( ) 1,G   то ( ) F ( ).Soc G G  

(7) [8, следствие 3.2.1 теоремы 3.2]. Для вся-

кой группы G справедливо равенство F( ) F ( ).G G   

Доказательство. (7) Пусть G − нильпотент-
ная группа. Тогда по определению ( ) ,G G   

F ( ) ,G G   F( ) F( ) .G G G   Поэтому считаем, 

G  − ненильпотентная группа. Пусть Ф( ) 1.G   

Тогда Ф( )G G  ненильпотентна ввиду локально-

сти формации .N  Обозначим Ф ( ) .G G G  По ин-

дукции F( ) F ( ).G G   Так как ( ) ( ) / ( ),G G G     

то ( ( )) ( ( )) F ( ) ( ).Soc G G Soc G G G G      С 

другой стороны, ( ( ) F ( ) ( ).Soc G G G G    

Значит, F ( ) ( ) F ( ) ( ).G G G G      Так как 

F( ) Ф( ) ( Ф( )),G G Soc G G  Ф( ) 1,G   то F( )G   

( ) F( ) Ф( ) ,Soc G G G    а потому F( ) ( )G G   

F( ) ( ).G G   Ввиду индуктивного предположе-

ния F( ) ( ) F ( ) ( );G G G G     значит, F( ) ( )G G   

F ( ) (G).G   А так как, согласно утверждению 

(2), F( ) F ( ),G G   то F( ) F ( ).G G   Пусть Ф( ) 1.G   

Тогда F( ) F( ) ( ).G G Soc G   По теореме Гашюца 

[1, теорема 8.8] ( ) ( ).G Z G   Докажем справед-

ливость включения F ( ) F( ).G G     

Пусть ( )N N Z G  − минимальная нор-

мальная подгруппа группы ( ).G Z G  Если N  − 

абелева группа, то N  нильпотентна, и 

F( ) F( ).N G G    

Пусть N  − неабелева группа. Если 

( ) 1,Z G   то F( ).N N G    Пусть ( ) 1.Z G   То-

гда 1 2 ... ,kN N N N     ( )i iN N Z G  − про-

стая неабелева группа, ,i jN N   , 1, 2,..., .i j k  

Понятно, что iN  централизует каждый свой глав-

ный фактор из ( ).Z G  Кроме того, для главного в 

iN  фактора ( ) ,iN Z G  конечно, справедливо 

равенство ( ( )).
ii i N iN N C N Z G  Следовательно, 
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iN  − квазинильпотентная субнормальная под-

группа группы .G  Так как формация N  являет-
ся радикальной, то, согласно следствию 7.7.2 
теоремы 7.7 из [1], F ( ).iN G  Так как Ф( ) 1,G   

то по утверждению (6) F( ) F ( ).G G  Следова-

тельно, 1 2 ... F( ).kN N N N G     

Так как F( ) F ( ),G G   то F( ) F ( ).G G       � 

 
2 Основные результаты 
Лемма 2.1. Пусть F  – непустая радикаль-

ная формация, G − группа. Имеют место сле-
дующие утверждения. 

I. ( ) ( );G G G G G 
F F F ( ) .G G 

F
FN

 
II.

 
Если

 
θ  − абнормально полный подгруп-

повой sm -функтор, то θ,Ф ( ) .G G 
F

FN
 

III.
 
Пусть θ  − регулярный  подгрупповой  

m-функтор, тогда θ, θФ ( ) Ф ( ).G G G G G
F F F  

Ес-

ли при этом функтор θ  является
 
абнормально 

полным, то θ,Ф ( ) .G G 
F

FN  

Доказательство. I. Пусть ( ) .G G G 
F

 То-

гда равенство ( ) ( )G G G G G 
F F F  очевидно, и 

так как ( ) ,G G F N  то ввиду теоремы 2.1[1] 

( ) .G G Ext  
F FN FN   

Пусть ( ) ,G G G 
F

 что возможно в сле-

дующих двух случаях. 
1) F( ),G G  т. е. в G  нет ненормальных 

максимальных подгрупп, значит, нет таковых и в 
.G GF  По определению, ( )G G G G  F F  

( ) ;G G G 
F F  ( ) .G G G   

F
N FN  

2) F( ),G G  но каждая ненормальная мак-

симальная подгруппа группы G не содержит .GF  

Значит, группа G GF  (возможно, единичная) не 

имеет ненормальных максимальных подгрупп, и 
по определению ( ) F( );G G G G G G  F F F  

( ) .G G G  
F

FN   

II. Пусть
 

θ  − абнормально полный под-
групповой sm -функтор. По определению, 

M ( ) θ( ),G GN  а значит, θ,M ( ) M ( ),G GG G
F F

N  

θ,Ф ( ) ( ).G GG G 
F F

 Так как θ  − sm -функтор, то 

группа θ,Ф ( )G G
F

 нормальна в .G  Следовательно, 

θ,Ф ( )G G 
F

FN  ввиду утверждения I и Sn -зам-

кнутости радикальной формации .FN   
III. Пусть θ  − регулярный подгрупповой  

m-функтор. Докажем справедливость равенства 

θ, θФ ( ) Ф ( ).G G G G G
F F F  

В случае θ,Ф ( )G G G
F

 

доказываемое равенство очевидно. Пусть 

θ,Ф ( ) ,G G G
F

 что возможно в следующих двух 

случаях.  
1)  θ( ) ,G G  что равносильно θФ ( ) .G G  

Тогда θФ ( )G G G GF F  ввиду регулярности θ.  

Так как θ,Ф ( ) ,G G G
F

 то θ,Ф ( )G G G 
F F  

θ=Ф ( ).G GF   

2)  θ( ) ,G G  что равносильно θФ ( ) .G G  

Таким образом, в G существуют максимальные 
θ -подгруппы и каждая из таких подгрупп не 
содержит .GF  Пусть при этом .G G F  Тогда, 

ввиду регулярности θ,  группа G GF  не имеет 

максимальных θ -подгрупп. По определению, 

θФ ( ) ,G G G GF F  что совпадает с θ,Ф ( )G G G
F F  

ввиду рассматриваемого случая θ,Ф ( ) .G G G
F

 

Пусть .G G F  Тогда θ,Ф ( )G G G
F F  − единичная 

группа. А так как θФ (1) 1,  ибо  θ( )G G  для 

любой группы ,G  то и в этом случае 

θ, θФ ( ) Ф ( ).G G G G G
F F F  

При условии абнормальной полноты θ  из 
замкнутости формации всех нильпотентных 
групп N  относительно подгрупп теперь следует 

θФ ( ) ( ) ,G G G G  F F N  а значит, 

θ,Ф ( ) .G G 
F

FN                            � 

Лемма 2.2. Пусть F  − непустая радикаль-
ная формация, G − группа. Имеют место сле-
дующие утверждения. 

(1) ФF ( ) F ( ).
G G

G G  
F F

  

(2) Если θ  − абнормально полный подгруп-
повой sm -функтор, то  

θ,Ф ФF ( ) F ( ) F ( ).
G G G

G G G   
F F F

 

Доказательство. (1) Обозначим .G G GF  

Применяя утверждение (1) леммы 1.1 для 
( ),GM G 

F
 K G F  и утверждение I леммы 2.1, 

имеем: ( )F ( ) F ( ) F ( )
G G G GG G G G     

FF F
F  − груп-

па, совпадающая с F( )G  по утверждению (7) 

леммы 1.1. Применение утверждения (5) леммы 
1.1 и утверждения (1) леммы 1.1 для 

Ф ( ),GM G
F

 K G F  даёт 

Ф ( ) ФF( ) F ( ) F ( ) .
G GG GG G G G   

FF F
F  

Следовательно, ФF ( ) F ( ).
G G

G G  
F F

  

(2) Так как функтор θ  является абнормаль-
но полным, то  

θ,M ( ) M ( ) M ( ),G G GG G G 
F F F

N  

следовательно,  

θ,Ф ( ) Ф ( ) ( ).G G GG G G  
F F F
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Ввиду утверждения (2) леммы 1.1 и нормально-
сти подгруппы θ,Ф ( )G G

F
 в G  

θ ,Ф ФF ( ) F ( ) F ( ).
G G G

G G G   
F F F

 

Из утверждения (1) теперь следует 

θ,Ф ФF ( ) F ( ) F ( ).
G G G

G G G   
F F F

              � 

Следствие 2.2.1 [3, следствие 1.2.2(2) лем-
мы 1.2]. Пусть θ  − абнормально полный под-
групповой sm -функтор, G  − группа. Тогда 

θФF ( ) F( ) F ( ).G G G     

Теорема 2.1. Пусть 1F  и 2F  − непустые ра-

дикальные формации, θ  − подгрупповой sm -функ-

тор. Тогда 
2 21 1 2

θ, θ, ,
(Ф ( )) (Ф ( ))G G G

G G
F F F

F F  для лю-

бой группы G.  
Доказательство. Если  θ( ) ,G G  то 

1 1 2
θ, θ, ,

Ф ( ) Ф ( ) ,G G G
G G G 

F F F
 и утверждение тео-

ремы верно. Пусть  θ( ) ,G G  а значит, 1.G   

И предположим, что 
1

θ,Ф ( ) ,G G G
F

 т. е. в нееди-

ничной группе G нет максимальных θ -подгрупп, 
содержащих 

1
.GF  Тогда в G  нет и ни одной мак-

симальной θ -подгруппы, которая бы содержала 

1
,GF  но не содержала 

2
.GF  Согласно определе-

нию, 
1 2

θ, ,
Ф ( ) .

G G
G G

F F
 Значит, в этом случае ут-

верждение теоремы выполняется. 
Пусть 

1
θ,Ф ( ) ,G G G

F
 а 

1
θ, ,

Ф ( ) .
G G

G G
F F2

 Это 

означает, что в G   существуют максимальные 
θ -подгруппы, содержащие 

1
,GF  и все они со-

держат 
2
,GF  откуда 

1 1 2
θ, θ,Ф ( ) Ф ( ).G G GG G

F F F
 Так 

как 
2 1

θ,Ф ( )GG G
FF  и 

1
θ,Ф ( )G G

F
 − нормальная 

подгруппа в ,G  то 
2 21

θ,(Ф ( )) .G G G
F F F  А так как 

1
θ, ,

Ф ( ) ,
G G

G G
F F2

 то 
2 21

θ, ,
(Ф ( )) .

G G
G G

F F2
F F  Таким 

образом, осталось рассмотреть случай, когда 
нормальная в G  подгруппа 

1
θ, ,

Ф ( ) .
G G

G G
F F2

 

Очевидно,  

2 21 1

21 21

θ, , θ, ,

θ,θ, ,

(Ф ( )) Ф ( )

(Ф ( ) Ф ( ))

G G G G

G GG G

G G G

G G G

 

  




F F F F2 2

F FF F2

F F

F

 

2 21 2 11
θ, θ,θ, ,

(Ф ( ) Ф ( )) (Ф ( )) ,G G GG G
G G G  

F F FF F2
F F  

т. к. 
1 1 21

θ, θ,θ, ,
Ф ( ) Ф ( ) Ф ( ).G G GG G

G G G 
F F FF F2

           � 

Следствие 2.1.1 [4, теорема 2.2]. Пусть X  − 
радикальная формация, содержащая формацию 
всех нильпотентных групп ,N  θ  − абнормально 

полный подгрупповой sm -функтор. Тогда  

θ θ,F θ, θ,
Ф ( ) F(Ф ( )) (Ф ( )) F(Ф ( ))

G G
G G G G  

X X
X  

для любой группы .G   

Доказательство. Положим в условии тео-
ремы 2.1  1F  − единичная формация, 2 .F X  Так 

как θФ ( ) ( ) ,G G   N X  то θ θФ ( ) (Ф ( ))G G X  

θ,
(Ф ( ))

G
G

X
X  по теореме 2.1. В частности, 

θ θ,F
Ф ( ) F(Ф ( )).G G  Значит, θ θ,

Ф ( ) F(Ф ( )).
G

G G
X

� 

Следствие 2.1.2. Для всякой группы G и лю-
бой радикальной формации ,X  содержащей 
формацию всех нильпотентных групп, 

F
( ) F( ( )) ( ( )) F( ( )).

G G
G G G G      

X X
X  

Соответствующие частные случаи следствий 

2.1.1 и 2.1.2 имеют место для  , , . MX N S J   

Теорема 2.1 включает теорему 2.1 из [7] и её 
следствия 2.1.1 − 2.1.8, если для любой группы 
G  и подгруппового sm -функтора θ  положить 

 θ( ) M( ).G G G   Из теоремы 2.1 и утвержде-

ния II леммы 2.1 вытекает также 
Следствие 2.1.3. Пусть F  − непустая ра-

дикальная формация, θ  − абнормально полный 
подгрупповой sm -функтор, G  − группа. Тогда  

θ, θ, ,

θ, , θ, ,

Ф ( ) (Ф ( ))

(Ф ( )) (Ф ( ))

G G G

G G G G

G G

G G

 

 
F F FN

FN

X FN
F X F X

 

для любой радикальной формации ,X  содержа-

щей формацию .FN  

Следствие 2.1.4. Пусть F  − непустая ра-
дикальная формация, G − группа. Тогда  

,

, ,

( ) ( ( ))

( ( )) ( ( ))

G G G

G G G G

G G

G G

   

   

FNF F FN

X FN
F X F X

 

для любой радикальной формации ,X  содержа-

щей формацию .FN  

Применение леммы  1.1 (3)  позволяет рас-
пространить следствие 2.1.3 теоремы 2.1 на про-
изведение произвольного числа радикальных 
формаций .iF  

Следствие 2.1.5. Для любой группы G и аб-
нормально полного подгруппового sm -функтора 

θ  имеют место следующие утверждения. 
(1) Пусть 1 2 1, ,..., nF F F  − непустые ради-

кальные формации. Тогда  

... 1 2 11 2 1 ... ...1 2 1 1 2 1
θ, ...θ, ,

Ф ( ) (Ф ( ))
nn n n

G G G
G G

  
 

F F F F F F F F F N
F F F N  

1 2 1... ...1 2 1 1 2 1
...θ, , θ, ,

(Ф ( )) (Ф ( ))
nn n

G G G G
G G

 
 

F F F X F F F X
X F F F N  

для любой радикальной формации ,X  содержа-

щей формацию 1 2 1... .nFF F N  

(2) Пусть F  – непустая радикальная фор-
мация. Тогда  

θ, 1θ, ,1 1 1

1θ, , θ, ,1 1

Ф ( ) (Ф ( ))

(Ф ( )) (Ф ( ))

G nG Gn n n

nG G G Gn n

G G

G G

  


 

 

 

F NF F F N

X F NX XF F
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для любой радикальной формации ,X  содержащей 

формацию ,n-1F N  и любого натурального числа n.  
Следствие 2.1.6. Для любой группы G име-

ют место следующие утверждения. 
(1) Пусть 1 2 1, ,..., nF F F  − непустые ради-

кальные формации. Тогда  

... 1 2 11 2 1 ... ...1 2 1 1 2 1
...,

( ) ( ( ))
nn n n

G G G
G G

  
   

F F F F F F F F F N
F F F N  

1 2 1... ...1 2 1 1 2 1
..., ,

( ( )) ( ( ))
nn n

G G G G
G G

 
   

F F F X F F F X
X F F F N  

для любой радикальной формации ,X  содержа-

щей формацию 1 2 1... .nFF F N  

(2) Пусть F  – непустая радикальная фор-
мация. Тогда  

1,1 1 1

1, ,1 1

( ) ( ( ))

( ( )) ( ( ))

G nG Gn n n

nG G G Gn n

G G

G G

  


 

   

   

F NF F F N

X F NX XF F

 

для любой радикальной формации ,X  содержащей 

формацию ,n-1F N  и любого натурального числа n.  
Следствие 2.1.7. Для всякой группы G, аб-

нормально полного подгруппового sm -функтора 

θ  и любой радикальной формации ,X  содержа-

щей формацию ,nN  1,n   

1 1

1 1

θ, θ, ,

θ, , θ, ,

Ф ( ) (Ф ( ))

(Ф ( )) (Ф ( )) .

n
n n n

n
n n

G G G

G G G G

G G

G G

 

 

 

 
N N N

X
X XN N

N

N

 

Следствие 2.1.8. Для всякой группы G и лю-
бой радикальной формации ,X  содержащей фор-

мацию ,nN  1,n   

1 1

1 1

,

, ,

( ) ( ( ))

( ( )) ( ( )) .

n
n n n

n
n n

G G G

G G G G

G G

G G

 

 

   

   

NN N N

X
X XN N

N

 

Следствие 2.1.9. Для всякой группы G, аб-
нормально полного подгруппового sm -функтора 

θ  и любой радикальной формации ,X  содержащей 

формацию всех метанильпотентных групп 2 ,N  

2
2

2

θ,F θ,F,

θ,F, θ,F,

Ф ( ) (Ф ( ))

(Ф ( )) (Ф ( )) .

G

G G

G G

G G

 

 

N
N

X NX X

 

В частности, 

θ,F 2θ,F, θ,F,
Ф ( ) (Ф ( )) (Ф ( )) .

G G
G G G S NS S  

Следствие 2.1.10. Для всякой группы G и 
любой радикальной формации ,X  содержащей 

формацию всех метанильпотентных групп 2 ,N  

2 2F F, F, F,
( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) .

G G G
G G G G      

2
XN NX XN

 

В частности,  
2F F, F,

( ) ( ( )) ( ( )) .
G G

G G G    S NS S
 

Следствие 2.1.11. Для всякой группы G и аб-
нормально полного подгруппового sm -функтора 

θ  справедливо равенство 
θ,F,F

F (Ф ( )) F( ).G G

    

Доказательство. По теореме 2.1 

θ,Fθ,F,F
F (Ф ( )) F (Ф ( )).G G

   

Так как по утверждению II леммы 2.1 
2

θ,FФ ( ) ,G N  а значит, группа θ,FФ ( )G  разре-

шима, то θ,F θ,FF (Ф ( )) F(Ф ( )) F( ).G G G             � 

Следствие 2.1.12. Для всякой группы G 
справедливо равенство 

F,F
F ( ( )) F( ).G G

     

Следствие 2.1.13. Для всякой группы G, лю-
бой радикальной формации ,X  содержащей фор-

мацию ,N N  и абнормально полного подгруппо-

вого sm -функтора θ  

θ,F θ,F ,

θ,F , θ,F ,

Ф ( ) (Ф ( ))

(Ф ( )) (Ф ( )) .

G

G G

G G

G G

  


  

 

 
N N

X X

N N

X N N

 

Следствие 2.1.14. Для любой радикальной 
формации ,X  содержащей ,N N  и всякой группы G 

F F ,

F , F ,

( ) ( ( ))

( ( )) ( ( )) .

G

G G

G G

G G

  


  

   

   
N N

X X

N N

X N N

 

Полагая в теореме 2.1 1F  − единичная фор-

мация, 2 ,F F  получаем следующее следствие, 

учитывающее в частном случае (2) нильпотент-
ность подгруппы θФ ( )G  ввиду θ( ) M ( ).G G N  

Следствие 2.1.15. Пусть F  − непустая ра-
дикальная формация, θ  − абнормально полный 
подгрупповой sm -функтор, G − группа. Тогда  

θ θ,
(Ф ( )) (Ф ( )) .

G
G G

F
F F  

В частности: 
(1) для любого простого числа p справедли-

во равенство θ θ,O ( )
O (Ф ( )) O (Ф ( ));

p
p p G

G G  

(2) θ θ,O ( )
O (Ф ( )) O (Ф ( ))

G
G G


    

     θ, θ,O ( )
(Ф ( )) (Ф ( ))

G G
G G

 
 

N
N N  

для произвольного множества простых чисел ;  

если, в частности, θ(Ф ( )),G    то  

θ θ,O ( )

θ, θ,O ( )

Ф ( ) O (Ф ( ))

(Ф ( )) (Ф ( )) .

G

G G

G G

G G


 

 

 
N

N N

 

Следствие 2.1.16. Пусть F  − непустая ра-
дикальная формация, G − группа. Тогда 

( ( )) ( ( )) .
G

G G  F F
F

 

В частности: 
(1) для любого простого числа p справедли-

во равенство 
O ( )

O ( ( )) O ( ( ));
p

p p G
G G    

(2)    
O ( )

O ( ( )) O ( ( ))
G

G G


      

O ( )
( ( )) ( ( ))

G G
G G

 
   

N
N N  

для произвольного множества простых чисел ;  

если, в частности, ( ( )),G     то  
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O ( ) O ( )
( ) O ( ( )) ( ( )) ( ( )) .

G G G
G G G G

  
      

N
N N  

Пусть подгрупповой sm -функтор θ  выде-

ляет в каждой группе G саму группу G и все её 
абнормальные максимальные подгруппы. Тогда 
из теоремы 2.1 вытекает 

Теорема 2.2. Пусть 1,F  2F  − непустые ра-

дикальные формации, G − группа. Тогда  

2 21 1 2
,

( ( )) ( ( )) .G G G
G G  

F F F
F F  

Заметим, что следствия 2.1.2n, 1 8,n   
теоремы 2.1 вытекают также из  теоремы 2.2 с 
применением утверждения I леммы 2.1.  

Лемма 2.3. Пусть F  − непустая радикаль-
ная формация, G − группа. Имеют место сле-
дующие утверждения. 

(1) [7] ( Ф ( )) F ( Ф ( )).G GSoc G G G G
F F

 

(2) [7] F( Ф ( )) Ф ( );G GG G G G
F FFN   

ФF ( ).
G

G G 
F

FN  

(3) ( ( )) F ( ( )).G GSoc G G G G  
F F

 

(4) F( ( )) ( ).G GG G G G  
F FFN  

Доказательство. Обозначим .G G GF   

(3) Так как по утверждению I леммы 2.1 

( ) ( ),G G G G 
F F  

то ( ) ( ).GG G G G  
F

 Так 

как Ф( ( )) ( ( )) 1,G G G G      то по лемме 1.1 

(6) ( ( )) F ( ( )).Soc G G G G    Значит,  

( ( )) F ( ( )).G GSoc G G G G  
F F

 

(4) Применяя утверждение I леммы 2.1 и 
следствие 3.2.4 теоремы 3.2 [12], имеем 

F( ( )) F( ( )) F( ) ( )

( ) ( )

G

G G

G G G G G G

G G G G G G

     

   
F

F FFN F F FN

 

ввиду утверждения (4) леммы 1.1. А так как, оче-
видно, ( ) F( ( )),G GG G G G  

F FFN  то  

F( ( )) ( ).G GG G G G  
F FFN                  � 

Лемма 2.4. Пусть F  − непустая радикаль-
ная формация, θ  − абнормально полный под-
групповой sm -функтор, G − группа. Имеют ме-

сто следующие утверждения. 
(1) θ, θ,( Ф ( )) F ( Ф ( )).G GSoc G G G G

F F
 

(2) θ, θ,F( Ф ( )) Ф ( ).G GG G G G
F FFN   

(3) Тогда и только тогда ФF ( ) ,
G

G G
F

FN  ко-

гда θ,Soc( Ф ( ))GG G
F

 разрешим. 

Доказательство. (1) Пусть θ  − абнормаль-
но полный подгрупповой sm -функтор. По лемме 

2.2 (2) 
θ,Ф ФF ( ) F ( ) F ( ).

G G G
G G G   

F F F
 Так как 

θ,Ф ( ) Ф ( ),G GG G
F F

 то ввиду утверждения (1) лем-

мы 2.3 Ф θ,F ( ) Ф ( ) .
G GG G 

FF
N  Предположим, что  

Ф θ, θ, θ,F ( ) Ф ( ) F ( Ф ( )) Ф ( ).
G G G GG G G G R G 

F F FF
 

Тогда R  не входит в ФF ( ).
G

G
F

 А так как 

θ,Ф ( ) ( ),G GG G 
F F

 то 

( ) ( ) ( ) ,G G GR G G R R G     
F F F

N  

и, следовательно, ( ) ( ) F ( ( )).G G GR G G G G   
F F F

 

Из утверждения (3) леммы 2.3 следует 

ФR F ( ).
G

G 
F

 Полученное противоречие доказы-

вает справедливость равенства 

θ, θ,( Ф ( )) F ( Ф ( )).G GSoc G G G G
F F

 

(2) Пусть θ, θ,F( Ф ( )) Ф ( ).G GG G N G
F F

 Так 

как θ,Ф ( ) Ф ( ) ( ),G G GG G G  
F F F

 то из утвержде-

ния (2) леммы 2.3 следует θ, θ,Ф ( ) Ф ( ) ,G GG G G 
F FFN N  

откуда .G NFN  Кроме того, ( ) ( ) ;G GN G G  
F F

N  

ввиду утверждения (4) леммы 2.3 .N G FN  Зна-

чит, .N G FN   

Утверждение (3) вытекает из утверждений 
(1) и (2) с учётом утверждения (2) леммы 2.2.    � 

Следствие 2.4.1. Пусть F  − непустая ра-
дикальная формация, θ  − абнормально полный 
подгрупповой sm -функтор, G − группа. Тогда  

следующие четыре утверждения: ФF ( ) ,
G

G G
F

FN  

θ,Soc( Ф ( ))GG G
F

 разрешим, Soc( Ф ( ))GG G
F

 раз-

решим и Soc( ( ))GG G
F

 разрешим − равносильны. 

Лемма 2.5. Пусть F  − непустая радикаль-
ная формация, θ  − абнормально полный под-
групповой sm -функтор. Если факторгруппа 

Ф θ,θ, ,
F ( ) Ф ( ) Ф ( )

G GG G
G G G

FF F FN
 разрешима, то 

равносильны следующие три утверждения: 
(1) 

θ, ,
Ф ( ) ;

G G
G G

F FN
 

(2) Ф θ, ,
F ( ) Ф ( ) ;

G G G
G G G 

F F FN
 

(3) θ,Ф ( ) .G G G
F

 

Доказательство. Докажем равносильность ут-
верждений (1) и (3). Так как θ, θ, ,

Ф ( ) Ф ( ),G G G
G G

F F FN
 

то из утверждения (1) следует утверждение (3). 
Пусть выполняется утверждение (3), т. е. 

θ,Ф ( ) ,G G G
F

 что равносильно 

θ, Фθ,
Ф ( ) F ( ).G G

G G 
F

F
 

И предположим, что 
θ, ,

Ф ( ) .
G G

G G
F FN

 Тогда 

θ, θ,Ф ( ) Ф ( ) .G GG G G 
F FN FN  Согласно условию, фак-

торгруппа Ф θ, θ,F ( ) Ф ( ) ( Ф ( ))
G G GG G Soc G G

F FF
 

разрешима. По утверждению (3) леммы 2.4 

ФF ( ) ,
G

G G
F

FN  что противоречит 
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θ, Ф Фθ,
Ф ( ) F ( ) F ( ).

GG G
G G G  

F FF
 

Таким образом, из утверждения (3) следует 
утверждение (1). 

Докажем равносильность утверждений (2) и 

(3). Так как θ, Ф θ, ,
Ф ( ) F ( ) Ф ( ),

GG G G
G G G 

F F F FN
 то 

из утверждения (2) следует утверждение (3). 
Пусть выполняется утверждение (3). Как было 
показано, утверждение (3) равносильно утвер-
ждению (1). А из утверждения (1) следует ут-
верждение (2). Значит, утверждения (2) и (3) 
равносильны.                                                          � 

Замечание 2.1. Пусть θ  − абнормально 
полный подгрупповой m-функтор, F  − непустая 
радикальная формация. Справедливы следующие 
утверждения. 

(1) Условие θ,Ф ( )G G G
F

 θ(Ф ( )G G  в 

случае, если  1 )F  равносильно условию 

G G F  ( 1,G   соответственно), если θ  выделя-

ет в каждой группе G саму группу G и все её 
максимальные подгруппы. 

(2) Условие θ,Ф ( )G G G
F

 θ(Ф ( )G G  в слу-

чае, если  1 )F  равносильно условию G G FN  

( F( ),G G  соответственно), если θ  выделяет в 

каждой группе G саму группу G и все её макси-
мальные абнормальные подгруппы.  

Действительно, если абнормально полный 
подгрупповой m-функтор θ  выделяет в каждой 
группе G саму группу G и все её максимальные 
абнормальные подгруппы (случай (2)), то 

θ,Ф ( ) ( ).G GG G 
F F

 В соответствии с леммой 

1.1 (4) F( ) .G G G GF FN F  Поэтому условие 

( ) ,G G G 
F

 очевидно, равносильно условию 

.G G FN  

Таким образом, из леммы 2.5 вытекают  сле-
дующие следствия.   

Следствие 2.5.1 [7, лемма 2.6]. Пусть F  − 
непустая радикальная формация, G − группа, и 

пусть факторгруппа Ф ,
F ( ) Ф ( ) Ф ( )

G GG G
G G G

FF F FN
 

разрешима. Тогда равносильны следующие три 
утверждения: 

(1) 
,

Ф ( ) ;
G G

G G
F FN

 

(2) Ф ,
F ( ) Ф ( ) ;

G G G
G G G 

F F FN
 

(3) .G G F  

Следствие 2.5.2. Пусть F  − непустая ра-
дикальная формация, G − группа, и пусть фак-

торгруппа Ф ,
F ( ) ( ) ( )

G GG G
G G G 

FF F FN
 разре-

шима. Тогда равносильны следующие три ут-
верждения: 

(1) 
,

( ) ;
G G

G G 
F FN

 

(2) Ф ,
F ( ) ( ) ;

G G G
G G G 

F F FN
 

(3) .G G FN  

Теорема 2.3. Пусть F  − непустая ради-
кальная формация, θ  − абнормально полный под-
групповой sm -функтор, G − группа, θ,Ф ( ) .G G G

F
 

Тогда:
 (1) θ, Фθ, ,

Ф ( ) Ф ( ) F ( ),
GG G G

G G G G   
F F FN F

FN   

если факторгруппа Ф θ,θ, ,
F ( ) Ф ( ) Ф ( )

G GG G
G G G

FF F FN
 

разрешима; 

(2) θ, Фθ, ,
Ф ( ) Ф ( ) F ( ),

GG G G
G G G G   

F F FN F
FN   

если θ,( Ф ( ))GSoc G G
F

 разрешим. 

Доказательство. (1) Пусть θ,Ф ( ) ,G G G
F

 

Ф θ, ,
F ( ) Ф ( ) ,

G G G
G G N 

F F FN
 факторгруппа θ,Ф ( )GN G

F
 

разрешима. Тогда 

θ, θ, θ,Ф ( ) F( Ф ( )) Ф ( )G G GN G G G G G 
F F FFN  

ввиду леммы 2.4. Применение следствия 2.1.3 
теоремы 2.1 даёт θ,θ, ,

(Ф ( )) Ф ( ).GG G
N G G 

FF FN
FN  

Значит, θ, Фθ, ,
Ф ( ) Ф ( ) F ( ),

GG G G
G G G G   

F F FN F
FN  

учитывая лемму 2.3 (2). 
Утверждение (2) − частный случай утвер-

ждения (1); по лемме 2.4 (3) ФF ( ) .
G

G G
F

FN        � 

Замечание 2.2. Пусть F  − непустая ради-
кальная формация, G  − группа, θ  − абнормаль-
но полный подгрупповой sm -функтор. И пусть 

θ, θ, ,
Ф ( ) Ф ( ) .G G G

G G G 
F F FN

 Тогда 

θ,θ, θ, Ф ФФ ( ) Ф ( ) F ( ) F ( ).
G GG GG G G G G    

FN F F F
FN  

Значит, θ,Ф ( ) ,G G G G 
F FN  так как θ,Ф ( )G G G

F FN  

по лемме 2.1(II). Таким образом, согласно лемме 
2.4 (2), θ, θ,F( Ф ( )) Ф ( )G GG G G G

F FFN  − единич-

ная группа, а значит, по лемме 2.4 (1) 

θ, θ,( Ф ( )) F ( Ф ( ))G GSoc G G G G
F F

 − прямое про-

изведение простых неабелевых групп. 
Отметим следствие теоремы 2.3 для случая 

F  − единичная формация. 
Следствие 2.3.1. Пусть θ  − абнормально 

полный подгрупповой sm -функтор, G − группа, 

θФ ( ) .G G  Тогда:
 

(1) θ θ,F
Ф ( ) Ф ( ) F( ) F( ),G G G G      

если подгруппа 
θ,F

F( ) Ф ( )G G  разрешима; 

(2) θ θ,F
Ф ( ) Ф ( ) F( ) F( ),G G G G      

если подгруппа F( )G  разрешима. 

Применяя лемму 1.1 (3), распространим 
теорему 2.3 на произведение произвольного чис-
ла радикальных формаций .iF  
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Следствие 2.3.2. Пусть θ  − абнормально 
полный подгрупповой sm -функтор, G − группа. 

Имеют место следующие утверждения. 
I. Пусть 1 2 1, ,..., nF F F  − непустые ради-

кальные формации, 
...1 2 1

θ,Ф ( ) .
n

G G G



F F F

 Тогда:  

(1) 
...1 2 1 ... ...1 2 1 1 2 1

θ, θ, ,
Ф ( ) Ф ( )

n n n
G G G

G G
  

 
F F F F F F F F F N

 

1 2 1 ...1 2 1
... ФF ( ),

n G n

G G
 

  
F F F

F F F N  

если  факторгруппа  

...... ... ... 1 2 11 2 1 1 2 1 1 2 1
Ф θ,θ, ,

F ( ) Ф ( ) Ф ( )
G nn n n

GG G
G G G

  


F F FF F F F F F F F F N
  

разрешима; 
(2) 

...1 2 1 ... ...1 2 1 1 2 1
θ, θ, ,

Ф ( ) Ф ( )
n n n

G G G
G G

  
 

F F F F F F F F F N
 

1 2 1 ...1 2 1
... ФF ( ),

n G n

G G
 

  
F F F

F F F N  

если 
...1 2 1

θ,( Ф ( ))
n

GSoc G G
F F F

 разрешим. 

II. Пусть F  − непустая радикальная форма-

ция, θ,Ф ( ) ,
n-G G G
1F

 n − натуральное число. Тогда: 

(1) θ, θ, ,
Ф ( ) Ф ( )

n- n- n-
G G G

G G 
1 1 1F F F N

 

ФF ( ),n-

n-G
G G  1

1F

F N
 

если факторгруппа 

θ,θ, ,ФF ( ) Ф ( ) Ф ( )
n-n- n-

n-
GG GG

G G G
11 1

1 FF F NF

 

разрешима; 
(2) θ, θ, ,

Ф ( ) Ф ( ) n-
n- n- n-

G G G
G G G  1

1 1 1F
F NF F N

  

ФF ( ),
n-G

G 
1F

 если θ,( Ф ( ))G n-
Soc G G

1F
 разрешим. 

III. Пусть n − натуральное число, 

θ,Ф ( ) .
n-G G G
1N

 Тогда: 

(1) θ, θ, ,
Ф ( ) Ф ( ) n

n- n- n
G G G

G G G  
1 1 NN N N

 

1
ФF ( ),

nG
G



 
N

 если группа 
θ, ,ФF ( ) Ф ( )

n- n
n-

G GG
G G

1
1 N NN

 

разрешима; 
(2) θ, θ, ,

Ф ( ) Ф ( ) n
n- n- n

G G G
G G G  

1 1 NN N N
 

1
ФF ( ),

nG
G



 
N

 если группа 
1

ФF ( )
nG

G



N

 разрешима. 

Утверждение III следствия 2.3.2 теоремы 2.3 
учитывает разрешимость подгруппы θ,Ф ( ),G n-

G
1N

 

принадлежащей формации nN  согласно утвержде-
нию II леммы 2.1 и утверждению (3) леммы 1.1. 

Из теоремы 2.3 вытекает следующий ре-
зультат, ввиду следствия 2.5.1 леммы 2.5 равно-
сильный теореме 2.2 из [7]. 

Следствие 2.3.3. Пусть F  − непустая ра-

дикальная формация, G − группа, .G G F  Тогда:
 

(1) Ф,
Ф ( ) Ф ( ) F ( ),

GG G G
G G G G   

F F FN F
FN   

если факторгруппа Ф ,
F ( ) Ф ( ) Ф ( )

G GG G
G G G

FF F FN
 

разрешима; 

(2) Ф,
Ф ( ) Ф ( ) F ( ),

GG G G
G G G G   

F F FN F
FN   

если Soc( Ф ( ))GG G
F

 разрешим. 

В случае  1F  из следствия 2.3.3 теоремы 

2.3 получаем следующее утверждение: 

F
Ф( ) Ф ( ) F( ) F( ),G G G G      если 1,G   под-

группа 
F

F( ) Ф ( )G G  разрешима; в частности, 

F
Ф( ) Ф ( ) F( ) F( ),G G G G     если подгруппа F( )G  

неединичной группы G разрешима. Это утвер-
ждение вытекает также из следствия 2.3.1 с учё-
том замечания 2.1(1). Для разрешимой нееди-
ничной группы G  равенство 

F
Ф( ) Ф ( )G G  ус-

тановлено в [13]. 
В случае F  − формация всех нильпотент-

ных групп из следствия 2.3.2 теоремы 2.3 с при-
влечением следствия 2.5.1 леммы 2.5 получаем 

утверждение: 2
F2

F F, ФФ ( ) Ф ( ) F ( ),
G

G G G G   
N

N
 

если 
2F,

Ф ( ) ,
G

G G
N

 подгруппа 
F 2F,ФF ( ) Ф ( )

G
G G

N

 

разрешима; в частности, если группа G нениль-

потентна и подгруппа 
FФF ( )G  разрешима, то 

2
F2

F F, ФФ ( ) Ф ( ) F ( ).
G

G G G G   
N

N
  Метанильпо-

тентность пересечения FФ ( )G  для разрешимой не-

нильпотентной группы G была установлена в [13]. 
Следствие 2.3.4. Пусть G − группа. Имеют 

место следующие утверждения. 
I. Пусть 1 2 1, ,..., nF F F  − непустые ради-

кальные формации, 
1 2 1...

.
n

G G



FF F

 Тогда:  

(1) 
...1 2 1 ... ...1 2 1 1 2 1

,
Ф ( ) Ф ( )

n n n
G G G

G G
  

 
F F F F F F F F F N

 

1 2 1 ...1 2 1
... ФF ( ),

n G n

G G
 

  
F F F

F F F N  если  факторгруппа 

...... ... ... 1 2 11 2 1 1 2 1 1 2 1
Ф ,

F ( ) Ф ( ) Ф ( )
G nn n n

GG G
G G G

  


F F FF F F F F F F F F N
 

разрешима; 
(2) 

...1 2 1 ... ...1 2 1 1 2 1
,

Ф ( ) Ф ( )
n n n

G G G
G G

  
 

F F F F F F F F F N
 

1 2 1 ...1 2 1
... ФF ( ),

n G n

G G
 

  
F F F

FF F N  если 
...1 2 1

( Ф ( ))
n

GSoc G G
FF F

 

разрешим. 
II. Пусть F  − непустая радикальная фор-

мация, ,
n-

G G
1F

 n − натуральное число. Тогда: 

(1) 
,

Ф ( ) Ф ( ) n-
n- n- n-

G G G
G G G  1

1 1 1 F NF F F N
 

ФF ( ),
n-G

G 
1F

 если факторгруппа ФF ( )
n-G

G 
1F

 

,
Ф ( ) Ф ( )

n-n- n-
GG G

G G
11 1 FF F N

 разрешима; 

(2) 
,

Ф ( ) Ф ( ) n-
n- n- n-

G G G
G G G  1

1 1 1 F NF F F N
  

ФF ( ),
n-G

G 
1F

 если ( Ф ( ))G n-
Soc G G

1F
 разрешим. 

Утверждение I следствия 2.3.4 теоремы 2.3 
равносильно следствию 2.2.2 теоремы 2.2 [7] 
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ввиду следствия 2.5.1 леммы 2.5. Следующий 
результат равносилен теореме 2.3 из [7]. 

Следствие 2.3.5. Пусть G − группа. Для 
всякого натурального числа n имеют место сле-
дующие утверждения.  

(1) Если 1 ,nG G 
N

 подгруппа 
1

ФF ( )
G n-

G 
N

 

1 ,Ф ( )
G Gn- n

G
N N

 разрешима, то  

1 ,1 1
ФФ ( ) Ф ( ) F ( ).G G G nn- n Gn- n-

G G G G   
N NN N

N
 

(2) Если 1nG G 
N

 и подгруппа 
1

ФF ( )
G n-

G
N

 

разрешима, то  

1 ,1 1
ФФ ( ) Ф ( ) F ( ).G G G nn- n Gn- n-

G G G G   
NN NN N

 

Полагая  θ( ) M ( )G G G  N  для любой 

группы G, из теоремы 2.3, с учётом замечания 
2.1, получаем 

Следствие 2.3.6. Пусть F  − непустая ра-

дикальная формация, G − группа, .G G FN  Тогда:
 

(1) Ф,
( ) ( ) F ( ),

GG G G
G G G G     

F F FN F
FN  ес-

ли факторгруппа Ф ,
F ( ) ( ) ( )

G GG G
G G G 

FF F FN
 

разрешима; 

(2) Ф,
( ) ( ) F ( ),

GG G G
G G G G     

F F FN F
FN  ес-

ли ( ( ))GSoc G G
F

 разрешим.  

Следствие 2.3.7. Пусть G − группа. Имеют 
место следующие утверждения. 

I. Пусть 1 2 1, ,..., nF F F  − непустые ради-

кальные формации, 
1 2 1...

.
n

G G



F F F N

 Тогда:  

(1) 
...1 2 1 ... ...1 2 1 1 2 1

,
( ) ( )

n n n
G G G

G G
  

   
F F F F F F F F F N

 

1 2 1 ...1 2 1
... ФF ( ),

n G n

G G
 

  
F F F

F F F N  если факторгруппа 

...... ... ... 1 2 11 2 1 1 2 1 1 2 1
Ф ,

F ( ) ( ) ( )
G nn n n

GG G
G G G

  
 

F F FF F F F F F F F F N
  

разрешима; 
(2) 

...1 2 1 ... ...1 2 1 1 2 1
,

( ) ( )
n n n

G G G
G G

  
   

F F F F F F F F F N

 

1 2 1 ...1 2 1
... ФF ( ),

n G n

G G
 

  
F F F

FF F N  если 
...1 2 1

( ( ))
n

GSoc G G



FF F

 

разрешим. 
II. Пусть F  − непустая радикальная фор-

мация, ,
n-

G G
1F N

 n − натуральное число. Тогда: 

(1) 
,

( ) ( ) n-
n- n- n-

G G G
G G G    1

1 1 1 F NF F F N
 

ФF ( ),
n-G

G 
1F

 если факторгруппа ФF ( )
n-G

G 
1F

 

,
( ) ( )

n-n- n-
GG G

G G 
11 1 FF F N

 разрешима; 

(2) 
,

( ) ( ) n-
n- n- n-

G G G
G G G    1

1 1 1 F NF F F N
  

ФF ( ),
n-G

G 
1F

 если ( ( ))G n-
Soc G G

1F
 разрешим. 

Следствие 2.3.7 теоремы 2.3 включает сле-
дующий результат. 

Теорема 2.4. Пусть G − группа. Для всякого 
натурального числа n имеют место следующие 
утверждения. 

(1) Если nG G
N

 и подгруппа 
1

ФF ( )
G n-

G 
N

 

1 ,
( )

G Gn- n
G

N N
 разрешима, то  

1 ,1 1
Ф( ) ( ) F ( ).G G G nn- n Gn- n-

G G G G     
N NN N

N
 

(2) Если nG G
N

 и подгруппа 
1

ФF ( )
G n-

G
N

 

разрешима, то  

1 ,1 1
Ф( ) ( ) F ( ).G G G nn- n Gn- n-

G G G G     
N NN N

N
 

Следствие 2.4.1. Пусть G − ненильпотент-
ная группа. Тогда: 

(1) если подгруппа 
F

F( ) ( )G G  разреши-

ма, то 
F

( ) ( ) F( ) F( );G G G G       

(2) если подгруппа F( )G  разрешима, то 

F
( ) ( ) F( ) F( ).G G G G       

Следствие 2.4.1 вытекает также из следст-
вия 2.3.1 теоремы 2.3 с учётом замечания 2.1(2). 

Следствие 2.4.2. Пусть нильпотентная 
длина разрешимой группы G  больше натураль-
ного числа n. Тогда  

1 ,1 1
Ф( ) ( ) F ( ).G G G nn- n Gn- n-

G G G G     
N NN N

N
 

Следствие 2.4.3 [14]. Подгруппа Гашюца 
( )G  разрешимой ненильпотентной группы G 

совпадает с пересечением всех максимальных 
ненормальных подгрупп группы G, не содержа-
щих её подгруппу Фиттинга F( ).G   

Выделим случай теоремы 2.4, возникающий 
при 2.n    

Следствие 2.4.4. Пусть группа 2 .G G
N

 

Тогда: 

(1) если подгруппа 
F 2

Ф F,
F ( ) ( )

G
G G

N

 раз-

решима, то 2
F2

F ФF,
( ) ( ) F ( );

G
G G G G     

N
N

 

(2) если подгруппа 
FФF ( )G  разрешима, то 

2
F2

F ФF,
( ) ( ) F ( ).

G
G G G G     

N
N

 

Следствие 2.4.5. Пусть G − разрешимая 
группа, не являющаяся метанильпотентной. Тогда 

2
F2

F ФF,
( ) ( ) F ( ).

G
G G G G     

N
N

 

Теорема 2.5. Пусть F  − непустая ради-
кальная формация, G − группа. Имеют место 
следующие утверждения. 

I. Пусть θ  − абнормально полный подгруп-
повой sm -функтор. Если θ,Ф ( ) ,G G G

F
 то  

Ф
θ, Фθ, ,F

Ф ( ) Ф ( ) F ( ).
G

G
G G

G G G 


F FF
F

 

II. Если ,G G F  то  
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Ф
Ф,F

Ф ( ) Ф ( ) F ( ).
G

G
G G

G G G 


F FF
F

 

III. Если ,G G FN  то  

Ф
Ф,F

( ) ( ) F ( ).
G

G
G G

G G G   


F FF
F

 

Доказательство. I. Так как θ,Ф ( ) ,G G G
F

 то 

θ,θ, Ф ФФ ( ) F ( ) F ( )
G GG G G G  

F F F
 ввиду леммы 2.2 (2). 

Предположим, что 
Ф

θ, θ, ,F
Ф ( ) Ф ( ).

G
G G

G G F F
F

 Пусть 

θ,Ф ( )GN G
F

 − минимальная нормальная под-

группа группы θ,Ф ( ) ,GG G
F

 
Фθ, ,F

Ф ( ).
G

G
N G 

F
F

 

Так как 
ФФ

θ, θ,Fθ, ,F
Ф ( ) Ф ( ) Ф ( ),

GG
G G

G G G  F F FF

 то 

θ,Ф ( ),GN G
F

  что противоречит сделанному 

предположению. Значит, 
Ф

θ, θ, ,F
Ф ( ) Ф ( ).

G
G G

G G F F
F

 

Утверждения II и III вытекают из утверждения I 
ввиду замечания 2.1.                                              � 

Утверждение I теоремы 2.5 обобщает слу-
чай (2) теоремы 2.3, который вытекает из теоре-
мы 2.5 с применением  леммы 2.4 (3).  

Следствие 2.5.1. Пусть G − группа. Имеют 
место следующие утверждения. 

I. Пусть θ  − абнормально полный подгруп-
повой sm -функтор. Если θФ ( ) ,G G  то  

θ θ,F
Ф ( ) Ф ( ) F( ).G G G 

  

II. Если 1,G   то 
F

Ф( ) Ф ( ) F( ).G G G 
  

III. Если F( ),G G  то 
F

( ) ( ) F( ).G G G   
  

Следствие 2.5.1 включает результаты рабо-
ты [15]. 
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О ВЛИЯНИИ k-ПРИМАРНЫХ ХОЛЛОВЫХ ПОДГРУПП НА СТРОЕНИЕ 
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ON THE INFLUENCE OF k-PRIMARY HALL SUBGROUPS ON THE STRUCTURE 

OF FINITE SOLUBLE GROUPS 

T.I. Vasilyeva1,2, S.V. Balychev1 
1F. Scorina Gomel State University 

2Belarusian State University of Transport, Gomel 
 

Пусть t – натуральное число. В классе конечных разрешимых групп найдены свойства класса всех групп, у которых все 
k-примарные холловы подгруппы для k t  принадлежат наследственной насыщенной формации.  
 
Ключевые слова: разрешимая группа, холлова подгруппа, наследственная формация, насыщенная формация. 
 
Let t be a natural number. In the class of finite soluble groups the properties of the class of all groups whose any k-primary Hall 
subgroups for k t  belong to the saturated formation are found.  
 
Keywords: soluble group, Hall subgroup, hereditary formation, saturated formation. 

 
 

Введение  
Все рассматриваемые в данной работе 

группы конечные. Пусть   – некоторое множе-
ство простых чисел,   – дополнение к   в 
множестве всех простых чисел       – мощ-

ность   G   – порядок группы G  ( )n  – мно-

жество всех простых делителей натурального 
числа n  ( ) ( )G G       Подгруппа K группы G  

называется:  -подгруппой, если ( )K     -хол-

ловой, если K  –  -подгруппа и ( )G K        
Если   состоит из одного простого числа 

p  то  -холлова подгруппа является силовской 

p-подгруппой. По известной теореме Силова во 
всякой группе существуют силовские p-под-
группы, они составляют сопряженный класс под-
групп и для каждой p-подгруппы найдется ее 
содержащая силовская p-подгруппа. Однако 
группа может не иметь  -холловых подгрупп, 
если в   входит 2 и более простых чисел. На-
пример, в знакопеременной группе 5A  на 5 сим-

волах нет {2,5}-холловых подгрупп.  
В 1928 году Ф. Холл [1] в классе всех раз-

решимых групп расширил теорему Силова до 
случая  -холловых подгрупп.  

Теорема (Ф. Холл [1]). Пусть G – разреши-
мая группа. Для любого множества простых 
чисел   справедливы следующие утверждения:  

1) в G существует  -холлова подгруппа,  
2) любые две  -холловы подгруппы сопря-

жены в G   

3) каждая  -подгруппа содержится в не-
которой  -холловой подгруппе из G    

Пусть F  – некоторый класс групп. Через 

CF  обозначается класс всех групп, у которых 

имеется по крайней мере одна  -холлова под-
группа, принадлежащая F  и любые две  -хол-
ловы подгруппы сопряжены. Из теоремы Ф. Холла 
следует, что этот класс содержит все разреши-
мые группы, если F  совпадает с классом всех 
групп. В 1975 году Блессеноль [2] установил в 
классе разрешимых групп, что если F  – насы-

щенная формация, то CF  является насыщенной 

формацией. В [3] (см. также [4, гл. IV]) этот ре-
зультат был распространен на случай  -обо-
собленных групп. В [5] для произвольной насы-
щенной формации F  был получен критерий на-

сыщенности CF  в предположении, что CF  – 

формация. Там же был приведен пример, пока-
зывающий, что формация CN  в общем случае 

не является насыщенной. Тем самым была опро-
вергнута гипотеза [4, проблемы 19]: пусть   – 
некоторое множество простых чисел, F  – насы-

щенная формация, тогда CF  – насыщенная 

формация. В [6, теорема 1] было доказано, что 
для любой формации F  и любого множества 

простых чисел   класс CF  является формаци-

ей. В этой же работе были найдены условия, при 
которых формация CF  является p-насыщенной 

или p-разрешимо насыщенной.  
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Определение 0.1. Пусть t – натуральное чис-
ло и F  – класс групп. Обозначим через HtF  

следующий класс групп: Ht  F
i

C F  по всем 

i    таким, что i t      
Ясно, что класс HtF  наследует свойства 

i
C F  Из [6, теорема 1] следует, что HtF  являет-

ся формацией, если F  – формация.  

В тоже время HtF  имеет более сильные 

свойства, чем 
i

C F  Например, 2H N N  – на-

сыщенная формация, а в [5] показано, что фор-
мация {3 11}C  N  является композиционной, но не 

является насыщенной.  
Возникает задача: изучить свойства класса 

групп HtF  в зависимости от свойств F   

В классе всех разрешимых групп, учитывая 
теорему Ф. Холла, можно для определения 0.1 
получить равносильное  

Определение 0.2. Пусть t – натуральное 
число и F  – класс групп. Тогда HtF  – класс раз-

решимых групп, у которых любая k-примарная 
холлова подгруппа принадлежит F  для любого 

натурального числа k t    
Под k-примарной подгруппой группы по-

нимается подгруппа H  с ( )H k     где k  – 

некоторое натуральное число.  
В настоящей работе в классе всех разреши-

мых групп найдены свойства Ht F  в частности, 

для наследственной насыщенной формации F  

класс HtF  – наследственная насыщенная фор-

мация, установлено ее локальное задание. Рас-
смотрены классы групп HtF  для конкретных 

формаций F   
 

1 Предварительные результаты  
В работе используются стандартные обо-

значения и определения. Необходимые сведения 
из теории групп и теории формаций можно най-
ти в монографиях [4], [7].  

Для группы G и простого числа p через ( )pO G  

обозначается наибольшая нормальная p-под-
группа G  ( )pF G  – p-нильпотентный радикал 

G  т. е. наибольшая нормальная p-нильпотент-
ная подгруппа G  1  – единичная группа (под-
группа).  

Будем использовать следующие обозначе-
ния: S  – класс всех разрешимых групп, U  – 
класс всех сверхразрешимых групп, N  – класс всех 
нильпотентных групп, pN  – класс всех p-групп, 

S  – класс всех разрешимых  -групп, A  – 

класс всех абелевых групп,   – класс всех раз-
решимых групп c абелевыми силовскими под-
группами.  

Класс групп F  называется наследствен-
ным, если F  вместе с каждой группой содержит 
все ее подгруппы; нормально наследственным, 
если F  вместе с каждой группой содержит все ее 
нормальные подгруппы; гомоморфом, если из 
GF  и N G  всегда следует, что G N  F  

формацией, если F  – гомоморф и из iN G  

и iG N F  ( 1 2)i    всегда следует, что 

1 2G N N   F  классом Фиттинга, если F  нор-

мально наследственный и F  содержит всякую 

группу 1 2G N N   у которой iN G  и iN F  

( 1 2)i     Через ( ) F  обозначается множество 

всех простых делителей порядков групп, при-
надлежащих F   

Формация F  называется насыщенной, если 

из ( )G G  F  всегда следует, что G F  Через 

GF  обозначается F -корадикал группы G  т. е. 
наименьшая нормальная подгруппа из G  для 

которой G G  F F   

Функция {f   формации} называется ло-

кальным экраном. Через ( )LF f  обозначен класс 

всех групп G, у которых ( ) ( )GG C H K f p    

для любого главного фактора H K  и каждого 
( )p H K    Формация F  называется локаль-

ной, если существует локальный экран f такой, 
что ( )LF f F   

Локальный экран f называется внутренним, 
если ( ) ( )f p LF f  для любого простого p. 

Внутренний локальный экран F формации ( )LF f  

называется максимальным внутренним локаль-
ным, если для любого ее внутреннего локального 
экрана f имеет место включение ( ) ( )f p F p  

для любого простого p.  
Лемма 1.1 [7, гл. I, лемма 3.2]. Пусть K  – 

 -холлова подгруппа группы G  M   N  – нор-
мальные подгруппы из G. Тогда справедливы сле-
дующие утверждения:  

( )a  gK  –  -холлова подгруппа в G  для лю-

бого g G    

( )b  KN N  –  -холлова подгруппа в G N    
( )c  K N  –  -холлова подгруппа в N    
( )d  ( )( )K N K M K NM     –  -хол-

лова подгруппа в NM     
Теорема 1.1 [2]. Пусть F  – насыщенная 

формация, H  – холлова подгруппа разрешимой 
группы G  Если ( )H H G   F  то H  F    

Теорема 1.2 [4, теорема 4.7]. Пусть F  – 
максимальный внутренний локальный экран фор-
мации F  Формация F  наследственна тогда и 
только тогда, когда для любого p формация 

( )F p  наследственна.   
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Предложение 1.1 [7, гл. IV, предложение 
3.14]. Пусть ( )LF f F  Если ( )f p  наследст-

венная формация для любого p  то F  наслед-

ственная формация.   
Лемма 1.2 [4, лемма 4.5]. Пусть f – локаль-

ный экран формации F  Группа G тогда и только 

тогда принадлежит F  когда ( ) ( )pG F G f p   

для любого ( )p G     
Теорема 1.3 [4, теорема 3.3]. Локальная 

формация F  имеет единственный максимальный 
внутренний локальный экран F, причем F удовле-
творяет следующему условию: ( ) ( )pF p F pN  

для любого простого p.  
Теорема 1.4 [7, гл. IV, теорема 4.6]. Форма-

ция является насыщенной тогда и только тогда, 
когда она является локальной.   

Пусть F  – непустая формация. Подгруппа 
H группы G  называется F -субнормальной в G  
если либо H G   либо существует максималь-

ная цепь подгрупп 0 1 nH H H … H G      

такая, что 1i iH H F  для 1i … n      
Для непустой формации F  через wF  [8] 

(см. также [9]) обозначается класс всех групп G  
таких, что ( ) ( )G   F  и в G  любая силовская 

подгруппа F -субнормальна.  
Лемма 1.3 [8, следствие D.1]. Для класса 

NA  всех групп с нильпотентным коммутантом 
класс w( )  NA N   

Подгруппа H группы G называется  -суб-
нормальной в G  [10], если либо H G   либо 
существует цепь подгрупп 

0 1 1n nH H H … H H G       

такая, что индекс 1i iH H     – простое число для 

любого 1i … n     Группа, у которой любая си-
ловская подгруппа является  -субнормальной, 
называется w-сверхразрешимой. Класс wU  со-
стоит из всех w-сверхразрешимых групп и обра-
зует наследственную насыщенную формацию 
разрешимых групп [10].  

Теорема 1.5 (необходимость [10], достаточ-
ность [11]). Группа G является w-сверхразреши-
мой тогда и только тогда, когда G дисперсивна 
по Оре и любая ее бипримарная подгруппа сверх-
разрешима.   
 

2 Свойства класса  групп  с  заданными  
k-примарными холловыми подгруппами  

В разделах 2 и 3 рассматриваются только 
разрешимые группы, в них слово «группа» озна-
чает «разрешимая» группа.  

Лемма 2.1. Пусть t – натуральное число. 
Тогда справедливы следующие утверждения:  

1) если 1F  и 2F  – классы групп, причем 

1 2 F F  то 1 2H Ht t F F   

2) 1 1H H Ht t  F F F  для любого клас-

са групп F   

3) H (H ) Ht t tF F  для любого класса групп F  

Доказательство. Утверждения 1) и 2) сле-
дуют из определения 0.2.  

3) Пусть HtG F  и K  – ее k-примарная 

холлова подгруппа, k t   Тогда K  F  Ясно, 

что любая 1k -примарная холлова подгруппа S  

группы K  для 1k t  является 1k -примарной 

холловой подгруппой группы G  Поэтому S F  

и HtK  F  Это означает, что H H (H )t t t F F  

Обратное включение очевидно.                             
Предложение 2.1. Пусть t – натуральное 

число, F  – класс групп. Тогда справедливы сле-
дующие утверждения:  

1) если F  – наследственный класс, то 

HtF F  и HtF  – наследственный класс;  

2) если F  – нормально наследственный класс, 

то HtF  – нормально наследственный класс;  

3) если F  – гомоморф, то HtF  – гомоморф; 

4) если F  – формация, то HtF  – формация;  

5) если F  – класс Фиттинга, то и HtF  – 

класс Фиттинга.   
Доказательство. Докажем 1) и 2). Пусть K  

– подгруппа (нормальная подгруппа) группы 
HtG F  и R  – k-примарная холлова подгруппа 

из K   k t   По теореме Ф. Холла для ( )R    в 

G  существует  -холлова подгруппа P  такая, 
что R P   Тогда P  – k-примарная холлова под-
группа в HtG F  По определению 0.2 P F  

Если F  – наследственный (нормально наследст-

венный) класс, то R F  Итак, HtK  F   

3) HtG F  N G  и T N  – k-примарная 

холлова подгруппа группы G N   k t   Обозна-

чим ( )T N      По теореме Ф. Холла в T  су-

ществует  -холлова подгруппа R  Так как 
G N T N      и T R    являются  -числами, 

R  –  -холлова подгруппа в G  Ввиду того, что 
( ) ( )R T N      подгруппа R является k-примар-

ной. Из HtG F  следует, что R F  Поскольку 

T N  есть  -группа и RN N  –  -холлова под-
группа в T N   по теореме Ф. Холла T N   

RN N    Из того, что F  – гомоморф, заключа-
ем T N R R N     F  Это означает, что 

HtG N  F   

4) Утверждение следует из [6, теорема 1] и 
того, что Ht  F

i
C F S  по всем i    та-

ким, что i t      
5) По 2) HtF  – нормально наследственный 

класс. Пусть 1 2R R R   где iR R  и Hi tR  F  
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1 2i     Пусть k t  и K  – k-примарная холлова 

подгруппа группы R  Для ( )K    по (d) леммы 

1.1 1 2( )( )K K R K R     Ввиду (c) леммы 1.1 

iK R  является  -холловой подгруппой группы 

iR   1 2i     Из того, что iK R  – ik -примарная 

подгруппа группы Hi tR  F  где ( )i ik K R k      
заключаем iK R  F  1 2i     Так как F  – класс 

Фиттинга, 1 2( )( )K K R K R    F  Таким об-

разом, HtR F                                                        

Теорема 2.1. Пусть t – натуральное число, 
2t    F  – наследственная насыщенная форма-

ция и F – её максимальный внутренний локаль-
ный экран. Тогда HtF  также является наслед-

ственной насыщенной формацией и имеет мак-
симальный внутренний локальный экран H  та-
кой, что ( ) H ( )tH p F p   причем ( ) pH p  S  

1H ( ( ) )t pF p   S  для любого простого ( )p F  

( )H p    для любого \ ( )p  F�  

Доказательство. Ввиду 1) предложения 2.1 
и теоремы 1.1 HtF  – наследственная насыщен-

ная формация.  
Обозначим ( )LF H H  где ( ) H ( )tH p F p   

причем 1( ) H ( ( ) )p t pH p F p   S S  для любо-

го простого ( )p F  ( )H p    для любого 

\ ( )p F    Покажем, что H ( )t  F H   

Вначале установим, что Ht  F H  Предпо-

ложим, что множество H \tF H  непусто. Выбе-

рем в нем группу G наименьшего порядка. Так 
как H  и HtF  – формации, в G  имеется единст-

венная минимальная нормальная подгруппа N   
Ввиду насыщенности H  подгруппа ( ) 1G    

Тогда в G найдется максимальная подгруппа M 
такая, что G NM   1N M    N G H  

( ) ( )GC N F G   – нормальная p-подгруппа из G  

для некоторого простого p.  
Пусть K – k-примарная холлова подгруппа 

группы M   где 1k t    Рассмотрим R NK   
Тогда R  является либо ( 1)k  -примарной, либо 

k-примарной подгруппой. Обозначим ( )R     
В G  имеется  -холлова подгруппа S  такая, что 
R S   Так как HtG F  подгруппа S  F  По 

лемме 1.2 ( ) ( )pS F S F p    Из ( ) ( )G pN C N F S   

следует, что ( ) 1pO S    Следовательно, ( )pF S  – 

p-группа, причем ( )pN F S   Из ( ) ( )pF p F pN  

заключаем, что ( )S F p   Ввиду теоремы 1.2 ( )F p  – 

наследственная формация. Поэтому ( )R F p   
Таким образом, для 1k t   любая k-примарная 
холлова подгруппа группы M принадлежит 

( )F p   Это означает, что 1H ( )tM F p    

Если M – p -группа, то  

1H ( ( ) ) ( )t p pM F p H p     S S  

Тогда из ( ) ( )GG C N M H p   и G N H  сле-

дует, что G H  противоречие с выбором G   
Предположим, что ( )p M   Так как 

G H  подгруппа ( ) H ( )tM H p F p    Тогда в 

M  найдется k-примарная холлова подгруппа 
группа T  такая, что ( )T F p   k t    

1. Допустим, что NT G   Тогда из наслед-
ственности Ht F  HtG F  и выбора G  следует, 

что NT  H  По лемме 1.2 ( ) ( )pNT F NT H p    

Из ( )pN F NT  и ( )GN C N  заключаем, что 

( ) 1pO NT   и ( )pF NT  – p-группа. Тогда 

( ) ( ) ( ) H ( ( ))p p tNT F NT T T F NT H p F p       

Так как ( ( )) ( )pT T F NT T k t          

( ) ( )pT T F NT F p     Поэтому ( ) ( )pT F p F p  N  

Получили противоречие с ( )T F p    
2. Допустим, что NT G   Тогда M T  и 

( ) ( )M G k       Из HtG F  заключаем, что 

G F  Поэтому ( ) ( )pG F G F p    Поскольку 

( ) ( ) ( )G pF G N C N F G    заключаем, что ( )pF G N  

Следовательно, ( )G N M T F p     Это про-

тиворечит с ( )T F p   Итак, Ht  F H   

Докажем, что Ht H F  Допустим, что \ HtH F  

непусто, G – группа наименьшего порядка из 
этого множества. Тогда в G  существует k-при-
марная холлова подгруппа, которая не принад-
лежит F  k t   Ввиду наследственности H  и 
выбора G  заключаем, что G  является k-при-
марной группой и G F   

Пусть N  – минимальная нормальная под-
группа группы G  Так как H  – гомоморф, 

HtG N  F  по выбору G. Ввиду того, что HtF  – 

насыщенная формация, заключаем, что N  – 
единственная минимальная нормальная под-
группа в G  и ( ) 1G    Тогда G NM  для не-

которой максимальной в G  подгруппы M   
( ) ( )GN C N F G   и N  – p-группа для некото-

рого простого p  Из GH  следует, что 

( ) ( )GM G C N H p     

Если ( )p M   то M – p -группа. Поэтому 

1( ) H ( ( ) )p t pM H p F p     S S  Из ( )M    

1 1k t     следует, что ( )M F p    
Пусть ( )p M   Тогда ( ) ( )M G k      и 

( ) H ( )tM H p F p    Из k t  следует, что 

( )M F p   Таким образом,  

( ) ( )GG C N M F p    
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Заметим, что HtG N  F  по выбору G  
Так как G N G     и ( )G N k t       имеем 

G N  F  Отсюда и из ( ) ( )GG C N F p   следу-

ет, что G F  Это противоречит выбору G  
Итак, Ht H F  Таким образом, HtH F  и H  – 

локальный экран формации Ht F   

Из ( )F p  F  и 1) леммы 2.1 заключаем, что 

H  – внутренний экран формации Ht F   

Докажем равенство ( ) ( )p H p H p N  Ясно, 

что ( ) ( )pH p H p N  Пусть ( )pG H p N  p   

Обозначим ( )pT O G   Так как ( )G T H p    

число ( )p F  Поэтому H ( )tG T F p    Возь-

мем k-примарную холлову подгруппу S группы 
G, k t   Тогда ( ) ( )ST T S S T k          Вви-

ду того, что ST T  является холловой ( )S -под-

группой группы G T   имеем S S T    
( )ST T F p    Тогда ( ) ( )pS F p F p  N  по-

скольку F  – максимальный внутренний экран 
формации F  Значит, H ( ) ( )tG F p H p    Итак, 

( ) ( )p H p H p N   

Теперь H является максимальным внутрен-
ним локальным экраном HtF  ввиду леммы 3.12 

из [4].                                                                        
 

3 Класс групп HtF  для некоторых задан-

ных формаций F   
Лемма 3.1. Пусть F  – насыщенная форма-

ция. Тогда  
1)  1 ( )H  FF S   

2)  если  N F  то 1H  F S    

Доказательство. Утверждение 1) справед-
ливо ввиду того, что для насыщенной формации 

( )  FN F  Утверждение 2) следует из 1), так как 

( )  F                                                                    

Группа G называется дисперсивной по Оре, 
если для  

1 2{ } ( )
ip ip p … p G        1 2{ }np p … p     

где 1 2 np p … p     G  имеет нормальную хол-

лову 
ip -подгруппу, 1 2i … n       

Лемма 3.2. Если группа 2HG U  то G  

дисперсивна по Оре.   
Доказательство. Проведем доказательство 

индукцией по G    Пусть 1 2( ) { nG p p … p       

1 2 }np p p     1n   и 1P  силовская 1p -под-

группа группы G  Так как 2HG U  группа G  

дисперсивна по Оре для 1 2n     Рассмотрим 
3n    Пусть 1{ }i ip p     {2 3 }i … n      По тео-

реме Ф. Холла в G найдутся холловы i -под-

группы iS  такие, что 1 iP S   Из 2HG U  следует, 

что iS  U  Поэтому iS  дисперсивна по Оре и 

1 iP S   Ввиду того, что 1i iS PR  для некоторой 

силовской ip -подгруппы iR  группы G  заклю-

чаем 1( )i GR N P   Тогда 

1 2 1( )n GG P R … R N P       

Значит, 1P G  Так как 1( ) 1G P n       по ин-

дукции 1G P  дисперсивна по Оре, но тогда и G  

дисперсивна по Оре.                                               

Лемма 3.3. Если группа 2HG N  то G  

нильпотентна.   
Доказательство. Проведем доказательство 

индукцией по G    Для ( ) 2G    группа G N  

Пусть ( ) 2G    и p – наибольший простой де-

литель G    По лемме 3.2 G  имеет нормальную 

силовскую p-подгруппу P. Так как 2HG P  N  

G P  нильпотентна. Тогда QP P G P   для 

любой силовской q-подгруппы Q группы G  От-
сюда QP G  Из QP G  следует нильпотент-

ность QP  Откуда заключаем, что Q G            

Следствие 3.1. Если группа 2HG A  то G 

абелева.   
Лемма 3.4. Если группа 2H ( )G NA  то 

G N    
Доказательство. Ввиду леммы 1.3 w( ) NA  

 N  Теперь доказательство осуществляется 
проверкой того, что в G  любая силовская под-
группа является NA -субнормальной.                  

Из лемм 3.1–3.3 и свойств класса групп 
HtF  получаются следующие примеры.  

1H  A   Ht A A  для 2t     

1H  N S  Ht N N  для 2t     
Ввиду лемм 3.1, 3.2 и теоремы 1.5. получается 
Пример 3.1. Если  F U  то  

1) 1H  U S   

2) 2H w U U   

Подгруппа M  группы G  называется моду-
лярной в G  [12], если она является модулярным 
элементом в решетке всех подгрупп группы, т. е. 
если выполняются следующие условия:  

1) X M Z X M Z      для всех X G   
Z G  таких, что X Z   

2) M Y Z M Y Z      для всех Y G   

Z G  таких, что M Z   Подгруппа H  группы 
G  называется субмодулярной в G  [13], если су-
ществует цепь подгрупп  

0 1 1s sH H H … H H G       

такая, что 1iH   – модулярная подгруппа в iH  

для 1i … s     Сверхразрешимая группа называ-
ется сильно сверхразрешимой [14], если в ней 
любая силовская подгруппа субмодулярна.  
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В [14] через sU  и smU  обозначены сле-
дующие классы групп: sU  – класс всех сильно 
сверхразрешимых групп, smU  – всех групп с 
субмодулярными силовскими подгруппами, и 
исследованы их свойства. В частности, эти клас-
сы являются наследственными насыщенными 
формациями, smU  – собственный подкласс из 
w U  sU U  и s sm U U  По [14, теорема D] 
группа G sm U  тогда и только тогда, когда G  
дисперсивна по Оре и любая ее бипримарная 
подгруппа сильно сверхразрешима.  

Пример 3.2. Если sm F U  то  

1) 1H ( )s  U S   

2) 2H ( )s sm U U   

Ввиду лемм 3.1, 3.4 и 1) предложения 2.1 
получается  

Пример 3.3. Если  F NA  то  

1) 1H ( )  NA S   

2) 2H ( )  NA NA N   

Отметим, что 2H ( )  NA N  так как сим-

метрическая группа 4S  на 4 символах принадле-

жит N  но 4 2H ( )S  NA   

Заметим, что 2H ( ) NA NA  Это следует из 

того, что 2 2w H H ( ) U U NA  и группа из при-

мера 1 [10] принадлежит w U  но ее коммутант 
не является нильпотентным.  
 

Заключение  
В работе в классе всех разрешимых групп 

изучен класс HtF  (t – натуральное число) групп, 

у которых любая k-примарная холлова подгруппа 
для k t  принадлежит заданному классу F  В 
частности, установлено, если F  – наследствен-

ная насыщенная формация, то HtF  – наследст-

венная насыщенная формация, найдено ее ло-
кальное задание. Показано, что рассмотренная 
конструкция HtF  позволяет для конкретных 

формаций F  и t  получать как известные форма-
ции, так и новые.  

В классе всех групп возникает следующая  
Проблема. Пусть 2t    Будет ли HtF  на-

сыщенной формацией, если F  – насыщенная 
формация?  
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ON F -SUBNORMAL SUBGROUPS  

OF A FINITE FACTORISED GROUP 

S.F. Kamornikov1, O.L. Shemetkova2 
1F. Scorina Gomel State University 
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Изучаются свойства F -субнормальных и  -субнормальных подгрупп конечной факторизуемой группы.  
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The properties of F -subnormal and  -subnormal subgroups of a finite factorised group are studied.  
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Введение 
Известно (см., например, [1]), что подгруп-

па H, субнормальная в подгруппах A  и B  ко-
нечной группы G, не обязана быть субнормаль-
ной в их порождении , .A B   В то же время, 
как показано в [2] (для разрешимой конечной 
группы G) и в [3] (для произвольной конечной 
группы G), если подгруппы A  и B  перестано-
вочны, то из субнормальности подгруппы H  в 
подгруппах A  и B  следует, что H  субнор-
мальна в произведении AB.  

В теории классов групп предложенная Ви-
ландтом идея транзитивного замыкания нор-
мальности нашла воплощение в понятиях « F -суб-
нормальная подгруппа», «К- F -субнормальная 

подгруппа» (или « F -субнормальная в смысле 
Кегеля подгруппа»). 

Концепция F -субнормальной подгруппы 
предложена Картером и Хоуксом в 1967 году [4]: 
Пусть F  – непустая формация. Подгруппа H  
конечной группы G  называется F -субнормаль-
ной, если либо H G , либо существует макси-
мальная цепь подгрупп  

0 1 ... nH H H H G      

такая, что 1/ ( )
ii H iH Core H  F  для всех i = 1, 2, 

…, n (множество всех F -субнормальных под-

групп группы G  далее обозначается ( )).sn GF  

Простая проверка показывает, что, если 
F=N  – класс всех нильпотентных групп, то 

любая N -субнормальная подгруппа группы G  

является субнормальной. Более того, для разре-
шимой конечной группы G справедливо равенст-
во ( ) ( )sn G sn GN . 

Другое понятие F -субнормальности, разви-
вающее идею субнормальности, предложено Ке-
гелем [5]: Если F  – непустой класс групп, то 
подгруппа  H  конечной группы G  называется 
F -субнормальной в смысле Кегеля (или просто 

К- F -субнормальной), если существует цепь под-
групп  

0 1 ... nH H H H G      

такая, что либо подгруппа 1iH   нормальна в ,iH  

либо 1/ ( )
ii H iH Core H  F  для всех i = 1, 2, … , n 

(множество всех К- F -субнормальных подгрупп 

группы G  обозначается ( )).Ksn GF  

 Простая проверка показывает, что для лю-
бой конечной группы G справедливо равенство 

( ) ( ).Ksn G sn G N  В связи с этим естественно 

возникает вопрос о нахождении аналога теоремы 
Майера – Виландта для К- F -субнормальных под-
групп. В классе разрешимых конечных групп 
этот вопрос получил положительное решение в 
работе [6]: 
 Пусть F  – непустая наследственная фор-
мация групп. Пусть A и B – подгруппы разреши-
мой конечной группы .G AB  Если подгруппа H 
из пересечения A B  является К- F -субнор-

мальной в подгруппах A и B, то она К- F -субнор-
мальна в G. 

МАТЕМАТИКА
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 Отметим, что для произвольной конечной 
группы этот результат не верен. Соответствую-
щий пример приведен в [6] (см. также [7]). Не-
смотря на это подгруппа H  из пересечения под-
групп A  и B  конечной группы G AB  облада-
ет рядом интересных свойств, которые приво-
дятся в данной работе. Главное из этих свойств 
состоит в том, что если F  – непустая наслед-
ственная формация и подгруппа  H  является 
К- F -субнормальной в A и B, причем ,AB BA  

то ее F -корадикал субнормален в произведении 
.AB  Кроме того, в работе анализируется воз-

можность доказательства аналога теоремы Май-
ера – Виландта для  -субнормальных подгрупп. 
 

1 Предварительные результаты 
В работе рассматриваются только конечные 

группы. Используются определения и обозначе-
ния, принятые в [7], [8]. 

Напомним, что формация – это класс групп, 
замкнутый относительно взятия гомоморфных 
образов и конечных подпрямых произведений. 

Если F  – непустая формация, то через GF  обо-
значается пересечение всех тех нормальных под-
групп N  группы G, для которых /G N F  (под-

группа GF  называется F -корадикалом группы G). 
Далее нам понадобится следующая инфор-

мация о субнормальных и К- F -субнормальных 
подгруппах.  

Лемма 1.1 [7, лемма 3.1.2]. Пусть F  – не-
пустая наследственная формация. Пусть A, B  и 
N  – подгруппы группы G, причем A B  и под-
группа N  нормальна в G. Тогда:  

1) если подгруппа A является К- F -субнор-

мальной в группе G, то она К- F -субнормальна в B; 

2) если подгруппа A является К- F -субнор-
мальной в группе G, то подгруппа HN N  явля-
ется К- F -субнормальной в ;G N  

3) если ,N A  то подгруппа A  является 

К- F -субнормальной в G  тогда и только тогда, 

когда подгруппа A N  является К- F -субнор-
мальной в .G N  

Лемма 1.2 [7, лемма 3.1.5]. Пусть F  – не-
пустая наследственная формация. Если под-
группа H  является К- F -субнормальной в группе 

G, то подгруппа H F  субнормальна в G.  
Лемма 1.3 [9, лемма 7.3.16]. Пусть H  – 

субнормальная подгруппа группы G, содержа-
щаяся в максимальной подгруппе A  группы G. 
Тогда ( ).GH Core A  

Формация F  называется решеточной, если 

множество всех F -субнормальных подгрупп в 
любой группе образует подрешетку решетки 
всех подгрупп этой группы.  

Каждая решеточная формация F  является 
наследственной формацией Фиттинга [7], т. е. 
она замкнута относительно взятия подгрупп и, 
кроме того, из ,G AB  где ,A G  ,B G  

,A F  ,B F  всегда следует .G F  
Из определения класса Фиттинга следует, 

что в любой группе G  существует F -радикал 

,GF  т. е. наибольшая нормальная подгруппа из 

G, принадлежащая F  (она совпадает с произве-

дением всех нормальных F -подгрупп из G). В 
дальнейшем мы будем опираться на следующий 
результат, устанавливающий связь К- F -субнор-

мальных F -подгрупп группы с ее F -радикалом. 

Лемма 1.4 [8, лемма 6.3.8]. Пусть F  – на-
следственная решеточная формация. Если под-
группа H  является К- F -субнормальной в группе 

G  и принадлежит формации ,F  то H  содер-

жится в F -радикале группы G. 
 

2 Основные результаты 
Теорема 2.1. Пусть F  – непустая наслед-

ственная формация групп. Пусть A  и B  – под-
группы группы .G AB  Если подгруппа H  из 
пересечения A B  является К- F -субнормаль-
ной в подгруппах A и B, то справедливы следую-
щие утверждения: 

1) подгруппа H F  субнормальна в группе G; 
2) если подгруппа A  максимальна в G, то 

( );GH Core AF  

3) если подгруппа A  максимальна в G  и 
( ) 1,GCore A   то ;H  F  

4) если фармация F  является решеточной, 

подгруппа A  максимальна в G  и ( ) 1,GCore A   

то H  содержится в F -радикале подгруппы A.  
Доказательство. 1) Ввиду леммы 1.2 под-

группа H F  субнормальна в подгруппах A  и B. 
Тогда ввиду теоремы Виландта из [3] подгруппа 
H F  субнормальна в группе G.  

2) Ввиду утверждения 1) подгруппа H F  
субнормальна в группе G. Так как подгруппа A  
максимальна в группе G, то ввиду леммы 1.3 
справедливо включение ( ).GH Core AF  

3) Ввиду утверждения 2) справедливо 
включение ( ) 1.GH Core A F  Следовательно, 

1,H F  а значит, .H F  
4) Ввиду утверждения 3) подгруппа H  

принадлежит формации .F  Поэтому по лемме 

1.4 имеем .H A F                                                   

Из теоремы 2.1 и леммы 1.1 с учетом теоре-
мы 8.5 из [10] для наследственной насыщенной 
формации F  легко выводится следующий ре-

зультат. Напомним, что формация F  называется 
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насыщенной, если из / ( )G G F  всегда следу-

ет .G F  

Теорема 2.2. Пусть F  – наследственная 
насыщенная формация. Пусть A  и B  – под-
группы группы ,G AB  имеющей разрешимый 

F -корадикал. Если подгруппа H  из пересечения 

A B  является К- F -субнормальной в подгруп-

пах A  и B, то она К- F -субнормальна в G. 
Из теоремы 2.1 имеем также, что при анали-

зе К- F -субнормальности в группе G AB  под-
группы H, которая содержится в пересечении 
A B  и К- F -субнормальна в подгруппах A  и 

B, в предельном случае следует рассматривать 
примитивную (в частности, простую) группу G. 

Проанализируем этот случай, когда F=N  – 

формация всех  -нильпотентных групп и H  – 
 -субнормальная подгруппа группы G.  

Пусть { | }i i I     – некоторое разбиение 

множества всех простых чисел ,  т. е. i I i    

и i j     для всех .i j  Следуя [11], будем 

говорить, что группа G  является:  
– σ-примарной, если G  является i -груп-

пой для некоторого ;i    

 – σ-нильпотентной, если G является i -зам-

кнутой для всех ;i I  
– σ-субнормальной, если существует цепь 

подгрупп  

0 1 ... nH H H H G      

такая, что для каждого i = 1, 2, …, n либо под-
группа 1iH   нормальна в ,iH  либо группа 

1/ ( )
ii H iH Core H   является σ-примарной. 

 Как отмечено в [10], класс N  всех  -ниль-

потентных групп является наследственной на-
сыщенной формацией Фиттинга. Кроме того, 
подгруппа H является σ-субнормальной в G  то-
гда и только тогда, когда H является К- N -суб-

нормальной в группе G. 
 Следующий пример показывает, что суще-
ствует нетривиальное разбиение ,  для которого 
подгруппа H  из пересечения A B  подгрупп 
A  и B  факторизуемой группы G AB  может 

быть  -субнормальной в подгруппах A  и B, но 
не  -субнормальной в G. 
 Пример 2.1. Пусть {2,5}   и { , }.     

Пусть A  и B  – подгруппы группы 5G A  по-

рядка 12 и 10 соответственно. Простая проверка 

показывает, что подгруппа H A B   порядка 2 
является  -субнормальной в подгруппах A  и 
B  (подгруппа H   -субнормальна в A, так как 
H  субнормальна в A; подгруппа H   -суб-
нормальна в B, так как B  является  -группой). 
Так как группа G  проста, то подгруппа H  не 
является  -субнормальной в G. 
 Вопрос 2.1. Пусть p – простое число, 

{ }p   и { , }.     Пусть A  и B  – подгруппы 

группы .G AB  Верно ли, что подгруппа H  из 
пересечения A B  является  -субнормальной в 
G, если она  -субнормальна в подгруппах A и B? 
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QUEUEING NETWORKS WITH FINITE NUMBER OF FLOWS 

OF NEGATIVE CUSTOMERS AND WITH LIMITED SOJOURN TIME 

Yu.V. Malinkovsky1, N.N. Borodin2 
1F. Scorina Gomel State University 
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Рассматривается экспоненциальная сеть массового обслуживания с обычными положительными и так называемыми 
отрицательными заявками. Время пребывания заявок в узлах сети ограничено случайной величиной, условное распре-
деление которой при фиксированном числе заявок в узле является показательным. Заявки, обслуженные в узлах, и за-
явки, покидающие узлы из-за завершения времени пребывания, могут оставаться положительными, становиться отри-
цательными или покидать сеть в соответствии с разными матрицами маршрутизации.  
 
Ключевые слова: cеть, отрицательная заявка, ограниченное время пребывания. 
 
The exponential queueing network with the usual positive and so called negative customers is considered. The sojourn time of 
customers in the network nodes is limited by the random variable which conditional distribution is exponential when customer 
quality in node is fixed. The customers serviced in nodes and customers leaving the nodes when sojourn time is completed can 
stay positive, become negative or leave the network in accordance with different routing matrixes.  
 
Keywords: network, negative customer, limited sojourn time. 

 
 

 Введение 
 Сети массового обслуживания Джексона и 
Геленбе с ограничениями на время пребывания 
рассматривались в [1], [2]. В настоящей статье 
результаты работы [2] обобщаются на сети, в 
которых может быть несколько отрицательных 
потоков заявок, вычеркивающих несколько по-
ложительных заявок. 
 

1 Изолированный узел 
В систему массового обслуживания с един-

ственным экспоненциальным прибором с интен-
сивностью обслуживания   поступает 1T   не-

зависимых пуассоновских потоков заявок: поток 
обычных, требующих обслуживания положи-
тельных заявок с интенсивностью ,  и T  пото-
ков отрицательных заявок с интенсивностями 

1 , , .T
    Поступающая отрицательная заявка l-го 

потока мгновенно уничтожает ровно l положи-
тельных заявок (при их наличии), и уничтожает 
все заявки в системе, если их число меньше l, 

1, .l T  После этого она мгновенно пропадает 

вместе с уничтоженными положительными заяв-
ками, не оказывая в дальнейшем никакого влия-
ния. Время пребывания положительной заявки в 
системе ограничено случайной величиной, ус-
ловное распределение которой (если в системе 

находится n  положительных заявок) показа-

тельное с параметром 
n


. Другими словами, ус-

ловная вероятность того, что пребывание в сис-
теме каждой положительной заявки закончится в 
промежутке времени [ , )t t h , если в момент t  в 

системе находилось n  положительных заявок, 

равна ( )h o h
n


  при 0,h   а условная вероят-

ность завершения пребывания хотя бы одной из 
этих положительных заявок равна ( ).h o h   Ес-

ли положительная заявка поступает в пустую 
систему, то она сразу начинает обслуживаться 
(при этом с интенсивностью   покидает систе-
му, не закончив обслуживание). Для определен-
ности будем предполагать, что заявки обслужи-
ваются в порядке поступления в систему (дисци-
плина FCFS). 

Состоянием системы в момент времени t  
будем считать количество положительных заявок 

( )n t  в этот момент времени. Очевидно, ( )n t  – 

цепь Маркова с непрерывным временем и про-
странством состояний .Z  Ее стационарное рас-

пределение { ( ), 0,1, },p n n    если оно сущест-

вует, удовлетворяет системе уравнений равновесия 

МАТЕМАТИКА
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для так называемых вертикальных сечений графа 
переходов цепи: 

1

( ) ( ) ( 1)

( ) , 0,1, .
T T

s
l s l

p n p n

p n l n





 

      

 
    

 
  

 (1.1) 

Это однородное разностное уравнение по-
рядка T. Частное решение (1.1) ищем в виде 

( ) .np n z  Пподставляя его в (1.1), получим ха-

рактеристическое уравнение: 

1

1 1

( ) ( ) )

) ( ) 0.

T T
l

s
l s l

T s
l

s
s l

g z z z

z z

 

 

 

 

         
 

         
 

 

 
   (1.2) 

Докажем достаточность условия 

1

1
T

s
s

s








  

   
        (1.3) 

для эргодичности процесса ( ).n t  Сначала ис-

пользуем теорему Декарта [3]. В (1.2) ровно одна 
перемена знака при переходе от ( )    к .  

Следовательно (1.2) имеет ровно один положи-
тельный корень. При этом (0) 0g     и, в 

силу (1.3), 
1

(1) ( ) 0.
T

s
s

g s  



         Поэто-

му этот корень 0 (0,1).z   Значит уравнение рав-

новесия (1.1) имеет решение 0( ) .np n z  С уче-

том нормировки 
0

( ) 1,
n

p n




  получаем: 

0 0( ) (1 ) , 0,1, .np n z z n         (1.4) 

Применим эргодическую теорему Фостера 
[4]. Для того чтобы неприводимая консерватив-
ная регулярная цепь Маркова с непрерывным 
временем была эргодична, необходимо и доста-
точно, чтобы система уравнений равновесия 
имела ненулевое решение такое, что  

0

( ) .
n

p n




   

При выполнении условия (1.3) уравнение (1.2) 
имеет корень 0 (0,1),z   причем (1.4) – частное 

решение системы уравнений равновесия (1.2). 
Ряд  

0 0
0 0

( ) (1 ) 1.n

n n

p n z z
 

 

     

Неприводимость и консервативность цепи ( )n t  

очевидны, а регулярность следует из того, что 
интенсивность выхода ( )q n  процесса ( )n t  из 

состояния n  ограничена [5]. Значит, условие 
(1.3) достаточно для эргодичности ( ),n t  а при 

его выполнении эргодическое распределение 
имеет форму (1.4). 
 

2 Сеть массового обслуживания 
Рассматривается сеть массового обслужи-

вания, состоящая из N однолинейных экспонен-
циальных узлов с интенсивностью обслуживания 

прибором i-го узла , 1, ,i i N   в которую извне 

поступает  1T N  независимых пуассоновских 

потоков заявок. При этом в i-й узел поступает 
поток обычных (положительных, требующих об-
служивание) заявок с параметром i  и T потоков 

отрицательных заявок с параметрами ,il  

( 1, , 1, )i N l T   соответственно. Отрицательные 

заявки не требуют обслуживания. Отрицательная 
заявка l-го потока при поступлении в i-й узел 
мгновенно уничтожает ровно l  положительных 
заявок (при их наличии) и уничтожает все заявки 

в системе, если их число меньше l, 1, ,i N  

1, .l T  После этого она мгновенно пропадает 

вместе с уничтоженными положительными заяв-
ками, не оказывая в дальнейшем никакого влия-
ния. Если отрицательная заявка поступает в узел, 
свободный от положительных заявок, то она во-
обще не оказывает влияния на сеть и мгновенно 
пропадает. Время пребывания положительной 
заявки в i-ом узле ограничено случайной вели-
чиной, условное распределение которой (если в 
узле находится in  положительных заявок) пока-

зательное с параметром .i

in


 Другими словами, 

условная вероятность того, что пребывание в i-ом 
узле каждой положительной заявки закончится в 
промежутке времени [ , ),t t h  если в момент t  в 

i-ом узле находилось in  положительных заявок, 

равна ( )i

i

h o h
n


  при 0,h   а условная вероят-

ность завершения пребывания хотя бы одной из 
этих положительных заявок равна ( ).ih o h   

Если положительная заявка поступает в пустой 
узел, то она сразу начинает обслуживаться (при 
этом с интенсивностью i  покидает узел, не за-

кончив обслуживание). Число мест для ожидания 
положительных заявок в узлах сети не ограниче-
но. Для определенности будем предполагать, что 
заявки обслуживаются в узлах в порядке поступ-
ления (дисциплина FCFS). Положительная заяв-
ка, обслуженная в i-ом узле, мгновенно и незави-
симо от других заявок переходит в j-й узел как 
положительная с вероятностью ijp  и как отрица-

тельная заявка l-го потока отрицательных заявок 
с вероятностью ijlp  и покидает сеть с вероятно-

стью 0 ( , 1, , 1, ).ip i j N l T   При этом 
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Положительная заявка, время пребывания кото-
рой в i-ом узле закончилось, мгновенно и незави-
симо от других заявок переходит в j-й узел как 
положительная с вероятностью ijr  и как отрица-

тельная заявка l-го потока отрицательных заявок 
с вероятностью ijlr  и покидает сеть с вероятно-

стью 0 ( , 1, , 1, ).ir i j N l T   При этом 
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Состояние сети описывается случайным 
вектором 1 2( ) ( ( ), ( ), , ( )),Nn t n t n t n t

   где ( )in t  – 

число положительных заявок в i-ом узле в мо-
мент времени t. В силу предпосылок относитель-
но входящих потоков и распределения длитель-
ностей обслуживания ( )n t


 – многомерная цепь 

Маркова с непрерывным временем и простран-
ством состояний ,NX Z  где {0,1, }.Z    

Изолируем i-ый узел от сети, считая, что в 
него поступают пуассоновские потоки заявок с 
теми же интенсивностями, с которыми в этот 
узел поступают заявки соответствующих пото-
ков сети (которые не являются пуассоновскими). 
Ко всем обозначениям для изолированного узла 
добавим в качестве первого индекса индекс i, 
соответствующий номеру узла. Характеристиче-
ское уравнение (1.2) с подставленным в него 
корнем 0iz  принимает форму тождества 
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Согласно результатам раздела 1, при вы-
полнении условий эргодичности 
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стационарное распределение изолированного 
узла имеет форму 

0 0( ) (1 ) , 0,1, .in
i i i i ip n z z n     (2.3) 

Отсюда вероятность занятости прибора i-го 
узла в стационарном режиме равна 0.iz  Значит, 

интенсивности потоков положительных и отри-
цательных заявок в рассматриваемой сети удов-
летворяют следующей системе уравнений тра-
фика: 
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С помощью теоремы непрерывности неяв-
ной функции и теоремы Брауэра о неподвижной 
точке можно доказать, что существует строго 
положительное решение системы уравнений 
трафика (2.4), (2.5). 

Если стационарное распределение ( )p n


 

существует, то оно удовлетворяет уравнениям 
глобального равновесия 
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Здесь ie


 – единичный вектор i-го направле-

ния, AI  – индикатор события A, равный единице, 

если событие A происходит, и нулю, если проис-
ходит противоположное событие. 

Покажем, что при выполнении условия эр-
годичности (2.2) вероятности, задаваемые фор-
мулой 
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   (2.7) 

где ( )i ip n  определены равенством (2.3), удовле-

творяют уравнениям глобального равновесия (2.6). 
Разобьем (2.6) на уравнения локального 

равновесия. Первое уравнение получается, если 
подставить { 0} { 0}1

i in nI I    и прировнять слева и 

справа части, содержащие множитель { 0} ,
inI   а 

второе уравнение получается, если прировнять 
части, не содержащие этот множитель. В резуль-
тате получим: 
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Разобьем (2.8) на более детальные уравне-
ния локального равновесия, приравнивая соот-
ветствующие слагаемые в суммах слева и справа: 
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Очевидно, всякое решение уравнений (2.9), 
(2.10) является решением уравнений глобального 
равновесия (2.6). 

Проверим (2.10). Разделив (2.10) на ( ),p n


 

подставляя в полученное равенство (2.7) и ис-
пользуя характеристическое уравнение (2.1), 
уравнения трафика (2.4)–(2.5), получим: 
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т. е. (2.10) выполняется. 
Лемма 2.1. При выполнении уравнений тра-

фика (2.4)–(2.5) будет иметь место тождество: 
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Доказательство получается суммировани-

ем (2.5) по 1, ,l T  затем полученное уравнение 

вместе с (2.6) суммируются по 1, .i N  Так же 

учитываем, что 
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Проверим (2.9). Разделив (2.9) на ( ),p n


 под-

ставляя в полученное равенство (2.7) и используя 
характеристическое уравнение (2.1), уравнения 
трафика (2.4)–(2.5), а также (2.11), получим: 

1

0 0 0 1 2
1

0 1
2

[ ]

[ ]

N

i
i

N

i i i i i i i iT
i

T
l
i il il iT

l

z p r

z








 

           


       











 



Ю.В. Малинковский, Н.Н. Бородин 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (34), 2018 68 

0 0 1
1 1

1

( ( )

( ))

N T
l

j i j jil jil jiT
j l

j jil jil jiT

z z p p p

r r r

  


 

  


     


    

  


 


0 1

1

( ( )

( ))

j j ji jiT

j ji jiT

z p p

r r

 

 

    

   




 

0 0 0 0
1 1

0 0
1 1

[ ]

( )

N T T
l

i i i i i i is
i l s l

N T T T
l

j i j jis j jis
j l s l s l

z p r z

z z p r

  

 

   

      

    


  

   
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T T

j j jis j jis
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 

       
  
   

0
1 1
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N T
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i l

z 

 

          


   
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      


    



   
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 

 

 
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

      

 

 
 

0
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( ) ( )
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l
i is is is is

l s l s

z  

  

      


    

0 0
1 1 1

( ) ,
N T T N

l
i i i i i i is i

i l s l i

z z 

   

            
 

     

т. е. (2.9) также выполняется. Теперь воспользу-
емся одним из вариантов эргодической теоремы 
Фостера [4], который гласит, что для эргодично-
сти неприводимой консервативной регулярной 
цепи Маркова с непрерывным временем доста-
точно существования нетривиального решения 

 ( ),p n n X
 

 уравнений глобального равнове-

сия такого, что ряд ( )
n X

p n




 абсолютно сходится. 

При этом нормированное решение и будет эрго-
дическим распределением. Неприводимость и 
консервативность цепи ( )n t


 очевидны. Посколь-

ку интенсивности выхода из состояний 

1 1

( )
N T

i i i il
i l

q n
 

        
 

 
 ограничены по ,n


 

то цепь регулярна. Мы показали, что (2.7) явля-
ется нетривиальным решением уравнений гло-
бального равновесия (2.6). При выполнении ус-
ловий эргодичности (2.2) ряд ( )

n X

p n




 сходится 

как произведение рядов, представляющих суммы 
геометрических прогрессий со знаменателями 

0 (0,1), 1, .iz i N   При этом найденное решение 

уравнений глобального равновесия удовлетворя-
ет условию нормировки, поскольку ему удовле-
творяют множители ( ).i ip n  Следовательно, оно 

и будет эргодическим распределением. Таким 
образом, имеет место следующая теорема. 

Теорема 2.2. При выполнении условий (2.2) 
цепь Маркова ( )n t


 эргодична, а ее единственное 

стационарное распределение имеет форму про-
изведения (2.7) с множителями (2.3), где 

0 (0,1), 1,iz i N   – корни уравнений (2.1), а 

 , , 1, , 1,i il i N l T      – решение системы ура-

внений трафика (2.4)–(2.5). 
 

Заключение 
В настоящей работе исследовалась сеть 

массового обслуживания с однолинейными уз-
лами, в которую извне помимо обычных потоков 
положительных заявок поступает несколько по-
токов отрицательных заявок. Время пребывания 
положительных заявок в узлах ограничено слу-
чайной величиной. Обслуженные в узлах заявки 
и заявки, не дождавшиеся обслуживания из-за 
окончания времени пребывания, переходят в уз-
лы в соответствии с разными матрицами мар-
шрутизации. Возможность варьирования матри-
цами маршрутизации позволяет учитывать самые 
разнообразные практические ситуации и снижать 
необходимым образом нагрузку в узлах сети. 
Для таких сетей получены условия эргодичности 
и найдено стационарное распределение. 
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О СВЕРХРАЗРЕШИМОМ КОРАДИКАЛЕ 
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ON THE SUPERSOLUBLE RESIDUAL 
OF MUTUALLY PERMUTABLE PRODUCTS 

V.S. Monakhov 

F. Scorina Gomel State University 
 

Доказывается, что если группа G AB  является произведением взаимно перестановочных сверхразрешимых подгрупп 
A и B, то сверхразрешимый корадикал группы G совпадает с нильпотентным корадикалом коммутанта G   
 
Ключевые слова: конечная группа, сверхрарешимая подгруппа, взаимно перестановочные подгруппы, корадикал. 
 
We prove that if a group G AB  is the mutually permutable product of the supersoluble subgroups A and B, then the super-
soluble residual of G coincides with the nilpotent residual of the derived subgroup G   
 
Keywords: finite group, supersoluble subgroup, mutually permutable product, residual. 

 
 

1 Preliminaries  
All groups in this paper are finite. Formations 

of all abelian, nilpotent and supersoluble groups is 
denoted by A  N  and U  respectively. If F  is a 

formation and G  is a group, then GF  is the F -re-
sidual of G  i. e., the smallest normal subgroup of 

G  with quotient in F  If X  and F  are hereditary 
formations, then, according to [1, p. 337–338], the 
product  

{ }G G  FXF E | X  

is also a hereditary formation. A Fitting class which 
is also a formation is called a Fitting formation.  

We need the following lemmas.  
Lemma 1.1 [2, 4.8]. Let G AB  be the prod-

uct of two subgroups A  and B  Then  

(1)  [ ] [ ] |A B a b a A b B G         

(2)  if 1A A  then 1[ ]A A B G    

(3)  [ ]G A B A B       
Lemma 1.2 [1, IV.11.7]. Let F  and H  be for-

mations, G  be a group and K G  Then  

(1)  ( )G K G K K   F F   

(2)  ( )G G FH H F   

(3)  if  H F  then G G F H   

If H  is a subgroup of a group G  then GH  
denotes the smallest normal subgroup of G  contai-
ning H    

Lemma 1.3 [2, 5.31]. Let H  be a subnormal 
subgroup of a group G  If H  belongs to a Fitting 

class F  then GH  F  In particular,  

(1)  if H is nilpotent, then GH  is also nilpotent;  

(2)  if H  is p-nilpotent, then GH  is also p-nil-

potent.  
Lemma 1.4. Let G AB  be the product of the 

supersoluble subgroups A and B. Then [ ]G A B  U   

Proof. By Lemma 1.1 (1,3) and Lemma 1.2 (1),  
( [ ]) [ ] [ ]

[ ] [ ]

G A B G A B A B

A B A B A B

       
     

 

( [ ] [ ])( [ ] [ ])A A B A B B A B A B          

The subgroups  
( [ ]) [ ] ( [ ])A A B A B A A A B          

( [ ]) [ ] ( [ ])B A B A B B B A B         

are nilpotent [3, VI.9.1] and normal in [ ]G A B   by 

Lemma 1.1 (3), so ( [ ])G A B    is nilpotent. By 

Lemma 1.1 (3), [ ]A A B  and [ ]B A B  are normal in 

G  In view of the Baer Theorem [4], [ ]G A B   is 

supersoluble. Hence, [ ]G A B  U                             

Lemma 1.5 [1, II.2.12]. Let X  be a Fitting for-
mation, and let G AB  be the product of normal 

subgroups A  and B  Then G A B X X X   
 

2 On the U -residual of mutually permuta-
ble product  

A group G AB  is called the mutually permu-
table product of subgroups A  and B  if UB BU  
and AV VA  for all U A  and V B   Such 
groups were studied in [5]–[8], see also [9].  

We prove the following theorem.  
Theorem 2.1. Let G AB  be the mutually 

permutable product of the supersoluble subgroups 
A  and B  Then ( ) [ ]G G A B   U N N   
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Proof. By Lemma 1.4, [ ]G A B  U  Since 

U NA  [3, VI.9.1], by Lemma 1.2 (2,3), we have  
( ) ( ) ( )G G G G   NA A N N U  

Verify the reverse inclusion. Since  
( ( ) ) ( ) ( ) ( )G G G G G G G          N N N N  

is nilpotent,  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )G G A G G B G G        N N N N N  

is supersoluble in view of [5, Theorem 3.8] and 
( )G G U N  Thus, ( )G G U N   

By Lemma 1.1 (3), 
[ ] ( ) ( ) [ ]G GG A B A B A B A B          

The subgroups A  and B  are subnormal in G  by 

[8, Theorem 1] and nilpotent, therefore ( ) ( )G GA B   

is normal in G  and nilpotent by Lemma 1.3 (1). In 
view of Lemma 1.5 with  X N  we get  

( ) (( ) ( ) ) [ ] [ ]G GG G A B A B A B       U N N N N    

Corollary 2.1.1 Let G AB  be the mutually 
permutable product of the supersoluble subgroups 
A  and B  If [ ]A B  is nilpotent, then G  is super-

soluble.  
The class of all p-nilpotent groups coincides 

with the product p p E N  where pN  is the class of 

all p-groups and pE  is the class of all p -groups. A 

group G  is p-supersoluble if all chief factors of G  
having order divisible by the prime p  are exactly of 

order p  The derived subgroup of a p-supersoluble 

group is p-nilpotent [3, VI.9.1. (a)]. The class of all 
p-supersoluble groups is denoted by p U  It’s clear 

that p p p pp   E N U E N A   

Theorem 2.2. Let G AB  be the mutually 
permutable product of the p-supersoluble subgroups 

A  and B  Then ( ) [ ]p p p ppG G A B    E N E NU   

Proof. By Lemma 1.2,  

( ) ( )p p p p p p pG G G G      E N E N E N AA U  

Verify the reverse inclusion. The quotient group  

( )

( ( ) ( ) )( ( ) ( ) )

p p

p p p p p p p p

G G

A G G B G G



   

 

     

E N

E N E N E N E N
 

is the mutually permutable product of the p-super-

soluble subgroups ( ) ( )p p p pA G G  E N E N  and 

( ) ( )p p p pB G G   E N E N  The derived subgroup  

( ( ) ) ( ) ( )

( )

p p p p p p

p p

G G G G G

G G

  



       

  

E N E N E N

E N
 

is  p-nilpotent. By [8, Corollary 5], ( ) p pG G  E N  is 

p-supersoluble, consequently, ( ) p ppG G  E NU  

Thus, ( ) p ppG G  E NU   

By Lemma 1.1 (3),  
[ ] ( ) ( ) [ ]G GG A B A B A B A B          

The subgroups A  and B  are subnormal in group 
G  [8, Theorem 1] and p-nilpotent [3, VI.9.1 (a)], 

hence ( ) ( )G GA B   normal in G  and p-nilpotent by 

Lemma 1.3 (2). In view of Lemma 1.5 with 

p p X E N  we get  

( ) p ppG G  E NU  

(( ) ( ) ) )[ ] [ ]p p p p p pG GA B A B A B       E N E N E N     

Corollary 2.2.1. Let G AB  be the mutually 
permutable product of the p-supersoluble subgroups 
A and B. If [ ]A B  is p-nilpotent, then G  is p-super-

soluble.  
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СКОРОСТЬ СХОДИМОСТИ КВАДРАТИЧНЫХ АППРОКСИМАЦИЙ 
ЭРМИТА – ПАДЕ ВЫРОЖДЕННЫХ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
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SPEED OF CONVERGENCE OF QUADRATIC HERMITE – PADÉ 
APPROXIMATIONS CONFLUENT HYPERGEOMETRIC FUNCTIONS 

M.V. Sidortsov, A.A. Drapeza, A.P. Starovoitov 

F. Scorina Gomel State University 
 

Найдена скорость сходимости (в том числе и недиагональных) квадратичных аппроксимаций Эрмита – Паде 2-го рода 

системы 2
1 1 1{ (1 )}j jF z     состоящей из двух вырожденных гипергеометрических функций, в случае, когда 2

1{ }j j  – 

произвольные различные комплексные числа, а \{0 1 2 }      Доказанные теоремы дополняют и обобщают ре-

зультаты, полученные ранее другими авторами.  
 
Ключевые слова: интегралы Эрмита, многочлены Эрмита – Паде, ряды Тейлора, аппроксимации Эрмита – Паде, 
асимптотические равенства. 
 
The speed of convergence (including non-diagonal) of quadratic Hermite – Padé approximations of the system of the second 

kind 2
1 1 1{ (1 )}j jF z     is found. It consists of two degenerate hypergeometric functions when 2

1{ }j j  are arbitrary distinct 

complex numbers, and \{0 1 2 }      These proved theorems supplement and generalize the results obtained earlier by 

other authors.  
 
Keywords: Hermite integrals, Hermite – Padé polynomials, Taylor series, Hermite – Padé approximations, asymptotic equality. 

 
 

Введение  
Предполагая, что параметр \{0 1 2 }      

рассмотрим набор целых функций  

1 1

0

( ) (1 )

1 2
( )

j
j

p
j p

p p

F z F z

z j k







   


     


           (0.1) 

где 0( ) 1    ( ) ( 1) ( 1)p p           – символ 

Похгаммера, а 1{ }k
j j  – различные комплексные 

числа, не равные нулю (при 1k   считаем, что 

1 1).   Ряды вида (0.1) принято называть выро-

жденными гипергеометрическими рядами, а их 
суммы – вырожденными гипергеометрическими 
функциями. Определим вектор-функцию 

 1 2( ) ( ) ( )kF F z F z F z      


 

Если 1    то вектор 1F


 является упорядочен-

ным набором экспонент 1{ }j z k
je
    

Для вектор-функции 1{ ( )}k
j jf f z 


 с голо-

морфными в нуле координатными функциями 
( )jf z   существуют (см. [1, гл. 4, §1]) многочлены 

( ) ( )m mQ z Q z f  


 ( ) ( )
j j

j j
n nP z P z f  


 1 2j k     

deg mQ m   deg
j

j
n jP n   для которых в некото-

рой окрестности нуля  

 
1

( ) ( )

( ) ( ) ( )
j

j j
n m n m

j n m
m j n j

R z R z f

Q z f z P z A z …

 

 

  

    



    (0.2) 

Здесь и далее 
1

k

ii
m m


   j jn n m m     

1 2j k     а 1 kn m m    – целые неотрицатель-

ные числа. В частности, если 1k    то f


 являет-

ся функцией 1( ) ( )f z f z   соответствующие 

многочлены ( )mQ z   1( ) ( )n nP z P z  определяются 

с точностью до мультипликативной константы, а 
их отношение задает единственную рациональ-
ную функцию ( ) ( ) ( ) ( )n m n m n mz z f P z Q z         
которую называют аппроксимацией Паде функ-
ции f   При 2k   дроби  

( )
( ) ( ) 1 2

( )
j

j j

j
nj j

n m n m
m

P z
z z f j k

Q z         


 

условиями (0.2) определяются, вообще говоря, не 
однозначно. В случае, если вектор n m 

  

1( ) { ( )}
j

j k
n m n m jf z    
  определяется однознач-

но, то его координатные функции называются 
аппроксимациями Эрмита – Паде 2-го рода (со-
вместными аппроксимациями Паде), а много-
члены ( )mQ z   ( )

j

j
nP z  – многочленами Эрмита – 

Паде 2-го рода для 1{ ( )}k
j jf f z  


 Диагональному 
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случаю соответствует набор индексов при 

1 kn m m       
Вектор n m

  определяется единственным 

образом, например, для совершенных систем 
функций 1{ ( )}k

j jf z   (см. [1, гл. 4, § 1]). В частно-

сти, если 1{ }k
j j  – различные не равные нулю 

комплексные числа, то система экспоненциаль-

ных функций 1{ }j z k
je
  является совершенной. Без 

формального определения этот факт был уста-
новлен Эрмитом [2]. При доказательстве транс-
цендентности числа e  им, в частности, были 
получены интегральные представления для мно-

гочленов 1( )mQ z F 


 1( )
j

j
nP z F 


 Немного позже 

Паде [4, гл. 3, § 1.1] нашёл явные выражения для 
числителей и знаменателей дробей ( )n m z f   в 

детерминантной форме. Представления Эрмита и 
Паде послужили отправной точкой для многих 
исследований (см., например, работу К. Малера 
[3], монографии [1], [4], [5], тематические обзо-
ры и статьи [6]–[15]).  

В данной работе при 2k   получен ряд но-
вых результатов, описывающих асимптотическое 
поведение аппроксимаций Эрмита – Паде 2-го 

рода вектор-функции F


 при произвольном ком-

плексном \{0 1 2 }       Некоторые из них 

являются новыми и в случае, когда 1    и дают 

ответ на следующий вопрос. Перрон [16] при 
1k    А.И. Аптекарев [17] при 1k   показали, 

что при n m   дроби 1( )
j

j
n m z F 


 сходятся к 

j ze  равномерно на компактах в   За исключе-
нием очень частных случаев (см. [18]–[20]), до 
сих пор не известно, какова скорость этой схо-
димости.  

Для 1k   и 1 1( ) ( ) (1 )f z F z F z     явные 

выражения для остаточной функции ( )n mR z F   и 

знаменателя ( )mQ F  найдены Ван Россумом 

[21]: при 1n m    
 1 1( ) ( )mQ z F F m n m z             (0.3) 

( ) ( ) ( ) ( )n m m nR z F Q z F z P z       

 
1

1
1 1

( 1)
( 1 1 )

( ) ( )

m n m

n m n m

m z
F m n m z

 

  

 
        

 
 (0.4) 

Напомним, что  

1 1
0

( )
( )

( )

p
p

p p

z
F z

p






  

   

Де Брюен [22], опираясь на равенства (0.3) и 
(0.4), доказал, что при n m    дроби 

( )n m z F    равномерно сходятся к F  на компак-

тах в   Скорость этой сходимости установлена 
в [23]: при 1n m   и n m     

( ) ( )n mF z z F       

 
2 ( )

1

1

( )
( 1) (1 (1))

( ) ( )

mz n m
m n mn

n m n m

m e
z o

 
 

  

 
   

 
   (0.5) 

В [23] предполагается, что \{0 1 2 }       

Однако предложенный в [23] метод доказатель-
ства позволяет обосновать равенство (0.5) и в 
случае, когда \{0 1 2 }       

Здесь и далее в аналогичных равенствах 
предполагается, что оценка (1)o  равномерна по 

z  на компактах в   При 1   равенство (0.5) 

ранее было доказано Д. Браессом [24].  
Многомерный случай ( 2)k   исследовался 

в [25]. В этой работе установлено, что при фик-
сированном 1k   в предположении, что 

1jn m    1j k    вектор-функция ( )n m F 
  

определяется однозначно, а дроби ( )
j

j
n m z F  


 при 

n m    равномерно сходятся к ( )jF z  на 

компактах в   Более того, при 1jn m    

1 2j k     

1

0
1

( )

( )
( )

i

m

n m k
mn zx

i
i

Q z F

z
x x e dx

n m



    



 

 
         





(0.6) 

1
1

1 0
1

( )

( )
( )

j
j

i

j
n m

z n m k
mn zx

i
ij n m

R z F

e z
x x e dx

 

     




 

 
       





(0.7) 

В (1.6) Re 0z    В случае Re 0z   значения 

( )mQ z F


 определяются с помощью аналитиче-

ского продолжения. В (0.7) интеграл берётся по 
любой кривой, соединяющей точки 0  и j   
Учитывая, что подынтегральные функции в (0.6), 
(0.7) содержат множитель 1nx   считаем, что 

0n n   0 0 ( )n n     
Если 1    то, по всей видимости, условия 

1jn m   являются необходимыми для справед-

ливости представлений (0.6) и (0.7). Так, в част-
ности, уже при 1k   Де Брюен [22] показал, что 

если 1n m    то при 2    1 2i     а также 

  являющимся действительным корнем уравне-

ния 3 24 6 0        существуют индексы ( )n m   

которые не являются нормальными. Хорошо из-
вестно [1, гл. 4, § 1], что единственность множе-
ства 1{ ( )}

j

j k
n m jz   является следствием нормаль-

ности индексов. В связи с этим везде в дальней-
шем при 1   предполагается, что 1jn m    

1 2j k      
В [25] доказано асимптотическое равенство: 

при n m     

1( { } )j k
m jQ z F    
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1exp (1 (1))
1

k

i ii
m

z o
n m


      

     


       (0.8) 

Опираясь на результаты работы [25], легко пока-
зать, что при тех же условиях равномерно по z  
на любом компакте из    

1lim ( )exp ( )
1j

k

i ij ji
nn m

m
P z z F z

n m


 

     
     


 (0.9) 

Равенства (0.8), (0.9) в совокупности явля-
ются одним из первых утверждений об асимпто-
тике многочленов Эрмита – Паде, охватывающих 
в том числе и недиагональный случай. Вместе с 
тем, вопрос о том, какова скорость равномерной 

сходимости дробей ( )
j

j
n m z F  


 к ( )jF z   в общей 

постановке остаётся открытым. Имеющиеся ре-
зультаты относятся в основном к диагональному 
случаю, когда 1    Так в [18] с помощью мето-

да матричной задачи Римана – Гильберта найде-
на скорость такой сходимости при 1    2k    

1 1     2 1    В [19] рассмотрен случай, когда 

1k    а 1{ }k
j j  лежат на мнимой оси (см. также 

работу [20], где при 1   и 2k   исследуются в 

том числе и недиагональные аппроксимации).  
В данной статье для аппроксимаций Эрмита –

Паде 2-рода вектор-функции F


 доказываются 

аналоги некоторых теорем из работ [27]–[29], 
описывающих свойства аппроксимаций Эрмита– 

Паде 1-го рода вектор-функции 1F 


 В частности, 

на-ходятся асимптотики разностей  

( ) ( )
j

j j
n mF z z F    


 

(см. § 2–§ 5) для квадратичных (в том числе и 
недиагональных) аппроксимаций Эрмита – Паде 
2-го рода в случае набора из двух функций Мит-

таг – Леффлера  1 2( ) ( )F z F z   при произвольных 

различных комплексных  1 2 .   В недиаго-

нальном случае методы, применяемые при изу-
чении диагональных аппроксимаций Эрмита – 
Паде (в частности, методы Лапласа и перевала), 
не работают. Поэтому в работе применяется но-
вый подход, который опирается на теорему Тей-
лора и эвристические соображения, лежащие в 
основе методов Лапласа и перевала [26]. Отме-
тим, что до настоящего времени в основном ис-
следовались свойства аппроксимаций Эрмита – 

Паде 1-го рода вектор-функции 1F


 [27]–[34].  

 
1 Скорость сходимости квадратичных 

аппроксимации Эрмита – Паде  
В этом параграфе будем исследовать ско-

рость сходимости (в том числе и недиагональ-
ных) аппроксимаций Эрмита – Паде для набора, 
состоящего из двух функций Миттаг – Леффлера  

 1 2
1 1 1 1 1 2{ ( ) ( )} (1 ) (1 )F z F z F z F z          

где 1 2   – произвольные различные отличные 

от нуля комплексные числа. В общем случае рас-
сматриваемая задача может быть сведена к нахо-
ждению асимптотики интеграла Лапласа, опреде-
ляемого равенством (1) в [26, гл. 7, § 43, п. 1], где 
вместо ( )S x  стоит функция 1( )kS x n m m      
зависящая, вообще говоря, от 1k   различных 
параметров. Далее предполагаем наличие не бо-
лее трёх параметров. В такой ситуации при ис-
следовании асимптотик соответствующих инте-
гралов несколько иначе, чем при обосновании 
метода Лапласа [26, гл. 7, § 43, п. 1], будем учи-
тывать известный эвристический вывод о том, 
что основной вклад в асимптотику интеграла 
Лапласа вносит интеграл по достаточно малой 
окрестности точки максимума функции 

1 2( )S x n m m    (можно показать, что при сделан-

ных предположениях формальное применение 
метода Лапласа также приводит к верному ре-
зультату). Докажем вначале следующую теорему.  

Теорема 0.1. Пусть 2m n   1m n m    

1 2n n   2 1n n m    где n  1m  – произвольные 

целые неотрицательные числа, а 1( )
j

j
n m z F  


 

1 2j    – аппроксимации Эрмита – Паде набора 

из двух экспонент 2{ }z ze e   Тогда для любого 

комплексного z  при n     

1

1
2 1( )z

n n me z F    


 

1

1

2 1
1

1

( )

1
( 1) 1

2 (2 ) 2

(1 (1))

n m
m z

n m z

mz
e B n

n m

e o

 

 

          
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 (1.1) 
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1
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 
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1 1 1

1

( ) ( )

1
1

2

( 1) (1 (1))n m z m n m z

m
B n

e e o    
 
 

     
 

    
    (1.2) 

где 1 1 1( ) (2 )n m m n m       если 1m    

1

1

(( 2) 2) 1
1 (( 1) 2)( ) m

m n
n m   

        если 1m  – ограничено; 

( )B u v  – бета-функция Эйлера, а оценка (1)o  

равномерна по всем z L    Здесь и далее 

1L L    – положительные постоянные.   

Доказательство. В рассматриваемом случае  
1

1

2 1
11 (1 )

1 0
1

( ) ( 1) ( 2)
(2 )

n m
mn n z x

n m

z
R z F x x x e dx

n m

 


     
  


 

В интеграле  
1

1 (1 )
1 0
( ) ( 1) ( 2)mn n z xI z x x x e dx    

сделаем замену 1x u    В результате получим  

1 1
1 2

1 0
( ) ( 1) (1 )n m mn zuI z u u e du     
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Рассмотрим интегралы  
1

1 2
1 0

(1 ) 0 1 2m jj nJ u u du j         

Легко заметить, что  
11

2
1 2 2 2

1 0

1

1
1

2
11

1
2 2

m jnjJ u u du

m j
B n

 
   
   
   

  

      
 


        (1.3) 

Подберем теперь 0u  так, чтобы 1 0
1 0 1 0J u J    

Выражая бета-функцию Эйлера через гамма-
функции, получим равенство  

 
 

 
 

1 1

1 1

2 2 31
2 21

0 0 1 2 4
1 2 2

m m n

m m n

J
u

J

  

  

 
   

 
 

С помощью формулы Стирлинга нетрудно пока-
зать, что при n   и 1m     

  1
0

1

1 (1)
2

m
u o

n m
  


             (1.4) 

В случае, когда 1m  – ограничено и n    

 
   

1

1

2
2

0 1
2

1
1 (1)

m

m
u o

n






   


 

Следовательно, при достаточно больших n  

0 (0 1)u     В связи со сказанным вначале этого 

параграфа, заметим, что 0 1 1(2 )u m n m     яв-

ляется точкой максимума функции 
1 2

1( ) ln (1 )m nS u n m u u 
 
 

      (0 1)u    

Разлагая в ряд Тейлора функцию 0( )z u ue   в 
окрестности точки 0u   получим  

0 0

0

( )

2
2

0 01 ( ) ( )
2

u z z u uuz

u z

e e e

z
e z u u u u

 

 
        

 

 

0 0
0( ) ( )u z u z

ue z u u e z      

где при z L  и [0 1]u    

2
2 2

0 1 0( )
2

n

u

L L
z u u L u u

n

 
           

  
 

Учитывая выбор 0u  и (1.3), приходим к равенству 




01 1

1

1 2
1 0

1 2

0

( ) ( 1) (1 )

(1 ) ( )

u zn m mn

mn
u

I z u u e du

u u z du

   

   


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0

1 1 1
( 1) 1 ( )

2 2

u z
n m me

B n A z


       
 

   (1.5) 

где при z L    
1 2 2

1 00

2 1
1 1 0 1

( ) (1 ) ( )n nA z L u u u uu du

L J u J



 
 
 

   

  

  

С учетом равенств (1.3) и определения 0u   
отсюда следует неравенство  

1 1

1 1

3
1 2 2

1
2 2

1

( 1) ( 1 1)
( )

2 ( 1 1) ( 1)

1 1
2

m m
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B n B nL
A z

B n B n

m
B n



 

         
      
      
 

(1.6) 

Выражая бета-функции через гамма-функции и 
опираясь на формулу Стирлинга, получаем, что 
при n    и 1m     

1

1

1

1

3
2 1

12

2 1
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12
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
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


 

Если же 1m  ограничено, а n    то  

 
 
 
 
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1 1
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1 1
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2
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Поэтому, учитывая (1.5) и (1.6), при n    
будем иметь  

0

1 1
1

1
( ) ( 1) 1 (1 (1))

2 2

u z
n m me

I z B n o        
 

 

Принимая во внимание равенство (1.4), при 
n    и 1m    окончательно получим  

1

1

1
2 1

2 1
1

1
1

1

( ) ( 1)
2(2 )

1
1 (1 (1))

2

m
n m

n m
n m

n m

z

z
R z F

n m

m
B n e o

 


    
 

      
 



   (1.7) 

Далее, представим 2
1( )n mR z F 


 в виде  

1

1

2 1
2

1
1

1 (1 )

0

( )
(2 )

( 1) ( 2)

n mz

n m

mn n z x

e z
R z F

n m

x x x e dx

 





  
 

   



 

1

1

2 1
2 (2 )

1
1

2 2
1 2

( 1) ( 2)
(2 )

( ) ( )

n m
mn n z xz

x x x e dx
n m

R z R z

 
   

 

  

  

Нетрудно заметить, что 2 1
1 1( ) ( )z

n mR z e R z F  


 В 

интеграле, определяющем функцию 2
2 ( )R z   сде-

лаем замену 1x u    Тогда  
1

1

2 1
12 2 (1 )

2 0
1

( ) ( 1) (1 )
(2 )

n m
mn n z uz

R z u u e du
n m

 
   

    

С помощью теоремы Тейлора, получим  
0 0

0

(1 ) ( )(1 )

2
(1 ) 2

0 01 ( ) ( )
2

z u z u uz u

z u

e e e

z
e z u u u u

 



 

 
        

 

 

Опираясь на это разложение и рассуждая анало-
гично как при доказательстве равенства (1.7), 
получим, что при n    и 1m     
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1

1
2 1

2 1
2
2

1

1

( ) ( 1)
2(2 )

1
1 (1 (1))

2

m
n m

n m
n z

z

z
R z e

n m

m
B n e o

 



  
 

      
 

   (1.8) 

Из (1.7) и (1.8) при n    и 1m    следует 

асимптотическое равенство  
1

1

2 1
2

1

( ) ( 1)
2(2 )

n m
n m z

n m

z
R z e

n m

 


   
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      (1.9) 

1 1
2 21 111 1

1 ( 1) (1 (1))
2
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z zmm
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 
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 

 

Остается заметить, что при n    и 1m    

утверждения теоремы 0.1 являются следствием 
равенств (1.7), (1.9), если только учесть, что в 
условиях теоремы равенство (0.8) при 1   и 

n    имеет вид  
2( { }) (1 (1))z z z

mQ z e e e o      
Случай, когда 1m  – ограничено, рассматри-

вается аналогично.                                                   
Докажем теперь общее утверждение.  
Теорема 0.2. Пусть 1 2n m m   – целые неот-

рицательные числа, а рациональные дроби 

( )
j

j
n m z F   


 1 2j    являются аппроксимациями 

Эрмита – Паде вектор-функции 
1 2{ ( ) ( )}F F z F z    


 

где 1 2   – различные и отличные от нуля ком-

плексные числа. Тогда если 
( )

lim 0
n

m n

n
   то для 

любого z  равномерно по всем m  0 ( )m m n    
при n     

1

1 1( ) ( )n mF z z F     


               (1.10) 
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2

2 2( ) ( )n mF z z F     


              (1.11) 
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где оценка (1)o  равномерна по всем z L    
Доказательство. Докажем (1.10). Для этого 

найдём асимптотику остаточной функции  
1

1
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1
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1
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 (1.12) 

В интеграле  
1

1 2 1( )1
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( ) ( ) ( )m m z xnU z x x x e dx

       

сделаем замену 1x t    В результате получим  
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Перейдем здесь к новой переменной интегриро-
вания 1u t    Тогда  

1 21
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При n   найдём асимптотику интегралов 
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Преобразуем подынтегральное выражение в 0J   с 

помощью формулы бинома Ньютона:  
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Справедливо равенство  
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Поэтому  
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Второе слагаемое в скобках предыдущего равен-
ства при достаточно больших n  по модулю не 
превосходит  
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где 1 Re    Так как 
( )

lim 0
n
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n
   то правая 

часть последнего соотношения стремится к нулю 
при n   Следовательно  
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Аналогично показывается, что при n   и 
1 2p      
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Подберем теперь 0u  так, чтобы  
1 0
1 0 1 0J u J    

Тогда при n    
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Разлагая в ряд Тейлора функцию 1 0( )u u ze   в окре-
стности точки 0u   получим  
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где при z L   и [0 1]u    
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Учитывая выбор 0u   равенства (1.12)–(1.15), по-

лучим, что при n    
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где при достаточно больших n   
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При доказательстве последнего неравенства вос-
пользовались равенствами (1.14), учитывая при 
этом то, что главные члены асимптотики для 
интегралов pJ   не зависит от 1  и 2   Из двух 

последних соотношений и (1.15) окончательно 
получаем, что при n    

 1 2

1

1
1 1 2 1
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( ) ( 1) ( ) 1 (1)
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n m mm n
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m
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
 

Отсюда и из равенств (1.12) и (0.9) следует (1.10). 
Равенство (1.11) доказывается аналогично.          
 

2 Некоторые замечания и следствия 
В равенствах, содержащихся в формулиров-

ке следствия 1.2 работы [35] (см. также равенства 
(6.1) из [27]), в качестве множителя в правых 

частях стоит б.м. 2 9 [2 3 3]nn     которая эк-

вивалентна б.м. (( 1) 2 1) 2B n n       Поэтому 

равенства (1.1) и (1.2) при 1m n  согласуются с 

равенствами из следствия 1.2 работы [35].  
Далее, если в (1.2) положить 1 0m   и 

учесть, что при n    
2 1 21 2 ( )

1
2 (2 1)

n n
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n
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Отсюда и из равенства (0.5) при 1   следует, 

что 2 2
1( ) ( )n n n nz F z e 

      


 Поэтому при 1 0m   

вторая аппроксимация Эрмита – Паде для набора 
2{ }z ze e  совпадает с аппроксимацией Паде для 

функции 2ze   Это вполне согласуется с опреде-
лениями указанных аппроксимаций.  

Далее, по определению 1 2m m m    где 1m   

2m  – целые неотрицательные числа. Анализируя 

доказательство теоремы 1.2, нетрудно заметить, 
что при ограниченности одного из слагаемых jm  

одно из утверждений теоремы 1.2 можно уси-
лить. Например, если 2m  – ограничено, то асим-

птотическое равенство (1.10) справедливо при 
n    равномерно по всем m  0 ( )m m n    
где ( ) ( )m n o n   Более того, есть основания 

предполагать, что теорема 1.2 справедлива при 
( ) ( )m n o n  и в случае, когда величины 1m  и 2m  

одновременно являются неограниченными.  
В простейшей ситуации получим  
Следствие. Пусть 1 1    2 2    1m m   

2 0m    Тогда равномерно по всем m  

0 ( )m m n    где ( ) ( )m n o n   при n     
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 (2.2) 

Из равенств (2.1) и (0.5) следует, что 
1 1( ) ( )n m n mz F z F        


 т. е. при 2 0m   первая 

аппроксимация Эрмита – Паде для набора 
1 2{ }F F F   


 совпадает с аппроксимацией Паде 

функции 1( )F z   При ( ) ( )m n o n  асимптотиче-

ские равенства (0.5) и (2.1) приводятся к одина-
ковому виду. Это согласуется с сделанным ранее 
предположением.  

Далее, если через 2( )n mT z F   обозначить 

многочлен Тейлора порядка n m  для функции 
2 ( )F z   то  
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Из этого равенства и равенства (2.2), в частности, 

следует, что рациональная дробь 2 ( )n m m z F   


 в 
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сравнении с 2( )n mT z F   существенно лучше 

приближает функцию 2 ( )F z   например, при 

\{0 1 2 }        
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УДК 512.542 

ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ ЛОКАЛЬНЫХ ФОРМАЦИЙ 

А.Н. Скиба 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

ON ONE GENERALIZATION OF THE LOCAL FORMATIONS 

A.N. Skiba 

F. Scorina Gomel State University 
 

Все рассматриваемые в работе группы предполагаются конечными. Пусть { }i i I      – некоторое разбиение мно-

жества всех простых чисел   Натуральные числа n и m называются  -взаимно простыми, если для всякого такого 

i   что ( )i n     мы имеем ( )i m    Пусть 1t   – натуральное число и пусть F  – класс групп. Тогда мы 

говорим, что F  является: (i) t
 -замкнутым (соответственно  слабо t

 -замкнутым), если F  содержит всякую ко-

нечную группу G, удовлетворяющую следующим условиям: (1) G содержит такие подгруппы 1 tA … A   F  что 

i jG A A  для всех i j   (2) индексы 1( ) ..., ( )G G tG N A G N A       (соответственно индексы 1 1..., tG A G A        

( ) )G tG N A    попарно  -взаимно просты; (ii)  t
 -замкнутым (соответственно  слабо t

 -замкнутым), если F  со-

держит всякую конечную группу G, удовлетворяющую следующим условиям: (1) G содержит такие модулярные под-
группы 1 tA … A   F  что i jG A A  для всех i j   (2) индексы 1( ) ... ( )G G tG N A G N A       (соответственно индексы 

1 1..., ( ) )t G tG A G A G N A          попарно  -взаимно просты. В  работе  изучаются свойства и приложения (слабо) 

t
 -замкнутых и (слабо) t

 -замкнутых классов конечных групп. 

 

Ключевые слова: конечная группа, формационная  -функция,  -локальная формация, (слабо) tS -замкнутый класс 

групп, (слабо) tM -замкнутый класс групп. 

 
Throughout this paper, all groups are finite. Let { }i i I      be some partition of the set of all primes   The natural num-

bers n and m are called  -coprime if for every i  such that ( )i n     we have ( )i m    Let 1t   be a natural 

number and let F  be a class of groups. Then we say that F  is: (i) t
 -closed (respectively weakly t

 -closed) provided F  

contains each finite group G which satisfies the following conditions: (1) G has subgroups 1 tA … A  F  such that i jG A A  for 

all i j   (2) The indices 1( ) ..., ( )G G tG N A G N A       (respectively the indices 1 1..., tG A G A       ( ) )G tG N A    are pair-

wise  -coprime); (ii)  t
 -closed (respectively  weakly t

 -closed) provided F  contains each finite group G which satisfies 

the following conditions: (1) G has modular subgroups 1 tA … A  F  such that i jG A A  for all i j   (2) The indices 

1( ) ... ( )G G tG N A G N A       (respectively the indices 1 1..., ( ) )t G tG A G A G N A          are pairwise  -coprime. In this pa-

per, we study properties and applications of (weakly) t
 -closed and (weakly) t

 -closed classes of finite groups. 

 

Keywords: finite group, formation  -function,  -local formation, (weakly) t
 -closed class of groups, (weakly) t

 -closed 

class of groups. 

 
 

1 Preliminaries 
We use the terminology in [1]–[3]. Throughout 

this paper, all groups are finite and G  always de-
notes a finite group. Moreover,   is the set of all 
primes, 1{ }np … p       and \   � If n is an 

integer, the symbol ( )n  denotes the set of all 

primes dividing n; as usual, ( ) ( )G G       the set 

of all primes dividing the order of G. 
A subgroup M of G is called  modular if M is a 

modular element (in the sense of Kurosh [4, p. 43]) 
of the lattice ( )G  of all subgroups of G  that is,  

(i) X M Z X M Z      for all X G   

Z G  such that X Z   and  

(ii) M Y Z M Y Z      for all Y G   

Z G  such that M Z    
In what follows,   is some partition of   that is, 

{ }i i I       where i I i   and i j     

for all i j       and \      
By the analogy with the notation ( )n   we 

write ( )n  [5] to denote the set 

{ ( ) }i i n        ( ) ( )G G      
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and ( ) ( )G G    MM  The natural number n  and 

m  are called   -coprime if ( ) ( )n m      
Recall that a class of groups F  is called a for-

mation if: (i) G N F  whenever G F  and (ii) 

( )G N R  F  whenever G N F  and G R  F   

Following [6], we call any function f of the 
form  

{formations of groups}f     

a formation  -function, and we put  
( ) ( | ( ) ( ) for all ( ))

i i i iLF f G G O G f G          

Definition 1.1 [6]. (i) If for some  formation 
 -function f  we have ( )LF f F  then we say 

that the class F  is  -local and f  is a  -local 

definition of F   
(ii) We suppose that every formation is 0 -mul-

tiply  -local; for 0n    we say that the formation 

F  is n-multiply  -local provided either (1)F  is 

the class of all identity groups or ( )LF f F  

where ( )if   is ( 1)n  -multiply local for all 

( )i  F   

(iii) The formation F  is said to be totally  -lo-
cal provided F  is n-multiply  -local for all n    

In this paper, we discuss applications of the 
theory of  -local formations [6] in the study of fac-
torizations of groups.  

Remark 1.2. (i) In view of [7, IV, 3.2], in the 
classical case when {{2} {3} }…      a formation 

 -function and a  -local formation are, respec-
tively, a formation function and a local formation in 
the usual sense [7, IV, Definition 3.1].  

(ii) By definition, the class of all identity 
groups (1) is totally  -local and it is contained in 

( )LF f   Moreover, (1) ( )LF h   where ( )ih     

for all i    
If 1t   is a natural number, then the class of 

groups F  is said to be t -closed (Shemetkov [8]) 

provided F  contains all groups G  which satisfy the 

following condition: G  has subgroups 1 tA … A  F  

whose indices 1 ..., tG A G A       are pairwise co-

prime. The theory of t -closed classes of soluble 

groups and various its applications were considered 
by Otto-Uwe-Kramer in [9] (see also [8, Chapter 1]).  

In this paper we consider the following gener-
alizations of this concept.  

Definition 1.3 [10]. Let 1t   be a natural num-
ber and let F  be a class of groups. Then we say that 

F  is t
 -closed (respectively t

 -closed) if F  con-

tains every group G for which the following condi-
tions hold:  

(1) G has subgroups (respectively modular sub-
groups) 1 tA … A  F  such that i jG A A  for all i j   

(2) The indices 1( ) ( )G G tG N A … G N A       
are pairwise  -coprime.  

Definition 1.4 [10]. Let 1t   be a natural 
number and let F  be a class of groups. Then we say 

that F  is weakly t
 -closed (respectively weakly 

t
 -closed) if F  contains every group G  for which 

the following conditions hold:  
(1) G  has subgroups (respectively modular 

subgroups) 1 tA … A  F  such that i jG A A  for all 

i j    

(2) The indices 1 1 ( )t G tG A … G A G N A         
are pairwise  -coprime.  

In the case when 1 {{2} {3} }…        the 

symbol 1  will be omitted. Hence the class F  is 
t -closed (respectively is weakly t -closed) if it is 

1

t


 -closed (respectively weakly 1

t


 -closed); the 

class  F   is t -closed (respectively is weakly 
t -closed) if it is 1

t


 -closed (respectively 

weakly 1

t


 -closed).  

 
2 Main Results  
Recall that G is said to be:  -primary [11] if G 

is a i -group for some i   -decomposable (She-

metkov [8]) or  -nilpotent (Guo and Skiba [12]) if 

1 nG G … G    for some  -primary groups 

1 nG … G     -soluble [11] if every chief factor of G  

is  -primary.  
We say that G  is meta- -nilpotent if G  has a 

normal subgroup  N  such that N  and G N  are 
 -nilpotent.  

Our main result is the following  
Theorem 2.1 [10]. The following statements hold: 
(i) The formation of all meta- -nilpotent 

groups 2
N  is 4

 -closed and 3
 -closed.  

(ii) Every  -local formation of meta- -nil-

potent groups is weakly 4
 -closed.  

(iii) Every 2-multiply  -local formation of 

meta- -nilpotent groups is weakly 3
 -closed.  

Before continuing, consider some corollaries of 
Theorem 2.1. First note that in view of Remark 1.2 
(i), we get from this result the following  

Corollary 2.2. The following statements hold:  
(i) The formation of all meta-nilpotent groups 

2N  is 4 -closed and 3 -closed.  
(ii) Every local formation of meta-nilpotent 

groups is weakly 4 -closed.  
(iii) Every 2-multiply local formation of meta-

nilpotent groups is weakly 3 -closed.  
It is clear that every t -closed class is also 

weakly 4 -closed. Hence we get from Corollary 2.2 
the following  
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Corollary 2.3 (Otto-Uwe-Kramer [9]). Every lo-
cal formation of meta-nilpotent groups is 4 -closed.  

From Corollary 2.2 we get also the following 
two new results  

Corollary 2.4. Suppose that G has supersoluble 
subgroups 1 2 3 4A A A A    such that i jG A A  for all 

i j   and the indices 

1 2 3 4( )GG A G A G A G N A             
are pairwise coprime. Then G is supersoluble.   

Corollary 2.5. Suppose that G has subgroups 

1 2 3 4A A A A    such that i jG A A  and iA  is nilpo-

tent for all i j   and the indices 

1 2 3 4( )GG A G A G A G N A             
are pairwise coprime. Then G  is nilpotent.   

From Corollary 2.4 we get  
Corollary 2.6 (Doerk [13]). Suppose that G has 

supersoluble subgroups 1 2 3 4A A A A    such that 

i jG A A  for all i j   and the indices 

1 2 3 4G A G A G A G A             
are pairwise coprime. Then G is supersoluble.   

From Corollary 2.5 we get  
Corollary 2.7 (Friesen [14]). Suppose that G 

has subgroups 1 2 3 4A A A A    such that i jG A A  and 

iA  is nilpotent for all i j   and the indices 

1 2 3 4G A G A G A G A             
are pairwise coprime. Then G  is nilpotent.   

Let 1 2{ }np p … p       Then G  is said to be  

 -nilpotent (respectively  -decomposable) if 

1
( ) ( ) ( )

np pG O G O G O G     (if, respectively, 

if ( ) ( )G O G O G   ).  

In fact, in the theory of the  -soluble groups 
we deal with the partition 1{{ } { } }np … p        of 

  In this case we get from Theorem 2.1 the following  
Corollary 2.8. Suppose that G has meta-  -nil-

potent subgroups 1 2 3 4A A A A    such that i jG A A  

for all i j   and  the indices 

1 4( ) ( )G GG N A … G N A       
are pairwise coprime and also ( )G iG N A    is ei-

ther a  -number or a  -number for all i  Then G  
is meta-  -nilpotent.   

If for a subgroup A of G we have ( )A      

and ( )G A         then A  is said to be a Hall 

 -subgroup [5] of G  We say that G  is   -closed 
if G  has a normal Hall  -subgroup.  

The proof of Theorem 2.1 consists of many 
steps and the next three basis theorems and the 
proposition are the main stages of it.  

Theorem 2.9 [10]. (i) The class of all  -

soluble  -closed groups F  is 3
 -closed.   

(ii) The class of all  -nilpotent groups N  is 
3
 -closed.   

(iii) Every formation of  -nilpotent groups 

M  is weakly 3
 -closed.   

In the case when 1 {{2} {3} }…       we get 

from Theorem 2.9 the following results.  
Corollary 2.10. Suppose that 

1 2 2 3 1 3G A A A A A A     
where 1A   2A  and 3A  are soluble subgroups of G  
If the three indices 1( )GG N A    2( )GG N A    

3( )GG N A    are pairwise coprime, then G is soluble. 

Corollary 2.11 (Wielandt [15]). If G has three 
soluble subgroups 1A   2A  and 3A  whose indices 

1G A    2G A    3G A    are pairwise coprime, 

then G is itself soluble.   
Corollary 2.12. Suppose that  

1 2 2 3 1 3G A A A A A A     
where 1A   2A  and 3A  are abelian subgroups of G  
If the three indices 1G A    2G A    3( )GG N A    
are pairwise coprime, then G is abelian.   

Corollary 2.13. Suppose that 

1 2 2 3 1 3G A A A A A A     
where 1A   2A  and 3A  are nilpotent subgroups of G. 

If the three indices 1G A    2G A    3( )GG N A    
are pairwise coprime, then G is nilpotent.   

Corollary 2.14 (Kegel [16]). Suppose that 

1 2 2 3 1 3G A A A A A A     where 1A   2A  and 3A  are 

nilpotent subgroups of G. If the three indices 

1G A    2G A    3G A    are pairwise coprime, 

then G is nilpotent.   
Corollary 2.15 (Doerk [13]). Suppose that 

1 2 2 3 1 3G A A A A A A     where 1A   2A  and 3A  are 

abelian subgroups of G  If the three indices 

1G A    2G A    3G A    are pairwise coprime, 

then G is abelian.   
In the case when 1{{ } { } }np … p       we get 

from Theorem 2.9 the following results.  
Corollary 2.16. Suppose that G has  -nilpo-

tent subgroups 1 2 3A A A   such that i jG A A  for all 

i j   and the indices 

1 2 3( ) ( ) ( )G G GG N A G N A G N A          
are pairwise coprime and also ( )G iG N A    is ei-

ther a  -number or a  -number for all i  Then G  
is  -nilpotent.   

Corollary 2.17. Suppose that G has  -nilpo-
tent subgroups 1 2 3A A A   such that i jG A A  for all 

i j   and the indices 

1 2 3( )GG A G A G N A          
are pairwise coprime and also every of the indices 

1 2 3( )GG A G A G N A          is either a  -num-

ber or a  -number. If the Sylow subgroups of iA  

are abelian for all i, then the Sylow subgroups of G 
are also abelian.   
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Theorem 2.18 [10]. If ( )LF fF  is a  -lo-

cal formation of  -soluble groups, where for every 

i  the formation ( )if   is (weakly) t
 -closed, then 

the class F  is (weakly) 2t
 -closed.   

Proposition 2.19 [6]. Every  -local formation 
of  -soluble groups F  possesses a unique  -local 
definition F  such that for every  -local definition 
f  of F  and for every i   the following inclu-

sions hold:  
( ) ( ) ( )

ii i if F F       F S F  

In this proposition the symbol 
i

S  denotes the 

class of all  -soluble i -soluble groups, ( )
i iF S  

denotes the class of all  -soluble groups G  such 
that for some normal subgroup N  of G  we have 

( )iG N F      

We call the function F  in Proposition 2.19 the 
canonical  -local definition of F   

Our fourth basic result is the following  
Theorem 2.20 [10]. If ( )LF FF  is a  -lo-

cal formation of  -soluble groups, where F  is the 
canonical  -local definition of F  and for every i  

the formation ( )iF   is is (weakly) t
 -closed, then 

the formation F  is (weakly) 1t
 -closed.  
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СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 
ГРУНТОВОГО ОСНОВАНИЯ ПРИ ОПТИМИЗАЦИИ ПАРАМЕТРОВ 

ПОСТРОЕНИЯ СВАИ РИТ 

В.Е. Быховцев, В.С. Смородин, Ю.Д. Бондарева 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

SYSTEM ANALYSIS OF THE MATHEMATICAL MODEL OF GROUND 
BASIS AT THE OPTIMIZATION OF PARAMETERS OF BUILDING RIT-PILE 

V.E. Bykhovtsev, V.S. Smorodin, Yu.D. Bondareva 

F. Scorina Gomel State University 
 

На основе разработки математической модели сложной системы, как многопараметрического образа объекта исследо-
вания, методом системного анализа получены условия построения РИТ-сваи оптимальной материалоёмкости под за-
данную нагрузку.  
 
Ключевые слова: многопараметрический образ, конечное множество математических моделей, грунтовые основа-
ния, РИТ-сваи, оптимизация материалоемкости. 
 
Based on the development of a mathematical model of a complex system, as a multiparameter image of an object of investiga-
tion, the conditions of constructing a RIT-pile of optimal material capacity for a given load were obtained by the method of sys-
tem analysis.  
 
Keywords: multiparametric image, finite set of mathematical models, soil bases, RIT-piles, optimization of material consumption. 

 
 

1 Особенности объекта моделирования 
Устойчивость грунтовых оснований фунда-

ментов зданий, как известно, в значительной ме-
ре зависит от уровня контакта конструктивных 
элементов фундамента с грунтовым основанием, 
что является определяющим фактором при рас-
чете свай, устроенных с применением разрядно-
импульсной технологии (РИТ-свай) [1], [2].  

При математическом моделировании соот-
ветствующих деформационных процессов в твер-
дых деформируемых средах [2], [3] такие системы 
грунтов и фундаментов характеризуются наибо-
лее высокой степенью связности. В физическом 
плане РИТ-свая состоит из центральной части 
(прямой бетонный стержень длинной L см и диа-
метром dc см) и уширений (кольцевые элементы с 
диаметром dуш > dc) высотой hуш = dуш. Количество 
уширений 1,n   max / ,ушn L h  в этом случае рас-

стояние между уширениями отсутствует. Вокруг 
уширений при резонансно-импульсной обработке 
грунтового основания образуются зоны уплотнения. 
Особенности конструктивной формы РИТ-сваи и 
возникающие уплотнения грунта в зонах резо-
нансно-импульсной обработки (зоны РИО) значи-
тельно повышают несущую способность физиче-
ской системы в целом.  

Следовательно, возникают проблемные за-
дачи по определению рациональной конструк-
тивной формы РИТ-сваи и физико-механических 
характеристик измененного состояния грунта в 
зонах РИО. 

В рамках данной статьи исследуются усло-
вия построения РИТ-сваи минимальной материа-
лоёмкости под заданную нагрузку на основе по-
строения математической модели сложной сис-
темы как многопараметрического образа объекта 
исследования, представленного конечным мно-
жеством математических моделей, каждая из 
которых отражает конкретную группу свойств 
исходной твердой деформируемой среды. 
 

2 Основы методики исследования мате-
риалоёмкости РИТ-сваи 

В формализованной постановке поставлен-
ная задача классифицируется как краевая задача 
нелинейной математической физики с краевыми 
условиями Дирихле – Неймана [4]. Это может 
быть осесимметричная задача с особенностями, 
обусловленными конструктивной формой несу-
щего элемента деформируемой системы. В каче-
стве такого элемента в настоящей работе рас-
сматривается свая, устроенная методом резо-
нансно-импульсной технологии – РИТ-свая. При 
условии n = nmax РИТ-свая может рассматривать-
ся как прямая цилиндрическая свая с радиусом 
ствола r0 = dуш / 2. 

Анализ вычисленных значений горизон-
тальных U и вертикальных W составляющих пе-
ремещений грунтового основания прямой цилин-
дрической сваи показал, что выше плоскости 
конца сваи для деформаций имеют место условия 
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и, как следствие,  
| (0.01 0.001) ,z LU W    

т. е. смещения грунта вокруг ствола сваи 
W = f (r), это значит, что вокруг ствола сваи вы-
ше плоскости её конца существует, так называе-
мый, телескопический сдвиг грунта. При теле-
скопическом сдвиге U = 0, W = f (r) и состояние 
равновесия исследуемой системы можно пред-
ставить только одним уравнением [5], [6]: 

2

2

1
0

W W

r rr

 
 


 

или в более компактной форме 

0.
w

r
r r

      
                      (2.1) 

Решение уравнения (2.1) должно отвечать и 
физическим условиям задачи, т. е. в решении 
должны содержаться физические параметры сваи 
и физико-механические характеристики грунто-
вого основания. Решение в виде: 

2
1 ln ,

c
W c

r
  1 0,c   2c r        (2.2) 

удовлетворяет (2.1) и поставленным требовани-
ям, если константы с1 и с2 будут определены по-
средством указанных параметров. В случае ли-
нейного деформирования основания осадка сваи 
линейно зависит от нагрузки и обратно пропор-
циональна модулю сдвига грунта основания и 
длине сваи. Вследствие проведенного компью-
терного моделирования при различных значени-
ях 0 ,r  ,ушr  L, μ и последующей обработки ре-

зультатов получено: 
– для прямой сваи при учёте радиуса ствола 
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– для прямой сваи при учёте радиуса ствола 
и уширения на её конце: 
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      (2.4) 

– для РИТ-сваи при 0 ушr r  

 
1 2

1 4
, ,

2
ушL rP
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 
           (2.5) 

G – модуль сдвига, μ – коэффициент Пуассона, 
Р (кг) – нагрузка. 

Как видим, (2.3) и (2.5) являются частным 
случаем (2.4). Таким образом, для определения 
осадки прямой одиночной сваи, сваи с уширен-
ным концом и РИТ-сваи в линейно-деформиру-
емом грунтовом основании будем иметь общую 
формулу: 
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        (2.6) 

РИТ-свая в общем случае при количестве 
уширений 1 < n < nmax и расположенных на неко-
тором расстоянии друг от друга не является ци-
линдрической. Вследствие этого возникает во-
прос существования телескопического сдвига и 
применимости изложенного подхода решения 
поставленной задачи. Удовлетворяя условиям 
минимизации материалоёмкости РИТ-сваи необ-
ходимо рассмотреть несколько конструктивных 
вариантов РИТ-свай, 1 < n < nmax, которые будут 
отличаться количеством уширений и расстоя-
ниями между ними [5], [6]. 
 Моделируемые конфигурации РИТ-сваи 
представлены на рисунках 3.1–3.4. Варьируя рас-
стояниями между уширениями и их количеством 
можно получить условия, при которых будет 
существовать телескопический сдвиг. Возле ка-
ждого уширения вследствие резонансно-
импульсной обработки грунта будет возникать 
уплотненная зона, повторяющая форму самого 
уширения, при этом dупл > dуш. В [7] показано, что 
dупл = (1 + 2) dуш. Зоны уплотнения грунта во-
круг уширений могут не соприкасаться, контак-
тировать или накладываться. Грунт между уши-
рениями будет уплотнен. Степень уплотнения 
определяется взаимным расположением ушире-
ний, физико-механическими характеристиками 
уплотняемого грунта и энергией уплотнения. 
При выполнении этих условий вокруг РИТ-сваи 
образуется уплотненная зона и может наблю-
даться телескопический сдвиг. Для уплотненной 
зоны определяется эквивалентный по интеграль-
ной прочности модуль деформации. 

 
3 Компьютерное моделирование мате-

риалоёмкости РИТ-свай 
Методом системного анализа исследовано 

пять вариантов математической модели постав-
ленной задачи. Варьировалось количество уши-
рений и расстояние между ними. Конструктив-
ные схемы РИТ-свай и их осадок в деформируе-
мом грунтовом основании при нагрузке Р = 12 т 
представлены на рисунках 3.1–3.4 и в таблицах 
3.1–3.4. 

Для каждой приведенной модели РИТ-сваи 
методом компьютерного моделирования на ос-
нове метода конечных элементов в сочетании с 
методом энергетической линеаризации исполь-
зуя программный комплекс «Энергия ОС» для 
заданных условий определены деформации грун-
тового основания сваи, осадки сваи и условия 
образования телескопического сдвига. Для теле-
скопического сдвига характерно выполнение 
условия U = 0, W = f (r). Для модельных задач 
(рисунок 3.1, рисунок 3.3 и рисунок 3.4) под-
тверждается существование телескопического 
сдвига и отсутствие его для модели РИТ-сваи 
(рисунок 3.2). 
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Рисунок 3.1 – РИТ-свая с одним уширением 

 
Таблица 3.1 – Деформации грунтового ос-

нования РИТ-сваи с одним уширением 
№ 1 2 3 4 5 6 
U 0 –0.121 –0.212 –0.101 –0.054 –0.026
V 1.096 1.100 0.285 0.092 0.049 0.024 
№ 10 11 12 13 14 15 
U 0 –0.090 –0.063 –0.028 –0.013 –0.004
V 1.084 1.110 0.439 0.073 0.037 0.014 
№ 19 20 21 22 23 24 
U 0 –0.086 –0.013 –0.011 –0.005 –0.003
V 1.093 1.119 0.383 0.066 0.034 0.012 
№ 28 29 30 31 32 33 
U 0 –0.097 –0.045 –0.030 –0.014 –0.006
V 1.105 1.131 0.200 0.053 0.027 0.011 
№ 37 38 39 40 41 42 
U 0 –0.050 –0.011 –0.007 –0.003 –0.002
V 1.124 1.134 0.141 0.052 0.026 0.011 
№ 46 47 48 49 50 51 
U 0 –0.059 –0.049 –0.017 –0.010 –0.007
V 1.130 1.141 0.222 0.043 0.027 0.016 
№ 55 56 57 58 59 60 
U 0 –0.088 –0.035 –0.031 –0.023 –0.016
V 1.124 1.151 0.277 0.043 0.032 0.020 
№ 64 65 66 67 68 69 
U 0 –0.099 –0.070 –0.053 –0.038 –0.024
V 1.136 1.163 0.191 0.057 0.045 0.028 

 

 
Рисунок 3.2 – РИТ-свая с двумя уширениями 

Таблица 3.2 – Деформации грунтового ос-
нования РИТ-сваи с двумя уширениями 

№ 1 2 3 4 5 
U 0 –0.055 –0.191 –0.158 –0.117 
V 0.500 0.501 0.11 0.11 0.117 
№ 10 11 12 13 14 
U 0 –0.041 –0.088 –0.074 –0.054 
V 0.498 0.510 0.178 0.163 0.159 
№ 19 20 21 22 23 
U 0 –0.39 –0.113 –0.104 –0.086 
V 0.498 0.510 0.178 0.163 0.159 
№ 28 29 30 31 32 
U 0 –0.043 –0.202 –0.231 0.021 
V 0.503 0.515 0.394 0.379 0.265 
№ 37 38 39 40 41 
U 0 –0.065 –0.110 –0.130 –0.021 
V 0.506 0.521 0.516 0.503 0.255 
№ 46 47 48 49 50 
U 0 –0.010 0.001 0.001 –0.010 
V 0.500 0.502 0.502 0.502 0.245 
№ 55 56 57 58 59 
U 0 –0.039 –0.057 –0.008 0.003 
V 0.495 0.507 0.423 0.354 0.191 
№ 64 65 66 67 68 
U 0 –0.044 –0.133 –0.089 –0.049 
V 0.500 0.512 0.226 0.139 0.107 

 

 
Рисунок 3.3 – РИТ-свая с четырьмя уширениями 
 

Таблица 3.3 – Деформации грунтового основания 
РИТ-сваи с четырьмя уширениями 
№ 1 2 3 4 5 6 
U 0 –0.080 –0.121 –0.142 –0.90 –0.064
V 0.349 0.356 0.350 0.330 0.205 0.108 
№ 10 11 12 13 14 15 
U 0 –0.011 0.001 0.001 –0.023 –0.009
V 0.326 0.329 0.329 0.929 0.237 0.094 
№ 19 20 21 22 23 24 
U 0 –0.026 –0.083 –0.065 –0.045 –0.023
V 0.324 0.332 0.277 0.268 0.241 0.065 
№ 28 29 30 31 32 33 
U 0 –0.028 –0.103 –0.101 –0.082 –0.035
V 0.327 0.335 0.279 0.280 0.241 0.065 
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 Продолжение таблицы 3.3 
№ 37 38 39 40 41 42 
U 0 –0.043 –0.072 –0.085 –0.016 –0.007
V 0.329 0.339 0.336 0.327 0.218 0.061 
№ 46 47 48 49 50 51 
U 0 –0.006 0 0 –0.011 –0.007
V 0.325 0.327 0.327 0.327 0.224 0.068 
№ 55 56 57 58 59 60 
U 0 –0.025 –0.093 –0.080 –0.058 –0.029
V 0.322 0.330 0.268 0.252 0.222 0.069 
№ 64 65 66 67 68 69 
U 0 –0.028 –0.088 –0.100 –0.088 –0.046
V 0.325 0.333 0.281 0.272 0.228 0.068 

 

 
Рисунок 3.4 – РИТ-свая с диаметром ствола dc = dуш 
 

Таблица 3.4 – Деформации грунтового ос-
нования РИТ-сваи с диаметром ствола dc = dуш 
№ 1 2 3 4 5 6 
U 0 –0.061 –0.098 –0.120 –0.064 –0.53 
V 0.303 0.310 0.322 0.334 0.284 0.105 
№ 10 11 12 13 14 15 
U 0 –0.055 –0.080 –0.095 –0.044 –0.019
V 0.272 0.288 0.305 0.328 0.278 0.091 
№ 19 20 21 22 23 24 
U 0 –0.043 –0.067 –0.083 –0.032 –0.024
V 0.289 0.309 0.319 0.331 0.268 0.082 
№ 28 29 30 31 32 33 
U 0 –0.050 –0.074 –0.089 –0.060 –0.034
V 0.298 0.309 0.319 0.332 0.269 0.071 
№ 37 38 39 40 41 42 
U 0 –0.023 –0.037 –0.045 –0.006 –0.005
V 0.313 0.317 0.324 0.334 0.263 0.068 
№ 46 47 48 49 50 51 
U 0 –0.044 –0.064 –0.075 –0.030 –0.017
V 0.309 0.317 0.327 0.341 0.269 0.072 
№ 55 56 57 58 59 60 
U 0 –0.044 –0.069 –0.086 –0.042 –0.031
V 0.308 0.317 0.330 0.350 0.265 0.073 
№ 64 65 66 67 68 69 
U 0 –0.053 –0.078 –0.094 –0.074 –0.048
V 0.315 0.327 0.337 0.351 0.275 0.078 

При компьютерном моделировании необхо-
димые исходные данные были приняты по мате-
риалам натурного эксперимента, выполненного в 
БелНИИС, г. Минск [8].  

Характеристика сваи:  
– буронабивная, выполнена по технологии 

РИТ с диаметром ствола 151 мм, длина 3 м, с 
уширением в уровне пяты диаметром 460 мм; 

– грунтовые условия: пылеватый суглинок 
на всю разведанную глубину; 

– удельный вес , кН/м3 – 19,4;  
– угол внутреннего трения φ, град – 23; 
– сцепление с, МПа – 0,018;  
– модуль деформации Е, МПа – 6. 
Методом компьютерного моделирования 

были исследованы осадки РИТ-свай в зависимо-
сти от физических и геометрических характери-
стик свай и физико-механических характеристик 
грунтового основания  деформируемой области 
включая зоны РИО. Результаты проведенного 
вычислительного эксперимента представлены в 
таблице 3.5 и в виде графиков на рисунке 3.5. 
 

Таблица 3.5 – Осадка сваи-РИТ при задан-
ной нагрузке c учетом уплотнения и нелинейно-
сти деформирования грунтового основания при 
различном количестве уширений 
      Р(т) 
   n 

3 6 9 12 14 Конструкция сваи

опыт 0,2 1,3 5,4 12,1 19,21 уширение снизу 
1 0,3 1,89 5,2 10,95 18,51 уширение снизу
2 0,150,85 2,7 5,2 8,8 2 уширения 
3 0,1 0,62 1,7 3,4 5,4 3 уширения 
4 0,1 0,59 1,4 3,1 4,6 4 уширения 

dc = dуш 0,06 0,4 1,16 2,9 4,4 dc = dуш 
 

 
Рисунок 3.5 – Графики осадки сваи-РИТ 

с различным количеством уширений 
 

Показано, что: 
– рациональное количество уширений 

max ;
2

n
n  

– рациональное расстояние между ушире-
ниями  ;ушh d  
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– телескопический сдвиг получается при 
расстоянии между уширениями ;ушh d  

– несущая способность РИТ-сваи рацио-
нальной конструкции уменьшается не более чем 
на 5%, а расход материала на устройство ушире-
ний сваи может быть уменьшен до 50%. 

Таким образом, на основе разработки ко-
нечного множества математических моделей 
объекта исследования методом системного ана-
лиза определены параметры построения РИТ-сваи 
оптимальной материалоёмкости под заданную 
нагрузку. 

Полученные результаты являются основа-
нием для их применения при проектировании 
фундаментов на основе РИТ-свай для промыш-
ленных и гражданских зданий и сооружений при 
грунтовых условиях Республики Беларусь. 
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ENCAPSULATION OF BACKBONE TRAFFIC  
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Рассматривается процесс создания виртуальной магистральной линии на базе протоколов оверлейной связи в условиях 
трансляции трафика через публичные каналы передачи данных.  
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The process of creating a virtual backbone line based on protocols of an overlay communication is considered. The traffic trans-
ference is limited to public data channels.  
 
Keywords: topology, media content, backbone traffic, VXLAN, VTEP, EVE-NG, channel of data transference. 

 
 

Введение 
Увеличение количества передаваемых дан-

ных в сети связано с развитием IoT среды, когда 
каждое устройство имеет доступ к сети, напри-
мер, домашняя онлайн видео-камера, либо до-
машнее охранное устройство. Большая часть 
трафика приходится на развлекательный медиа-
контент, а именно – на видео. Помимо YouTube, 
происходит добавление медиа-содержимого в 
крупнейшие социальные сети, новостные каналы 
начинают транслировать передачи в режиме ре-
ального времени.  

Причина этого кроется также в дальнейшем 
развитии медиа-кодеков и увеличении экранов 
смартфонов и планшетов, когда есть возмож-
ность смотреть видео в 2k/4k-формате. Прогно-
зируется увеличение доли видео-данных с 70 до 
82 процентов, в то время как объём увеличится в 
4 раза. За последний год объем трафика видео-
наблюдения практически удвоился, а к 2020 г. 
вырастет десятикратно. Ожидается интенсивное 
развитие рынка дополненной и виртуальной ре-
альности. За последний год трафик этого вида 
увеличился в 4 раза и прогнозируется, что к 2020 
году он возрастет в 61 раз.  

Наметилась тенденция к высокомасштаб-
ному увеличению общего объёма передаваемых 
данных, среди которого будет присутствовать 
трафик, чувствительный к задержкам. [1], [2] В 
этом случае рекомендуется разбивать поток дан-
ных на несколько меньших и вводить его в обла-
ко провайдера на ближайших к абоненту точках. 
Это необходимо для выполнения балансировки и 
снижения нагрузки на единый центр обработки 
данных. В этом случае возможно реализовывать 

различные сценарии как работы, так и защиты от 
увеличивающихся размеров DDoS-аттак. 

Если два центра обработки данных находят-
ся в одном здании, но в разных его частях, то 
можно использовать классические методы пере-
дачи данных – 1/10/40/100 Гбит Ethernet для обыч-
ного сетевого трафика и 8/16/32/128 Гбит Fibre-
Channel для сетей хранения данных. Для более 
сложных случаев можно использовать конвергент-
ные способы передачи данных, т. е. когда транс-
портная сеть обслуживает одновременно и обыч-
ный трафик, и трафик систем хранения данных.  

Последовательность шагов по оптимизации 
сетевой архитектуры может быть следующей: 

1. Обновление кабельной инфраструктуры 
(уменьшение средней длины патч-корда, умень-
шение объёма аплинков через использование 
уплотнительной аппаратуры, либо через исполь-
зование конвергентных решений). 

2. Внедрение оборудования, позволяющего 
создавать программно-определяемые решения с 
использованием универсального оборудования. 

3. Использование новейших операторских 
решений по оптимальному использованию овер-
лейных сетей и протокола BGP. 

 
1 Перспектива  развития оверлейных сетей 
В данный момент многие архитекторы оза-

бочены созданием нового универсального прото-
кола, который бы объединял все плюсы сущест-
вующих оверлейных сетей. Название данного 
проекта – протокол GENEVE (Generic Network 
Virtualization Encapsulation). Разработчики спе-
цификаций этого протокола стремятся к унифи-
кации топологии (рисунок 1.1) [3]. 
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Рисунок 1.1 – Упрощённая схема 
взаимодействия частей ЦОД 

 

В данный момент самым эффективным ме-
ханизмом применения всех опций протокола 
является TLV-формат (type-length-value). 

В качестве базового механизма передачи 
служебных данных GENEVE выбран UDP. Орга-
низация IANA также зарезервировала UDP-порт 
6081 для работы GENEVE. В связи с тем, что 
GENEVE есть наследник VXLAN/NVGRE/STT, 
его интеграция в любое из существующих реше-
ний должно пройти достаточно гладко и быстро, 
т. к. гипервизоры смогут работать одновременно 
с несколькими протоколами – старым и новым, 
без какого-либо ущерба в производительности 
самого канала связи. 

 

Таблица 1.1 – Сравнение протоколов 
Название  
протокола 

VXLAN STT NVGRE 

Инкапсуляция – Использование UDP-
протокола 
– UDP порт 8472 
– Добавляется VXLAN за-
головок размером 8 байт 
– Инкапсуляция IP и не-IP 
кадров 

– Использование TCP-про-
токола 
– Добавляется STT заголовок 
размером 8 байт 
– Использование нестандарт-
ного TCP 
– Инкапсуляция IP и не-IP 
кадров 

– Использование GRE-
инкапсуляции 
– Использование GRE номе-
ра протокола 0x6558 
– Инкапсуляция нетегиро-
ванных IP и не-IP кадров 

Идентификатор 
оверлейной сети 

24-битный VNI 64-битный Context ID 24-битный VSID, плюс 8 бит 
идентификатор потока 

Размер служеб-
ных заголовков 

50 байт 76 байт 42 байта 

ECMP и балан-
сировка в порт-
группе 

– Порт источника в VXLAN
заголовке в результате хе-
ширования внутренних за-
головков 
– Транспорт должен под-
держивать хэширование на 
базе 5 параметров (src+dst 
ip, protocol, src+dst port) 

– Порт источника в STT заго-
ловке в результате хеширова-
ния заголовков 
– Транспорт должен поддер-
живать хэширование на базе 5 
параметров (src+dst ip, proto-
col, src+dst port) 

– Черновик RFC предлагает 
32-битный VSID + 8-битный 
flow ID 
– Хеширование GRE не 
предполагается на аппарат-
ных устройствах 

Распростране-
ние информации 
о подключенных 
узлах 

– Flood+Learn 
– MP-BGP EVPN 

На базе OpenFlow Использование любого ме-
ханизма (чтение данных из 
транспорта, использование 
центрального сервера) 

Поддержка вир-
туальными ком-
мутаторами 

Cisco Nexus 1000v и 
VMware DVS 

Nicira, Open vSwitch Microsoft Hyper-V virtual 
switch 

Масштабируе-
мость 

1 млн хостов 1000 хостов Неизвестно 

Поддержка про-
изводителями 

Cisco, VMware, Arista, Bro-
cade, Citrix, Red Hat, Broad-
com 

VMware, Broadcom Microsoft, Arista, Emulex, 
Huawei, HP 

Шлюзы между 
виртуальными и 
аппаратными 
сетями 

VMware vShield, Cisco ASA 
for Nexus 1000V Series 
Switch, Cisco Cloud Services 
Router (CSR) 1000V Series, 
Arista 7150 switch, Brocade 
ADX 

Решение Nicira Неизвестно 

Сервисные  
цепочки 

Cisco vPath в Cisco Nexus 
1000v 

Неизвестно Неизвестно 

Стандарт RFC 7348 + RFC 7432 draft-davie-stt-08 RFC 7637 
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По состоянию на июнь 2017 протокол 
GENEVE находится в стадии утверждения спе-
цификаций, поэтому на рынке не представлены 
готовые решения на его основе [3]. 

Результаты сравнения текущих версий овер-
лейных протоколов представлены в таблице 1.1. 
 

2 Создание оверлейной схемы в вирту-
альной среде EVE-NG 

Для реализации топологии был использован 
бесплатный продукт EVE-NG (старое название 
Unetlab) [4]. 

Физическая топология представляет собой 
звезду, центром которой является vHUB, к кото-
рому подключены все сетевые устройства – как 
уровня провайдера (PE, P), так и уровня клиента 
(CE). Используемая физическая топология пред-
ставлена на рисунок 2.1. 

vHUB, как и следует из названия, трансли-
рует все приходящие пакеты во все порты, кроме 
того, от которого он их получил. Это позволяет 
прослушивать все проходящие пакеты в тополо-
гии будучи подключенным к порту любого из 
устройств. Для этого используется программный 
пакет Wireshark. Также это позволяет избавиться 
от дополнительной настройки коммутатора, что-
бы он мог успешно передавать все тегируемые 
пакеты.  

В данной схеме будет реализовано подклю-
чение CE-устройств (в виде CSR1000v) к PE 
(IOL), а также показаны настройки и отсутствие 
особых требований к транзитной сети, т.к. иначе 
возможны дополнительные финансовые траты за 
предоставление услуг сторонним провайдером. 
Из требований к провайдеру есть лишь предос-
тавление unicast-доступности, а также поддержка 
BiDir-PIM.  

 

 
Рисунок 2.1 – Физическая топология 

 
Логическая топология ISP BBB представле-

на на рисунке 2.2. 
Возможно отказаться от использования 

двунаправленного мультикаст-протокола, в этом 
случае необходимо указывать расположение всех 
VTEP-шлюзов, а репликация всего трафика бу-
дет происходить на входе, когда один пакет ко-
пируется и посылается каждому шлюзу персо-
нально. Это увеличивает нагрузку на сетевую 
инфраструктуру, но позволяет уйти от требова-
ний к наличию мультикаст-протоколов [5]. 

Клиентские устройства CE (Customer Edge) 
R9 и R10 будут подключены к PE (Provider Edge) 
R7 и R8. В качестве RR (Route-Reflector) для 
протокола BGP будет использован R1. Он будет 
выполнять Best-Path Selection алгоритм и отда-
вать своим RR-клиентам NLRI+next-hop+мет-
рику. Хоть RR и скрывает истинную картину 
путей,  он  позволяет  не  создавать избыточных  

 

 
 

Рисунок 2.2 – Логическая топология оператора связи 



Инкапсуляция магистрального трафика центра обработки данных 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (34), 2018 91

Prevention Mechanism для iBGP-соседств. Суть 
iBGP Loop Prevention Mechanism заключается в 
том, что маршрут, принятый от iBGP-соседа не 
анонсируется другому iBGP-соседу. Также в 
случае с RR не действует другое правило BGP – 
маршрутизатор не принимает апдейты, если он 
не использует Route-Target, описываемый в ат-
рибутах NLRI. 

Сама же внутренняя сеть ISP BBB будет со-
стоять из единого OSPF-домена. Также, исходя 
из небольшого размера сети и количества уст-
ройств, все они будут помещены в одну зону, для 
упрощения. На рисунке 2.3 видно OSPF + MPLS 
топологию провайдера ВВВ. В данном случае 
MPLS будет автоматически распространён сред-
ствами OSPF, а именно включением функции 

«mpls ldp autoconfig». Это макрос, включающий 
анонсирование служебной информации на ин-
терфейсах, где работает OSPF-процесс. В неко-
торых случаях можно вручную включать MPLS-
процесс на интерфейсе, в этом случае предлага-
ется дополнительная защита от человеческого 
фактора, когда ошибка в настройке будет весьма 
ощутима для инфраструктуры [6]. 

Для банка сегмент, предоставляющий 
VXLAN-сервис, будет выглядеть следующим об-
разом (рисунок 2.4). 

Топологию, которая будет настраиваться, 
можно увидеть на рисунке 2.5. В качестве PC1 и 
PC2 будет временно использоваться L2-IOL как 
сетевая аналогия РС, так как интересует техни-
ческая часть. 

 

 
Рисунок 2.3 – Топология MPLS-облака оператора связи 

 

 
Рисунок 2.4 – Упрощённая схема подключения растянутого L2-сегмента 
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Рисунок 2.5 – Схема растягиваемой сети 

 
3 Конфигурация VXLAN-оверлея 
Конфигурация VXLAN-шлюза представле-

на на рисунке 3.1. В качестве моста между L2-сег-
ментом и L3-транспортом выступает интерфейс 
NVE1, при его конфигурации указывается ин-
терфейс-источника, привязка VNI (идентифика-
тор расширенного влана) к мультикаст-группе, о 
которой данное устройство будет сообщать в 
PIM-Join пакетах в сторону RP (Rendezvous Point – 
точка к которой строят SharedTree все PIM-
устройства). В этой конфигурации указывается, 
какой именно VLAN «растягивается», что позво-
ляет растянуть большое количество виртуальных 
сетей (максимальное значение очень зависит от 
уровня оборудования). Теперь проверим состоя-
ние NVE-туннеля (рисунки 3.2, 3.3). 

По-умолчанию используется порт UDP 4789 
(рисунок 3.4), но его можно при необходимости 
изменить на любой другой, но делать это необ-
ходимо сразу на всех VTEP-устройствах. 

Размер передаваемого трафика зависит от 
MTU на всём пути следования, поэтому для 

поддержки Jumbo-frame необходимо настроить 
MTU на соответствующее значение на всех уст-
ройствах сети. 

Список переданных пакетов можно увидеть 
в packet-capture раздела Wireshark (рисунок 3.5). 

Wireshark автоматически «разворачивает» 
внешние заголовки и показывает внутренние 
данные, поэтому можно увидеть детали пакета 
(рисунок 3.6). На нём представлена полная 
структура VXLAN-пакета – полный Layer 2 кадр 
завёрнут в VXLAN-заголовок, а дальше инкап-
сулирован в UDP-сегмент. В адресной информа-
ции можно заметить порт получателя (4789, ко-
торый возможно изменить на любой другой), в 
качестве адресов отправителя и получателя мож-
но увидеть адреса лупбэков VTEP-устройств. 
Вывод данного пакета косвенно подтверждает 
всю конфигурацию, которая была применена на 
настраиваемых виртуальных устройствах. 

На этом локальная настройка узлов сети за-
вершена. 
 

 

 
Рисунок 3.1 – VXLAN конфигурация на VTEP R9 
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Рисунок 3.2 – Информация о транслированных пакетах 

 

 
Рисунок 3.3 – Вывод VTEP-соседств 

 

 
Рисунок 3.4 – Вывод используемого порта для обмена служебной информации 

 

 
Рисунок 3.5 – Вывод переданных пакетов посредством VXLAN 

 

 
Рисунок 3.6 – Структура инкапсулированного пакета 

 

Заключение 
В статье рассмотрены принципы и техноло-

гии построения логических каналов L2 over L3 
уровня для организации бесшовной связи уда-
ленных филиалов организации. В результате 
применения технологии создана модель про-
граммно-аппаратной схемы, которая позволяет 
передавать данные на любое расстояние без до-
полнительных требований к промежуточному 
оборудованию.  
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ПРАВИЛА ДЛЯ АВТОРОВ 
 

Статья, направляемая в редакцию журнала 
«Проблемы физики, математики и техники», 
должна:  

– соответствовать профилю журнала;  
– являться оригинальным произведением, 

которое не предоставлялось на рассмотрение и 
не публиковалось ранее в объеме более 25% в 
других печатных и (или) электронных изданиях, 
кроме публикации препринта (рукописи) статьи 
авторов (соавторов) на собственном сайте;  

– содержать все предусмотренные дейст-
вующим законодательством ссылки на цитируе-
мых авторов и источники опубликования заим-
ствованных материалов, автором (соавторами) 
должны быть получены все необходимые разре-
шения на использование в статье материалов, 
правообладателем (лями) которых автор (соавто-
ры) не является (ются). 

Статья не должна содержать материалы, не 
подлежащие опубликованию в открытой печати, 
в соответствии с действующими законодатель-
ными актами Республики Беларусь.  

Статья представляется на русском, белорус-
ском или английском языках в двух экземплярах 
на белой бумаге формата A4 c пронумерованны-
ми страницами. Одновременно в редакцию на-
правляется электронный вариант статьи на CD, 
или по электронной почте (e-mail: pfmt@gsu.by). 

Для подготовки статьи можно использовать 
редактор MS Word for Windows (2000/2003), 
шрифт – Times New Roman, 14 pt, все поля – 
2 см, или систему LaTeX c опцией 12 pt в стан-
дартном стиле article без переопределения стан-
дартных стилей LaTeX'а и введения собственных 
команд (все поля – 2 см). 

В левом верхнем углу первой страницы ста-
тьи ставится индекс УДК, ниже по центру на 
русском и английском языках: название статьи 
прописными буквами, инициалы и фамилия ав-
тора (авторов), название организации, в которой 
он (они) работает, аннотация (до 10 строк) и пе-
речень ключевых слов. 

Статья, как правило, должна содержать: вве-
дение, основную часть, заключение и литературу. 

Название статьи должно отражать основную 
идею исследования, быть кратким.  

Во введении дается краткий обзор литера-
туры, обосновывается цель работы и, если необ-
ходимо, отражается связь с научными и практи-
ческими направлениями. Обязательными явля-
ются ссылки на работы других авторов, публи-
кации последних лет в области исследования, 
включая зарубежные. 

Основная часть должна содержать описание 
методики, объектов исследования с точки зрения 
их научной новизны. Она может делиться на 
подразделы (с разъясняющими заголовками) и 
содержать анализ публикаций, относящихся к 
содержанию данных подразделов. 

 

Формулы, рисунки, таблицы нумеруются в 
пределах раздела, например: (1.1), (2.3), рисунок 
1.1, таблица 2.1. Нумерации подлежат только те 
формулы, на которые имеются ссылки. Номер 
формулы прижимается к правому краю страни-
цы, а сама формула центрируется. Рисунки и 
таблицы располагаются непосредственно в тек-
сте. Размер рисунков и графиков не должен пре-
вышать 1015 см. Полутоновые фотографии 
должны иметь контрастное изображение. Повто-
рение одних и тех же данных в таблицах и ри-
сунках не допускается. 

Каждая таблица должна иметь заголовок, в 
ней обязательно указываются единицы измере-
ния рассматриваемых величин. Размерность всех 
величин должна соответствовать Международ-
ной системе единиц измерений (СИ). Не допус-
кается сокращение слов, кроме общепринятых 
(т. е., и т. д., и т. п.). 

В заключении в сжатом виде формулируются 
полученные результаты, их новизна, преимущест-
ва и возможности практического использования.  

Список литературы должен содержать пол-
ные библиографические данные. Он составляет-
ся в порядке упоминания ссылок в тексте. Ссыл-
ки на неопубликованные работы не допускаются. 
Ссылки даются в оригинальной транслитерации. 
Порядковые номера ссылок по тексту указыва-
ются в квадратных скобках (например, [1], [2]). 
 Статья подписывается всеми авторами. К 
статье прилагаются: 

– сопроводительное письмо организации, в 
которой выполнена работа с просьбой об опуб-
ликовании; 

– сведения об авторах; 
– экспертное заключение о возможности 

опубликования статьи в открытой печати; 
– договор о передаче авторского права (в 

двух экземплярах). 
Сведения об авторах представляются на от-

дельной странице и содержат: фамилию, имя, от-
чество автора (авторов), ученую степень, звание, 
место работы и занимаемую должность, специа-
листом в какой области является автор, почтовый 
индекс и точный адрес для переписки, телефоны 
(служебный или домашний), адрес электронной 
почты. Следует указать автора, с которым нужно 
вести переписку и направление, к которому отно-
сится представленная работа (физика, математика, 
техника). 
 Поступившая в редакцию статья направля-
ется на рецензирование. В случае её отклонения 
редакция сообщает автору решение редколлегии 
и заключение рецензента, рукопись автору не 
возвращается. Решение о доработке статьи не 
означает, что она принята к печати. После дора-
ботки статья вновь рассматривается рецензентом 
и редакционной коллегией. 
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Редакция оставляет за собой право произво-
дить редакционные изменения и сокращения, не 
искажающие основное содержание статьи. 
 Статьи, не отвечающие перечисленным тре-
бованиям, к рассмотрению не принимаются и 
возвращаются авторам. Датой получения руко-
писи считается день получения редакцией окон-
чательного варианта. 
 Авторы несут ответственность за направление 
в редакцию уже ранее опубликованных статей или 
статей, принятых к печати другими изданиями.  

Редакция предоставляет право первоочередно-
го опубликования статей лицам, осуществляющим 
послевузовское обучение (аспирантура, докторанту-
ра, соискательство) в год завершения обучения. 
Плата за опубликование статей не взимается. 

 Всю корреспонденцию следует направлять 
простыми или заказными письмами (бандероля-
ми) на адрес редакции.  

Образец оформления статьи, сведений об ав-
торах, экспертного заключения и текст договора о 
передаче авторского права размещены на сайте 
журнала по адресу http://pfmt.gsu.by.  
 Журнал включен в каталог печатных 
средств массовой информации Республики Бела-
русь. Индекс журнала: 01395 (для индивидуаль-
ных подписчиков), 013952 (для предприятий и 
организаций). 
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GUIDELINES FOR AUTHORS 
 

In order for papers submitted to be published in 
the journal “Problems of Physics, Mathematics and 
Technics” the following rules should be taken into 
account: 
 – the paper should be in agreement with the 
type of the journal; 

– the paper should be an original work, it 
should not have been submitted for consideration or 
previously published in the bulk over 25% in an-
other scientific edition and (or) electronic publica-
tions with the exception of preprint publication 
(manuscript) of the paper of the authors (coauthors) 
on their own website; 
 – the paper should contain all statutory refer-
ences to the cited authors and published sources of 
the borrowed material. The author (coauthors) must 
obtain all the necessary permissions for the use of 
materials in the article, in the event that he is (they 
are) not their right holder (right holders). 

The paper should not contain the materials 
suppressed for publication in the press in accordance 
with the laws of the Republic of Belarus. 

Contents of a paper should be written in line 
with the scope of the journal. The paper should be 
written in Russian, Belarusian and English, edited 
thoroughly and submitted in two copies to the Edito-
rial Office. The manuscript should be printed on A4 
white paper with all pages numbered. In addition, 
the  authors  must  submit  the  electronic  version  
of their manuscript  either  on a CD or by e-mail  
(e-mail: pfmt@gsu.by). 

To prepare a paper it is possible to use MS 
Word for Windows (2000/2003), Times New Roman 
type, 14 pt. All margins are 2 cm. The author may 
also use 12 pt LaTeX in standard style article with-
out redefinition of the margins and introduction of 
the author’s commands. 

Index UDC is sited in the left corner of the first 
page. The title of the paper in capital letters is fol-
lowed by the name(s) of the author(s), authors' af-
filiations and full postal addresses next to which are 
an abstract of no more than ten lines and keywords. 
Relevant keywords should be placed just after the 
Abstract. 

A paper, as a rule, should include Introduction, 
Body Text, Conclusion and Literature. The title of 
the paper must be concise. It describes the main idea 
of your research. 

In the Introduction the author gives a brief re-
view of literature, his grounds and specific objec-
tives, he describes links with scientific and practical 
branches. All background information such as refer-
ence to the papers of others authors and some 
previous publications (including foreign ones) in the 
field of investigation is necessary. 

The main part should contain description of the 
techniques used and objects of investigation within a 
large scientific framework. This part may be divided 
into subsection (with explanatory headings). It provides 

the readers with the analysis of the publications on 
the problem described in these subsections. 

Formulas, figures and tables should be sequen-
tially numbered in the framework of the section, for 
example: (1.1), (2.3), figure 1.1, table 2.1. The author 
should number only the formulas with appropriate 
references. The formula number is placed on the right 
side of the page and the formula itself is centred. 

Figures and tables should be put into a contex-
tual framework. The size of figures and charts does 
not exceed 10х15 cm. Halftone photos should be 
glossy and contrast. Do not repeat extensively in the 
text the data you have presented in tables and figures. 

Each table should have the heading, in which 
units of measure describe the values under consid-
eration. All measurements and data should be given 
in SI units, or if SI units do not exist, in an interna-
tional accepted unit. The authors are advised to 
avoid abbreviations except for generally accepted 
ones (i. e., etc.). Define all abbreviations the first 
time they are used. 

In the Conclusion the received data are de-
scribed in concise form. The novelty of these results, 
advantages and possibility of practical use are pre-
sented. 

Publications cited in the text should be pre-
sented in a list of references following the text of the 
manuscript. References should be given in their 
original spelling, numbered in the order they appear 
in the text and contain full bibliography. Please, do 
not cite unpublished papers. The numbers of refer-
ences are sited in square brackets (e.g. [1], [2]). 

The paper should be signed by all authors. 
The following documents should be attached to 

the article: 
– covering letter of the organization in which 

the work was done with a request for publication; 
– information about the authors; 
– expert opinion on the possibility of publish-

ing an article in the press; 
– treaty on the transfer of the copyright (two 

copies). 
The authors should provide the following in-

formation on a separate sheet: surname, first name, 
patronymic, science degree, rank and correct postal 
address for correspondence, organization or com-
pany name and position, title, research field, home 
or office phone numbers, and e-mail address. 

Then the paper is sent to the Editorial Board to 
be reviewed. The Editorial Office informs the au-
thors of paper denial and the reviewer's conclusion 
without returning the manuscript. A request to revise 
the manuscript does not imply that the paper is ac-
cepted for publication since it will be re-reviewed 
and considered by the Editorial Board. The authors 
of the rejected paper have the right to apply for its 
reconsideration. 

The Editorial Board has the right to edit the 
manuscript and abridge it without misrepresenting 
the paper contents. 
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Papers not meeting the above requirements are 
denied and returned to the authors. The date of re-
ceipt of the final version by the Editorial Office is 
considered as the submission date. 

Authors are responsible for the submission of 
their publication because submission is a representa-
tion that the paper has not been previously published 
and is not currently under consideration for publica-
tion elsewhere. The Editorial Board charters top-
priority for postgraduate students (postgraduate 
course, persons working for doctor's degree, com-
petitors for scientific degree) during the current year 

of the completion of a course. Publication of the 
paper is free of charge. 

Samples of the preparation of an article, infor-
mation about the authors, expert opinion and the text 
of the treaty on the transfer of the copyright are 
placed on the site http://pfmt.gsu.by. 

The journal «Problems of Physics, Mathemat-
ics and Technics» is included in the mass media 
catalogue of the Republic of Belarus. Index: 01395 
(for personal subscribers), 013952 (for enterprises 
and organizations). 
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