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УДК 539.12 

КОВАРИАНТНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ  
СПИНОВЫХ ПОЛЯРИЗУЕМОСТЕЙ НУКЛОНА 

В.В. Андреев, О.М. Дерюжкова, Н.В. Максименко 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель, Беларусь 
 

THE COVARIANT REPRESENTATION  
SPIN POLARIZABILITY OF THE NUCLEON 

V.V. Andreev, O.M. Deryuzhkova, N.V. Maksimenko 
F. Scorina Gomel State University, Gomel, Belarus 

 
На основе ковариантного построения наведенных дипольных моментов и феноменологических эффективных лагран-
жианов взаимодействия электромагнитного поля с этими моментами предложен вариант релятивистски-инвариантного 
определения спиновых поляризуемостей. 
 
Ключевые слова: поляризуемость, лагранжиан, комптоновское рассеяние. 
 
The option of relativistic-invariant definition of spin polarizability on the basis of covariant creation of the induced dipolar mo-
ments and phenomenological effective Lagrangian interactions of an electromagnetic field with these moments is offered. 
 
Keywords: polarizability, Lagrangian, Compton scattering. 

 
 

Введение 
В последнее время большое внимание уде-

ляется экспериментальному и теоретическому 
исследованию двухфотонных процессов на ад-
ронах. Это обусловлено прежде всего тем, что 
низкоэнергетические амплитуды и определяемые 
ими сечения двухфотонных процессов зависят от 
значительно большего числа структурных харак-
теристик адронов по сравнению с однофотонны-
ми процессами. Благодаря повышению точности 
измерения электромагнитных  характеристик 
адронов открываются новые возможности для 
более глубокого анализа существующих теоре-
тико-полевых и модельных представлений о 
взаимодействии адронов с электромагнитным 
полем. При исследовании электромагнитных 
характеристик адронов особое внимание отво-
дится поляризуемостям адронов, поскольку эти 
характеристики чувствительны не только к осо-
бенностям самой структуры адронов, но и к ме-
ханизмам поглощения и излучения электромаг-
нитного поля. В настоящее время известен дос-
таточно широкий класс электродинамических 
процессов, на основе которых можно получить 
экспериментальные данные о поляризуемостях 
адронов. В связи с этим возникает задача о по-
следовательном ковариантном определении 
вклада поляризуемостей в амплитуды и сечения 
электродинамических процессов на адронах [1], 
[2]. Решение подобных задач возможно выпол-
нить в рамках теоретико-полевого ковариантного 
подхода описания взаимодействия электромаг-
нитного поля с адронами с учетом их поляризуе-
мостей. В работах [3]–[8] активно развивались 
ковариантные методы описания взаимодействия 

электромагнитного поля с адронами, в которых 
электромагнитные характеристики этих частиц 
являются основополагающими. В последнее 
время широко используются эффективные поле-
вые лагранжианы для исследования взаимодей-
ствия низкоэнергетического электромагнитного 
поля с нуклонами на основе разложения по сте-
пеням обратным массе нуклона [9]. В работе [8], 
на основе принципа соответствия между класси-
ческой и квантовой теориями в рамках полевого 
подхода, представлен эффективный ковариант-
ный лагранжиан взаимодействия электромагнит-
ного поля с частицами спина половина с учетом 
их поляризуемостей, который недавно был ис-
пользован для фитирования экспериментальных 
данных по комптоновскому рассеянию на прото-
не в энергетической окрестности рождения 

(1232)Δ  резонанса [10]. Физическая интерпрета-
ция электрической и магнитной дипольных по-
ляризуемостей в настоящее время представлена 
достаточно полно (например, [11]). В работах 
[12], [13] были получены спиновые поляризуе-
мости на основе общих принципов релятивист-
ской квантовой теории, которым удовлетворяет 
амплитуда низкоэнергетического комптоновско-
го рассеяния. Интерпретация этих поляризуемо-
стей дана в рамках нерелятивистского мульти-
польного разложения взаимодействия электро-
магнитного поля с нуклонами в работах [12]–[14]. 

В данной работе предложен вариант реля-
тивистски-инвариантного определения спиновых 
поляризуемостей, в основе которого лежит кова-
риантное построение наведенных дипольных 
моментов и феноменологические эффективные 

ФИЗИКА
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лагранжианы взаимодействия электромагнитного 
поля с этими моментами [3], [4]. Для введения спи-
новых поляризуемостей воспользуемся лагран-
жианом релятивистской электродинамики [7], [8]: 

    

1 .
4

L G Fμν
μν= −                      (0.1) 

В этом выражении Gμν  – антисимметричный 
тензор наведенных дипольных моментов струк-
турной частицы, который определяется следую-
щим образам: 

    
( ) ,G d u u d m uμν μ ν μ ν μνρσ

ρ σε= − +      (0.2) 

где d μ  и mμ  – компоненты электрического и 
магнитного моментов, представленные в ковари-
антной форме; uμ  – компоненты 4-х-скорости 
частицы. Учитывая (0.2) в (0.1), выражение для 
лагранжиана принимает вид [15]:  

    
( )1 ,

2
L e d h mμ μ

μ μ= − +                (0.3) 

где ,e F uν
μ μν=  ,h F uν

μ μν=  1 .
2

F F ρσ
μν μνρσε=  

 
1 Определение лагранжиана взаимодейст-

вия электромагнитного поля со структурной 
частицей с учетом спиновой поляризуемости 

Перейдем теперь к операторному представ-
лению тензора Gμν  (0.2). Запишем в ковариант-
ной форме с учетом закона сохранения четности 
компоненты векторов электрического и магнит-
ного моментов через тензоры поляризуемостей: 

( )4 4 ,d e u eμ μν μν
ν νπα πκ= + ∂           (1.1) 

( )4 4 ,m h u hμ μν μν
ν νπβ πκ= + ∂          (1.2) 

где ( ) ,u u μ
μ∂ = ∂  ,μνα  ,μνβ  ,μνκ  μνκ  – тензоры 

поляризуемостей. Чтобы учесть спиновые свой-
ства частицы, воспользуемся определением тен-
зоров поляризуемостей через операторы 4-х-мер-

ного импульса pμ
∧

 и вектора Паули – Любанско-
го .W μ  В случае частицы спина ½, как следует 
из перестановочных соотношений операторов 

pμ
∧

 и ,W μ
∧

 а также представление W μ
∧

 через 
γ -матрицы 

( ) ( )51
,

2
W p p

m
μ μγ γ

∧ ∧− ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

тензоры поляризуемостей можно представить 
следующим образом [4]: 

2
1 .g W p

m
μν μν μνρσ

ρ σ
α

α α ε
∧ ∧

= +        (1.3) 

Аналогичным образом будем представлять тен-
зоры ,μνβ  μνκ  и .μνκ  Из выражения (1.3) следу-
ет, что тензоры поляризуемостей состоят из 
симметричной и антисимметричной частей. Бо-
лее того, антисимметричные части поляризуемо-
стей обусловлены вкладом спина частицы.  

2 Амплитуда рассеяния электромагнит-
ного поля частицей спина ½ в дипольном при-
ближении в области низких энергий 

Согласно [16] амплитуда рассеяния в облас-
ти низких энергий в дипольном приближении, 
когда 

4 , ,d E r tπ α
→ ∧ → →⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
                    (2.1) 

4 , ,m H r tπ β
→ ∧ → →⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
                  (2.2) 

где α
∧

 и β
∧

– тензоры электрической и магнитной 
поляризуемостей, представляется в виде: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 1

1 2

2 1

2 1

1 2

2 1

2
2

2 1

1 2

1 2

1 2

2 1

2

4M n e e

n e n e

n e e n

e e n n

n n e e

n n e e

n e

λ λ

λ λ

λ λ

λ λ

λ λ

λ λ

πω α

β

β

β

β

∗→ → ∧ →

∗→ → → ∧ →

∗→ → → ∧ →

∗→ → → ∧ →

∗→ → → ∧ →

∗→ → → →

→

⎧⎛ ⎞⎪⎛ ⎞ = +⎜ ⎟⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠⎩

⎛ ⎞⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞

+ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞− +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
⎡ ⎛ ⎞⎛ ⎞+ −⎢ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎝ ⎠⎣

−
( ) ( )1 2

1 .n e Sp
λ λ

β
∗→ → → ∧⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎫⎛ ⎞
⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎭⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎦

       (2.3) 

В выражении (2.3) введены следующие обозна-

чения: 
( )1

e
λ→

 и 
( )2

e
λ→

– векторы поляризации, 1n
→

 и 

2n
→

 – единичные векторы падающего и рассеян-
ного излучения, ω  – частота излучения. Из оп-

ределения d
→

 и m
→

 согласно (2.1) и (2.2) следует, 

что α
∧

 и β
∧

 должны удовлетворять условию эр-
митовости. В этом случае, как показано в работе  

[17], тензоры α
∧

 и β
∧

 можно представить сле-
дующим образом:  

1 2 ,ij ij ijk ki Cα α δ α ε= +  

1 2 ,ij ij ijk ki Cβ β δ β ε= +  
где 1,α  2 ,α  1β  и 2β  – вещественные величины, 

ijkε  – тензор Леви – Чивита, kC  – компоненты 
псевдовектора. В случае частицы спина ½ в ка-
честве такого псевдовектора можно выбрать 

псевдовектор спина частицы .S
∧
→

 Если считать, 

что тензоры α
∧

 и β
∧

 зависят от ,S
∧
→

 то используя 
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алгебру оператора спина половина: 
 

, ,i j kijkS S i Sε
∧ ∧ ∧⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦

 

1 ,
4 2

i j kij ijk
iS S Sδ ε

∧ ∧ ∧

= +  

эти тензоры можно представить следующим об-
разом  

1 2 ,kij ij ijki Sα α δ α ε
∧

= +                  (2.4) 

1 2 .kij ij ijki Sβ β δ β ε
∧

= +                  (2.5) 
Подставляя (2.4) и (2.5) в уравнение (2.3), 

получим: 
 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 1

2 1

2 1

2 1

2
2 1

1 2 1

2

2 2 1

4

,

f

i

M n e e

e n e n

i S e e

i S e n e n

λ λ

λ λ

λ λ

λ λ

πω χ α

β

α

β χ

∗→ → →
+

∗→ → → →

∧
∗→ → →

∧
∗→ → → → →

⎧ ⎛ ⎞⎪⎛ ⎞ = +⎜ ⎟⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪ ⎝ ⎠⎩

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ ⋅ +⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟+ ⋅ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠
⎫⎛ ⎞⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎪⎜ ⎟+ ⋅ ⋅⎢ ⎥ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎪⎣ ⎦⎝ ⎠⎭

  (2.6) 

где iχ  и fχ  – спиноры начальной и конечной 
частицы. Если в амплитуде (2.6) потребовать 
условие перекрестной симметрии, то получим 
 

( ) ( )

( ) ( )

2 1

2 1

2
2 1

1 2 1

4

,

M n e e

e n e n

λ λ

λ λ

πω α

β

∗→ → →

∗→ → → →

⎧ ⎛ ⎞⎪⎛ ⎞ = +⎜ ⎟⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪ ⎝ ⎠⎩

⎫⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎪+ ⋅⎜ ⎟⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎪⎝ ⎠⎭

 

что согласуется со спиновой структурой низко-
энергетической амплитуды комптоновского рас-
сеяния с учетом электрической и магнитной по-
ляризуемостей [18]. В случае комптоновского 
рассеяния вперед амплитуда имеет общую спи-
новую структуру вида [19] 
 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 1

2 1

.

M g e e

ih S e e

λ λ

λ λ

ω

ω

∗→ →

∗→ → →

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞⎡ ⎤

+ ⋅⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠

            (2.7) 

В этом определении амплитуды скалярная функ-
ция ( )g ω  является четной, а ( )h ω  – нечетной 

относительно перекрестной симметрии. Следова-
тельно, поскольку поляризуемости вносят вклад в 
амплитуду (2.7), начиная со второго порядка по 
ω  и выше, то спиновая структура второго сла-
гаемого в (2.7) определяется вкладами поляризуе-
мостей начиная с третьего порядка по ω . 

Определим теперь лагранжиан и амплитуду 
комптоновского рассеяния в ковариантном ди-
польном представлении. 

 
3 Амплитуда низкоэнергетического ком-

птоновского рассеяния в ковариантном ди-
польном представлении  

Лагранжиан (0.3) в рамках теоретико-
полевого ковариантного подхода имеет вид [7]: 

( )
4

,

iL x L
m

L L

L

ν σ
νσ

ν σ σ ν
νσ νσ

σ ν
νσ

π γ

γ γ

γ

↔∧

↔ ↔∧ ∧

↔∧

⎡
= Ψ ∂ Ψ +⎢

⎣

+Ψ ∂ Ψ +Ψ ∂ Ψ +

⎤
+Ψ ∂ Ψ⎥

⎦

      (3.1) 

где νγ  – матрицы Дирака, ( )xΨ  – биспинор по-

ля Дирака, .ν ν ν
↔ → ←

∂ = ∂ − ∂  В лагранжиане (3.1) тен-

зор Lνσ

∧

 выражается через тензоры поляризуемо-
стей, которые введены в (1.1) и (1.2): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
.L L L L L L L

α κ δ β κ δ

νσ νσ νσ νσ νσ νσ νσ

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= + + + + +   (3.2) 
С целью установления влияния перекрестной 
симметрии на вклад спиновых поляризуемостей 
в амплитуду комптоновского рассеяния в  ди-
польном представлении определим в (3.2) тензо-

ры 
( ),

L
α β

νσ

∧

 и 
( ),

L
κ κ

νσ

∧

следующим образом: 
( ) ( ) ( )1 1 2 2, , ,

L L L
α β α β α β

νσ νσ νσ

∧ ∧ ∧

= +  
и 

( ) ( ) ( )1 1 2 2, , ,

.L L L
κ κ κ κ κ κ

νσ νσ νσ

∧ ∧ ∧

= +  
В свою очередь приведенные тензоры определя-
ются так:  

( )
( )

1

1 ,L F F
α μρ

νσ νμ ρσα α
∧ ∧

=      
( )

( )
1

1 ,L F F
κ μρδ

νσ νμ δ ρσ κ κ
∧ ↔ ∧⎛ ⎞= ∂⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( )
( )

2

2 ,L F F
α μρ

νσ νμ ρσα α
∧ ∧

=     
( )

( )
2

2 ,L F F
κ μρδ

νσ νμ δ ρσ κ κ
∧ ↔ ∧⎛ ⎞= ∂⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

в которых введены обозначения 

( )1 1 ,g
μρ

μρα α α
∧

=  

( ) 2
2 ,W

m

μρ
μρκε

κ ε
α

α α ε
∧ ∧ ↔

= ∂  

( )1 1 ,g
μρδ δ

μρκ κ κ
∧ ↔

= ∂  

( ) 2
2 .W

m

μρδ δ
μρκε

κ ε
κ

κ κ ε
∧ ∧ ↔ ↔

= ∂ ∂  

Если в приведенных тензорах сделать замену 

,F Fμν μν→  то получим выражения для 
( )

L
β

νσ

∧

 и 
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( )
.L

κ

νσ

∧

 Поскольку каждое слагаемое в (3.2) вносит 
определенные свойства перекрестной симметрии 
в амплитуду комптоновского рассеяния, то опре-
делим их вклады отдельно. 
 

Определение эффективного лагранжиана и 
амплитуды комптоновского рассеяния на основе 

( ) ( )1 1

.L L
α β

νσ νσ

∧ ∧

+   
Согласно (3.1) лагранжиан ( ) ( )1 1L Lα β+  сво-

дится к выражению  
( ) ( ) ( )1 1

1 1
2 ,L L F F F F
m

α β μ μ νσ
νμ σ νμ σ

π α β θ+ = +  (3.3) 

где .
2
iνσ ν σθ γ= Ψ ∂ Ψ   

Амплитуда комптоновского рассеяния с учетом 
лагранжиана (3.3) имеет вид [20] 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

1 1

2 1

2 1 1 2

1

2 1 1 2

1

2 1

2

.r r

M M

F F F F
m

F F F F

U p P U p

α β

μ μ
νμ σ νμ σ

μ μ
νμ σ νμ σ

ν σ

π α

β

γ
→ →

+ =

⎛ ⎞ ⎡= + +⎜ ⎟ ⎣⎝ ⎠
⎤+ + ×
⎦

⎛ ⎞ ⎛ ⎞× ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

     (3.4) 

В уравнении (3.4) введены обозначения 
( ) ( )2 21 ,

2
F F γω
νμ νμγωε=  ( ) ( ) ( )( )2 22

2 2 ,F k e k eγω λ ω λ γγ ω= −  

( ) ( ) ( )( )1 11
1 1 ,F k e k eγω λ ω λ γγ ω= −  

а также ( )1e λ
μ  и ( )2e λ

μ – векторы поляризации на-

чального и конечного фотонов, ( )1 2
1 ,
2

P p p= +  

1 1,k p  и 2 2,k p  – импульсы начальных и конеч-

ных фотонов и нуклонов, ( )1
1

rU p
→⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и ( )2
2

rU p
→⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

– биспиноры начальных и конечных нуклонов. 
Из соотношения (3.4) следует, что часть ампли-
туды комптоновского рассеяния, обусловленная 
электрической и магнитной поляризуемостями, 
удовлетворяет условию перекрестной симметрии 
и вносит вклад, начиная со второго порядка по 
частоте излучения. В системе покоя мишени и во 
втором порядке по частоте излучения из (3.4) 
следует соотношение:  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 1
1 1

2 1

1 2 1

1 2 1

4

,

f

i

M M e e

e n e n

λ λ
α β

λ λ

πω ω χ α

β χ

→ →
+

→ → → →

⎡ ⎛ ⎞
+ = +⎢ ⎜ ⎟

⎢ ⎝ ⎠⎣
⎤⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤

+ ⋅ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠⎦

 

которое согласуется с (2.6). 

Определение эффективного лагранжиана и 
амплитуды комптоновского рассеяния на основе 

( ) ( )2 2

.L L
α β

νσ νσ

∧ ∧

+   
В этом случае лагранжиан (3.1) принимает 

вид:  
( ) ( ) ( )

( )

2 2

2

2 2

4

.

iL L
m

F F F F

W W

W W

α β μρκε

νμ ρσ νμ ρσ

ν ν σ
κ κ ε

σ σ ν
κ κ ε

π ε

α β

γ γ

γ γ

↔∧ ∧ ↔

↔∧ ∧ ↔

⎛ ⎞+ = ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

× + ×

⎡⎛ ⎞×Ψ + ∂ ∂ +⎜ ⎟⎢⎝ ⎠⎣
⎤⎛ ⎞+ + ∂ ∂ Ψ⎜ ⎟ ⎥⎝ ⎠ ⎦

       (3.5) 

Из выражения (3.5) видно, что лагранжиан 
( ) ( )2 2L Lα β+  непосредственно связан со спином 

частицы. Амплитуда комптоновского рассеяния 
с учетом (3.5) определяется следующим образом: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2

1

2 1 1 2
3 2

2 1 1 2

2

5
2

1

2

.

r

r

M M
i F F F F

m

F F F F

U p P

P P P U p

α β

μρκε
νμ ρσ νμ ρσ

νμ ρσ νμ ρσ

ν ν σ
κ τ τ κ

σ σ ν τ
κ τ τ κ ε

π ε α

β

γ δ γ δ γ

δ γ δ γ

→

→

+ =

⎛ ⎞ ⎡= + +⎜ ⎟ ⎣⎝ ⎠
⎤+ + ×
⎦

⎛ ⎞ ⎡× − +⎜ ⎟ ⎣⎝ ⎠
⎛ ⎞⎤+ − ⎜ ⎟⎦ ⎝ ⎠

(3.6) 

Из выражения (3.6) следует, что, поскольку тензор  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

2 1 1 2

2

2 1 1 2

2

F F F F

F F F F

μρκε
νμ ρσ νμ ρσ

νμ ρσ νμ ρσ

ε α

β

⎡ + +
⎣

⎤+ +
⎦

       (3.7) 

является симметричным относительно перекре-
стной симметрии и одновременно антисиммет-
ричным относительно перестановки индексов ν  

и ,σ  а тензор между биспинорами   ( )2
2

rU p
→⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и 

( )1
1

rU p
→⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 является симметричным относительно 

перестановки индексов ν  и ,σ  то часть ампли-
туды ( ) ( )2 2M Mα β+  не может вносить вклад в 
полную амплитуду комптоновского рассеяния. 
Однако, если в тензоре (3.7) учесть только сла-
гаемые ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1

2 2 ,F F F Fμρκε
νμ ρσ νμ ρσε α β⎡ ⎤+⎣ ⎦  то в сис-

теме покоя мишени во втором порядке по часто-
те излучения из (3.6) получим: 
 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 1
2 2

2 1

1 2 2

2 2 1

4

.

М М i S e e

S e n e n

λ λ
α β

λ λ

π ω ω α

β

→ → →

→ → → → →

⎧ ⎛ ⎞⎡ ⎤⎪+ = +⎜ ⎟⎨ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⎪ ⎝ ⎠⎩
⎫⎛ ⎞⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎪⎜ ⎟+ ⋅⎢ ⎥ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎪⎣ ⎦⎝ ⎠⎭
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Такое представление амплитуды согласуется с 
низкоэнергетическим определением амплитуды 
комптоновского рассеяния (2.6), если не учиты-
вать свойства перекрестной симметрии. 
 

Определение эффективного лагранжиана и 
амплитуды комптоновского рассеяния на основе 

вклада 
( )1

L
κ

νσ

∧

 и 
( )1

.L
κ

νσ

∧

 
Лагранжиан, соответствующий вкладу 1κ  и 

1κ  согласно (3.1) и (3.2), принимает вид:  
( ) ( )1 1

1 12

.

L L
i F F F F
m

κ κ

μ μ
νμ δ σ νμ δ σ

ν σ σ ν δ

π κ κ

γ γ

↔ ↔

↔ ↔ ↔

+ =

⎛ ⎞= ∂ + ∂ ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
×Ψ ∂ + ∂ ∂ Ψ⎜ ⎟

⎝ ⎠

    (3.8) 

Амплитуда, вычисленная с использованием ла-
гранжиана (3.8), представляется следующим об-
разом: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

1 1

2 1

2 1 2 1
1 2 1

2 1 2 1
1

2 1 .r r

M M
i

k k F F F F
m

F F F F

U p P P P U p

κ κ

μ μ
νμ σ σ νμδ

μ μ
νμ σ σ νμ

ν σ σ ν δ

π
κ

κ

γ γ
→ →

+ =

− ⎡= + − +⎣

⎤+ − ×⎦
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤× +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(3.9) 

Из выражения (3.9) следует, что амплитуда 
( ) ( )1 1M Mκ κ+  удовлетворяет условию перекрест-

ной симметрии, однако тензор в первых квадрат-
ных скобках антисимметричный, а тензор между 
биспинорами является симметричным относи-
тельно замены индексов ν  и .σ  Поэтому вклад 

( ) ( )1 1M Mκ κ+  будет равен нулю. 
 

Определение эффективного лагранжиана и 
амплитуды комптоновского рассеяния на основе 

вклада 
( )2

L
κ

νσ

∧

 и 
( )2

.L
κ

νσ

∧

 
Лагранжиан, соответствующий вкладам 2κ  

и 2κ , в данном подходе имеет вид:  
( ) ( )

( )

2 2

2 224

.

L L
i F F F F
m

W W

W W

κ κ

μρκε
νμ δ ρσ νμ δ ρσ

ν ν σ
κ κ

σ σ ν
κ κ ε δ

π ε κ κ

γ γ

γ γ

↔ ↔

↔∧ ∧

↔∧ ∧ ↔ ↔

+ =

⎡ ⎤= ∂ + ∂ ×⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡⎛ ⎞×Ψ + ∂ +⎜ ⎟⎢⎝ ⎠⎣

⎤⎛ ⎞+ + ∂ ∂ ∂ Ψ⎜ ⎟ ⎥⎝ ⎠ ⎦

 

Часть амплитуды комптоновского рассеяния, 
вычисленная на основе этого лагранжиана, опре-
деляется следующим образом: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 23

4 iM M k k
m

κ κ μρκε
δ

π ε+ = + ×  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

( ) ( )

2

1

2 1 2 1
2

2 1 2 1 5
2 2

1 .

r

r
k

F F F F

F F F F U p

P

P P P P U p

νμ ρσ σρ μν

νμ ρσ σρ μν

ν ν σ
τ κ κ τ

σ σ ν τ δ
τ κ τ ε

κ

κ γ

δ γ δ γ

δ γ δ γ

→

→

⎡× − +⎣
⎛ ⎞⎤+ − ×⎜ ⎟⎦ ⎝ ⎠

⎡× − +⎣
⎛ ⎞⎤+ − ⎜ ⎟⎦ ⎝ ⎠

(3.10) 

Из выражения (3.10) следует, что амплитуда 
( ) ( )2 2M Mκ κ+  инвариантна относительно  пере-

крестной симметрии. Вклад этой амплитуды на-
чинается с третьего порядка по частоте излуче-
ния. Если в (3.10) в системе покоя мишени огра-
ничиться третьим порядком в разложении по 
частоте излучения, то получим 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 1

2 1

1 2 1 2 2

2 2 1

4

.

М М

im S e e

S e n e n

κ κ

λ λ

λ λ

π ω ω ωω κ

κ

→ → →

→ → → → →

+ =

⎧ ⎛ ⎞⎡ ⎤⎪= + +⎜ ⎟⎨ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⎪ ⎝ ⎠⎩
⎫⎛ ⎞⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎪⎜ ⎟+ ⋅⎢ ⎥ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎪⎣ ⎦⎝ ⎠⎭

 

 
Заключение 
В данной работе предложен вариант реля-

тивистски-инвариантного определения спиновых 
поляризуемостей, в основе которого лежит кова-
риантное построение наведенных дипольных 
моментов и феноменологические эффективные 
лагранжианы взаимодействия электромагнитно-
го поля с этими моментами. Показано, что в 
предложенной модели с учетом перекрестной 
симметрии, законов сохранения четности и ка-
либровочной инвариантности спиновые поляри-
зуемости вносят вклад в разложение амплитуды 
комптоновского рассеяния, начиная с третьего 
порядка по частоте излучения.  
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МАССА МАССИВНОЙ СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
С УЧЕТОМ ГРАВИТАЦИОННОГО ДЕФЕКТА 

Н.А. Ахраменко, Л.М. Булавко 

Белорусский государственный университет транспорта, Гомель, Беларусь 
 

MASS OF MASSIVE SPHERICAL SHELL 
WITH REGARD TO GRAVITATIONAL DEFECT 

N.A. Akhramenko, L.M. Bulauko 
Belarusian State University of Transport, Gomel, Belarus 

 
Получено выражение, определяющие массу сферической пылевидной оболочки с учетом гравитационного дефекта. 
Показано, что масса сферической пылевидной оболочки увеличивается с ростом ее радиуса. В предельном случае мас-
са стремится к свободной величине, не связанной гравитационным взаимодействием массы. 
 
Ключевые слова: теория тяготения, сферическая пылевидная оболочка, гравитационный дефект массы. 
 
The expression defining the mass of the spherical dustlike shell with regard to the gravitational defect is obtained. It is shown 
that the mass of a spherical dustlike shell increases with its radius. In the limiting case, the mass tends to the value of free, not 
connected with gravitational interaction of mass. 
 
Keywords: theory of gravitation, dustlike spherical shell, gravitational mass defect. 

 
 

Введение 
Поле тяготения проявляет себя в первую 

очередь тем, что оказывает силовое воздействие 
на находящиеся в нем массивные материальные 
тела. В связи с этим в физике гравитационных 
явлений к непосредственно измеряемым величи-
нам следует отнести гравитационную массу и 
напряжённость гравитационного поля. В теории 
тяготения Ньютона гравитационная  масса или 
тяготеющая материя является источником грави-
тационного поля, напряженность которого пред-
ставляет собой его силовую характеристику. Как 
известно [1]–[6], в теории тяготения Ньютона 
напряженность статического поля тяготения оп-
ределяется величиной силы, действующей в гра-
витационном поле на покоящееся пробное тело 
единичной массы, и является вектором ускоре-
ния свободного падения. 

Большинство небесных тел имеют с хоро-
шим приближением сферически-симметричное 
распределение масс. Таковыми являются звезды, 
планеты, спутники планет. В связи с этим значи-
тельная часть задач посвящена исследованию 
гравитационного поля сферически-симметрич-
ных тел. Гравитационное поле таких тел также 
будет являться сферически-симметричным. На 
разных стадиях эволюции с течением времени 
небесные тела изменяют как размеры, так и мас-
су, а также плотность.  

В классической механике, и в частности в 
теории тяготения Ньютона, масса рассматрива-
ется как аддитивная величина, т.е. масса системы 
равна сумме масс составляющих ее тел [1]–[6]. В 
релятивистской механике масса – неаддитивная 

величина и может быть определена через полную 
энергию тела E и его импульс p [7] 

2
2 2 2

2 ,E p m c
c

= +  

где с – скорость света в вакууме. 
Полная энергия может зависеть от взаимно-

го расположения частей системы относительно 
друг друга и силового поля, и поэтому масса при 
изменении конфигурации может изменяться. В 
частности, масса сферической пылевидной обо-
лочки может зависеть от радиуса, что рассмотре-
но в [8]. 

В данной работе определяется масса мас-
сивной сферической пылевидной оболочки в 
зависимости от радиуса, исходя из позиций клас-
сической механики в сочетании с соотношением, 
связывающим массу с энергией. Для этого вна-
чале найдем напряженность гравитационного 
поля массивной пылевидной сферической обо-
лочки, а затем найдем массу. 

 
1 Напряженность гравитационного поля 

массивной пылевидной сферической оболочки 
Рассмотрим сферически симметричный ис-

точник статического гравитационного поля − 
массивную пылевидную сферическую оболочку 
радиуса R малой толщины ∆R. Если радиус-
вектор r проведен из центра сферы, то из сооб-
ражений симметрии следует, что создаваемое 
таким источником поле будет обладать сфериче-
ской симметрией:  

( ) ( ) .g r
r

= −
rg r  
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Напряженность гравитационного поля g(r) 
будет изменяться по толщине, изменяясь от нуля 
на внутренней поверхности до максимального 
значения на внешней поверхности. В точке r, для 
которой R < r < R + ∆R напряженность гравита-
ционного поля будет создаваться только той 
массой, которая находится внутри сферы радиуса 
r. Поэтому величину напряженности гравитаци-
онного поля можно описать следующей зависи-
мостью 

( )3 3
2

4 ,
3

Gg r R
r

π ρ= −                  (1.1) 

где G – гравитационная постоянная, ρ – плот-
ность, R < r < R + ∆R. 

Найдем среднее значение величины напря-
женности гравитационного поля по толщине 

.
1 .

R R

ср т
R

g gdr
R

+Δ

=
Δ ∫                    (1.2) 

Подставляя в (1.2) величину напряженности 
гравитационного поля g из (1.1), получим 

( )3 3
. 2

1 4 .
3

R R

ср т
R

Gg r R dr
R r

π ρ
+Δ

= −
Δ ∫     (1.3) 

Вычисляя интеграл в (1.3), получим  
2

.
2 3 .
3ср т

R R Rg G
R R

ρ π Δ + Δ
=

+ Δ
           (1.4) 

При условии ∆R«R (∆R→0) из (1.4) следует, 
что gср.т стремится к величине 

. 2 .ср тg G Rπ ρ= Δ                     (1.5) 
Масса сферической оболочки 

( )3 34 ,
3

m V R R Rρ π ρ⎡ ⎤= = + Δ −⎣ ⎦  

где ( )3 34
3

V R R Rπ ⎡ ⎤= + Δ −⎣ ⎦  – объем сферической 

оболочки. 
При условии ∆R«R (∆R→0) для массы мож-

но записать 
24 .m R Rπ ρ= Δ                      (1.6) 

Тогда выражение (1.5) с учетом (1.6) можно 
представить в виде 

. 2 .
2ср т
Gmg
R

=                        (1.7) 

Найдем также среднее значение величины 
напряженности гравитационного поля по объему  

2
.

1 1 4 ,
R R

ср V
V R

g gdv g r dr
V V

π
+Δ

= =∫ ∫       (1.8) 

где объем V – объем сферической оболочки, а 
элементарный объем 24 .dv r drπ=  

Вычисляя интеграл в (1.8), учитывая усло-
вие ∆R«R (∆R→0), а также выражение (1.6), по-
лучим, что среднее значение величины напря-
женности гравитационного поля по объему вы-
ражается следующим образом: 

. 2 .
2ср V
Gmg
R

=                      (1.9) 

Как видим, правые части выражений (1.7) и 
(1.9) совпадают, т. е. среднее значение величины 
напряженности гравитационного поля по толщи-
не равно среднему значению величины напря-
женности гравитационного поля по объему. 

Таким образом, задачу по радиальному рас-
ширению тонкой сферической оболочки можно 
свести к задаче для сферической поверхности. При 
этом полагаем, что напряженность гравитацион-
ного поля сферической поверхности, включая 
точки самой поверхности, представится в виде 

( ) 2

2

0, при  ;

g , при  ;
2

, при  .

r R
Gm r R

rR
Gm r R

rr

⎧
⎪ <
⎪
⎪= − =⎨
⎪
⎪
− >⎪⎩

rr

r

      (1.10) 

 
2 Масса массивной пылевидной сфериче-

ской оболочки 
Рассмотрим массивную сферическую по-

верхность радиуса R и массой m, сформирован-
ную пылевидной системой частиц, взаимодейст-
вующих между собой посредством только грави-
тационного поля. Пусть масса распределена рав-
номерно по поверхности. Масса обуславливает 
наличие сил, стягивающих оболочку.  

Величина напряженности гравитационного 
поля в точках поверхности сферы представляется 
соответственно (1.10) в виде  

2 ,
2
Gmg
R

=                            (2.1) 

Вектор g  направлен к центру сферы (рису-
нок 2.1). 

Сила, действующая на элемент поверхности 
площадью dS вследствие гравитационного взаи-
модействия (с учетом (2.1)), равна по величине 

2

2 44 8гр
m Gmf gdm g dS dS
R Rπ π

= = =       (2.2) 

и направлена к центру сферы. 
Пусть сфера изменяет радиус с величины R 

до величины R + dR (пунктирная окружность на 
рисунке 2.1) вследствие того, что каждая ее час-
тица под действием распределенной по поверх-
ности внешней силы ,f  компенсирующей силы 

тяготения грf  (2.2), движется радиально от цен-
тра (с бесконечно малой скоростью).  

Элементарная работа сил, растягивающих 
оболочку, при этом равна 

2 2
2 2

4 24 4 .
8 2
Gm GmA f R dR R dR dR

R R
δ π π

π
= = =  (2.3) 

Положим, что совершаемая внешними си-
лами работа над оболочкой (2.3) приводит к уве-
личению массы оболочки (вследствие взаимосвя-
зи массы и энергии). При этом 

2 .A c dmδ =                             (2.4) 
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Рисунок 2.1 – Силы ,f  растягивающие 

сферическую оболочку 
 

Тогда, используя (2.3) и (2.4) можно записать 
2

2
2 .

2
Gm dR с dm

R
=                    (2.5) 

Соотношение (2.5) устанавливает величину 
приращения массы оболочки при совершении 
работы против сил тяготения. 

Разделим переменные в уравнении (2.5) 
2

2 2 .
2
G dmdR с
R m

=                    (2.6) 

Из (2.6) получим 
2

2 2 .
2
G dmdR с
R m

=∫ ∫                  (2.7) 

Интегрирование выражения (2.7) дает 
2

.
2
G с const
R m

− = − +                  (2.8) 

Таким образом, масса зависит от радиуса 
оболочки.  

Константу интегрирования в (2.8) можно 
найти из условия, что на бесконечности масса 
равна M (свободной, не связанной гравитацион-
ным взаимодействием массе). 

Тогда для константы имеем 
2

.сconst
M

=                        (2.9) 

Подставив константу (2.9), получаем закон 
изменения массы оболочки от ее радиуса  

2 2

.
2
G с c
R m M

− = − +                 (2.10) 

Из (2.10) для величины m получим 

2

.
1

2

Mm
GM
с R

=
+

                   (2.11) 

Отсюда следует, что масса оболочки воз-
растает вместе с увеличением радиуса оболочки 
и на бесконечности является максимальной (рав-
на свободной массе М).  

 
Заключение 

 Таким образом определено, что масса обо-
лочки  при произвольном радиусе меньше её 
свободной массы. Работа при расширении обо-
лочки совершается против сил тяготения, поэто-
му по определению это есть энергия связи грави-
тационного поля, определяющая дефект массы 
оболочки. 

Примечательным является то обстоятельст-
во, что точно такое же по форме выражение 
(2.11) для массы сферической пылевидной обо-
лочки получается и в калибровочной теории ска-
лярного гравитационного поля [8] с тем лишь 
замечанием, что в [8] слева от знака равенства 
под m понимается полная масса оболочки, вклю-
чая массу самого поля. 

Данная работа была доложена на научном 
семинаре по оптике и теоретической физике, по-
священному 70-летию со дня рождения А.Н. Сер-
дюкова, который проходил в г. Гомеле (ГГУ им. 
Ф. Скорины) 21 мая 2014 года.  
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ НАПРАВЛЕННОЙ АНТЕННЫ  
НА ОСНОВЕ СПИРАЛЬНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
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информационных технологий, механики и оптики, Санкт-Петербург, Россия 
 

EXPERIMENTAL STUDIES OF THE DIRECTIONAL ANTENNA  
BASED ON HELICAL ELEMENTS 

S.D. Barsukov1, A.P. Balmakou1, I.V. Semchenko1, S.A. Khakhomov1, 
T.A. Dzerzhauskaya1, A.P. Slobozhanyuk2, A.E. Krasnok2, P.A. Belov2 

1F. Scorina Gomel State University, Gomel, Belarus 
2St. Petersburg National Research University of Information Technologies,  

Mechanics and Optics, St. Petersburg, Russia 
 

Приведены экспериментальные результаты, полученные для одиночного спирального излучателя, а также для системы 
спиральных элементов, аналогичной направленной антенне Уда – Яги. Полученные результаты позволяют сделать вы-
вод, что для спиральной антенны с оптимизированными параметрами имеется возможность получения эффективного 
бокового излучения и построения на базе таких спиральных элементов направленной антенны. Однако, требуется оп-
тимизация параметров системы спиральных элементов, образующих антенну, для получения более высокого коэффи-
циента направленности и требуемой поляризации излучения. 
 
Ключевые слова: антенна, поляризация, двухвитковая спираль, коэффициент эллиптичности. 
 
Experimental results obtained for a single helical radiator, as well as for the system of helical elements similar to the directional 
antenna Yagi – Uda are presented. These results suggest that for a helical antenna with optimized parameters, it is possible to 
obtain an effective lateral radiation and design of the directional antenna based on such helical elements. However, it is neces-
sary to optimize the system parameters of helical elements forming an antenna for higher directivity and polarization of the ra-
diation required. 
 
Keywords: antenna, polarization, double-turn helix, ellipticity coefficient. 

 
 

Введение 
Развитие различных отраслей техники и ра-

диосвязи требует применения специальных ан-
тенн, обладающих необходимыми для практиче-
ского использования свойствами [1], [2]. Широ-
кое распространение получили спиральные ан-
тенны благодаря их выдающимся характеристи-
кам [3]. В частности, такие антенны имеют са-
мый большой показатель по соотношению уси-
ление – размеры и в некоторых областях (связь с 
космическими аппаратами) просто незаменимы. 
Спиральные антенны имеют малую чувствитель-
ность к погрешностям изготовления, широкую 
полосу пропускания, составляющую более 10% 
относительно основной частоты, и позволяют по-
лучать круговую поляризацию. Направление по-
ляризации (левая/правая) определяется от разъема 
в сторону максимального излучения: если спираль 
уходит по часовой стрелке, то поляризация правая 
круговая, если против часовой стрелки, то левая 
круговая. Мы используем определение правой 
циркулярно поляризованной волны, обычно при-
меняемое в радиофизике: вектор напряжённости 

электрического поля такой волны вращается по 
часовой стрелке, если наблюдатель смотрит вслед 
волне [4]. Следует отметить, что электрический 
вектор такой волны формирует в пространстве 
левый винт в фиксированный момент времени, 
поэтому во многих случаях такую волну называ-
ют левой циркулярно поляризованной. К примеру, 
при приеме право поляризованной волны на ан-
тенну с левосторонней поляризацией или наобо-
рот, происходит значительное ослабление сигнала 
до 38–40 дБ. При этом, при приеме сигнала с го-
ризонтальной или вертикальной поляризацией на 
антенну с круговой поляризацией, входной сигнал 
ослабляется всего на 3 дБ (в два раза) и сила сиг-
нала при этом не зависит от положения приемной 
антенны [5]. Поэтому применение спиральных 
антенн круговой поляризации актуально и, в не-
которых случаях, может быть единственно воз-
можным решением для практических задач ра-
диосвязи. Спиральные антенны применяются как 
самостоятельные приемо-передающие антенны, 
так и в составе сложных антенных систем, в каче-
стве активных и пассивных элементов.  

ФИЗИКА
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Особый интерес представляет получение 
направленного излучения от антенны с круговой 
поляризацией. Такие антенны находят широкое 
применение в спутниковой, наземной цифровой 
и радиолокационной связи [6]. В качестве на-
правленных антенн с круговой поляризацией 
обычно применяют скрещённые под углом 90 
градусов антенны Уда – Яги («волновой канал»), 
при питании этих самых антенн сигналом высо-
кой частоты с разностью фаз π/2. Однако такие 
антенные системы имеют свои недостатки. К 
ним можно отнести громоздкость конструкции, 
необходимость сложной схемы питания и согла-
сования антенн. Поэтому нами впервые было 
предложено использование спиральных антен-
ных элементов в качестве излучателей электро-
магнитных волн с круговой поляризацией, объе-
динённых в антенную систему по принципу ан-
тенны Уда – Яги. Предполагается, что если спи-
ральная антенна имеет круговую диаграмму на-
правленности и эллиптическую поляризацию, 
близкую к круговой, то система из спиральных 
антенных элементов, созданная по аналогии с 
антенной Уда – Яги, будет иметь некоторую на-
правленность диаграммы поля электромагнитно-
го излучения с сохранением исходных парамет-
ров поляризации излучения. 

В статье приводятся результаты экспери-
ментальных исследований отдельных спираль-
ных элементов с заданными параметрами, а так-
же конструкция антенной системы типа Уда – Яги 
на спиральных элементах.  

 
1 Экспериментальные исследования антен-

ны на основе спиральных элементов 
Экспериментальные исследования проводи-

лись в лаборатории «Метаматериалы» универси-
тета ИТМО, г. Санкт-Петербург. Безэховая каме-
ра размером 9 м×5 м×4 м, использовавшаяся во 
время экспериментов, покрыта высокоэффектив-
ными широкополосными пирамидальными погло-
тителями Eccosorb VHR-12-NRL (рисунок 1.1). 
Измерения проводились с помощью векторного 
анализатора электрических цепей Agilent PNA 
E8362C, в качестве излучателя и приемника СВЧ 
применялись сверхширокополосные антенны 
ТМА 1.0–18.0 КВ, а также азимутально-поворот-
ное устройство (АПУ) и прецизионный 3-х коор-
динатный сканер (X, Y, Z).   
 С целью получения направленного поляри-
зованного излучения были экспериментально 
исследованы излучающие спиральные элементы 
антенны для определения их оптимальных пара-
метров. Также получена диаграмма направлен-
ности и поляризация излучаемой волны для от-
дельного спирального элемента. 

Так как нас интересует лишь боковое излу-
чение спиральной антенны, то мы ограничиваем-
ся режимом работы спирали, когда ток на про-
тяжении всего витка спирали имеет одинаковую 

фазу (одинаковое направление). Поэтому такой 
виток эквивалентен магнитному диполю, не излу-
чающему вдоль оси витка. Диаграмма направлен-
ности антенны в таком режиме имеет форму тора. 

 
 

Рисунок 1.1 – Безэховая камера размером 
(9×5×4) м с пирамидальными поглотителями 

 
Нами был изготовлен двухвитковой спи-

ральный излучатель и получены эксперименталь-
ные результаты для него. Излучатель изготовлен 
из медной проволоки диаметром D = 1 мм, радиус 
спирали r = 5,27 мм, шаг спирали h = 3,67 мм, 
угол подъема спирали α = 6,35o,  длина спирали в 
развернутом состоянии L = 66,63 мм. Спираль 
разрезана в середине и запитана с помощью со-
гласующего шлейфа λ / 4. Используя согласую-
щий шлейф, можно выделить полуволновой ре-
зонанс на длине провода спирального излучате-
ля. С учетом смещения резонанса из-за влияния 
согласующих элементов экспериментально по-
лученный резонанс лежал в области 2,55 ГГц.  

На рисунке 1.2 приведен вид спирали, ее 
геометрические характеристики и результат экс-
периментальных измерений коэффициента отра-
жения (s11-параметр).  

Основные параметры, которые исследова-
лись в работе – это диаграмма направленности 
спирального излучателя, а также коэффициент 
эллиптичности излучаемых электромагнитных 
волн. На рисунке 1.3 приведена диаграмма на-
правленности одиночного спирального излуча-
теля с согласованием. 

Главная ось спирали была расположена в 
горизонтальной плоскости, что соответствует 
пространственной ориентации вектора напря-
женности электрического поля для приемной 
рупорной антенны. Необходимо отметить сход-
ство диаграммы направленности спирального 
излучателя с диаграммой классического диполя. 
Однако есть некоторые отличия, во-первых, это 
несимметричность диаграммы направленности 
относительно главного направления излучения, 
во-вторых, это отклонение диаграммы направ-
ленности на некоторый угол относительно пер-
пендикуляра к главной оси симметрии спираль-
ного излучателя. В случае обычного дипольного 
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излучателя наибольшая энергия была бы направ-
лена в перпендикулярном направлении. Такое 
свойство диаграммы направленности можно объ-
яснить, если рассмотреть положение максимумов 
тока в спиральном излучателе, которые находятся 
в середине каждого из витков, с учетом угла 
подъема витков спирали (рисунок 1.3 (а)). В об-
щем, эта особенность является следствием слож-
ной конфигурации излучающих элементов спи-
ральной антенны. 

    

 

(a) (б) 

 
(в) 

Рисунок 1.2 – Геометрические характеристики 
двухвитковой спирали (а), общий вид излучателя 
с согласованием (б), параметр s11 отражения при 
питании излучателя от коаксиальной линии (в) 

 

Частотная зависимость коэффициента на-
правленности спирального излучателя приведена 
на рисунке 1.3 (б). Из графика следует, что макси-
мум направленности лежит в области частот резо-
нанса для нашего излучателя, то есть 2,55 ГГц. 

Для одиночного двухвиткового спирального 
излучателя были получены значения эллиптич-
ности электромагнитных волн, измеренные в E 
(вертикальной) и H (горизонтальной) плоско-
стях. Значения эллиптичности были рассчитаны 
по следующему методу:  

/ ,A Bε =   
где 

( )
1/2

1/22 2 4 4 2 21 2 cos(2 ) ,
2 x y x y x yA E E E E E E ϕ⎡ ⎤⎡ ⎤= + − + + Δ⎢ ⎣ ⎦ ⎥⎣ ⎦

 

( )
1/2

1/22 2 4 4 2 21 2 cos(2 ) .
2 x y x y x yB E E E E E E ϕ⎡ ⎤⎡ ⎤= + + + + Δ⎢ ⎣ ⎦ ⎥⎣ ⎦

 

 

 
(а) 

 

 
(б) 

 
Рисунок 1.3 – Диаграмма направленности 

одиночного спирального излучателя 
с согласованием (а), частотная зависимость 
коэффициента направленности излучателя 

в относительных единицах (б) 
 

 

 
 

Рисунок 1.4 – К расчету эллиптичности 
электромагнитной волны 
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Экспериментальный график зависимости 
коэффициента эллиптичности от полярного угла  
приведен на рисунке 1.5. 

 

 
Рисунок 1.5 – Значения коэффициента 

эллиптичности в полярных координатах для 
одиночного спирального излучателя 
 

Из графика можно сделать вывод, что во 
всех направлениях преобладает эллиптическая 
поляризация.  

 
2 Экспериментальные исследования на-

правленной антенны на основе пяти спираль-
ных элементов 

Направленная антенна Уда – Яги построена 
на основе пяти одинаковых спиральных элемен-
тов с установленными ранее оптимальными пара-
метрами спиралей. Конфигурация пятиэлемент-
ной направленной спиральной антенны приведена 
на рисунке 2.1 (а). Расстояние между директорами 
и излучателем выбрано теоретически, с учетом 
резонансной частоты f = 2,4 ГГц. Таким образом, 
а = 0,3 λ = 3,5 см, а расстояние между рефлекто-
ром и излучателем чуть меньше: b = 0,25, λ = 3 см.  

Как следует из рисунка 2.1 (б), резонанс 
спиральной антенны сместился вниз по частоте 
до 2,4 ГГц, при этом резонанс одиночного излу-
чателя наблюдался на частоте 2,55 ГГц. Это про-
изошло вследствие взаимного влияния активных 
и пассивных элементов антенны.  

Экспериментальные диаграммы направлен-
ности пятиэлементной спиральной антенны при-
ведены на рисунке 2.2. Диаграммы направленно-
сти построены для двух плоскостей (E и H), при 
этом антенна расположена в горизонтальной 
плоскости. 

Для направленной спиральной пятиэле-
ментной антенны были получены значения эл-
липтичности, результаты приведены на рисунке 
2.3, откуда следует, что во всех направлениях 
излучается эллиптически поляризованная волна, 
которая для угла, приблизительно равного 120 
градусам, имеет коэффициент эллиптичности 
0,8. В этом случае поляризация волны близка к 
круговой (рисунок 2.3). 

 

 
(а) 

 
(б) 

Рисунок 2.1 – Конфигурация направленной 
антенны из пяти элементов (а), параметр s11 

отражения при питании антенны 
от коаксиальной линии (б) 

 
H-plane 

 
Е-plane 

Рисунок 2.2 – Диаграмма направленности 
спиральной антенны из пяти элементов 
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Рисунок 2.3 – Значения коэффициента 
эллиптичности в полярных координатах 
для спиральной антенны Уда – Яги 

 
Заключение 
Таким образом, в работе приведены экспери-

ментальные результаты, полученные для одиноч-
ного спирального излучателя, а также для системы 
спиральных элементов, аналогичной направленной 
антенне Уда – Яги. Полученные результаты по-
зволяют сделать вывод, что для спиральной ан-
тенны с оптимизированными параметрами имеется 
возможность получения  эффективного  бокового 

излучения и построения на базе таких спираль-
ных элементов направленной антенны. Однако 
требуется оптимизация параметров системы спи-
ральных элементов, образующих антенну, для 
получения более высокого коэффициента на-
правленности и требуемой поляризации излуче-
ния. При конструировании антенны на спираль-
ных элементах следует также учитывать направ-
ление, в котором излучается наибольшая энергия 
отдельной спиралью.  
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МЕТОД КОМПЛЕКСНОГО ПОВОРОТА ДЛЯ ДВУХЧАСТИЧНЫХ 
УРАВНЕНИЙ В ИМПУЛЬСНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ 

И РЕЗОНАНСНЫЕ СОСТОЯНИЯ 
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Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель, Беларусь 
 

COMPLEX SCALING METHOD FOR TWO-PARTICLE EQUATIONS 
IN THE MOMENTUM REPRESENTATION AND RESONANCE STATES 

Y.A. Grishechkin, M.S. Danilchenko, V.N. Kapshai 
F. Scorina Gomel State University, Gomel, Belarus 

 
Метод комплексного поворота применён к нерелятивистским и релятивистским двухчастичным уравнениям в им-
пульсном представлении для нахождения резонансных состояний. Проведено сравнение полученных в импульсном 
представлении спектров резонансных состояний с аналогичными результатами, полученными в координатном пред-
ставлении для уравнения Шрёдингера и релятивистском конфигурационном представлении для двухчастичных реля-
тивистских уравнений. Показано хорошее согласие результатов, полученных в различных представлениях. 
 
Ключевые слова: релятивистские двухчастичные уравнения, метод комплексного поворота, резонансные состояния, 
импульсное представление, релятивистское конфигурационное представление. 
 
The complex scaling method is applied to the non-relativistic and relativistic two-particle equations in the momentum 
representation for resonance sates finding. The comparison of the resonance states spectra obtained in the momentum represen-
tation with the similar results obtained in the coordinate representation for the Schrödinger equation and in the relativistic con-
figurational representation for the two-particle relativistic equations is carried out. A good agreement of the results obtained in 
different representations is shown. 
 
Keywords: relativistic two-body equations, complex scaling method, resonance states, momentum representation, relativistic 
configuration representation. 

 
 

Введение 
Проблема нахождения спектров резонанс-

ных состояний двухчастичных систем – одна из 
актуальных в квантовой теории. Резонансным 
состояниям соответствуют полюса S -матрицы 
(и амплитуды рассеяния), лежащие в четвёртом 
квадранте комплексной плоскости импульса q  
[1], [2]. Однако прямое численное решение урав-
нения Шрёдингера (без его преобразования) воз-
можно только в полуплоскости minIm ,q q≥  т. е. 
если и можно найти комплексные резонансные 
значения импульса, то очень ограниченное их 
число. При таком прямом решении резонансы, 
для которых minIm ,q q<  остаются не выявлен-
ными. Для решения проблемы их нахождения в 
работах [3], [4] было предложено использовать 
метод комплексного поворота для дифференци-
ального уравнения Шрёдингера в координатном 
представлении. Впоследствии этот метод приме-
нялся в очень большом количестве работ для 
исследования резонансных состояний квантово-
механических систем. В работах [5]–[7] было 
предложено применять метод комплексного по-
ворота для интегральных уравнений квантовой 
механики.  

Метод комплексного поворота позволяет 
изменить область существования численных 

решений уравнения Шрёдингера и определить 
резонансы, которые без этого метода не выявля-
ются. В работе [8] было предложено применить 
метод комплексного поворота для нахождения 
резонансных состояний релятивистских состав-
ных систем к двухчастичным интегральным 
уравнениям [9], [10] в релятивистском конфигу-
рационном представлении (РКП) [11]. В отличие 
от случая квантовой механики, получение реше-
ний релятивистских двухчастичных интеграль-
ных уравнений без комплексного поворота воз-
можно только в полосе min maxIm .q q q≤ ≤  В ре-
зультате применения метода комплексного пово-
рота решение двухчастичных интегральных 
уравнений возможно также в некоторой полосе 
комплексной области q, повёрнутой относитель-
но исходной. 

При решении нерелятивистских и релятиви-
стских уравнений в импульсном представлении 
(ИП) проблема нахождения резонансов остаётся. 
При этом многие потенциалы, входящие в эти 
уравнения, могут быть сформулированы в им-
пульсном представлении и не могут быть запи-
саны в виде аналитических выражений в коорди-
натном представлении или в РКП. В связи с этим 
возникает вопрос о возможности применения 
метода комплексного поворота в ИП.  
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В данной работе метод комплексного пово-
рота использован для нахождения резонансных 
состояний на основании решения уравнения 
Липпмана – Швингера и релятивистских двухчас-
тичных уравнений в импульсном представлении. 

 
1 Релятивистские уравнения для резо-

нансных состояний 
Релятивистские уравнения в импульсном 

представлении для сферически симметричных 
волновых функций ( ) ( , ),j qψ χ χ  описывающих 
состояния рассеяния системы двух частиц рав-
ной массы m  имеют вид 

( )

( ) ( )
0

( , ) ( )
2

2 ( , ) ( , ) ( , ),

j q q

j q j q

m
m G d V

πψ χ χ δ χ χ

χ χ χ χ χ ψ χ χ
π

∞

= − −

′ ′ ′− ∫
 (1.1) 

где индекс 1, 2,3, 4j =  соответствует одному из 
вариантов квазипотенциального подхода [9]–[11]: 

1j =  ( 3)j =  – уравнение Логунова – Тавхелидзе 
(модифицированное), 2j =  ( 4)j =  – уравнение 
Кадышевского (модифицированное). В уравне-
ниях (1.1) величина 0qχ ≥  – быстрота, связан-
ная с импульсом q  соотношением sh qq m χ=  
(аналогично sh ,p m χ=  shk m χ′= ), ( , )V χ χ′  – 
потенциал, ( ) ( , )j qG χ χ  – функции Грина имею-
щие вид: 

( )(1) 2 2 2

1( , ) ;
ch ch 0q

q

G
m i

χ χ
χ χ

=
− −

 

( )(2) 2

1( , ) ;
ch 2ch 2ch 0q
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m i

χ χ
χ χ χ

=
− −

(1.2) 

( )(3) 2 2 2

ch( , ) ;
ch ch 0q

q

G
m i

χχ χ
χ χ

=
− −

 

( )(4) 2

1( , ) .
2ch 2ch 0q

q

G
m i

χ χ
χ χ

=
− −

 

Для резонансных состояний быстрота qχ  стано-
вится комплексной ,q q qiwχ ξ= +  а уравнения 
(1.1) модифицируются в однородные: 

( )

( )

( )
0

( , )

2 ( , )

( , ) ( , ).

j q q

j q q

j q q

iw

m G iw

d V iw

ψ ξ χ

ξ χ
π

χ χ χ ψ ξ χ
∞

+ =

= − + ×

′ ′ ′× +∫

 (1.3) 

В РКП уравнения для резонансных состоя-
ний (1.3) принимают вид 

( )

( ) ( )
0

( , )

( , , ) ( ) ( , ),

j q q

j q q j q q

iw r

dr G iw r r V r iw r

ψ ξ

ξ ψ ξ
∞

+ =

′ ′ ′ ′= + +∫
(1.4) 

где r  – модуль радиус-вектора в РКП. Волновые 
функции, функции Грина и потенциалы в ИП 
связаны с соответствующими величинами в РКП 
соотношениями  

( ) ( ) ( )( )
0

( , ) sin , ;j q qjr d mrψ χ χ χ ψ χ χ
∞

= ∫   (1.5) 

( ) ( )

( )

( )
0

( , , )

2 sin ( , )sin ;

j q

j q

G r r

m d mr G mr

χ

χ χ χ χ χ
π
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′ =

′= − ∫
(1.6) 

( ) ( ) ( ) ( )
0

, sin sin .V dr mr V r mrχ χ χ χ
∞

′ ′= ∫   (1.7) 

Функции Грина в РКП, полученные подстанов-
кой выражений (1.2) в формулу (1.6) и после-
дующим вычислением интегралов, имеют сле-
дующий вид [12], [13]: 

( )

( ) ( )

( , , )
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π χ
χ

χ π
+−
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Нерелятивистский предел ( 0,qχ →  m →∞ ) 
уравнений (1.1), (1.3), (1.4) и функций Грина (1.2), 
(1.8) даёт уравнения квантовой механики [1], [2] 
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и их функции Грина  
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где введены следующие обозначения для нереля-
тивистских импульсов 
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Не проводя в этой работе доказательства воз-
можности применения метода комплексного пово-
рота в ИП, мы, тем не менее, воспользуемся этим 
методом для решения релятивистских уравнений 
(1.3) и уравнения квантовой механики (1.10).  

Суть метода комплексного поворота в коор-
динатном представлении и в РКП заключается в 
замене в уравнениях (1.4) и (1.11) вещественных 
переменных r  и r′  комплексными exp( )z r iθ=  
и exp( ),z r iθ′ ′=  т. е. в повороте координат в ком-
плексной плоскости на угол θ  против часовой 
стрелки [3], [4], [8]. В нерелятивистском уравне-
нии (1.10) в ИП перейдём от вещественных им-
пульсов ,p  k  к комплексным exp( ),P p iθ= −  

exp( )P k iθ′ = −  и представим полученное таким 
образом уравнение в следующем виде 

( ) ( )
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где введены обозначения 
( )

(0) (0)( , ) ( , );qq p Pθψ ψ χ=  
( )

(0) (0)( , ) ( , );G q p G q Pθ =  
( ) ( , ) exp( ) ( , ).V p k i V P Pθ θ ′= −         (1.15) 

Совершим аналогичные преобразования в реля-
тивистских уравнениях (1.3) перейдя от вещест-
венных быстрот ,χ  χ′  к комплексным величи-
нам exp( ),iζ χ θ= −  exp( )iζ χ θ′ ′= −  и запишем 
преобразованные уравнения в виде 
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где 
( )

( ) ( )( , ) ( , );j q j q
θψ χ χ ψ χ ζ=  

( )
( ) ( )( , ) ( , );j q j qG Gθ χ χ χ ζ=  

( ) ( , ) exp( ) ( , ).V i Vθ χ χ θ ζ ζ′ ′= −  
Таким образом, в ИП совершается поворот пере-
менных p  и k  ( χ  и χ′ ) в комплексной плоско-
сти на угол θ  по часовой стрелке. 

2 Результаты численного анализа 
Для численного решения интегральных 

уравнений (1.14) и (1.16) был использован метод 
составных квадратур Гаусса, который применял-
ся ранее для решения аналогичных уравнений в 
случае связанных состояний в работе [14]. Заме-
на в уравнениях интегралов суммами по квадра-
турной формуле даёт однородные системы ли-
нейных алгебраических уравнений  

0,Mψ =       (2.1) 
где M  – основные матрицы систем, ψ  – векто-
ры, составленные из значений волновых функ-
ций в узловых точках квадратурной формулы. 
Условие существования ненулевого решения 
системы уравнений D det 0M= =  выполняется 
лишь для некоторых комплексных значений им-
пульса 1 2q q iq= +  (комплексных значений быст-
роты в релятивистском случае q q qiwχ ξ= + ), 
которые являются резонансными значениями. 

Решения уравнений (1.14) и (1.16) найдём в 
случае следующего потенциала: 

( ) 2
2 .rV r V r e α−=        (2.2) 

Потенциал (2.2) был использован ранее для изу-
чения резонансных состояний в квантовой меха-
нике [5]–[7] и в релятивистской теории [8]. При 
этом в нерелятивистском случае r  – модуль ра-
диус-вектора в координатном представлении, а в 
релятивистском случае координата в РКП. В ИП в 
релятивистском случае потенциал (2.2) имеет вид 
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⎠

         (2.3) 

в нерелятивистском случае выражение ( , )V p k  
аналогично (2.3) с заменой m pχ →  и .m kχ′ →  
На рисунке 2.1 приведены нули детерминанта 
как функции мнимой и действительной части 
импульса q  для значений угла 0.7θ = , получен-
ные при решении уравнения Шрёдингера в коор-
динатном представлении и уравнения (1.14) в 
импульсном представлении: нули действитель-
ной части детерминанта основной матрицы сис-
темы M изображены сплошной линией, а нули 
мнимой части – штриховой, резонансы обведены 
кружками. На рисунках 2.2 и 2.3 приведены ре-
зультаты вычислений резонансов системы, полу-
ченные при решении релятивистских уравнений 

1,3j =  в РКП и ИП для 1, 1, 0.7,m α θ= = =  

2 15.V =  
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Рисунок 2.1 – Нули детерминанта, полученные решением уравнения Шредингера 

после комплексного поворота ( 0.7) :θ =  
a) в координатном представлении; б) в импульсном представлении 

 

      
Рисунок 2.2 – Нули детерминанта, полученные решением уравнения 1j =   

 a) в РКП; б) в ИП 
 

      
Рисунок 2.3 – Нули детерминанта, полученные решением уравнения 3j =  в 

a) в РКП; б) в ИП 
 

На рисунках видно, что резонансные значения 
импульса, полученные решением уравнений в 
ИП и в координатном представлении (или в 
РКП) совпадают, т. е. метод комплексного пово-
рота может быть использован в ИП. Количество 
резонансов, открываемых при повороте в коор-
динатном представлении (или в РКП) и в ИП на 
один и тот же угол, не обязательно одинаково. 

В дальнейшем мы планируем исследовать раз-
личные свойства метода комплексного поворота 
в импульсном представлении. 

 
Заключение 
В работе предложено применение метода 

комплексного поворота для нахождения резонанс-
ных состояний на основании нерелятивистского и 
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релятивистских уравнений в импульсном пред-
ставлении. Сравнение результатов, полученных 
при решении уравнений после применения мето-
да комплексного поворота в двух разных пред-
ставлениях (координатном и импульсном, реля-
тивистском конфигурационном и импульсном) 
показало, что метод комплексного поворота даёт 
правильные результаты в импульсном представ-
лении. В дальнейшем мы планируем применить 
метод комплексного поворота для исследования 
других нерелятивистских и релятивистских по-
тенциалов в импульсном представлении, в том 
числе не допускающих аналитического вида в 
координатном или в релятивистском конфигура-
ционном представлениях и изучить его различ-
ные свойства.  
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ВОДНЫЕ КОМПОЗИЦИИ НА ОСНОВЕ НАНОРАЗМЕРНЫХ ЧАСТИЦ 
ДИОКСИДА КРЕМНИЯ ДЛЯ ХИМИКО-МЕХАНИЧЕСКОЙ 

ПОЛИРОВКИ ПЛАСТИН МОНОКРИСТАЛЛИЧЕСКОГО КРЕМНИЯ 
Я.А. Косенок1, В.Е. Гайшун1, О.И. Тюленкова1, В.Г. Денисман2 
1Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель, Беларусь 

2Филиал «Камертон» ОАО «Интеграл», Пинск, Беларусь 
 

AQUEOUS COMPOSITIONS BASED ON NANOSIZED SILICA PARTICLES 
FOR CHEMICAL-MECHANICAL POLISHING OF SILICON WAFERS 

Ya.А. Kosenok1, V.E. Gaishun1, O.I. Tyulenkova1, V.G. Denisman2 
1F. Scorina Gomel State University, Gomel, Belarus 

2«Kamerton» subsidiary of JSC «INTEGRAL», Pinsk, Belarus 
 

Описывается методика приготовления суспензий на основе наноразмерных частиц пирогенного диоксида кремния. Ис-
следуется процесс и приводятся результаты химико-механической полировки пластин монокристаллического кремния, 
проведенные в производственных условиях. Даются рекомендации по использованию полирующих композиций в про-
цессе химико-механической полировки. При использовании полирующих суспензий СПС-81М и СПС-55М в процессе 
ХМП пластин монокристаллического кремния достигается высокое структурное совершенство и атомарная гладкость 
поверхности с шероховатостью на уровне десятых долей нанометра. 
 
Ключевые слова: химико-механическое полирование, пирогенный диоксид кремния, наноразмерные частицы, поверх-
ность, шероховатость. 
 
The method of preparation of suspensions based on nano-sized particles of fumed silica is described. The process and results of 
chemical-mechanical polishing of silicon wafers carried out in industrial environments are investigated. Recommendations on 
the use of polishing compositions in the chemical-mechanical polishing are making. When using the polishing suspensions 
SPS-81M and SPS-55M in the process of single-crystal silicon wafer CMP, high structural perfection and atomic smoothness of 
the surface roughness are achieved at the level of tenths of a nanometer. 
 
Keywords: chemical-mechanical polishing, fumed silica, nanosized particles, surface, roughness. 

 
 

Введение  
При обработке полупроводниковых подло-

жек для микроэлектроники  особое внимание 
уделяется микрорельефу (шероховатости) по-
верхности. Основными требованиями, обеспечи-
вающими пригодность подложки для выращива-
ния эпитаксиальных полупроводниковых плёнок, 
являются высокое структурное совершенство и 
атомарная гладкость поверхности с шероховато-
стью на уровне десятых долей нанометра. В на-
стоящее время постоянно происходит поиск но-
вых методов обработки и материалов для их 
осуществления [1]. Одно из решений этой задачи 
состоит в разработке новых полирующих сус-
пензий на основе высокодисперсных кремнезё-
мов (аэросилов), синтезированных путем высо-
котемпературного гидролиза тетрахлорида крем-
ния в пламени водородно-кислородной горелки и 
относящихся к наноматериалам вследствие на-
нометровых размеров первичных частиц (d = 5–
50 нм). Жидкофазные суспензии на их основе 
применяются в различных отраслях науки и тех-
ники: при производстве высокотемпературной 
износостойкой керамики, полимеров, кварцевого 
стекла коллоидным золь-гель методом, для по-
лировки полупроводниковых и других материа-
лов. Тем не менее, физико-химические процессы, 

протекающие в суспензиях на основе нанораз-
мерных частиц SiO2, а также их физико-хими-
ческие, реологические, структурные и полирую-
щие свойства, изучены недостаточно. 

Эффективность химико-механической по-
лировки (ХМП) пластин монокристаллического 
кремния заключается в получении зеркальной, 
гладкой, ровной поверхности с нанометровой 
(субнанометровой) шероховатостью при доста-
точно высокой скорости съёма материала. Кон-
центрированная суспензия на основе SiO2 долж-
на содержать частицы минимальных размеров 
для обеспечения однородности геометрических и 
структурных свойств полируемых поверхностей. 
Также суспензии должны быть однородными по 
фазовому и элементному составу, высокостабиль-
ными, простыми в приготовлении и использова-
нии, дешевыми и экологически безопасными [2].  

В настоящее время за рубежом ряд компа-
ний (Degussa и Wacker (Германия), Nalko (США) 
и др.) производят различные марки концентри-
рованных дисперсий на основе SiO2 [3]–[5]. 
Применение готовых суспензий упрощает про-
цесс приготовления полирующих композиций, 
но в то же время эти суспензии имеют низкое 
значение рН, что приводит к увеличению времени 
предварительной полировки и их использование 
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требует дорогостоящих импортных полироваль-
ников и повышенного расхода суспензии (до 
200–300 мл/мин), что ведет к существенному 
удорожанию процесса полировки. В странах 
СНГ концентрированные суспензии, содержащие 
наноразмерные частицы диоксида кремния, не 
производятся в промышленных объёмах. 

Так, на стадии полировки пластин монокри-
сталлического кремния на филиале «Камертон» 
ОАО «Интеграл» (г. Пинск) используется сус-
пензия фирмы Nalko (США). При этом сущест-
вуют проблемы, связанные с возникновением 
нарушенного слоя после финишной полировки 
этими суспензиями. Таким образом, исследования 
по разработке и внедрению высокоэффективных 
полирующих композиций являются актуальными 
для нашей республики и других стран СНГ. 

 
1 Экспериментальная часть 
Нами разработаны высококонцентрирован-

ные суспензии на основе наноразмерных частиц 
диоксида кремния, которые могут использовать-
ся в качестве полирующих композиций на I и II 
стадиях химико-механической полировки пла-
стин монокристаллического кремния.  

Форма и размер частиц в полирующих сус-
пензиях существенно влияют на скорость съёма 
и шероховатость полируемой поверхности.  В 
качестве полирующих частиц был выбран пиро-
генный кремнезём (аэросил) ОХ-50 (Degussa AG, 
Германия) с минимальной удельной поверхно-
стью (SБЭТ≈50 м2/г) и слабой агрегированностью 
первичных частиц. Индивидуальные частицы 
аэросила ОХ-50 оказываются настолько слабо 
связанными между собой, что их можно диспер-
гировать до агрегатов коллоидных размеров (ри-
сунок 1.1).  

Методика приготовления водных поли-
рующих композиций включает три стадии: сме-
шение исходных компонент, ультразвуковое 
диспергирование и очистку полученной смеси от 
технологических примесей путём центрифугиро-
вания (рисунок 1.2). Для повышения концентра-
ции суспензий, что экономически целесообразно, 
в состав добавляют различные поверхностно-
активные вещества (этиленгликоль, глицерин и 
др.) [6]. Благодаря этому увеличивается также 

смачиваемость поверхности пластин при поли-
ровке и возрастает скорость съёма. В качестве 
стабилизаторов использовались этилендиамин, 
для суспензий применяемых на I стадии поли-
ровки, и гидроокись натрия, для суспензий при-
меняемых на II стадии полировки. 
 

 
Рисунок 1.1 – ACM изображение сухого остатка 

водной суспензии аэросила ОХ-50 
 

Контроль параметров включает измерения 
плотности, рН и вязкости суспензий. Полирую-
щие композиции представляют собой суспензии 
молочного цвета и имеют характеристики, пред-
ставленные в таблице 1.1. 

Испытания полирующих композиций осу-
ществляли в производственных условиях филиа-
ла «Камертон» ОАО «Интеграл» на станках 
Ю1МЗ.105.016 типа «Ладья». Опробование про-
водилось на пластинах 100 КЭФ 0,5(111) СП10. 
Для корректировки рН суспензии добавляли эти-
лендиамин в разбавленную суспензию. В качест-
ве полировальников использовали политан на I 
стадии полировки и сегаль – на II стадии. После 
прохождения партий пластин по всему маршруту 
обработки проводилось сравнение геометриче-
ских параметров и параметров внешнего вида 
пластин. Контроль качества поверхности пла-
стин проводился с помощью микроскопа. Иссле-
дования топографии поверхности пластин моно-
кристаллического кремния проводились на вы-
сокоразрешающем атомно-силовом микроскопе 
SOLVER P 47–PRO (фирмы «NT – MDT», Россия). 

 

 
 

Рисунок 1.2 – Схема получения водных полирующих композиций 
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Таблица 1.1 – Основные характеристики 
полирующих композиций для ХМП 
полупроводниковых пластин кремния 
 

Марка суспензии Характеристика СПС-55М СПС-81М 
Стабилизирующее 
основание NaOH Этилендиамин

Содержание SiO2,  
масс. % 25,0 23,0 

Диаметр частиц 
SiO2, нм 80–100 60–80 

Плотность, г/см3 1,168–1,172 1,138–1,142 
рН при 20 °С 10,4–10,8 12,4–12,8 
Вязкость, мПа⋅с 3,5 3,1 
Внешний вид 
суспензии Жидкость молочного цвета

Срок годности не менее 6 месяцев 
 

2 Результаты и их обсуждение 
Современный процесс изготовления полу-

проводниковых пластин – это комплекс взаимо-
связанных друг с другом операций. Параметры 
плоскостности закладываются на операциях 
доводки свободным или связанным абразивом, а 
окончательное формирование рельефа поверх-
ности пластин происходит на этапе химико-
механического полирования. В настоящее время 
принята определенная последовательность опе-
раций при финишной обработке полупроводни-
ковых пластин кремния (рисунок 2.1).   

При ХМП с помощью полирующих компо-
зиций  необходимо учитывать связь коллоидно-
химических свойств полировального состава со 
свойствами обрабатываемой поверхности. Так, 
входными факторами являются дисперсионная 
среда, размер и форма частиц твердой фазы, 
вязкость композиции, а также температура ок-
ружающей среды [1]. Основные технологиче-
ские параметры разработанных полирующих 
композиций приведены в таблице 2.1. 

В основе процесса химико-механической 
полировки лежат химические реакции между 
компонентами жидкой среды и полируемым 
материалом. На начальной стадии происходит 
растравливание поверхности подложки, по де-
фектам образуются грубые риски и ямки в зави-
симости от характера нарушений. Использова-
ние в ХМП щелочных сред приводит к образо-
ванию на поверхности полупроводников их ок-
сидов, которые хорошо растворимы в щелочах, 
или рыхлых с низкой прочностью гидроокисей, 
которые легко удаляются механически. 

При создании щелочных сред были ис-
пользованы щелочи этилендиамин (CH2)2(NH2)2 
(для I стадии полировки) и NaOH (для II стадии 
полировки). Химическая реакция взаимодейст-
вия может быть записана в следующем виде: 

[
]

2
2 2 2

2
3 2 3

2 2 2 2 2

3 2 2 3

3 2 2 3
2
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NH (CH ) NH SiO
N
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− −

+ −

+ +

+ + −
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+ →
− − + →

→ − − →

→ − − +

− − + →

→ − − − −

− − − −

 

 
Таблица 2.1 – Основные технологические  
параметры процесса ХМП пластин 
монокристаллического кремния 
полирующими композициями на основе 
наноразмерных частиц диоксида кремния 
 

Марка суспензии Характеристика СПС-81М СПС-55М
Стадия использования I стадия II стадия
Рекомендуемое разбавление 1:10 1:10 
рН после разбавления 11,2–11,6 10,4–10,6
Плотность после 
разбавления, г/см3 1,005 1,01 

Давление, кгс/см2 0,4 1,0 
Расход суспензии, мл/мин 50 200 
Температура полировки, оС 51–55 48–50 
Время обработки, мин 50 8 
Величина съёма, мкм 30 1 
Рекомендуемый тип 
полировальника политан сегаль 

 
Величина рН в данном случае играет 

большую роль. При рН<10 химическая реакция 
образования щелочных соединений неустойчива 
и возможен контакт частиц твердой фазы с по-
верхностью монокристалла. Напротив, высокая 
концентрация щёлочи приводит к постепенному 
переходу от полирования к химическому трав-
лению поверхности пластин с высокими скоро-
стями. В средах с рН>13 характерно появление 
областей локального вытравливания (ямок) (ри-
сунок 2.2). В этих условиях уменьшается влия-
ние твердых частиц SiO2 на выравнивание рель-
ефа вследствие их растворения в избытке щело-
чи до образования монокремниевой кислоты.  

Длительное или многократное использова-
ние одной суспензии также обусловливает пере-
ход от полирования к травлению вследствие 
уменьшения концентрации щелочного компо-
нента при химическом взаимодействии с крем-
нием. Рекомендуются для I стадии полирования 
среды с рН=11,0–13,0, а для II стадии – с 
рН=10,5–11,0. 

С помощью полировальника подают поли-
ровальный состав к поверхности обрабатываемо-
го материала, снимают материал и отводят про-
дукты обработки. Из-за малого размера частиц 
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Рисунок 2.1 – Схема финишной обработки полупроводниковых пластин кремния 
 

 
 

Рисунок 2.2 – Изображение участка пластины, полученное с помощью конфокального микроскопа 
 
между ними и обрабатываемым материалом 
прямого контакта почти не происходит, благода-
ря чему поверхность пластин получается без ри-
сок и царапин. В зависимости от состава исполь-
зуемой суспензии, температуры обработки и 
давления на пластины может преобладать хими-
ческая или механическая составляющая процесса 
полирования. 

После прохождения партий пластин по все-
му маршруту обработки проводилось сравнение 
геометрических параметров и параметров внеш-
него вида пластин (таблица 2.2). Приведенные 
данные показывают, что при использовании сус-
пензий СПС-81М и СПС-55М достигается тре-
буемое качество пластин. Отличие по качеству 
пластин по сравнению с использованием суспензий 
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Nalko 2358 Nalko 2360 состоит в отсутствии на-
рушенного слоя. При исследовании поверхности 
пластин кремния после I и II стадий химико-
механической полировки с использованием АСМ 
(рисунок 2.3) наличие поверхностных дефектов и 
нарушение поверхностного слоя не установлено. 
Шероховатость поверхности оценивается тремя 
возможными параметрами: Ra, Rz и Rmax. Пара-
метр Ra характеризуется средним арифметиче-
ским отклонением точек измеренного профиля 
от его средней линии. Параметр Rz показывает 
высоту неровностей рельефа по десяти точкам. 
Параметр Rmax характеризует наибольшую высо-
ту неровностей профиля на балловой длине L [1]. 
При использовании полирующих суспензий 
СПС-81М и СПС-55М в процессе ХМП пластин 
монокристаллического кремния достигается вы-
сокое структурное совершенство и атомарная 
гладкость поверхности с шероховатостью на 
уровне десятых долей нанометра. 

Таблица 2.2 – Параметры полупроводниковых  
пластин после финишной обработки 
суспензиями СПС–81М и СПС–55М 

Параметр Значение 
Клин, мкм 6–12 
Микроцарапины, % 10 
Реставрация, % 10 
Шероховатость рабочей 
поверхности после I стадии 
ХМП 
Ra, нм  

 
 
 

0,55–1,07 
Rz, нм  1,21–1,35 
Rmax, нм  3,67 
Шероховатость рабочей 
поверхности после II стадии 
ХМП 
Ra, нм 

 
0,195–0,202 

Rz, нм  0,90 
Rmax, нм  0,54–0,61 
Дефектность поверхностного 
слоя 

Полное отсутст-
вие нарушенно-

го слоя 
 

 

 
 

Рисунок 2.3 – АСМ изображения и сечение поверхности кремния после I стадии ХМП (а) 
и II стадии ХМП (б) суспензией на основе аэросила ОХ–50 

 
Заключение 
При оптимальных соотношениях концен-

трации компонентов в полирующих композици-
ях обеспечивается эффективное ХМП пластин 
монокристаллического кремния с шероховато-

стью на уровне десятых долей нанометра и пол-
ным отсутствием нарушенного слоя. Предвари-
тельные испытания показали, что полирующие 
композиции удовлетворяют основным требова-
ниям для ХМП пластин монокристаллического 
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кремния трех кристаллографических ориентаций 
(111), (110), (100) марок КЭС, КЭФ и КДБ с раз-
личным удельным сопротивлением. Разработка 
технологии получения концентрированных сус-
пензий на основе наноразмерных частиц пиро-
генного диоксида кремния, позволит отказаться 
от дорогостоящих материалов для её приготов-
ления и снизить затраты на производство едини-
цы конечной  продукции. В Республике Беларусь 
в разработке подобных материалов заинтересо-
ваны предприятия электронной промышленности, 
в частности, филиал «Камертон» (г. Пинск, ОАО 
«Интеграл») и ряд родственных предприятий. 
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УДК 539.12 

СКАЛЯРНАЯ ЧАСТИЦА С ВНУТРЕННЕЙ СТРУКТУРОЙ 
В ЭЛЕКТРОМАГНИТНОМ ПОЛЕ В ИСКРИВЛЕННОМ 

ПРОСТРАНСТВЕ-ВРЕМЕНИ 

Е.М. Овсиюк, О.В. Веко, К.В. Казмерчук 

Мозырский государственный педагогический университет им. И.П. Шамякина, Мозырь, Беларусь 
 

SCALAR PARTICLE WITH INTRINSIC STRUCTURE 
IN THE ELECTROMAGNETIC FIELD IN CURVED SPACE-TIME 

E.M. Ovsiyuk, O.V. Veko, K.V. Kazmerchuk 
I.P. Shamyakin Mozyr State Pedagogical University, Mozyr, Belarus 

 
Релятивистская теория Кокса для скалярной неточечной частицы с внутренней структурой развита в присутствии 
внешних электромагнитных и гравитационных полей, последние описываются с помощью псевдоримановой структу-
ры пространства-времени. Показано, что обобщенная типа Прока система тензорных уравнений содержит члены неми-
нимального взаимодействия через тензор электромагнитного поля Fβα  и тензор Риччи .Rβα  Обобщенное скалярное 
уравнение типа Клейна – Фока – Гордона оказывается существенно сложнее обычного волнового уравнения. 
 
Ключевые слова: спин 0, внутренняя структура, частица Кокса, обобщенное волновое уравнение, риманово про-
странство. 
 
Relativistic theory of the Cox’s scalar not point-like particle with intrinsic structure is developed in the presence of external 
electromagnetic and gravitational fields; the latter is described by pseudo-Riemannian space-time geometry. It is shown that the 
generalized Proca-like tensor system of equations of the first order contains non minimal interaction terms through electromag-
netic tensor Fβα  and Ricci tensor .Rβα  Generalized scalar equation of the Klein – Fock – Gordon type turns out to be much 
more complicated than the ordinary wave equation. 
 
Keywords: spin zero, intrinsic structure, Cox’s particle, generalized wave equation, Riemannian space. 

 
 

Введение 
В 1982 г. Кокс построил обобщенную сис-

тему уравнений первого порядка, которая, как 
оказалось [1], описывает скалярную частицу с 
внутренней структурой, проявляющейся во 
внешних электромагнитных полях. Он исходил 
из идеи построения нового волнового уравнения 
для скалярной частицы при использовании 
большего набора тензорных функций, чем в под-
ходе Прока. Кокс использовал набор из скаляра, 
4-вектора, антисимметричного и (неприводимо-
го) симметричного тензоров, таким образом, ис-
ходил из 20-компонентной волновой функции. 
Исследуем эту систему уравнений при наличии 
внешних гравитационных полей, описываемых в 
рамках искривленной пространственно-времен-
ной геометрии [2].  

 
1 Система уравнений Кокса с учетом не-

евклидовой геометрии 
Будем исходить из полной системы уравне-

ний Кокса [3] для частицы со спином 0, вклю-
чающей дополнительные симметричный и анти-
симметричный тензоры: 

1 0Dβ
βλ μΦ − Φ = ,  

1 2 [ ] 3 ( ) 0D D Dα α
β αβ αβ βλ λ λ μ∗ Φ + Φ − Φ − Φ = ,  

2 [ ]( ) 0D Dα β β α αβλ μ∗ Φ − Φ − Φ = ,       (1.1) 

3 ( )
1 0
2

D D g Dρ
α β β α αβ ρ αβλ μ∗ ⎛ ⎞Φ + Φ − Φ − Φ = ,⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

где вспомогательные числовые параметры 1λ ,  

2λ ,  3λ  подчиняются условиям связи: 

 
2 2 3 3

1 1 3 3

0
3 1
2

λ λ λ λ

λ λ λ λ

∗ ∗

∗ ∗

− = ,

− = ;
              (1.2) 

символ Dα  обозначает производную, учиты-
вающую присутствие внешних электромагнитно-
го и гравитационного полей  

eD i i A Mc
cα α μ= ∇ − , = .  

С помощью третьего и четвертого уравне-
ний в (1.1) исключим тензорные компоненты  

( )1
2 [ ]( ) ,D Dα β β α αβμ λ− ∗ Φ − Φ = Φ  

1
3 ( )

1
2

D D g Dρ
α β β α αβ ρ αβμ λ− ∗⎛ ⎞⎛ ⎞Φ + Φ − Φ = Φ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

из оставшихся двух:  
 1 0Dβ

βλ μΦ − Φ = ,                    (1.3) 
1

1 2 2 ( )D D D Dα
β α β β αλ λ μ λ∗ − ∗⎡ ⎤Φ + Φ − Φ −⎣ ⎦  

ФИЗИКА
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1
3 3

1
2

D D D g Dα ρ
α β β α αβ ρλ μ λ− ∗⎛ ⎞⎛ ⎞− Φ + Φ − Φ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

0βμ− Φ = .                   (1.4) 
Выполним преобразования в (1.4):  

1
1 2 2 ( )D D D D Dα α

β α β β αλ μ λ λ∗ − ∗Φ + Φ − Φ −  

1
3 3

1
2

0

D D D D g D Dα α α ρ
α β β α αβ ρ
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− Φ + Φ − Φ −

− Φ = ;
 

подчеркнутые члены с учетом (1.2) сокращаются:  
1

1 2 2 3 3( )D D Dα
β β αλ μ λ λ λ λ∗ − ∗ ∗Φ − + Φ +  

 1
3 3

1 0.
2

D Dρ
β ρ βμ λ λ μ− ∗+ Φ − Φ =  (1.5) 

С учетом (1.2) возможна замена  
2 2 3 3 3 3( ) 2λ λ λ λ λ λ∗ ∗ ∗+ =  

и, следовательно,  
1

1 3 32D D D α
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1
3 3

1 0.
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D D α
β α βμ λ λ μ− ∗+ Φ − Φ =  

Воспользуемся тождеством  
 ( )D D D D D D D Dα α α

α β β α α β β αΦ = Φ + − Φ =  

 2 .aeD D i F R
c

α α
β α αβ αβ
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⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
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= Φ + − − Φ   

Уравнение (1.5) можно преобразовать в виду: 
1 2

1 3 32 eD i F R
c
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β αβ αβλ μ λ λ
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Учитывая уравнение (1.3) получим 
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D α
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μ
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β αβ αβλ λ μ λ λ λ
⎛ ⎞
⎜ ⎟∗ − ∗
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Φ + + Φ −  

 3 3 1
3 0
2

Dβ βλ λ μλ∗− Φ − Φ = .      (1.6) 

Используя второе условие в (1.2)  

1 1 3 3
3 1,
2

λ λ λ λ∗ ∗− =  

уравнение (1.6) упрощаем к виду:  
1 2

3 3 1

1

2

0

eD i F R
c

α
β αβ αβ

β

μ λ λ λ

μλ

⎛ ⎞
⎜ ⎟− ∗
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Φ + + Φ −

− Φ = .
 

Учитывая уравнение (1.3), получим 
1 0Dβ

βλ μΦ − Φ = .  
Параметр 1λ  можно внести в обозначение век-
торной компоненты  

1 1 1λ Φ →Φ .  
Таким образом, получаем уравнения: 

0 ,Dβ
β μΦ − Φ =  

2

3 3(2 ) eD i F iR
Mc c

α
β βα βαλ λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟∗
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Φ − + Φ −  

0βμ− Φ = .                   (1.7) 
Система (1.7) учитывает неминимальное взаимо-
действие скалярной частицы Кокса с внешним 
геометрическим фоном через тензор Риччи.  

Далее будем использовать параметр: 
2

3 3(2 )e i
Mc c

λ λ λ∗= .  

Уравнения (1.7) можно переписать в виде:  
0,Dβ

β μΦ − Φ =  

 0cD F i R
e

α
β βα βα βλ μ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Φ − + Φ − Φ = .  (1.8) 

В отсутствие электромагнитного поля уравнения 
(1.8) упрощаются (напоминаем, что iλ  – веще-
ственный параметр)  

,Dβ
β μΦ = Φ  

( ) ( )cD i R x g x
e

α
β βα βαλ μ⎛ ⎞Φ = + Φ .⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Это геометрическая модификация теории ска-
лярной частицы в подходе Кокса.  
 

2 Обобщенное уравнение Клейна – Фока –
Гордона 

Представим уравнения (1.8) в виде (напо-
минаем, что ;λ λ∗ = −  временно коэффициент 

/c e  внесем в обозначение тензора Риччи): 
,Dβ

β μΦ = Φ  

 [ ( )]F iR Dβ β β
α α α β αμδ λ+ + Φ = Φ.  (2.1) 

С использованием обозначения  
( ),F iRβ β β β

α α α αμδ λΛ = + +  
уравнения (2.1) можно записать следующим об-
разом:  

1( )

,

D

D

α
ρ ρ α

ρ
ρ μ

−Φ = Λ Φ,

Φ = Φ
 

и дальше следует обобщенное скалярное уравне-
ние типа Клейна – Фока – Гордона  

( )1( ) ( ) ( ) 0.D x D xρ α
ρ α μ−Λ − Φ =  

Поскольку характеристическое уравнение 
[4] для матрицы  

F iR Gβ β β
α α α+ = ,  

4 2 3
0 1 2 3G g g G g G g G= + + +  

позволяет выразить четвертую степень матрицы 
G β

α  через 0 1 2 3, ,G G G G, ,  то можно искать об-
ратную матрицу в виде: 

1 2 3
0 1 2 3( ) G G Gα

ρ λ λ λ λ−Λ = + + + .  

Из уравнения 1 :I−ΛΛ =   
2 3

0 1 2 3( )( )I G G G Gμ λ λ λ λ λ= + + + + =  
2 3

0 1 2 3G G Gμλ μλ μλ μλ= + + + +  
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2 3
0 1 2

2 3
3 0 1 2 3( )

G G G

g g G g G g G

λλ λλ λλ

λλ

+ + + +

+ + + +
 

получаем линейную систему уравнений: 
0

0 3 0 1G gμλ λλ: + = ,  

1 0 3 1 0G gμλ λλ λλ: + + = ,  
2

2 1 3 2 0G gμλ λλ λλ: + + = ,  
3

3 2 3 3 0G gμλ λλ λλ: + + = .  
Представим систему в матричной форме  

00

1 1

2 2

3 3

0 0 1
0 0

.
0 0
0 0 0

g
g
g

g

λμ λ
λλ μ λ
λλ μ λ
λλ μ λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ...

+

 

Эта система имеет следующее решение:  
3 2 2 3

3 2 1
0 4 3 2 2 3 4

3 2 1 0

g g g
g g g g

μ μ λ μ λ λ
λ

μ μ λ μ λ μ λ λ
+ − +

= − ,
− − + − +

 

2 2 3
3 2

1 4 3 2 2 3 4
3 2 1 0

g g
g g g g
μ λ μ λ λ

λ
μ μ λ μ λ μ λ λ

− − +
= − ,

− − + − +
 

2 3
3

2 4 3 2 2 3 4
3 2 1 0

g
g g g g

μ λ λ
λ

μ μ λ μ λ μ λ λ
+

= − ,
− − + − +

 

3

3 4 3 2 2 3 4
3 2 1 0g g g g

λλ
μ μ λ μ λ μ λ λ

−
= − .

− − + − +
 

Для дальнейшего введем обозначения: 
0 4 1 3 2 2 3 1g p g p g p g p= , = , = , = ,  

4 3 2
1 2 3 4G p G p G p G p= + + + + ,  

тогда  
3 2 2 3

1 2 3
0 4 3 2 2 3 4

1 2 3 4

p p p
p p p p

μ μ λ μ λ λ
λ

μ μ λ μ λ μ λ λ
+ − +

= ,
+ − + −

 

2 2 3
1 2

1 4 3 2 2 3 4
1 2 3 4

p p
p p p p
μ λ μ λ λ

λ
μ μ λ μ λ μ λ λ

− − +
= ,

+ − + −
 

2 3
1

2 4 3 2 2 3 4
1 2 3 4

p
p p p p

μ λ λ
λ

μ μ λ μ λ μ λ λ
+

= ,
+ − + −

 

3

3 4 3 2 2 3 4
1 2 3 4

.
p p p p

λλ
μ μ λ μ λ μ λ λ

−
=

+ − + −
(2.2) 

Степеням матрицы G  можно сопоставить 
следующие инварианты [4]: 

1 2 3 4 1

1

Sp( )

( )

G g g g g s

s G xα
α

= + + + = ,

= ,
 

2 2 2 2 2
1 2 3 4 2

2

Sp( )

( ) ( )

G g g g g s

s G x G xρ α
α ρ

= + + + = ,

= ,
3 3 3 3 3

1 2 3 4 3

3

Sp( )

( ) ( ) ( ),

G g g g g s

s G x G x G xρ σ α
α ρ σ

= + + + = ,

=
4 4 4 4 4

1 2 3 4 4

4

Sp( )

( ) ( ) ( ) ( )

G g g g g s

s G x G x G x G xρ δ σ α
α ρ δ σ

= + + + = ,

= ;
 

1 4g g, ...,  обозначают собственные значения мат-
рицы .G   

Инварианты is  и ip  связаны рекуррентны-
ми формулами Ньютона [4]:  

1 1 Sp( )p s G= = ,  

2
2 2 1 1 1

1 1( ) Sp( ) Sp( )
2 2

p s p s G p G⎡ ⎤= − = − ,⎣ ⎦  

3 3 1 2 2 1

3 2
1 2

1 ( )
3

1 Sp( ) Sp( ) Sp( )
3

p s p s p s

G p G p G

= − − =

⎡ ⎤= − − ,⎣ ⎦

 

4 4 1 3 2 2 3 1

4 3 2
1 2 3

1 ( )
4

1 Sp( ) Sp( ) Sp( ) Sp( )
4

p s p s p s p s

G p G p G p G

= − − − =

⎡ ⎤= − − − .⎣ ⎦

 

Отсюда следуют следующие представления для 
инвариантов :ip  

1 Sp( )p G= ,  

2 2
2

1 1Sp( ) Sp ( )
2 2

p G G= − ,  

( )

3 2
3

2 2

1 Sp( ) Sp( )Sp( )
3

1 Sp( ) Sp ( ) Sp( )
2

p G G G

G G G

⎡
= − −⎢

⎣
⎤− − =⎥⎦

 

3 2 31 1 1Sp( ) Sp( )Sp( ) Sp ( )
3 2 6

G G G G= − + ,  

( )

4 3
4

2 2 2
3

1 Sp( ) Sp( )Sp( )
4

1 Sp( ) Sp ( ) Sp( ) Sp( )
2

p G G G

G G G p G

⎡
= − −⎢

⎣
⎤− − − =⎥⎦

 

4 3

2 2 2 2 3

1 Sp( ) Sp( )Sp( )
4

1 1 1Sp ( ) Sp ( )Sp( ) Sp( )Sp( )
2 2 3

G G G

G G G G G

⎡
= − −⎢

⎣

− + − +

 

2 2 31 1Sp( )Sp ( ) Sp ( )Sp( )
2 6

G G G G ⎤+ − ,⎥⎦
 

окончательно для 4p  находим выражение: 

4 3 2 2
4

2 2 4

1 4 1Sp( ) Sp( )Sp( ) Sp ( )
4 3 2

1Sp ( )Sp( ) Sp ( ) .
6

p G G G G

G G G

⎡= − − +⎢⎣
⎤+ − ⎥⎦

 

В случае, если матрица G  антисиммет-
рична, выполняются равенства  

1
3 3 3

Sp 0

Sp( ) 0

G G p G

G G G

= − , = = ,

= − , = ,
 

2
1 2

4 2 2
3 4

10 Sp( )
2

1 10 Sp( ) Sp ( )
4 8

p p G

p p G G

= , = ,

= , = +
 

и характеристическое уравнение принимает вид: 
4 2

2 4 0;G p G p− − =  



Скалярная частица с внутренней структурой в электромагнитном поле в искривленном пространстве-времени 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (20), 2014 35

именно этот случай реализуется при построении 
характеристического многочлена для электро-
магнитного тензора. При этом формулы (2.2) 
принимают вид: 

3 2
2

0 4 2 2 4
2 4

p
p p

μ μ λ
λ

μ μ λ λ
−

= ,
− −

 

2 3
2

1 4 2 2 4
2 4

p
p p

μ λ λ
λ

μ μ λ λ
− +

= ,
− −

 

2

2 4 2 2 4
2 4p p

μ λλ
μ μ λ λ

= ,
− −

 

3

3 4 2 2 4
2 4

.
p p
λλ

μ μ λ λ
−

=
− −

 

Для дополнительной проверки рассмотрим 
простой случай: когда пространство-время опи-
сывается тензором Риччи вида (элементарными 
примерами являются пространства де Ситтера): 

,
4 4
R RG g Gβ β

αβ αβ α αδ= , =  

2 2

3 3 4 4
2 3

1Sp Sp( )
4

1 1Sp( ) Sp( )
4 4

G R G R

G R G R

= , = ,

= , = ,
 

т. е.  
1p R= ,  

2 2 2
2

1 1 1 3
2 4 2 8

p R R R= − = − ,  

3 2 3 3
3

1 1 1 1 1 1
3 16 2 4 6 16

p R R R R R= − + = ,  

4 3
4

4 2 2 4 4
4

1 1 4 1
4 16 4 3 16

1 1 1 1 1
2 16 4 6 4

p R R R

R R R R R

⎡= − −⎢ ⋅⎣
⎤− + − = − .⎥⎦

 

Полученные выражения для ip  отвечают следу-
ющему характеристическому уравнению: 

4

( ) 0
4
RG G Gβ

α
⎛ ⎞= , − = .⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Отметим, что в случае присутствия именно 
такого геометрического фона  

0Dβ
β μΦ − Φ = ,  

( ) ( ) 0
4

c R xD F i g x
e

α
β βα βα βλ μ⎛ ⎞Φ − + Φ − Φ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

и при отсутствии электромагнитного поля сис-
тема уравнений примет вид: 

D Mcβ
βΦ = Φ,  

 ( ) .
4

c R xD Mc i
eβ βλ⎛ ⎞Φ = + Φ⎜ ⎟

⎝ ⎠
        (2.3) 

 
Заключение 
Полученная модификация уравнений Прока 

(2.1), и более простой случай (2.3), существенно 
отличается от неминимальной системы уравнений 

Прока для безмассовой частицы, которая в без-
массовом случае обеспечивает конформную ин-
вариантность волнового уравнения 

mci α α∇ Φ = Φ ,  

2 2 2

( )1mc R xi
m c

α
α σ⎛ ⎞∇ Φ = + Φ.⎜ ⎟/⎝ ⎠

 

Конформная инвариантность уравнений 
Максвелла была установлена Кунингхэмом [5] и 
Бейтманом [6], безмассового уравнения Дирака – 
Паули [7]; специально модифицированного 
уравнения для безмассовой скалярной частицы – 
Гюрши [8]−[10]. 

В частности, в случае пространств де Сит-
тера ( ( )R x R= ) уравнение (2.3) примет вид (по-
является эффективная добавка со знаком плюс 
или минус к массе частицы): 

4

D Mc

c RD Mc i
e

β
β

β βλ

Φ = Φ,

⎛ ⎞Φ = + Φ .⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Таким образом, скалярная частица с внут-
ренней структурой Кокса оказывается очень чув-
ствительной к геометрии, в частности, к тензору 
Риччи пространства-времени. Обобщенное ска-
лярное уравнение типа Клейна – Фока – Гордона 
для такой частицы оказывается очень сложным, 
гораздо более простым представляется использо-
вание обобщенной системы уравнений первого 
порядка типа Прока. Примеры решения предло-
женных уравнений будут рассмотрены в отдель-
ных работах. 

 
Авторы благодарны В.В. Киселю и В.М. Редь-

кову за обсуждение работы и полезные советы.  
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ВЛИЯНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ ОТЖИГА И ТИПА ПРИМЕСИ 
НА РАЗМЕР НАНОЧАСТИЦ В ПЛЕНКАХ SrBi2 (TaхМе1-х)2O9 
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EFFECT OF THE ANNEALING TEMPERATURE AND TYPE OF IMPURITIES 

ON THE SIZE OF THE NANOPARTICLES SrBi2 (TaхМе1-х)2O9 

V.V. Sidsky1, A.V. Semchenko1, A.G. Rybаkov1, V.V. Kolos2, A.S. Turtsevych2 
1F. Scorina Gomel State University, Gomel, Belarus 

2JSC «INTEGRAL», Minsk, Belarus 
 

В работе приведены данные по установлению влияния примеси Nb, La и температуры отжига на структурные характе-
ристики слоёв SrBi2 (TaхМе1-х)2O9. В качестве методов исследования использовались атомно-силовая микроскопия и 
метод дифракции рентгеновских лучей. 
 
Ключевые слова: золь-гель метод, сегнетоэлектрик, золь, термообработка, SBT-плёнка, перовскит, метод рентгено-
структурного анализа, метод атомно-силовой микроскопии. 
 
The data of the influence of the impurity Nb, La and annealing temperature on the structural characteristics of the layers 
SrBi2(TaхМе1-х)2O9 are discussed. As research methods the atomic force microscopy and X-ray diffraction method were used. 
 
Keywords: sol-gel method, ferroelectric sol, heat treatment, SBT-film perovskite, X-ray diffraction method, method of atomic 
force microscopy. 

 
 

Введение  
Идеальный материал для использования в 

качестве конденсаторного слоя в памяти FRAM 
должен иметь высокую остаточную поляриза-
цию, низкое коэрцитивное напряжения и опреде-
ленную температуру Кюри (намного выше, чем 
рабочая температура устройства и ниже, чем 
температура пленкообразования), причем ско-
рость переключения материала должна быть на 
уровне наносекунд. Сегнетоэлектрический кон-
денсатор должен обладать такими важными ха-
рактеристиками для военных и космических 
применений, как выносливость и радиационная 
стойкость. Поиск новых материалов для исполь-
зования в качестве сегнетоэлектрических струк-
тур является актуальной задачей. На сегодняшний 
день известны два семейства материалов, ЦТС и 
SBT, которые были широко исследованы для ис-
пользования в качестве конденсатора FRAM. Ис-
следователи приложили много усилий для улуч-
шения свойств слоистых сегнетоэлектриков со 
структурой перовскита путем добавления аль-
тернативных катионов или их заменой [1]–[4].  

Метод получения сегнетоэлектриков оказы-
вает заметное влияние на эволюцию свойств ма-
териалов в период эксплуатации. Для снижения 
температуры синтеза необходимо, чтобы состав 
и пространственное распределение ионов метал-
лов внутри пленки перед последней стадией вы-
сокотемпературного синтеза были максимально 
приближены к его кристаллической структуре. 

Поэтому метод получения сегнетоэлектриков 
должен не только снабдить материал требуемы-
ми свойствами, но и обеспечить стабильность 
этих свойств или заданное изменение их во вре-
мени при воздействии внешних факторов. Мето-
ды [6] получения сегнетоэлектриков являются 
достаточно многочисленными и разнообразны-
ми. В частности, к химическим методам следует 
отнести золь-гель-технологию, гидротермальный 
синтез, реакции в расплавах солей, седимента-
цию, восстановление из оксидов и других соеди-
нений, термическое разложение веществ и т. д. 
Применение золь-гель метода для синтеза кон-
денсаторных слоев SBT может обеспечить высо-
кое качество на подложках большой площади 
при относительно низкой стоимости технологи-
ческого процесса. 

 
 1 Методика эксперимента 
 В качестве исходных соединений использо-
вали неорганические соли металлов класса ОСЧ. 
Молярное соотношение между стронцием, вис-
мутом и танталом составляло 1:2:2, содержание 
лантана или ниобия составляло 0,2 моля. Пленки 
наносили на пластины монокристаллического 
кремния с платиновым подслоем методом цен-
трифугирования с различной частотой враще-
ния подложки (500–1000 об/мин). Для достиже-
ния требуемой толщины (200–250 нм) применя-
лось послойное нанесение золя (2–3 слоя) с по-
следующей термообработкой каждого слоя при 
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температуре 300˚С в течение 5 минут. Затем про-
водили повторный отжиг, с целью формирования 
структуры перовскита, в атмосфере кислорода 
при температуре 600˚С – 800˚С в течение 60 мин.  

Наноструктурные свойства тонких плёнок 
SrBi2 (TaхМе1-х)2O9, в зависимости от температу-
ры, исследовали методом атомно-силовой мик-
роскопии (ACM) SOLVER Рro 47 (производство 
фирмы «NT-MDT») и методом рентгенострук-
турного анализа на дифрактометре ARL X'tra 
(Thermo Fisher Scientific, Швейцария) в режиме 
отражения (геометрия Брегга – Брентано) с ис-
пользованием Cu Kα1 и Kα2-излучения. Съемка 
проводилась методом скользящего падения рент-
геновского излучения. Для обработки изображе-
ний, полученных на атомно-силовом и электрон-
ном микроскопах, использовалась модульная 
программа анализа данных сканирующей зондо-
вой микроскопии Gwyddion [6].  
 

2 Результаты и обсуждение 
Исследование рентгенограмм пленок SBT 

(рисунок 2.1), отожженных при различных темпе-
ратурах, показывают, что кристалличность пленок 
возрастает с температурой отжига, о чем свиде-
тельствует уменьшение полуширины пика (115). 

Интенсивный узкий пик при 2θ ≈ 28°, на-
блюдаемый при температурах отжига образцов 
750°С и 800°С, относится к основному пику 
(115) фазы SBT, который указывает на образова-
ние фазы перовскита в SBT. Второй узкий пик 
2θ ≈ 40° соответствует платине с ориентацией 
(111) (электрод). 

 
Угол дифракции, 2θ  

 

Рисунок 2.1 – Рентгенограммы SBT-плёнок 
в зависимости от температуры отжига 

в атмосфере кислорода 

При температуре отжига 600–650°С наблю-
дается начало образования фазы перовскита, о 
чем свидетельствует появление широкого основ-
ного пика (115) и дополнительных (2010), (1113). 
При температуре отжига 650–700°С  возникает 
еще одна группа пиков (45°> 2θ > 50°), которая 
соответствует образованию фазы перовскита. 
Для образцов, отожженных при температуре от-
жига 750–800°С в течение часа, интенсивность 
пиков возрастает, что свидетельствует о завер-
шении формирования фазы преобразования. При 
температуре отжига 800°С пики фазы перовскита 
становятся более резкими, указывающими на 
повышение степени кристалличности материала. 
При этом, при температуре обработки выше 700°С 
положения максимумов пиков сдвигаются впра-
во, и пики, соответствующие фазе перовскита, 
становятся доминирующими, а их интенсивность 
увеличивается. 

Исследована также морфология поверхно-
сти синтезированных золь-гель методом SBT-плё-
нок методом атомно-силовой микроскопии 
(АСМ) в зависимости от температуры обработки 
(рисунок 2.2). 

При исследовании АСМ-изображений можно 
проследить изменение топографии поверхности, а 
также процесс образования зёрен на поверхности 
SBT-плёнок в зависимости от температуры обра-
ботки. Обработку изображений проводили с ис-
пользованием модульной программы анализа 
данных сканирующей зондовой микроскопии 
Gwyddion. Для уменьшения погрешности статисти-
ческой обработки анализ АСМ-изображений прово-
дили на площади поверхности 4×4 мкм в зависимо-
сти от температуры. 

 
Таблица 2.1 – Характеристика зёрен 
SBT-плёнок на площади поверхности 
4×4 мкм в зависимости от температуры 

 

Тотж, ˚С Характеристика 600 650 700 750 800 
Число зёрен 432 488 505 765 816 

Шероховатость, 
Ra, нм 6,05 4,72 5,31 4,03 3,73

Средний размер 
зерна, нм 110 98 97 80 82 

 
При увеличении температуры отжига от 650 

до 700 °С наблюдается уменьшение зерна до 97–
98 нм и увеличение числа зёрен соответственно. 
При дальнейшем увеличении температуры отжи-
га до 750–800°С грубые, различные по размерам 
кристаллические зерна превращаются в мелкие, 
одинаковые по размерам зерна порядка 80 нм. 
Эти данные согласуются с ростом сегнетоэлек-
трических свойств SBT-пленки, отожженной при 
температуре 750°С. 
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Рисунок 2.2 – АСМ-изображение SBT-плёнок в зависимости от температуры отжига 

в атмосфере кислорода после обработки в модульной программе Gwyddion 
 

 
Рисунок 2.3 – Рентгенограммы плёнок SrBi2 (TaхМе1-х)2O9 в зависимости от  примеси Nb, La 
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Рисунок 2.4 – АСМ-изображение плёнок SrBi2 (TaхМе1-х)2O9 в зависимости от примеси Nb, La 
 

 
Рисунок 2.5 – Петли гистерезиса SrBi2(TaхМе1-х)2O9 -плёнок  

 
Анализ рентгенограммs SBTN-плёнки пока-

зал, что незначительная замена Та на Nb в SBTN 
решетке приводит к заметному увеличению сте-
пени кристалличности SBTN-плёнки по сравне-
нию с содержанием фазы в плёнке SBT. Анало-
гичный эффект наблюдается в SBTL-плёнках. 
Доля перовскитоподобной фазы увеличивается 
для SBTL-плёнки по сравнению с SBT-пленкой, и 
остаётся на одном уровне с SBTN-плёнкой.  
 

Таблица 2.2 – Характеристика зёрен 
на поверхности SBTL-, SBTN-пленки, 
полученные методом золь-гель 
(размер области составляет 4×4 мкм) 

 

Характеристика SBTL-film SBTN-film 
Число зёрен 225 379 

Шероховатость, 
Ra, нм 

10 17,6 

Средний размер 
зерна, нм 

105 80 

 
В таблице приведена статистика зерен на 

поверхности SBTN и SBTL-пленок, полученных 
золь-гель методом на поверхности монокристал-
лического кремния с платиновым подслоем. Сред-
ний размер частиц на поверхности SBTN-пленки 
составляет около 80 нм, а размер зерна на поверх-
ности SBTL-пленки – около 105 нм. Шерохова-
тость SBTL-пленки на поверхности монокристал-
лического кремния с платиновым подслоем почти в 
2 раза меньше чем на поверхности SBTN-пленки. 
Частицы SBTL-плёнки на поверхности монокри-
сталлического кремния имеют более «плоскую» 
форму по сравнению с частицами на поверхности 
SBT-пленки. На первый взгляд, увеличение 

размера зерна в SBTL-пленке не является пре-
имуществом, однако некоторые исследователи 
указывают, что рост размера сегнетоэлектриче-
ских частиц до более 100 нм приводит к улучше-
нию сегнетоэлектрических характеристик мате-
риала.  

На рисунке 2.5 приведены петли гистерези-
са SrBi2(TaхМе1-х)2O9-плёнок в зависимости от 
примеси Nb, La. Из рисунка видно, что наличие 
катионной примеси приводит как к увеличению 
значения остаточной поляризации, так и к опти-
мизации  формы петли гистерезиса в SBTN и 
SBTL пленках по сравнению с SBT-пленкой. 
Дополнительное введение примеси La в SBT ве-
дёт к нелинейным изменениям сегнетоэлектри-
ческих свойств.  
 

Заключение 
Таким образом, в ходе исследования было 

обнаружено, что при получении SBT-плёнок 
золь-гель методом формирование фазы перов-
скита начинается при температуре 700°C и за-
вершается в диапазоне 750–800°C. Исследование 
морфологии поверхности методом атомно-
силовой микроскопии показало, что при термо-
обработке 750°С в атмосфере кислорода наблю-
дается более равномерное распределение зёрен 
по размерам. Доля перовскитоподобной фазы 
увеличивается для SrBi2(TaхМе1-х)2O9-плёнок по 
сравнению с SBT-пленкой. Незначительная заме-
на Та на Nb в SBT решетке  приводит к заметному 
увеличению степени кристалличности SBTN-плён-
ки по сравнению с содержанием фазы в плёнке 
SBT, а также к заметному увеличению остаточ-
ной поляризации Pr, по сравнению с SBT и 
SBTL-пленками, но незначительно влияет на 
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коэрцитивную силу Ec. Выявлено влияние при-
меси на средний размер наночастиц в 
SrBi2(TaхМе1-х)2O9-пленке.  
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ОПТИМИЗАЦИЯ ВЫХОДНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК СМЕШАННЫХ 
ГОЛОГРАММ В ФОТОРЕФРАКТИВНОМ ПЬЕЗОКРИСТАЛЛЕ 

BTO СРЕЗА (110)  
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OPTIMIZATION OF THE OUTPUT CHARACTERISTICS OF MIXED 

HOLOGRAMS IN THE (110) -CUT BTO PHOTOREFRACTIVE PIEZOCRYSTAL 

V.V. Shepelevich1, A.V. Makarevich1, S.M. Shandarov2 
1I.P. Shamyakin Mozyr State Pedagogical University, Mozyr, Belarus 

2Tomsk State University of Control Systems and Radioelectronics, Tomsk, Russia 
 

Представлены результаты теоретических исследований по оптимизации процесса считывания смешанных пропускаю-
щих голограмм, сформированных в фоторефрактивном пьезокристалле Bi12TiO20 среза (110) . Показано, что в сравне-
нии со случаем чисто фазовых голограмм, традиционно рассматриваемым в фоторефрактивных кристаллах, дополни-
тельный учет амплитудной составляющей голографической решетки приводит к качественным и количественным из-
менениям ориентационной зависимости поляризационно-оптимизированных значений дифракционной эффективности 
голограмм, записанных в этом кристалле. 
 
Ключевые слова: дифракционная эффективность, фазовая решетка, амплитудная решетка, смешанная голограмма, 
фоторефрактивный пьезокристалл, ВТО. 
 
The results of theoretical research of the optimization process of readout mixed transmission holograms formed in the (110) -cut 
Bi12TiO20 photorefractive piezoelectric crystal are presented. It is shown that in comparison with the case of pure phase holo-
grams, traditionally regarded in photorefractive crystals, additional accounting of the amplitude component of the holographic 
grating leads to a qualitative and quantitative changes in the orientation dependence of the polarization-optimized values of the 
diffraction efficiency of holograms recorded in this crystal. 
 
Keywords: diffraction efficiency, phase grating, amplitude grating, mixed hologram, photorefractive piezocrystal, BTO. 

 
 

Введение 
Известно, что для эффективного использо-

вания фоторефрактивных кристаллов в приклад-
ных целях необходимо оптимизировать условия 
считывания сформированных в них фазовых го-
лограмм [1]–[3]. В частности, данные условия 
могут быть реализованы посредством выбора 
оптимальных значений ориентационного угла 
кристалла и азимута линейной поляризации счи-
тывающего голографическую решетку пучка [3]. 
При этом обязательным является учет оптиче-
ской активности кристалла [4], электрооптиче-
ского эффекта [5] и открытого в 1986 году до-
полнительного вклада в фоторефрактивный от-
клик, обусловленного обратным пьезоэлектриче-
ским эффектом и фотоупругостью (ПЭФ) [6]. 

Однако известны работы, в которых указы-
вается на то, что при освещении фоторефрактив-
ных кристаллов пространственно-периодическим 
световым полем (интерференционной картиной) 
в них возможно формирование дополнительной 
амплитудной голографической решетки, возник-
новение которой обусловлено изменениями ко-
эффициента поглощения среды под действием 

светового излучения [7], [8]. При этом совокуп-
ность фазовой и амплитудной (абсорбционной 
или фотохромной) голографических решеток 
принято называть смешанной голограммой [9]. 

Так, например, в работе [10] теоретически и 
экспериментально изучена возможность сущест-
вования смешанных голограмм в фоторефрак-
тивном кристалле GaAs:Cr класса симметрии 
43m . Теоретическое моделирование возможного 
увеличения дифракционной эффективности го-
лограмм в кристалле Bi12SiO20 посредством учета 
фотохромных решеток представлено в [11]. 

Проведенные нами экспериментальные ис-
следования зависимости дифракционной эффек-
тивности ненаклонных пропускающих голо-
грамм, записанных в кристалле Bi12TiO20 (BTO) 
среза (110)  толщиной 7.7 мм, от ориентацион-
ного угла кристалла показали, что даже для каче-
ственного соответствия полученных эксперимен-
тальных данных с результатами теоретических 
расчетов недостаточно использования модели 
чисто фазовых голограмм, а необходимо допол-
нительное привлечение феноменологической 
модели амплитудных голограмм [12]. При этом в 

ФИЗИКА



Оптимизация выходных характеристик смешанных голограмм в фоторефрактивном пьезокристалле BTO среза (110)  
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (20), 2014 43

недавно вышедших работах [13], [14], посвящен-
ных изучению вклада флексоэлектрического эф-
фекта во встречное взаимодействие распростра-
няющихся в кристалле BTO световых волн, указы-
валось на возможность существования в этом кри-
сталле амплитудных голографических решеток. 

В связи с этим, с учетом полученных нами 
экспериментальных данных, в рамках настоящей 
работы при теоретической оптимизации процес-
са считывания голограмм, сформированных в 
кристалле BTO исследованного среза, принята во 
внимание дополнительная феноменологическая 
модель амплитудных голографических решеток. 

 
1 Теоретическая модель 
Для оптимизации процесса считывания 

смешанных ненаклонных пропускающих голо-
грамм в кристалле BTO среза (110)  толщиной d 
выберем положение кристалла и направление 
отсчета его ориентационного угла θ относитель-
но рабочей системы координат 1( ,e 2 ,e 3 ),e  свя-
занной с плоскостью распространения опорной R 
и предметной S световых волн, а также вектором 
голографической решетки K  2( ),K e= −  как это 
показано на рисунке 1.1. Отсчет азимута линей-
ной поляризации Ψ0, задающего начальные по-
ложения колебания векторов напряженности 
электрического поля 0R  и 0 ,S  формирующих в 
кристалле голограмму волн R и S, будем прово-
дить от прямых, образованных ортогональными 
проекциями этих векторов на плоскость падения 
при Ψ0 = 0, в соответствии с направлением, ука-
занным на рисунке. При изменении угла θ пово-
рот кристалла осуществляется вокруг оси OO'. 
Угол Брэгга φ0 для волн R и S в случае ненаклон-
ной голограммы будет одинаковым. 

 

 
Рисунок 1.1 – Ориентация кристаллической 
пластинки относительно рабочей системы 

координат 
 

При перекрытии предметной световой вол-
ны S, участвующей в записи голограммы, про-
цесс ее восстановления, происходящий за счет 
дифракции опорной волны R на записанной в 
кристалле смешанной голографической решетке, 
может быть описан при использовании следующей 

системы линейных дифференциальных ура-
внений связанных волн: 
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Здесь R⊥ и R||, S⊥ и S|| – проекции векторных 
амплитуд восстанавливающей опорной R и вос-
станавливаемой предметной S световых волн на 
направления, перпендикулярное к плоскости 
падения (⊥) и лежащее в плоскости падения (||); 
α = αλ /cosφ, где αλ – коэффициент поглощения 
кристалла для данной длины волны электромаг-
нитного излучения, а φ – угол Брэгга внутри кри-
сталла; ρ = ρ0 /cosφ, где ρ0 – удельное вращение 
плоскости поляризации световой волны; εi – па-
раметр для характеристики амплитудной решет-
ки; δ = π/2 – фазовый сдвиг фазовой составляю-
щей голографической решетки относительно 
амплитудной составляющей этой решетки, сов-
падающей по фазе с пространственным распре-
делением интенсивности света в интерференци-
онной картине при записи в кристалле голограм-
мы; χk – постоянные связи, включающие вклад 
электрооптического, обратного пьезоэлектриче-
ского и фотоупругого эффектов, где k = 1, 2, 3, 4 [3]. 

Определяя величину дифракционной эф-
фективности голограммы как 

( )
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(0)
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I d
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где ( )SI d  – интенсивность восстановленной пред-
метной волны S на выходе из кристалла, а (0)RI  
– интенсивность восстанавливающей опорной 
волны R на входе в кристалл и используя извест-
ное в голографии приближение I ∼ E2 (интенсив-
ность I электромагнитной волны пропорцио-
нальна квадрату ее модуля вектора напряженно-
сти электрического поля E), несложно получить 
выражение для определения величины дифрак-
ционной эффективности голограммы в данном 
случае в виде: 
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где R⊥(0) и R||(0) – проекции векторной амплиту-
ды восстанавливающей волны R на направления, 
перпендикулярное к плоскости падения и лежа-
щее в плоскости падения на входе в кристалл, а 
S⊥(d) и S||(d) – соответствующие проекции век-
торной амплитуды восстановленной волны S на 
выходе из кристалла. 
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При теоретических расчетах использованы 
следующие параметры кристалла BTO: пьезо-
электрический коэффициент e14 = 1.1 Кл/м2; эле-
ктрооптический коэффициент rS

41 = 4.75 пм/В; 
коэффициенты упругости c11 = 13.7·1010 Н/м2, 
c12 = 2.8·1010 Н/м2, cE

44 = 2.6·1010 Н/м2; фотоупру-
гие постоянные p11 = 0.173, p12+p13 = – 0.003, 
pE

44= – 0.005; показатель преломления n = 2.58 
[15]; удельное вращение плоскости поляризации 
ρ = 112 рад/м и коэффициент поглощения 
α = 38.2 м-1 были измерены на исследуемом об-
разце кристалла в [12]. В случае чисто фазовой 
голограммы параметр для характеристики ам-
плитудной решетки εi считался равным 0, а в 
случае учета абсорбционной составляющей го-
лограммы составлял 2.1 м-1 (значение было опре-
делено путем экспериментальных измерений). 
Кроме того, угол Брэгга φ0 вне кристалла прини-
мался равным 12° (совпадает с углом Брэгга при 
проведении экспериментов), а амплитуда элек-
трического поля решетки пространственного 
заряда EG составляла 9·104 В/м. 

 
2 Результаты и обсуждение 
Результаты теоретических расчетов по оп-

тимизации процесса считывания ненаклонных 
пропускающих голограмм в кристалле BTO сре-
за (110)  за счет выбора оптимальных значений 
азимута линейной поляризации Ψ0 считывающе-
го пучка, при котором для фиксированных зна-
чений толщины d и ориентационного угла кри-
сталла θ достигается максимальное (поляризаци-
онно-оптимизированное) значение дифракцион-
ной эффективности 

0

maxηΨ  записанных голограмм, 
представлены на рисунке 2.1. 

Из рисунка 2.1 видно, что в случае пренеб-
режения амплитудной составляющей голографи-
ческой решетки поляризационно-оптимизиро-
ванная зависимость дифракционной эффектив-
ности пропускающих голограмм от ориентаци-
онного угла и толщины кристалла имеет четыре 
равных локальных максимума (рисунок 2.1, а). 
При этом в случае учета абсорбционной состав-
ляющей голограммы четырехгорбая поверх-
ность, изображенная на рисунке 2.1, а, качест-
венно преобразуется: дифракционная эффектив-
ность в двух средних локальных максимумах 
(втором и третьем) под действием фотохромного 
эффекта уменьшается, а в двух крайних (первом 
и четвёртом) локальных максимумах – увеличи-
вается (рисунок 2.1, б). Это позволяет сделать 
вывод о том, что при практическом применении 
реального кристалла BTO среза (110)  фиксиро-
ванной толщины максимальное значение запи-
санных в нем голограмм может быть достигнуто 
только при двух значениях его ориентационных 
углов. Графические зависимости оптимальных 
значений азимута линейной поляризации max

0ηΨ  и 

ориентационного угла max ,ηθ  при которых дости-
гаются первый и четвёртый локальные дифрак-
ционные максимумы 

0

max
, ,θηΨ  от толщины кри-

сталла d в случае смешанных голограмм, изо-
бражены на рисунке 2.2. 

 

 
Рисунок 2.1 – Зависимость максимальных 
значений дифракционной эффективности 

голограмм 
0

max ,ηΨ  сформированных в кристалле 
BTO, от ориентационного угла θ и толщины 
кристалла d: а) в случае чисто фазовых голо-
грамм; б) в случае смешанных голограмм 

 
Отметим, что представленные на рисунке 

2.2 зависимости max
0ηΨ (d) и max

ηθ (d) очень важны 
для приложений и, в частности, их значения, пе-
ресчитанные для конкретных условий формиро-
вания голографической решетки, могут быть 
использованы при оптимизации оптических схем 
голографических интерферометров, выполнен-
ных на основе кристалла BTO данного среза. 
При этом сравнение величин 

0

max
,θηΨ  для случаев 

чисто фазовых и смешанных голограмм пред-
ставлено на рисунке 2.3. 

Из анализа рисунка 2.3 следует, что учет аб-
сорбционной составляющей голографической 
решетки приводит к заметному увеличению зна-
чений локальных максимумов дифракционной 
эффективности смешанных голограмм по срав-
нению со случаем чисто фазовых голограмм, для 
которых экстремально высокое значение ди-
фракционной эффективности достигается при 
толщине кристалла dm = 13.21 мм (точка A). В 
случае смешанных голограмм соответствующее 
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значение достигается при толщине кристалла 
dm = 13.67 мм (точка B) при значениях max

0ηΨ ≈ 60° 

и max
ηθ ≈ 45° в случае первого локального ди-

фракционного максимума, а также max
0ηΨ ≈ 29° и 

max
ηθ ≈ 315° в случае четвёртого локального ди-

фракционного максимума. 
 

 
Рисунок 2.2 – Зависимость значений 

ориентационного угла max
ηθ  (сплошная линия) 

и азимутов линейной поляризации max
0ηΨ   

(штриховая линия) от толщины кристалла d,  
при выборе совокупности которых достигаются 

локальные дифракционные максимумы 
смешанных голографических решеток, 

записанных в кристалле BTO среза (110) :  
1 и 1' – в случае первого локального дифракци-
онного максимума; 2 и 2' – в случае четвёртого 

локального дифракционного максимума 
 

 
Рисунок 2.3 – Зависимость величины локальных 
дифракционных максимумов 

0

max
,ψ θη  от толщины 

кристалла d: штриховая линия – в случае чисто 
фазовых голограмм; сплошная линия – в случае 

смешанных голограмм 
 

Гофрированный характер графических за-
висимостей, представленных на рисунке 2.3, свя-
зан с естественной гиротропией кристалла, при-
чем значения толщины кристалла, при которой 
периодически наблюдаются провалы в данных 

локальных максимумах, определяются выраже-
нием d = (πm cosφ) / ρ, где m – целое положитель-
ное число. 

Отметим, что учет амплитудной состав-
ляющей голографической решетки в кристалле 
BTO среза (110)  сыграл важную роль в оптими-
зации оптической схемы голографического адап-
тивного интерферометра для контроля толщины 
покрытий, наносимых на оптические элементы, 
что позволило осуществлять мониторинг иссле-
дуемых объектов в отсутствие внешнего элек-
трического поля, приложенного к кристаллу [16]. 

 
Заключение 
Таким образом, в рамках настоящей работы 

представлены результаты теоретических иссле-
дований по оптимизации процесса считывания 
ненаклонных пропускающих голограмм, сфор-
мированных в фоторефрактивном пьезокристал-
ле Bi12TiO20 среза (110),  с учетом амплитудной 
составляющей смешанной голографической ре-
шетки. Полученные в работе данные могут быть 
применены для рационального использования 
этого образца кристалла в оптических схемах 
адаптивных голографических интерферометров, 
реализуемых на основе пропускающей геомет-
рии записи голограмм в фоторефрактивном кри-
сталле. 
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ON P-PROPERTY OF SUBGROUPS OF FINITE GROUPS 

Baojun Li, Aming Liu 
College of Applied Mathematics, Chengdu University of Information Technology, Chengdu, China 

 
Пусть H  – подгруппа группы G.  Мы говором, что H  имеет P-свойство в ,G  если ( )G KG K N HK K L K/| / : / ∩ / |  яв-
ляется p-числом для любого pd-главного фактора L K/  группы G.  Используя это понятие, найдены некоторые новые 
критерии p-нильпотентности групп. 
 
Ключевые слова: коненая группа, p-нильпотентная группа, P-свойство подгруппы. 
 
Let H  be a subgroup of a group G.  We say that H  has P-property in G  if ( )G KG K N HK K L K/| / : / ∩ / |  is a p-number for 
any pd-chief factor L K/  of G.  Using this property of subgroups, some new criterions of p-nilpotency of groups are obtained. 
 
Keywords: finite group, p-nilpotent group, P-property of subgroup. 

 
 

Introduction 
Throughout this paper, all groups considered 

are finite and G  always denotes a finite group. We 
use ( )Gπ  to denote the set of all prime divisors of 
the order G| |  of G,  π  denotes a set of some 
primes and π ′  is the complement of π  in the set P  
of all primes. An integer n  is called a π -number if 
all its prime divisors belong to π .  G  is said to be a 
π -group if ( )Gπ π⊆ .  G  is called a dπ -group if 

( )Gπ π∩ ≠ ∅.  A class F  of groups is called a for-
mation if F  is closed under taking homomorphic 
image and subdirect product. A formation F  is said 
to be saturated if it contains every group G  with 

( )G G/ Φ ∈ .F  All unexplained notions and termi-
nology are standard, as in [1], [2] or [3].  

Recall that a subgroup A  of G  is said to per-
mute with a subgroup B  if AB BA= .  It is known 
that AB  is a subgroup of G  if and only if A  per-
mutes with B.  Thus the permutability of subgroups 
is very important. A subgroup H  of G  is called 
quasinormal [4] or permutable [3] in G  if H  per-
mutes with all subgroups of G.  If H  permutes with 
all Sylow subgroups of G,  then H  is called s-
permutable in G  [5]. After the work in [5], [6], 
many authors attempted to study and apply other 
kinds of embedding properties of subgroups. For 
instance, a subgroup H  in G  is called seminormal 
[7], [8] if H  is permutable with all subgroups of 
some supplement of H  in G;  A subgroup H  of G  
is called semipermutable in G  [9] if it is permutable 
with every subgroup K  of G  with ( ) 1H K| |,| | = ;  

A subgroup H  of a group G  is said to be S-
quasinormally embedded in G  [10] if for each 
prime p  dividing H| |,  a Sylow p-subgroup of H  
is also a Sylow p-subgroup of some s-permutable 
subgroup of G;  A subgroup H  of G  is said be 
conditionally permutable in G  if H  permutes with 
some conjugate of any subgroup of G  [11]. More 
recently, W. Guo and A.N. Skiba [12] studied the 
structure of group by s-embedded and n-embedded 
subgroups.  

It is known that if a p-group H  is s-permu-
table in G  then ( )GG N H| : |  is a p-number. Gene-
ralizing this property we give the following defi-
nition:  

Definition 0.1. Let H  be a subgroup of G.  We 
call that H has P-property in G  if for any pd-chief 
factor L K/  of G,  ( )G KG K N HK K L K/| / : / ∩ / |  
is a p-number.  

In any finite soluble group G,  it is easy to see 
that all permutable and s-permutable subgroups have 
P-property in G.  Also, suppose that H is a p-sub-
group of a group G  ( G  is not necessary soluble), 
then H  has P-property if H  is seminormal, 
semipermutable, s-quasinormal embedded or so on 
in G  (see proofs in Section 1).  

The subgroups having P-property deeply influ-
ence the structure of a group. In this paper, we shall 
give some new criteria of p-nilpotency of groups. 
 

2 Elementary Properties 
In this section, we give some elementary re-

sults of P-property of subgroups, some of which are 
also lemmas of our main results.  

МАТЕМАТИКА
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Lemma 1.1. Let H  be a subgroup of G  and 
N  a normal subgroup of G.  If H  has P-property 
in G,  then HN N/  has P-property in G N/ .   

Proof. (1) Let ( ) ( )L N K N/ / /  be a pd-chief 
factor of G N/ .  Then L K/  is a pd-chief factor of 
G  and hence ( )G KG K N HK K L K/| / : / ∩ / |  is a 
p-number. It follows directly that  

( ) ( )

( ) ( )
(( ) ( ) ( ) ( ))G N K N

G N K N
N HK N K N L N K N/ / /

| / / / :
/ / / ∩ / / / |

 

is a p-number and hence the lemma holds.  
Let X  be a subset of G,  a subgroup H  is said 

X-permutable with T  if there is an element x X∈  
such that x xHT T H=  (cf. [13]).  

Proposition 1.2. Let H  be a p-subgroup of G.  
Then H  has P-property in G  if one of the following 
holds:  

(1) H is normal in G;   
(2) H is permutable in G;   
(3) H is s-permutable in G;   
(4) H is X-permutable with all Sylow subgroups 

of G,  where X  is a soluble normal subgroup of G.   
Proof. Since all normal subgroups, all permu-

table subgroups and all s-permutable subgroups in 
G  are X-permutable with all Sylow subgroups in G  
for any subgroup X  of G,  we only need to prove 
that H  satisfies P-property in G  when (4) holds. 
Let L K/  be any pd-chief factor of G.  Then 
HK K/  is XK K/ -permutable with all Sylow sub-
groups of G K/  and XK K/  is a soluble normal 
subgroup of G K/ .  If 1K ≠ ,  then, by induction on 
G| |,  we can assume that HK K/  satisfies P-pro-

perty in G K/  and hence 
( )G KG K N HK K L K/| / : / ∩ / |  

is a p-number. Assume that 1K = .  Then L  is 
minimal normal in G.  Assume that L  is abelian. 
Then L  is a p-subgroup. If 1H L∩ = ,  then it holds 
clearly that ( ) 1GG N H L| : ∩ |=  is a p-number. As-
sume that 1H L∩ ≠ .  We claim that ( )GG N H L| : ∩ |  
is a p-number. Let q  be any prime divisor of G| |  
with q p≠  and qG  a Sylow q-subgroup of G.  Then 

there is an element x X∈  such that x x
q qHG G H= .  

Since L  is a normal p-group, we have that 
x
qL HG L H∩ = ∩  is a normal subgroup of x

qHG .  

Hence ( )x
q GG N H L⊆ ∩  and so ( )GG N H L| : ∩ |  

is a q′ -number. Now, by the choice of q,  we have 
obtained that ( )GG N H L| : ∩ |  is a p-number when 
L  is abelian. Assume that L  is nonabelian. Then 

1L X∩ =  and hence ( )GX C L⊆ .  Let q  be any 
prime divisor of L| |  and Q  a Sylow q-subgroup of 
L.  Put qG  be a Sylow q-subgroup of G  such that 

qQ G≤ .  By hypotheses, there is an element x X∈  

such that x x
q qHG G H= .  Clearly, 

( ) 1x x x
q q qHG H HG G| : |, | : | =  

and x x
q qL HG HG∩ .	  By [2, Lemma 3.8.2], 

( )( )

( )( ) ( )

x x x x
q q q q

x x
q

L HG L HG H L HG G

H L L G H L Q

∩ = ∩ ∩ ∩ ∩ =

= ∩ ∩ = ∩ .
 

Since ( )GX C L⊆ ,  xQ Q=  and so H L∩  permutes 
with Q.  By the choice of Q,  we see that H L∩  is 
s-permutable in L  and so is subnormal in L.  Since 
L  is minimal normal in G,  L  is a product of some 
simple groups. Thus H L L∩ .	  Now consider that 
q  is a prime different from p.  Then H L∩  char 
( )H L Q∩  since ( )H L Q L∩ ≤ .  On the other hand, 
( ) x x

q qH L Q L HG HG∩ = ∩ 	  by the above argument. 

Thus ( )x
q GG N H L⊆ ∩  and hence ( )GG N H L| : ∩ |  

is a q′ -number for any ( )q H Lπ∉ ∩ .  Therefore, 
( )GG N H L| : ∩ |  is a p-number and the proposition 

holds.  
Proposition 1.3. Let H  be a p-subgroup of G.  

If H  is seminormal or semipermutable in G,  then 
H  satisfies P-property in G.   

Proof. Assume that H  is seminormal in G  
and let T  be a supplement of H  in G  such that H  
permutes with all subgroup of T .  Let q  be any 
prime divisor of G| |  different from p  and qG  an 

arbitrary Sylow q-subgroup of G.  Then x
qG T⊆  for 

some x H∈  since G HT=  and H  is a p-subgroup. 
Thus H  permutes with x

qG  and so ( )x x
q qHG HG=  

is a subgroup of G.  It follows that H  permutes 
with qG .  Let L K/  be any pd-chief factor of G.  
Clearly, HK K/  is seminormal in G K/ .  If 1K ≠ ,  
then, by induction on G| |,  we can assume that 
HK K/  satisfies P-property in G K/  and hence 

( )G KG K N HK K L K/| / : / ∩ / |  is a p-number. As-
sume that 1K = .  Then L  is minimal normal in G.  
If L  is abelian, then it can be obtained that 

( )GG N H L| : ∩ |  is a p-number by an argument as 
in Proposition 1.2. Assume that L is nonabelian. We 
claim that 1H L∩ = .  Let Q  be any Sylow q-sub-
group of L  and choose qG  to be a Sylow q-sub-
group of G  containing Q.  Then q qHG G H=  and, 
by [2, Lemma 3.8.2], 

( )( ) ( )q qL HG L H L G H L Q∩ = ∩ ∩ = ∩ .  
This induce that H L∩  permutes with all Sylow 
q-subgroup of L.  Since L  is nonabelian, 
( )H L Q L∩ ≠  by Burnside a bp q -Theorem. It fol-
lows from [14, Theorem 3] that there is a proper 
normal subgroup N  of L  such that H L N∩ ⊆  or 
Q N⊆ .  But Q N⊆  is nonsense since Q  is a Sylow 
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q-subgroup of L and L is a direct product of some 
nonabelian simple groups which are isomorphic to 
each other. Hence H L N∩ ⊆ .  Repeat this argu-
ment, we can find finally that H L∩  is subnormal 
in L.  Thus ( ) 1pH L O L∩ ⊆ = .  It follows that 
H L G∩ 	  and, certainly ( )GG N H L| : ∩ |  is a 
p-number. Similarly, one can prove that H  satisfies 
P-property in G if H  is semipermutable in G and 
the proposition holds.  

Lemma 1.4. Let H be a p-subgroup of G and N 
a minimal normal subgroup of G. Assume that H has 
P-property in G. If there is a Sylow p-sub-group pG  
of G such that pH N G∩ ,	  then H N N∩ =  or 1.  

Proof. Since H has P-property in G, 
( )GG N H N| : ∩ |  is a p-number. On the other hand, 

since pH N G∩ ,	  ( )GG N H N| : ∩ |  is a p′ -num-
ber. Thereby, H N∩  is normal in G  and it follows 
that H N N∩ =  or 1 since N  is minimal normal in 
G and the lemma holds.  

Lemma 1.5. Let H be a p-subgroup of G for 
some prime divisor p  of G| |  and assume that H  
has P-property in G.  Then any G-chief factor L K/  
which does not avoid by H is a p-factor and hence is 
abelian. 

Proof. Assume that L K/  is a G-chief factor 
which does not avoid by H .  Then ( ) ( )L K K K/ / /  
is a chief factor of G K/  and does not avoid by 
HK K/ .  Since HK K/  satisfies P-property in 
G K/  by lemma 1.1, we can obtain that 

( ) ( )L K L K K K/ ≅ / / /  is a p-factor by induction 
on G| |  if 1K ≠ .  Assume that 1K = .  Since H  has 
P-property in G,  ( )GG N H L| : ∩ |  is a p-number. 
This induces that ( )p GG G N H L= ∩ ,  where pG  is a 
Sylow p-subgroup of G  contained H L∩ .  By [2, 
Lemma 3.4.9], ( )G

pH L G∩ ⊆  and hence 

( ) ( )G
pH L O G∩ ⊆ .  It follows that ( )pL O G⊆  

since ( ) 1pL O G H L∩ ⊇ ∩ ≠  and L  is minimal 
normal in G. Thus the lemma holds. 

Recall that a group is called a Cπ -group if it 
has at least one Hall π -subgroups and all its Hall 
π -subgroups are conjugate. 

Lemma 1.6. Let G  be a Cπ -group and p π∉ .  
Assume that P is a Sylow p-subgroup of G. If every 
maximal subgroup of P (except one) has a π -closed 
supplement in G,  then G  is π -closed.  

Proof. It can be proved similar to Lemma 2.2 
in [15] by choose Q  to be a Hall π -subgroup of G.   
 

2 Some Results 
Theorem 2.1. Let p be a minimal prime divisor 

of G| |,  E  be a normal subgroup of G  such that 
G E/  is p-nilpotent. Suppose that P is a Sylow 

p-subgroup of E.  If there is a subgroup D  of P  
with 1 D P<| |<| |  such that every subgroup H  in 

{ |D H P H DΣ = ⊆ | |=| |,  or 2H D| |= | |  and 
exp ( ) 2H >  whenever P  is nonabelian 2-group and 

2}P D| : |>  either has a p-nilpotent supplement in 
G  or P-property in G,  then G  is p-nilpotent. 

Proof. Assume that the theorem does not hold 
and choose G  to be a counter example of minimal 
order. We divide the proof into the following steps.  

(1) ( ) 1pO G′ = . 
If ( ) 1pO G′ ≠ ,  then the hypotheses still hold on 

( )pG O G′/  by Lemma 1.1. It follows from the choice 
of G  that ( )pG O G′/  is p-nilpotent and so is G.  

(2) ( ) ( ) 1p pO E O G E= ∩ ≠ .   
Let N  be a minimal normal subgroup of G  

with N E⊆ .  Then |p N| |  by (1). Let pG  be a Sy-
low p-subgroup of G  with pP G⊆ .  If there is a 
subgroup H of order D| |  such that 1 pH N G≠ ∩ 	  
and H  has P-property in G,  then N  is a p-group 
by lemma 1.5 and hence ( ) 1pO E ≠ .  Assume that 
any such subgroup H  is not P-normal in G.  Then 
H  have a p-nilpotent supplement in G.  Let 1P  be 
any maximal subgroup of pG .  If 1 1P N∩ ≠ ,  then 
there must be a subgroup 1H P P⊆ ∩  of order D| |  
with 1 pH N G≠ ∩ .	  In fact, if 1D P N| |< ∩ ,  then 
we can choose H to be a subgroup of 1P N∩ ,  other-
wise, we can choose H with 1 1P N H P P∩ ≤ ≤ ∩  
since 1D P P| |≤| ∩ | .  Thereby, H  and so 1P  has a 
p-nilpotent supplement in G.  If p pN G N= ∩ ,  
which is a Sylow p-subgroup of N,  is not of order 
p,  then, for every maximal subgroup 1P  of pG ,  we 

have 1 1 1pP N P N∩ = ∩ ≠ .  By the above argument, 
every maximal subgroup 1P  of pG  has a p-nilpotent 
supplement in G.  If 2p > ,  then G  is soluble and 
so is a pC ′ -group. If 2p = ,  then G  is a pC ′ -group 
by [16, Main Theorem]. Now, by Lemma 1.6, G  is 
p′ -closed and so is p-nilpotent, a contradiction. 

Assume that pN  is cyclic of order p.  Then N  is 
simple since N  is minimal normal in G.  But p  is 
the minimal prime divisor of G| |  and so is of N| | .  
Thus N  is soluble since pN  is cyclic. It follows that 

N p| |=  and hence ( ) 1pO E N⊇ ≠ .  
( ) ( )p pO E O G E= ∩  is clear and (2) holds. 

(3) Let N  be a minimal normal subgroup of 
G  with ( )pN O E⊆ .  Then N D| |=| | .   

If N D| |>| |,  then there is a subgroup H  of N  
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such that H D| |=| |  and pH G .	  If H  has P-pro-
perty in G,  then H H N N= ∩ =  or 1 by lemma 
1.4, a contradiction. Assume that H has a p-nilpotent 
supplement U  in G.  Then G HU NU= =  and it 
follows that 1N U∩ ≠ .  Clearly, N U G∩ ,	  so 
N U⊆  and G U=  is p-nilpotent, a contradiction. 
Thus we can assume that N D| |≤| | .  If N D| |<| |,  
then, by lemma 1.1, we see that the hypotheses hold 
on G N/  and, by the choice of G, G N/  is p-nil-
potent. If ( )N G⊆ Φ ,  then G  is p-nilpotent since 
the formation of all p-nilpotent group is saturated. 
Assume that ( )N GΦ .{  Then N  is complemented 
in G.  Let X  be a complement of N  in G  and Q  a 
Hall p′ -subgroup of X E∩ .  Then, since 

( )X E X E N N E N G N∩ ≅ ∩ / = / ≤ /  
is p-nilpotent, NQ N/  char E N G N/ /	  and so 
NQ G.	  By Frattini Argument, 

( ) ( ) ( )G GG NQ N Q NN Q= = .  
Since ( ) 1pO G′ = ,  ( )GN Q G≠ .  Hence ( )p GG N Q{  
and so ( )p G pG N Q G∩ < .  Assume that 1P  is a 
maximal subgroup of pG  containing ( )p GG N Q∩ .  
If 1N P⊆ ,  then 

1 1( ) ( ( ))p p G p GG G NN Q N G N Q NP P= ∩ = ∩ ⊆ = ,  

a contradiction. Thus 1N P .{  Since 1P  is maximal 
in pG ,  1N P∩  is maximal in N  and 1 pN P G∩ .	  
Clearly, 1P P∩  is maximal in P  and 

1 1N P N D P P| ∩ |<| |<| |≤| ∩ |,  
so there is a subgroup H  of 1P  such that 

1 1N P H P P∩ < ≤ ∩  and H D| |=| | .  Thus 1N P∩ =  
N H= ∩ .  If H  has P-property in G,  then, by 

lemma 1.4, 1 1N P N H∩ = ∩ =  or N .  If 

1N P N∩ = ,  then 1N P⊆ ,  a contradiction. Thus 

1 1N P∩ = .  It follows that N  is cyclic of order p  
and therefore, G  is p-nilpotent since G N/  is p-nil-
potent and p  is a minimal prime divisor of G| | .  
This contradicts to the choice of G.  By hypotheses, 
H  has a p-nilpotent supplement in G  and so has a 
p-nilpotent supplement in E.  Assume that E HU=  
for some p-nilpotent subgroup U  of E.  Then U  
contains some conjugate of Q  since E  is clearly 
p-soluble and U  contains some Hall p′ -subgroup 
of E.  Without loss of generality, we can assume 
that Q U⊆ .  Hence ( )GU N Q⊆ .  Since  

1( )E HU P P U= = ∩ ,  

1

1

1

1 1 1

( )
( )( )

( )( ( ) )
( )( )

G

P P E P P P U
P P P U

P P P N Q U
P P P U P P

= ∩ = ∩ ∩ =
= ∩ ∩ =

= ∩ ∩ ∩ ≤
≤ ∩ ∩ = ∩ .

 

It follows that 1P P⊆  and so 1N P P⊆ ⊆ ,  a contra-
diction. This contradiction shows that (3) holds.  

(4) N  is cyclic and so D N p| |=| |= .    
Assume that N  is noncyclic. We claim that all 

minimal subgroup of E N/  of order p  either has 
p-nilpotent supplement in G  or has P-property in 
G.  Assume A N/  is of order p and A N E N/ ⊆ / .  
Clearly, A  is noncyclic since N  is. Thus there is a 
maximal subgroup H  of A  different from N .  
Therefore, A N HN N/ = /  and H N D| |=| |=| | .  If 
A N/  has no p-nilpotent supplement in G N/ ,  then 

clearly, H  has no p-nilpotent supplement in G.  
Hence, by hypotheses, H  has P-property in G.  By 
lemma 1.1, A N HN N/ = /  has P-property in 
G N/ .  Analogously, one can prove that if P  is a 
nonabelian 2-group and 2P D| : |> ,  then every cy-
clic subgroup of P N/  of order 4 either has a p-nil-
potent supplement in G N/  or has P-property in 
G N/ .  Thus, if N  is noncyclic, then the hypotheses 
hold on G N/ .  Thereby, G N/  is p-nilpotent by the 
choice of G.  By a similar argument as in (3), one 
can prove that G  is p-nilpotent. This contradicts to 
the choice of G  and hence N  is cyclic and 

N D p| |=| |= .   
(5) ( ) ( )pO E Z G∞≤ .  
Since p is the minimal divisor of G,  it is 

equivalent to prove that every G -chief factor L K/  
in ( )pO E  is of prime order. 

Assume that there exists a G-chief factor in 
( )pO G  which is not of prime order. Then we can 

choose a G-chief factor L K/  in ( )pO G  such that 
L K| / |  is not a prime but U V| / |  is a prime for all 

chief factor U V/  of G  with U P⊆  and U L| |<| | .  
Let ( )G

U K

W C U V
⊆

= / ,∩  where U V/  is a 

G-chief factor. Then, by [3, A, (12.3)], all elements 
in W  of p′ -order act trivially on K since they act 
trivially on each G-chief factor of K. Let ( )GC C K= .  
Assume L C.{  If L KC⊆ ,  then 

L C K C L K∩ / ∩ ≅ /  
is a chief factor of G.  By the choice of L K/ ,  

L K L C K C| / |=| ∩ / ∩ |  is a prime, a contradiction. 
If L KC,{  then it is easily to see that 

LC K L K KC K/ = / × /  
and thereby, all p′ -elements in C  act trivially on 
L K/ .  It follows that all p′ -elements in W  act 
trivially on L K/ .  Hence ( )GW C L K⊆ / .  Since 

( )G
U K

G W G C U V
⊆

/ = / /∩  is an abelian group of 

exponent dividing 1p −  and ( )GW C L K⊆ / ,  
( )GG C L K/ /  is an abelian group of exponent 
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dividing 1p − .  Since L K/  is G-irreducible, L K/  is 
of prime order by [17, I, Lemma 1.3], a contradiction.  

Now assume that L C⊆ .  Then ( )K Z L⊆ .  Let 
a,  b  be elements of order p  in L.  Suppose 2p >  

or P  is abelian. Then 
( 1)

2( ) [ ] 1
p pp p pab a b b a

−

= , = .  
Hence the product of elements of order p  is still of 
order p and so { | }pa L a pΩ = ∈ =  is a subgroup of 
L. If KΩ ⊆ ,  then all elements of W  with p′ -order 
act trivially on every element of L  of order p  since 
they act trivially on K .  It follows from [18, IV, Satz 
5.12] that all elements in W  of p′ -order act trivi-
ally on L.  Thus ( )GW C L K⊆ /  and, as above ar-
gument, L K/  is of prime order, a contradiction. If 

KΩ ,{  then L K= Ω .  Choose an element a  in 
\ KΩ  such that ( )pa K K L K Z G K/ ⊆ / ∩ / .  Let 

H a= .  If H  has a p-nilpotent supplement U  in 
G,  then HK K/  has a p-nilpotent supplement 
UK K/  in G K/ .  Thus 

( )( ) ( )( )G K HK K UK K L K UK K/ = / / = / / .  
Since L K/  is minimal normal in G K/  and is abe-
lian, 1L K UK K/ ∩ / =  or L K UK K/ ⊆ /  and 
UK K G K/ = / .  If 1L K UK K/ ∩ / = ,  then 

L K G K UK K
HUK K UK K H p
| / |=| / : / |=

=| / : / |≤| |= .
 

It follows that L K/  is cyclic of order p,  which 
contradicts to the choice of L K/ .  If 
L K UK K G K/ ⊆ / = / ,  then L K/  is cyclic since 
L K/  is minimal normal in G K/  and 
G K UK K U U K/ = / ≅ / ∩  is p-nilpotent. Hence 
H has no p-nilpotent supplement in G.  Since a  is of 
order p, by the hypotheses and (4), H has P-property 
in G  and so HK K/  satisfies P -property in G K/ .  
It follows from lemma 1.4 that 

L K HK K L K HK K/ = / ∩ / = /  
is cyclic, a contradiction. This contradiction shows 
that (5) holds.  

(6) E is p-nilpotent.  
Assume that E  is not p-nilpotent. Then E  is 

not a p-group and so ( )pO E E< .  Let ( )pR O E/  be 
a G-chief factor with R E≤ .  Then, clearly, R  is not 
p-nilpotent. Let X  be a minimal non-p-nilpotent 
subgroup of R. Then X A B= ,  where A is a p-group 
of exponent p or 4 (when A is a nonabelian 2-group) 
and B  is a p′ -group. If ( )pA O E⊆ ,  then B  acts 
trivially on A  by (5), a contradiction. Thus 

( )pA O E .{  Hence, if 2p >  or P  is abelian, then 
there are elements of order p  in \ ( )pR O E ,  and, if 
P  is a nonabelian 2-group, then there are elements 
of order 2 or 4  in \ ( )pR O E .  Assume that there is 
an element a  of order p  in \ ( )pR O E  and let 

H a= .  Assume that H  has a p-nilpotent supple-
ment U  in G.  If H U⊆ ,  then G U=  is p-nilpo-
tent. If H U ,{  then G U H p| : |=| |= .  Since p  is 
the minimal prime divisor of E| |,  U G.	  It fol-
lows that G  is p-nilpotent since U  is. Thus H  has 
no p-nilpotent supplement in G.  By hypotheses and 
(4), H  has P-property in G.  It follows that 

( ) ( )p pHO G O G/  has P -property in ( )pG O G/ .  

Since ( )pH O G ,{  we have that 
( ) ( ) ( )p p pR O G HO G O G/ = /  

by Lemma 1.4. Thus ( )pR HO G=  is a p-group, a 
contradiction. Thus there is no element of order p  
in \ ( )pR O E .  Hence 2p =  and there is an element 

a  of order 4 in \ ( )pR O E  and 2 ( )pa O G∈ .  By a 
similar argument as above, we can get a contradic-
tion and hence E  must be p-nilpotent.  

(7) The final contradiction  
By (1) and (6), we have that E  is a p-group 

and hence ( )E Z G∞≤  by (5). Again by (5), we see 
that G  is p-nilpotent since G E/  is. This is the final 
contradiction and the theorem holds.  

By Theorem 2.1, we can obtain the following 
corollaries. 

Corollary 2.2. Let p be the minimal prime divi-
sor of G| |  and E  be a normal subgroup of G  such 
that G E/  is p-nilpotent. Let P be a Sylow p-sub-
group of E.  If every maximal subgroup of P  either 
has a p-nilpotent supplement in G or has P-property 
in G,  then G  is p-nilpotent.  

Proof. If P is of order p,  then E is clear p-nil-
potent. By induction, we can assume that 

( ) 1pO G′ = .  It follows that E  is a p-group and so is 
of order p.  By N C/ -Theorem, ( )GG C E/  is iso-
morphic to a subgroup of Aut ( )E  and hence is of 
order dividing 1p − .  Since p  is the minimal prime 
divisor of G| |,  we see that ( ) 1GG C E/ =  and so 

( )E Z G≤ .  Thus G  is p-nilpotent since G E/  is. If 
P is not of order p, then its maximal subgroup is not 
trivial and hence G is p-nilpotent by Theorem 2.1. 

Corollary 2.3. Let p  be the minimal prime di-
visor of G| |  and E  be a normal subgroup of G  
such that G E/  is p-nilpotent. Let P be a Sylow 
p-subgroup of E.  If every subgroup of P  of order 2 
and 4 (if P  is a nonabelian 2-group) either has a 
p-nilpotent supplement in G  or P-property in G,  
then G  is p-nilpotent.  

Proof. It can be proved similar as Corollary 2.2. 
The following corollary is direct from Proposi-

tions 1.2, 1.3 and Theorem 2.1.  
Corollary 2.4. Let p  be the minimal prime di-

visor of G| |  and E  be a normal subgroup of G  
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such that G E/  is p-nilpotent. Let P  be a Sylow p-
subgroup of E.  If there is a subgroup D  of P  with 
1 D P<| |<| |  such that for every subgroup H  in 

{ |D H P H DΣ = ⊆ | |=| |,  or 2H D| |= | |  and 
exp ( ) 2H >  whenever P  is nonabelian 2-group and 

2}P D| : |> ,  one of the following holds:  
(1) H is s-permutable in G;   
(2) H is seminormal in G;   
(3) H is semipermutable in G;   
(4) H is X -permutable in G,  where X  is a 

soluble normal subgroup of G;   
(5) H has a p-nilpotent supplement in G,  then 

G  is p-nilpotent.  
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О ЛОКАЛЬНЫХ СВОЙСТВАХ ФОРМАЦИИ ВСЕХ ГРУПП 
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ON LOCAL PROPERTIES OF THE FORMATIONS OF GROUPS  
WITH K-F-SUBNORMAL SYLOW SUBGROUPS 

A.S. Vegera 
F. Scorina Gomel State University, Gomel, Belarus 

 
Рассматривается класс всех конечных групп, силовские подгруппы которых являются K-F-субнормальными. Исследу-
ется условие его насыщенности, а также устанавливается локальный экран в разрешимом случае. 
 
Ключевые слова: конечная группа, силовская подгруппа, K-F-субнормальная подгруппа, насыщенная формация, ло-
кальная формация. 
 
The class of all finite groups with Sylow K-F-subnormal subgroups is considered. The condition of saturation of this class is in-
vestigated, as well as the local screen in solvable case is established. 
 
Keywords: finite group, Sylow subgroup, K-F-subnormal subgroup, saturated formation, local formation. 

 
 

Введение 
Рассматриваются только конечные группы. 

Хорошо известно, что группа G  нильпотентна 
тогда и только тогда, когда любая ее силовская 
подгруппа является субнормальной в G.  В 1969 
году T. Хоукс [1] обобщил понятие субнормаль-
ности, введя определение F-субнормальной под-
группы в разрешимой группе. В 1978 году 
Л.А. Шеметков в монографии [2] распространил 
понятие F-субнормальной подгруппы на произ-
вольные конечные группы. Понятие F-субнор-
мальной подгруппы активно изучалось в различ-
ных направлениях и нашло многочисленные 
приложения [3]. В 1978 году O. Кегель [4] ввел 
понятие F-достижимой (K-F-субнормальной, сог-
ласно [3]) подгруппы.  

В работе [5] А.Ф. Васильевым было начато 
рассмотрение следующей задачи. Пусть F – фор-
мация. Что можно сказать о структуре группы 
G,  если все ее силовские подгруппы F-субнор-
мальны в ?G  В статье [6] А.Ф. Васильевым и 
Т.И. Васильевой был введен и исследован класс 
wF  всех групп, силовские подгруппы которых 
являются F-субнормальными.  

В работе [7] изучались свойства класса wF  
всех групп, у которых силовские подгруппы яв-
ляются K-F-субнормальными. В частности, в 
классе разрешимых групп было установлено, что 
если F – наследственная насыщенная формация, 
то и класс wF  является наследственной насы-
щенной формацией.  

В настоящей работе продолжено исследова-
ние свойств класса wF  для непустой формации 
.F  В частности, доказана насыщенность форма-

ции wF  в общем случае (без ограничения раз-
решимости). Кроме того, найдено локальное за-
дание формации wF  в разрешимом случае.  
 

1 Предварительные результаты 
В работе используются стандартные обо-

значения, определения и результаты. Необходи-
мые сведения из теории групп и их формаций 
можно найти в монографиях [2], [3], [9].  

Напомним, что P  – множество всех про-
стых чисел; G  – это класс всех групп; πG  – 
класс всех π -групп, где π  – некоторое множе-
ство простых чисел ( p π=G G  для { }pπ = ); N  – 
класс всех нильпотентных групп; πN  – класс 
всех нильпотентных π -групп; S  – класс всех 
разрешимых групп.  

Класс групп F называется формацией, если 
он является замкнутым относительно фактор-
групп и подпрямых произведений. Формация F  
называется насыщенной, если она является на-
сыщенным классом, т. е. если из G N/ ∈F  и 

( )N Ф G≤  всегда следует, что G∈ .F  Формация 
F называется наследственной, если F вместе с 
каждой группой содержит все ее подгруппы. Че-
рез GF  обозначается F-корадикал группы G,  
т. е. наименьшая нормальная подгруппа из G,  
для которой G G/ ∈ .F F   
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Определение 1.1 [3, c. 236]. Пусть F – не-
пустая формация. Подгруппа H группы G назы-
вается F-субнормальной в G (записывается 
H F-sn G ), если либо H G= ,  либо существует 
цепь подгрупп 0 1 nH H H … H G= < < < =  такая, 
что 1i iH H −≤F  для 1i … n= , , .  

Определение 1.2 [3, с. 236]. Пусть F – не-
пустая формация. Подгруппа H группы G назы-
вается K-F-субнормальной в G (записывается 
H  K-F-sn G ), если существует цепь подгрупп 

0 1 nH H H … H G= ≤ ≤ ≤ =  такая, что либо 

1i iH H− ,�  либо 1i iH H −≤F  для 1i … n= , , .    
Через ( )Gπ  обозначается множество всех 

простых делителей порядка группы G. Подгруп-
па H  группы G  называется π -подгруппой, если 

( )Hπ  содержится в некотором множестве π  
простых чисел.  

( )pO G  – наибольшая нормальная p-подгруп-
па группы G,  где p∈ .P   

( )O Gπ  – наибольшая нормальная π -под-
группа группы G,  где π ⊆ .P   

( )Syl p G  – множество всех силовских p-под-
групп группы G  для некоторого p∈ .P  Тогда 

( )

Syl( ) ( )Syl p
p G

G G
π∀ ∈

= ∪  – это множество всех си-

ловских подгрупп группы G.  
Пусть X  – произвольный класс групп. То-

гда будем обозначать ( ) ( )
G

Gπ π
∀ ∈

= .∪
X

X   

Определение 1.3 [9, с. 16]. Пусть 1F  – класс 
групп, 2F  – формация. Корадикальным произве-
дением 1F  и 2F  называется класс  

2
1 2 1( )G G= ∈ | ∈ .D FF F FG  

Определение 1.4 [3, с. 95]. Пусть 1F  и 2F  – 
формации. Тогда 1 2 1 2 2 1( ) ( )× = ∩D DF F F F F F  назы-
вается прямым произведением формаций 1F  и 2 .F  

Функция {f : →P формации} называется 
локальным экраном. Через ( )LF f  обозначим 
класс всех групп, у которых для любого главного 
фактора H K/  группы G  и для каждого просто-
го числа p,  делящего H K| / |,  выполняется 

( ) ( )GG C H K f p/ / ∈ .  Формация называется ло-
кальной, если существует локальный экран f та-
кой, что ( )LF f= .F   

Экран f формации F называется внутрен-
ним, если ( )f p ⊆ F  для любого ( )p π∈ .F  Внут-
ренний экран f формации F называется макси-
мальным внутренним, если для любого ее внут-
реннего экрана h имеет место включение 

( ) ( )h p f p⊆  для любого .p∈P  

В работе [6] исследован класс групп w ,F  
определяемый следующим образом.  

Определение 1.5. Пусть F – непустая фор-
мация. Класс групп ( ( ) ( )w G Gπ π= ∈ | ⊆F FG  и 

Syl( ) - ).H G H sn G∀ ∈ : F  
В дальнейшем будем использовать следую-

щие свойства класса w .F   
Лемма 1.6 [6, лемма 1.4]. Если F – наслед-

ственная формация, то wF  – наследственная 
формация.   

Теорема 1.7 [6, теорема B]. Если F – наслед-
ственная насыщенная формация, то wF  – на-
следственная насыщенная формация.   

В работе [7] изучается следующий класс 
групп.  

Определение 1.8. Пусть F – непустая фор-
мация. Класс групп  

( Syl( ) K- -sn ).w G H G H G= ∈ | ∀ ∈ :F FG  
Лемма 1.9 [7, лемма 11]. Если F – наследст-

венная формация, то wF  – наследственная фор-
мация.   

Для дальнейших рассуждений нам понадо-
бятся следующие результаты.  

Теорема 1.10 [3, с. 95]. Пусть 1F  и 2F  – фор-
мации и 1 2( ) ( )π π∩ =∅.F F  Обозначим 1 1( )π π=F  
и 2 2( )π π= .F  Тогда 

1 21 2 ( ( ) ( )G G O G O Gπ π× = ∈ | = × ,F F G  

где 
1 1( )O Gπ ∈ F  и 

2 2( ) )O Gπ ∈ F  – формация. Более 

того, если 1F  и 2F  – наследственные насыщен-
ные формации, то 1 2×F F  – также наследствен-
ная насыщенная формация. 

Лемма 1.11 [10, лемма 2.1]. Пусть F – фор-
мация, H  K-F-sn G, p – простое число и ( )p π∉ .F  
Тогда ( ) ( )p pO H O G≤ .    

Лемма 1.12 [10, лемма 2.2]. Пусть F – фор-
мация, группа G HA= ,  где H  – ( )π F -подгруп-
па, A  – ( )π ′F -подгруппа и H  K-F-sn G.  Тогда 
H G.�  

Теорема 1.13 [11, лемма 3.1.1]. Пусть F – 
наследственная формация. Если подгруппа H  
K-F-субнормальна в G,  то H M∩  K-F-субнор-
мальна в M для любой M G≤ .    

Лемма 1.14 [11, лемма 3.1.9]. Если F – наслед-
ственная формация, H G≤ ∈ F  и все компози-
ционные факторы группы G принадлежат ,F  то 
H F-sn G тогда и только тогда, когда H K-F-sn G. 

Лемма 1.15 [9, лемма 4.13]. Пусть G – груп-
па. Если N G,�  N  и G N/  – разрешимы, то G 
разрешима.   

Лемма 1.16 [2, лемма 4.5]. Пусть f  – ло-
кальный экран формации F. Группа G  тогда и 
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только тогда принадлежит ,F  когда 
( ) ( )pG F G f p/ ∈  для любого ( )p Gπ∈ .    
Пусть F – локальная формация и h  – ее 

максимальный внутренний локальный экран. 
Обозначим через h∗  – локальный экран такой, 
что ( ) ( Syl( )h p G H G∗ = ∈ | ∀ ∈S  : ( ))H h p∈  для 
любого простого p.   

Теорема 1.17 [6, теорема D]. Пусть F – раз-
решимая наследственная насыщенная формация, 
h – ее максимальный внутренний локальный эк-
ран, ( )π = .F P  Тогда ( )w LF h∗= ,F  где h∗  – мак-
симальный внутренний локальный экран форма-
ции w .F    

Лемма 1.18 [2, теорема 3.3]. Локальная фор-
мация F имеет единственный максимальный 
внутренний локальный экран f, причем f удовле-
творяет следующему условию: ( ) ( )pf p f p=N  
для любого простого p.   

Лемма 1.19 [2, лемма 3.9]. Если H K/  – 
главный фактор группы G  и ( )p H Kπ∈ / ,  то 

( )GG C H K/ /  не содержит неединичных нор-
мальных p-подгрупп, причем ( ) ( )p GF G C H K≤ / .    

 
2 Насыщенность формации wF  
Лемма 2.1. Пусть F – наследственная фор-

мация, группа G w∈ F  и ( ) ( )Gπ π⊆ .F  Тогда ка-
ждый композиционный фактор группы G  при-
надлежит F. 

Доказательство. Рассмотрим композици-
онный ряд 0 11 nA A A G= ... = .� � �  Тогда фактор 

1i iA A −/  является простой группой для любого 
1i … n= , , .  Обозначим произвольный фактор 

1i iA A−/  через H. Из леммы 1.9 следует, что iA w∈ .F  
Так как wF  – гомоморф, то 1i iH A A w−/ ∈ .� F  
Пусть Syl( )P H∈ .  Если P H= ,  то H pα| |= ,  где 
p∈ .P  Так как H  – простая группа, то H p| |= .  
По условию ( ) ( ) ( )H Gπ π π⊆ ⊆ .F  Поэтому, 
H ∈ .F  Пусть теперь P H≠ .  Так как подгруппа 
P K-F-sn H и H – простая неабелева группа, то 
существует цепь 0 1k kP P P P H−= ≤ ... ≤ < =  и 

1k kP H P −= ≤ .F F  Так как H H ,�F  то 1H = .F  
Следовательно, H ∈ .F   

Следующая теорема устанавливает связь 
между классами wF  и w .F   

Теорема 2.2. Пусть F – наследственная 
формация. Тогда w wπ ′= × ,NF F  где ( )π π= F  и 

\π π′ = .P�    
Доказательство. Докажем, что для любой 

группы G wπ ′∈ × FN  следует, что G w∈ .F  Пусть 
G wπ ′∈ × .FN  Тогда существуют такие подгруппы 

A π ′∈N  и B w∈ F  в G,  что G A B= × .  Рассмот-
рим произвольную силовскую подгруппу P G≤ .  
Возможны два случая. Пусть P A≤ .  Так как A  – 
нильпотентная группа, то P A.�  Тогда имеем 
цепь подгрупп P A G.� �  Следовательно, по 
определению, P K-F-sn G. Рассмотрим второй слу-
чай. Пусть P B≤ .  Так как B w∈ ,F  то P F-sn B.  
Из B G,�  следует P K-F-sn G. Поэтому произ-
вольная силовская подгруппа P K-F-sn G. Таким 
образом, G w∈ .F   

Докажем теперь, что для любой группы 
G w∈ F  выполняется G wπ ′∈ × .FN  Согласно 
теореме 1.10, необходимо доказать, что группа 
G  представима в виде ( ) ( )G O G O Gπ π′= × ,  где 

( )O Gπ π′ ′∈N  и ( )O G wπ ∈ .F   
Пусть G w∈ .F  Пусть n  – число всех силов-

ских p-подгрупп группы G,  где p π ′∈ .  Рассмот-
рим iP  – произвольную силовскую ip -подгруп-
пу группы G,  где ip π ′∈  и 1i … n= , , .  Тогда по 
лемме 1.11 подгруппа ( ) ( )

i ii p i pP O P O G= ⊆ .  При 

этом порядок ( )
ip iO G P| |≤| |,  поэтому ( )

ii pP O G= .  

Следовательно, iP G.�  Рассмотрим произведе-
ние 1 2 nA PP …P= .  Ясно, что A  является нор-
мальной нильпотентной подгруппой группы G.  
Так как A| |  и G A| : |  взаимно просты, то A  – 
π ′ -холлова подгруппа группы G.  Следователь-
но, ( )A O Gπ ′=  и A π ′∈ .N   

По теореме Шура-Цассенхауза [8] подгруп-
па A имеет дополнение в G, то есть существует 
подгруппа B  порядка G A| : |  такая, что G AB=  
и 1A B∩ = .  Пусть H  – силовская подгруппа из 
B.  Рассмотрим подгруппу HA.  Так как F – на-
следственная формация и H K-F-sn G,  то по 
лемме 1.13 подгруппа HA H H∩ =  является 
K-F-субнормальной в HA.  По лемме 1.12 под-
группа H HA.�  Тогда ( )GA N H⊆ .  Обозначим 
через m – число всех силовских p-подгрупп 
группы G,  где ( )p Bπ∈ .  Так как любая под-
группа порождается своими силовскими под-
группами, то 1 2 mB H H … H=< , , , >,  где Syl( )iH B∈  
и 1i … m= , , .  При этом ( )G iA N H⊆  для любого 

1i … m= , , ,  то есть для любых a A∈  и i ih H∈  
следует, что a

i ih H∈ .  Рассмотрим произвольный 
элемент 1 2 mh h …h  из группы B.  Тогда 

1 2 1 2 1 2( )a a a a
m m mh h …h h h …h H H …H= ∈< > .  Следо-

вательно, ( )GA N B⊆ .  Таким образом, ( )GN B G= .  
Тогда B G.�  Так как B| |  и G B| : |  взаимно 
просты, то B  – π -холлова подгруппа в G. Сле-
довательно, ( )B O Gπ= .  Итак, G A B= × =  

( ) ( )O G O Gπ π′= × .   
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Так как F – наследственная формация, то 
согласно лемме 1.9 класс wF  – наследственная 
формация. Значит, B w∈ .F  Тогда из леммы 2.1 
следует, что каждый композиционный фактор B  
принадлежит .F  Пусть S  – произвольная силов-
ская подгруппа из B.  Так как S K-F-sn B, то по 
лемме 1.14 подгруппа S F-sn B. Тогда B w∈ .F   

Итак, w wπ ′= × .NF F   
Следствие 2.3. Если F – наследственная на-

сыщенная формация, то wF  – наследственная 
насыщенная формация.   

Доказательство. Согласно лемме 1.9 класс 
групп wF  является наследственной формацией. 
По теореме 2.2 класс групп w wπ ′= × .NF F  Заме-
тим, что π ′N  – насыщенная формация. И wF  – 
насыщенная формация согласно теореме 1.7. То-
гда по теореме 1.10 прямое произведение двух 
насыщенных формаций также является насы-
щенной формацией.  

 
3 Локальный экран формации wF  
Для дальнейших рассуждений сформулиру-

ем и докажем две следующие леммы.  
Лемма 3.1. Пусть F – разрешимая форма-

ция. Если в группе G∈G  существует разреши-
мая F-субнормальная подгруппа, то G  – разре-
шимая группа.   

Доказательство. Пусть H  – разрешимая 
F-субнормальная подгруппа некоторой группы 
G.  Тогда существует цепь подгрупп 

0 1 nH H H … H G= < < < =  такая, что 1i iH H −≤F  
( 1 ).i … n= , ,  Так как 1 0H H≤F  и 0H  разрешима, 
то 1H F  – разрешимая подгруппа. Так как фактор-
группа 1 1H H/ ∈F F  и по условию ⊆ ,F S  то 

1 1H H/ F  – разрешимая группа. Следовательно, по 
лемме 1.15 группа 1H  разрешима. Аналогично 
для любого i  получаем, что из 1i iH H −≤F  следу-
ет разрешимость iH F  и i iH H/ F  и, следователь-
но, разрешимость группы iH  (где 2i … n= , , ). 
Таким образом, nH G=  – разрешимая группа.  

Лемма 3.2. Пусть F – разрешимая форма-
ция. Тогда wF  и wF  – разрешимые формации.   

Доказательство. Пусть G w∈ .F  Так как 
любая силовская подгруппа группы G  разреши-
ма и F-субнормальна в G,  то согласно лемме 3.1 
группа G  разрешима. Следовательно, wF  – раз-
решимая формация.  

Пусть теперь G w∈ .F  По теореме 2.2 груп-
па G wπ ′∈ × .FN  Так как формации π ′N  и wF  
разрешимы, то группа G  разрешима.  

Лемма 3.3. Пусть iF  – формация и if  – ее 
локальный экран, где 1 2i = , .  Если 1 2( ) ( )f p f p⊆  
для любого p∈ ,P  то 1 2⊆ .F F    

Доказательство. Пусть 1G∈ .F  Тогда по 
лемме 1.16 фактор-группа 1( ) ( )pG F G f p/ ∈  для 
любого ( )p Gπ∈ .  Так как по условию 

1 2( ) ( )f p f p⊆ ,  то 2( ) ( )pG F G f p/ ∈  для любого 

( )p Gπ∈ .  Тогда по лемме 1.16 группа 2G∈ .F   
Лемма 3.4. Пусть ( )LF f=F  – локальная 

формация, где f – ее разрешимый локальный эк-
ран. Тогда F – разрешимая формация.   

Доказательство. Осуществляется провер-
кой соответствующих определений.  

Согласно теореме Гашюца – Любезедер –
Шмида любая насыщенная формация является 
локальной, и наоборот. Поэтому в силу следст-
вия 2.3 возникает задача о нахождении локаль-
ного задания формации w .F   

Пусть F – локальная формация и h – ее мак-
симальный внутренний локальный экран, кото-
рый существует и единственен по теореме 1.18. 
Обозначим через h∗  – локальный экран такой, что  

( ) ( Syl( )h p G H G∗ = ∈ |∀ ∈G : ( )H h p∈  и H K-F-sn G) 
для любого простого p. Следующая теорема ус-
танавливает локальный экран wF  для разреши-
мой наследственной насыщенной формации .F   

Теорема 3.5. Пусть F – разрешимая наслед-
ственная насыщенная формация, h  – ее макси-
мальный внутренний локальный экран, ( )π π= ,F  

\π π′ = .P�  Тогда ( )w LF f= ,F  где f  – макси-
мальный внутренний локальный экран формации 
wF  такой, что  

если ;
( )

( ) если
p

p

p
f p

h p pπ

π
π∗

′, ∈⎧⎪= ⎨ ∩ , ∈ .⎪⎩

N

N S
 

Доказательство. Пусть формация ( )LF f= .X  
Покажем, что w = .XF  Вначале докажем, что 
w ⊆ .XF   

Напомним, что 1( )LF fπ ′ = ,N  где 

1

если
( )

, если
p p

f p
p

π
π
′, ∈ ,⎧

= ⎨∅ ∈ .⎩

N
 

По теореме 1.17 2( )w LF f= ,F  где  

2

, если
( )

( ) еслиp

p
f p

h p pπ

π
π∗

′∅ ∈⎧⎪= ⎨ ∩ , ∈ .⎪⎩N S
 

Так как 1( ) ( )f p f p⊆  и 2 ( ) ( )f p f p⊆  для 
любого p∈ ,P  то по лемме 3.3 следует, что 

π ′ ⊆N X  и w ⊆ .F X  А так как любая формация-
замкнута относительно прямых произведений, то 

wπ ′ × ⊆ .FN X  Тогда по теореме 2.2 формация 
w ⊆ .XF   
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Докажем теперь, что w⊆ .X F  Предполо-
жим, что w⊆ ./X F  Пусть G – группа наименьше-
го порядка из \ w .X F  Покажем, что ( ) 1Ф G = .  
Предположим обратное. Тогда ( )G Ф G G| / |<| | .  
Таким образом, ( )G Ф G w/ ∈ .F  Так как wF  – 
насыщенная формация, то G w∈ .F  Получили 
противоречие. Итак, ( ) 1Ф G = .   

Пусть N – минимальная нормальная под-
группа группы G.  Предположим, что существу-
ет минимальная нормальная подгруппа K группы 
G  такая, что K N≠ .  Тогда G N G| / |<| |  и 
G K G| / |<| | .  Следовательно, G N w/ ∈ F  и 

G K w/ ∈ .F  Ясно, что 1N K∩ = .  Так как X  – 
формация, то ( )G N K G w/ ∩ ∈ .� F  Получили 
противоречие. Итак, группа G  имеет единствен-
ную минимальную нормальную подгруппу N  и 
G N w/ ∈ .F   

Так как G∈ ,X  то по лемме 3.4 группа G  
разрешима. Тогда N  является элементарной 
абелевой p-группой. В этом случае G NM= ,  где 
M  – максимальная подгруппа G  и 1N M∩ = .  
Ясно, что ( )GN C N≤ .  Предположим, что 

( )GN C N< .  Так как ( )GC N M G= ,  то 
( ) 1GC N M∩ ≠ .  Тогда ( )GD C N M M= ∩ .�  Так 

как G NM= ,  то рассмотрим произвольный эле-
мент g nm=  группы G,  где n N∈ ,  m M∈ .  
Очевидно n m gD D D D= = = .  Следовательно, 
D G.�  Но при этом, 1N D∩ = .  Получили про-
тиворечие, так как N  – единственная минималь-
ная нормальная подгруппа в G.  Следовательно, 

( )GN C N= .   
Пусть N – π ′ -группа. Так как ( )G LF f∈ = ,X  

то ( ) ( )G pG C N f p/ ∈ = ,N  где p π ′∈ .  Согласно 
лемме 1.19 фактор-группа ( )GG C N/  не содер-
жит неединичных нормальных p-подгрупп. Сле-
довательно, ( ) 1GG C N/ .�  То есть, ( )GG C N= =  

N= .  Так как группа N G=  – элементарная абе-
лева p-группа, где p π ′∈ ,  то G π ′∈ .N  Согласно 
теореме 2.2 группа G w∈ .F   

Пусть N – π -группа. Так как ( )G LF f∈ = ,X  
то ( ) ( ) ( )G pG C N G N f p h p π

∗/ = / ∈ = ∩ ,N S  где 

p π∈ .  По лемме 1.19 ( )G N h p π
∗/ ∈ ∩ .S  Тогда 

любая силовская подгруппа из G N/  является 
K-F-субнормальной. Так как  

( )G N π π/ ∈ ⊆ ,FS S  
то по лемме 1.14 следует, что любая силовская 
подгруппа из G N/  является F-субнормальной. 
Следовательно, G N w/ ∈ .F  С другой стороны, 

( ) ( )GG C N G N h p∗/ = / ∈ .  Отсюда G w∈ .F  То-
гда по теореме 2.2 группа G w∈ .F   

Таким образом, доказано, что G w∈ .F  По-
лучили противоречие. Значит, w⊆ .X F   

Итак, w = .XF   
Заметим, что по построению локальный эк-

ран  f  является максимальным внутренним.  
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ЗАВИСИМОСТЬ ПРОИЗВОДНОЙ p-ДЛИНЫ p-РАЗРЕШИМОЙ ГРУППЫ 
ОТ ПОРЯДКА ЕЕ СИЛОВСКОЙ p-ПОДГРУППЫ 

Д.В. Грицук 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель, Беларусь 
 

DEPENDENCE OF THE DERIVED p-LENGTH OF A p-SOLVABLE GROUP 
ON THE ORDER OF ITS SYLOW p-SUBGROUP 

D.V. Gritsuk 
F. Scorina Gomel State University, Gomel, Belarus 

 
Доказывается, что производная p-длина ( )a

pl G  p-разрешимой группы G  с силовской p-подгруппой порядка np  не 

превышает 21 n+ ,  а если {2 3}p∉ , ,  то 1
2( )a n

pl G +≤ .  

 
Ключевые слова: конечная группа, p-разрешимая группа, силовская подгруппа, производная p-длина. 
 
It is proved that the derived p-length ( )a

pl G  of the p-solvable group G  in which the Sylow p-subgroup has order np  is at most 

21 n+  and if {2 3}p∉ ,  then 1
2( )a n

pl G +≤ .  

 
Keywords: finite group, p-solvable group, Sylow subgroup, derived p-length. 

 
 

Введение 
Рассматриваются только конечные группы. 

Все используемые понятия и обозначения соот-
ветствуют [1], [2].  

В 1956 году Ф. Холл и Г. Хигмэн [3] пред-
ложили понятие p-длины p-разрешимой группы 
и исследовали ее зависимость от некоторых ин-
вариантов силовской p-подгруппы [2, VI.6.6]. В 
частности, p-длина p-разрешимой группы с си-
ловской p-подгруппой порядка np  не превышает 
n.  Эта оценка существенно снижена Е.Г. Брюха-
новой [4], которая доказала, что p-длина p-раз-
решимой группы не превышает производной 
длины ее силовской p-подгруппы. А. Манн [5] 
установил, что производная длина разрешимой 
группы G порядка np  не превышает наибольше-
го значения ,d  удовлетворяющего неравенству: 

12 2 4dn d−≥ + − .   
В.С. Монахов [6] предложил следующее 

определение производной p-длины p-разреши-
мой группы. Пусть G  – p-разрешимая группа. 
Тогда она обладает субнормальным рядом,  
 0 1 2 1 1n nG G G G … G G−= ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ = ,  (0.1) 
факторы которого являются либо p′ -группами, 
либо абелевыми p-группами. Наименьшее число 
абелевых p-факторов среди всех таких субнор-
мальных рядов группы G  называется производ-
ной p-длиной группы G  и обозначается через 

( )a
pl G .  Ясно, что производная p-длина p-группы 
совпадает с ее производной длиной. Некоторые 

оценки производной p-длины получены в рабо-
тах [7]–[9]. В частности, в [8] установлено, что 
производная p-длина конечной p-разрешимой 
группы G с бициклической силовской p-под-
группой не превышает 2 при 3p ≥  и ( )2 3.al G ≤  
Понятно, что  

 ( ) ( ) ( )a
p p pl G l G d G≤ ⋅ ,             (0.2) 

где ( )pl G  – p-длина p-разрешимой группы G,  а 
( )pd G  – производная длина ее силовской p-под-

группы. Из неравенства (0.2) и [4] получаем об-
щую оценку производной p-длины p-разрешимой 
группы G: 

 2( ) ( ( ))a
p pl G d G≤ .                (0.3) 

Но эта оценка неточная. Из (0.3) для симметри-
ческой группы 4S  степени 4 получаем, что 

2 4( ) 4al S ≤ ,  в то время как 2 4( ) 2al S = .  Соответст-
вующие примеры можно привести для любого 
простого p. 

В настоящей статье исследуется производ-
ная p-длина p-разрешимой группы G в зависимо-
сти от порядка np  ее силовской p-подгруппы. 
Доказывается, что 2( ) 1a n

pl G ≤ + ,  а если {2 3}p∉ , ,  

то 1
2( )a n

pl G +≤ .   
 

1 Используемые понятия и обозначения  
Зафиксируем некоторое множество простых 

чисел π.  Если ( )mπ π⊆ ,  то натуральное число 
m  называется π -числом. Группа G  называется 

МАТЕМАТИКА



Зависимость производной p-длины p-разрешимой группы от порядка ее силовской p-подгруппы 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (20), 2014 59

π -группой, если ( )Gπ π⊆ ,  и π ′ -группой, если 
( )Gπ π ′⊆ .  В последнем случае ( )Gπ π∩ = ∅.   

Цепочку подгрупп (0.1) называют субнор-
мальным рядом группы G,  если подгруппа 1iG +  
нормальна в iG  для каждого i.  Фактор–группы 

1i iG G +/  называют факторами ряда (0.1).  
Группа называется p-разрешимой, если она 

обладает субнормальным рядом (0.1) факторы 
которого являются либо разрешимыми p-груп-
пами, либо p′ -группами. Наименьшее число 
p-факторов среди всех таких субнормальных 
рядов группы G называется p-длиной p-разре-
шимой группы G и обозначается через ( )pl G .   

Производной длиной группы G называют 
наименьшее натуральное число m, для которого 
выполняется равенство ( ) 1mG = ,  и обозначают 
через ( )d G .  Здесь G′  – коммутант группы G  и 

( ) ( 1)( )i iG G − ′= .   
 

2 Вспомогательные леммы  
Для доказательства теоремы понадобятся 

следующие леммы.  
При { }pπ =  из [7] получаем утверждения 

следующих двух лемм.  
Лемма 2.1. Пусть G – p-разрешимая группа. 

Тогда:  
1) если H – подгруппа группы G, то 

( ) ( )a a
p pl H l G≤ ;  

2) если N – нормальная подгруппа группы G, то 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a a a a

p p p p pl G N l G l G l G N l N/ ≤ , ≤ / + ;  
3) если N  – нормальная p′ -подгруппа груп-

пы G,  то ( ) ( )a a
p pl G N l G/ = ;   

4) если G и V – p-разрешимые группы, то 
( ) max{ ( ) ( )}a a a

p p pl G V l G l V× = , ;  
5) если 1N  и 2N  – нормальные подгруппы в 

G, то  
1 2 1 2( ( )) max{ ( ) ( )}a a a

p p pl G N N l G N l G N/ ∩ ≤ / , / .  
Лемма 2.2. Если N – нормальная p-подгруп-

па p-разрешимой группы G, то 
( ) ( ) ( )a a

p p pl G l G N d G≤ / + .  
Лемма 2.3 [9, Лемма 2.5]. Пусть G – p-раз-

решимая группа, а pG  – ее силовская p-подгруп-
па. Тогда:  

1) если pG  имеет порядок p  или 2p ,  то 

( ) 1;a
pl G ≤  

2) если pG  имеет порядок 3p ,  то ( ) 2a
pl G ≤  

для всех p  и ( ) 1pl G ≤  для 3;p >   

3) если pG  имеет порядок 4p ,  то ( ) 2a
pl G ≤  

для 5p ≥  и ( ) 3a
pl G ≤  для {2 3}p∈ , .  Кроме того, 

( ) 2pl G ≤  для всех p.   

Лемма 2.4 [5, Теорема 1]. Пусть G – p-груп-
па порядка mp  и производной длины d.  Тогда 

12 2 4dm d−≥ + − .  
Через ( )pO G′  обозначается наибольная нор-

мальная p′ -подгруппа группы G.  Из [10, Лем-
ма 2] при { }pπ =  получаем следующую лемму.  

Лемма 2.5. Если G – p-разрешимая группа и 
( ) 1pO G′ = ,  то ( ( )) ( )G p pC O G O G⊆  и ( ) ( )pO G F G= .   
Лемма 2.6. Если G – неединичная p-разре-

шимая группа и ( ) 1pO G′ = ,  то ( )GΦ  – собст-
венная подгруппа в ( )F G .   

Доказательство. Пусть G – неединичная 
p-разрешимая группа, ( ) 1pO G′ =  и ( )GΦ  – под-
группа Фраттини. Тогда фактор-группа ( )G G/ Φ  
– неединичная p-разрешимая группа. Пусть 

( )N G/ Φ  – минимальная нормальная подгруппа 
в фактор-группе ( )G G/ Φ .  Известно, что в этом 
случае ( )N G/ Φ  либо элементарная абелевая 
p-группа, либо p′ -группа.  

Если N / Ф(G) – элементарная абелевая p-груп-
па, то ( )N G/ Φ  нильпотентна и N – нильпотент-
ная группа по теореме Гашюца [1, Теорема 3.24]. 
Отсюда, ( ) ( )G N F GΦ < ≤  и лемма доказана.  

Если ( )N G/ Φ  – p′ -группа, то [ ( )]N G K= Φ  
по [2], где K  – p′ -холлова подгруппа в N .  К 
нормальной подгруппе N  и p′ -холловой под-
группе K  можно применить лемму Фраттини:  

( ) ( ) ( ) ( )G G GG N K N N K G N K= = Φ = ,  
следовательно, K  нормальна в G  и 

( ) 1pK O G′≤ = ,  противоречие. Лемма доказана.  
 

3 Оценка производной p-длины  
Теорема 3.1. Пусть G – p-разрешимая груп-

па, pG  – ее силовская p-подгруппа порядка np .  

Если {2 3}p∉ , ,  то 1
2( )a n

pl G +≤ .  Если {2 3}p∈ , ,  

то 2( ) 1a n
pl G ≤ + .   
Доказательство. Воспользуемся индукци-

ей по порядку группы G.  Если 2n ≤ ,  то pG  абе-

лева и по лемме 2.3 (1) 1
2( ) 1a n

pl G += ≤ .  Далее счи-
таем, что 3n ≥ .   

По лемме 2.1 (3) можно считать, что 
( ) 1pO G′ = .  Покажем, что в группе G существует 

единственная минимальная нормальная подгруп-
па. Допустим противное. Пусть 1N  и 2N  – две 
минимальные нормальные подгруппы группы G. 
Так как iG N G| / |<| |,  1 2i = , ,  то по предположе-
нию индукции 1

2( )a n
p il G N +/ ≤ .  По лемме 2.1 (5) 

1
2( )a n

pl G +≤ .  Итак, в группе G существует единст-
венная минимальная нормальная подгруппа N.  
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Так как группа G p-разрешима и ( ) 1pO G′ = ,  
то подгруппа Фиттинга F(G) является p-под-
группой, поэтому ( ) ( )pF G O G= .  По лемме 2.5 

( ( )) ( )GC F G F G⊆ ,  т. е. ( ( )) ( ( ))GC F G Z F G= .  
Пусть ( ) mF G p| |= ,  а ( ( ))d F G d= .  Тогда по 

индукции 1
2( ( ))a n m

pl G F G − +/ ≤ .  По лемме 2.2  

( ) ( ( )) ( ( ))

1 1
2 2 2

a a
p pl G d F G l G F G

n m n md d

≤ + / ≤

− + +
≤ + = + − .

 

Ясно, что теорему надо доказывать в случае, ко-
гда 2 0md − > ,  т. е. когда 2d m> .   

По лемме 2.4 12 2 4dm d−≥ + − ,  поэтому  
1 12 2 2 4 0 2 4 {1 2}d dd m d d− −> ≥ + − , > − , ∈ , .  

При 1d =  из неравенства 2d m>  получаем, 
что ( )F G p| |= .  Теперь ( )G F G/  p′ -группа как 
группа автоморфизмов группы ( )F G  и pG p| |= ,  
противоречие.  

Следовательно, 2d = ,  подгруппа ( )F G  не-
абелева, значит 3m =  и ( ( )) ( ( ))GC F G Z F G= =  

( ( ))F G= Φ  – подгруппа порядка p.  Поскольку 
1 ( ( )) ( )F G G≠ Φ ⊆ Φ ,  то ( ) 1GΦ ≠ .  По лемме 2.6 

( )GΦ  – собственная подгруппа в ( )F G ,  поэтому 
( ) ( )F G G p| : Φ |=  или 2p .  Из [1, Теорема 4.24] 

имеем, что фактор-группа ( ) ( )F G G/ Φ  является 
прямым произведением минимальных нормаль-
ных подгрупп группы ( )G G/ Φ .  Так как 

2( ) ( )F G G p| / Φ |≤ ,  то число прямых сомножите-
лей не более 2.  

Пусть 1 2( ) ( ) ( ) ( )F G G K G K G/ Φ = / Φ × / Φ ,  
где ( )iK G/ Φ  – минимальная нормальная подгруп-
па группы ( )G G/ Φ .  Ясно, что ( )iK G p| / Φ |=  для 

{1 2}i∈ , .  Поэтому фактор-группа 

( )( ( )) ( ( ))G G iG G C K G/Φ/ Φ / / Φ  
будет p′ -группой. По [1, Лемма 2.33]  

2

( )
1

( ( )) ( ( ))G G i
i

G G C K G/Φ
=

/ Φ / / Φ∩  

также будет p′ -группой. Так как  
2

( )
1

( )

( ( ))

( ( ) ( )) ( ) ( )

G G i
i

G G

C K G

C F G G F G G

/Φ
=

/Φ

/ Φ =

= / Φ ⊆ / Φ ,

∩  

то ( ( )) ( ( ) ( )) ( )G G F G G G F G/ Φ / / Φ /�  будет 
p′ -группой и ( ) pF G G=  – имеет порядок 3p .  

По лемме 2.3 (2) 3 1
2( ) 2a

pl G +≤ ≤ ,  т. е. теорема 
справедлива.  

Остается случай, когда ( ) ( )F G G/ Φ  – ми-
нимальная нормальная подгруппа в ( )G F G/ .  По 
[1, Теорема 2.8]  

( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )G GC F G G F G G/Φ / Φ = / Φ ,  

( )( ) ( ( ) ( )) ( )G GG G C F G G G F G/Φ/ Φ / / Φ /�  
будет группой автоморфизмов для ( ) ( )F G G/ Φ .  
Так как ( ) ( )F G G p| / Φ |=  или 2p ,  то ( )G F G/  
будет p′ -группой или изоморфна подгруппе 
группы (2 )GL p, .  В последней силовская p-под-
группа имеет простой порядок, поэтому 

3
pG p| |=  или 4p .  Если 3

pG p| |= ,  то опять по 

лемме 2.3 (2) 3 1
2( ) 2a

pl G +≤ ≤ .  Если 4
pG p| |= ,  то 

по лемме 2.3 (3) 4 1
2( ) 2a

pl G +≤ ≤  для 3p >  и 
4
2( ) 3 1a

pl G ≤ ≤ +  для {2 3}p∈ , .  Теорема доказана.  
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ОБ ОДНОМ ПРИМЕРЕ ГИПЕРРАДИКАЛЬНОЙ ФОРМАЦИИ 
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ONE EXAMPLE OF HYPERRADICAL FORMATION 

S.F. Kamornikov 
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Устанавливается существование гиперрадикальных формаций, которые не являются наследственными. 
 
Ключевые слова: формация, гиперрадикальная формация, сверхрадикальная формация, конечная группа. 
 
The existence of hyperradical formations which are not hereditary is established. 
 
Keywords: formation, hyperradical formation, superradical formation, finite group. 

 
 

Введение  
 Как отмечено в [1]–[2], понятие F -субнор-
мальной подгруппы, введенное в классе конеч-
ных разрешимых групп Картером и Хоуксом [3], 
а в произвольном случае – Л.А. Шеметковым [4], 
сформировало в теории конечных групп содер-
жательные направления, связанные с изучением 
гиперрадикальных и сверхрадикальных форма-
ций. Оба объекта, интересные своим дуализмом 
с формациями Фиттинга, нашли замечательные 
приложения (в первую очередь, для изучения 
решеточных и факторизационных свойств ко-
нечных групп). 
 Понимание значимости гиперрадикальных 
и сверхрадикальных формаций привело к поста-
новке задач их полного описания. К настоящему 
времени большой прогресс в решении этих задач 
достигнут в случае наследственных формаций. В 
частности, в работах [5]–[6] описаны все разре-
шимые гиперрадикальные формации. При этом 
доказано, что любая разрешимая гиперрадикаль-
ная формация является наследственной. Из ре-
зультатов работы [7] следует описание наследст-
венных насыщенных гиперрадикальных форма-
ций в классе всех конечных групп. Что касается 
сверхрадикальных формаций, то отметим лишь 
работы [8]–[11] последних лет, в которых по-
строены широкие серии наследственных насы-
щенных гиперрадикальных формаций. 
 В то же время, за последние два десятиле-
тия обращения к отмеченным задачам не найде-
но ни одного примера гиперрадикальной или 
сверхрадикальной формации, которая не являет-
ся наследственной. Первые такие примеры стро-
ятся в данной работе. 
 
 1 Основные определения  
 Рассматриваются только конечные группы, 
используются определения и обозначения, при-
нятые в [12]. 

 Напомним, что формация – это класс групп, 
замкнутый относительно взятия гомоморфных 
образов и конечных подпрямых произведений.  

Подгруппа H  группы G  называется F-суб-
нормальной, если либо H G= , либо существует 
максимальная цепь подгрупп  

0 1 ... nG H H H H= ⊃ ⊃ ⊃ =  
такая, что  

11 / ( )
ii H iH Core H
−− ∈ F  

для всех i = 1, 2, … , n. 
Мы используем запись sF  ( ns F ) для обо-

значения класса всех групп ,G  для которых 
G H⊆ ∈ F  (класса всех групп G  таких, что 
G H ∈ F ). Если s ⊆F F  ( ns ⊆F F ), то класс F  
называется наследственным (нормально наслед-
ственным).  
 Формация F называется гиперрадикальной, 
если она удовлетворяет следующим требованиям: 
 1) F – нормально наследственная формация; 
 2) любая группа , ,G A B=< >  где A  и B  – 
F -субнормальные F -подгруппы из G , принад-
лежит .F  
 Класс Фиттинга – это нормально наследст-
венный класс, обладающий тем свойством, что 
из ,G AB=  где ,A G  ,B G  ,A∈F  ,B∈F  
всегда следует .G∈ F  
 Формация F называется сверхрадикальной, 
если она удовлетворяет следующим требованиям: 
 1) F – нормально наследственная формация; 
 2) любая группа ,G AB=  где A и B – F-суб-
нормальные F-подгруппы из G, принадлежит F. 
 Простая проверка определений показывает, 
что каждая гиперрадикальная формация является 
сверхрадикальной. Обратное утверждение невер-
но, на что указывает следующий пример из [10].  
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Пусть 3(2 )G Sz≅  и ( ) {2,5,7,13}.Gπ π= =  
Пусть F  – формация, обладающая таким ло-
кальным экраном ,f  что ( )f q  – класс всех 
групп, являющихся расширением разрешимых 
групп с помощью конечных прямых произведе-
ний групп, изоморфных ,G  если ,q π∈  и ( )f q  – 
класс всех разрешимых групп, если .q π∉  

Тогда: 
1) F  является наследственной насыщенной 

сверхрадикальной формацией; 
2) если H  – критическая группа формации 

,F  имеющая единичную подгруппу Фраттини, то 
справедливо одно из следующих утверждений: 

а) H  – простая неабелева группа из сле-
дующего списка: 2 (2 ),pPSL  p  – простое число; 

2 (3 ),pPSL  p  – нечетное простое число; 2 ( ),PSL p  
p  – простое число, большее 3, для которого 

2 1 0 (mod5);p + ≡  (2 ),pSz  p  – нечетное простое 
число; 3 (3);PSL  9(2 );Sz   

б) H  – примитивная монолитическая груп-
па с неабелевым цоколем N  ( N  – прямое про-
изведение групп, изоморфных G ) и /H N  – 
группа простого порядка ( );q Gπ∈  

в) H  – примитивная группа с абелевым цо-
колем N  и [ ] ,H N M=  где ( ,  ) 1N M =  и 

/ ( ) .M M GΦ ≅  
 Из описания наследственных насыщенных 
гиперрадикальных формаций, вытекающего из 
работы [7], следует, что формация F  не является 
гиперрадикальной. 
 Напомним, что группа G  называется при-
митивной, если она обладает такой максималь-
ной подгруппой ,M  что ( ) 1.GCore M =  В этом 
случае подгруппа M  называется примитивато-
ром группы .G  Через ( )GCore M  обозначается 
ядро подгруппы M  в группе ,G  т. е. наимень-
шая нормальная подгруппа группы ,G  содержа-
щаяся в подгруппе .M  
 
 2 Предварительные результаты  
 Следующий фундаментальный результат о 
примитивных группах, принадлежащий Бэру 
[13], мы приведем в виде леммы. 
 Лемма 2.1. Пусть G  – примитивная группа 
и M  – ее примитиватор. Тогда справедливо од-
но из следующих утверждений: 
 (1) группа G обладает единственной мини-
мальной нормальной подгруппой N, подгруппа N  
является абелевой и M  – дополнение к N  в G; 
 (2) группа G обладает единственной мини-
мальной нормальной подгруппой N, подгруппа N  
является неабелевой и M – добавление к N  в G; 

 (3) группа G  обладает двумя неабелевыми 
минимальными нормальными подгруппами N  и 
N ∗  и M  является дополнением в группе G  к 
подгруппам N  и ;N ∗  ( ) ,GC N N ∗=  ( )GC N N∗ =  
и ;N N NN M∗ ∗ ∩  если V  – максимальная 
подгруппа группы G  и ,VN VN G∗= =  то 

1.V N V N ∗∩ = ∩ =  
 Следуя [12], класс всех примитивных групп 
будем обозначить через .P  Если группа G  при-
митивна, то полагаем, что ,iG∈P  если группа 
G  удовлетворяет условию ( )i  леммы 2.1 
( 1, 2 или 3i = ). 
 Нам понадобятся следующие два результата 
из [12], которые мы также приведем в виде лемм. 
 Лемма 2.2 [12, лемма А.15.4]. Если M  – 
максимальная подгруппа группы G, то 

/ ( )GG Core M  – примитивная группа. 
 Если A  – некоторая группа, то через 

( )form A  обозначается наименьшая формация, 
содержащая группу A, а через Fit( )A  – наимень-
ший класс Фиттинга, содержащий A.  
 Лемма 2.3 [12, пример II.2.12]. Пусть A  – 
простая неабелева группа. Тогда ( ) Fit( ).form A A=  
Кроме того, тогда и только тогда группа G  
принадлежит формации ( ),form A  когда G  
представима в виде прямого произведения групп, 
изоморфных A.  
 Лемма 2.4. Пусть A  – простая неабелева 
группа и ( ).form AF =  Если M  – F -нормальная 
максимальная подгруппа группы G, то либо 

2/ ( ) ,GG Core M ∈P  либо 3/ ( ) .GG Core M ∈P  
 Доказательство. Из определения F -нор-
мальной максимальной подгруппы следует, что 

/ ( ) .GG Core M ∈F  Поэтому ввиду леммы 2.3 
группа / ( )GG Core M  представима в виде прямо-
го произведения групп, изоморфных .A  В част-
ности, каждая минимальная нормальная под-
группа группы / ( )GG Core M  является неабеле-
вой. Отсюда и из лемм 2.1 и 2.2 следует, что ли-
бо 2/ ( ) ,GG Core M ∈P  либо 3/ ( ) .GG Core M ∈P  
Лемма доказана.  
 Лемма 2.5. Пусть A  – простая неабелева 
группа и ( ).form AF =  Если M  – F -нормальная 
максимальная подгруппа группы G  и ,M ∈ F  то 

3/ ( ) .GG Core M ∈P  
 Доказательство. Из леммы 2.4 следует, что 
либо 2/ ( ) ,GG Core M ∈P  либо 3/ ( ) .GG Core M ∈P  
Предположим, что 2/ ( ) .GG Core M ∈P  Тогда 
группа / ( )GG Core M  имеет единственную ми-
нимальную нормальную подгруппу. Поэтому из 

/ ( )GG Core M ∈ F  ввиду леммы 2.3 имеем, что 
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/ ( ) .GG Core M A  Так как F  является формаци-
ей и ,M ∈ F  то / ( ) .GM Core M ∈F  Отсюда и из 

/ ( )GG Core M A  следует, что группа A  содер-
жит максимальную подгруппу, принадлежащую 
формации .F  Ввиду леммы 2.3 это невозможно. 
Пришли к противоречию. Следовательно, 

3/ ( ) .GG Core M ∈P  Лемма доказана. 
 Лемма 2.6. Пусть A  – простая неабелева 
группа и ( ).form AF =  Если M  – F -нормальная 
максимальная подгруппа группы G  и ,M ∈ F  то 

/ ( )GG Core M A A×  и / ( ) .GM Core M A  
 Доказательство. Ввиду леммы 2.5 группа 

/ ( )GG Core M  принадлежит классу 3 ,P  а значит, 
имеет две минимальные нормальные подгруппы. 
Кроме того, из / ( )GG Core M ∈ F  ввиду леммы 
2.3 следует, что группа / ( )GG Core M  предста-
вима в виде прямого произведения групп, изо-
морфных .A  Поэтому / ( ) .GG Core M A A×  Так 
как F  является формацией и ,M ∈ F  то  

/ ( ) .GM Core M ∈F  
Поэтому либо / ( ) ,GM Core M A A×  либо 

/ ( ) .GM Core M A  Так как / ( )GM Core M  – соб-
ственная подгруппа группы / ( ),GG Core M  то 

/ ( ) .GM Core M A  Лемма доказана. 
 Лемма 2.7. Пусть A  – простая неабелева 
группа и ( ).form AF =  Если M  – F -нормальная 
максимальная подгруппа группы G  и ,M ∈ F  
то .G∈ F  
 Доказательство. Ввиду леммы 2.6 имеем, 
что / ( )GG Core M A A×  и / ( ) .GM Core M A  
Так как ,M ∈ F  то на основании леммы 2.3 под-
группа M представима в виде 1 2 ... ,tM A A A= × × ×  
где iA A  для всех 1, 2,..., .i t=  Отметим, что из 

/ ( )GM Core M A  следует, что 1.t ≥  Так как 
( ) ,GCore M M  то ввиду леммы А.4.14 из [12], 

не нарушая общности рассуждений, можем счи-
тать, что 2( ) ... .G tCore M A A= × ×  Так как 

( ) ,GCore M G  то ( ( )) .G GC Core M G  Поэтому  
( ( )) ( )G G GC Core M Core M⋅  

– нормальная подгруппа группы .G  Так как 
1 ( ),GM A Core M= ×  то подгруппа M  содержит-

ся в ( ( )) ( ).G G GC Core M Core M⋅  Отсюда и из мак-
симальности подгруппы M  следует, что  

( ( )) ( ) .G G GC Core M Core M G⋅ =  
Так как 2( ) ...G tCore M A A= × ×  и для любого 

2,...,i t=  подгруппа iA  является неабелевой, то 
( ( )) ( ) 1.G G GC Core M Core M∩ =  

Следовательно,  
( ( )) ( ).G G GG C Core M Core M= ×  

Так как формация F  является нормально наслед-
ственной, то ( ) .GCore M ∈ F  Ввиду изоморфизма  

( ( ))
( ( )) ( ) / ( )

/ ( )

G G

G G G G

G

C Core M
C Core M Core M Core M

G Core M A A
× =

= ×

 

и леммы 2.3 имеем также, что ( ( )) .G GC Core M ∈F  
Так как класс F  является формацией, то из 

( ) ,GCore M ∈F  ( ( ))G GC Core M ∈F  и 
( ( )) ( ) 1G G GC Core M Core M∩ =  

имеем окончательно, что .G∈F  Лемма доказана. 
 
 3 Основные результаты 
 Следующая теорема имеет самостоятельное 
значение. 

Теорема 3.1. Пусть A  – простая неабелева 
группа и ( ).form AF =  Если H  – F -субнор-
мальная подгруппа группы G  и ,M ∈ F  то либо 

,H G=  либо существует максимальная цепь 
подгрупп  

0 1 ... nG H H H H= ⊃ ⊃ ⊃ =  
такая, что  

11 / ( )
ii H iH Core H A A
−− ×  и 

1
/ ( )

ii H iH Core H A
−

 
для всех 1,2,..., .i n=  

Доказательство. Если H  – F -субнормаль-
ная F -подгруппа группы G  и ,H G≠  то по оп-
ределению существует максимальная цепь под-
групп  

0 1 ... kG G G G H= ⊃ ⊃ ⊃ =  
такая, что  

11 / ( )
ii G iG Core G
−− ∈F  

для всех 1, 2,..., .i k=  
 Применим индукцию по .k  Отметим, что 
H  – F -нормальная максимальная F -подгруппа 
группы 1.kG −  Поэтому ввиду леммы 2.6 

11 / ( )
kk GG Core H A A
−− ×  и 

1
/ ( ) .

kGH Core H A
−

 

Кроме того, ввиду леммы 2.7 1 .kG − ∈ F  
Рассмотрим теперь максимальную цепь  

0 1 1... .kG G G G −= ⊃ ⊃ ⊃  
Так как ее длина равна 1,k −  а подгруппа 1kG −  
является F -субнормальной в G  и принадлежит 
формации ,F  то по индукции существует мак-
симальная цепь подгрупп  

0 1 1 1... n kG H H H G− −= ⊃ ⊃ ⊃ =  
такая, что  

11 / ( )
ii H iH Core H A A
−− ×  и 

1
/ ( )

ii H iH Core H A
−

 

для всех 1, 2,..., 1.i n= −  Положим теперь .nH H=  
Тогда максимальная цепь 

0 1 ... nG H H H H= ⊃ ⊃ ⊃ =  
является искомой. Теорема доказана. 
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 Лемма 3.1. Пусть A  – простая неабелева 
группа и ( ).form AF =  Если группа G  обладает 
F -субнормальной подгруппой, принадлежащей 
формации ,F  то .G∈F  

Доказательство. Пусть H  – F -субнор-
мальная F -подгруппа группы .G  Если ,H G=  
то утверждение леммы очевидно. Значит, .H G≠  
Тогда по определению существует максимальная 
цепь подгрупп  

0 1 ... kG G G G H= ⊃ ⊃ ⊃ =  
такая, что  

11 / ( )
ii G iG Core G
−− ∈ F  

для всех 1, 2,..., .i k=   
 Применим индукцию по .k  Рассмотрим 
максимальную цепь 1 ... .kG G H⊃ ⊃ =  Так как ее 
длина равна 1,k −  а подгруппа H является F -суб-
нормальной в 1G  и принадлежит формации ,F  
то по индукции 1 .G ∈F  Отсюда ввиду леммы 2.7 
следует, что группа G  принадлежит формации 

.F  Лемма доказана. 
 Теорема 3.2. Если A  – простая неабелева 
группа, то формация ( )form AF =  является ги-
перадикальной. 
 Доказательство. Ввиду леммы 2.3 форма-
ция F  является нормально наследственной. 
Пусть , ,G C B=< >  где C и B – F -субнормаль-
ные F -подгруппы из .G  Тогда ввиду леммы 3.1 
группа G  принадлежит .F  Следовательно, F  – 
гиперрадикальная формация. Теорема доказана. 
 Следствие. Если A  – простая неабелева 
группа, то формация ( )form AF =  является сверх-
радикальной. 
 Замечание. Формация F  называется реше-
точной, если в любой группе множество всех ее 
F -субнормальных подгрупп образует подрешет-
ку решетки всех подгрупп. В [7] доказано, что 
каждая наследственная насыщенная решеточная 
формация является гиперрадикальной.  
 В [1, с. 182] поставлен вопрос 3.5.5 о суще-
ствовании решеточных формаций, которые не 
являются наследственными. Очевидно, постро-
енный в теореме 3.2 пример ответ на этот вопрос 
не дает. 
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АЛГОРИТМ ОПРЕДЕЛЕНИЯ НЕПОДВИЖНЫХ ИНДЕКСОВ 
В ВЫПУКЛЫХ ЗАДАЧАХ ПОЛУБЕСКОНЕЧНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

С МНОГОГРАННЫМ МНОЖЕСТВОМ ИНДЕКСОВ 

М.В. Кулагина 

Институт математики НАН Беларуси, Минск, Беларусь 
 

THE ALGORITHM FOR DETERMINATION OF IMMOBILE INDIXES 
IN CONVEX SIP PROBLEMS WITH POLYHEDRAL INDEX SETS 

M.V. Kulahina 
Institute of Mathematics of National Academy of Sciences of Belarus, Minsk, Belarus 

 
Рассматриваются выпуклые задачи полубесконечного программирования с многогранным множеством индексов. Для 
этих задач описывается и обосновывается конечный алгоритм построения неподвижных индексов и их порядков не-
подвижности вдоль допустимых направлений. Приводится пример, иллюстрирующий работу алгоритма. 
 
Ключевые слова: полубесконечное программирование, выпуклое программирование, неподвижный индекс, порядок не-
подвижности, конус допустимых направлений, экстремальный луч. 
 
The convex Semi-Infinite Programming (SIP) problems with polyhedral index sets are considered. For these problems a finite 
algorithm for determination of immobile indixes and their immobility orders along the feasible directions is described and justi-
fied. An example illustrating the application of the algorithm is provided. 
 
Keywords: semi-infinite programming, convex programming, immobile index, immobility order, cone of feasible directions, 
extreme ray. 

 
 

Введение 
Задачи полубесконечного программирова-

ния – это задачи нахождения экстремума некото-
рой функции на множестве, которое задается 
бесконечным числом ограничений в конечно-
мерном пространстве.  

В последние десятилетия продолжается ак-
тивное исследование задач полубесконечной 
оптимизации [1], [2], поскольку они часто встре-
чаются в различных областях математики и 
имеют большое практическое значение. Вопрос 
об условиях оптимальности является одним из 
основных направлений исследования задач по-
лубесконечного программирования [3], [4]. Важ-
ную роль в данном вопросе играют условия ре-
гулярности [5], [6]. Почти все известные условия 
оптимальности для полубесконечного програм-
мирования предполагают выполнение тех или 
иных условий регулярности. Поскольку на прак-
тике условия регулярности часто нарушаются, то 
актуальным является доказательство новых ус-
ловий оптимальности без требования выполне-
ния условий регулярности [7].  

В [8] был предложен новый подход в полу-
бесконечной оптимизации на основе концепции 
неподвижных индексов и их порядков непод-
вижности. Этот подход позволяет сформулиро-
вать условия оптимальности для задач полубес-
конечного программирования с точки зрения 
условий оптимальности для конечномерных за-
дач нелинейного программирования. В [8], [9] 

был описан алгоритм, находящий все неподвиж-
ные индексы и их порядки неподвижности для 
линейных задач полубесконечного программи-
рования с одномерным и многомерным множе-
ством индексов соответственно.  

В данной статье исследуются выпуклые за-
дачи полубесконечного программирования (ПБП) 
с многогранным множеством индексов. Для этих 
задач рассматриваются понятия неподвижных 
индексов и их порядков неподвижности, которые 
были введены в работе [8].  

Основная цель статьи: основываясь на рабо-
тах [9], [10], описать и обосновать конечный ал-
горитм, который определяет неподвижные ин-
дексы и их порядки неподвижности вдоль допус-
тимых направлений в выпуклых задачах полу-
бесконечного программирования.  
 

1 Постановка задачи, необходимые опре-
деления и обозначения  

Рассмотрим задачу полубесконечного про-
граммирования вида  

 min ( )
nx
c x

∈R
                           (1.1) 

( ) 0f x t t T, ≤ , ∀ ∈ ,  
где  

{ }s T
k kT t h t h k K= ∈ : ≤ Δ , ∈R  

– выпуклый многогранник, K  – конечное мно-
жество индексов, вектора s

kh ∈R  и числа 

kh k KΔ , ∈ ,  заданы, функции ( ) ( )f x t t T c x, , ∈ ,  
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выпуклые по nx ∈ .R  Предположим, что функ-
ция ограничения ( )f x t,  достаточно гладкая по t  
и x.  Здесь и далее символ T  означает транспо-
нирование.  

Обозначим через X  множество допусти-
мых планов задачи (1.1):  

 { }( ) 0nX x f x t t T= ∈ : , ≤ , ∀ ∈ .R   (1.2) 

Для данного t T∈  обозначим ( )aK t K⊂  множе-
ство активных ограничений в t :   

{ }( ) T
a k kK t k K h t h= ∈ : = Δ  

и через ( )L t  – множество допустимых направле-
ний для индекса t  в T :   

{ }( ) 0 ( )s T
k aL t l h l k K t= ∈ : ≤ , ∈ .R  

Введем согласно работе [8] следующие опреде-
ления: 

Определение 1.1. Будем говорить, что ин-
декс t T∈  – неподвижный в задаче (1.1), если 

( ) 0 .f x t x X, = , ∀ ∈  
Обозначим через T ∗  множество всех непод-

вижных индексов задачи (1.1). 
Определение 1.2. Будем говорить, что не-

подвижный индекс t T ∗∈  имеет порядок непод-
вижности ( ) ( ) {0 1 }q t l q t l, , , ∈ , ,... ,  вдоль допус-

тимого направления ( ) 0l L t l∈ , ≠ ,  если  

01 )  0
( ) 0

i

i

d f x t l x X
d α

α
α =+

, +
| = , ∀ ∈ ,  

0 ( )i q t l= ,..., , ;  
02 )  существует вектор ( )x x t l X= , ∈�   

такой, что 
( ) 1

0( ( ) 1)

( ) 0
q t l

q t l

d f x t l
d α

α
α

, +

=+, +

, +
| ≠ .

�
   

Здесь предполагаем, что 
0

0
0

( ) ( )d f x t l f x t
d α

α
α

=+

, +
= , .  

Согласно работе [9], множество допусти-
мых направлений для индекса t  может быть 
представлено в следующем виде:  

( ) 0s
i i i i i

i P i I
L t l l b a i Iβ α α

∈ ∈

⎧ ⎫= ∈ : = + , ≥ , ∈ ,⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑ ∑R  

где вектора ib i P, ∈  – двунаправленные лучи, 

ia i I, ∈  – однонаправленные лучи, P  и I  – ко-
нечные множества индексов.  

Предположение 1.1. Предположим, что 
0X ≠ ,  множество T ограничено и  

{ }( ) 1 ( ) 0q t l l L t \ t T ∗, ≤ , ∈ , ∀ ∈ .  
Согласно работе [9] из Предположения 1.1 

следует, что множество индексов T ∗  состоит из 
конечного числа элементов: { }jT t j J∗

∗= , ∈  с 
некоторым конечным множеством индексов J∗ .   

Целью данного исследования является опи-
сание и обоснование алгоритма, который для 
задачи (1.1) определит множество неподвижных 
индексов и их порядки неподвижности вдоль 
экстремальных лучей соответствующих мно-
жеств допустимых направлений.  

 
2 Описание алгоритма 
Для данного x X∈  обозначим через ( )aT x T⊂  

множество активных индексов в x :   
{ }( ) ( ) 0aT x t T f x t= ∈ : , = .  

Как было показано в работе [10], при выполне-
нии Предположения 1.1 существует такой план 
x X∈ ,  что ( )aT x| |< ∞,  т. е. множество активных 
индексов ( )aT x  допускает представление  

 { }( )a jT x t j J J= , ∈ , < ∞.             (2.1) 
Предположим, что известен допустимый 

план x,  удовлетворяющий (2.1). Заметим, здесь 
( )aT T x∗ ⊂ .   

Далее будем использовать для данного 
jt j J, ∈ ,  экстремальные лучи соответствующего 
множества допустимых направлений ( )jL t :   

( ) ( ) ( ) ( )i ib j i P j a j i I j j J, ∈ , , ∈ , ∈ .  
Поскольку правило построения этих векторов 
описано в работе [9], далее будем считать их за-
данными.  

Введем обозначение 
( )

( ) ( ) ( ) 0
T

j
i

f x t
I j i I j a j j J

t
⎧ ⎫∂ ,⎪ ⎪= ∈ : = , ∈ .⎨ ⎬

∂⎪ ⎪⎩ ⎭
�  

Описанный ниже алгоритм основан на ра-
боте [9].  

Инициализация. Установим (0) 0 0J k∗ := , = .   
Общая итерация. На (k+1)-ой итерации ал-

горитма ( 0)k ≥  имеем следующие множества, 
построенные на предыдущих итерациях:  

( ) ( ) ( )
0 ( ) ( )k k kJ J I j I j j J∗ ∗⊂ , ⊂ , ∈ .�  

Заметим, что на первой итерации не используют-
ся множества ( ) ( )

0 ( ) ( )k kI j I j j J∗⊂ , ∈ ,�  так как 
множество (0)J∗  пустое.  

Для данного ( )kj J∗∈  обозначим  

( )
0

( )

( ) ( )

2

2

1 ( ) ( )

( )
0 0

k

k s
j i i i i

i P j i I j

jT
i

L l l l b j a j

f x t
l l

t

β α

α

∈ ∈

⎧⎪:= ∈ : = , = + ,⎨
⎪⎩

⎫∂ , ⎪≥ , = ,⎬
∂ ⎪⎭

∑ ∑R

 

и построим следующее множество:  
( 1) ( )( ) 0k n k

jX x f x t j J \ J+
∗

⎧
:= ∈ : , ≤ , ∈ ,⎨

⎩
R  

( )
( ) 0 ( ) 0 ( )

T
j

j i

f x t
f x t b j i P j

t
∂ ,

, = , = , ∈ ,
∂
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( )
0

( )
( ) 0 ( )

T
j k

i

f x t
a j i I j

t
∂ ,

= , ∈ ,
∂

 

( )
0

( )
( ) 0 ( ) ( )

T
j k

i

f x t
a j i I j \ I j

t
∂ ,

≤ , ∈ ,
∂

�      (2.2) 

2
( ) ( )

2

( )
0 .jT k k

j

f x t
l l l L j J

t ∗

⎫∂ , ⎪≤ , ∀ ∈ , ∈ ⎬
∂ ⎪⎭

 

Можно показать, что ( 1)kx X +∈ .   
Для каждого ( )kj J \ J∗∈  решаем вспомога-

тельную задачу:  
( 1)

min ( )
k j

x X
f x t

+∈
, .                       (2.3) 

Положим ( )jx x:= ,  если x  – оптимальный план 
этой задачи, иначе в качестве ( )jx  возьмем дру-
гой вектор, удовлетворяющий следующим усло-
виям:  

( ) ( 1) ( )( ) 0j k j
jx X f x t+∈ , , < .  

Положим  
 { }( 1) ( ) ( )( ) 0k k j

jJ j J \ J f x t+
∗ ∗Δ := ∈ : , = .    (2.4) 

Для всех ( ) ( )
0( ) ( )k ki I j \ I j j J∗∈ , ∈ ,�  решаем сле-

дующую вспомогательную задачу:  

 
( 1)

( )
min ( )

k

T
j

i
x X

f x t
a j

t+∈

∂ ,
.

∂
            (2.5) 

Положим ( )jix x:= ,  если x  – оптимальный план 
этой задачи, иначе в качестве ( )jix  возьмем другой 
вектор, удовлетворяющий следующим условиям: 

( )
( ) ( 1) ( )

( ) 0
Tji

jji k
i

f x t
x X a j

t
+

⎛ ⎞∂ ,
∈ , < .⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

Положим  
( 1) ( )
0 0

( )
( )

( ) ( ( ) ( ))

( )
( ) 0

k k

T ji
j k

i

I j i I j \ I j

f x t
a j j J

t

+

∗

⎧
Δ = ∈ :⎨

⎩
⎫∂ , ⎪= , ∈ .⎬∂ ⎪⎭

�

   (2.6) 

Если ( 1)kJ +
∗Δ = ∅  и ( 1) ( )

0 ( )k kI j j J+
∗Δ = ∅, ∈ ,  то 

останавливаем алгоритм с  
 ( ){ }k

jT t j J J∗
∗ ∗= , ∈ := ;              (2.7) 

( )
0 0

( )
0

( ( )) 1 ( ) ( )

( ( )) 0 ( ) ( ) ( )

k
j i

k
j i

q t a j i I j I j

q t a j i I j I j \ I j j J∗ ∗

, = , ∈ := ,

, = , ∈ := , ∈ .
 

Иначе, строим множества  
( 1) ( ) ( 1)

( 1) ( ) ( 1) ( )
0 0 0

( 1) ( 1)
0

( ) ( ) ( )
( )

k k k

k k k k

k k

J J J
I j I j I j j J

I j j J

+ +
∗ ∗ ∗

+ +
∗

+ +
∗

:= ∪ Δ ,
:= ∪ Δ , ∈ ,

:= ∅, ∈ Δ
 

и переходим к следующей итерации.  
 

3 Обоснование алгоритма 
В дальнейшем будем считать, что для дан-

ного алгоритма выполняется Предположение 1.1, 
и, следовательно, число итераций данного алго-
ритма является конечным.  

Теорема 3.1. Пусть выпуклая задача (1.1) 
удовлетворяет Предположению 1.1. Построен-
ные в алгоритме индексы jt j J∗, ∈  и только 
они являются неподвижными индексами в зада-
че (1.1). Их порядки неподвижности определя-
ются следующим образом  

0

0

( ) 1

( ) 0 ( ) \
j j

j j j j

q t l l L

q t l l L L t L j J∗
∗

, = , ∈ ,

, = , ∈ := , ∈ .
    (3.1) 

В начале докажем несколько вспомогатель-
ных лемм, которые будем использовать при до-
казательстве теоремы. 

Лемма 3.1. Пусть даны множество nX ⊂� R  
и точка t T∈  такие, что  

(1) X�  – выпуклое множество;  
(2) для любого t T∈  функция ( )f x t,  – вы-

пукла по ;nx ∈R  
(3) справедливо равенство ( ) 0f x t, =  для 

любого вектора x X∈ .�   

Тогда для любого ( )l L t∈  функция ( )Tf x t l
t

∂ ,
∂

 

является выпуклой по x  на X .�    
Доказательство. Возьмем любые 1 2 .x x X, ∈ �  

Следовательно для них выполняется  
 1 2( ) 0 ( ) 0f x t f x t, = , , = .              (3.2) 

Обозначим 1 2( ) (1 )x x xλ λ λ= + − .  Так как множе-

ство X�  выпуклое, то ( )x Xλ ∈ �  и, с учетом усло-
вия (3) данной леммы, имеем  

 ( ( ) ) 0 [0 1]f x tλ λ, = , ∈ , .             (3.3) 

Поскольку функция ( )f x t,  выпуклая по x X∈ ,�  то 

1

2

( ( ) ) ( )
(1 ) ( ) [0 1]
f x t f x t

f x t
λ λ

λ λ
, ≤ , +

+ − , , ∈ , .
             (3.4) 

Рассмотрим любое ( )l L t∈ .  Существует доста-
точно малое 0 (0 )θ θ θ> : ∀ ∈ ,  можно указать 
t t t l t Tθ: = + , ∈ .  Подставим разложение в ряд 
Тейлора функции ( ( ) )f x tλ ,  при достаточно ма-
лом θ  первого порядка в (3.4):  

( ( ) )( ( ) ) ( )
Tf x tf x t l o

t
λλ θ θ∂ ,

, + + ≤
∂

 

1
1

( )
( )

Tf x t
f x t l

t
λ θ

⎛ ⎞∂ ,
≤ , + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

         (3.5) 

2
2

( )
(1 ) ( ) ( )

Tf x t
f x t l o

t
λ θ θ

⎛ ⎞∂ ,
+ − , + + .⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

Учитывая (3.2) и (3.3), разделим (3.5) на θ  и най-
дем предел при 0θ → :   

1

2

( )( ( ) )

( )
(1 ) [0 1] ( )

TT

T

f x tf x t l l
t t

f x t
l l L t

t

λ λ

λ λ

∂ ,∂ ,
≤ +

∂ ∂
∂ ,

+ − , ∈ , , ∈ .
∂

 (3.6) 



М.В. Кулагина 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 3 (20), 2014 68 

Таким образом из (3.6) следует, что для любого 

( )l L t∈  функция ( )Tf x t l
t

∂ ,
∂

 выпуклая по x на X .�  
 

Лемма 3.2. Рассмотрим точку t T∈ .  Пусть 
заданы множества nX ⊂ ,� R  0I I⊂ ,  ( ) ( )L t L t⊂�  
такие, что  

(i) X�  – выпуклое множество;  
(ii) для любого t T∈  функция ( )f x t,  – вы-

пуклая по nx ∈ ;R   
(iii) справедливы равенства 

( )( ) 0 0 ( )
Tf x tf x t l l L t

t
∂ ,

, = , = , ∀ ∈
∂

�  

для любого .x X∈ �   

Тогда для любого ( )l L t∈ �  функция 
2

2

( )T f x tl l
t

∂ ,
∂

 

– выпуклая по x  на X .�   
Доказательство. Возьмем любые 1 2 .x x X, ∈ �  

Обозначим 1 2( ) (1 )x x xλ λ λ= + − .  Так как множе-

ство X�  выпуклое, очевидно, ( ) [0 1]x Xλ λ∈ , ∈ , .�  
Следовательно, для 1 2 ( )x x x λ, ,  выполняется:  

1 2( ) 0 ( ) 0 ( ( ) ) 0f x t f x t f x tλ, = , , = , , = ;  

1 2( ) ( )0 0
T Tf x t f x tl l

t t
∂ , ∂ ,

= , = ,
∂ ∂

       (3.7) 

( ( ) ) 0 ( ) [0 1]
Tf x t l l L t

t
λ λ∂ ,

= , ∀ ∈ , ∈ , .
∂

�  

Так как функция ( )f x t,  выпуклая по x на X ,�  то  

1 2( ( ) ) ( ) (1 ) ( ) [0 1]f x t f x t f x tλ λ λ λ, ≤ , + − , , ∈ , .  (3.8) 

Рассмотрим любое ( )l L t∈ .�  Существует 
достаточно малое 0 (0 )θ θ θ> : ∀ ∈ ,  можно ука-
зать t t t l t Tθ: = + , ∈ .  Подставим разложение в 
ряд Тейлора функции ( ( ) )f x tλ ,  при достаточно 
малом θ  второго порядка в (3.8):  

2
2 2

2

( ( ) )( ( ) )

1 ( ( ) ) ( )
2

T

T

f x tf x t l
t

f x tl l o
t

λλ θ

λθ θ

∂ ,
, + +

∂
∂ ,

+ + ≤
∂

 

1
1

2
2 1

2

( )
( ( )

( )1 )
2

T

T

f x t
f x t l

t
f x t

l l
t

λ θ

θ

∂ ,
, + +

∂
∂ ,

+ +
∂

           (3.9) 

2
2

2
2 22

2

( )
(1 )( ( )

( )1 ) ( )
2

T

T

f x t
f x t l

t
f x t

l l o
t

λ θ

θ θ

∂ ,
+ − , + +

∂
∂ ,

+ + .
∂

 

Учитывая условие ( )l L t∈ �  и (3.7), получим, что 
первые два члена разложения в ряд Тейлора ис-
чезают и остается:  

2
2 2

2

2
2 1

2

2
2 22

2

1 ( ( ) ) ( )
2

( )1
2

( )1(1 ) ( )
2

T

T

T

f x tl l o
t

f x t
l l

t

f x t
l l o

t

λθ θ

λ θ

λ θ θ

∂ ,
+ ≤

∂
⎛ ⎞∂ ,

≤ +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ,

+ − + .⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

Разделив на 21
2 θ  и найдя предел при 0θ → :   

22
1

2 2

2
2

2

( )( ( ) )

( )(1 ) ( ) [0 1]

T T

T

f x tf x tl l l l
t t

f x tl l l L t
t

λ λ

λ λ

⎛ ⎞∂ ,∂ ,
≤ +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ,
+ − , ∈ , ∈ , .⎜ ⎟∂⎝ ⎠

�
 (3.10) 

Таким образом из (3.10) следует, что 
2

2

( )T f x tl l
t

∂ ,
∂

 для любого ( )l L t∈ �  является вы-

пуклой функцией по x  на X .�  
 
Лемма 3.3. Пусть выполняется Предполо-

жение 1.1, тогда на каждой ( 1)k + -ой итерации 
алгоритма справедливы следующие утверждения:  

1) точки ( )k
jt j J∗, ∈ ,  являются неподвиж-

ными, т. е. ( )k
jt T j J∗

∗∈ , ∈ ;   
2) выполняются равенства 

( ) ( )( ) 1 k k
j jq t l l L j J∗, = , ∈ , ∈ ;  

3) верны включения 
( 1) ( ) (0)k kX X X X+⊂ ⊂ ⊂ ,  где (0) nX = ;R  

4) множество ( 1)kX +  выпуклое. 
Доказательство. Докажем лемму по индук-

ции. Для 0k =  имеем (0) (0)
0 ( )J I j∗ = ∅, = ∅,  (0)j J∗∈ .  

Следовательно, утверждения 1), 2) данной лем-
мы очевидны для 0k = .  Из (1.2), (2.2) имеем 

(1) { ( ) 0 }n
jX X x f x t j J⊂ = ∈ : , ≤ , ∈ .R  

Тогда утверждения 3, 4 справедливы для 0k = .   
Предположим, что все утверждения 1)–4) 

выполняются для ( 1) 0 ( 1)k k k∗+ > , + < .  Докажем 
утверждения 1)–4) для ( 2)k + -ой итерации.  

Рассмотрим утверждение 1). Известно, что 
( 1) ( ) ( 1)k k kJ J J+ +
∗ ∗ ∗= Δ .∪  Из предположения о спра-

ведливости данного утверждения для ( 1)k + -ой 
итерации, имеем ( )k

jt T j J∗
∗∈ , ∈ .  Осталось дока-

зать, что ( 1)k
jt T j J∗ +

∗∈ , ∈ Δ .  Учитывая соотноше-

ние (2.4), где ( )jx  – оптимальный план задачи 
(2.3), имеем для любого ( 1)kx X +∈   

( 1)( ) 0 k
jf x t j J +

∗, = , ∈ Δ .  

Из этого, в силу включения ( 1)kX X +⊂  имеем, 
что ( 1)k

jt T j J∗ +
∗∈ , ∈ Δ  являются неподвижными 

индексами также, следовательно, ( 1)k
jt T j J∗ +

∗∈ , ∈  
– неподвижные индексы.  
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Рассмотрим утверждение 2). Известно, что 
( 1) ( ) ( 1)
0 0 0( ) ( ) ( )k k kI j I j I j+ += Δ .∪  Из предположения о 

справедливости данного утверждения для 
( 1)k + -ой итерации, имеем ( )( ) 1 k

j jq t l l L, = , ∈ ,  
( )kj J∗∈ .  На ( 2)k + -ой итерации добавляются ин-

дексы ( 1) ( )
0 ( )k ki I j j J+

∗∈ Δ , ∈  и ( 1)( ) ki P j j J +
∗∈ , ∈ .  

Учитывая соотношение (2.6), где ( )jix  – опти-
мальный план задачи (2.5), имеем для любого 

( 1)kx X +∈   
( )

( 1) ( )
0

( )
( ) 0 ( )

T ji
j k k

i

f x t
a j i I j j J

t
+

∗

∂ ,
= , ∈ Δ , ∈ .

∂
 

Тогда, учитывая Предположение 1.1, правило 
построение множества ( 1) ( 1)k k

jl L j J+ +
∗∈ , ∈  и в си-

лу включения ( 1)kX X +⊂  получаем:  
( 1) ( 1)( ) 1 k k

j jq t l l L j J+ +
∗, = , ∈ , ∈ .  

Рассмотрим утверждения 3), 4). Из предположе-
ния о справедливости данного утверждения для 
( 1)k + -ой итерации, имеем ( 1)kX X +⊂ ,  где в на-
чале ( 1)k + -ой итерации описанного алгоритма 
оно имеет вид (2.2). В конце ( 1)k + -ой итерации, 
в следствии пройденных шагов по алгоритму, его 
можно будет записать следующим образом:  

( 1) ( 1)

( 1)

( 1)
0

( 1)
0

2
( ) ( )

2

( ) 0

( ) 0

( )
( ) 0 ( )

( )
( ) 0 ( )

( )
( ) 0 ( ) ( )

( )
0

k n k
j

k
j

T
j

i

T
j k

i

T
j k

i

jT k k
j

X x f x t j J \ J

f x t j J

f x t
b j i P j

t
f x t

a j i I j
t

f x t
a j i I j \ I j

t
f x t

l l l L j J
t

+ +
∗

+
∗

+

+

∗

⎧⎪= ∈ : , ≤ , ∈ ,⎨
⎪⎩

, = , ∈ ;

∂ ,
= , ∈ ,

∂
∂ ,

= , ∈ ,
∂

∂ ,
≤ , ∈ ,

∂
⎫∂ , ⎪≤ , ∀ ∈ , ∈ .⎬

∂ ⎪⎭

�

R

 

Тогда множество ( 2)kX +  можно представить как  
l l( 1) ( 1)( 2) ( 1)

1 2
k kk kX X X X

+ ++ += ,∩ ∩  
где  

l
2

( 1)
1 2

( 1) ( )

( )
0

k jn T

k k
j

f x t
X x l l

t

l L j J

+

+
∗

⎧ ∂ ,⎪= ∈ : ≤ ,⎨
∂⎪⎩

⎫
∀ ∈ , ∈ ,⎬

⎭

R
 

l ( 1)
2

( )
( ) 0 ( )

( )
( ) 0 ( )

T
k jn

i

T
j

i

f x t
X x b j i P j

t

f x t
a j i I j

t

+ ⎧ ∂ ,⎪= ∈ : = , ∈ ;⎨
∂⎪⎩

∂ ,
≤ , ∈ ;

∂
�

R
 

 
2

( 1) ( 1)
2

( )
0jT k k

j

f x t
l l l L j J

t
+ +

∗

⎫∂ , ⎪≤ , ∀ ∈ , ∈ Δ .⎬
∂ ⎪⎭

 

Из ранее сделанного предположения имеем 
( 1)kX +  – выпуклое. Покажем, что l ( 1)( 1)

1
kkX X

++ ,∩  
l ( 1)( 1)

2
kkX X

++ ∩  – выпуклые.  

Рассмотрим множество l ( 1)( 1)
1

kkX X
++ .∩  Зафик-

сируем ( )kj J∗∈ .  Возьмем любые l ( 1)( 1)
11 2

kkx x X X
++, ∈ .∩  

Поскольку l ( 1)
11 2

k
x x X

+
, ∈ ,  то для них будет вы-

полняться:  
2 2

1 2
2 2

( 1) ( )

( ) ( )
0 0j jT T

k k
j

f x t f x t
l l l l

t t
l L j J+

∗

∂ , ∂ ,
≤ , ≤ ,

∂ ∂
∀ ∈ , ∈ .

   (3.11) 

Заметим, что также ( 1)
1 2

kx x X +, ∈ .  Обозначим 

1 2( ) (1 )x x xλ λ λ= + − .  Очевидно ( 1)( ) kx Xλ +∈ ,  
поскольку оно выпуклое по предположению. Для 

любого ( 1)k
jl L +∈  функции 

2

2

( )jT f x tl l
t

∂ ,
∂

 выпук-

лые по x  на множестве ( 1)kX +  по лемме 3.2, для 
этого достаточно положить в ней 

( 1) ( 1)
0 0

( 1) ( )

( )

( )

k k
j

k k
j

X X t t I I j

L t L j J

+ +

+
∗

= , = , = ,

= , ∈ .

�

�  

Тогда из выпуклости данных функций имеем  
2 2

1
2 2

2
2
2

( 1) ( )

( ( ) ) ( )

( )
(1 )

[0 1]

j jT T

jT

k k
j

f x t f x t
l l l l

t t

f x t
l l

t

l L j J

λ
λ

λ

λ +
∗

⎛ ⎞∂ , ∂ ,
≤ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ,
+ − ,⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∈ , , ∀ ∈ , ∈ .

 

С учетом (3.11) и того, что сумма двух не поло-
жительных чисел является не положительным 
числом, можем положить:  

2
( 1)

2

( ( ) )
0 [0 1]jT k

j

f x t
l l l L

t
λ

λ+∂ ,
≤ , ∀ ∈ , ∈ , ,

∂
 

что и означает, что l ( 1)
1( )

k
x Xλ

+
∈ .  Следовательно 

l ( 1)( 1)
1

kkX X
++ ∩  – выпуклое.  

Рассмотрим множество l ( 1)( 1)
2
kkX X

++ .∩  За-
фиксируем ( 1)kj J +

∗∈ Δ .  Возьмем любые 

l ( 1)( 1)
21 2

kkx x X X
++, ∈ .∩  

Поскольку l ( 1)
21 2

k
x x X

+
, ∈ ,  то для них будет выпол-

няться:  
1 2( ) ( )

( ) 0 ( ) 0 ( )
T T

j j
i i

f x t f x t
b j b j i P j

t t
∂ , ∂ ,

= , = , ∈ ,
∂ ∂

 

1( )
( ) 0

T
j

i

f x t
a j

t
∂ ,

≤ ,
∂

 

 2( )
( ) 0 ( )

T
j

i

f x t
a j i I j

t
∂ ,

≤ , ∈ ,
∂

�         (3.12) 
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2 2
1 2 ( 1)
2 2

( ) ( )
0 0j jT T k

j

f x t f x t
l l l l l L

t t
+∂ , ∂ ,

≤ , ≤ , ∀ ∈ .
∂ ∂

 

Заметим, что также ( 1)
1 2

kx x X +, ∈ .  Положим 

1 2( ) (1 ) [0 1]x x xλ λ λ λ= + − , ∈ , .  
Очевидно ( 1)( ) kx Xλ +∈ .   

a) Функции 
( ( ) )

( ) ( )
T

j
i

f x t
b j i P j

t
λ∂ ,

, ∈
∂

 вы-

пуклые по x  на множестве ( 1)kX + ,  что следует 
из леммы 3.1, для этого достаточно положить в 
ней ( 1) ( 1)k k

jX X t t j J+ +
∗= , = , ∈ Δ .�  Тогда из вы-

пуклости данных функций имеем  

( )

1

( )

( ( ) )
( )

( )
( )

T
j

i i
i P j

T
j

i i
i P j

f x t
b j

t

f x t
b j

t

λ
β

λ β

∈

∈

∂ ,
≤

∂

∂ ,
≤ +

∂

∑

∑
 

 2

( )

( )
(1 ) ( ) [0 1]

T
j

i i
i P j

f x t
b j

t
λ β λ

∈

∂ ,
+ − , ∈ , .

∂∑  

С учетом (3.12) имеем  

( )

( ( ) )
( ) 0 [0 1]

T
j

i i
i P j

f x t
b j

t
λ

β λ
∈

∂ ,
≤ , ∈ , .

∂∑  

Зафиксировав ( )i P j∗ ∈ ,  положим 1
i

β ∗ = ± ,  0iβ = ,  

( )i P j \ i∗∈  получим  
( ( ) )

( ) 0 [0 1] 1
T

j
i i i

f x t
b j

t
λ

β λ β∗ ∗ ∗

∂ ,
≤ , ∈ , , = ± .

∂
 

Так как данное неравенство должно выполняться 
при 1

i
β ∗ = ± ,  тогда  

( ( ) )
( ) 0 [0 1]

T
j

i

f x t b j
t
λ

λ∗

∂ ,
= , ∈ , .

∂
 

Таким образом, для всех ( )i P j∈  будем иметь  

 
( ( ) )

( ) 0 ( ) [0 1]
T

j
i i

f x t
b j i P j

t
λ

β λ
∂ ,

= , ∈ , ∈ , .
∂

 

b) Функции 
( )

( ) ( )
T

j
i

f x t
a j i I j

t
∂ ,

, ∈
∂

�  являют-

ся выпуклыми по x  на множестве ( 1)kX +  по лем-
ме 3.1, для этого достаточно положить в ней 

( 1) ( 1)k k
jX X t t j J+ +

∗= , = , ∈ Δ .�  Из выпуклости дан-
ных функций и (3.12) следует, что 

( ( ) )
( ) 0 ( ) [0 1]

T
j

i

f x t
a j i I j

t
λ

λ
∂ ,

≤ , ∈ , ∈ , .
∂

�  

c) Функции 
2

( 1)
2

( )jT k
j

f x t
l l l L

t
+∂ ,

, ∀ ∈
∂

 – вы-

пуклые по x  на множестве ( 1)kX +  по лемме 3.2, 
для этого достаточно положить в ней 

( 1)
0

( 1) ( 1)( )

k
j

k k
j

X X t t I

L t L j J

+

+ +
∗

= , = , = ∅,

= , ∈ Δ .

�

�  

Из выпуклости данных функций и (3.12) следует, 

что 
2

( 1)
2

( ( ) )
0 [0 1]jT k

j

f x t
l l l L

t
λ

λ+∂ ,
≤ , ∀ ∈ , ∈ , .

∂
  

Тогда из a), b), c) следует, что l ( 1)
2( )
k

x Xλ
+

∈ .  Сле-

довательно, l ( 1)( 1)
2
kkX X

++ ∩  выпуклое. Следова-
тельно, ( 2)kX +  – выпуклое, как пересечение вы-
пуклых множеств, и ( 2) ( 1)k kX X+ +⊂ .  А так как 

( 1) ( 2)k kX X X X+ +⊂ ⇒ ⊂ .  
 
Рассмотрим последнюю итерацию алгорит-

ма ( 1)k + .  Из леммы 3.3 следует, что поскольку 

jt j J∗, ∈  – неподвижные индексы и ( ) 1jq t l, = ,  
( )k
jl L j J∗∈ , ∈ ,  то для любого ( 1)kx X +∈  выпол-

няются соотношения:  
( ) 0jf x t, = ,  

( )
( ) 0 ( )

T
j

i

f x t
b j i P j

t
∂ ,

= , ∈ ,
∂

       (3.13) 

0

( )
( ) 0 ( )

T
j

i

f x t
a j i I j j J

t ∗

∂ ,
= , ∈ , ∈ .

∂
 

Доказательство следующих лемм основыва-
ется на работах [9], [10].  

Лемма 3.4. Пусть выпуклая задача (1.1) 
удовлетворяет Предположению 1.1. Рассмот-
рим некоторый неподвижный индекс ( )jt j J∗∈  и 
соответствующее множество 0 ( )I j ,  построен-
ное согласно (2.7) на последней итерации алго-
ритма. Тогда существует вектор ( )jx x t X∗ ∗= ∈  
такой, что  

2

2

( )
0jT f x t

l l
t

∗∂ ,
< ,

∂
 

0

0

( )

0
( )

1 ( )

( ) 0 ( )

s
j i i

i P j

i i i
i I j

l L l l l b j

a j i I j

β

α α

∈

∈

⎧
∀ ∈ = ∈ : = , = +⎨

⎩
⎫⎪+ , ≥ , ∈ .⎬
⎪⎭

∑

∑

R
(3.14) 

Доказательство. Из леммы 3.3 имеем  
 0( ) 1j jq t l l L, = , ∈ .             (3.15) 

Обозначим через l( )Q  следующую задачу:  

               l( ) min
x

Q
ξ

ξ
,

:  
2

0
2

( )jT
j

f x t
x X l l l L

t
ξ

∂ ,
∈ , ≤ , ∀ ∈ .

∂
 

В задаче l( ),Q  множество X  выпуклое, целевая 
функция и функции ограничений – выпуклые по 

nx ∈ .R  Эти ограничения удовлетворяют усло-
вию Слейтера 1-го типа [10]:  

2
0

2

( )
( ) jT

j

f x t
x l l l L

t
ξ ξ

∂ ,
∃ , : ≤ , ∀ ∈ ,

∂
 

где  
2

21

( )
max 1jT

l

f x t
x X l l

t
ξ

=

∂ ,
∈ , = + .

∂& &
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Следовательно, они удовлетворяют усло-
вию Слейтера 2-го типа также. Заметим, что из 
утверждения 1 из [10] следует, что существуют 

1n +  вектора 0 1 1i jl L i n∈ , = ,..., + ,  такие, что 
l l( ) ( )Dval Q val Q= ,  где ( )val A  – оптимальное зна-

чение целевой функции задачи A,  а задача l DQ – 
следующая:  
          l( ) min

D x
Q

ξ
ξ

,
:  

2

2

( )
1 1jT

i i

f x t
x X l l i n

t
ξ

∂ ,
∈ , ≤ , = ,..., + .

∂
 

Из (3.15) и определения 1.2 следует, что для 
каждого 1 1il i n, = ,..., + ,  существует ( )ix X∈ ,  
удовлетворяющий неравенству  

2 ( )

2

( )
0 1 1

i
jT

i i

f x t
l l i n

t
∂ ,

< , = ,..., + .
∂

 

Так как jt  – неподвижный индекс и ( )ix  – допус-
тимое решение задачи (1.1), тогда для любого 

{1 1}k n k i∈ ,..., + , ≠  выполняется 
2 ( )

2

( )
0

i
jT

k k

f x t
l l

t
∂ ,

≤ .
∂

 

Рассмотрим вектор ( )
1

1
1

k
n

x
n

k
x

+

+
=

= .∑�  Очевидно x X∈ .�  

Подставим этот вектор в левую часть ограниче-
ния задачи l( )DQ  и из выпуклости функции 

2

2

( )jT f x t
l l

t
∂ ,

∂
 по x  на X ,  получим  

2 2 ( )1

2 2
1

( ) ( )
/ ( 1) 0

1 1

kn
j jT T

i i i i
k

f x t f x t
l l l l n

t t

i n

+

=

⎛ ⎞∂ , ∂ ,
≤ + < ,⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

= ,..., + .

∑
�

 

Тогда получим, что l( ) 0Dval Q < .  Следовательно, 
l( ) 0val Q <  что и предполагает существование 

вектора x X∗ ∈ :  
2

0
2

( )
0jT

j

f x t
l l l L

t

∗∂ ,
< , ∈ .

∂
 
 

Лемма 3.5. Рассмотрим выпуклую задачу 
(1.1), удовлетворяющую Предположению 1.1. 
Пусть 0 ( )jt I j j J∗, , ∈  – построенные в алгорит-
ме индексы и множества. Тогда существует 
вектор x X∈ ,�  такой, что  
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∂
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�

 

где 0
jL  определенно в (3.14).   

Доказательство. Предположим, что алго-
ритм останавливается на ( 1)k +  итерации, т. е. 

1k k∗ = + .  Тогда имеем множества J J∗ ⊂ ,  

0 ( ) ( )I j I j⊂ ,� j J∗∈ ,  и вектора  
( ) ( 1)

( ) ( 1)
0

\

( ) \ ( )

j k

ji k

x X j J J

x X i I j I j j J
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∗

+
∗

∈ , ∈ ,

∈ , ∈ , ∈�  

такие, что  
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( ) 0 \
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f x t j J J
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Положим  

�
0

( ) ( )

\ ( ) \ ( )

j ji

j J J j J i I j I j

x x x r
∗ ∗∈ ∈ ∈

⎛ ⎞
= + / ,⎜ ⎟⎜ ⎟
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∑ ∑ ∑

�
 

где 0\ | ( ) \ ( ) |
j J

r J J I j I j
∗

∗
∈

= + .∑ �  Поскольку мно-

жество ( 1)kX +  выпуклое по лемме 3.3 и функция 
( )f x t,  выпуклая по ( 1)kx X +∈ ,  и для 0( ) \ ( )i I j I j∈ ,�  

j J∗∈  функции 
( )( )

( )
T ji

j
i

f x t
a j

t
∂ ,

∂
 – выпуклые по 

x  на ( 1)kX +  по лемме 3.1, то � ( 1)kx X +∈  и  
�

�
0

( ) 0 \

( )
( ) 0 ( ) \ ( )

j

T
j

i

f x t j J J

f x t
a j i I j I j j J

t

∗

∗

, < , ∈ ,

∂ ,
< , ∈ , ∈ .

∂
�

 (3.16) 

Рассмотрим вектор 
| |

j

j J

x
x

J
∗

∗
∗

∈ ∗

= ,∑�  где jx X∗ ∈ ,  

j J∗∈  – вектор из леммы 3.4. Тогда из выпукло-

сти функций 
2

0
2

( )jT
j

f x t
l l l L j J

t ∗

∂ ,
, ∈ , ∈

∂
 по x X∈  

следует, что x∗�  удовлетворяет условию  
2 *

0
2

( )
0jT

j

f x t
l l l L j J

t ∗

∂ ,
< , ∀ ∈ , ∈ .

∂

�
 

С учетом того, что *x X∈�  и (3.13), то для 
*x�  будут выполняться следующие соотношения:  

*
*

*

0

( )
( ) 0 ( ) 0 ( )

( )
( ) 0 ( )

T
j

j i

T
j

i

f x t
f x t b j i P j

t
f x t

a j i I j
t

∂ ,
, = , = , ∈ ,

∂
∂ ,

= , ∈ ,
∂

�
�

�
 

*

0

2 *
0

2

( )
( ) 0 ( ) \ ( )

( )
0

T
j

i

jT
j

f x t
a j i I j I j

t
f x t

l l l L j J
t ∗

∂ ,
≤ , ∈ ,

∂
∂ ,

< , ∀ ∈ , ∈ .
∂

�

�
 

Рассмотрим вектор *1
2 ( )z x x X= + ∈ ,�  где x  – век-

тор введенный в пункте 3. Тогда по построению:  
( ) 0 \ ( ) 0j jf z t j J J f z t j J∗ ∗, ≤ , ∈ , , = , ∈ ;  

( )
( ) 0 ( )

T
j

i

f z t
b j i P j

t
∂ ,

= , ∈ ,
∂
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( ) 0 ( ) \ ( )
( )

0 ( )

T
j

i

f z t i I j I j
a j

t i I j
∂ , ⎧< , ∈ ,

= ⎨
∂ ≤ , ∈ ,⎩

�
�  

2
0

2

2
1

2

( )
0

( )
0

jT
j

jT
j

f z t
l l l L

t
f z t

l l l L j J
t ∗

∂ ,
< , ∀ ∈ ,

∂
∂ ,

≤ , ∀ ∈ , ∈ ;
∂

 (3.17) 

( ) 0 \ { }jf z t t T t j J, < , ∀ ∈ , ∈ ,∪  

где 0
jL  определенно согласно (3.14),  

1

( ) ( )
1 ( ) ( )

( )
0 ( ) 0

s
j i i i i

i P j i I j

T
j

i

L l l l b j a j

f z t
i I j l j J

t

β α

α

∈ ∈

∗

⎧
= ∈ : = , = + ,⎨

⎩
⎫∂ , ⎪≥ , ∈ , = , ∈ .⎬

∂ ⎪⎭

∑ ∑R

 

Для данного [0 1]λ ∈ ,  рассмотрим новый вектор 
�( ) (1 )x z xλ λ λ= − + .  Очевидно ( 1)( ) kx Xλ +∈ .  За-

метим, что здесь вектор � ( 1)kx X +∈  удовлетворяет 
(3.16). Принимая во внимание выпуклость 

( )f x t,  по x,  имеем  

 �( ( ) ) (1 ) ( ) ( )f x t f z t f x tλ λ λ, ≤ − , + , .     (3.18) 
Принимая во внимание выпуклость функций и 
соотношения (3.13), (3.16), (3.17), можем заклю-
чить, что для 0 1λ< <  выполняются следующие 
соотношения:  

( ( ) ) 0 \jf x t j J Jλ ∗, < , ∈ ,  

( ( ) )
( ( ) ) 0 ( ) 0 ( )

T
j

j i

f x t
f x t b j i P j

t
λ

λ
∂ ,

, = , = , ∈ ,
∂

 

0

( ( ) )
( ) 0 ( )

T
j

i

f x t
a j i I j

t
λ∂ ,

= , ∈ ,
∂

     (3.19) 

0

( ( ) )
( ) 0 ( ) \ ( )

T
j

i

f x t
a j i I j I j

t
λ∂ ,

< , ∈ ,
∂

 

2
0

2

( ( ) )
0jT

j

f x t
l l l L j J

t
λ

∗

∂ ,
< , ∀ ∈ , ∈ .

∂
 

Покажем, что для достаточно малых 0λ >  суще-
ствует ( ) 0ε λ >  такое, что  

( ) 0 при 0ε λ λ→ + → +  

( )и ( ( ) ) 0 \ ( )j
j J

f x t t T T tε λλ
∗∈

, < , ∈ ,∪    (3.20) 

где ( ) { }T t T tε τ τ ε= ∈ : − ≤ .& &   
Возьмем некоторое 0ε >  такое, чтобы оно 

было в раза меньше, чем минимальное расстояние 
между двумя любыми jt j J∗, ∈  и 0ε ε ε: < < .  
Обозначим  

�{ }

\ ( )

( ) 0 (0 ]

j
j J

T T T t

T cl t T f x t

ε ε

ε ε ε ε
∗∈

+

= ,

= ∈ : , > , ∈ , ,

�

�

∪
 

где clT  – замыкание множества T .  Принимая во 
внимание соотношения (3.18), (3.19) имеем  

( ( ) ) 0 (0 1) (0 ]f x t t T Tε ελ λ ε ε+, < , ∀ ∈ , ∀ ∈ , ∈ , .� \ (3.21) 

Рассмотрим функцию  

 �
( )( ) (0 ]

( ) ( )
f z tt t T

f z t f x t
ε ε ε ελ +,

= , ∈ , ∈ , .
, − ,

 

Покажем, что ( ) 0 (0 ]t t Tε ε ε ελ +> , ∈ , ∈ , .  По по-

строению имеем �( ) 0 \jf x t j J J∗, < , ∈ .  Из этого 
следует, что для любого (0 ]ε ε∈ ,  верно включе-

ние \ ( )j
j J

T cl T T tε ε
+

∈

⎛ ⎞
⊂ .⎜ ⎟

⎝ ⎠
∪  Тогда, учитывая это и 

соотношения (3.17) имеем  
 ( ) 0 (0 ]f z t t Tε ε ε+, < , ∀ ∈ , ∈ , .        (3.22) 
Обозначим 

( ) min ( ) (0 ]
t T

f z t
ε

δ ε ε ε
+∈

= , , ∈ , ,  

�sup ( ) ( )
t T

f z t f x tδ
+

∗

∈
= , − , < ∞,  

где �{ }( ) 0T cl t T f x t+ = ∈ : , > .  В силу соотноше-

ния (3.22) справедливо неравенство ( ) 0δ ε > ,  
(0 ]ε ε∈ , .  Тогда для t Tε

+∈  получаем  

�
( ) ( )( ) ( ) 0 (0 ]

( ) ( )
f z tt

f z t f x t
ε

δ ε υ ε ε ελ δ ∗

,
= ≥ := > , ∈ , .

, − ,
 

Положим ( ) { ( )} 0minυ ε ε υ ε= , >  при (0 ]ε ε∈ , .  
Тогда  

( ( ) ) 0 (0 ( )) (0 ]f x t t Tελ λ υ ε ε ε+, < , ∀ ∈ , ∀ ∈ , , ∈ ,  
и с учетом соотношения (3.21) получаем  

( ( ) ) 0 (0 ( )) (0 ]f x t t Tελ λ υ ε ε ε, < , ∀ ∈ , ∀ ∈ , , ∈ , .�  
Заметим, что из построения функции ( )υ ε ,  

(0 ]ε ε∈ ,  видно, что она обладает следующими 
свойствами: • ( ) 0υ ε >  при 0ε > ;  • ( ) 0υ ε →  
при 0ε → .   

Покажем, что функция ( ) (0 ]υ ε ε ε, ∈ ,  также 
является неубывающей. Для начала покажем, что 
функция ( ) (0 ]υ ε ε ε, ∈ ,  является неубывающей, 
т. е. 1 2 1 2 1 20 ( ) ( )ε ε ε ε ε υ ε υ ε∀ , : < < ≤ ⇒ ≤ .  По-
скольку 1 2ε ε< ,  то 

2 1
T Tε ε

+ +⊆ .  Тогда, учитывая 

построение функции ( )υ ε ,  получим:  

1 2

1 2 1 20
min ( ) min ( )
t T t T

f z t f z t
ε ε

ε ε ε ε ε

+ +∈ ∈

∀ , : < < ≤ ⇒

, ≤ , .  

Таким образом функция ( ) (0 ]υ ε ε ε, ∈ ,  является 
неубывающей, а из этого следует, что и функция 

( ) (0 ]υ ε ε ε, ∈ ,  является неубывающей как ми-
нимум неубывающих функций.  

Заметим, что функция ( ) (0 ]υ ε ε ε, ∈ ,  обла-
дает еще одним свойством – непрерывность, что 
следует непосредственно из непрерывности 
функции ( ) (0 ]υ ε ε ε, ∈ , .   

Определим 0 ( ) 0ε ε λ υ ε∗ ∗ ∗:= > , := > .  То-
гда по построению имеем, что для любого 
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(0 ]λ λ∗∈ ,  существует (0 ] ( )ε ε λ υ ε∗∈ , : = .  По-
строим обратную функцию следующим образом: 
для любого (0 ]λ λ∗∈ ,  поставим в соответствии 
число 

(0 ]
( ) inf

ε ε
ε λ ε

∗∈ ,
= .   

Покажем, что ( ) 0ε λ →  при 0λ → .  Пред-
положим противное, т. е. 0 ( )ε ε λ ε∃ > : →  при 

0λ → .  По построению имеем ( ( ))υ ε λ λ= ,  пе-
рейдя к пределу в данном равенстве при 0λ →  
получим: 

0
lim ( ( )) 0 ( ) 0
λ

υ ε λ υ ε
→

= , = ,  а это проти-

воречит тому, что ( ) 0υ ε > .   
Из всего выше изложенного следует, что 

для (0 )λ λ∗∈ ,  существует ( )ε λ  такое, что 
( ) 0 при 0ε λ λ→ + →  и  

( )( ( ) ) 0 \ ( )j
j J

f x t t T T tε λλ
∗∈

, < , ∀ ∈ .∪  

Таким образом доказано соотношение (3.20).  
Для j J∗∈  соотношения (3.19) являются 

достаточным условием того, что точка jt  явля-
ется строгим локальным решением задачи 
max ( ( ) ) (0 1)

T
f x

τ
λ τ λ

∈
, ,∀ ∈ , .  Тогда из определения 

строгого локального максимума следует, что для 
любого (0 1)λ ∈ ,  существует число ( ) 0ε λ > ,�  
такое что  

( )

( ( ) ) ( ( ) ) 0

( ) \{ }
j

j j

f x t f x t

t T t t j Jε λ

λ λ

∗

, < , = ,

∈ , ∈ .�
    (3.23) 

Зафиксируем (0 1)λ ∈ , .  Тогда для него сущест-
вует ( ) 0 ( ( ) ) 0 ( ) \{ }j jf x t t T t tεε λ ε λ=: > : , < , ∀ ∈ ,�

� �  
j J∗∈ .   

Покажем, что 
(0 ) и 0 ( ( ) ) 0f x tλ λ λ ε λ∀ : ∈ , > : , < ,�  

( ) \{ }j jt T t t j Jε ∗∀ ∈ , ∈ .�  

Предположим противное, т. е. (0 )λ λ λ∃ : ∈ ,  

0 ,j J∗∃ ∈
0 0 0 0

( ) \{ } ( ( ) ) 0j j j jt T t t f x tε λ∃ ∈ : , ≥ .�  

Поскольку λ λ< ,  то λ  можно представить 

в виде 0λ λ λ λ= + Δ , Δ > .  Учитывая это и соот-
ношение (3.18) имеем  

�

�

�

�

0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 ( ( ) ) (1 ) ( ) ( )

(1 ) ( ) ( ) ( )

(1 ) ( ) ( )

( ( ) ( ))

j j j

j j

j j

j j

f x t f z t f x t

f z t f x t

f z t f x t

f z t f x t

λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ

λ

≤ , ≤ − , + , =

= − + Δ , + − Δ , =

= − , + , +

+Δ , − , .

 

Следовательно  
�

�
0 0

0 0

(1 ) ( ) ( )

( ( ) ( )) 0

j j

j j

f z t f x t

f z t f x t

λ λ

λ

− , + , +

+Δ , − , ≥ .
    (3.24) 

Поскольку 
0

( ) 0jf z t, < ,  

0
(1 ) ( )jf z tλ− , + �

0
( ) 0jf x tλ , < ,  

0λΔ >  тогда, чтобы выполнялось соотношение 
(3.24) должно выполняться  

�

�

�

�
0 0

0 0 0

( ) 0 ( ) 0

( ) ( ) 0 ( ) 0

j j

j j j

f x t f x t

f z t f x t f x t

⎧ ⎧, > , , > ,⎪ ⎪⇒⎨ ⎨
, − , > , < .⎪ ⎪⎩ ⎩

 

Данная система противоречива, это и доказыва-
ет, что  

(0 ) и ( ) 0
( ( ) ) 0 ( ) \{ }j jf x t t T t t j Jε

λ λ λ ε λ ε
λ ∗

∀ : ∈ , = > :
, < , ∀ ∈ , ∈ .�

� �
 (3.25) 

Из условия ( ) 0 при 0ε λ λ→ + →  и соотно-
шения (3.25) следует, что всегда существует та-
кое (0 )λ λ∗ ∈ , ,  что ( )ε ε λ∗> .�  Тогда из этого и 
соотношений (3.20) и (3.23) получим, что суще-
ствует λ∗  такое, что  

( ( ) ) 0 \{ }jf x t t T t j Jλ∗
∗, < , ∀ ∈ , ∈ .    (3.26) 

Таким образом, из соотношений (3.19), (3.26) 
получили, что данный вектор ( )x λ∗  для доста-
точно малого λ∗  является планом задачи, т. е. 

( )x Xλ∗ ∈  и удовлетворяет условиям доказывае-
мого утверждения. 
 

Доказательство теоремы 3.1. Из леммы 3.3 
следует, что индексы jt j J∗, ∈  являются непод-
вижными и их порядки неподвижности опреде-
ляются согласно (3.1). Из леммы 3.5 следует, что 
это все неподвижные индексы. 
 

Заметим здесь также был построен вектор 
x X∈�  такой, что  

0

2
0

2

( )

( )
( ) 0 ( ) \ ( )

( )
0

( ) 0 \{ }

a

T
j

i

jT
j

j

T x T

f x t
a j i I j I j

t
f x t

l l l L j J
t

f x t t T t j J

∗

∗

∗

= ,

∂ ,
< , ∈ ,

∂
∂ ,

< , ∈ , ∈ ,
∂

, < , ∀ ∈ , ∈ .

�
�

�

�

 

 
4 Пример 
Проиллюстрируем работу описанного алго-

ритма на примере. Пусть  
4 2

1 2 3 4 1 2( ) ( )T Tx x x x x t t t= , , , ∈ , = , ∈R R  
и         2 2 2

1 2 1 1 2 1 2 3( ) 5 ( 1)f x t t x t x t t x, := − − + +  
2 2 2 2
2 4 2 12 ( 1)t x t t+ − − + ,

2 3 3 2 2
2 1 2 1 1 2 3 1 4 2 2( ) (2 ) 2f x t t x x t t x t x t t, := − − + − + − ,  

2
1 1 2 2 1{ 3 1 0 2 4}T t t t t t:= ∈ : − ≤ ≤ − , ≤ ≤ , − ≤ ,R  

2
2 1 2 2 1{ 0 0 4}T t t t t t:= ∈ : ≥ , ≥ , + ≤ .R  

Рассмотрим выпуклую задачу полубесконечного 
программирования с многогранным множеством 
индексов вида:  

2
2 3 4min( 8 )x x x− − + ,  

 1 1 2 2( ) 0 ( ) 0f x t t T f x t t T, ≤ , ∀ ∈ , , ≤ , ∀ ∈ .  
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Легко проверить, что (0 0 1 1)x = , , ,  является до-
пустимым планом данной задачи. Множество 
активных индексов для x  имеет вид ( )aT x =  

(1) (2) (3){ }t t t= , , ,  где (1)
1( 1 0)Tt T= − , ∈ ,  (2)

2(0 0)Tt T= , ∈ ,  
(3)

2(0 1)Tt T= , ∈ .   
Используя правила, описанные в работе [9], 

построим для каждой активной точки экстре-
мальные лучи в соответствующем множестве 
индексов: для (1)

1t T∈  имеем 1(1) (0 1)a = , ,  

2 (1) ( 1 0)a = − , ,  для (2)
2t T∈  имеем 1(2) (0 1)a = , ,  

2 (2) (1 0)a = , ,  для (3)
2t T∈  имеем 1(3) (0 1)b = , ,  

1(3) (1 0)a = , .   
Заметим, что  

(1) (1)
1 1

1 2
( ) ( )

(1) (1) 0
T Tf x t f x t

a a
t t

∂ , ∂ ,
= = ,

∂ ∂
 

(2) (3)
2 2

2 1

(2)
2

1

( ) ( )
(2) 0 (3) 0

( )
(2) 0

T T

T

f x t f x t
a a

t t
f x t

a
t

∂ , ∂ ,
= , = ,

∂ ∂
∂ ,

≠ .
∂

 

Рассмотрим следующие множества:  
{1 2 3} (1) {1 2} (2) {2} (3) {1}J I I I= , , , = , , = , = .� � �  

На первой итерации алгоритма (0)0k J∗= , = ∅.  
Построим множество  

(1) (1)
1

(2) (3)
2 2

{ ( ) 0

( ) 0 ( ) 0}

nX x f x t

f x t f x t

= ∈ : , ≤ ,

, ≤ , , ≤ =

R
 

4 2
2 1 1 3{ 0 0 1 0}x x x x x= ∈ : ≤ , − ≤ , − − + ≤ .R  

Рассмотрим вспомогательную задачу для 
каждого {1 2 3}j J∈ = , , .   

Когда 1j = ,  тогда задача имеет форму  

(1) (1)

(1) 2
1 2min ( ) т е (min ).

x X x X
f x t x

∈ ∈
, , . .  

Тогда оптимальным решением будет 
(1) (1) (1)

1(0 0 1 1) ( ) 0x x f x t= = , , , : , = .  
Когда 2j = ,  тогда задача имеет форму  

(1) (1)

(2)
2 1min ( ) т е (min ).

x X x X
f x t x

∈ ∈
, , . . −  

Положим (2) (2) (2)
2(1 0 0 0) ( ) 0x f x t= , , , : , < .   

Когда 3j = ,  тогда задача имеет форму  

(1) (1)

(3)
2 1 3min ( ) т е (min 1).

x X x X
f x t x x

∈ ∈
, , . . − − +  

Положим (3) (3) (3)
2(1 0 1 0) ( ) 0x f x t= , , , : , < .   

Найдем множества 
(1) ( ) ( ) (1)

0{ ( ) 0} {1} (1)j jJ j J f x t I∗Δ = ∈ : , = = , Δ = ∅.  
Поскольку (1) {1}J∗Δ = ≠ ∅,  переходим к следую-
щей итерации с (1) (0) (1) {1}J J J∗ ∗ ∗= ∪ Δ = ,  (1)

0 (1)I =  
(1)
0 (1)I= Δ = ∅  и (1) {2 3}J \ J∗ = , .   
На следующей итерации ( 1)k =  строим 

множество  
(2) (1)

1( ) 0nX x f x t
⎧

= ∈ : , = ,⎨
⎩

R  

(2) (3)
2 2( ) 0 ( ) 0f x t f x t, ≤ , , ≤ ,  
(1) (1)

1 1
1 2

2 (1)
(1)1
12

( ) ( )
(1) 0 (1) 0

( )
0

T T

T
T

f x t f x t
a a

t t
f x t

l l l L
t

∂ , ∂ ,
≤ , ≤ ,

∂ ∂
⎫∂ ,

≤ , ∈ .⎬
∂ ⎭

 

Заметим, (1)
1L = ∅  (поскольку (1)

0(1) (1)P I= ∅, = ∅ ), 
тогда  

(2) 4 2
2 1

2 2
1 3 1 2

{ 0 0

1 0 5 0 0}

X x x x

x x x x

= ∈ : = , − ≤ ,

− − + ≤ , ≤ , ≤ .

R
 

Рассмотрим вспомогательную задачу для 
каждого \ {2 3}j J J∗∈ = , .   

Когда 2j = ,  тогда задача имеет форму  

( 2) ( 2)

(2)
2 1min ( ) т е ( min ).

x X x X
f x t x

∈ ∈
, , . . −  

Положим оптимальное решение (2) (0 0 1 1)x = , , , :  
(2) (2)

2 ( ) 0f x t, = .   
Когда 3j = ,  тогда задача имеет форму  

( 2) ( 2)

(3)
2 1 3min ( ) т е ( min 1).

x X x X
f x t x x

∈ ∈
, , . . − − +  

Положим (3) (3) (3)
2(0 0 2 0) ( ) 0x f x t= , , , : , < .   

Построим множество 
(2) ( ) ( ){ {2 3} ( ) 0} {2}j jJ j f x t∗Δ = ∈ , : , = = .  

Поскольку (1)
0(1) \ (1) {1 2},I I = ,�  рассмотрим 

решение следующих вспомогательных задач:  
При 1i =  задача имеет форму  

 
( 2) ( 2 )

(1)
21

1 1
( )

min (1) т е ( min 5 )
T

x X x X

f x t
a x

t∈ ∈

∂ ,
, . . .

∂
 

Положим оптимальное решение 
(11) (1)

(11) 0 1
1

( )(0 0 1 1) (1) 0
Tf x tx x a

t
∂ ,

= = , , , : = .
∂

 

При 2i =  задача имеет форму  

( 2) ( 2)

(1)
21

2 2
( )min (1) т е ( min )

T

x X x X

f x t a x
t∈ ∈

∂ ,
, . . .

∂
 

Положим оптимальное решение 
(12) (1)

(12) 1
2

( )
(0 0 1 1) (1) 0

Tf x t
x x a

t
∂ ,

= = , , , : = .
∂

 

В соответствии с алгоритмом, определяем 
множество  

(1 ) (1)
(2) 1
0

( )
(1) {1 2} (1) 0 {1 2}

T i

i
f x t

I i a
t

⎧ ⎫∂ ,
Δ = ∈ , : = = , .⎨ ⎬

∂⎩ ⎭
 

Построим множества 
(2) (1) (2)

(2) (1) (2) (2)
0 0 0 0

{1 2}

(1) (1) (1) {1 2} (2)

J J J

I I I I
∗ ∗ ∗= Δ = , ,

= Δ = , , = ∅,

∪
∪

 

переходим к следующей итерации.  
На следующей итерации ( 2)k =  строим 

множество  

(3) 4 (1) (2)
1 1

(3)
2

( ) 0 ( ) 0,

( ) 0

X x R f x t f x t

f x t

⎧
= ∈ : , = , , =⎨

⎩
, ≤ ,
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∂
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l l l L
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∂
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t
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l l l L
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∂
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≤ , ∈ .⎬
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Учитывая, что 

( 2)
0

2(2) 2
1

1(1)

1 (1)i i
i I

L l l l a
α

α
α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
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2 (1)
1

2

2
2 1

1

2 2
2 1

( )
0

2 0
( )

0 2

2 2 0

T
i

f x t
l l

t
α

α
α α

α

α α
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⎜ ⎟
⎜ ⎟
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≥ , =

∂
−−⎛ ⎞
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= − − ≠ = ∅,⎬
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(2)
2L = ∅  (поскольку (2)

0(2) (2)P I= ∅, = ∅ ), пере-
пишим множество (3)X  в виде 

(3) 4 2
2 1

2 2
1 3 1 2

{ 0 0

1 0 5 0 0 }

X x x x

x x x x

= ∈ : = , − = ,

− − + ≤ , = , ≤ .

R
 

Рассмотрим вспомогательную задачу для 
(2)\ {3}j J J∗∈ = .   

Задача имеет форму  

(3) (3)

(3)
2 1 3min ( ) т е ( min 1).

x X x X
f x t x x

∈ ∈
, , . . − − +  

Положим (3) (3) (3)
2(0 0 2 1) ( ) 0x f x t= , , , : , < .   

Тогда множество (3)J∗Δ = ∅.  Рассмотрим мно-

жество (2)J∗ .  Здесь (2)
0(1) \ (1)I I = ∅.�  Поскольку 

(2)
0(2) \ (2) {2}I I =�  рассмотрим решение следую-

щей вспомогательной задачи:  

(3) (3)

(2)
22

2 2
( )

min (2) т е ( min )
T

x X x X

f x t
a x

t∈ ∈

∂ ,
, . . .

∂
 

Положим оптимальное решение 
(22) (2)

(22) 2
2

( )(0 0 1 1) (2) 0
Tf x tx x a

t
∂ ,

= = , , , : = .
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В соответствии с алгоритмом, имеем 
(2 ) (2)

(3) 2
0

( )
(2) (2) (2) 0 {2}

T i

i
f x t

I i I a
t

⎧ ⎫∂ ,
Δ = ∈ : = = .⎨ ⎬

∂⎩ ⎭
�  

Построим множества 
(3) (2) (3)

(3) (2) (3)
0 0 0

{1 2}

(1) (1) {1 2} (2) {2}

J J J

I I I
∗ ∗ ∗= Δ = , ,

= = , , = ,

∪
 

переходим к следующей итерации.  
На следующей итерации ( 4)k =  строим 

множество  
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Учитывая (3) (2)
1 1L L= = ∅  и  

(3)
0

1(3) 2
2

(2)

1 (2)
0i i

i I

L l l l a
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α
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0 4 0
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имеем 
(4) 4 2

2 1
2

1 3 1

{ 0 0

1 0 5 0}

X x x x

x x x

= ∈ : = , − = ,

− − + ≤ , = .

R
 

Рассмотрим вспомогательную задачу для 
(3)\ {3}j J J∗∈ = .   

Задача имеет форму  

( 4) ( 4)

(3)
2 1 3min ( ) т е ( min 1).

x X x X
f x t x x

∈ ∈
, , . . − − +  

Положим (3) (3) (3)
2(0 0 2 1) ( ) 0x f x t= , , , : , < .  Тогда 

множество (4)J∗ = ∅.+   

Поскольку (3) (3)
0 0(1) \ (1) (2) \ (2)I I I I= ∅, = ∅,� �  

то (4) (3)
0 ( )I j j J∗Δ = ∅, ∈ .   
Тогда (4) (4) (4)(1) (2)J I I∗Δ = ∅, Δ = ∅, Δ = ∅  и, 

следовательно, останавливаем алгоритм с 
(1) (2){ }T t t∗ = , .   

Для найденных неподвижных индексов по-
рядки неподвижности вдоль соответствующих 
экстремальных лучей являются  

(1)
0( (1)) 1 (1) {1 2}iq t a i I, = , ∈ = , ;  

(2)
2 0

(2)
1 0

( (2)) 1 (2) {2}

( (2)) 0 (2) \ (2) {1}

q t a i I

q t a i I I

, = , ∈ = ,

, = , ∈ = .
 

 
Заключение 
В данной работе были рассмотрены выпук-

лые задачи полубесконечного программирования 
с многогранным множеством индексов. Был опи-
сан и обоснован конечный алгоритм, который 
определяет неподвижные индексы и их порядки 
неподвижности вдоль допустимых направлений 
для данных задач. Приведен пример, иллюстри-
рующий работу данного алгоритма. Полученный 
результат усиливает результат, полученный в 
работе [9], т. е. класс исследуемых задач расши-
ряется от задач линейного полубесконечного 
программирования до задач выпуклого полубес-
конечного программирования.  
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ОБРАЩЕНИЕ ЛИНЕЙНОЙ КОМБИНАЦИИ ЗНАЧЕНИЙ РЕЗОЛЬВЕНТЫ 
ЗАМКНУТОГО ОПЕРАТОРА 

А.Р. Миротин, А.А. Атвиновский 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель, Беларусь 
 

INVERSION OF A LINEAR COMBINATION OF VALUES OF THE RESOLVENT 
OF A CLOSED OPERATOR 

A.R. Mirotin, A.A. Atvinovskii 
F. Scorina Gomel State University, Gomel, Belarus 

 
Решается задача вычисления левого обратного к линейной комбинации значений резольвенты замкнутого оператора в 
банаховом пространстве. Сформулированы нерешенные задачи. 
 
Ключевые слова: замкнутый оператор, левый обратный оператор, резольвента, банахово пространство, функцио-
нальное исчисление, функция Маркова. 
 
The problem of the computation of the left inverse of a linear combination of values of the resolvent of a closed operator in a 
Banach space is solved. Several unsolved problems are formulated. 
 
Keywords: closed operator, left inverse of an operator, resolvent, Banach space, functional calculus, Markov function. 

 
 

Введение  
Данная заметка посвящена решению сле-

дующей задачи. Рассмотрим рациональную функ-
цию вида  

 
1

( )
n

j

j j

c
f z

zλ=

= ,
−∑               (0.1) 

где 1 0 ( 1 )j jn c j … nλ> , > , ∈ = , , ,R  и пусть min ja λ= ,  
max jb λ= .  Функция f  нигде не обращается в 

нуль на множестве \[ ]a b, ,C�  так как  

2 2
1 1

( )
( )

n n
j j j

j jj j

c x c
f z iy

z z

λ

λ λ= =

−
= + .

− −
∑ ∑  

Кроме того, очевидно, что функция (0.1) голо-
морфна на множестве \[ ]a b,C�  и в бесконечности 
и имеет в бесконечности нуль первого порядка. 
Следовательно, если A  – замкнутый плотно оп-
ределенный оператор в комплексном банаховом 
пространстве X ,  спектр ( )Aσ  которого не пере-
секается с отрезком [ ]a b, ,  то в силу известного 
свойства голоморфного функционального исчис-
ления [1, с. 643, теорема 9] оператор  

1
( ) ( )

n

j j
j

f A c R Aλ
=

= ,∑  

(здесь и ниже 1( ) ( )R A I Aλ λ −, = −  – резольвента 
оператора A I,  – единичный оператор в X ) име-
ет левый обратный 1( )f A − .  Основной результат 
данной работы дает способ его вычисления.  

В связи с рассматриваемой задачей отме-
тим, что условие ( ) [ ]A a bσ ∩ , = ∅  существенно 

для левосторонней обратимости оператора 
( )f A ,  что видно из следующего тождества:  

1 2

1 2
1 2

( ) ( )

2 ( ) ( )
2

R A R A

R A A R A

λ λ
λ λ

λ λ

, + , =

+⎛ ⎞= , − , .⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
1 Вспомогательные сведения  
Нам понадобятся некоторые сведения о 

функциях классов [ ]R a b,  и [ ]Q a b,  и функцио-
нальном исчислении с символами из [ ]Q a b,  [2]. 

Пусть a b< .  Говорят, что функция g  отно-
сится к классу [ ]R a b, ,  если она голоморфна в 
верхней полуплоскости, отображает ее в себя, а 
также голоморфна и положительна на ( )a−∞,  и 
голоморфна и отрицательна на ( )b, +∞  (функции 
этого класса называются функциями Маркова). 
Известно [3], что g  можно единственным обра-
зом представить в виде  

( )( )
b

a

d tg z
t z
τ

= ,
−∫  

где τ  – ограниченная положительная борелев-
ская мера, сосредоточенная на отрезке [ ]a b,  
(представляющая мера).  

Ясно, что [ ]f R a b∈ , .   
Положим также  

[ ] { 1 [ ]}Q a b g g R a bϕ ϕ, = | = / , ∈ ,  
(любая функция [ ]g R a b∈ ,  не обращается в нуль 
на \[ ]a b,C� ).  
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Если функция ϕ  принадлежит классу [ ]Q a b, ,  
то ее можно единственным образом представить 
в виде  

( ) ( )z z h zϕ α β= + − ,  
где [ ]h R a b∈ , ,  интегралы, представляющие, 

( )h a  и ( )h b ,  сходятся, а числа α  и β  удовле-
творяют некоторым дополнительным условиям.  

Следующая лемма дает способ вычисления 
этих чисел, если известна представляющая мера 
функции 1 .ϕ/   

Лемма 1.1. Пусть функция ϕ  принадле-
жит [ ] 1 [ ]Q a b g g R a bϕ, , = / , ∈ , ,  τ  – представ-
ляющая мера для g.  Тогда  

2

1 1 ( )
([ ]) ([ ])
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td t
a b a b

β α τ
τ τ

= − , = .
, , ∫  

Доказательство. Выше было отмечено, что 
( ) ( )z z h zϕ α β= + − ,  где [ ]h R a b∈ , ,  причем из 

очевидного равенства lim ( ) 0
x

h x
→∞

=  вытекает, что 

коэффициенты α  и β  определяются следую-
щим образом:  
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x x

x x x
x

ϕβ α ϕ β
→∞ →∞

= , = − .  

Следовательно, 1
lim ( )
x

xg x
β

→∞

= .  Применяя теоре-

му Лебега об ограниченной сходимости, имеем  
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Далее,  
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Воспользовавшись равенством 
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n n

n
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− ∑  

и интегрируя степенной ряд почленно, получаем 
окончательно  
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Лемма доказана.  
 

2 Основной результат  
Теорема 2.1. Пусть функция f задана фор-

мулой (0.1), A  – замкнутый плотно определен-
ный оператор в комплексном банаховом про-
странстве X ,  спектр которого не пересекает-
ся с отрезком [ ]a b, .  Тогда левый обратный к 
оператору ( )f A  имеет вид  
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2
1

1
1

1( ) ( )

n

j j n
j

k kn
n k

j
j j

j

c
f A I A a R t A

cc

λ
−

=−

=

=
=

= − − , ,
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
∑

∑∑
 

где ( 1 1)kt k … n= , , −  – все нули функции f,  
1
( )k

k

a
f t

= .
′

 

Доказательство. Как было сказано выше, 
если 1 fϕ = / ,  то ( ) ( )z z h zϕ α β= + − ,  где 

[ ]h R a b∈ , .  Пусть h  имеет представляющую ме-
ру μ.  В силу теоремы обращения из [2], левый 
обратный к оператору ( )f A  есть ( )Aϕ ,  т. е. 

 1( ) ( ) ( )
b

a

f A I A R t A d tα β μ− = + − , .∫      (2.1) 

Так как функция f  принадлежит классу [ ]R a b,  и 

имеет представляющую меру 
1

i

n

i
i

c λτ δ
=

= ,∑  где λδ  

– мера Дирака, сосредоточенная в точке λ,  то, 
воспользовавшись леммой 1.1, легко находим, что 

 1
2

1
1

1

n

j j
j

n
n

j
j j

j

c

cc

λ
α β=

=
=

= , = − .
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑∑
      (2.2) 

Возможны два случая.  
1) 0a ≥ .  Применяя прием из [4], [5], введем 

функцию  
( )( ) ( )

b

a

d tF h
t
μζ ζ
ζ

:= − = .
+∫  

В рассматриваемом случае эта функция есть 
преобразование Стилтьеса меры μ,  сосредото-
ченной на отрезке [ ]a b, .  Поэтому, трактуя меру 
μ  как обобщенную функцию, получаем в силу 
комплексной формулы обращения для преобразова-
ния Стилтьеса обобщенных функций [6, с. 70], что  

0

1( ) lim ( ( ) ( ))
2

1 ( ( 0) ( 0))
2

y
t F t iy F t iy

i

h t i h t i
i

μ
π

π

→+
= − − − − + =

= + − − =
 

1 ( ( 0) ( 0))
2

t i t i
i
ϕ ϕ

π
= − − + .  

Заметим, что функция f  имеет 1n −  нуль 
1 1kt k … n, = , , −  (они являются корнями полинома 



Обращение линейной комбинации значений резольвенты замкнутого оператора 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (20), 2014 79

степени 1),n −  причем, как было отмечено во 
введении, эти нули принадлежат [ ]a b,  и имеют 
кратность единица, поскольку  

2
1

( ) 0
( )

n
j

k
j j k

c
f t

tλ=

′ = > .
−∑  

Следовательно, выделяя целую часть рациональ-
ной функции ϕ  и разлагая ее дробную часть на 
простейшие дроби, получим  

1

1

( )
n

k

k k

a
z z

z t
ϕ α β

−

=

= + + ,
−∑  

где ( ) 1 ( )res kz tk ka z f tϕ= ′= = / .  Используя форму-
лы Сохоцкого [7, с. 32] 

1 1( )
0

i x P
x i x

πδ= +
±

∓  

получаем теперь, что  

1 1

1 1

1

1

1( ) ( ( 0) ( 0))
2

1
2 ( ) 0 ( ) 0

( )

n n
k k

k kk k

n

k k
k

t t i t i
i
a a

i t t i t t i

a t t

μ ϕ ϕ
π

π

δ

− −

= =

−

=

= − − + =

⎛ ⎞
− =⎜ ⎟− − − +⎝ ⎠

= −

∑ ∑

∑

 

(мы воспользовались несколько другим, чем 
раньше, обозначением меры Дирака, принятым в 
теории обобщенных функций). Осталось подста-
вить полученные значения коэффициентов α β,  
и меры μ  в формулу (2.1).  

2) 0a < .  Рассмотрим функцию 1( ) ( )f z f z a= + .  
Если мы положим j j k ka t t aλ λ′ ′= − , = − ,  то  

1
1

( )
n

j

j j

c
f z

zλ=

= ,
′ −∑  

причем ( 1 1)kt k … n′ = , , −  – все нули этой функ-
ции. Ясно, что 1 1( ) ( ),f A f A=  где 1 .A A aI:= −  
Так как функция 1f  и оператор 1A  удовлетворя-
ют условиям, наложенным на функцию и опера-
тор в случае 1), то по доказанному выше  

11 1
1 1 12

1
1

1

1
1 1

1( ) ( )

1 ( )
( )

n

j j
j

n
n

j
j j

j

n

k
k k

c
f A f A I A

cc

R t A
f t

λ
=− −

=
=

−

=

′
= = − −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

′− , =
′ ′

∑

∑∑

∑

 

1
1

2
1

1
1

1 ( )

n

j j n
j

k kn
n k

j
j j

j

c
I A a R t A

cc

λ
−

=

=

=
=

= − − , ,
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
∑

∑∑
 

что и требовалось доказать.  
Применяя теорию возмущений [8], из фор-

мулы (2.1) выводим такое  

Следствие. Если оператор A−  порождает 
ограниченную полугруппу класса 0C ,  то 1( )f A −  
также обладает этим свойством.  

Замечания. Пусть 

0 ( 1 2 )j j j
j i

c c j …λ
∞

=

> , < ∞, ∈ = , , ,∑ R  

и пусть inf supj ja bλ λ= > −∞, = < ∞.  Тогда функ-

ция 
1

( ) j

j j

c
f z

zλ

∞

=

=
−∑  принадлежит классу [ ]R a b, .  

Как и выше, для любого замкнутого плотно оп-
ределенного оператора A  в комплексном бана-
ховом пространстве X ,  спектр которого не пе-
ресекается с отрезком [ ]a b, ,  оператор ( )f A  
имеет левый обратный вида (2.1), где коэффици-
енты находятся по формулам, аналогичным 
формулам (2.2). Представляло бы интерес точное 
вычисление этого обратного (т. е. нахождение 
для этого случая представляющей меры ).μ  Бы-
ло бы также интересно получить обобщение тео-
ремы 2.1 на случай комплексных значений jλ .   
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О РЕШЕНИЯХ УПРОЩЕННЫХ СИСТЕМ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЗАДАЧЕ ДВИЖЕНИЯ 

ЧЕТЫРЕХ ЧАСТИЦ В ПЛОСКОСТИ 

А.Т. Сазонова 

Гродненский государственный университет им. Я. Купалы, Гродно, Беларусь 
 

ON THE SOLUTIONS OF THE SIMPLIFIED SYSTEM OF NONLINEAR 
DIFFERENTIAL EQUATIONS IN THE MOTION 

OF FOUR PARTICLES IN A PLANE 

A.T. Sazonova 
Y. Kupala Grodno State University, Grodno, Belarus 

 
Рассматривается система, описывающая движение четырех частиц в плоскости. С помощью элементарных алгебраиче-
ских преобразований установлены упрощенные системы, состоящие из нелинейных дифференциальных уравнений, 
каждое из которых имеет второй порядок. Для каждой упрощенной системы указаны наборы констант межчастичного 
взаимодействия, при которых общее решение является мероморфной функцией. 
 
Ключевые слова: движение четырех тел, константа взаимодействия, свойство Пенлеве, мероморфная функция. 
 
A system describing the motion of four bodies under the action of gravity is considered. By elementary algebraic manipulations 
a simple system consisting of non-linear differential equations, each of which has a second order is selected. For each simplified 
system there are sets of constants of interparticle interaction, in which the general solution is meromorphic. 
 
Keywords: movement of four bodies, constant interaction, Painlevé property, meromorphic function. 

 
 

Введение 
В последнее время значительный интерес 

представляет исследование следующей системы, 
состоящей из N обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений 

1
2 , 1,..., .

m N
n m

n nm
m n m
m n

a n N
ς ς

ς
ς ς

=

=
≠

′ ′
′′ = =

−∑  

Зависимые переменные ( )n nς ς τ=  являются 
комплексными. Константы взаимодействия nma  
априори произвольны, за исключением требова-
ния симметрии .nm mna a=  

Интерес к системе вызывает тот факт, что 
при отождествлении комплексной ς -плоскости с 
физической плоскостью и при ограничении на 
вещественное τ  (интерпретируемое как «физи-
ческое время») движение N точек nς  соответст-
вует решению задачи многих тел в плоскости, 
характеризуемой ньютоновскими уравнениями 
движения с интересным свойством: среди реше-
ний задачи многих тел имеются много решений с 
полностью периодическими траекториями. 

Несмотря на кажущуюся простоту уравне-
ний, аналитического решения данной задачи в 
общем виде для N > 3 пока не найдено. 
 

1 Постановка задачи 
В данной работе рассматривается задача о 

движении четырех частиц в плоскости. 

Из исходной системы видно, что центр масс 
( ),Z Z τ≡  

1 2 3 4 ,
4

Z
ς ς ς ς+ + +

=  

движется равномерно: 
0,

( ) (0) (0) (0) .
Z

Z Z Z Z Vτ τ τ
′′ =
′= + = +

 

Положим 
12 21 13 31 14 41

23 32 24 42 34 43

, , ,
, , .

a a a a a c a a d
a a b a a e a a f

= = = = = =
= = = = = =  

Существует интеграл движения (что непосредст-
венно следует из [1]): 

2 2 2
1 2 3 4 1 2 2 3 3 1

2 2 2
4 1 2 4 3 4

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

a b c

d e f

K ς ς ς ς ς ς ς ς ς ς

ς ς ς ς ς ς

′ ′ ′ ′= − − − ×

× − − −
 

Введем координаты относительно центра масс 
, 1, 2,3, 4,n nu Z nς= − =  

чтобы выполнялось 
1 2 3 4 0.u u u u+ + + =  

Для удобства обозначений положим 
1 2

3 4

, ,
, .

u x u y
u z u x y z

= =
= = − − −  

С помощью несложных алгебраических преобра-
зований можно теперь записать уравнения дви-
жения и интеграл движения в терминах пере-
менных x, y, z: 

МАТЕМАТИКА
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( )( ) ( )( )2 2

( )( )2 ,
2

( )( ) ( )( )2 2

( )( )2 ,
2

( )( ) ( )( )2 2

( )( )2

x V y V x V z Vx a c
x y x z

x V x y z Vd
x y z

x V y V y V z Vy a b
x y y z

y V x y z Ve
x y z

x V z V y V z Vz c b
x z y z

z V x y z Vf
x

+ + + +
= + −

− −
+ + + +

−
+ +

+ + + +
= − + −

− −
+ + + +

−
+ +

+ + + +
= − − −

− −
+ + + +

− ,
2y z

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ + +⎩

 (1.1) 

2 2 2

2 2 2

( )( )( )( )
( ) ( ) ( )

(2 ) ( 2 ) ( 2 ) ,

a b c

d e f

K x V y V z V x y z V
x y y z z x

x y z x y z x y z

= + + + + + − ×

× − − − ×

× + + + + + +

 

где 0( ), ( ), ( ), ,x x t y y t z z t t τ τ= = = = −  
(0), .V Z K const′= =  

 
2 Решения упрощенных систем в задаче 

движения четырех частиц в плоскости 
Легко проверить, что система 

2

2 ,
2

( ) ( )( )2 2

( )2 ,

( ) ( )( )2 2

( )2

xx d
x

x y V y V z Vy a b
x y z

x y Ve
x

x z V y V z Vz c b
x y z

x z Vf
x

⎧
= −⎪

⎪
+ + +⎪ = − + −⎪ −⎪

⎪ +
−⎨

⎪
⎪ + + +

= − − −⎪ −⎪
⎪ +

−⎪
⎩

 (2.1) 

является инвариантной при замене переменных 
( , , , ; , , , ),t x y z t x y zε ε ε  где ε  −параметр, а значит, 
является упрощенной для (1.1). 

Рассмотрим первое уравнение системы (2.1): 
2

2 .xx d
x

= −        (2.2) 

Очевидно, что дифференциальное уравне-
ние второго порядка (2.2) имеет общее решение 

вида 
1

1
1 2( ) ,dx C t C += +  если 1,d ≠ −  и общее ре-

шение вида 2
1 ,C tx C e=  если 1,d = −  где 1 2,C C  − 

произвольные постоянные, 0 .t τ τ= −  
Рассмотрим первое и второе уравнения сис-

темы (2.1): 
( ) ( )( )2( ) 2 ,

( ) ( )( )2( ) 2 .

x y V y V z Vy a e b
x y z

x z V y V z Vz c f b
x y z

+ + +⎧ = − + +⎪ −⎪
⎨ + + +⎪ = − + −
⎪ −⎩

(2.3) 

Заметим сначала, что согласно [1] справедлива 

Лемма 2.1. Для того, чтобы все решения 
(1.1) являлись мероморфными функциями от ,τ  
необходимо, чтобы все показатели , , ,n nγ β Γ  

1,6,n =  определяемые через константы , , ,a b c  
, ,d e f  с помощью соотношений 

{ }

1 ,
1

2 ,
2 ,

2
, , , , , ,

n
n

n n

n

a
a

a b c d e f
a a b c d e f

γ

β

=
+

= −

Γ =
+ + + + + +
∈

 

принимали целочисленные или бесконечные зна-
чения. 

Положим b=0, тогда система (2.3) примет 
вид 

( )2( ) ,

( )2( ) .

x y Vy a e
x

x z Vz c f
x

+⎧ = − +⎪⎪
⎨ +⎪ = − +
⎪⎩

   (2.4) 

Разделим первое уравнение системы (2.4) на 
,y V+  а второе на :z V+  

2( ) ,

2( ) .

y xa e
y V x

z xc f
z V x

⎧ = − +⎪ +⎪
⎨
⎪ = − +⎪ +⎩

 

Интегрируя каждое уравнение последней систе-
мы, будем иметь 

2( )
4

2( )
3

,
.

a e

c f

y V C x
z V C x

− +

− +

⎧ + =⎪
⎨

+ =⎪⎩
 

Таким образом, получим, что справедлива 
Лемма 2.2. Система (2.4) имеет общее ре-

шение вида 
2( ) 1

4 1
1 2 5

1
2( ) 1

3 1
1 2 6

1

1 ( ) ,
2( ) 1

1 ( ) ,
2( ) 1

a e d
d

c f d
d

C dy C t C Vt C
C a e d

C dz C t C Vt C
C c f d

− + + +
+

− + + +
+

+
= + − +

− + + +

+
= + − +

− + + +

 

если 1,d ≠ −  и 

2

2

2 ( )1 4
5

2

2 ( )1 3
6

2

,
2 ( )

,
2 ( )

C a e t

C c f t

C C
y e Vt C

C a e
C C

z e Vt C
C c f

− +

− +

= − +
− +

= − +
− +

 

если d = –1, где 0 0, ,t τ τ τ= −  1 2 3 4 5 6, , , , ,C C C C C C  
− произвольные постоянные. 
А значит, верна 

Теорема 2.1. Если b = 0, то для наличия у 
системы (2.1) свойства Пенлеве достаточно, 
чтобы выполнялись следующие условия: 

1) 2 ,
2

Г
a c d e f

=
+ + + + +

 Г − целочислен-

ное или бесконечное; 
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2) 3 1, , , , , 1, ,0
2 2

a c d e f ⎧ ⎫∈ − − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

. 

При замене переменных ( , , , ;t x y z , ,t xε ε ,y  
),zε  где ε  −параметр, для системы (1.1) полу-

чим упрощенную систему вида 

2

( ) ( )( )2( ) 2 ,

,

( )( ) ( )2 2( ) .

x V y x V z Vx a d c
y x z

yy e
y
x V z V y z Vz c b f

x z y

+ + +⎧ = − +⎪ −⎪
⎪

= −⎨
⎪
⎪ + + +

= − − +⎪
−⎩

 (2.5) 

Теорема 2.2. Если с = 0 и ,d a b f= + +  то 
для наличия у системы (2.5) свойства Пенлеве 
достаточно 

1) ;d a b f≠ − −  

2) 2 ,
2 2 2 2a b f e

Γ =
+ + + +

 Г − целочислен-

ное или бесконечное; 

3) 3 1, , , , , 1, ,0 .
2 2

a b d e f ⎧ ⎫∈ − − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

Доказательство. 
Легко проверить, что второе уравнение сис-

темы (2.5) имеет общее решение 
1

1
1 2( ) ,ey C t C += +       (2.6) 

при 1e ≠ −  и  
2

1
C ty C e=  

при 1,e = −  где 1 2,C C  − произвольные постоян-
ные, 0 .t τ τ= −  

Рассмотрим первое и третье уравнения сис-
темы (2.5) 

( ) ( )( )2( ) 2 ,

( )( ) ( )2 2( ) .

x V y x V z Vx a d c
y x z

x V z V y z Vz c b f
x z y

+ + +⎧ = − +⎪ −⎪
⎨ + + +⎪ = − − +
⎪ −⎩

(2.7) 

Прибавим первое уравнение системы (2.7) ко 
второму: 

( ) ( )( )2( ) 2 ,

( ) ( )2( ) 2( ) .

x V y x V z Vx a d c
y x z
x V y z V yx z a d b f

y y

+ + +⎧ = − +⎪ −⎪
⎨ + +⎪ + = − − +
⎪⎩

 

Пусть 0, ( ),с a d b f= − = − +  откуда 
,d a b f= + +  

последняя система примет вид 
( )2( ) ,

( 2 )2( ) .

x V yx a d
y

x z V yx z b f
y

+⎧ = −⎪⎪
⎨ + +⎪ + = − +
⎪⎩

 

С помощью несложных преобразований будем 
иметь 

2( ) ,

2( ) .
2

x ya d
x V y

x z yb f
x z V y

⎧ = −⎪ +⎪
⎨ +⎪ = − +
⎪ + +⎩

 

Дифференцирование каждого уравнения послед-
ней системы дает 

2( )
3

2( )
4

,
2 .

a d

b f

x V C y
x z V C y

−

− +

⎧ + =⎪
⎨

+ + =⎪⎩
 

Теперь с учетом равенства (2.6) будем иметь 
2( )

1
3 1 2

2( )
1

4 3 1 2

( ) ,

( )( ) .

a d
e

b f
e

x C C t C V

z C C C t C V

−
+

− +
+

⎧
= + −⎪

⎨
⎪ = − + −⎩

 

Продифференцируем оба уравнения системы 

3

1
2 2 1

1
1 2 5

4 3

1
2 2 1

1
1 2 6

1
2 2 1

( ) ,

1
2 2 1

( ) ,

a d e
e

b f e
e

C ex
C a d e

C t C Vt C

C C ez
C b f e

C t C Vt C

− + +
+

− − + +
+

⎧ +
= ×⎪ − + +⎪

⎪
⎪ × + − +⎪
⎨

− +⎪ = ×⎪ − − + +
⎪
⎪

× + − +⎪⎩

 

причем 2 2 1 0a d e− + + ≠  и 2 2 1 0,b f e− − + + ≠  
откуда находим, что .d a b f≠ − −  

Таким образом, при  
0, 1,c e= ≠ −  ,d a b f≠ − −  d a b f= + +  

система (2.5) имеет общее решение 

3

1
2 2 1

1
1 2 5

1
1

1 2

4 3

1
2 2 1

1
1 2 6

1
2 2 1

( ) ,

( ) ,

1
2 2 1

( ) ,

a d e
e

e

b f e
e

C ex
C a d e

C t C Vt C

y C t C

C C ez
C b f e

C t C Vt C

− + +
+

+

− − + +
+

⎧ +
= ×⎪ − + +⎪

⎪
⎪ × + − +
⎪⎪
⎨ = +
⎪

−⎪ +
= ×⎪ − − + +⎪

⎪
× + − +⎪⎩

 

где 0 0 1 2 3 4 5 6, , , , , , ,t C C C C C Cτ τ τ= −  − произволь-
ные постоянные. 
 Аналогично для решения  

2
1

C ty C e=  
при e = –1 находим, что система (2.6) имеет об-
щее решение 

2

2

2

2 ( )3 1
5

2

1

2 ( )4 3 1
6

2

,
2 ( )

,

( )
,

2 ( )

C a d t

C t

C b f t

C C
x e Vt C

C a d
y C e

C C C
z e Vt C

C b f

−

− +

= − +
−

=

−
= − +
− +

 

где 0 0 1 2 3 4 5 6, , , , , , ,t C C C C C Cτ τ τ= −  − произволь-
ные постоянные. 
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Согласно лемме 2.1, а также с учетом соот-
ношений 0,c d a b f= = + +  непосредственно 
заключаем о справедливости второго и третьего 
условий теоремы. 

Таким образом, теорема 2.2 доказана. 
На основании теоремы 2.2 запишем наборы 

значений констант взаимодействия в виде табли-
цы 2.1. 
 

Таблица 2.1 – Наборы значений констант 
межчастичного взаимодействия 
 

a b c d e f 
–0,5 –0,5 0 –1,5 –1,5 –0,5 
–0,5 –0,5 0 –1,5 –0,5 –0,5 
–0,5 –0,5 0 –1,5 0 –0,5 
–0,5 –0,5 0 –1 –1,5 0 
–0,5 –0,5 0 –1 –0,5 0 
–0,5 –0,5 0 –1 0 0 
–1 –0,5 0 –1,5 –1,5 0 

–0,5 –1 0 –1,5 –1,5 0 
0 –1 0 –1,5 –1,5 –0,5 
0 –0,5 0 –1,5 –1,5 –1 
0 –1,5 0 –1,5 –1,5 0 
0 0 0 –1,5 –1,5 –1,5 

–1 –0,5 0 –1,5 –0,5 0 
–0,5 –1 0 –1,5 –0,5 0 

0 –1 0 –1,5 –0,5 –0,5 
0 –0,5 0 –1,5 –0,5 –1 
0 –1,5 0 –1,5 –0,5 0 
0 –1,5 0 –1,5 –0,5 0 

–1 –0,5 0 –1,5 0 0 
–0,5 –1 0 –1,5 0 0 

0 –1 0 –1,5 0 –0,5 
0 –0,5 0 –1,5 0 –1 
0 –1,5 0 –1,5 0 0 
0 0 0 –1,5 0 –1,5 
0 –1,5 0 –1 –1,5 –0,5 

–0,5 0 0 –1 –1,5 –0,5 
0 –1 0 –1 –1,5 0 
0 0 0 –1 –1,5 –1 
0 –0,5 0 –1 –0,5 –0,5 

–0,5 0 0 –1 –0,5 –0,5 
0 –1 0 –1 –0,5 0 
0 0 0 –1 –0,5 –1 
0 –0,5 0 –1 0 –0,5 

–0,5 0 0 –1 0 –0,5 
0 –1 0 –1 0 0 
0 0 0 –1 0 –1 
0 –0,5 0 –0,5 –1,5 0 
0 0 0 –0,5 –1,5 –0,5 
0 –0,5 0 –0,5 –0,5 0 
0 0 0 –0,5 –0,5 –0,5 
0 –0,5 0 –0,5 0 0 
0 0 0 –0,5 0 –0,5 

 
 
 

Рассмотрим систему 

2

( )( ) ( )2 2

( )2 ,

( )( ) ( )2 2

( )2 ,

,

x V y V x V zx a c
x y z

x V zd
z

x V y V y V zy a b
x y z

y V ze
z

zz f
z

+ + +⎧ = + −⎪ −⎪
+⎪

−⎪
⎪

+ + +⎪ = − + −⎨ −⎪
⎪ +

−⎪
⎪
⎪

= −⎪
⎩

 (2.8) 

которая является инвариантной для системы (1.1) 
при замене переменных ( , , , ; , , , ),t x y z t x y zε ε ε  
где ε  − параметр. 

Легко проверить, что третье уравнение сис-
темы (2.8) 

2zz f
z

= −  

имеет общее решение 
1

1
1 2( ) ,fz D t D += +  

при 1f ≠ −  и 
2

1
D tz D e=  

при 1,f = −  где 1 2,D D  − произвольные постоян-
ные, 0 .t τ τ= −  

Рассмотрим первые два уравнения системы 
(2.8) 

( )( ) ( )2 2( ) ,

( )( ) ( )2 2( ) .

x V y V x V zx a c d
x y z

x V y V y V zy a b e
x y z

+ + +⎧ = + −⎪ −⎪
⎨ + + +⎪ = − + −
⎪ −⎩

 (2.9) 

Положим a = 0, тогда система (2.9) примет вид 
( )2( ) ,

( )2( ) .

x V zx c d
z

y V zy b e
z

+⎧ = −⎪⎪
⎨ +⎪ = −
⎪⎩

  (2.10) 

После несложных преобразований будем иметь 

2( ) ,

2( ) .

x zc d
x V z

y zb e
y V z

⎧ = −⎪ +⎪
⎨
⎪ = −
⎪ +⎩

 

Интегрирование каждого уравнения последней 
системы дает 

2( )
3

2( )
4

,c d

b c

x V D z
y V D z

−

−

⎧ + =⎪
⎨

+ =⎪⎩
 

или 
2( )

1
3 1 2

2( )
1

4 1 2

( ) ,

( ) .

c d
f

b c
f

x D D t D V

y D D t D V

−
+

−
+

⎧
= + −⎪

⎨
⎪ = + −⎩

 

Таким образом, справедлива 
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Лемма 2.3. Система (2.10) имеет общее 
решение вида 

2 2 1
13

1 2 5
1

2 2 1
14

1 2 6
1

1 ( ) ,
2 2 1

1 ( ) ,
2 2 1

c d f
f

b c f
f

D fx D t D Vt D
D c d f

D fy D t D Vt D
D b c f

− + +
+

− + +
+

+
= + − +

− + +

+
= + − +

− + +

 

если 1,f ≠ −  и 

2

2

2 ( )1 3
5

2

2 ( )1 4
6

2

,
2 ( )

,
2 ( )

D c d t

D b c t

D D
x e Vt D

D c d
D Dy e Vt D

D b c

−

−

= − +
−

= − +
−

 

если f = –1, где 0 0 1 2 3 4 5 6, , , , , , ,t D D D D D Dτ τ τ= −  
− произвольные постоянные, 

, 2 2 1 0.
2

d bc c d f+
≠ − + + ≠  

А значит, верна 
Теорема 2.3. Если а = 0, то для наличия у 

системы (2.8) свойства Пенлеве достаточно 
выполнения следующих условий: 

1) ,
2

d bc +
≠  

2) 2 2 1 0,c d f− + + ≠  

3) 2 ,
2 b c d e f

Γ =
+ + + + +

  

3 1, , , , ; 1; ;0 ,
2 2

b c d e f ⎧ ⎫∈ − − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

 Г – целочисленное 

или бесконечное. 
Таким образом, заключаем, что система 

(2.8) при условиях, описанных с помощью тео-
ремы 2.3, имеет общее решение вида: 

2 2 1
13

1 2 5
1

2 2 1
14

1 2 6,
1

1 ( ) ,
2 2 1

1 ( )
2 2 1

c d f
f

b c f
f

D fx D t D Vt D
D c d f

D fy D t D Vt D
D b c f

− + +
+

− + +
+

+
= + − +

− + +

+
= + − +

− + +

 

1
1

1 2( ) ,fz D t D += +  
если 1,f ≠ −  и  

2

2

2 ( )1 3
5

2

2 ( )1 4
6

2

,
2 ( )

,
2 ( )

D c d t

D b c t

D D
x e Vt D

D c d
D D

y e Vt D
D b c

−

−

= − +
−

= − +
−

 

2
1 ,D tz D e=  

если f =–1, где 0 0 1 2 3 4 5 6, , , , , , ,t D D D D D Dτ τ τ= −  − 
произвольные постоянные. 
 
 Заключение 
 Рассмотрена система, описывающая движе-
ние четырех тел под действием сил гравитации, 
для которой с помощью различных вариаций 
метода малого параметра получены упрошенные 
системы (2.1), (2.5), (2.8), состоящие из нелиней-
ных дифференциальных уравнений, каждое из 
которых  имеет второй порядок. 
 Исследования каждой упрощенной системы 
дают достаточные условия наличия мероморф-
ных решений. На основании данных условий 
записаны наборы констант межчастичного взаи-
модействия, представленные в виде таблицы 2.1. 
 Показано, что при найденных наборах зна-
чений констант межчастичного взаимодействия в 
задаче четырех тел в плоскости компоненты обще-
го решения системы являются полиномами по t. 
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О КОНЕЧНЫХ ГРУППАХ  
С ЗАДАННОЙ СИСТЕМОЙ СИЛОВСКИХ ПОДГРУПП 
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ON FINITE GROUPS 

WITH GIVEN SYSTEM OF SYLOW SUBGROUPS 

V.N. Tyutyanov1, T.V. Tihonenko2 
1Gomel Branch of International University «MITSO», Gomel, Belarus 

2P.O. Sukhoi Gomel State Technical University, Gomel, Belarus 
 

В работе доказана разрешимость конечной группы, у которой любая силовская подгруппа либо P -субнормальна, либо 
абнормальна. 
 
Ключевые слова: силовcкая подгруппа, простая неабелева группа, P -субнормальная подгруппа, абнормальная под-
группа. 
 
The solvability of the finite group in which any Sylow subgroup is either P -subnormal or abnormal, was proved. 
 
Keywords: Sylow subgroup, simple non-abelian group, P -subnormal subgroup, abnormal subgroup. 

 
 

Введение 
Рассматриваются только конечные группы. 

Строение группы в значительной мере связано со 
свойствами ее силовских подгрупп и, в частно-
сти, со способами их вложения в группу. 

Подгруппа H группы G называется абнор-
мальной, если , xx H H∈  для любого x∈G. В 
работе [1] введено понятие P -субнормальной 
подгруппы. 

Подгруппа H группы G называется P -суб-
нормальной в G (обозначается через H P -sn G), 
если либо H = G, либо существует цепь подгрупп 

0 1 1... n nH H H H H G−= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ =  
такая, что 1:i iH H −  – простое число для любо-
го 1,..., .i n=  

В работе [1] было установлено строение 
групп с P -субнормальными силовскими под-
группами. В частности, показано, что они явля-
ются дисперсивными по Оре. В настоящей статье 
рассматриваются конечные группы, силовские 
подгруппы которых либо абнормальны, либо 
P -субнормальны во всей группе.  

С использованием теоремы о классифика-
ции простых неабелевых групп доказан следую-
щий результат.  

Теорема. Пусть G – конечная группа, у ко-
торой любая силовская подгруппа либо P -суб-
нормальна, либо абнормальна в G. Тогда группа 
G разрешима.  

Васильев А.Ф., Васильева Т.И., Тютянов В.Н. 
поставили следующую задачу [2, вопрос 4]: 

описать группы G, у которых любая подгруппа 
либо P -субнормальна, либо абнормальна в G. 

Из теоремы следует, что группы, удовле-
творяющие условиям вопроса 4 из работы [2], 
являются разрешимыми. 

 
1 Обозначения и предварительные резуль-

таты 
Определения и обозначения  стандартны, их 

можно найти в [3]–[5]. Приведем некоторые из 
них для удобства чтения: 

π(G) – множество всех простых делителей 
порядка группы G; 

Sylp(G) – множество всех силовских p-под-
групп группы G; 

[R]S – полупрямое произведение подгрупп R 
и S, где R является нормальной подгруппой в 
[R]S; 

H P -sn G – подгруппа H P -субнормальна в G; 
 Rn – прямое произведение n экземпляров 
групп, изоморфных R.  

Лемма 1.1. Пусть H – подгруппа группы G, 
N – нормальная подгруппа в группе G. Тогда, если 
H P -sn G, то (H ∩ N) P -sn N и HN / N P -sn G / N. 

Доказательство. Следует из пунктов 1 и 2 
леммы 2.1 в [2]. 

Из теоремы 6 [6] следует, что если единич-
ная подгруппа группы G является P -субнор-
мальной в G, то простые неабелевы факторы 
группы G принадлежат списку: SL3(3), SL3(5), 
PSL2(q) для подходящего значения параметра 
q ≥ 4. Мы несколько уточним данный результат. 

МАТЕМАТИКА
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Лемма 1.2. Пусть G – простая неабелева 
группа и 1 P -sn G. Тогда G∈{SL3(3), SL3(5), 
PSL2(7), PSL2(11), SL2(2n), где 2n+1 = p – простое 
число Ферма}. 

Доказательство. Из [3] следует, что если 
G ≅ SL3(3) или G ≅ SL3(5), то 1 P -sn G. Рассмот-
рим случай, когда G ≅ PSL2(q). По теореме II.8.27 
[5] максимальными подгруппами M простого 
индекса в G могут быть A4, S4, A5 и борелевская 
подгруппа порядка 1 ( 1),q qε − −  где (2, 1).qε = −  

Если M ≅ A4, то |G| = 22·3·t , где t – простое 
число и {2,3}.t∉  Так как |π(G)| = 3, то из [4, 
c. 20] следует, что G∈{PSL2(22), PSL2(32), PSL2(7), 
PSL2(23), PSL2(17)}. Очевидно, что только группа 
PSL2(22) имеет максимальную подгруппу просто-
го индекса, изоморфную A4. Так как 22 + 1 = 5 – 
простое число Ферма, то PSL2(22) содержится в 
списке групп леммы 1.2. Ясно, что 1 P -sn  
PSL2(22). 

Если M ≅ S4, то как и в предыдущем пункте 
показывается, что G ≅ PSL2(7). Очевидно, что 1 
P -sn  PSL2(7). 

Пусть M ≅ A5. Так как простая неабелева 
группа не содержит подгрупп индекса 2 и 3, то 
|G|∈{22·3·52, 22·3·5·t, где t – простое число и 

{2,3,5}t∉ }. Из [4, c. 20] следует, что не сущест-
вует простых неабелевых групп порядка 22·3·52. 
Значит |G| = |PSL2(q)| = 22·3·5·t и G ≅ PSL2(t). По-

этому 1
2

t (t2 – 1) = 22·3·5·t и t = 11. Следователь-

но, G ≅ PSL2(11) и, очевидно, 1 P -sn PSL2(11). 
Пусть M – борелевская подгруппа. Тогда 

|G : M| = q + 1 – простое число. Поэтому q = 2n и 
G ≅ PSL2(2n), где 2n + 1 = p – простое число Ферма. 
При этом 1 P -sn PSL2(2n). Лемма 1.2 доказана. 

 
2 Доказательство основного результата 
Теорема 2.1. Пусть G – конечная группа, у 

которой любая силовская подгруппа либо P -суб-
нормальна, либо абнормальна в G. Тогда группа 
G разрешима.  

Доказательство. Будем считать, что G – 
минимальный контрпример к теореме. Сначала 
покажем, что G не является простой неабелевой 
группой. Если все силовские подгруппы в G аб-
нормальны, то, очевидно, они самонормализуе-
мы. По теореме 4.119 [4] группа G не является 
простой. Следовательно, существует силовская 
подгруппа группы G, которая P -субнормальна в 
G. Поэтому группа G имеет подгруппу H просто-
го индекса r. Обозначим через Ω  множество 
всех правых смежных классов группы G по под-
группе H и для всякого g G∈  определим ото-
бражение :gf Ω Ω  по правилу: (H x) fg = Hxg. 
Очевидно, что отображение fg является биекцией 
на множестве .Ω   

Пусть ( )S Ω  – группа подстановок на мно-
жестве .Ω  Очевидно, что S(Ω ) ≅ Sr и отображе-
ние f:g fg является нетривиальным гомомор-
физмом групп G и S(Ω ). Так как G – простая 
неабелева группа, то ядро f тривиально. Поэтому 
G изоморфно вкладывается в Sr и r = max π(G). 
Пусть R ∈ Sylr (G). Очевидно, что G = HR. Если 
H ∩ R ≠ 1, то |R : H ∩ R| = r и H ∩ R R. По лем-
ме Чунихина группа G не проста. Значит, 
H ∩ R = 1 и |R| = r. Если R абнормальна в G, то 
NG (R) = CG (R) = R и группа G имеет нормальное 
r-дополнение по теореме Бернсайда (теорема 
14.3.1 [7]). Последнее невозможно. Таким обра-
зом, подгруппа R является P -субнормальной в 
G. Значит, группа G имеет подгруппу простого 
индекса p ≠ r. Как и выше показывается, что 
p = max π(G). Противоречие с тем, что r = max π(G). 
Следовательно, G не является простой неабеле-
вой группой.  

Пусть L G. Рассмотрим фактор-группу 
G  = G / L. Если подгруппа Q ∈ Sylq (G) абнор-
мальна в G, то для всех g ∈ G имеет место вклю-

чение , ,gg Q Q∈  а значит ,
g

g Q Q∈  и под-

группа Q  является абнормальной в .G  Если Q 

P -субнормальна в G, то по лемме 1.1 Q  P -sn 

.G  Поэтому условия теоремы выполняются для 
фактор-группы .G  Так как G – минимальный 
контрпример к теореме, то G  – разрешимая 
группа. Отсюда следует, что в группе G имеется 
нормальная подгруппа R такая, что |G : R| = p – 
простое число. При этом всякая силовская q-под-
группа Q (q ≠ p) содержится в подгруппе R. По 
лемме Фраттини G = RNG (Q) и подгруппа Q не 
самонормализуема в G. Следовательно, подгруп-
па Q P -субнормальна в G. 

Таким образом, все силовские q-подгруппы 
при q ≠ p являются P -субнормальными в G. Ес-
ли силовская p-подгруппа P -субнормальна в G, 
то по теореме 2.3 [1] группа G будет разреши-
мой. Поэтому силовские p-подгруппы группы G 
являются абнормальными в G. 

Пусть N – минимальная нормальная под-
группа в группе G. Тогда N = N1× … ×Nk, где Ni – 
изоморфные простые неабелевы группы. Если 
(|N|, p) = 1, то по лемме 1.1 любая силовская под-
группа группы N будет P -субнормальной в N. 
По теореме 2.3 [1] N – разрешимая группа, что 
невозможно. Следовательно, (|N|, p) = p и для 
всех r ∈ π(N) \ {p} силовские r-подгруппы из 
группы N P -субнормальны в N. Так как N = N1× 
×… ×Nk, то по лемме 1.1 все силовские r-под-
группы в N1 для r ∈ π(N1) \ {p} являются P -суб-
нормальными в N1, p = max π(N1), силовская 
p-подгруппа группы N1 имеет порядок p и не 
P -субнормальна в N1. Отметим также, что любая 
P -субнормальная в N1 силовская подгруппа 
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содержится в максимальной подгруппе индекса 
p в N1.  

Поскольку 1 P -sn N1, то по лемме 1.2 
N1∈{SL3(3), SL3(5), PSL2(7), PSL2(11), SL2(2n), где 
2n+1 = p – простое число Ферма}. Последова-
тельно рассмотрим все случаи. 

(1) N1 ≅ SL3(3), p = 13. Из [3] следует, что 
группа SL3(3) содержит два класса несопряжен-
ных подгрупп индекса 13, изоморфных 32:2S4 и 
силовская 2-подгруппа группы 32:2S4 не P -суб-
нормальная в  32:2S4. Последнее невозможно. 

(2) N1 ≅ SL3(5), p = 31. Из [3] следует, что 
группа SL3(5) содержит два класса несопряжен-
ных подгрупп индекса 31, изоморфных 52 :GL2(5) 
и силовская 2-подгруппа группы 52 : GL2(5) не 
P -субнормальна в 52 : GL2(5), что невозможно. 

(3) N1 ≅ PSL2(7), p = 7. Из [3] следует, что 
группа PSL2(7) содержит два класса несопряжен-
ных подгрупп индекса 7, изоморфных S4 и си-
ловская 3-подгруппа группы S4 не P -субнор-
мальна в S4. Последнее невозможно. 

(4) N1 ≅ PSL2(11), p = 11. Из [3] следует, что 
группа PSL2(11) содержит два класса несопря-
женных подгрупп индекса 11, изоморфных A5 и 
силовская 5-подгруппа группы A5 не P -субнор-
мальна в A5, что невозможно. 

(5) N1 ≅ SL2(2n), p = 2n + 1. В группе G толь-
ко подгруппа Бореля B = [U]H ≅ 2 2 1n

nZ Z
−

⎡ ⎤⎣ ⎦  имеет 

индекс p. Так как | G | = 2n(2n – 1)(2n + 1) и n ≥ 2, 
то подгруппа Картана H ≠ 1 и является холловой 
подгруппой нечетного порядка в G. Борелевская 

подгруппа B является группой Фробениуса с 
ядром U и дополнительным множителем H. От-
сюда легко заключить, что любая силовская под-
группа в H не P -субнормальна в B. Последнее 
невозможно. Теорема доказана.  
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OF THE SOIL BASES OF RIT-PILES 
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Исследуется осадка свай-РИТ при условии линейного и нелинейного деформирования грунта с учетом и без учета 
уплотнения грунтового основания в области взрыва. 
 
Ключевые слова: свая-РИТ, камуфлетное уширение, грунты, математическая модель, компьютерное моделирование. 
 
Sag of RIT-piles on condition of linear and nonlinear deformation of soil taking into account and without consolidation of the 
soil basis in the field of explosion is investigated. 
 
Keywords: pile-RIT, camouflage broadening, soils, mathematical model, computer simulation. 

 
 

Введение 
Задача минимизации затрат на устройство 

оснований фундаментов гражданских и про-
мышленных зданий и сооружений всегда явля-
лась актуальной. В силу этого одним из направ-
лений современного строительства является оп-
ределение рациональных типов фундаментов для 
конкретных условий строительной площадки, 
структура которой чаще является неоднородной 
и может содержать включения пониженной не-
сущей способности. Вследствие этого возникает 
необходимость управления несущей способно-
стью грунтового основания. В настоящей работе 
это достигается посредством армирования грун-
тов, которое может производиться горизонталь-
ными и вертикальными элементами. Армирую-
щими элементами могут быть материалы раз-
личной прочности: пленки и стержни. В работе в 
качестве армирующих элементов рассматривают-
ся короткие сваи: прямые, винтовые и РИТ-сваи и 
оценивается их эффективность. 

При устройстве РИТ-свай происходит уп-
лотнение грунта в области взрыва. Вследствие 
этого образуется неоднородное по плотности 
грунтовое основание. Такой фундамент и грун-
товое основание образуют единую сложную по 
структуре и свойствам нелинейную и неодно-
родную физическую систему [1]. В настоящей 
работе в этой системе фундамент и грунтовое 
основание рассматриваются как физически не-
линейные подсистемы. Определение деформиро-
ванного состояния указанной системы эффек-
тивно производить методом математического и 
компьютерного моделирования на основе метода 
конечных элементов и методов численного ре-
шения нелинейных краевых задач [1], [2], [3]. 

1 Общая физическая постановка задачи 
Рассматривается свая-РИТ с одним камуф-

летным уширением при условии линейного и 
нелинейного деформирования грунтового осно-
вания. На сваю действует вертикальная нагрузка. 
Исследование системы «свая-РИТ – грунтовое 
основание» производилось методом объектно-
ориентированного компьютерного моделирова-
ния на основе системного подхода и метода ко-
нечных элементов, рассмотренного совместно с 
методом энергетической линеаризации [1]. 

Виртуальная физическая модель рассматри-
ваемой системы показана на рисунке 1.1. В силу 
симметрии рассматриваемой задачи, ее числен-
ное решение производилось для 1/2 деформи-
руемой области. Дискретизация этой области 
проводилась треугольными конечными элемен-
тами, нумерация узлов расчетной области приня-
та слева направо. 
 

 
 

Рисунок 1.1 – Виртуальная физическая модель 
системы «свая-РИТ – грунтовое основание» 

ИНФОРМАТИКА
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Ставится задача исследования зависимости 
осадки сваи с камуфлетным уширением от её 
геометрических характеристик и свойств нели-
нейно-деформируемого грунтового основания. 
 

2 Результаты экспериментальных иссле-
дований осадок РИТ-свай 

ОАО «Буровая компания «Дельта», г. Го-
мель, были проведены работы по устройству свай-
РИТ в грунтовом основании ряда регионов Бела-
руси. Экспериментальные исследования по опре-
делению зависимости осадки свай-РИТ в грунто-
вом основании от характеристик свай, грунтовых 
условий, величины действующей вдавливающей 
нагрузки отражены в печати [4]. В таблице 2.1 
представлены характеристики и результаты испы-
таний свай-РИТ, полученные методом натурного 
эксперимента [4]. 

Для результатов натурных экспериментов 
осадок свай-РИТ при действии вдавливающей 
нагрузки автором были проведены исследования 
осадок свай-РИТ методом компьютерного объ-
ектно-ориентированного моделирования. Иссле-
дование проводилось с помощью программного 
комплекса «Энергия-ОС» [1]. 
 

3 Математическая модель системы 
Математическую модель исследуемой систе-

мы построим на основе принципа минимума 
полной энергии системы. Эта модель может быть 
представлена следующим образом [1]: 

1. Механико-математическая модель элемен-
тов системы при линейно-упругом деформирова-
нии ;i iEσ ε=  при нелинейно-упругом деформи-
ровании ( ),i ifσ ε=  в частности 

 , 0, 0 1 ,m
i iA A mσ ε= > < <  

где ,i iσ ε  – интенсивности напряжений и де-
формаций; E – модуль деформации; A, m – пара-
метры закона нелинейного деформирования. 

2. Система краевых условий задается в соот-
ветствии с классификацией поставленной задачи 
как краевой задачи математической физики. 

3. Ядро математической модели (условия 
равновесия системы): 

0,
{ }U
∂ Π

=
∂

 

где  

{ } { } { } { }1 ,
2

T T

V

dV U Pε σΠ = −∫  

П, {P} – полная энергия деформируемой систе-
мы и вектор внешних сил; {σ}, {ε}, {U} – векто-
ры напряжений, деформаций и перемещений; V – 
объём области существования исследуемой сис-
темы. 
 

4 Компьютерное моделирование осадок 
свай-РИТ в грунтовом основании и анализ ре-
зультатов 

В настоящей работе для исследования оса-
док свай-РИТ на основании имеющихся экспе-
риментальных данных построены три модельные 
задачи. Вычислительный эксперимент по опре-
делению осадки свай-РИТ проводился в зависи-
мости от диаметра уширения и диаметра зоны 
уплотнения грунтового основания. Осадки свай-
РИТ в зависимости от диаметра уширения без 
учета и с учетом уплотнения грунтового основа-
ния в области взрыва, полученные автором мето-
дом компьютерного моделирования, показаны в 
таблице 4.1. Диаметр уплотненной зоны опреде-
лялся методом вариантного проектирования на 
основе экспериментальных данных. Физико-
механические характеристики грунтового осно-
вания уплотненной зоны в области камуфлетного 
уширения определялись по формуле [5]: 

 0 max
. .

max

,
1упл гр

c

E r
E

r rμ
=

− −
           (4.1) 

где E0, µ – модуль деформации и коэффициент 
Пуассона грунтового основания естественного 
залегания; rmax – радиус зоны уплотнения; rc – 
радиус сваи; Еупл.гр. – эквивалентный модуль де-
формации грунта в уплотнённой зоне. 

 
 

Таблица 2.1 – Характеристики и осадки свай-РИТ в грунтовом основании 
 

 Объект 
 

Характ. 
Объект №1 Объект №2 Объект №3 

Пункт Митино, мкр. 8Б, сек. 1 Митино, мкр. 8Б, сек. 1 Пр-т Вернадского 
Объект Опытная площадка Опытная площадка д.37, 19-эт. корпуса 
dсв, см 30 30 30 
Lсв, см 1900 1900 1800 

P, т 240 270 234 
Грунтовые 
условия 

Насыпь, торф,  
песок ср. крупности 

Насыпь, торф,  
песок ср. крупности 

Техн. грунт, суглинки, 
песок ср. крупн. 

Sэксп, см 1,730 3,204 1,846 
 

dсв и Lсв – диаметр и длина свай-РИТ соответственно; P – вертикальная нагрузка на сваи-РИТ;  
Sэксп – значения осадок свай-РИТ в грунтовом основании, полученные методом натурного эксперимента 
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Таблица 4.1 – Осадки длинных свай-РИТ в грунтовом основании 

        без учета и с учетом уплотнения грунта (см) 
 

Объект №1 Объект №2 Объект №3     S 
dуш   Sл Sн Sлупл Sнупл Sл Sн Sлупл Sнупл Sл Sн Sлупл Sнупл 
30 1,683 1,875 1,683 1,875 2,803 4,176 2,803 4,176 1,718 2,089 1,718 2,089 
40 1,677 1,860 1,668 1,818 2,773 3,847 2,720 3,779 1,709 2,050 1,703 2,007 
60 1,671 1,851 1,648 1,805 2,740 3,555 2,628 3,368 1,701 2,023 1,690 1,992 
90 1,668 1,845 1,627 1,785 2,715 3,442 2,547 3,349 1,694 2,011 1,669 1,979 
110 1,665 1,841 1,625 1,780 2,695 3,364 2,480 3,262 1,690 1,999 1,663 1,973 

 

dуш – диаметр уширения свай-РИТ; Sл и Sн – значения осадок свай-РИТ без учета уплотнения грунтового 
основания при условии линейного и нелинейного деформирования грунта соответственно; 

Sлупл и Sнупл – значения осадок свай-РИТ с учетом уплотнения грунтового основания при условии 
линейного и нелинейного деформирования грунта соответственно 

 
Таблица 4.2 – Осадки коротких свай-РИТ в грунтовом основании 

без учета и с учетом уплотнения грунта (см) 
 

Lсв, см 200 300 
        S 

dуш, см Sл Sн Sлупл Sнупл Sл Sн Sлупл Sнупл 

20 0,585 1,086 0,585 1,086 0,449 0,606 0,449 0,606 
30 0,494 0,771 0,422 0,743 0,412 0,510 0,375 0,494 
40 0,384 0,423 0,320 0,431 0,362 0,358 0,317 0,365 
60 0,297 0,305 0,235 0,305 0,309 0,299 0,255 0,296 
70 0,247 0,219 0,194 0,227 0,260 0,226 0,218 0,227 
90 0,188 0,180 0,151 0,184 0,210 0,195 0,175 0,190 

100 0,139 0,114 0,111 0,108 0,168 0,150 0,147 0,142 
 

Таблица 4.3 – Осадки короткой сваи-РИТ в грунтовом основании (см) 
 

       S 
N Sл Sн Sлупл Sнупл 

       S
N Sл Sн Sлупл Sнупл 

1 0,297 0,305 0,235 0,305 11 0,283 0,290 0,221 0,290 
2 0,297 0,304 0,234 0,305 12 0,289 0,296 0,225 0,296 
3 0,184 0,130 0,145 0,131 13 0,195 0,141 0,152 0,147 
4 0,127 0,081 0,100 0,084 14 0,139 0,086 0,108 0,095 
5 0,096 0,068 0,075 0,073 15 0,104 0,076 0,081 0,082 

21 0,277 0,284 0,214 0,285 31 0,273 0,280 0,210 0,280 
22 0,284 0,292 0,220 0,292 32 0,281 0,288 0,215 0,288 
23 0,190 0,137 0,147 0,143 33 0,186 0,134 0,142 0,141 
24 0,135 0,084 0,104 0,091 34 0,132 0,083 0,101 0,091 
25 0,104 0,078 0,080 0,085 35 0,102 0,079 0,078 0,086 

 

N – номер узла расчетной области 
 

Сравнение полученных и эксперименталь-
ных значений осадок длинных свай-РИТ в грун-
товом основании позволяет сделать вывод, что 
грунт работает как некоторая нелинейная среда, 
значения осадок свай-РИТ при нелинейном де-
формировании грунтового основания оказались 
достаточно близкими значениям осадок свай-
РИТ, полученным экспериментальным путем. 

Анализ результатов проведенного вычисли-
тельного эксперимента (таблица 4.1) показал, что 
для длинных свай влияние размеров диаметра 
камуфлетного уширения и диаметра зоны уплот-
нения грунта в области взрыва оказались незна-

чительными: осадка свай-РИТ для трех рассмат-
риваемых объектов уменьшилась в среднем на 
7% и 3% соответственно. Значительный интерес 
представляет влияние диаметров уширений и зон 
уплотнения грунтового основания коротких 
свай-РИТ на их осадку в нелинейно-деформи-
руемых грунтовых основаниях. 

В таблице 4.2 представлены результаты 
компьютерного моделирования осадок коротких 
свай диаметром dсв = 20 см длиной Lсв1 = 200 см и 
Lсв2 = 300 см с одним камуфлетным уширением в 
грунтовом основании со следующими характе-
ристиками: модуль деформации Eгр = 30 МПа 
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(300 кг/см2), коэффициент Пуассона μгр = 0,32. 
Вертикальная нагрузка на сваю P = 20 т. 

Из данных таблицы 4.2 видно, что диаметр 
камуфлетного уширения коротких свай длиной 
Lсв1 = 200 см и Lсв2 = 300 см значительно влияет 
на осадку свай-РИТ в нелинейно-деформируемом 
грунтовом основании. В данном случае различия 
осадок свай с одним уширением достигают 90% 
при нелинейном деформировании грунта. Влия-
ние диаметра зоны уплотнения грунтового осно-
вания в области взрыва на осадку коротких свай-
РИТ в нелинейно-деформируемом грунтовом ос-
новании также оказалось небольшим. 

В таблице 4.3 показаны осадки РИТ-сваи 
длиной Lсв1 = 200 см с диаметром камуфлетного 
уширения dуш = 60 см в разных плоскостях рас-
четной области. 

Проанализировав данные таблицы 4.3, мож-
но сказать, что в подобласти грунтового основа-
ния, расположенного выше плоскости камуфлет-
ного уширения сваи, наблюдается телескопиче-
ский сдвиг, т. к. на равном расстоянии от сваи 
вертикальные перемещения практически равны. 
Данный эффект наблюдался во всех модельных 
задачах осадок длинных и коротких РИТ-свай в 
грунтовом основании и получен впервые для 
свай с камуфлетными уширениями. Используя 
факт наличия телескопического сдвига, можно 
дать аналитическое решение задачи для одиноч-
ной РИТ-сваи, что будет отражено в следующих 
публикациях. 
 

Заключение 
Методом конечных элементов и методом 

энергетической линеаризации получены значения 

осадок свай-РИТ, соответствующие эксперимен-
тальным исследованиям. Показана эффектив-
ность использования коротких свай с камуфлет-
ным уширением в грунтовом основании для ар-
мирования грунтов. Выявлен телескопический 
сдвиг грунта в области, лежащей выше плоско-
сти камуфлетного уширения свай-РИТ. 
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Рассматривается задача создания эффективной технологии моделирования активной системы (АС). Активная система 
отличается от других сложных систем тем, что ее источник организации является внутренне автономным и обладает 
способностью изменять структуру и параметры функционирований системы, исходя из собственных потребностей. В 
качестве альтернативы традиционному методо-ориентированному подходу к технологическому конструированию мо-
делей АС предлагается схема проблемно-ориентированной технологии моделирования. Особенностью этой техноло-
гии является то, что в ней, благодаря введению блока концептуального моделирования, а также специальных функцио-
нальных процедур, обеспечивается открытость, взаимодействие и развитие формируемых моделей целевых функцио-
нирований АС. Рассмотрены новые подходы к организации имитационного эксперимента (ИЭ) при проектном модели-
ровании АС. В основе предложенных технологий ИЭ лежит транзактно-процессный способ формализации АС и мето-
дика исследования АС. Вопросы практического использования предлагаемой технологии интерпретируются на приме-
ре задачи моделирования деятельности производственного подразделения. 
 
Ключевые слова: активная система, проблемно-ориентированная технология моделирования, концептуальное моде-
лирование, целевое функционирование, интеллектуальная система. 
 
Problem of effective technology of modeling of the creation of the so-called active system (AS) is considered. The active sys-
tem differs from other systems by its source of organization which is internally independent and has the ability to change struc-
ture and parameters of functioning of the system based on its own needs. As alternative to the traditional method-oriented ap-
proach to technological designing of AS-models the basic circuit of problem-oriented technology of modeling is offered. The 
peculiarity of this technology is that the interaction and development of the formed models of the desired AS-operation are pro-
vided due to the introduction of the block of conceptual modeling and special research functioning. The new approaches to 
simulate experiment (SE) are considered at design AS modeling. At the heart of the proposed technologies of SE is the opera-
tional and process way of formalization and technique of AS research. The practical use of the proposed technology is inter-
preted by the problem of modeling activities of the production unit. 
 
Keywords: active system, problem-oriented technologies of modeling, conceptual modeling, target functioning, intellectual system. 

 
 

Введение 
Как показывает практика, существующие на 

данный момент подходы к математическому мо-
делированию активной системы (АС) не обеспе-
чивают адекватного представления таких суще-
ственных аспектов субъективного фактора АС, 
как формирование идеи деятельности субъекта, 
его волевых усилий и ценностных установок [1]. 
Отсутствие соответствующего аппарата эксперт-
ной интерпретации и моделирования процессов 
порождения субъектом своих действий не позво-
ляет выходить ни на эффективный прогноз его 
поведения, ни на разработку способов коррекции 
его жизнедеятельности. Одной из первых во всем 
многообразии возникающих здесь задач является 
задача разработки аналитико-статистических и 
имитационных моделей (ИМ) поведения АС. 
Несмотря на то, что анализ данных об активных 
системах ведется не одно десятилетие, до сих 

пор при разработке технологии исследования 
приходится подстраиваться под возможности 
имеющихся математических схем и критериев 
обработки данных в пространстве признаков. 
Специфика конкретной активной системы состоит 
в том, что для неё, как правило, трудно подобрать 
готовый алгоритм корректной обработки данных. 
В свою очередь, чтобы обеспечить синтез эффек-
тивной модели, необходимо подготовить инфор-
мационную среду для снабжения процедур конст-
руирования модели разнообразными априорными 
знаниями со стороны эксперта. То есть, особую 
актуальность приобретает этап концептуального 
моделирования целевого функционирования АС 
путем выделения дерева объясняющих факторов, 
а также этапы синтеза соответствующих фактор-
признаков, формирования корректного выбороч-
ного описания и структуры имитационной моде-
ли целевого функционирования. 

ИНФОРМАТИКА
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Обычно поведение компонент АС отража-
ется в ИМ на двух уровнях: внешняя среда и, 
собственно, АС. Внешняя среда имитируется 
путем генерации входных потоков транзактов и 
требует задания только параметров этих потоков 
(например типы и параметры распределений ин-
тервалов поступления транзактов в ИМ активной 
системы). Внутренняя организация АС модели-
руется комбинацией взаимодействия пары тран-
закт – устройство. Если для внешней среды дос-
таточно параметрического описания, то для от-
ражения внутренних процессов в АС необходим 
алгоритмический подход к описанию взаимодей-
ствий пар транзакт – устройство. Поскольку этот 
процесс достаточно трудоемок, то актуальной 
является проблема автоматизации основных эта-
пов составления концептуальной модели и фор-
мализации взаимодействий компонент АС.  

Данная работа посвящена вопросам автома-
тизации этих этапов путем использования ряда 
принципов, облегчающих оперативное реконст-
руирование ИМ активной системы. 
 

1 Основные принципы моделирования АС 
При моделировании АС предлагается ис-

пользовать следующие три принципа представ-
ления ее деятельности: элементной и функцио-
нальной декомпозиции, а также рекурсивного 
описания. Охарактеризуем их.  

Первый принцип элементной декомпозиции 
развивает транзактно-процессный подход [2] к 
представлению сложных систем. Суть данного 
подхода состоит в выделении системных компо-
нент двух типов (транзактов и устройств) и со-
ставление алгоритмического описания процессов 
их взаимодействия. Предлагается расширение 
данной функциональной классификации компо-
нент. Вводятся следующие пять классов компо-
нент: субъекты,  предметы, инструменты, допол-
нительные средства (ресурсы) и фон. Согласно 
транзактно-процессному подходу, здесь устрой-
ством является пара субъект – инструмент, а 
транзактом, соответственно, пара предмет – ре-
сурс. Фон определяет внешние воздействия на 
систему и может быть представлен в виде уст-
ройства типа генератор или поглотитель. Таким 
образом, при построении ИМ на этапе формаль-
ного описания используется следующая иерархия 
типов элементов АС, отражаемая на рисунке 1.1. 
 

 
 

Рисунок 1.1 – Иерархическая классификация 
элементов АС 

 

Опишем основные элементы указанной 
схемы декомпозиции. 

Субъект функционирования. Представляет 
собой элемент системы, обладающий потенци-
альным пространством. Потенциальное про-
странство содержит накопленный опыт субъекта 
в виде массива знаний, в котором содержится  
информация о типах реальных элементов систе-
мы, все возможные связи между ними, а также 
содержится соответствующее данной информа-
ции поле ценностей. Благодаря наличию такого 
пространства субъект может моделировать свою 
деятельность с целью выработки оптимальных 
воздействий на АС и внешнюю среду.  

Предмет функционирования. Это элемент 
АС, содержащий потенциальные свойства этало-
на, соответствующего идее субъекта о выходном 
предмете. Предмет функционирования подвер-
жен основным изменениям (эти изменения носят, 
как правило, качественный характер). 

Инструмент функционирования. Это эле-
мент системы, обладающий возможностью пре-
образования предмета согласно идее субъекта о 
выходном предмете. В процессе преобразования 
предмета инструмент претерпевает, как правило, 
незначительные количественные изменения. Для 
этого инструменту необходимо наличие допол-
нительных средств, которые обеспечивают под-
держание оптимального режима функциониро-
вания инструмента. При недостаточном поступ-
лении средств на инструмент, последний может 
претерпевать и качественные изменения, не ха-
рактерные для его функционирования. 

Средства функционирования (ресурсы). 
Представляют собой элемент, определяемый 
субъектом, как необходимый ресурс для нор-
мальной работы инструмента. Со стороны инст-
румента этот элемент подвергается и качествен-
ным, и количественным изменениям. 

Фон функционирования. Это элемент, от-
ражающий воздействия внешней среды на АС. 

Взаимодействие элементов отражено на ри-
сунке 1.2.  
 

 
Рисунок 1.2 – Схема взаимодействия элементов АС 
 

Согласно приведенной схеме, взаимодействие 
элементов происходит следующим образом. 
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1. Исходя из своих потребностей, субъект 
определяет идею о выходном предмете и форми-
рует схему его получения (т. е. определяет вид 
будущего функционирования). Этот процесс про-
исходит в потенциальном пространстве субъекта 
путем определения наиболее ценных для данного 
функционирования предмета, инструмента и со-
ответствующих дополнительных средств. Если 
субъект определил схему функционирования, то, 
при наличии в актуальном пространстве соответ-
ствующих элементов он выдает команду начала 
работы инструмента. Иначе субъект оценивает 
функционирование как невозможное и выполняет 
одно из следующих действий: либо ожидает появ-
ления соответствующих элементов, либо переоп-
ределяет свои потребности и вырабатывает новые 
мотивы своего поведения. 

2. Инструмент, получив команду начала ра-
боты, использует входные средства и  выполняет 
преобразование входного предмета по сформи-
рованной субъектом схеме функционирования. 

3. По мере преобразования предмета субъ-
ект производит его сопоставление с эталоном. На 
основании полученной оценки субъект выраба-
тывает соответствующее решение о дальнейшем 
функционировании АС и при определении пред-
мета адекватным эталону на инструмент посыла-
ется команда окончания преобразования. 

Данный алгоритм является абстрактной схе-
мой взаимодействия элементов АС и его конкре-
тизация зависит от типа исследуемого функцио-
нирования. 

Согласно второму принципу функциональ-
ной декомпозиции, исследователь должен рас-
сматривать деятельность АС, как выполнение 
системой пяти видов функционирований: ориен-
тационного, преобразовательного, отражательно-
го, коммуникативного и балансировочного. Ни-
же приведено назначение каждого из них. 

Ориентационное функционирование. Назна-
чением этого функционирования для субъекта 
является определение в потенциальном простран-
стве схемы преобразования предмета, в которой 
должны определяться: предмет, инструмент, сред-
ства и фон преобразования. В актуальном про-
странстве ориентация используется инструментом 
для определения реальных предмета и средств.  

Преобразовательное функционирование. В 
потенциальном пространстве субъекта это функ-
ционирование ориентировано на выработку новых 
знаний или переоценку старых. В актуальном 
пространстве функционирование используется 
для перевода предмета в новое состояние посред-
ством инструмента и некоторого ресурса согласно 
схеме выработанной на этапе ориентации. 

Отражательное функционирование. Пред-
назначено для выработки оценки функционирова-
ния элементов АС. Формирование соответствую-
щих оценок происходит посредством сопоставле-
ния состояния элемента с эталонным значением. 

Коммуникативное функционирование. Ор-
ганизует обменные процессы в системе. 

Балансировочное функционирование. В ак-
туальном пространстве осуществляет оптималь-
ное перераспределение ресурсов элементов сис-
темы. В потенциальном пространстве – выполня-
ет выработку мотивов поведения субъекта по-
средством поля ценностей.  

Указанные функционирования протекают в 
АС одновременно. Однако, как показывает прак-
тика, в системе часто определяется одно приори-
тетное (целевое) функционирование. Тогда при 
исследовании такой АС основное внимание сле-
дует уделить моделированию этого направления 
деятельности системы. 

Третий принцип рекурсивного описания ос-
нован на идее повторения структуры объекта на 
различных уровнях его рассмотрения. Согласно 
данному подходу, разработчик моделей может 
применять принципы элементной и функцио-
нальной декомпозиции, как для моделирования 
всей АС, так и для моделирования ее отдельных 
подсистем. 

Предложенные принципы построения ИМ 
АС позволяют автоматизировать этапы форми-
рования содержательного описания и концепту-
альной модели посредством использования спе-
циального инструментария, ориентированного на 
проблемного пользователя. В качестве такого 
инструментария предполагается задействовать 
программно-технологический комплекс имита-
ции, который представляет собой проблемно-
ориентированное программное обеспечение про-
цесса исследования деятельности АС. 
 

2 Назначение подсистемы исследования 
активной системы 

Исходя из функционально-эволюционного 
подхода [5], построим подсистему исследования 
(ПИ), ориентированную на типичную приклад-
ную проблему, суть которой состоит в выработке 
оптимальных воздействий на некоторое целевое 
функционирование объектов АС со стороны 
управляющего субъекта [1]. Основное назначе-
ние вырабатываемых воздействий – повышение 
эффективности как целевого функционирования 
(ЦФ), так и всей жизнедеятельности объекта АС.  

В отличие от известного методо-ориентиро-
ванного принципа проектирования обработки 
данных [3], в основу которого положена незави-
симая оптимизация в рамках отдельных методов 
(типа классификации или регрессии) с крайне 
ограниченными возможностями ввода априорной 
информации, выбранный нами проблемно-ориен-
тированный подход к созданию ПИ позволит: 

– за счет специального языка описания жиз-
недеятельности активной системы (АС) исполь-
зовать в процедурах обработки данных разнооб-
разную содержательную информацию (в том 
числе интуитивные представления экспертов) о 
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начальном состоянии предмета обработки, типе 
процедуры преобразования и ее параметрах, до-
пустимом и недопустимом качестве результата, 
пользе или вреде (в случае существенности 
ошибки) от полученного результата при даль-
нейшем использовании; 

– с помощью специальных приемов унифи-
кации разнообразной числовой и нечисловой 
статистической информации в той или иной сте-
пени привлекать практически все сведения, от-
носящиеся к данной проблематике; 

– используя специальную технологию меж-
модульного обмена данными и знаниями, обес-
печить открытость всех процедур обработки к 
модификации заложенных в них стратегий и 
критериев анализа; 

– за счет специальной технологии баланси-
ровки ценностных критериев на всех этапах и 
уровнях анализа данных обеспечить его ориен-
тированность на конечную цель повышения эф-
фективности целевого функционирования АС.  
 

3 Состав решаемых задач 
В свете нового подхода к моделированию 

решения прикладной проблемы ПИ должна об-
служивать следующие взаимодействующие про-
цессы исследования. 

Декомпозиция факторов в виде поиска и 
конструирования значимых (в аспекте заданной 
проблемы) структур состояния ЦФ и соответст-
вующих факторных и фактор-признаковых опи-
саний [1]. 

Формирование первичных признаков с по-
мощью измерений, прямых или косвенных оце-
нок значимых факторов, в частности, экспертных 
оценок.  

Формирование фактор-признаков путем 
аналитического синтеза первичных признаков, а 
также статистических и экспертных обобщений. 

Синтез интегральной динамики фактор-
признака ЦФ на базе комплекса разнотипных 
моделей оценки динамики признака. 

Поиск структуры состояний ЦФ и их рас-
пределений на основе эмпирического образа 
данных и экспертных представлений. 

Формирование генератора смены состояния 
ЦФ  для имитационного моделирования процес-
сов формирования целевых свойств в виде рас-
пределенной сети моделей локальных движений 
ЦФ, представляющей собой систему дифферен-
циальных уравнений связи фактор-признаков. 

Поиск структуры распределения ресурсов 
целевого и обуславливающих его функциониро-
ваний путем согласования результатов имитаци-
онного моделирования с интегральными дина-
миками основных фактор-признаков, получен-
ных на основе статистического синтеза. 

Поиск с помощью имитации «слабых» и 
«сильных» сторон ЦФ с целью выработки опти-
мальных решений по его модернизации со сто-
роны управляющего субъекта. 

Планирование имитационного эксперимен-
та и генерация спектра альтернативных воздей-
ствий (или комплексов воздействий) на ЦФ. 

Имитация реализации альтернативных воз-
действий. Принятие решений о воздействии на 
ЦФ. Детальная имитация полученных воздейст-
вий на ЦФ с целью выработки плана внедрения 
воздействий. Отслеживание процессов внедре-
ния воздействий в режиме реального времени и 
выработка текущих коррекций. 

При реализации выше перечисленных про-
цессов предполагается использовать следующий 
набор методов анализа данных: анализ призна-
ков; сжатие и построение эмпирического образа 
данных; типологическая (кластерная) регрессия; 
оценка динамики признака или многомерного 
описания. 
 

4 Структура подсистемы исследования и 
состав компонент 

Для проблемно-ориентированного подхода 
каждая из традиционных процедур обработки 
данных (например, оценка распределения при-
знака, классификация или регрессия) уже не яв-
ляется автономной и подчинена требованиям 
глобальной проблемной оптимизации. В таких 
условиях ПИ может неоднократно возвращаться 
к одной и той же процедуре обработки набора 
данных, поставляя ей корректирующие сведения 
и добиваясь более высокой устойчивости оценки 
её точности и правдоподобной интерпретации. В 
особенности это относится к процедурам обра-
ботки, формирующим оценки признаков или 
фактор-признаков наиболее узких мест целевого 
функционирования. Таким образом, вместо на-
бора замкнутых физических программных моду-
лей предлагается создать методы анализа данных 
по поддержке перечисленных выше основных 
процессов проблемного исследования. Инстру-
ментальной базой для каждого такого метода 
должны стать: технология реализации процесса 
исследования; технология синтеза оценки метода 
и достижения более высоких показателей ее точ-
ности и устойчивости за счет привлечения раз-
нообразной дополнительной информации; про-
граммное обеспечение для технологической це-
почки подпроцесса исследования [4]; программ-
ное обеспечение для реализации технологии син-
теза оценки метода, представляющее собой ло-
гически единую и открытую подсистему (по сути 
дела, это экспертная система оценки данного мето-
да); библиотека физических элементарных модулей 
обработки данного метода; рабочая база данных 
метода; библиотека сервисных модулей обработ-
ки; база данных проблемного исследования. 
 

5 Функциональное назначение компонент 
и методики их работы 

Выделим три компоненты: синтез фактор-
признаков, оценка распределения признаков по 
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разнотипным статистическим описаниям, синтез 
оценки динамики признака. Приведем их описание. 

Синтез фактор-признаков. Программно-
технологическое обеспечение синтеза фактор-
признаков предназначено для построения описа-
ния заданного фактора в структуре ЦФ в виде 
некоторого обобщающего комплексного призна-
ка. Для реализации данного процесса необходи-
мо, чтобы пользователь выделил все признаки, 
относящиеся к данному фактору. Это могут быть 
как прямые признаки (т.е. полученные в резуль-
тате измерения или непосредственной эксперт-
ной оценки), так и косвенные. Отметим, что кон-
струируемый фактор-признак, как правило, явля-
ется абстрактным и предназначен для отражения 
изменений в блоке функционирования, отве-
чающем за данный фактор. В методике синтеза 
фактор-признаков отметим четыре этапа. 

Этап 1. Выделение доступной информации 
о различных проявлениях (признаках), связан-
ных согласно схеме на рисунке 1.2 с функциони-
рованием, определяющим заданный фактор. 

Этап 2. Сбор статистики по объектам обу-
чающей выборки, куда включаются результаты 
измерений, экспертных или статистических оце-
нок (т. е. значения признаков). Формирование со-
ответствующей матрицы объект-признак. 

Этап 3. Разведочный анализ каждого при-
знака, определение его центра (эталона), порогов 
допустимости значений, а также уровней дове-
рия к измерителям и значениям признаков. При 
необходимости признак может быть преобразован 
к симметричному виду своего распределения. 

Этап 4. Поиск вида формулы синтеза при-
знаков в фактор-признак на основе экспертных 
представлений о характере аккумулирования 
влияний на основное свойство данного функцио-
нирования (как правило, скрытого) тех или иных 
факторов, проявление которых отражены в 
имеющемся наборе признаков. Характер такого 
аккумулирования обычно носит либо аддитив-
ный (в случае независимого накопления), либо 
мультипликативный, либо смешанный вид. Для 
уточнения предполагаемого вида формулы син-
теза, в частности, нейтрализации влияния «хво-
стовых» значений признаков (особенно в случае 
несимметричности распределений) непосредст-
венно в формуле синтеза могут быть проведены 
преобразования (степенное, логарифмическое, 
дробно-линейное) и нормировки (по эталону 
и/или порогам вариации), способствующие по-
вышению степени статистической связи модели-
руемого фактор-признака с целевым свойством. 
Отметим, что корректировка формулы синтеза 
целевого фактор-признака, в свою очередь, мо-
жет быть осуществлена по результатам оценки 
его статистической связи с объясняющими фак-
тор-признаками. Исходя из требования удобства 
анализа и повышения точности итоговой моде-
ли в ряде случаев предлагается синтезировать  

комплексные фактор-признаки, сочетающие два 
или более фактор-признаков. 

Оценка распределения признаков по разнотип-
ным статистическим описаниям. Программно-
технологическое обеспечение данного метода 
предназначено для поэтапного уточнения значе-
ний основных параметров распределения при-
знака (среднего и показателя отклонения в слу-
чае одномодальности или групп этих параметров 
и их весов в случае неодномодальности) по мере 
появления разнообразной информации, относя-
щейся к данному признаку. В качестве такой до-
полнительной информации могут выступать:  

– новый набор измерений или прямых экс-
пертных оценок, полученных предыдущим изме-
рителем или экспертом (здесь необходима толь-
ко проверка влияния времени на условия изме-
рения или оценки, объект измерения или оценки 
и самого измерителя или эксперта); 

– новый набор измерений или прямых экс-
пертных оценок, полученных другим измерите-
лем или экспертом; здесь в сравнении с первым 
случаем необходимо дополнительно привлечь 
процедуру «увязки» значений признаков, полу-
ченных разными измерителями или экспертами 
(суть процедуры подобной «увязки» сводится к 
калибровочному преобразованию, построенному 
по отношению признаковых значений данного 
измерителя или эксперта к соответствующим 
признаковым значениям на общих объектах или 
объектах-аналогах некоторого эталонного изме-
рителя или эксперта);  

– новая косвенная оценка данного признака 
в виде первичного признака (в этой ситуации 
дополнительный признак может быть подключен 
в процедуру синтеза оценки распределения не-
посредственно с помощью уравнения линейной 
регрессии на него исследуемого признака, либо с 
помощью уравнений кластерно-регрессионной 
модели); 

– новая косвенная оценка данного признака, 
полученная с помощью того или иного эмпири-
ческого уравнения связи, построенного по неко-
торому набору объясняющих признаков на осно-
ве кластерно-регрессионной модели. 

При этом разработаны методики и процеду-
ры, позволяющие избежать основные источники 
ошибок: 1) оценки среднего с помощью среднего 
арифметического (СА) в случае реально ассим-
метричного (логнормального) или бимодального 
распределения; 2) то или иное сжатие исходной 
выборки измерений (тройка из минимума, мак-
симума и СА; СА и стандартное отклонение; 
грубая гистограмма с неравными интервалами 
наполнения; усеченное справа или слева эмпи-
рическое распределение); 3) несоблюдение усло-
вий пропорциональности представления выбо-
рочных измерений по типам подвыборок, разли-
чающимися характеристиками объектов и усло-
виями формирования значений исследуемого 
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признака, например, сезоном измерения; 4) ис-
пользование методов оценки среднего без учета 
особенностей выборки малого объема; 5) неста-
бильность погрешности выборочных измерений; 
6) наличие в данных неконтролируемой система-
тической ошибки; 7) совместное использование в 
модели оценок, полученных различными ин-
станциями, отличающимися типами их измери-
телей, методиками измерений, уровнем ошибок и 
степенью доверия к поставляемым этими ин-
станциями оценкам признака. Решение всех этих 
проблем ищется методом согласования несколь-
ких статистических описаний одного распреде-
ления по разным периодам и источникам изме-
рений. С этой целью авторами разрабатывается 
программно-технологическое обеспечение ком-
плексного согласования описаний распределения 
(КСОР). Математическая идея согласования раз-
нотипных описаний распределений сводится к 
синтезу проекций всех описаний распределений 
на нормальной вероятностной бумаге. В случае 
бимодального распределения предлагается ис-
пользовать алгоритм расщепления смеси. В ос-
нову алгоритма расщепления также положена 
идея представления эмпирического распределе-
ния на вероятностной бумаге. 

Синтез оценки динамики признака. Про-
граммно-технологическое обеспечение данного 
метода предназначено для получения эффектив-
ной (по точности и устойчивости) оценки дина-
мики признака на основе группы разнотипных 
моделей восстановления пропущенных значений 
временного ряда и прогноза динамики признака 
с помощью кластерно-регрессионных моделей 
[4]. Пусть исследуется заданное целевое свойст-
во (ЦС) у определенного вида объектов систем-
ной природы. Целевое свойство изменяется во 
времени на уровне индивидуального объекта 
(ИО), а также на уровне различного рода группо-
вых объектов (ГО), в том числе и полного груп-
пового объекта (ПГО). 

Ставится задача: на основе измерений и 
оценок ЦС и других связанных с ним признаков 
ИО, ГО и ПГО построить модель динамики це-
левого свойства ГО и ПГО, оптимальным обра-
зом (в смысле точности, устойчивости и ресур-
соемкости измерений) синтезирующего в себе 
различные модели оценки: 1) модели стандарт-
ного статистического оценивания тренда вре-
менного ряда (оценка среднего, доверительного 
интервала, сглаживание и т. д.); 2) модель кор-
рекции группового тренда ЦС с учетом индиви-
дуальных динамик; 3) модель уточнения оценки 
целевого свойства ГО путем учета закономерно-
стей динамики данного типа ГО у ПГО-аналогов 
оцениваемого ПГО, а также закономерностей 
соотношения целевого свойства у ГО в рамках 
ПГО; 4) кластерно-регрессионная модель уточ-
нения оценки целевого свойства ГО и ПГО, учи-
тывающую связи ЦС с другими признаками; 
5) оценку целевого свойства ГО и ПГО экспертом. 

Учитывая сложность задачи оценки ЦС, а 
также принципиальную неопределённость стати-
стической аппроксимации, предлагается осуще-
ствить следующие действия. 

1. Построить несколько моделей оценива-
ния, опирающихся на разные закономерности 
формирования ЦФ и его проявления. При этом 
должна быть обоснована необходимость каждой 
оценки и подтверждена достаточность подготов-
ленного набора моделей. 

2. Принять решение о прогнозе ЦС для кон-
кретных объектов путём синтеза групп альтерна-
тивных значений ЦС, порождёнными соответст-
вующими моделями. Суть идеи такого синтеза 
состоит в выделении максимального набора 
групповых альтернатив, обеспечивающих опти-
мум функционалу совокупной согласованности. 

 
6 Реализация проблемно-ориентирован-

ной технологии 
В качестве одного из примеров возможной 

реализации предлагаемого подхода рассмотрим 
проблему совершенствования деятельности не-
которого производственного подразделения, на-
пример, цеха и его бригад. При этом предлагает-
ся интеллектуализировать работу лиц, прини-
мающих решение (бригадира, мастера и выше-
стоящего управленца). В частности, речь идет о 
выработке оперативного, тактического и страте-
гического планов деятельности. В настоящее 
время из всех интеллектуальных систем (ИС) 
наибольшее распространение получили эксперт-
ные системы продукционного типа. Однако ре-
альной эффективности от их использования 
можно достичь только в тех случаях, когда в 
списке формируемых продукций удастся отра-
зить скрытые идеи поведения или проявления 
субъектов деятельности. То есть, необходимо, 
чтобы при формировании базы знаний эксперты 
не просто задавали цепочку: признаки ситуации 
– вывод, но и опирались при этом на единую 
концептуальную схему формирования производ-
ственных процессов с учетом субъективного 
фактора. Это же относится и к пользователю (на-
пример, мастеру), которому ИС помогает конкре-
тизировать образ текущей ситуации планирования 
по группе наиболее подходящих продукций и по-
добрать оптимальный план действий (включая 
управляющие воздействия на исполнителей) с 
использованием статистического, аналитического 
и имитационного методов моделирования.  

Особенность предлагаемого подхода состоит 
в том, что в качестве рабочего пространства син-
теза моделей плана берется не традиционная пара 
декартовых пространств (по признакам условий и 
признакам следствий), а более сложное простран-
ство экспертного представления образа ситуации 
планирования согласно универсальной схеме фор-
мирования производственной деятельности. Ос-
танавливаясь на проблеме представления образа 
ситуации планирования, отметим два момента. 
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Во-первых, данное представление двухъя-
русное. Первый ярус связан с невидимым интуи-
тивным воображением игры факторов, форми-
рующих производственные процессы. В зависи-
мости от опыта, квалификации и текущей психо-
логической установки специалист может остано-
виться на той или иной глубине декомпозиции и 
степени полноты отражения игры факторов. По 
отношению к данному ярусу роль ИС состоит в 
предоставлении пользователю универсального 
каркаса факторных символов и схем их взаимо-
связи. В основу каркаса факторных символов и 
их взаимосвязей положена универсальная схема 
жизнедеятельности активной системы [1]. Ис-
пользуя соответствующий аппарат факторной 
настройки, пользователь интерпретирует пред-
ложенный формализм с помощью механизма 
распределения ценностей (по существенности 
вклада того или иного фактора или факторного 
уровня в образ ситуации планирования). Второй 
ярус представления образа ситуации планирова-
ния связан с видимыми проявлениями фрагмен-
тов воображаемых процессов. Традиционно эти 
проявления (время выполнения рабочим той или 
иной операции, качество выполнения, эмоцио-
нальный настрой на работу и т. д.) характеризу-
ется некоторой сетью признаковых описаний, 
полученных путем процедур счета, приборных 
измерений или интуитивной экспертной оценки. 

Во-вторых, невидимый ярус образа пред-
ставления ситуации является определяющим и 
образует контекст исследования по поиску опти-
мального плана. Формирование двухъярусного 
представления образа ситуации планирования 
осуществляется на основе механизма синтеза 
фактор-признаков. Поиск вида формулы синтеза 
признаков в фактор-признак осуществляется 
экспертом на основе представлений о характере 
аккумулирования влияний на основное свойство 
функционирования заданного фактора тех или 
иных факторов, проявления которых отражены в 
имеющемся наборе признаков. Характер такого 
аккумулирования обычно носит либо аддитив-
ный, либо мультипликативный, либо смешанный 
вид. При этом используется аппарат регрессион-
ного моделирования. 

Получив в свое распоряжение представле-
ние образа ситуации планирования, пользователь 
с помощью ИС может осуществлять следующие 
процедуры по достижению адекватности и эф-
фективности формируемого плана: 

– при заданных условиях деятельности по-
дыскать в базе знаний для разных фрагментов 
производственного процесса набор подходящих 
продукций и синтезировать их в намерение по 
реализации конкретной сети действий; 

– в рамках выделенного намерения дейст-
вий спрогнозировать значения тех или иных 
целевых показателей реализации действий с 

помощью аппарата кластерно-регрессионного 
анализа [4]; 

– проимитировать реализацию того или 
иного фрагмента производственного процесса и 
выделить наиболее целесообразные действия и 
их параметры, а также параметры управляющих 
воздействий на исполнителей этих действий 
(предполагается использование аппарата имита-
ционного моделирования [2]); 

– проимитировать весь производственный 
процесс согласно сформированному плану и вы-
брать итоговый вариант плана. 
 

Заключение 
Предварительная апробация предлагаемых 

средств автоматизации построения моделей про-
изводственного процесса была осуществлена на 
примере задачи совершенствования деятельно-
сти бригад технологического обслуживания ва-
гонов по данным Белорусского госуниверситета 
транспорта [6], а также для решения проблемы 
повышения удоев молока в сельскохозяйствен-
ных предприятиях на загрязненных радионукли-
дами территориях Гомельской и Брестской об-
ластей [7]. 
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двух экземплярах). 
Сведения об авторах представляются на от-

дельной странице и содержат: фамилию, имя, от-
чество автора (авторов), ученую степень, звание, 
место работы и занимаемую должность, специа-
листом в какой области является автор, почтовый 
индекс и точный адрес для переписки, телефоны 
(служебный или домашний), адрес электронной 
почты. Следует указать автора, с которым нужно 
вести переписку и направление, к которому отно-
сится представленная работа (физика, математика, 
техника). 
 Поступившая в редакцию статья направля-
ется на рецензирование. В случае её отклонения 
редакция сообщает автору решение редколлегии 
и заключение рецензента, рукопись автору не 
возвращается. Решение о доработке статьи не 
означает, что она принята к печати. После дора-
ботки статья вновь рассматривается рецензентом 
и редакционной коллегией. 
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Редакция оставляет за собой право произво-
дить редакционные изменения и сокращения, не 
искажающие основное содержание статьи. 
 Статьи, не отвечающие перечисленным тре-
бованиям, к рассмотрению не принимаются и 
возвращаются авторам. Датой получения руко-
писи считается день получения редакцией окон-
чательного варианта. 
 Авторы несут ответственность за направление 
в редакцию уже ранее опубликованных статей или 
статей, принятых к печати другими изданиями.  

Редакция предоставляет право первоочередно-
го опубликования статей лицам, осуществляющим 
послевузовское обучение (аспирантура, докторанту-
ра, соискательство) в год завершения обучения. 
Плата за опубликование статей не взимается. 

 Всю корреспонденцию следует направлять 
простыми или заказными письмами (бандероля-
ми) на адрес редакции.  

Образец оформления статьи, сведений об ав-
торах, экспертного заключения и текст договора о 
передаче авторского права размещены на сайте 
журнала по адресу http://pfmt.gsu.by.  
 Журнал включен в каталог печатных 
средств массовой информации Республики Бела-
русь. Индекс журнала: 01395 (для индивидуаль-
ных подписчиков), 013952 (для предприятий и 
организаций). 
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GUIDELINES FOR AUTHORS 
 

In order for papers submitted to be published in 
the journal “Problems of Physics, Mathematics and 
Technics” the following rules should be taken into 
account: 
 – the paper should be in agreement with the 
type of the journal; 

– the paper should be an original work, it 
should not have been submitted for consideration or 
previously published in the bulk over 25% in an-
other scientific edition and (or) electronic publica-
tions with the exception of preprint publication 
(manuscript) of the paper of the authors (coauthors) 
on their own website; 
 – the paper should contain all statutory refer-
ences to the cited authors and published sources of 
the borrowed material. The author (coauthors) must 
obtain all the necessary permissions for the use of 
materials in the article, in the event that he is (they 
are) not their right holder (right holders). 

The paper should not contain the materials 
suppressed for publication in the press in accordance 
with the laws of the Republic of Belarus. 

Contents of a paper should be written in line 
with the scope of the journal. The paper should be 
written in Russian, Belarusian and English, edited 
thoroughly and submitted in two copies to the Edito-
rial Office. The manuscript should be printed on A4 
white paper with all pages numbered. In addition, 
the  authors  must  submit  the  electronic  version  
of their manuscript  either  on a CD or by e-mail  
(e-mail: pfmt@gsu.by). 

To prepare a paper it is possible to use MS 
Word for Windows (2000/2003), Times New Roman 
type, 14 pt. All margins are 2 cm. The author may 
also use 12pt LaTeX in standard style article without 
redefinition of the margins and introduction of the 
author’s commands. 

Index UDC is sited in the left corner of the first 
page. The title of the paper in capital letters is fol-
lowed by the name(s) of the author(s), authors' af-
filiations and full postal addresses next to which are 
an abstract of no more than ten lines and keywords. 
Relevant keywords should be placed just after the 
Abstract. 

A paper, as a rule, should include Introduction, 
Body Text, Conclusion and Literature. The title of 
the paper must be concise. It describes the main idea 
of your research. 

In the Introduction the author gives a brief re-
view of literature, his grounds and specific objec-
tives, he describes links with scientific and practical 
branches. All background information such as refer-
ence to the papers of others authors and some 
previous publications (including foreign ones) in the 
field of investigation is necessary. 

The main part should contain description of the 
techniques used and objects of investigation within a 
large scientific framework. This part may be divided 
into subsection (with explanatory headings). It provides 

the readers with the analysis of the publications on 
the problem described in these subsections. 

Formulas, figures and tables should be sequen-
tially numbered in the framework of the section, for 
example: (1.1), (2.3), figure 1.1, table 2.1. The author 
should number only the formulas with appropriate 
references. The formula number is placed on the right 
side of the page and the formula itself is centred. 

Figures and tables should be put into a contex-
tual framework. The size of figures and charts does 
not exceed 10х15 cm. Halftone photos should be 
glossy and contrast. Do not repeat extensively in the 
text the data you have presented in tables and figures. 

Each table should have the heading, in which 
units of measure describe the values under consid-
eration. All measurements and data should be given 
in SI units, or if SI units do not exist, in an interna-
tional accepted unit. The authors are advised to 
avoid abbreviations except for generally accepted 
ones (i. e., etc.). Define all abbreviations the first 
time they are used. 

In the Conclusion the received data are de-
scribed in concise form. The novelty of these results, 
advantages and possibility of practical use are pre-
sented. 

Publications cited in the text should be pre-
sented in a list of references following the text of the 
manuscript. References should be given in their 
original spelling, numbered in the order they appear 
in the text and contain full bibliography. Please, do 
not cite unpublished papers. The numbers of refer-
ences are sited in square brackets (e.g. [1], [2]). 

The paper should be signed by all authors. 
The following documents should be attached to 

the article: 
– covering letter of the organization in which 

the work was done with a request for publication; 
– information about the authors; 
– expert opinion on the possibility of publish-

ing an article in the press; 
– treaty on the transfer of the copyright (two 

copies). 
The authors should provide the following in-

formation on a separate sheet: surname, first name, 
patronymic, science degree, rank and correct postal 
address for correspondence, organization or com-
pany name and position, title, research field, home 
or office phone numbers, and e-mail address. 

Then the paper is sent to the Editorial Board to 
be reviewed. The Editorial Office informs the au-
thors of paper denial and the reviewer's conclusion 
without returning the manuscript. A request to revise 
the manuscript does not imply that the paper is ac-
cepted for publication since it will be re-reviewed 
and considered by the Editorial Board. The authors 
of the rejected paper have the right to apply for its 
reconsideration. 

The Editorial Board has the right to edit the 
manuscript and abridge it without misrepresenting 
the paper contents. 
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Papers not meeting the above requirements are 
denied and returned to the authors. The date of re-
ceipt of the final version by the Editorial Office is 
considered as the submission date. 

Authors are responsible for the submission of 
their publication because submission is a representa-
tion that the paper has not been previously published 
and is not currently under consideration for publica-
tion elsewhere. The Editorial Board charters top-
priority for postgraduate students (postgraduate 
course, persons working for doctor's degree, com-
petitors for scientific degree) during the current year 

of the completion of a course. Publication of the 
paper is free of charge. 

Samples of the preparation of an article, infor-
mation about the authors, expert opinion and the text 
of the treaty on the transfer of the copyright are 
placed on the site http://pfmt.gsu.by. 

The journal «Problems of Physics, Mathemat-
ics and Technics» is included in the mass media 
catalogue of the Republic of Belarus. Index: 01395 
(for personal subscribers), 013952 (for enterprises 
and organizations). 
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