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УДК 530.1; 539.12 

АНАЛИЗ ЭФФЕКТОВ Z ′ -БОЗОНОВ В ЭКСПЕРИМЕНТЕ ATLAS НА LHC 

Василий В. Андреев1, А.А. Панков2 

1Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
2Гомельский государственный технический университет им. П.О. Сухого, Гомель 

 
ANALYSIS OF Z ′ -BOSONS EFFECTS AT THE LHC 

WITHIN ATLAS EXPERIMENT 

Vasili V. Andreev1, A.A. Pankov2 
1F. Scorina Gomel State University, Gomel 

2P.O. Sukhoi Gomel State Technical University, Gomel 
 

В работе оценивается ожидаемая чувствительность сечения парного рождения W ± -бозонов в процессе протон-
протонной аннигиляции по отношению к эффектам, генерируемым Z ′ -бозоном, в условиях Большого адронного кол-
лайдера (LHC). Результаты модельно зависимого анализа эффектов Z ′ -бозона представлены в виде ограничений на 
такие его параметры, как угол Z – Z ′ -смешивания ϕ  и масса .ZM ′  Показано, что исследуемый процесс в условиях 
эксперимента ATLAS обладает чувствительностью к углу смешивания ,ϕ  которая повторяет или даже превосходит 

таковую, продемонстрированную в резонансных экспериментах на ускорителях LEP1 и SLC в процессах .e e l l+ − + −→  
 
Ключевые слова: Z ′ -бозон, Z – Z ′ -смешивание, калибровочное сокращение. 
 
We discuss the foreseeable sensitivity to Z ′ -boson effects of W ± -pair production cross sections at the Large Hadron Collider 
(LHC). The results of the model dependent analysis are expressed in terms of constraints on such Z ′ -boson parameters as Z -
Z ′ -mixing angle ϕ  and its mass .ZM ′  It was shown that the process under investigation in the framework of the ATLAS ex-
periment has the sensitivity to the mixing angle ,ϕ  which is similar or even better than that obtained during resonant experi-

ments at LEP1 and SLC accelerators in e e l l+ − + −→  processes. 
 
Keywords: Z ′ -boson, Z – Z ′ -mixing, gauge cancellation. 

 
 

Введение 
В физических программах и экспериментах 

на современных коллайдерах высоких энергий 
вопросу поиска эффектов «новой» физики, вы-
ходящей за рамки Стандартной модели сильных 
и электрослабых взаимодействий (СМ), напри-
мер, тяжелых нейтральных ( Z ′ ) калибровочных 
бозонов [1]–[4], традиционно уделяется большое 
внимание. На основе данных, полученных из 
низкоэнергетических экспериментов по ней-
тральным токам, результатов на e e+ − -кол-
лайдере LEP [5], а также недавно выполненных 
экспериментов по поиску прямого адронного 
рождения Z ′ -бозонов на Большом адронном 
коллайдере (LHC) при энергиях 7s =  ТэВ и 

8s =  ТэВ, с интегральной светимостью 
20intL ≈  фбн–1 [6], [7], можно заключить, что для 

большинства расширенных калибровочных мо-
делей граничные значения на массы дополни-
тельных Z ′ -бозонов лежат в пределах 

2 6 3.0. −∼  ТэВ (в зависимости от модели),  а 
современный масштаб ограничений на угол сме-
шивания  составляет 310ϕ −∼  рад [8]–[11]. При-
чем  наиболее  точная  информация  об  угле  

смешивания была получена преимущественно из 
экспериментов на электрон-позитронных кол-
лайдерах LEP1 и SLC по измерению резонанс-
ных наблюдаемых физических величин при 
энергии начальных e e+ − -пучков, равной массе 
стандартного Z -бозона, ,Zs M  в процессах  

e e f f+ −+ → + ,        (0.1) 
где конечными фермионными состояниями f  
были лептоны и кварки. Высокая точность, дос-
тигнутая в экспериментах на коллайдерах LEP1 и 
SLC, объясняется прежде всего возможностью 
набора большого объема данных в резонансной 
области энергии. 

Стоит отметить, что ограничения на пара-
метры Z ′ -бозона также были получены в работе 
[11] из экспериментальных данных по измере-
нию процесса 

 e e W W+ − + −+ → +          (0.2) 
на коллайдере LEP2. В частности, был проведен 
комбинированный анализ данных коллабораций 
OPAL, DELPHI, ALEPH и L3 по измерению 
дифференциальных сечениям процесса анниги-
ляционного рождения W ± -бозонов (0.2). В рабо-
те было показано, что чувствительность данного 
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процесса при энергиях, достижимых на ускори-
теле LEP2, не является очень высокой из-за от-
носительно небольшой энергии в сравнении с 
порогом рождения пар W ± -бозонов. Получен-
ные ограничения на угол Z – Z ′ -смешивания 
оказались на уровне 210 ,ϕ −∼  что на порядок 
меньше ограничений, следующих из экспери-
ментов на коллайдерах LEP1 и SLC. Такой же 
чувствительностью к углу бозонного смешива-
ния обладает процесс парного рождения W ±  в 
процессе pp  столкновений на коллайдере 
Tevatron [12]. Тем не менее, ценность информа-
ции, полученной на коллайдере LEP2 и Tevatron, 
состоит в том, что она следует из «прямых» экс-
периментов по измерению эффектов Z ′ -бозонов, 
а не косвенных, коим являлись резонансные экс-
перименты на LEP1 и SLC. 

Важным обстоятельством является то, что 
ускоритель LEP уже завершил свою работу. В 
этой связи большой интерес представляет анализ 
аналогичного рода эффектов на действующем 
Большом адронном коллайдере (LHC). При этом, 
очевидно, что исследуемым процессом является 
процесс рождения пар W ± -бозонов в адронных 
столкновениях: 

 p p Z Z W W Xγ + −′+ → , , → + + .      (0.3) 
По аналогии с процессом (0.2), рост чувст-

вительности процесса (0.3) к параметрам Z ′ -бо-
зонов (при условии ненулевого Z – Z ′ -смеши-
вания) наиболее ярко проявляется при высоких 
энергиях, т. е. при 2 .Ws M  Причиной этого 
роста является вклад Z ′ -бозона в сечение про-
цесса (0.3), который «нарушает» механизм ка-
либровочного сокращения в энергетическом ин-
тервале 2 W ZM s M ′  [13]–[16]. Действие 
механизма калибровочного сокращения состоит 
в том, что он обеспечивает «правильное» пове-
дение сечения процесса (0.3) в СМ с ростом 
энергии. Вместе с тем, эффекты, индуцирован-
ные появлением дополнительного калибровочно-
го бозона, «нарушают» действие механизма ка-
либровочного сокращения, что проявляется в 
«разбалансировке» отдельных вкладов в сечение 
и, как следствие, в возникновении существенно 
иной (по сравнению с СМ) энергетической зави-
симости сечения. 

В силу сказанного становится очевидным, 
что получение достоверных оценок параметров 
Z ′  (его массы ZM ′  и угла Z – Z ′ -смешивания 
ϕ ) на ускорителе LHC представляет значитель-
ный интерес. Такие оценки будут приведены в 
этой работе. 

В частности, будут получены ограничения 
на угол смешивания и массу Z ′ -бозона при энер-
гии LHC, равной 14s =  ТэВ, и интегральной 
светимости 100intL =  фбн–1. Из всего спектра 

расширенных калибровочных моделей будет 
проанализирована так называемая «последова-
тельная Стандартная модель» (SSM). Выбор этой 
модели обусловлен тем фактом, что она является 
одним из самых простейших расширений СМ и 
позволяет легко протестировать разработанную 
методику получения ограничений на параметры 
«новой физики». Кроме того, в работе будет вы-
полнено сравнение полученных результатов с 
ограничениями, представленными в работе [11], 
а также с результатами резонансных экспери-
ментов LEP1 и SLC, дающих на данный момент 
наиболее строгие ограничения. Ограничения на 
параметры Z ′ -бозонов, предсказываемые дру-
гими теориями с расширенным калибровочным 
сектором, можно непосредственно получить из 
данных по SSM модели, если учесть их специ-
фические константы связи с кварками, а также 
модельные предсказания для полных ширин рас-
пада Z ′ -бозонов. 

 
1 Z ′ -бозон в расширенных калибровочных 

моделях 
Имеется большое количество расширенных 

калибровочных моделей таких, например, как 
лево-правосимметричные модели (LR), альтер-
нативные лево-правосимметричные модели 
(ALR), 6E -модели и другие [1]–[4]. Их исследо-
вание интересно с точки зрения изучения физи-
ческих эффектов, выходящих за рамки СМ, или 
так называемой «новой» физики. Эти модели 
являются одними из простейших расширений 
СМ, характеризующихся элементарной структу-
рой хиггсовского сектора. 

Общим для данных моделей является то, 
что они предсказывают новые физические объ-
екты и явления на масштабе энергий O (1 TэВ), 
связанные, например, с наличием тяжелых ней-
тральных ( Z ′ ) калибровочных бозонов [1]–[4], 
обусловленных дополнительными калибровоч-
ными симметриями (1)U ′ . Перечислим некото-
рые из них:  

1. 6E -модели, основанные на идеях велико-
го объединения, в рамках которых предприни-
маются попытки найти решение калибровочной 
проблемы. Так как нарушение 6E  группы до СМ 
сопровождается появлением по крайней мере 
одного дополнительного (1)U ′  фактора ( 6E →  

(3) (2) (1) (1)C L YSU SU U U ′× × × ), то с последним 
может быть связано существование тяжелого 
нейтрального калибровочного бозона, который 
может смешиваться со стандартным Z -бозоном.  

2. Рассмотрим класс моделей, в которых 
линейная комбинация 

 (1) cos (1) sin (1)U U Uχ ψβ β′ = +    (1.1) 
сохраняется вплоть до энергий, характерных для ти-
пичного масштаба электрослабых взаимодействий. 
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Угол β  определяет ориентацию генератора 
(1)U ′  в 6E -групповом пространстве и удовле-

творяет условию 1 cos 1.β− ≤ ≤  В зависимости 
от значений угла β  различают следующие мо-
дели: χ -модель ( 0β = ), ψ -модель ( 90β = ), 

η -модель ( 5 3 52 2β = − / − , ), I -модель 

( 3 5 37 8 ,β = / ,  которая «ортогональна» к мо-
дели η ) и другие.  

3. Лево-правосимметричные модели, в ос-
нове которых лежит калибровочная группа 

(2) (2) (1) .L R B LSU SU U −× ×  Эти модели привле-
кают своими возможностями в решении пробле-
мы, связанной с механизмом нарушения про-
странственной четности, а также появлением 
малых масс нейтрино. В минимальных моделях, 
в которых пространственная четность нарушает-
ся спонтанно, предсказывается существование 
одного дополнительного нейтрального и двух 
заряженных RW ± -бозонов, последние из которых 
смешиваются с левыми LW ± -бозонами. 

Для лево-правосимметричной модели LR 
нейтральные токи, связанные с LRZ ′ -бозоном, 
могут быть записаны как  

 3 2
B L

LR LR R
LR

J
J J

μ
μ μα

α
−= − ,             (1.2) 

где 3RJ μ  – третья компонента (2)RSU -изоспина, а 
B  и L  представляют собой барионное и леп-
тонное квантовые числа соответственно. В LR-мо-
дели левые и правые фермионы являются 

(2)RSU -дублетами и синглетами соответствен-
но. Модельный параметр LRα  определяется как 

2 2

2 2 1,W R
LR

W L

c g
s g

α = −  

где ,L Wg e s= /  а Rg  есть (2)RSU  калибровочная 
константа связи (здесь sin ,W Ws θ≡  cos ,W Wc θ≡  

Wθ  – угол Вайнберга). В общем случае параметр 

LRα  может изменяться в интервале 

2 3 1 52LRα/ ≤ ≤ .  при 2 0 23,Ws = .  что на языке 
констант связи соответствует неравенству 

2 2 22 .L R Lg g g/ ≤ ≤  Чаще всего в литературе LR-мо-
дель рассматривается в случае равных левых и 
правых констант связи, ,R Lg g=  который реали-
зуется при максимальных значениях .LRα  Заме-
тим, что в частном случае, когда параметр 

2 3 0 82,LRα = / .  фермионные константы свя-
зи совпадают с соответствующими константами 
для χ -модели ( cos 1β = ) из 6 .E  

4. «Последовательная Стандартная модель» 
(SSM) основана на калибровочной группе 

(2) (1) (1) .B L Y YSU U U ′− ′× ×  Эта модель [17] отли-
чается тем, что предусматривает существование 
Z ′ -бозона, константы связи которого с фермио-
нами (в нашем случае – с кварками) совпадают с 
их значениями, предсказываемыми СМ. 

Детальное описание этих моделей, а также 
оригинальные ссылки можно найти, например, в 
обзорах [1]–[4]. 

В теориях с расширенным калибровочным 
сектором массовая матрица Z  и Z ′  состояний 
может иметь недиагональные члены 2 ,Mδ  кото-
рые связаны со значениями вакуумных ожиданий 
полей расширенного хиггсовского сектора [3]: 

 
2 2

2
2 2

Z
ZZ

Z

M M
M

M M
δ

δ′

′

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= .     (1.3) 

Здесь под символами Z  и Z ′  обозначены собст-
венные состояния слабых калибровочных бозо-
нов группы (2) (1)L YSU U×  и дополнительной 
группы (1)U ′  соответственно. Собственные мас-
совые состояния 1Z  и 2Z  получаются путем 
вращения полей Z  и Z ′  на угол смешивания :ϕ   

 1 cos sinZ Z Zϕ ϕ′= + ,             (1.4) 
 2 sin cosZ Z Zϕ ϕ′= − + .             (1.5) 

Угол смешивания ϕ  определяется следую-
щим образом:  

 
2 2

2 1
2 2 2
2 2

2
tan Z Z

Z

M M M M
M M M

ϕ
− Δ

= ,
−

 (1.6) 

где 1 0,ZM M MΔ = − >  ZM  – масса 1Z -бозона в 
отсутствие смешивания, т. е. при 0,ϕ =  1 2( )M M  
– массы 1Z ( 2Z )-бозонов. 

Важным свойством рассматриваемых моде-
лей является тот факт, что собственное состоя-
ние Z ′  имеет нулевые константы связи с парой 
W W+ −  в силу (2)LSU -симметрии. Из формул 
(1.4) и (1.5) можно получить выражения для век-
торных и аксиально-векторных констант связи 

1Z - и 2Z -бозонов с фермионами:  

1

1

cos sin

cos sin
f f f

f f f

v v v

a a a

ϕ ϕ

ϕ ϕ
,

,

′= + ,

′= + ,
     (1.7) 

2

2

sin cos

sin cos
f f f

f f f

v v v

a a a

ϕ ϕ

ϕ ϕ
,

,

′= − + ,

′= − + ,
    (1.8) 

где ( ) ( ) 2,f f
f f L Rv a g g, = ± /  а ( )f fv a′ ′,  аналогич-

ным образом определяются через константы свя-
зи Z ′ -бозона. В работе используется такая нор-
мировка констант связи, при которой выражения 
для векторной и аксиально-векторной констант 
связи Z -бозона с кварками q  имеют вид: 

2
3 2

2
f f W

f
W W

T Q s
v

s c
, −

=  и 3 ,
2

f
f

W W

T
a

s c
,=  
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где 3 1 2,fT , = ± /  а fQ  – заряды кварков ( f q= ). 
Точные значения фермионных констант связи 
Z ′ -бозонов с используемой нормировкой можно 
найти, например, в работе [11].  

Выражения для трехбозонных констант свя-
зи 

1WWZg  и 
2WWZg  получаются аналогичным обра-

зом. При этом, однако, надо учитывать, что в 
силу (2)LSU -симметрии константа связи Z ′ -бо-
зона с W -бозонами 0.WWZg ′ =  В результате, по-
лучим: 

 
1

cosWWZ WWZg gϕ= ,                  (1.9) 

 
2

sinWWZ WWZg gϕ= − ,        (1.10) 

где WWZ W Wg c s= /  – трехбозонная константа свя-
зи стандартного Z -бозона с W ± -парой.  
 

2 Сечение процесса pp W W X+ −→ +   
При высоких энергиях процесс (0.3) описы-

вается в рамках кварк-партонной модели. Основ-
ной вклад определяется аналогом дрелл-янов-
ского механизма, изображенного на рисунке 2.1. 

 

Рисунок 2.1. – Диаграммное представление 
образования W W+ − -пары в столкновении двух 

протонов 1P  и 2P  через механизм 
кварк-антикварковой аннигиляции 

 
Сечение ( )d pp W W Xσ + −→ +  запишется в 

виде  

 

}
1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

q P q P
q

q P q P

d pp W W X

d d f f

f f d qq W W

σ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ σ

+ −

| |

∧ + −
| |

→ + =

⎧⎡= +⎨⎣⎩

⎤+ →⎦

∑∫∫  (2.1) 

где 
i iq P q Pf f| |,  – функции распределения партонов 

(кварков q  и антикварков q ) в протонах 1P  и 

2P . Величины 1 2ξ ,  определяют, какую часть им-
пульса протона несет кварк и антикварк. Сечение 

субпроцесса ( )d qq W Wσ
∧ + −→  на партонном 

уровне является функцией, зависящей от вели-
чины инвариантной массы M  пары W W+ −  и 

угла ,θ  определяемого как угол вылета W − -бо-
зона по отношению к направлению движения 
кваркового пучка в системе центра масс qq -пары.  

Для исследования параметров дополнитель-
ных промежуточных бозонов удобно перейти от 
переменных 1 2ξ ,  к быстротам посредством соот-
ношений: 

 1 2
y yM Me e

s s
ξ ξ −= , = .        (2.2) 

Учет экспериментальных ограничений на 
LHC для псевдобыстроты cutη η<  приводит к 
изменению пределов интегрирования в (2.1) [18]:  

 min ln( ) cuty Y s M η⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

≤ = / , ,     (2.3) 

 [ ]min tanh( ) 1cut Wz z Y y β≤ = − | | / , ,  (2.4) 

где 21 4 ,W WM sβ ∧
= − /  2

1 2s s Mξ ξ∧
= =  и WM  – 

масса W -бозона. 
В итоге, сечение рождения резонанса 

( )R Z ′=  и его последующий распад в W ± -пару в 
процессе (0.3) будет определяться интегрирова-
нием сечения субпроцесса по z  ( cosz θ= ) в 
интервале ,cutz z≤  по быстроте пары y Y≤  и 
по инвариантной массе M  в окрестности пика 
резонанса с массой ,RM  ( 2RM M−Δ / ,  

2)RM M+ Δ /  

2

2

( )

,cut

cut

R

R

M M Y z

M M Y z

q qd
dM dydz

pp W W X

dM dy dz
σ

σ + −

+Δ /

−Δ / − −

→ + =

= ∫ ∫ ∫
    (2.5) 

где через MΔ  обозначена ширина бина по инва-
риантной массе пары, которая зависит от энерге-
тического разрешения детектора ATLAS. 

Дифференциальное сечение в формуле (2.5) 
определяется как 

1 2

1 2

1 2

1 2

2 ( ) ( )
3

( ) ( )

q q

q P q P
q

q q
q P q P

d
dM dy dz

MK f f
s

df f
dz

σ

ξ ξ

σξ ξ

| |

∧

| |

=

⎧⎪⎡= +⎨⎣
⎪⎩

⎫⎪⎤+ ,⎬⎦
⎪⎭

∑   (2.6) 

где через K  обозначен так называемый K -фак-
тор, учитывающий КХД-поправки высших по-
рядков по константе взаимодействия .sα  В лиди-
рующем порядке по sα  он имеет вид [19] 

 24 41 1
3 2 3

sK
α

π
π

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + + .                (2.7) 

Адронное рождение векторных 2Z -бозонов 
в протон-протонных столкновениях с их после-
дующим распадом в пару W ± -бозонов на пар-
тонном уровне определяется подпроцессом  
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 1 2qq Z Z W Wγ + −→ , , → ,     (2.8) 
диаграммы Фейнмана которого в борновском 
приближении приведены на рисунке 2.2. 
 

 
Рисунок 2.2 – Фейнмановские диаграммы 

для процесса qq W W+ −→  в моделях с новым 
нейтральным калибровочным 2Z -бозоном 

 

Дифференциальное сечение процесса (2.8) 
имеет вид:  

 
21 ( )

cos 4 32

q q W
d

F s
d s

λλ ττ
λ λ τ τ

σ β
θ

θ π

∧
′ ′

∧ ′ ′, , ,

= × , .∑  (2.9) 

Здесь спиральности W − - и W + -бозонов обозна-
чены через 1 0,τ τ ′, = ± ,  а спиральности кварков – 
через 1 2.λ λ′= − = ± /  Cпиральные амплитуды 

( )F sλλ ττ θ
∧

′ ′ ,  имеют структуру, представленную в 
таблице 2.1 [18]. В таблице 2.1 используются 

следующие обозначения: s t u∧ ∧ ∧
, ,  – 

мандельcтамовские переменные для субпроцесса 
(2.8), 1 2,Γ  – ширины распадов 1 2Z , -бозонов, 

1 1 12 ,f f fg v a λ, , ,= −  2 2 22f f fg v a λ, , ,= − ;  ( f q= ) и 

.
2W

W

s
M

γ
∧

=  

Таблица 2.1. – Спиральные амплитуды процесса 1 2qq Z Z W Wγ + −→ , , →  в расширенных  
                          калибровочных моделях. Для получения амплитуды ( )F sλλ ττ θ′ ′ ,  с определенной  
                          кварковой спиральностью 1 2λ λ′= − = ± /  и фиксированными спиральностями  
                          ( )Wτ −  и ( )Wτ +′  конечной системы необходимо каждый элемент соответствующего  
                         столбца умножить на общий множитель, стоящий в верхней его части. Полученные  
                         элементы следует последовательно умножить на соответствующие элементы первой  
                         колонки, а затем просуммировать по всем промежуточным состояниям 
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Дадим описание основных мод распада 2Z -бо-
зона. При этом будем полагать, что продуктами 
распада 2Z  могут быть кварки (адронные 
струи), лептоны и СМ бозоны. Ширина распада 

2Z -бозона в пару W ± -бозонов ( 2Γ ) определяет-
ся как [3]:  

( )2

3 24 2
2 2 2

2 2
2

2 4

2 4
2 2

sin 1 4
48

1 20 12

W
WWZ

Z

W W

Z WW

MM
g M

M M

M M
M M

α ϕ
/

Γ → =

⎛ ⎞⎛ ⎞
= − ×⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞

× + + .⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2.10) 

В случае распада 2Z  в пару фермионов (лепто-
нов или кварков) имеем:  

( )
2
2

2 2

2 2
2 2 2
2 2 22 2

2 2

12

1 2 6

f f

f f
f f f

g
Z ff N M

m m
v a a

M M

β
π

⎛ ⎞
⎜ ⎟, , ,⎝ ⎠

Γ → = ×

⎡ ⎤⎛ ⎞
× + + − ,⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

   (2.11) 

где 
2

,
4
eα
π

=  1(3)fN =  для ( )f l q= , 

2 2
21 4 ,f fm Mβ = − /  а 2g  определяется исходя из 

конкретной модели с расширенным калибровоч-
ным сектором. В случае SSM модели 

( )2 1 2 W Wg g e s c= = / . 
В работе рассматривается именно рождение 

2Z -бозона с его последующим распадом в пару 
W ± -бозонов. При этом W ± -бозоны могут распа-
даться на лептоны и/или кварки. Для полностью 
лептонной моды ( llW W l l ν ν+ − + −→ ) так назы-
ваемый «брэнчинг» 

llWW l l
B

ν ν+ −→
 (определяется 

произведением отношений парциальных ширин 
распада каждого W -бозона к его полной ширине 
распада) оказывается малым, что уменьшает ве-
личину сечения резонансного рождения W ± -па-
ры ( ).Bσ ×  Кроме того, события с рождением 
четырех лептонов не могут быть полностью ре-
конструированы из-за наличия двух нейтрино. 
Полулептонная мода распада ( lW W l jjν+ − → ) в 
определенной мере лишена вышеупомянутых 
недостатков. Однако стоит отметить, что для 
данной моды величина фона увеличивается (в 
основном, из-за КХД процессов), что ведет к 
уменьшению отношения сигнал/фон. Тем не ме-
нее, в данной работе будет исследована именно 
полулептонная мода распада W ± -бозонов. Осно-
вываясь на результатах работы [20], выполнен-
ной коллаборацией ATLAS, в последующем ана-
лизе будем учитывать возможность минимиза-
ции влияния фоновых процессов в полулептон-
ном канале.  

Рассмотрим основные источники фонов для 
процесса (0.3). Одним из доминирующих фоновых 
процессов является процесс рождения одиночно-
го W -бозона, который распадается по лептон-
ному каналу (W lν→ ) с рождением адронных 
струй. Этот фон является наиболее значитель-
ным и становится крайне нежелательным, когда 
инвариантная масса пары адронных струй близка 
к массе W -бозона. Вторым по важности фоно-
вым процессом является процесс рождения пары 

,tt  т. е. .pp tt W bW b X+ −→ → +  Подавление 
настоящего фонового процесса возможно путем 
использования соответствующих кинематиче-
ских ограничений (или «обрезаний») на вылет 
b -кварков в центральной области. Наконец, еще 
одним из значимых фоновых процессов является 
нерезонансное рождение W W+ −  и .W Z±  Вели-
чина этого фона много меньше первых двух про-
цессов, однако его невозможно подавить в цен-
тральной кинематической области. 

Для обеспечения эффективного подавления 
фоновых сечений необходимо отбирать события с 
высокими поперечными импульсами Tp  W ± -бо-
зонов и лептонов, которые образуются в результа-
те распада ,Z ′  а также события с большими поте-
рями энергии в поперечном к пучку направлении. 

Набор ограничений («обрезаний»), исполь-
зуемых при реконструкции событий и именуе-
мых центральными, который позволяет улуч-
шить отношение сигнала к фону в детекторе 
ATLAS, выглядит следующим образом [20]:  
лептонные: 10 (ГэВ) и 2 0l miss rec

T T Z lp p M η′, > / | |< . ;  
-бозонные: 3 (ГэВ)W l W jj rec

T T Z
W p p Mν

′
→ →, > / ;  

15 ГэВ;W jj WM M→ = ±   

2 0W jjη →| |< . .  
Здесь rec

ZM ′  – реконструированная инвариантная 
масса ,Z ′  l miss

T Tp p,  – поперечные импульсы соот-
ветственно лептона и нейтрино, появляющихся в 
результате лептонного распада W -бозона, 

W l W jj
T Tp pν→ →,  – поперечные импульсы W -бозо-

нов, распадающихся соответственно лептонным 
и адронным способами, W jjM →  – масса адрон-
ных струй, заключенных в конусе радиусом 

0 5,RΔ = .  lη  – быстрота образующихся лепто-
нов, W jjη →  – быстрота W -бозона, распадающе-
гося адронным способом. В работе [20] показано, 
что использование этого набора ограничений 
позволяет улучшить отношение сигнал/фон на 
два порядка.  

Для подавления фона, обусловленного рож-
дением tt -пар, вводят дополнительные ограни-
чения. В процессе их рождения появляются до-
полнительные  струи в центральной области, 
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которые связаны с b -кварками, сопровождаю-
щими рождение tt -пар. Поэтому при выборе 
событий, сопровождающихся рождением адрон-
ных струй в центральной области ( 2 0jη| |< . ), 
применяется следующее правило: события с 

th
T Tp p>  исключаются. Эффективность подавле-

ния фона при этом зависит от выбора .th
Tp  Опти-

мальными значениями этих величин можно счи-
тать 20 ГэВ для низких значений светимости 
ускорителя LHC и 30 ГэВ – для высокой свети-
мости. При таких значениях удается значитель-
но подавить фон, обусловленный рождением 
tt -пар [20].  

 
3 Результаты 
После учета всех вышеописанных фонов 

можно оценить чувствительность ускорителя 
LHC к эффектам Z – Z ′ -смешивания при 

14s =  ТэВ и светимости 100intL =  фбн–1. 
Для получения ограничений на параметры 

Z ′ -бозона находим отношение сечений 
( )SSMBσ ×  и ( ) ,

limBσ ×  где сечение ( )SSMBσ ×  
процесса (0.3), определяемое формулой (2.5), 
рассчитывается в рамках SSM модели (для про-
извольных ϕ  и 2M ), а ( )limBσ ×  есть сечение, 
которое отличается от СМ сечения на 2 стан-
дартных отклонения. Тогда для получения огра-
ничений на параметры Z ′ -бозона в рамках SSM 
модели необходимо воспользоваться следующим 
критерием [20]:  

 
( )
( )

1SSM

lim

B
B

σ
σ
×

≤ .
×

      (3.1) 

На рисунке 3.1 представлены ограничения 
(уровень достоверности 95%) на параметры 2Z -бо-
зона (угол Z – Z ′ -смешивания ϕ  и массу 2Z -бо-
зона), полученные из анализа резонансных сече-
ний процесса pp W W X+ −→ +  для SSM модели 

при 14s =  ТэВ и интегральной светимости 
100intL =  фбн–1. Кроме того, на рисунке пред-

ставлена нижняя граница на массу 2Z -бозона, 
полученная из комбинированного анализа дан-
ных экспериментов ATLAS и CMS ускорителя 
LHC по измерению процессов парного рождения 
лептонов при энергиях 7s =  ТэВ и 8 ТэВ и 
совокупной интегральной светимости 

20intL ≈  фбн–1. Следует отметить, что ограниче-
ния, представленные на рисунке 3.1, были полу-
чены для значения ширины распада 2Z -бозонов 

2 20 03 .MΓ = . ×  
В таблице 3.1 представлены ограничения на 

угол Z – Z ′ -смешивания ,ϕ  полученные в рам-
ках SSM модели на ускорителе LEP2 при анализе 

данных коллабораций OPAL, DELPHI, ALEPH и 
L3 по дифференциальным сечениям процесса 
аннигиляционного рождения W ± -бозонов [11] 
при 2 3M =  ТэВ. Также приведены ограничения 
на угол ,ϕ  полученные из резонансных экспери-
ментов на ускорителях LEP1 и SLC в процессе 

,e e l l+ − + −→  и ограничения для LHC при 

2 3M =  ТэВ. 
 

 
Рисунок 3.1. – Ограничения (95% C.L.)  

на параметры 2Z -бозона (SSM) на плоскости 

2( ),Mϕ,  полученные при энергии 14s =  ТэВ и 
интегральной светимости 100intL =  фбн–1. При-

ведена также нижняя граница на массу  
2Z -бозона, полученная из экспериментов на 

LHC по измерению процесса pp l l X+ −→ +   

при 7s =  и 8 ТэВ и интегральной  
светимости 20intL ≈  фбн–1 

 
Таблица 3.1 Ограничения (95% C.L.) на угол 

Z – Z ′ -смешивания ,ϕ  полученные для SSM 
модели при анализе экспериментальных данных 
на различных коллайдерах. 

Коллайдер Угол смешивания, ϕ| |  

LEP2 27 0 10−. ⋅  
LEP1 и SLC 33 0 10−. ⋅  

LHC 31 7 10−. ⋅  
 

Из таблицы 3.1 видно, что измерение пол-
ного резонансного сечения для процесса (0.3) на 
Большом адронном коллайдере при энергии 

14s = ТэВ и интегральной светимости 
100intL =  фбн–1 позволяет получить ограничения 

на угол Z – Z ′ -смешивания ϕ  того же порядка 
малости или даже меньше тех, которые следуют 
из резонансных экспериментов на ускорителях 
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LEP1 и SLC в процессе .e e l l+ − + −→  Таким обра-
зом, процесс парного рождения W ± -бозонов при 
высоких энергиях обладает значительной чувст-
вительностью к эффектам «новой» физики и 
большими потенциальными возможностями для 
проведения прецизионных измерений на LHC.  

Отметим также, что чувствительность про-
цесса (0.2) к углу бозонного смешивания в экс-
периментах на Международном линейном кол-
лайдере ILC соответствует величине 310ϕ −| |∼ –

410−  [21], [22].  
 

Заключительные замечания 
В работе были исследованы потенциальные 

возможности Большого адронного коллайдера 
(LHC) по поиску сигналов, генерируемых новы-
ми нейтральными калибровочными бозонами, 
предсказываемыми различными моделями с 
расширенным калибровочным сектором, в про-
цессах аннигиляционного рождения пар W ± -бо-
зонов.  

Установлено, что чувствительность коллай-
дера LHC к Z – Z ′ -смешиванию при выбранной 
энергии и интегральной светимости превосходит 
соответствующие современные ограничения для 
ряда моделей с расширенным калибровочным 
сектором. Дополнительные возможности для 
увеличения чувствительности связаны с выбором 
оптимальных наблюдаемых и увеличении инте-
гральной светимости установки. 
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POLARIZABILITY OF THE PION IN THE FORMALISM OF DUFFIN – KEMMER 

E.V. Vakulina1, N.V. Maksimenko2 
1I.G. Petrovsky Bryansk State University, Novozibkov, Russia 

2F. Scorina Gomel State University, Gomel, Belarus 
 

В формализме Даффина – Кеммера на основе принципа калибровочной инвариантности определены в ковариантной 
форме лагранжиан и уравнение движения пиона в электромагнитном поле с учётом его электрической и магнитной по-
ляризуемостей. На основе решения уравнения взаимодействия пиона с электромагнитным полем, полученного мето-
дом функции Грина, определена амплитуда комптоновского рассеяния с учётом отдачи и поляризуемостей пиона. 
 
Ключевые слова: амплитуда комптоновского рассеяния, теоретико-полевой подход, лагранжиан, электрическая по-
ляризуемость, магнитная поляризуемость, формализм Даффина – Кеммера. 
 
The Lagrangian in the covariant form and the equation of motion of the pion in the electromagnetic field, taking into account its 
electric and magnetic polarizabilities were defined in the formalism of Duffin – Kemmer on the basis of the principle of gauge 
invariance. The amplitude of Compton scattering was defined on the basis of the solution of the equation of the interaction of 
the pion with the electromagnetic field produced by the method of Green's function, taking into account the impact and 
polarizabilities of the pion. 
 
Keywords: Compton scattering amplitude, field-theoretical approach, Lagrangian, electric polarizability, magnetic polari-
zability, formalism of Duffin – Kemmer. 

 
 

Введение 
Низкоэнергетические теоремы в основе ко-

торых лежат общие принципы релятивистской 
квантовой теории и разложение амплитуды ком-
птоновского рассеяния по частоте фотонов иг-
рают важную роль в понимании структуры адро-
нов. Согласно низкоэнергетической теореме, 
амплитуда комптоновского рассеяния определя-
ется не только зарядом и магнитным моментом 
адронов, но и такими важными электромагнит-
ными характеристиками, как аномальные маг-
нитные моменты, электрическая и магнитная 
поляризуемости. 

В последнее время измерение поляризуемо-
стей реализуется не только в экспериментах по 
комптоновскому рассеянию, но и в других элек-
тродинамических процессах [1], [2]. Определе-
ние вклада поляризуемостей в амплитуды и се-
чения двухфотонных электродинамических про-
цессов можно осуществить в последовательном 
релятивистском теоретико-полевом подходе [3], 
[4]. В работах [4], [5], [6] были развиты ковари-
антные методы получения лагранжианов, урав-
нений и амплитуд двухфотонных электродина-
мических процессов с учетом поляризуемостей 
адронов. При развитии такого подхода возникает 
задача определения универсальных ковариант-
ных лагранжианов и адронных электродинами-
ческих амплитуд с учетом поляризуемостей для 
адронов разных спинов.  

В настоящей работе в рамках ковариантного 
теоретико-полевого подхода, используя метод из 
работы [4], получен лагранжиан, уравнения и 
амплитуды взаимодействия электромагнитного 
поля с адронами спина ноль в формализме Даф-
фина – Кеммера, что открывает возможности 
теоретико-полевого описания поляризуемостей 
адронов, например спина единица. 

  
1 Описание поляризуемости пиона в фор-

мализме Даффина – Кеммера 
Используя релятивистские теоретико-

полевые свойства полей в формализме Даффина 
– Кеммера возможно установить новые свойства 
поляризуемостей структурных частиц [7]. Урав-
нения Даффина – Кеммера для свободных ска-
лярных частиц имеют вид: 

( ) ( ) 0,m xμμβ ψ∂ + =                    (1.1) 

( )( ) 0,x mμ μψ β∂ − =                    (1.2) 

где ( )xψ  и ( )xψ  – пятимерные волновые функ-
ции скалярных частиц, а четырёхмерный импульс 
определяется компонентами { }4 0, .a a a iaμ =  

В уравнениях (1.1) и (1.2) пятимерные мат-
рицы μβ = (5)

μβ  являются матрицами Даффина – 
Кеммера и удовлетворяют перестановочным со-
отношениям: 

ФИЗИКА
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μβ νβ ρβ + ρβ νβ μβ = μν μδ β + .ρν μδ β    (1.3) 
Из ковариантного формализма Лагранжа 

следует, что уравнения (1.1) и (1.2) следуют из 
лагранжиана 

( ) ( )1 1 .
2 2

L m mμ μμ μψ β ψ ψ β ψ= − ∂ + + ∂ −  (1.4) 

Чтобы получить уравнения взаимодействия 
электромагнитного поля с пионами в формализ-
ме Даффина – Кеммера с учетом их поляризуе-
мостей, воспользуемся принципом калибровоч-
ной инвариантности. Для этого согласно работе 
[8], в лагранжиан (1.4) необходимо ввести  

( ) 1
4

L F Fγ
μν μν= −  

и сделать замену производных μ∂  и μ∂  на удли-
нённые производные 

,D ie Aν σ σνβ η
∧ ∧

= ∂ +                  (1.5) 

,D ie Aσν σ νη β
∧ ∧

= ∂ −                  (1.6) 
2 .E MF F F F
mσν σν σμ μν σμ μν
πη δ α β⎡ ⎤= + +⎣ ⎦  (1.7) 

В соотношениях (1.5)–(1.7) F A Aμν μ ν ν μ= ∂ − ∂  

– тензор, а 
2
iF Fμν μνρσ ρσε=  – дуальный тензор 

электромагнитного поля. Если в соотношении 
(1.4) учесть (1.5)–(1.7), то получим 

1 1
4 2

.

L F F

m ie A K

μν μν μ μ

σν σν

ψ β ψ

ψψ ψ ψ θ
∧

= − − ∂ −

− + +

          (1.8) 

В выражении (1.8) введены следующие обо-
значения: 

2 ,E MK F F F F
mσν σμ μν σμ μν
π α β⎡ ⎤= +⎣ ⎦  

1 ,
2σν σ νθ ψβ ψ= ∂  

стрелки над производными указывают их дейст-
вие на волновые функции пиона в пятимерном 
пространстве, а Eα  и Mβ  – электрическая и маг-
нитная поляризуемости пиона. 

Выделим в уравнении (1.8) часть лагран-
жиана, связанную с поляризуемостями пиона: 

( , ) .E ML Kα β
σν σνθ=                     (1.9) 

В системе покоя пиона лагранжиан (1.9) 
принимает вид: 

( , ) ( , ) 2 22 ( ),E M E M
E ML H E Hα β α β π α β= − = +  

где ( , )E MH α β  – гамильтониан взаимодействия 
электромагнитного поля с пионом с учетом на-
веденных дипольных моментов в статическом 
пределе. 

Убедимся теперь, что в амплитуду компто-
новского рассеяния поляризуемости входят в 
соответствии с низкоэнергетической теоремой. 
Для этого получим уравнение взаимодействия 

пиона с электромагнитным полем с учетом поля-
ризуемостей, используя лагранжиан (1.8) 

( )
1 ( ) .
2

m

ie A K Kμ σμ σ σμ σ μ

ψ

ψ β ψ β ψ

∧

∧

∂+ =

⎡ ⎤= − ∂ + ∂⎣ ⎦
  (1.10) 

Представим дифференциальное уравнение 
(1.10), в котором будем учитывать только вклад 
поляризуемостей, в интегральной форме: 

( , )0( ) ( ) ( ) ( ) ,E Mx x S x x V x dxα βψ ψ ′ ′ ′= + −∫  
где потенциал имеет вид:  

( , ) 1( ) ( )
2

E MV x K Kα β
μ σμ σ σμ σ μβ ψ β ψ′ ⎡ ⎤= − ∂ + ∂⎣ ⎦  

а функция Грина ( )S x x′−  удовлетворяет урав-
нению  

( ) ( ) ( ).m S x x x xδ
∧

′ ′∂+ − = −  
Определим матричный элемент fiS  рассея-

ния фотонов на пионе, следуя работам [9], [10], 
[11]. Для этого воспользуемся соотношением: 

2 2

3( ) ( ) ( ) ( ),p pt
x S x x d x i xψ ψ

→+∞
′ ′− = −∫  

где 2

2 23
2 2

1( ) ( ) .
(2 )

ip x
p

mx p e
E

ψ ϕ
π

−=  

Функция 2( )pϕ  – импульсное представление 

волновой функции 
2
( ),p xψ  которая в формализ-

ме Даффина – Кеммера определяется следую-
щим образом: 

10 1
2 2( ) ,

2
i ip p

m
μ

μϕ ε ε⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

где ABε  – элементы полной матричной алгебры, 
которые удовлетворяют соотношениям: 

( ) ,AB
DC AD BCε δ δ=  

ABε ,CD AD
BCε δ ε=  

индексы , , ,A B C D  пробегают значения от 0 до 4. 
В результате получим  

2

( , ) 4( ) ( ) ( ) .E M
pfiS i x V x d xα βψ ′ ′ ′= − ∫    (1.11) 

Используя граничные условия [9], [10], [11] 
и перекрёстную симметрию, выражение (1.11) 
можно представить в виде: 

1 1 2 2
2

1 2 1 2

( )
.

(2 ) 4fi
im k p k p

S M
E E

δ
π ω ω

+ − −
=        (1.12) 

В выражении (1.12) амплитуда комптонов-
ского рассеяния  представляется выражением: 

2
2

1 1

( )
( )

22 2

( ) ( )
11

2 ( )

( ) ( )

M p k e k e
m

k e P k P e

λ
λ
μ μ

λ λ
μ μ

π ϕ
∧ ∧⎧⎡ ⎤⎪= − ×⎨⎢ ⎥

⎪⎣ ⎦⎩
⎡ ⎤× − +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

2 2( ) ( )
22 ( ) ( )k e P k P eλ λ

μ μ
⎡ ⎤+ − ×⎢ ⎥⎣ ⎦
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1
1

( )
( )

1 1 1( ) ( )E Mk e k e p
λ

λ
μ μ α β ϕ

∧ ∧ ⎫⎡ ⎤⎪× − + +⎬⎢ ⎥
⎪⎣ ⎦⎭

 

2 2

1

( ) ( )
2 2 2

( ) ( 1)
1 1 1

2 ( )

( ).

M p k e k e

k e k e p

λ λ
μ ν ν μ

λ λ
μ ν ν μ

πβ ϕ

ϕ

⎡ ⎤+ − ×⎣ ⎦
⎡ ⎤× −⎣ ⎦

 

В этом выражении 1( )e λ
μ  и 2( )e λ

μ  – векторы поляри-
зации начального и конечного фотонов, 

1 2
1 ( ),
2

P p p= +  1 1,k p  и 2 2,k p  – импульсы на-

чальных, конечных фотонов и пионов соответст-
венно. 

В системе покоя начального пиона ампли-
туда M  с учётом электрического заряда и поля-
ризуемостей с точностью до второго порядка по 
частоте фотонов принимает вид [12]: 

( )

2 1

2 1

2
( ) ( )2

( ) ( )2
2 1

4 ( )

4 ,

E

M

eM e e
m

n e n e

λ λ

λ λ

πω α

πω β

⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

где 1n  и 2n  – единичные вектора, направленные 

по 1k  и 2 ,k  что согласуется с низкоэнергетиче-
ской теоремой комптоновского рассеяния на 
пионе. 
 

2 Выводы 
В формализме Даффина – Кеммера на осно-

ве принципа калибровочной инвариантности 
определены в ковариантной форме лагранжиан и 
уравнение движения пиона в электромагнитном 
поле с учётом его электрической и магнитной 
поляризуемостей.  

На основе решения уравнения взаимодейст-
вия пиона с электромагнитным полем, получен-
ного методом функции Грина, определена ам-
плитуда комптоновского рассеяния с учётом от-
дачи и поляризуемостей пиона. 

Показано, что разработанный ковариантный 
формализм Лагранжа для взаимодействия низко-
энергетических фотонов с пионом согласуется с 
низкоэнергетической теоремой комптоновского 
рассеяния. 
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ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ НАНОСТРУКТУРИРОВАННЫЕ SiO2–GeO2 ПЛЕНКИ, 
СИНТЕЗИРОВАННЫЕ ЗОЛЬ-ГЕЛЬ МЕТОДОМ 
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FUNCTIONAL NANOSTRUCTURED SiO2–GeO2 FILMS 
SYNTHESISED BY SOL-GEL METHOD 

V.E. Gaishun, D.L. Kovalenko, A.V. Semchenko, V.V. Vaskevich 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Создание низкоразмерных систем и наноструктурных композитов в виде функциональных стекол и оксидных пленок 
на основе твердой матрицы и равномерно распределенными в них  полупроводниковыми  наочастицами с размерами 
5–100 нм является одной из наиболее важных областей исследования синтеза неорганических материалов и дисперс-
ных систем. Наноструктуры на основе Ge–Si, несмотря на разницу в параметрах решетки 4%, привлекают внимание 
инженеров из-за больших успехов в создании новых современных устройств на основе квантовых эффектов. Эффек-
тивным способом получения неорганических материалов в виде стекол и пленок с контролируемыми оптико-
механическими и физико-химическими характеристиками является золь-гель процесс. 
 
Ключевые слова: золь-гель технология, GeO2 золь-гель покрытия, SiO2 золь-гель покрытия, оптические свойства, 
структура. 
 
Creating low-dimensional systems and nanostructured composites in the form of functional, special glasses and oxide films 
based on the solid matrix and uniformly distributed in them highly organized semiconductors with sizes of 5–100 nm, is one of 
the most important areas of research in the field of synthesis and characterization of inorganic materials and dispersed systems. 
Nanostructures based on Ge–Si, despite the difference in lattice parameters of 4%, attracted the attention of engineers because of 
great strides in creating new advanced devices using quantum effects. There are light-emitting and photo detecting silicon-
germanium devices in silicon technology to compete successfully with traditional optoelectronic materials. An effective way of ob-
taining inorganic materials with controlled optical-mechanical and physico-chemical characteristics is sol-gel process of formation 
of nanoscale particles and clusters dispersed in the silicate matrices of different types: monoliths, films, and quasi-spherical struc-
tures. 
 
Keywords: sol-gel technology, GeO2 sol-gel films, SiO2 sol-gel films, optical properties, structure. 

 
 

Введение  
В настоящее время встречается много ра-

бот, посвященных исследованию германосили-
катных материалов (стекла и пленки) [1]–[4]. 
Германосиликатное стекло представляет собой 
кренийоксидную матрицу с равномерно распре-
деленными в ней нанокристаллами германия. 
Образование нанокристаллов германия, как од-
ного из продуктов реакции взаимодействия мо-
лекулярного водорода с германосиликатным 
стеклом, представляет большой интерес в связи с 
открытием в нанокристаллах полупроводников 
оптической нелинейности третьего порядка и 
обнаружением характерной люминесценции, 
положение и интенсивность которой связана с 
размером и условиями локализации формируе-
мых нанокристаллов Ge. Наноструктурные мате-
риалы на основе GeO2–SiO2 позволяют получить 
новые современные устройства, работающие на 
квантовых эффектах, способные успешно конку-
рировать с традиционными материалами в опто-
электроннике.  

Создание  низкоразмерных  и  нанострукту- 
рированных систем в виде функциональных 
композитов, специальных оксидных стёкол и 

плёнок, на основе твердотельных матриц и рав-
номерно распределенных в них высокооргани-зо-
ванных полупроводников с размерами 5–100 нм, 
является одним из наиболее актуальных направ-
лений исследований в области синтеза и изуче-
ния свойств неорганических материалов и дис-
персных систем. 

Эффективным способом получения неорга-
нических материалов с контролируемыми опти-
ко-механическими и физико-химическими ха-
рактеристиками является золь-гель процесс фор-
мирования наноразмерных частиц и кластеров, 
диспергированных в силикатных матрицах раз-
личного типа: монолитах, пленках и квазисфери-
ческих структурах. В качестве модификаторов 
силикатной матрицы могут быть использованы 
оксиды переходных металлов и стеклообразую-
щих элементов (бора, фосфора, алюминия, тита-
на и олова), примеси редкоземельных ионов и 
полупроводниковые наночастицы. 

В настоящее время встречаются работы, в 
которых описаны германо-силикатные пленки с 
содержанием диоксида германия до 70 % моле-
кулярной массы, которые трудно  получить с 
помощью обычного золь-гель метода. При их 
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создании использовались тетраэтилортогерманат 
(ТЭОГ) и диэтилортосиликат  (ДЭОС).  Исследо- 
вания в данном направлении показали, что ДЭОС 
способствует стабилизации германия в двойной 
системе, благодаря чему получаются стойкие 
покрытия, после термообработки при темпе-
ратуре 6000 С в течение 20 минут с последующим 
восстановлением в водородной печи в течение 
120 минут при температуре 5500 С. В результате 
в покрытиях возникала полоса поглощения в 
области 241 нм, что являлось естественным 
фильтром для УФ излучения. Также возникала 
люминесценция  в области 375 и 275 нм благода-
ря присутствию диэтилортосиликата [5]. 

 
1 Методика эксперимента 
Синтез покрытий золь-гель методом условно 

можно разделить на основные стадии: приготов-
ление пленкообразующего раствора, созревание 
пленкообразующего раствора, нанесение раствора 
на подложку, термообработка (рисунок 1.1).  

 
Рисунок 1.1 – Схема синтеза GeO2–SiO2 

покрытий 
 

Одной из самых важных задач является по-
лучение стабильных пленкообразующих раст-
воров для синтеза покрытий. В работе растворы 
были получены из металлоорганических соеди-
нений Тетраэтилортогерманат (ТЭОГ) 
[Ge(OC2H5)4] и Тетраэтилортосиликат (ТЭОС) 
[Si(OC2H5)4]. После смешивания исходных ком-
понентов их заливали этиловым спиртом  и  мед- 
ленно перемешивали. Для прохождения реакции 
гидролиза полученной системе необходим ката-
лизатор, которым выступает соляная кислота. 
Поэтому в полученную смесь вводили концен-
трированную соляную кислоту до достижения 
раствором уровня PH = 5. Для подробного иссле-
дования свойств полученных пленок были также 
приготовлены растворы с различным мольным 
соотношением ТЭОГ:ТЭОС. Отдельно растворы 
на основе тетраэтилортогерманата и тетраэти-
лортосиликата.  

Остановимся подробнее на веществах, бла-
годаря которым в растворах образуются золи. 
Такие вещества называют прекурсорами. Как 
правило, это соединения, способные к гидроли-
зу: алкоксиды металлов Me(OR)n, где M – ме-
талл, OR – алкоксильные группы, например 
CH3O–, C2H3CH2O–, алкоксисоединения, соли, 
кислоты. Рассмотрим основные структурообра-
зующие процессы, происходящие в золь-гель 
системах:  
(RO)3 ≡ M – OR + HOH ≡ (RO)3 ≡ M – OH + ROH,�
или 
≡ M – OH + RO – M ≡ → ≡ M – O – M ≡ + ROH,�
где R – алкоксильная группа, М – Ge, Si, Ti, Zr и др. 

Скорость и степень полноты их протекания 
зависит от ряда химических и технологических 
факторов, а именно от: а) природы и количества 
алкоксидов; б) количества воды; в) кислотности 
среды – pH среды; г) природы и количества ор-
ганических растворителей; д) приемов гомогени-
зации золь-гель систем; е) температуры и дли-
тельности процесса синтеза. По мере углубления 
процессов гидролиза и поликонденсации в золях 
протекают  процессы  структурирования,  сопро-
вождающиеся  повышением вязкости и завер-
шающиеся переходом в гель.  

Готовые золи выдерживали при комнатной 
температуре в течение 3 дней. Дополнительно 
были проведены исследования реологических 
свойств готовых пленкообразующих растворов с 
интервалом в 30 суток. Было установлено, что 
динамическая вязкость золя в которой преобла-
дает ТЭОС существенно не увеличилось с 
4,19 МПа⋅с (для свежих золей) до 4,35 МПа⋅с 
(для золя хранившегося в течение 30 суток). В 
золях с равным мольным соотношением ТЭОГ: 
ТЭОС и в золях где преобладает ТЭОГ динами-
ческая вязкость не изменяется.  

Нанесение золя на подложку возможно та-
кими методами, как метод окунания, метод аэро-
зольного распыления и метод центробежного 
ускорения. Важным параметром при выборе ме-
тода нанесения является возможность контроли-
ровать толщины полученного покрытия. Для 
этих целей был выбран метод центрифугирова-
ния, позволяющий варьировать толщину полу-
ченной пленки, меняя скорость вращения цен-
трифуги. Этот метод является оптимальным при 
получении покрытий в оптоэлектронике и элек-
тронике, где зачастую используются подложки 
круглой формы. Данный метод обеспечивает 
минимальный расход пленкообразующего рас-
твора и обеспечивает равномерную толщину по-
крытий.  

Готовые золи наносили на кремниевые и 
германиевые пластины методом центрифугиро-
вания с проведением естественной сушки на 
воздухе при температуре 18–23° С, затем при по-
вышенной температуре 60–100° С в сушильном 
шкафу, при температуре 300–800° С в муфельной 
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печи и в печи с атмосферой водорода при 300–
800° С. Благодаря такой термообработке из 
пленки удалялись все органические остатки и 
формировалась аморфная матрица диоксида 
кремния с наночастицами германия. 
 

2 Исследование оптических свойств  
Одна из важных областей применения полу-

ченных германо-силикатных покрытий в ка-
чества просветляющих – оптика тепловизионных 
камер. Такие устройства используются в систе-
мах пассивного тепловидения, военных системах 
инфракрасного наведения, приборах ночного 
видения, противопожарных системах. Такие по-
крытия также используется в ИК спектроскопии 
в оптических приборах, использующих высоко-
чувствительные ИК датчики. Во всех перечис-
ленных приборах используются германиевые 
линзы либо германиевые окошки, которые пред-
ставлены на рисунке 2.1. 

 
Рисунок 2.1 – Ge подложки для ИК устройств 

 
На рисунке 2.2 представлен спектр погло-

щения Ge подложки без и с GeO2 и GeO2–SiO2 
покрытиями.  

 
Рисунок 2.2 – Спектр поглощения Ge подложки 

с GeO2 и GeO2–SiO2 покрытиями 
 

Проанализировав графики, можно сделать 
вывод, что полученные просветляющие германо-
силикатные покрытия увеличивают пропускание 
германиевой подложки до 80–85%, что делает 
возможным   применение   данных   покрытий  в  

производстве оптических элементов инфра-
красной оптики (линз, призм, оптических окон 
датчиков). Наиболее важная область применения 
получен-ных германо-силикатных покрытий на-
ходит себя в оптике тепловизионных камер.  

 
3 Исследование ИК спектров 
На рисунках 3.1–3.3 приведены спектры 

пропускания золь-гель покрытий, GeO2, SiO2 и 
GeO2–SiO2 покрытий. Данные покрытия нанесе-
ны на полированные пластины монокристалли-
ческого кремния (марки КЭФ–4.5), который ха-
рактеризуется пропусканием  в  исследуемой 
ИК-области спектра в среднем около 65–70 %. 
Покрытия прошли термообработку при различ-
ных температурах в течение 5 минут на воздухе. 

 
Рисунок 3.2 – ИК спектры GeO2 золь-гель пленок 

 
На графике (рисунок 3.1) отчетливо видна 

широкая полоса поглощения в области 3300 см-1, 
связанная с наличием гидроксильных групп ОН. 
Полосы 1008–1040 см-1 в значительной степени 
зависят от мостиковых связей германия с кисло-
родом Ge–O–Ge, а полосы 1059–1156 см-1 соот-
ветствуют валентным антисимметричным коле-
баниям Ge–O–Ge. 

Следует также отметить, что широкая поло-
са поглощения в области 3300 см-1, связанная с 
наличием гидроксильных групп ОН, полностью 
отсутствует после термообработки пленок при 
800˚С в течение 20 минут. 

Из инфракрасных спектров SiO2 пленок (ри-
сунок 3.2), следует, что основные пики погло-
щения приходятся на Si–O–Si связи и наличие 
гидроксильных групп ОН. На графике отчетливо 
видна широкая полоса поглощения в области 
3300 см-1, связанная с наличием полосы 1008–
1040 см-1 в значительной степени зависят от мос-
тиковых связей германия с кислородом Ge–O–
Ge, а  полосы  1059–1156 см-1 соответствуют ва-
лентным  антисимметричным  колебаниям  Ge–
O–Ge. 

Также были сняты ИК спектры полученных 
германо-силикатных покрытий. 
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Таблица 3.1 – Сопоставление волнового 
числа и типа колебаний 

 
Волновое  
число 

ТИП колебаний Отнесение 

Для SiO2 покрытий 
465 деформ. Si–O–Si 

450–512 вал.с. Si–O–Si 
845–896 деформ О–Н 

870 деформ. Si–O–Н 
945 вал.а.с. Si–OH 
950 вал.а.с. Si–O–Si 

1058–1100 вал.а.с. Si–O–Si 
1090 вал. Si–O 

1530–1550 деформ. Н2О 
1630 деформ. Н–О–Н 

1600–1700 деформ. Н–О–Н 
3200–3500 вал. О–Н 

3450 вал. О–Н 
3535–3540 вал. О–Н 

Для GeO2 покрытий 
450–512 вал. а. с. Ge–O–Ge 

1008–1040 мостиковые связи Ge–O–Ge 
1059–1156 вал. а. с.  Ge–O–Ge 
1530–1550 деформ. Н2О 

1630 деформ. Н–О–Н 
1600–1700 деформ. Н–О–Н 
3200–3500 вал. О–Н 

3450 вал. О–Н 
3535–3540 вал. О–Н 

Для GeO2–SiO2 покрытий  
450–512 вал. а. с. Si–O–Ge 
700–940 мостиковые связи Si–O–Ge 

1043–1167 вал. а. с.  Si–O–Ge 
1530–1550 деформ. Н2О 

1630 деформ. Н–О–Н 
1600–1700 деформ. Н–О–Н 
3500–3950 вал. О–Н 

вал. – валентные симметричные; 
вал. а. с. – валентные антисимметричные; 

деформ. –деформационные 
 

 
Рисунок 3.2 – ИК спектры SiO2 золь-гель пленок 

 

 
Рисунок 3.3 – ИК спектры GeO2–SiO2  

золь-гель пленок 
 

В ИК-спектре можно выделить полосы ха-
рактерные для всех золь-гель пленок, а также 
зависимость интенсивности пиков от темпе-
ратуры. В таблице 3.1 приведены полосы погло-
щения и их спектральное значение. 

С целью выявления особенностей влияния 
температуры отжига на структурообразование в 
аморфных силикатных пленках были проведены 
исследования оптических свойств пленок в даль-
ней ИК-области спектра. В ИК-спектрах золь-
гель плёнок наблюдаемые полосы 3200–3900 см-1, 
отвечают валентным симметричным колебаниям 
ОН групп. Полосы 1068 см-1, 810 см-1, 950 см-1, 
отвечают валентным симметричным колебаниям 
(Si–O–Si), (Ge–O–Ge), (Si–O–Ge) деформацион-
ным (Si–O–Si), (Ge–O–Ge), (Si–O–Ge).  

 

4 Исследование структурных свойств 
Изучение фазовых переходов в синтези-

рованных матрицах проведено с использованием 
измерительно-вычислительного комплекса «Рент-
ген-структура», включающего ДРОН-7, блок уп-
равления и компьютер Pentium. Съемка рентген-
дифракционных профилей проводилась на Cukα 
по методу Брега – Брентано (θ–2θ) сканировани-
ем детектора с шагом Δθ=0.02 град и временем 
набора импульсов 1 с в интервалах 20 ≤ 2θ ≤ 40 
градусов. 

Рентгенограммы золь-гель пленок на основе 
диоксида кремния (SiO2) и диоксидов германия и 
кремния (SiO2–GeO2), прошедших восстановле-
ние в течение 1 часа в атмосфере водорода, пред-
ставлены на рисунке 4.1. 

На рентгенограмме пленки, на основе SiO2 
наблюдается отсутствие пиков, что указывает на 
аморфную структуру. На рентгенограмме SiO2–
GeO2 пленки можно выделить наличие несколь-
ких пиков при углах 2θ равных 21 и 24.5, что ука-
зывает на образование в аморфной матрице крем-
ния кристаллических фаз на основе германия. 

На рисунке 4.2 представлен вид структуры 
полученного покрытия состоящего из аморфной 
SiO2 матрицы и кристаллических GeO2 включений. 
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Рисунок 4.1 – Рентгенограммы  SiO2–GeO2, SiO2 

золь-гель пленок 
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Рисунок 4.2 – Формирование германиевых кла-

стеров в готовой пленке 

Заключение 
Разработанные покрытия могут приме-

няться в различных отраслях науки и техники. 
Двухслойные антиотражающие GeO2 и SiO2  
пленки позволяют увеличить эффективность 
солнечных батарей за счет увеличения длин-
новолнового диапазона рабочей области сол-
нечных элементов, а также могут применяться в 
качестве антиотражающих покрытий для 
тепловизоров, приборов ночного видения и т. д. 
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MODIFICATION OF THE COPPER SURFACE LAYER 
BY THE COMPRESSION PLASMA FLOW 
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Методами оптической микроскопии и рентгеноструктурного анализа исследована морфология поверхности и микро-
структура меди М1, обработанной компрессионным плазменным потоком.  Установлен  характер  изменения  морфо-
логии  поверхности  и  микротвердости  в зависимости от величины энергии,  поглощаемой  поверхностью  образца  
(5–18 Дж/см2). Толщина модифицированного слоя достигает 36 мкм (при плотности поглощенной энергии 18 Дж/см2). 
 
Ключевые слова: медь, компрессионный плазменный поток, морфология поверхности, микроструктура. 
 
The surface morphology and microstructure of copper М1 treated by the compression plasma flow have been investigated by 
the methods of optical microscopy and X-ray structural analysis. The correlation between the structure, microhardness and the 
amount of energy absorbed by the sample surface (5–18 J/cm2) has been found. The thickness of the modified layer is about 36 
μm (at the absorbed energy density – 18 J/cm2). 
 
Keywords: copper, compression plasma flow, surface morphology, microstructure. 

 
 

Введение 
Медь и сплавы на ее основе широко исполь-

зуются в технике как конструкционные материа-
лы. Однако, для работы в условиях повышенных 
температур, коррозии и износа медные сплавы 
обладают недостаточной стойкостью. Этим и 
объясняется поиск и разработка технологий 
формирования защитных слоев, повышающих 
сопротивление медных сплавов газовой и хими-
ческой коррозии, эрозионному и кавитационно-
му износу. Традиционно, с целью получения 
требуемых свойств поверхностных слоев мате-
риалов и изделий, применяются методы химико-
термической обработки, обработка лазерным 
лучом, обработка ионными пучками и ряд других 
методов [1]. 

В настоящее время одним из активно разви-
вающихся способов модификации поверхност-
ного слоя материалов является обработка комп-
рессионным плазменным потоком (КПП) [2]. 
Взаимодействие плазменного потока с поверхно-
стью материала характеризуется протеканием 
процессов сверхбыстрого нагрева до температу-
ры, превышающей температуру плавления, и ох-
лаждения (до 107 К/с), приводящих к изменению 

структуры поверхностного слоя толщиной по-
рядка нескольких десятков микрометров. В дан-
ной работе были проведены исследования мор-
фологии поверхности, структуры и микротвер-
дости образцов меди М1 в зависимости от энер-
гии, передаваемой образцу компрессионным 
плазменным потоком. Исследование таких объ-
ектов связано с необходимостью получения то-
копроводящих материалов, работающих в агрес-
сивных средах с целью направленной трансфор-
мации их структуры и комплекса физико-
механических свойств. 
 

1 Методика эксперимента 
Объектом исследования были образцы меди 

М1 (степень деформации δ=65%), обработанные 
КПП, генерируемым в атмосфере азота. Иссле-
дуемые образцы представляли собой паралле-
лепипеды с размерами торцевой поверхности 
10×15 мм и толщиной 3 мм с полированной по-
верхностью. Обработку одним импульсом КПП 
осуществляли в газоразрядном магнитоплазмен-
ном компрессоре (МПК) компактной геометрии, в 
котором ускорение плазмы в аксиально-симмет-
ричной системе двух электродов сопровождается 
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ее сжатием за счет взаимодействия продольной 
составляющей тока с собственным азимуталь-
ным магнитным полем. Длительность разряда 
составляла ~ 100 мкс. Перед разрядом предвари-
тельно откачанная вакуумная камера МПК за-
полнялась рабочим газом (азотом) до давления 
400 Па. Напряжение на конденсаторной батарее 
варьировалось в диапазоне 3,5–4,5 кВ. В камере 
образцы располагались на расстоянии 12 см от 
среза внутреннего электрода перпендикулярно 
набегающему потоку (схема расположения об-
разцов в камере – рисунок 1.1). Согласно [3] зна-
чения плотности энергии, поглощаемой поверх-
ностью образца, в зависимости от напряжения 
составляют 5–18 Дж/см2 за импульс.  

 
 

 
 

Рисунок 1.1 – Схема расположения образца 
в камере 

 

Металлографические исследования прово-
дились на оптическом микроскопе МИКРО – 
200. Анализ микроструктуры производился как 
непосредственно на поверхности, подвергшейся 
воздействию КПП, так и на шлифах, поперечных 
к поверхности. Микротвердость образцов опре-
делялась на приборе ПМТ-3 при нагрузке 1 Н. 
Рентгеноструктурный анализ образцов прово-
дился с помощью рентгеновского дифрактометра 
ДРОН – 3 в излучении линии Cu Kα. 
 

2 Экспериментальные результаты и их 
обсуждение 

Воздействие КПП на полированную повер-
хность образцов меди приводит к изменению ее 
морфологии. Этот эффект наиболее выражен при 
увеличении энергии потока (рисунок 2.1).  

При минимальном режиме, т. е. обработке 
КПП с плотностью энергии 5 Дж/см2 (рисунок 
2.1 а), визуально не заметно изменение состо-
яния поверхности, следовательно, при данном 
режиме обработки образец был нагрет до темпе-
ратуры, не превышающей температуру плавле-
ния. При плотности энергии 10 Дж/см2 наблюда-
ется формирование локальных областей зеленого 
цвета (рисунок 2.1 б, стрелки 1, 2, 3), вероятно, 
связанных с окислением. При увеличении энер-
гии воздействия плазменного потока такие об-
ласти на поверхности меди не наблюдаются. 

 

  
а б 

  
в г 

Рисунок 2.1 – Морфология поверхности образцов, обработанных КПП с плотностью поглощенной 
энергии: 5 Дж/см2 (а), 10 Дж/см2 (б); 14 Дж/см2 (в); 18 Дж/см2 (г) 
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На рисунке 2.2 представлены различные 
участки окисленной зоны поверхности образца 
(рисунок 2.1 б, стрелка 1), обработанного КПП 
при плотности энергии 10 Дж/см2. Как было по-
казано ранее [4], воздействие КПП, генерируемо-
го в атмосфере азота, на сталь приводит к про-
никновению в поверхностный слой атомов азота, 
кислорода и углерода из остаточной атмосферы 
вакуумной камеры. При одновременном присут-
ствии азота и кислорода формирование оксидов 
металлов, как правило, термодинамически более 
выгодно, что и приводит к формированию в дан-
ном случае оксида меди. В работе [5] показано, 
что увеличение энергии, поглощенной поверхно-
стью, приводит к уменьшению концентрации 
атомов, диффундирующих из остаточной атмо-
сферы, что связывалось с экранирующим дейст-
вием ударно-сжатого слоя, формирующегося у 
поверхности мишени при плазменном воздейст-
вии. Этот эффект позволяет объяснить отсутст-
вие локальных окисленных областей при обра-
ботке с плотностью энергии большей 10 Дж/см2.  

Как показано на рисунке 2.1 в, г, при плот-
ности энергии 14–18 Дж/см2 на поверхности на-
блюдается формирование волнообразного рель-
ефа, обусловленного нагревом поверхностного 
слоя выше температуры плавления, возникнове-
нием гидродинамических неустойчивостей на 
межфазной поверхности, приводящим к конвек-
тивному  движению  расплава  и  генерации   

колебаний расплава, а также минимизации по-
верхностной энергии на стадии быстрой кри-
сталлизации [4]. Волнообразные структуры ори-
ентированы по направлению движения плазмы 
(рисунок 2.1 г) в результате растекания расплава 
к краям образца под давлением плазменного по-
тока, огибающего образец. 

Использование прицельной металлографии 
позволяет фиксировать трансформацию одних и 
тех же участков поверхности после воздействия. 
На рисунке 2.3 представлены участки повер-
хности образцов до и после обработки КПП с 
плотностью энергии 14 и 18 Дж/см2 (на рисунке 
2.1 в, г, эти участки указывает стрелка 1). При 
обработке образца с плотностью энергии 
14 Дж/см2 еще наблюдаются участки с сохранив-
шейся исходной поверхностью (рисунок 2.3 б), а 
при энергии 18 Дж/см2 такие участки отсутст-
вуют, поверхность полностью трансформирова-
лась (рисунок 2.3 г). Увеличение энергии, погло-
щаемой поверхностью образца, приводит к уве-
личению времени существования расплава, что 
должно приводить к формированию расплавлен-
ного поверхностного слоя большей толщины [2]. 

На рисунке 2.4 представлена микрострук-
тура поперечного шлифа исходного образца (ри-
сунок 2.4 а) и образцов, подвергнутых обработке 
КПП (рисунок 2.4 б, в, г). 
 

 

 
а 

  
б в 

Рисунок 2.2 – Микроструктура  поверхности образца, обработанного КПП 
с плотностью поглощенной энергии 10 Дж/см2 
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а б 

  
в г 

Рисунок 2.3 – Морфология поверхности образцов до обработки (а, в) и  обработанных КПП 
с плотностью поглощенной энергии 14 Дж/см2 (б) и 18 Дж/см2 (г) 

 

  
а б 

  
в г 

Рисунок 2.4 – Микроструктура поперечных шлифов исследуемых образцов: исходного (а),  
обработанных КПП с плотностью поглощенной энергии 14 Дж/см2 (б, в) и 18 Дж/см2 (г) 
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На приведенных микрофотографиях видно, что в 
результате обработки КПП с плотностью погло-
щенной энергии 14 Дж/см2 и 18 Дж/см2 происхо-
дит плавление поверхностного слоя исследуемо-
го материала, толщина модифицированного слоя 
увеличивается с повышением плотности энергии, 
поглощенной поверхностью образца, и составля-
ет 16–19 мкм при 14 Дж/см2 и 28–36 мкм при 
18 Дж/см2. При кристаллизации расплава проис-
ходит формирование столбчатых зерен, ориен-
тированных перпендикулярно поверхности. В ра-
боте [2] описан механизм формирования микро-
структуры армко-железа при воздействии комп-
ресионного плазменного потока. В процессе воз-
действия КПП происходит плавление поверхно-
стного слоя за счет термализации кинетической 
энергии плазменного потока при его торможении 
на мишени, после чего начинается быстрое ох-
лаждение расплава за счет теплоотвода в объем 
образца. По мере возрастания степени переохла-
ждения на границе жидкость – твердое тело на-
чинают образовываться зародыши кристаллиза-
ции. Образовавшиеся кристаллы приобретают 
столбчатую форму, так как частота зарождения 
новых зерен в расплаве, в условиях большого 
переохлаждения, перед движущимся фронтом 
кристаллизации, как правило, недостаточна для 
торможения роста первоначальных кристаллов. 
Таким образом, в связи с особенностями процес-
сов кристаллизации в условиях сверхбыстрой 
закалки наблюдается рост кристаллов в напра-
влении, обратном направлению теплоотвода, т. е. 
перпендикулярном поверхности. 

 

Таблица 2.1 – Полюсные плотности 
                        исходного образца меди 

Дифракционные 
линии 

Полюсная плотность (Phkl) 
исходного образца 

111 0,16 
200 0,36 
220 2,42 
311 1,05 

 

 
Рисунок 2.5 – Отношение полюсных плотностей 
образцов, подвергнутых воздействию КПП,  
к полюсной плотности исходного образца  

(плотность энергии при обработке: 10 Дж/см2 (а), 
14 Дж/см2 (б), 18 Дж/см2 (в)) 

 

Так как исходные образцы были деформи-
рованы, по данным рентгеноструктурного анали-
за, они имеют одинаковую ярко выраженную 
текстуру типа (110) (таблица 2.1). Для установ-
ления характера изменения текстуры образцов, 
подвергнутых воздействию КПП, было найдено 
отношение полюсных плотностей обработанных 
образцов к полюсной плотности исходного об-
разца соответствующих дифракционных линий 
(рисунок 2.5). Проведенные исследования пока-
зали, что при сохранении преимущественной 
текстуры (110), происходит увеличение полюс-
ной плотности линии (200) с ростом плотности 
поглощенной энергии.  

Известно, что в условиях большого терми-
ческого и концентрационного переохлаждения, 
например при лазерном воздействии, возможно 
формирование ячеисто-дендритной структуры 
при кристаллизации из расплава [6]–[8]. В ме-
таллах с гцк кристаллической структурой рост 
дендритов, как правило, происходит в направле-
нии <100>, которое совпадает или близко ориен-
тировано к направлению теплоотвода [6], [7]. 
Это вызвано термодинамическим условием, при 
котором выступающие в расплаве элементы по-
верхности кристаллитов должны иметь макси-
мальную скорость роста [6]. Такое условие реа-
лизуется в гцк металлах, если ось дендрита сов-
падает с направлением ребра куба, являющегося 
осью пирамиды, образованной четырьмя плотно 
упакованными плоскостями {111}, то есть с на-
правлением типа <100> [6], [7]. Следует отме-
тить, что эти рассуждения не являются универ-
сальными. В работе [8] отмечается, что в фольгах 
алюминия, полученных сверхбыстрым охлажде-
нием (до 104 К/с), наблюдается рост столбчатых 
кристаллов в других направлениях. 

В условиях проведенных экспериментов 
преимущественным направлением роста стол-
бчатых кристаллов остается направление <110>, 
соответствующее оси текстуры исходного образ-
ца. Поскольку глубина анализа рентгеновскими 
лучами в меди не превышает ~ 15 мкм, то уже 
при плотности поглощенной энергии более 
14 Дж/см2 данные рентгеноструктурного анализа 
характеризуют только перекристаллизованный 
слой. Можно предположить, что ориентация зе-
рен на границе расплав – твердое тело оказывает 
существенное влияние на ориентацию кристал-
лизующихся зерен в процессе движения фронта 
кристаллизации из объема к поверхности. Дан-
ное предположение подтверждают проведенные 
исследования микроструктуры поперечного 
шлифа образца меди М1 с меньшей степенью 
деформации (35%), подвергнутого воздействию 
КПП с плотностью поглощенной энергии 
14 Дж/см2 (рисунок 2.6). Как видно из рисунка, 
поверхностный слой, кристаллизовавшийся из 
расплава, и нижележащий слой имеют общие 
зерна. При этом часть зерна, которая находится в 
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перекристаллизованном слое, растет перпенди-
кулярно поверхности. 

 

Рисунок 2.6 – Микроструктура поперечного 
шлифа образца меди М1 (степень деформации 

35%), обработанного КПП с плотностью 
поглощенной энергии 14 Дж/см2 
 

Воздействие КПП на поверхность меди при-
водит к изменению ее свойств. На рисунке 2.7 
представлены результаты измерения микротвер-
дости поверхности до и после обработки КПП. 
Видно, что при увеличении энергии, поглощае-
мой поверхностью образца до значений, при ко-
торых происходит плавление поверхности (14–
18 Дж/см2), среднее значение микротвердости 
незначительно снижается. Это может быть свя-
зано cо снятием остаточных напряжений в ре-
зультате перекристаллизации поверхностного 
слоя, так как исходный образец являлся дефор-
мационно упрочненным. 
 

 
Рисунок 2.7 – Средние значения микротвердости 
на поверхности исходного образца и поверхно-

сти, обработанной плазмой с плотностью  
энергии 5–18 Дж/см2, при нагрузке 1 Н 

 

Заключение 
Установлено, что обработка компрессионным 

плазменным потоком в диапазоне плотности 
энергии (5–18 Дж/см2), поглощенной поверхностью 
образца, деформированных образцов меди при-
водит к изменению морфологии поверхности и 
структуры поверхностного слоя. Плавление по-
верхностного слоя, сопровождающееся форми-
рованием характерного рельефа поверхности в 
виде волнообразных структур, наблюдается при 

обработке КПП с плотностью поглощенной 
энергии 14 Дж/см2 и выше. Увеличение энергии, 
поглощаемой поверхностью образца, приводит к 
формированию расплавленного поверхностного 
слоя большей толщины. Структура этого слоя 
после кристаллизации характеризуется присут-
ствием столбчатых кристаллов, ориентирован-
ных перпендикулярно поверхности, в направле-
нии теплоотвода. Основное направление их рос-
та <110> совпадает с направлением оси текстуры 
исходного образца. С увеличением плотности 
поглощенной энергии происходит увеличение 
полюсной плотности линии (200) в ~ 2 раза. При 
обработке КПП с плотностью энергии 14–
18 Дж/см2 наблюдается незначительное сниже-
ние микротвердости, связываемое cо снятием 
напряжений в результате перекристаллизации 
поверхностного слоя.  
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АНАЛИЗ ПРИВЕДЕННЫХ МОДИФИКАЦИЙ УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ 
ПЕНГА – РОБИНСОНА В РАМКАХ ПРОЦЕССА ДЖОУЛЯ – ТОМСОНА 

О.В. Новикова, Г.Ю. Тюменков 
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ANALYSIS OF THE REDUCED MODIFICATIONS OF THE PENG – ROBINSON 
EQUATION OF STATE IN THE FRAMEWORK  

OF THE JOULE – TOMSON PROCESS 

O.V. Novikova, G.Yu. Tyumenkov 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
В статье в рамках термодинамического метода рассмотрены модификации уравнения состояния Пенга – Робинсона. 
Рассчитаны критические параметры и определены приведенные формы модифицированных уравнений. На их основе 
проанализирован процесс Джоуля – Томсона и определены формы кривых инверсии знака эффекта. 
 
Ключевые слова: критические параметры, уравнение состояния Пенга – Робинсона, модифицированное уравнение, 
приведенные переменные, процесс Джоуля – Томсона, кривая инверсии, положительный эффект. 
 
In the framework of thermodynamic method the modifications of the Peng – Robinson equations of state are considered in the 
paper. Critical parameters of the modified equations are calculated and their reduced forms are found as well. On this basis the 
Joule – Tomson process is analyzed and the explicit forms of effect sign inversion curves are built. 
 
Keywords: critical parameters, the Peng – Robinson equation of state, modified equation, reduced variables, the Joule – Tom-
son process, inversion curve, positive effect. 

 
 

Введение 
Уравнение состояния Пенга – Робинсона [1] 

(далее ПР – уравнение) является одним из ос-
новных уравнений состояния, используемых в 
современной физической химии. Основными 
областями его применения являются теория и 
технология нефтегазодобычи, криогеника и т. д., 
что говорит о прикладной значимости последне-
го. Однако, необходимо помнить, что по своему 
происхождению это уравнение является полуэм-
пирическим и относится к феноменологии мак-
росистем, то есть к основному разделу теорети-
ческой физики, называемому термодинамикой. 
Рассмотрим его с термодинамической точки зре-
ния. Традиционно используемая молярная форма 
ПР – уравнения имеет вид  

( )
( ) ,

( )
RT a TP

V b V V b b V b
= −

− + + −
 

где использованы общепринятые термодинами-
ческие обозначения, а физический смысл пара-
метров уравнения a и b близок к Ван-дер-Вааль-
совскому. 

В данной работе рассматриваются модифи-
кации ПР – уравнения с а ≠ а(Т), что часто оп-
равдано, и с вариацией знака второго слагаемого 
в знаменателе добавки к давлению, поэтому их 
можно называть двухпараметрическими  

( ) ( )( ) .RT aP
V b V V b b V b

= −
− + +∓ ∓

   (0.1) 

Первое приближение позволяет точно фиксиро-
вать параметры критического состояния, что де-
лает возможным использование методически 
эффективных приведенных переменных, а вто-
рое иллюстрирует правомерность выбора данно-
го знака при формировании уравнений состояния 
в целом. Таким образом, мы определяем крити-
ческие параметры модификаций ПР – уравнения, 
находим их приведенные формы, рассчитываем 
параметры процесса Джоуля – Томсона и строим 
кривые инверсии соответствующего эффекта, 
далее сравнивая их с наиболее эффективной тео-
ретической и экспериментальной кривыми.  
  

1 Приведенные модификации ПР – урав-
нения 

Определим критические параметры для 
(0.1) исходя из того, что они являются координа-
тами точки перегиба и одновременно точки схо-
ждения экстремумов изотермы в PV – плоскости 
[2]. Математически это означает, что 

0,
Tkp

P
V
∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

2

2 0.
Tkp

P
V

⎛ ⎞∂
=⎜ ⎟∂⎝ ⎠

          (1.1)  

Для уравнения (0.1) условие (1.1) приводит к 
соотношениям 

( )
( )

( ) ( )
( )

2 2

2
,кркр

кр кр кр кр

a V bRT

V b V V b b V b

− +
=
⎡ ⎤− + + −⎣ ⎦

 (1.2) 
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( ) ( )
( )

2 3

2 ,кр

кр кр

RT a

V b V b
+ =

− +
                (1.3) 

( )
( )

( ) ( )

2 2

( )
3 3

2 3 22
,

кркр

кр кр кр кр

a V b bRT

V b V V b b V b

−

⎡ ⎤+ +⎢ ⎥⎣ ⎦=
⎡ ⎤− + + −⎣ ⎦

  (1.4)  

( ) ( )
( )

3 4

2 6 .кр

кр кр

RT a

V b V b
+ =

− +
                (1.5) 

Полученные соотношения (1.2)–(1.5) образуют 
систему уравнений, позволяющую выразить ис-
комые характеристики критического состояния 
через параметры a, b уравнения (0.1). Причем в 
случае (1.2)–(1.4) возникает необходимость ре-
шения кубического уравнения, имеющего одно 
вещественное и два комплексно-сопряженных 
решения. Последние не представляют физиче-
ского интереса, а вещественное решение нахо-
дится с использованием формулы Кордано. Та-
ким образом, получаем критические объемы   

( ) 3,9514 ,крV b bϕ− = =  ( ) 5 ,крV b+ =         (1.6)  

где 3 34 2 2 4 2 2 1 3,9514.ϕ = + + − + ≅  Далее 
ищем критические температуры  

( ) ,
2( 1) 5,8774кр

a aT
Rb Rbϕ− = =

−
 

( )
4

27кр
aT
Rb+ =                        (1.7)  

и, наконец, критические давления  

( ) 2 2 2 2

1 1 0,0130 ,
2( 1) 2 1кр

a aP
b bϕ ϕ ϕ−

⎡ ⎤
= − =⎢ ⎥− + −⎣ ⎦

 

( ) 2 .
108кр

aP
b+ =                        (1.8) 

Традиционно определив приведённые перемен-
ные как  

,
kp

VV
V

=   ,
kp

TT
T

=   
kp

PP
P

=  

и подставив (1.6)–(1.8) в (0.1), получим приве-
денные модификации ПР – уравнения     

( )2 2

1 1
2( 1) 2 1

P
ϕ ϕ ϕ −

⎡ ⎤
− =⎢ ⎥− + −⎣ ⎦

 

( )( ) 2 2

1 ,
2 12 1 1

T
V VV ϕ ϕϕ ϕ

= −
+ −− −

   (1.9)  

( ) ( )( ) 2

16 108 .
5 1 5 1

TP
V V

+ = −
− +

           (1.10)  

 
2 Процесс Джоуля – Томсона 
Применим приведенные модификации ПР – 

уравнения для исследования подсистемно-
равновесного изоэнтальпического (dW=0) про-
цесса прокачки реального газа сквозь пористую 
перегородку (процесс Джоуля – Томсона) [2], 
актуальность исследования которого в настоящее 

время подкрепляется многочисленными публи-
кациями, например [3]. При этом процессе на-
блюдается изменение температуры реального 
газа, а области разного знака изменения разде-
ляются кривой инверсии, явный вид которой для 
уравнений (1.9) и (1.10) будет определен в дан-
ной работе.  

Как показано в работах [4]–[5], в рамках 
рассматриваемого процесса удобно использовать 
его параметр, записанный в терминах приведен-
ных переменных  

.
T V

P PV T
V T

λ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂

= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
             (2.1) 

При уменьшении давления ( 0dP < ), следующем 
из условия протекания процесса Джоуля – Том-
сона, возможны два варианта изменения темпе-
ратуры в зависимости от знака параметра про-
цесса :λ  0 0,dTλ > → <  0 0.dTλ < → >  
Первый вариант соответствует положительному 
дифференциальному эффекту Джоуля – Томсона 
(газ остывает), второй – отрицательному (газ 
нагревается). Условием же 0λ =  задаются точки 
инверсии, в которых изменяется знак эффекта, 
поэтому данному условию можно сопоставить 
температуру инверсии Ti и получить выражение 
для ее расчета.  

Найдем ( )λ ∓  на основе определения (2.1) и 
уравнений состояния (1.9), (1.10), предваритель-
но переопределив в (1.9) множитель, стоящий 
перед ( ) ,P−  как   

12 2

1 1 0,0130.
2( 1) 2 1

ϕ
ϕ ϕ ϕ

⎡ ⎤
− = =⎢ ⎥− + −⎣ ⎦

 

В итоге получим  

( )
( )( )( ) 2 22 2

1 1

2 1
,

2 1 2 1 1

V V T

V V V

ϕ ϕ
λ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
−

+
= −

⎡ ⎤+ − − −⎣ ⎦
 

( ) ( )( ) 3 2

1080 16 .
5 1 5 1

V T

V V
λ + = −

+ −
 

Далее на основании критерия инверсии 0~
)( =∓λ  

устанавливаем зависимости для приведённой 
температуры инверсии 

( ) ( )( )2

( ) 22 2

4 ( 1) 1 1
,

2 1
i

V V V
T V

V V

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
−

− + −
=

⎡ ⎤+ −⎣ ⎦
 (2.2)  

( ) ( )
( )

2

( ) 3

135 5 1
,

2 5 1
i

V V
T V

V
+

−
=

+
           (2.3) 

что, в свою очередь, позволяет также выразить 
давление в точках инверсии как функцию объема 

( )
3 3 2 2

( ) 22 2
1

2 4 1,
2 1

i
V V VP V

V V

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
−

− − +
=

⎡ ⎤+ −⎣ ⎦
    (2.4)  
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( ) ( )
( )

2

( ) 3

108 50 15 1
.

5 1
i

V V
P V

V
+

− −
=

+
         (2.5) 

Выявленные инверсионные зависимости (2.2) и 
(2.3) приведены на рисунке 2.1, а (2.4) и (2.5) на 
рисунке 2.2. Они задают искомые инверсионные 
кривые в двух физических плоскостях: ( )TV  и 

( ).PV  Кроме того, на обоих рисунках показаны 
для сравнения аналогичные кривые, следующие 
из уравнения Редлиха – Квонга, которые наибо-
лее точно соответствуют эксперименту [6], про-
веденному с легкими веществами такими как 
СН4, О2, Ar, СО2 и т. д.  
 

 
Рисунок 2.1 – Графики инверсионных  

зависимостей ( ) :iT V  модификация ПР(+) (1), 
модификация ПР(-) (2),  

уравнение Редлиха – Квонга (3) 
 

 
Рисунок 2.2 – Графики инверсионных 

зависимостей ( ) :iP V  модификация ПР(+) (1),  
модификация ПР(-) (2),  

уравнение Редлиха – Квонга (3) 
 

Выражения (2.2)–(2.5) не позволяют нам 
явно определить давление как функцию темпера-
туры инверсии в аналитическом виде ( ).i iP T  Но 
на их основе можно реализовать численное и 
графическое исследование данной зависимости. 
Причем наиболее удобным для этой процедуры 
как раз и является использование уравнений, 
записанных в приведенной форме. В этом случае 
результат имеет общий характер, и численное 
решение достаточно выполнить только один раз. 

Приведем полученные графические результаты 
для  (2.2)–(2.5)  снова  в  сравнении с  кривой 
инверсии Редлиха – Квонга на рисунке 2.3. Заме-
тим, что использование физической TP ~~

-плос-
кости является традиционным для изображения 
кривых инверсии знака эффекта Джоуля – Томсона.  
 

 
Рисунок 2.3 – Графики инверсионных кривых: 
модификация ПР(+) (1), модификация ПР(-) (2), 

уравнение Редлиха – Квонга [5] (3),  
уравнение Ван-дер-Ваальса [2] (4) 

 
На рисунках 2.1–2.3 заметны существенные 

отклонения кривых инверсии, полученных на 
основе исследования модификаций уравнения 
Пенга – Робинсона, от кривой, следующей из 
уравнения состояния Редлиха – Квонга, наиболее 
соответствующей классическому эксперименту с 
легкими веществами [6]. При схожести поведе-
ния в областях низких приведенных температур 
отклонения значительно возрастают при высоких 
приведенных температурах, то есть в наиболее 
интересной с точки зрения процесса Джоуля – 
Томсона области. Это в данном случае в целом 
не умаляет достоинств ПР – уравнения и его мо-
дификаций, а только говорит о том, что область 
их применения несколько иная. В последнее 
время становится понятно, что она связана с бо-
лее сложными химическими соединениями, в 
частности, с углеводородами [7]. К сожалению, в 
открытой научной периодике экспериментальной 
кривой инверсии для углеводородов обнаружить 
не удалось, может быть, в силу специфики мате-
риала. Поэтому будем считать, что полученные в 
данной работе результаты имеют предиктивный 
характер.  
 

Заключение 
Таким образом, в данной работе получены 

характеристики критического состояния моди-
фикаций уравнения состояния Пенга – Робинсо-
на, определен явный вид приведенных форм 
уравнений, рассчитаны параметры процесса 
Джоуля – Томсона и построены графики кривых 
инверсий в различных физических плоскостях. 
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Полученные результаты могут быть использова-
ны в учебном процессе в рамках курсов «Термо-
динамика и статистическая физика» и «Физиче-
ская химия». Также они могут быть рекомендо-
ваны для использования при совершенствовании 
технологий охлаждения природных газов с це-
лью их дальнейшего сжижения. Кроме того, 
сравнение теоретически предсказанной области 
положительного эффекта с экспериментальной 
даст возможность проводить анализ соответствия 
исследуемого вещества предлагаемой модели.  
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ПРЕОБРАЗОВАТЕЛИ ПОЛЯРИЗАЦИИ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН 
НА ОСНОВЕ КОМПОЗИТНЫХ СРЕД СО СПИРАЛЬНОЙ СТРУКТУРОЙ 

А.Л. Самофалов, И.А. Фаняев, И.В. Семченко, С.А. Хахомов 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

POLARIZATION TRANSFORMERS OF ELECTROMAGNETIC WAVES 
BASED ON COMPOSITE MEDIA WITH A HELICAL STRUCTURE 

A.L. Samofalov, I.A. Faniayeu, I.V. Semchenko, S.A. Khakhomov 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
В СВЧ диапазоне проведено компьютерное моделирование, основанное на методе конечных элементов, частотной за-
висимости коэффициента эллиптичности отраженной волны для одиночных одновитковых и двухвитковых спиралей и 
двумерных решеток, состоящих из таких спиралей. Показана возможность преобразования падающей линейно поляри-
зованной электромагнитной волны в циркулярно поляризованную волну, отраженную от двумерной решетки на основе 
одновитковых и двухвитковых спиралей. Отраженная циркулярно поляризованная волна наблюдается на частотах, 
близких к резонансной, при этом не зависит от ориентации плоскости поляризации падающей волны относительно оси 
спиралей. 
 
Ключевые слова: моделирование, преобразование поляризации, одновитковая и двухвитковая спираль, коэффициент 
эллиптичности. 
 
Computer simulation was carried out in the microwave range based on the finite element method for the frequency dependence 
of the ellipticity coefficient of reflected wave for single-turn and double-turn helices and two-dimensional arrays consisting of 
the same helices. The possibility of the transformation of the incident linearly polarized electromagnetic waves in a circularly 
polarized wave reflected from the two-dimensional array on the basis of a single-turn and double-turn helices was shown. Re-
flected circularly polarized wave is observed at frequencies close to the resonance and doesn’t depend on the orientation of the 
plane polarization of incident wave relative to the axis of the helices. 
 
Keywords: simulation, transformation of polarization, single-turn and double-turn helices, ellipticity coefficient. 

 
 

Введение 
Для получения циркулярно поляризованной 

волны в большинстве работ рассматриваются 
цилиндрические спиральные антенны, соединен-
ные с питающим фидером (активные спирали), в 
таких устройствах реализован режим осевого 
излучения с эллиптической поляризацией излу-
чения [1], [2] и др.  

В данной работе рассматриваются одновит-
ковые и двухвитковые спирали, а также двумер-
ные решетки, возбуждаемые плоской электро-
магнитной волной. Спираль является пассивным 
элементом и обеспечивает формирование цирку-
лярно поляризованной волны в направлении, 
перпендикулярном оси спирали (боковое излу-
чение), вследствие связанных между собой ком-
понент электрического дипольного и магнитного 
моментов [3]−[6]. Ранее преобразование поляри-
зации электромагнитных волн структурами раз-
личной природы и геометрии исследовано в [7]-
[20]. В настоящей работе показана возможность 
перехода от одиночной спирали к двумерной 
решетке, при сохранении поляризационных 
свойств на одной и той же частоте. Получение 
циркулярно поляризованной волны, отраженной 
от спиральных структур, не зависит от ориента-
ции плоскости поляризации падающей волны. 

1 Исследование частотной зависимости 
коэффициента эллиптичности отраженной 
волны для одиночных одновитковых и двух-
витковых спиралей  

Для подтверждения теоретических расче-
тов, проведенных в работах [3]−[6], проведены 
исследования, с помощью компьютерного моде-
лирования, которое основано на методе конеч-
ных элементов, одиночных спиралей с парамет-
рами: 

1) N = 1; α = 13,65º; L = 0,05 м; r = 7,75⋅10-3 м; 
h = 11,8⋅10-3 м; d = 1⋅10-3 м, 

2) N = 2; α = 7,1º; L = 0,05 м; r = 3,95⋅10-3 м; 
h = 3,1⋅10-3 м; d = 0,5⋅10-3 м, 
где N – число витков спирали; α − угол подъема 
спирали относительно плоскости, перпендику-
лярной оси спирали; L – длина проволоки, из 
которой изготовлена спираль; r – радиус  витка; 
h – шаг спирали; d – диаметр проволоки. Иссле-
дуемая модель рассматривается в вакууме. Спи-
раль является идеально проводящим проводни-
ком. Ось спирали направлена вдоль оси OZ (ри-
сунок 1.1). 

На рисунках 1.2−1.3 показаны графики час-
тотной зависимости коэффициента эллиптично-
сти для одиночной одновитковой и двухвитковой 
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а) одиночная одновитковая спираль 

 с углом подъема 13,65º; 
б) одиночная двухвитковая спираль 

 с углом подъема 7,1º 
Рисунок 1.1 − Расположение спиралей относительно системы координат 

 
спирали при различной ориентации плоскости 
поляризации падающей линейно поляризованной 
электромагнитной волны, характеризуемой уг-
лом β (рисунок 1.1, а). Отраженная волна иссле-
дуется в направлении оси OY (рисунок 1.1). 
 

 
Рисунок 1.2 − График частотной зависимости 

коэффициента эллиптичности отраженной волны 
для одновитковой спирали: β=0º − сплошная 
линия, β=45º − штрихпунктирная линия,  

β=90º − штриховая линия 
 

 
Рисунок 1.3 − График частотной зависимости 

коэффициента эллиптичности отраженной волны 
для двухвитковой спирали: β=0º − сплошная 
линия, β=45º − штрихпунктирная линия,  

β=90º − штриховая линия 
 

Как видно из рисунков 1.2−1.3, коэффици-
ент  эллиптичности  отраженной  волны  для  

одиночной одновитковой и двухвитковой спира-
ли не зависит от ориентации плоскости поляри-
зации падающей линейно поляризованной элек-
тромагнитной волны. Угол поворота спирали, 
относительно оси OZ, задается углом ϕ, отсчи-
тываемым от оси OX (рисунок 1.1, а).  

На рисунках 1.4−1.5 представлены графики 
частотной зависимости коэффициента эллиптич-
ности отраженной волны для одиночных спира-
лей при различных значениях угла ϕ. Отражен-
ная волна исследуется в направлении оси OY. 

Из рисунков 1.4–1.5 следует, что при воз-
буждении линейно поляризованной электромаг-
нитной волной одиночной спирали с определен-
ными параметрами, обеспечивающими возник-
новение одинаково значимых электрического 
дипольного и магнитного моментов, отраженная 
волна является циркулярно поляризованной. При 
этом коэффициент эллиптичности отраженной 
волны существенно изменяется в зависимости от 
ориентации концов одновитковой спирали отно-
сительно направления распространения падаю-
щей электромагнитной волны. 

 

 
Рисунок 1.4 − График частотной зависимости 

коэффициента эллиптичности отраженной волны 
для одновитковой спирали при различных значе-

ниях угла ϕ : φ=0º − сплошная линия;  
φ=90º − штрихпунктирная линия;  

φ=135º − линия с крупным штрихом;  
φ=180º – линия с мелким штрихом 
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Рисунок 1.5 − График частотной зависимости 

коэффициента эллиптичности отраженной волны 
для двухвитковой спирали при различных 
значениях угла ϕ : φ=0º − сплошная линия; 

φ=90º − штрихпунктирная линия;  
φ=135º − линия с крупным штрихом;  
φ=180º – линия с мелким штрихом 

 

Отраженная волна, распространяющаяся в 
направлении оси OY, то есть перпендикулярно 
падающей, является циркулярно поляризован-
ной, если волновой вектор падающей волны на-
правлен в сторону концов спирали или в проти-
воположную сторону (φ=0º и φ=180º). Для двух-
витковой спирали отраженная волна является 
циркулярно поляризованной, вблизи резонанс-
ной частоты (2,93 ГГц) и не зависит от измене-
ния угла φ. 
 

2 Исследование частотной зависимости 
коэффициента эллиптичности для двумерных 
решеток, состоящих из одновитковых и двух-
витковых спиралей 

Перейдем от исследований одиночных од-
новитковых и двухвитковых спиралей к анало-
гичным исследованиям двумерных решеток, со-
стоящих из таких же спиралей. Исследования 
проводятся с помощью компьютерного модели-
рования, которое основано на методе конечных 
элементов. 

Исследуемые решетки рассматриваются в 
вакууме. Каждая спираль в решетке является 
идеальным проводником. Ось спиралей в решет-
ке направлена вдоль оси OZ (рисунок 2.1). 

Графики частотной зависимости коэффици-
ента эллиптичности для двумерных решеток, 
состоящих из одновитковых и двухвитковых 
спиралей при различной ориентации плоскости 
поляризации падающей линейно поляризованной 
электромагнитной волны приведены на рисунках 
2.2–2.3. Отраженная волна исследуется в направ-
лении оси OY (рисунок 2.1). 

 

 
Рисунок 2.2 − График частотной зависимости 

коэффициента эллиптичности отраженной волны 
для двумерной решетки, состоящей из  

одновитковых спиралей: β=0º − сплошная линия, 
β=45º − штрихпунктирная линия,  

β=90º − штриховая линия  
 

 
Рисунок 2.3 – График частотной зависимости 

коэффициента эллиптичности отраженной волны 
для двумерной решетки, состоящей из  

двухвитковых спиралей: β=0º − сплошная линия, 
β=45º − штрихпунктирная линия,  

β=90º − штриховая линия  
 

 
а) двумерная решетка, состоящая из одновитковых 
спиралей с периодом решетки, равным 3,5 см; 

б) двумерная решетка, состоящая из двухвитковых 
спиралей с периодом решетки, равным 2,5 см 

Рисунок 2.1 − Расположение спиралей в двумерных решетках  
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На рисунках 2.4−2.5 показаны графики час-
тотной зависимости коэффициента эллиптично-
сти для двумерных решеток, состоящих из одно-
витковых и двухвитковых спиралей при различ-
ных значениях угла ϕ. Отраженная волна иссле-
дуется в направлении оси OY. 
 

 
Рисунок 2.4 − График частотной зависимости 
коэффициента эллиптичности для двумерной 
решетки, состоящей из одновитковых спиралей 

при различных значениях угла ϕ:  
φ=0º − сплошная линия;  

φ=90º − штрихпунктирная линия;  
φ=135º − линия с крупным штрихом;  
φ=180º – линия с мелким штрихом 

 

 
Рисунок 2.5 − График частотной зависимости 
коэффициента эллиптичности для двумерной 
решетки, состоящей из двухвитковых спиралей 

при различных значениях угла ϕ:  
φ=0º − сплошная линия;  

φ=90º − штрихпунктирная линия;  
φ=135º − линия с крупным штрихом;  
φ=180º – линия с мелким штрихом 

 
С помощью компьютерного моделирования 

был подтвержден ряд теоретических предполо-
жений, сформулированных в работах [3]−[6]: 

1) возникновение одинаково значимых 
электрического дипольного и магнитного момен-
тов в одновитковой и двухвитковой спирали с 
определенными параметрами дает возможность 
преобразования поляризации из падающей ли-
нейно поляризованной волны в отраженную 
циркулярно поляризованную; 

2) для получения циркулярно поляризован-
ной волны в направлении, перпендикулярном 
падающей, с помощью спирали, состоящей из 

одного витка, необходимо, чтобы волновой век-
тор падающей волны был направлен в сторону 
концов (усов) спирали; 

3) для двухвитковой спирали излучение 
циркулярно поляризованной волны имеет место 
при любой ориентации концов спирали относи-
тельно волнового вектора падающей волны. 

Анализ полученных результатов путем мо-
делирования, проведенного для одиночной спи-
рали и двумерной решетки, состоящей из таких 
же спиралей, позволяет сделать вывод о том, что 
при переходе от одиночной спирали к двумерной 
решетке поляризационные свойства сохраняются 
на одной и той же частоте (2,82 ГГц). 

Результаты экспериментальных исследова-
ний поляризационных свойств, проведенных с 
образцами двумерных решеток, состоящих из 
одновитковых металлических (медных) спиралей 
с углом подъема 13,65º и двухвитковых с углом 
подъема 7,1º, приведены в работах [4], [5], [21]. 
Полученные экспериментальные данные и ре-
зультаты моделирования согласуются в пределах 
погрешностей измерений. 

 
Заключение 
На основании проведенного моделирования 

показана возможность преобразования поляри-
зации падающей линейно поляризованной элек-
тромагнитной волны в циркулярно поляризован-
ную, отраженную от одиночной спирали и дву-
мерной решетки, состоящей из таких же спира-
лей, в области частот, близких к резонансной. 
Показано, что преобразователями поляризации 
могут быть как одновитковые спирали с углом 
подъема 13,65º, так и двухвитковые спирали с 
углом подъема 7,1º.  

Также показано, что для получения цирку-
лярно поляризованной волны с помощью одно-
витковой спирали или решетки, состоящей из 
таких же спиралей, необходимо, чтобы волновой 
вектор падающей волны был направлен в сторо-
ну концов спирали. При этом отраженная волна 
рассматривается в направлении, перпендикуляр-
ном падающей волне. Для двухвитковой спирали 
и двумерной решетки излучение циркулярно по-
ляризованной волны имеет место при любой 
ориентации концов спирали относительно вол-
нового вектора падающей волны. 

На основе полученных результатов можно 
сделать вывод о возможности получения преоб-
разователей поляризации электромагнитных 
волн на основе композитных сред со спиральной 
структурой с целью трансформации падающей 
линейно поляризованной волны в циркулярно 
поляризованную отраженную волну. 
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ОСОБЕННОСТИ ЛАЗЕРНОГО ТЕРМОРАСКАЛЫВАНИЯ 
КВАРЦЕВОГО СТЕКЛА 

Е.Б. Шершнев, Ю.В. Никитюк, С.И. Соколов 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

FEATURES OF CONTROLLED LASER THERMAL CLEAVAGE 
OF QUARTZ GLASS 

E.B. Shershnev, Yu.V. Nikitjuk, S.I. Sokolov 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
В данной работе представлены результаты моделирования процесса формирования лазерно-индуцированной трещины 
в кварцевом стекле, полученные с использованием техники перестроения конечно-элементной сетки. Моделирование 
проводилось в рамках теории термоупругости с использованием критериев механики разрушения для определения ус-
ловий роста трещины. 
 
Ключевые слова: трещина, лазерное раскалывание, кварцевое стекло. 
 
This paper presents finite element analysis based on the remeshing technique to predict laser-induced crack propagation in 
quartz glass. The simulation process is accomplished by the analysis of the coupled temperature and stress fields together with 
the criteria of fracture mechanics of the crack growth. 
 
Keywords: crack, laser сleaving, quartz glass. 

 
 

Введение  
Кварцевое стекло характеризуется высокой 

механической прочностью и высокой термостой-
костью, устойчиво к действию кислот и воды. 
Благодаря этим свойствам кварцевое стекло ис-
пользуется в качестве материала для изготовле-
ния иллюминаторов космических кораблей, окон 
фотоприемников и колб газоразрядных ламп. Из 
кварцевого стекла производятся линзы для пере-
дачи ультрафиолетового излучения и призмы для 
монохроматоров и спектрофотометров [1].  

Традиционные методы обработки кварцево-
го стекла основываются на применении для рез-
ки алмазного инструмента, гидроабразивной 
струи или на применении лазерного излучения 
для резки в режиме испарения материала. Ос-
новным недостатком традиционных методов яв-
ляется высокая дефектность получаемых кромок, 
что приводит к значительному снижению проч-
ности стекла [2]. 

Одним из наиболее эффективных методов 
высокоточной обработки хрупких неметалличе-
ских материалов является управляемое лазерное 
термораскалывание. Сущность данного метода 
заключается в разделении материала в результа-
те формирования термо-индуцированной трещи-
ны при последовательном лазерном нагреве и 
воздействии хладагента на обрабатываемую по-
верхность. К основным достоинствам управляе-
мого лазерного раскалывания относятся высокая 
точность разделения и высокая скорость обра-
ботки, безотходность и повышение прочности 
получаемых изделий [3]. 

Изучению лазерного раскалывания стекол, 
керамики и кристаллов посвящены работы [2]–
[17]. Исследование особенностей лазерного рас-
калывания кварцевого стекла проведено в рабо-
тах [2], [15]–[17]. В этих работах отмечается вы-
сокая термостойкость кварцевого стекла, опре-
деляемая низкими значениями коэффициента 
линейного термического расширения. Высокая 
термостойкость кварцевого стекла обуславливает 
повышенную зависимость от параметров лазер-
ной обработки  надежности формирования ла-
зерно-индуцированной трещины.  

Отметим, что моделирование процессов ла-
зерной обработки в работах [15]–[17] проводи-
лось в рамках теории термоупругости и при этом 
не учитывалось наличие в материале стартового 
дефекта и лазерно-индуцированной трещины. 
Это не позволяет использовать полученные ре-
зультаты для точных расчетов технологических 
параметров лазерного раскалывания кварцевого 
стекла, так как наличие стартового дефекта и 
лазерно-индуцированной трещины существен-
ным образом влияет на распределение полей на-
пряжений. Кроме этого нужно отметить, что оп-
ределение пространственной локализации тер-
моупругих полей не позволяет установить, с не-
обходимой точностью, будет ли стабильно раз-
виваться лазерно-индуцированная трещина. Для 
решения данной задачи необходимо определение 
критического состояния в соответствии с крите-
риями механики разрушения [18]–[19].  

В работе [2] была предпринята попытка ис-
пользования критериев механики разрушения 
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для анализа лазерного раскалывания кварцевого 
стекла, однако расчеты были выполнены в при-
ближении бесконечной пластины ослабленной 
полубесконечной трещиной. Данное приближе-
ние значительно снижает точность расчетов ре-
жимов формирования лазерно-индуцированной 
трещины в кварцевом стекле и не позволяет ис-
пользовать полученные результаты для точных 
расчетов технологических параметров данного 
процесса. 

В работах [20]–[21] разработаны алгоритмы 
2-D и 3-D моделирования процесса формирова-
ния термо-индуцированной трещины в рамках 
теории термоупругости и линейной механики 
разрушения с использованием техники пере-
строения конечноэлементной сетки. Предложен-
ное авторами работ [20]–[21] перестроение ко-
нечно-элементной сетки, последовательность 
которого определяется расчетными значениями 
коэффициента интенсивности напряжений в вер-
шине трещины, в значительной степени  повы-
шает точность моделирования лазерного раска-
лывания хрупких неметаллических материалов. 

В связи с этим представляется целесообраз-
ным проведение исследования лазерного раска-
лывания кварцевого стекла в рамках теории тер-
моупругости и линейной механики разрушения с 
учетом параметров стартового дефекта и с ис-
пользованием предложенного в [20]–[21] техни-
ки перестроения конечно-элементной сетки. 
 

1 Моделирование лазерного раскалывания 
кварцевых пластин 

Моделирование лазерного раскалывания 
кварцевых пластин было выполнено с использо-
ванием алгоритма разработанного в [20]–[21] 
(рисунок 1.1). Расчет полей температурных на-
пряжений осуществлялся в рамках несвязанной 
задачи термоупругости в квазистатической по-
становке с использованием метода конечных 
элементов [22]. 

Были использованы следующие условия 
роста лазерно-индуцированной трещины: рас-
четный коэффициент интенсивности напряжений 
KI в вершине трещины должен превышать кри-
тический коэффициент интенсивности напряже-
ний KIС, при этом напряжения в вершине трещи-
ны должны быть растягивающими [20]. Крити-
ческий коэффициент интенсивности напряжений 
KIС представляет собой механическую характе-
ристику материала, которая характеризует его 
способность сопротивляться распространению 
трещины нормального отрыва при хрупком раз-
рушении [18]–[19]. 

Для повышения точности расчетов KI были 
использованы специальные элементы модели-
рующие сингулярность напряжений у вершины 
трещины. При этом для получения корневой 
асимптотики у вершины трещины осуществлялся 
сдвиг узлов изопараметрических элементов на 

четверть стороны элемента в направлении вер-
шины [18], [20]. 

На рисунке 1.2 приведена схема расположе-
ния зон воздействия лазерного излучения и хла-
дагента в плоскости обработки. Позицией 1 от-
мечен лазерный пучок, позицией 2 – хладагент, 
позицией 3 – трещина, позицией 4 – стеклянная 
пластина. Горизонтальной стрелкой на рисунке 
указано направление перемещения обрабатывае-
мого изделия относительно лазерного пучка и 
хладагента.  

Для проведения сравнительного анализа в 
данной работе расчеты выполнялись для кварце-
вого стекла и для листового силикатного стекла. 
Свойства данных материалов приведены в таб-
лице 1.1. 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Алгоритм конечно-элементного 
моделирования лазерного раскалывания 

кварцевого стекла 
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Расчеты проводились для прямоугольных пла-
стин с геометрическими размерами 15×20×1 мм. 
Моделирование проводилось для случая воздей-
ствия лазерного излучения с длиной волны рав-
ной 10,6 мкм.  

Были использованы следующие значения 
параметров лазерного пучка: большая ось 
А = 6⋅10-3 м, малая ось В = 2⋅10-3 м. Скорость пере-
мещения пластины относительно лазерного пучка 
и хладагента выбиралась равной v = 15 мм/с. По-
лагалось, что используемые параметры подачи 
воздушно-водяной смеси обеспечивают охлаж-
дение поверхности стекла с коэффициентом теп-
лоотдачи равным 7000 Вт/м2К [23]. Радиус пятна 
хладагента Rh = 3 мм. Длина стартовой трещины 
изменялась в диапазоне от 0,75 мм до 1,5 мм. 
 

 
Рисунок 1.2 – Схема расположения 
зон воздействия лазерного излучения 
и хладагента в плоскости обработки 

стеклянной пластины 
 

Таблица 1.1 – Свойства листового и кварцевого 
                          стекла 

Свойства 
материала 

Листовое 
силикатное 
стекло 

Кварцевое 
стекло 

Плотность, 
кг/м3 

2450 2200 

Удельная  
теплоемкость, 

Дж/кг⋅K 

860 880 

Теплопровод-
ность, Вт/ м ⋅K 

0,88 1,34 

Коэффициент 
линейного 

термического 
расширения, 
град-1⋅10-7 

89 5 

Модуль Юнга, 
ГПа 

70 78 

Коэффициент 
Пуассона 

0,22 0,17 

Критический 
коэффициент 
интенсивности 
напряжений 
KIС, МПа м1/2 

0,5 0,7 

 

Отметим, что температура в зоне обработки 
при лазерном раскалывании должна быть огра-
ничена значениями, соответствующими отсутст-
вию релаксации термоупругих напряжений. Для 
стекол в качестве верхнего предела допустимых 
температур выбирают соответствующее данной 
марке стекла значение температуры стеклования 
(для кварцевого стекла температура стеклования 
равна 1473 K, для листового силикатного стекла 
– 789 K [4]).  

 
2 Результаты численного эксперимента 
В ходе численного эксперимента были оп-

ределены значения мощности лазерного излуче-
ния, обеспечивающие нагрев материала до тем-
пературы стеклования, при использовании вы-
шеперечисленных параметров обработки и гео-
метрии образцов. В случае термораскалывания 
кварцевого стекла максимальная допустимая 
мощность лазерного излучения P = 30 Вт, а в 
случае листового силикатного стекла P = 10 Вт. 

Результаты проведенных расчетов пред-
ставлены на рисунках 2.1–2.6. 

На рисунках 2.1–2.3 цифрой 1 отмечены 
расчетные кривые соответствующие случаю 
термораскалывания кварцевого стекла, а цифрой 
2 отмечены расчетные кривые, полученные при 
моделировании термораскалывания листового 
силикатного стекла. При проведении сравни-
тельного анализа лазерного термораскалывания 
кварцевого и листового силикатного стекла дли-
на стартовой трещины задавалась равной 1 мм, 
при этом не использовалась техника перестрое-
ния конечно-элементной сетки (т. е. длина тре-
щины оставалась постоянной). 

Как уже отмечалось ранее, при используемых 
параметрах обработки нагрев материала осуществ-
лялся до температур стеклования кварцевого и 
листового силикатного стекла (рисунок 2.1).  
 

 
Рисунок 2.1 – Расчетные значения температуры Т 

в вершине трещины 
 
Как видно из графиков, представленных на 

рисунке 2.2, при лазерном термораскалывании 
кварцевых и листовых силикатных стекол в вер-
шине стартового дефекта в результате лазерного 
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нагрева формируются значительные по величине 
напряжения сжатия. Максимальные по величине 
значения сжимающих напряжений в вершине 
стартовой трещины достигают 168 МПа для 
кварцевого стекла и 692 МПа для листового си-
ликатного стекла. Далее вследствие воздействия 
хладагента в вершине стартового дефекта фор-
мируются растягивающие напряжения,  макси-
мальные значения которых равны соответствен-
но 143 МПа в случае моделирования обработки 
кварцевого стекла и 388 МПа в случае листового 
силикатного стекла (рисунок 2.2).  

 
Рисунок 2.2 – Расчетные значения упругих 

напряжений σyy в вершине трещины 
 

Как видно из графиков, представленных на 
рисунке 2.3, в вершине стартовой трещины по-
следовательно формируются два максимума ко-
эффициентов интенсивности напряжений. При 
этом второй максимум значений коэффициентов 
интенсивности напряжений значения которого 
для кварцевого стекла равно 0,82 МПа м1/2 и 
2,14 МПа м1/2 для листового силикатного стекла 
соответствует уже растягивающим напряжениям 
в вершине трещины, что означает выполнение 
обоих необходимых условий для начала развития 
трещины. 

 
Рисунок 2.3 – Расчетные значения 

коэффициента интенсивности напряжений KI 
в вершине трещины 

 
При сравнении значений величины термо-

упругих напряжений и значений коэффициентов 

интенсивности напряжений формируемых в 
вершине трещины при термораскалывании лис-
тового и кварцевого стекла видно, что в случае 
резки кварцевого стекла максимальные значения 
коэффициента интенсивности напряжений 
меньше в 2,6 раз. При этом необходимо учиты-
вать, что сравнение проводится при различных 
максимальных значениях температуры в зоне 
обработки (рисунок 2.1).  

Следует обратить внимание, что выбранные 
режимы обработки обеспечивают практически 
минимальные необходимые значения коэффици-
ента интенсивности напряжений в случае резки 
кварцевого стекла. Таким образом, при неболь-
шом увеличении скорости обработки или при 
небольшом снижении мощности лазерного излу-
чения значения коэффициента интенсивности 
напряжений в вершине трещины не достигнут 
значений критического коэффициента интенсив-
ности напряжений, что на эксперименте приве-
дет к срыву процесса формирования лазерно-
индуцированной трещины. Основной причиной 
низких значений коэффициентов интенсивности 
напряжений, формируемых в вершине трещины, 
является низкое значение коэффициента линей-
ного термического расширения кварцевого стек-
ла, которое на порядок меньше, чем у большин-
ства промышленных силикатных стекол.  

Для изучения влияния параметров стартово-
го дефекта на процесс инициализации лазерно-
индуцированной трещины были выполнены рас-
четы значений напряжений и коэффициентов 
интенсивности напряжений в вершине трещины 
для различных значений длины стартового де-
фекта с использованием техники перестроения 
конечно-элементной сетки.  

На рисунках 2.4–2.6 цифрой 1 отмечены 
расчетные кривые, полученные при длине стар-
тового дефекта L = 0,75 мм, цифрой 2 отмечены 
кривые, полученные при L = 1 мм, цифрой 3 от-
мечены кривые, полученные при L = 1,5 мм. 
 

 
Рисунок 2.4 – Расчетные значения координат X 

вершины трещины 
 
Необходимо  отметить,  что во всех трех 

расчетных  случаях осуществляется развитие 
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лазерно-индуцированных трещин из стартовых 
дефектов (рисунок 2.4). Однако следует обратить 
внимание на заметное влияние длины стартового 
дефекта на величину термоупругих напряжений 
и коэффициентов интенсивности напряжения в 
вершине трещины (рисунок 2.5, 2.6). 
 

 
Рисунок 2.5 – Расчетные значения упругих на-

пряжений σyy в вершине трещины 
 

 
Рисунок 2.6 – Расчетные значения 

коэффициента интенсивности напряжений KI 
в вершине трещины 

 
Так при длине стартового дефекта 

L = 0,75 мм максимальные значения коэффици-
ента интенсивности напряжений составляют 
KI = 0,79 МПа м1/2, при L = 1 мм, максимальные 
значения коэффициента интенсивности напря-
жений составляют KI = 0,86 МПа м1/2, а при 
L = 1,5 мм максимальные значения коэффициен-
та интенсивности напряжений составляют 
KI = 0,94 МПа м1/2.  

Таким образом, за счет увеличения длины 
стартового дефекта можно увеличивать вероят-
ности инициализации лазерно-индуцированной 
трещины, что принципиально важно в случае 
отработки режимов лазерного термораскалыва-
ния кварцевых стекол. При этом применение 
технологии 3-D моделирования процесса форми-
рования термо-индуцированной трещины в рам-
ках теории термоупругости и линейной механи-
ки разрушения с использованием техники пере-
строения конечноэлементной сетки обеспечивает 

возможность проведения необходимых расчетов 
технологических режимов лазерного терморас-
калывания кварцевых стекол с учетом парамет-
ров стартового дефекта. 
 

Заключение 
Полученные в работе результаты показы-

вают принципиальную необходимость учета па-
раметров стартового дефекта при расчете техно-
логических режимов лазерного раскалывания 
кварцевых стекол.  
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ПРАВОСТОРОННИЕ РЕЗОЛЬВЕНТЫ ДИСКРЕТНЫХ ОПЕРАТОРОВ 
ВЗВЕШЕННОГО СДВИГА С МАТРИЧНЫМИ ВЕСАМИ 

А.Б. Антоневич, Е.В. Пантелеева 

Белорусский государственный университет, Минск 
 

RIGHT-SIDE RESOLVENTS OF DISCRETE WEIGHTED SHIFT OPERATORS 
WITH MATRIX WEIGHTS 

A.B. Antonevich, E.V. Pantsialeyeva 
Belarusian State University, Minsk 

 
Для дискретных операторов взвешенного сдвига построены правосторонние резольвенты и получены оценки их норм. 
 
Ключевые слова: дискретный оператор взвешенного сдвига, правосторонняя резольвента, устойчивое векториальное 
подмножество. 
 
Right-side resolvents are constructed for discrete weighted shift operator and estimates of their norms are given. 
 
Keywords: discrete weighted shift operator, right-side resolvent, stable vectorial subset. 

 
 

Введение 
Если λ  принадлежит спектру оператора B,  

то оператор B Iλ−  необратим, но при этом 
представляют интерес такие его свойства, как 
замкнутость образа, размерность ядра и коядра, 
существование одностороннего обратного опера-
тора и т. д. В частности, существование правого 
обратного эквивалентно существованию реше-
ния соответствующего уравнения при любой 
правой части, а явное построение правого обрат-
ного эквивалентно получению явной формулы 
решения.  

В спектральной терминологии исследование 
указанных свойств есть задача о нахождении 
некоторых частей спектра ( )BΣ ,  называемых 
обычно существенными спектрами. Чаще всего 
используется спектр Фредгольма:  

 
( ) { не является
оператором Фредгольма}

F B B Iλ λΣ = ∈ : −
.

C
 

Напомним, что оператор B,  действующий в 
гильбертовом пространстве H ,  называется опе-
ратором Фредгольма, если его ядро ker B  и ко-
ядро (ядро сопряженного оператора) ker B∗  ко-
нечномерны и образ ImB  замкнут. Индексом 
фредгольмова оператора B  называется число 

dim ker dim kerindB B B∗= − .   
Кроме спектра Фредгольма, представляют 

интерес и другие части спектра оператора B,  в 
частности:  

( ) { не имеет
правого (левого) обратного }
B B Iλ λ±Σ = ∈ : −

.
C

 

Правосторонней резольвентой для опера-
тора B   будем  называть  семейство  правых  

обратных к B Iλ− ,  определенное и аналитиче-
ски зависящее от λ  на множестве ( ) \ ( )B B+Σ Σ .   

В работе рассмотрен случай, когда B  есть 
дискретный оператор взвешенного сдвига, дей-
ствующий в пространстве 2 ( )ml , ,Z C  состоящем 
из двусторонних последовательностей векторов 

( ( )) ( ) mu u k u k= , ∈ ,C  таких, что 2( )
k

u k < ∞.∑  
Получены условия существования односторон-
него обратного к B Iλ− ,  построена правосто-
ронняя резольвента и получены оценки норм.  

Дискретный оператор сдвига W  действует 
в 2 ( )ml ,Z C  по формуле  

( )( ) ( 1)Wu k u k= + ,  
дискретным оператором взвешенного сдвига 
будем называть оператор в 2 ( )ml , ,Z C  действую-
щий по формуле  

 ( )( ) ( ) ( 1)Bu k A k u k= + ,     (0.1) 
где ( )A k  – заданная ограниченная последова-
тельность матриц, называемых весами.  

Как известно, левосторонняя обратимость 
оператора эквивалентна правосторонней обрати-
мости сопряженного. Если B  есть дискретный 
оператор взвешенного сдвига, то сопряженный 
оператор также является оператором взвешенно-
го сдвига. Поэтому условия левосторонней обра-
тимости и левосторонняя резольвента могут 
быть записаны как простые следствия получен-
ных ниже результатов.  

Для дискретного оператора взвешенного 
сдвига в скалярном случае ( 1m = ) описание 
фредгольмова спектра, спектров ( )B±Σ  и форму-
ла для правосторонней резольвенты получены в 
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[1] для произвольной ограниченной последова-
тельности скалярных весов ( )a k .  В векторном 
случае задача существенно труднее, здесь мы 
рассматриваем случай, когда для последователь-
ности коэффициентов существуют пределы  

 lim ( ) ( )
k

A k A
→±∞

:= ±∞ .           (0.2) 

Предполагаем также, что все матрицы ( )A k  не-
вырождены и матрицы ( )A ±∞  также невырож-
дены. При этих условиях такие операторы и со-
ответствующие разностные уравнения исследо-
вались ранее [2]–[8], основополагающие резуль-
таты были получены еще в работах А. Пуанкаре 
и О. Перрона [2]. В частности, условия право-
сторонней обратимости оператора B Iλ−  могут 
быть получены из результатов работы [8].  

Основным результатом данной работы яв-
ляется построение правосторонней резольвенты, 
по ходу исследования получены условия сущест-
вования одностороннего обратного к B Iλ−  в 
разных терминах.  

Для дальнейшего удобно ввести компактное 
топологические пространство X ,  построенное с 
помощью присоединения к (дискретному) про-
странству Z  бесконечно удаленных точек ±∞.  
Тогда условие существования пределов (0.2) (и 
аналогичных) эквивалентно условию, что 

( )m mA C X ×∈ , ,C  т. е. последовательность матриц 
( ( ))A A k=  задает непрерывное отображение из 

X  в алгебру матриц m m× .C  Отображение сдвига 
1k k→ +  также продолжается до непрерывного 

отображения X Xα : → ,  действующего по фор-
муле  

1 ;
( )

.
x x

x
x x

α
+ , ∈⎧

= ⎨ , = ±∞⎩

Z
 

 
1 Спектр и фредгольмов спектр 
Условия, при которых оператор B Iλ−  яв-

ляется оператором Фредгольма, давно известны 
(см. например, [3], [4]), они используют только 
пределы коэффициентов – матрицы ( )A ±∞ .   

Пусть 1j j mλ± , ≤ ≤ ,  есть собственные зна-
чения матрицы ( )A ±∞ ,  причем каждое из них 
записано столько раз, какова его кратность. Обо-
значим через ( )ν λ±  количество собственных 
значений матрицы ( )A ±∞ ,  удовлетворяющих 
условию jλ λ±| |>| | .   

Предложение 1.1. Пусть 
( )m mA C X B AW×∈ , , = .C  

Оператор B Iλ−  является оператором Фред-
гольма тогда и только тогда, когда  

 для всехj jλ λ λ± ±| |=| | ,             (1.1) 
т. е. спектр Фредгольма есть объединение ко-
нечного числа окружностей:  

( ) { }F j j jB S S λ λ λ± ± ±Σ = , = :| |=| | .∪  
Весь спектр ( )BΣ  принадлежит кольцу K ,  за-
ключенному между окружностью с наибольшим 
радиусом и окружностью с наименьшим радиусом.  

При ( )F Bλ ∉Σ  индекс оператора выража-
ется формулой  

( ) ( ) ( )ind B Iλ ν λ ν λ+ −− = − .  
Дополнение \ jK K S ±′ = ∪  представляет со-

бой конечный набор непересекающихся откры-
тых колец, в каждом из которых величины ( )ν λ+  
и ( )ν λ−  постоянны. Так как 

( ) ( ) ( )ind B Iλ ν λ ν λ+ −− = − ,  
то те кольца, где ( ) ( ) 0ν λ ν λ+ −− ≠ ,  принадлежат 
спектру ( )BΣ .   

Если в некотором кольце выполнено 
( ) ( ) 0ν λ ν λ+ −− = ,  

то оператор B Iλ−  фредгольмов и имеет нуле-
вой индекс. Такой оператор может быть обрати-
мым и может быть необратимым. Эти свойства 
не определяются через пределы ( )A ±∞ ,  а зави-
сят от всех коэффициентов ( )A k .  Эта зависи-
мость имеет более сложный вид и описывается с 
помощью свойств вспомогательного отображе-
ния λβ ,  называемого линейным расширением 
отображения сдвига.  

Пусть mE X= × .C  Для заданного λ  ото-
бражение E Eλβ : → ,  ассоциированное с опера-
тором B,  задается формулой:  

1( ) ( ( ) ( ) ) mx x A x x Xλβ ξ α λ ξ ξ−, = , , ∈ , ∈ .C  
Произведение mE X= ×C  является m -мер-

ным векторным расслоением над X  со слоями 
{ } m

xE x= × .C  Так как m
xE ≈ ,C  в каждом таком 

слое определено скалярное произведение и опре-
делена норма. Далее используем обозначение 
( ) mx ξ ξ, := .C   

Каждое подмножество S E⊂  разбивается 
на слои x xS S E= ∩ ,  подмножество называется 
векторным подрасслоением, если слои xS  явля-
ются векторными подпространствами одинаковой 
размерности и при этом непрерывно зависят от x.   

Отображение λβ  линейно отображает слой 
над точкой x X∈  в слой над точкой ( )xα .  Ото-
бражение векторного расслоения в себя, обла-
дающее указанным свойством, называется ли-
нейным расширением отображения α  [9].  

Cвязи линейного расширения λβ  с опера-
тором, непосредственно следующие из опреде-
лений, описываются в следующей лемме.  

Лемма 1.1. Последовательность векторов 
( ( ))u u k=  является решением однородного 
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уравнения ( ) ( 1) ( )A k u k u kλ+ =  в пространстве 
всех последовательностей векторов тогда и 
только тогда, когда последовательность 
( ( ))k u k,  (график последовательности u ) явля-
ется траекторией при действии λβ  на E,  т. е. 
выполнено равенство  

 ( ( )) (0 (0))kk u k uλβ, = , .    (1.2) 
Если ( ( ))u u k=  есть произвольная последова-
тельность векторов и 1( )nB uη λ −= ,  то график 
последовательности η  является образом гра-
фика последовательности u :   

 ( ( )) ( ( ))n k n u k n k kλβ η− , − = , .         (1.3) 
Равенство (1.2) получаем непосредственной 

проверкой; фактически отображение λβ  строи-
лось так, чтобы выполнялось это равенство.  

Оператор 1( )nBλ −  действует на последова-
тельность 2( ( )) ( )mu u k l= ∈ ,Z C  по формуле  

( ) [( ) ]( ) ( )n n
n kk B u k M u k nη λ λ−
,= = − ,  

где n kM ,  есть матрица  

 1 1 1( 1) ( 2) ( )n kM A k A k …A k n− − −
, = − − − .  (1.4) 

По построению, действие nβ  задается с помо-
щью той же матрицы:  

( ( ))
( ( )) ( ( ))

n

n k n

k n u k n
k M u k n k k

β
η, −

− , − =
= , − = , .

 

Менее очевидная связь линейного расшире-
ния с оператором описывается с использованием 
следующих понятий.  

Векторное подрасслоение sE E⊂  называ-
ется устойчивым в положительном направлении, 
если существуют 0C >  и 1γ <  такие, что для 
всех ( ) sx Eξ, ∈  выполняется неравенство  

( ) ( ) 0n nx C x nλβ ξ γ ξ|| , ||≤ , , ≥ .  

Векторное подрасслоение uE E⊂  называ-
ется неустойчивым в положительном направле-
нии, если существуют 0C >  и 1γ <  такие, что 
для всех ( ) ux Eξ, ∈  выполняется неравенство  

( ) ( ) 0n nx C x nλβ ξ γ ξ−|| , ||≥ , , ≥ .  
Основной результат об обратимости форму-

лируется следующим образом [4], [5].  
Предложение 1.2. Оператор B Iλ−  обра-

тим тогда и только тогда, когда существуют 
векторные подрасслоения sE  и uE ,  устойчивые 
и неустойчивые для линейного расширения λβ ,  
такие, что s uE E E= ⊕ ,  т. е. для любого x X∈  
выполнено  

 s u m
x xE E⊕ = C        (1.5) 

и, значит, определен проектор ( )p x  на слой s
xE ,  

задающий разложение (1.5).  

Если это условие выполнено для некоторого 
0λ ,  то оно выполнено для всех λ,  лежащих в 

том же кольце 0K  из K ′,  что и 0λ .  В 0K  ус-
тойчивое и неустойчивое подрасслоения sE  и 

uE  определены однозначно и не зависят от λ.   
В кольце 0K  резольвента 

1( ) ( )R B B Iλ λ −, = −  
задается формулой  

1
1

1
0

1( ) [ ]j j j
j

j
R B B P B I Pλ λ

λ

+∞ −
− +

+
= −∞

, = − − ,∑ ∑   (1.6) 

где P есть проектор в 2 ( )ml , ,Z C  действующий как 
умножение на последовательность матриц ( )p k .    

Это предложение позволяет выделить среди 
колец, составляющих множество K ′,  те кольца, 
которые не принадлежат спектру оператора ,B  
и, тем самым, найти спектр оператора и постро-
ить резольвенту.  
 

2 Условия правосторонней обратимости 
Согласно лемме 1.1, решение однородного 

уравнения ( ) 0B I uλ− =  однозначно определяет-
ся по своему значению в одной точке, например, 
по значению (0)u .  Поэтому ядро оператора 
B Iλ−  конечномерно и его размерность не пре-
восходит m.  Отсюда следует, что если оператор 
B Iλ−  обратим справа, но необратим, то он яв-
ляется оператором Фредгольма и имеет положи-
тельный индекс.  

Из сказанного выше получаем, что если в не-
котором кольце (из числа составляющих множе-
ство \ kK K S ±′ = ∪ ) выполнено ( ) ( ) 0ν λ ν λ+ −− < ,  
то оператор B Iλ−  не может быть обратимым 
справа, и такое кольцо принадлежит существен-
ному спектру ( )B+Σ .  Если в некотором кольце 
выполнено ( ) ( ) 0ν λ ν λ+ −− = ,  то из обратимости 
справа следует обратимость, и такое кольцо не 
принадлежит существенному спектру ( )B+Σ .  
Поэтому необходимым условием правосторон-
ней обратимости B Iλ−  является неравенство  

( ) ( )ν λ ν λ+ −> .  
Покажем, как некоторая модификация рас-

смотренных выше конструкций позволяет иссле-
довать правостороннюю обратимость оператора 
B Iλ−  и построить правостороннюю резольвен-
ту. Для этого введем ряд аналогов использован-
ных выше понятий.  

Подмножество S E⊂  называется вектори-
альным подмножеством, если для любого x  слой 

xS  является векторным подпространством в xE  [9].  
Подмножество S E⊂  называется вектори-

альным подрасслоением, если слои xS  являются 
векторными подпространствами и непрерывно 
зависят от x.  
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Векториальное подмножество может иметь 
слои разной размерности, в определении векто-
риального подрасслоения условие непрерывно-
сти существенно только в точках ±∞;  непрерыв-
ность в этих точках означает, в частности, что 
слои kS  имеют одинаковую размерность при 
k k +>  и имеют одинаковую размерность при 
k k −< .   

Приведенные выше определения устойчи-
вости и неустойчивости подрасслоения не ис-
пользуют того, что рассматриваемое множество 
S  является подрасслоением и имеет смысл для 
произвольных подмножеств.  

Подмножество S E⊂  будем называть ус-
тойчивым в положительном направлении (в от-
рицательном направлении), если существуют 

0C >  и 1γ <  такие, что для всех ( )x Sξ, ∈  вы-
полняется неравенство  

( ) ( ) 0 ( 0)n nx C x n nλβ ξ γ ξ| ||| , ||≤ , , ≥ ≤ .  
Подмножество S E⊂  называется неустой-

чивым в положительном направлении (в отрица-
тельном направлении), если существуют 0C >  и 

1γ <  такие, что для всех ( )x Sξ, ∈  выполняется 
неравенство  
 ( ) ( ) 0 ( 0)n nx C x n nλβ ξ γ ξ−| ||| , ||≥ , , ≥ ≤ .  

Заметим, что если подмножество S E⊂  
инвариантно относительно β  и 1β − ,  то устой-
чивость в отрицательном направлении эквива-
лентна неустойчивости в положительном на-
правлении. Для произвольных подмножеств та-
кой связи нет и указанные четыре свойства раз-
личны.  

Множеством асимптотической устойчи-
вости для λβ  на ±∞  будем называть подмноже-
ство E E± ⊂ ,  состоящее из пар ( )x Eξ, ∈ ,  для 

которых ( ) 0n kλβ ξ, →  при n →±∞.   
Важным техническим моментом в данной 

работе является следующее известное утвержде-
ние о «факторизации со сдвигом» последова-
тельности матриц, идея которого восходит к ра-
ботам А. Пуанкаре и О. Перрона [6], [8].  

Лемма 2.1.  При выполнении условия (1.1) 
для любого q∈Z  существует такая последова-
тельность невырожденных матриц ( )D k k q, ≥ ,  
имеющая невырожденный предел ( )D +∞ ,  что 
после замены  

( ) ( )
( )

( ),
D k u k k q

v k
u k k q

, ≥ ,⎧
= ⎨ < ;⎩

 

оператор B переходит в оператор взвешенного 
сдвига, у которого коэффициенты  

1( ) ( ) ( ) ( 1)A k D k A k D k−′ = +  
имеют при k q>  блочно-диагональный вид 

( ) 0
( )

0 ( )
A k

A k
A k

+

−

⎛ ⎞
′ = ,⎜ ⎟

⎝ ⎠
      (2.1) 

где ( )A+ +∞  есть матрица размерности ( ),ν λ+  у 
которой модули собственных значений больше ,λ  

( )A− +∞  есть матрица размерности ,m ν +−  у ко-
торой модули собственных значений меньше .λ   

Инвариантные подпространства, соответст-
вующие блокам в (2.1), обозначим ( )L± +∞ .   

Из леммы 2.1 следует также, что при k q≤  
оператор также может быть приведен к виду, в 
котором матрицы коэффициентов имеют при 
k q≤  аналогичный блочно-диагональный вид. 
Но здесь блоки имеют размерности ( )ν λ−  и 
m ν −− ,  и у матрицы ( )A+ −∞  модули собствен-
ных значений больше λ| |,  а у матрицы ( )A− −∞  
модули собственных значений меньше λ| | .  Со-
ответствующие инвариантные подпространства 
обозначим ( )L± −∞ .   

Говорят, что для матрицы A  выполнено ус-
ловие Перрона, если модули всех m  собствен-
ных значений различны. В [10] показано, что 
если для матриц ( )A ±∞  выполнены условия 
Перрона, то существует такая двусторонняя по-
следовательность матриц ( )D k ,  что замена 

( ) ( ) ( )v k D k u k=  приводит матрицу коэффициен-
тов к диагональному виду для всех k.  В этом 
случае исследование оператора сводится к ис-
следованию m  скалярных операторов.  

Но в общем случае невозможно глобальное 
приведение даже к блочно-диагональному виду: 
размерности соответствующих блоков разные 
при k q>  и при k q< ;  кроме того, для приведе-
ния коэффициента в точке q  к блочно-
диагональному виду, согласованному с видом 
при k q> ,  надо делать одну замену, а для приве-
дения к блочно-диагональному виду, согласо-
ванному с видом при k q< ,  надо делать другую 
замену.  

Поэтому наиболее простой вид, к которому 
может быть приведен оператор ,B  следующий: 
при k q>  матрицы ( )A k  блочно-диагональны с 
блоками размерностей ( )ν λ+  и ( )m ν λ+− ,  при 
k q<  матрицы ( )A k  блочно-диагональны с бло-
ками размерностей ( )ν λ−  и ( )m ν λ−− ,  матрица 

( )A q  произвольная. В этом случае будем гово-
рить, что оператор записан в нормальной форме.  

Кроме того, будем считать, что в каждом 
слое kE  задано такое скалярное произведение 

k
ξ η, ,  что при k q>  подпространства ( )L+ +∞  
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и ( )L− +∞  ортогональны, а при k q<  ортогональ-
ны подпространства ( )L+ −∞  и ( )L− −∞ .  Такое 
скалярное произведение порождает в простран-
стве 2 ( )ml ;Z C  норму, эквивалентную исходной.  

Ввиду равенства 1( )B I B Iλλ λ− = − ,  иссле-
дование можно свести к случаю спектральной 
точки 1  для оператора взвешенного сдвига 1 Bλ .  
В связи с этим для упрощения обозначений за-
фиксируем далее 0 1λ =  и 1β β=  и далее будем 
считать, что для 0 1λ =  выполнены условия (1.1). 
Тогда кольцо 0K ,  содержащее 0 1λ = ,  имеет вид  

 0 { }K r rλ λ− += : <| |< ,            (2.2) 
где  

max{ ( ) ( ) 1}j jr λ λ− = | ± |:| ± |< ,   

min{ ( ) ( ) 1}j jr λ λ+ = | ± |:| ± |> .  

В этом кольце величины ( )ν λ±  не зависят 
от λ,  будем обозначать их ν ± .   

Непосредственным следствием леммы 2.1 
является описание множеств асимптотической 
устойчивости.  

Лемма 2.2. Пусть 0K  есть кольцо (2.2). 
Множество E±  асимптотической устойчиво-
сти для β  является векториальным подмноже-
ством, инвариантным относительно β  и 1β − ,  
и оно является множеством асимптотической 
устойчивости для λβ  при всех λ  из кольца 0K .    

Над подмножеством { }+∞∪Z  вектори-
альное подмножество E+  является векторным 
подрасслоением размерности ,ν +  причем  

lim ( )kk
E E L+ + +

+∞→+∞
= = +∞ .  

При этом может не существовать предел по-
следовательности слоев kE+  при k → −∞.   

Если ( )x Eξ +, ∉ ,  то ( )n xβ ξ, → ∞  при 
n → +∞.   

Для заданного q∈Z  векторное расслоение 
E+  над множеством { 1 }qX q q …+ = , + ,  является 
устойчивым в положительном направлении: для 
любого 1γ < ,  удовлетворяющего условию 

1 1
r

γ+ < < ,  существует число qC+ ,  что при x q≥  

и всех ( )x Eξ +, ∈  выполняются неравенства  
( ) ( ) 0n n

qx C x nλβ ξ γ ξ+|| , ||≤ , , ≥ .  
При этом не существует постоянной, при ко-
торой эти неравенства выполнены для всех 
x > −∞.    

Аналогичными свойствами обладает мно-
жество E− .   

Доказательство. Если оператор записан в 
нормальной форме, то подмножество E+  имеет 

следующий вид: если k q> ,  то ( )kE L+ += +∞  – 
это есть подпространство, порожденное первыми 
ν +  базисными векторами, а для k q≤  слои kE+  
задаются как траектория подпространства qE+  

при действии отображения 1β − :   
( )n

q n qE Eβ+ − +
− = .  

Над точкой −∞  имеем ( ),E L+ +
−∞ = −∞  и размер-

ность этого слоя есть ν − .   
Для оператора, записанного в нормальной 

форме, все утверждения леммы проверяются 
непосредственно. При преобразованиях подобия, 
описанных в лемме 2.1, множество асимптотиче-
ской устойчивости переходит в множество асим-
птотической устойчивости; свойство устойчиво-
сти переходит в свойство устойчивости с тем же 
показателем γ  и другой постоянной C.  Поэтому 
утверждения леммы выполнены и для оператора, 
не имеющего канонического вида.  

Аналогично устроено подрасслоение E−:  
если 1k q< − ,  то ( )kE L− −= −∞ ,  размерность это-
го слоя есть m ν −− ;  для 1k q≥ −  слои kE−  зада-
ются как траектория подпространства 1qE−

−  при 
действии отображения :β   

1 1( )n
q n qE Eβ− −
+ − −= .  

Над точкой +∞  имеем ( ),E L− −
+∞ = +∞  и размер-

ность этого слоя есть m ν +− .    
Свойства оператора B Iλ−  могут быть опи-

саны с помощью множеств асимптотической 
устойчивости.  

Теорема 2.1. Пусть 0K  есть кольцо (2.2). 
При 0Kλ ∈  следующие свойства эквивалентны  

1) оператор B Iλ−  обратим справа;  
2) dim( )q qE E ν ν+ − + −∩ = − ;   

3) m
q qE E C+ −+ = .   

В частности, величина dim( )q qE E+ −∩  оди-
накова для всех q∈ .Z    

Доказательство. Необходимым и доста-
точным условием правосторонней обратимости 
фредгольмова оператора является условие  

dim ( ) 0Ker B Iλ ∗− = .  
Из формулы индекса получаем, что это условие 
эквивалентно тому, что  
 dim ( ) ( )Ker B I ind B Iλ λ ν ν+ −− = − = − .  

В пространстве 2 ( )ml ,Z C  рассмотрим ре-
шения ( ( ))u k  однородного уравнения 

( ) 0B I uλ− = .  
Согласно лемме 1.1, каждое решение ( ( ))u k  яв-
ляется траекторией некоторой точки ( )q ξ,  при 
действии λβ .   
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Если ( ) ( )q qq E Eξ + −, ∈ ,∩  то последователь-
ность ( ( ))u k  быстро убывает на ±∞  и принад-
лежит пространству 2 ( )ml , .Z C   

Если ( ) qq Eξ ±, ∉ ,  то ( )u k|| ||→ ∞  при 
k → ±∞  и, значит, последовательность ( ( ))u k  не 
принадлежит пространству 2 ( )ml , .Z C   

Таким образом, векторы ξ  из q qE E+ −∩  и 
только они порождают решения однородного 
уравнения, принадлежащие пространству 

2 ( )ml , .Z C  При этом линейно независимым век-
торам ξ  соответствуют линейно независимые 
решения. Поэтому  

dim ( ) dim( )q qKer B I E Eλ + −− = .∩  
Для размерности алгебраической суммы подпро-
странств q qE E+ −+  имеем равенство  

dim( )

dim dim dim( )

dim( )

q q

q q q q

q q

E E

E E E E

m E Eν ν

+ −

+ − + −

+ − + −

+ =

= + − ∩ =

= + − − ∩ .

 

Поэтому dim( )q qE E m+ −+ =  тогда и только 

тогда, когда dim( )q qE E ν ν+ − + −∩ = − .    
 

3 Правосторонняя резольвента  
Основной результат работы заключается в 

том, что в каждом из колец, составляющих мно-
жество ( ) \ ( )B B+Σ Σ ,  можно построить правосто-
роннюю резольвенту по формуле, аналогичной 
формуле (1.6) для резольвенты. По формулиров-
ке этот результат похож на предложение 1.2, от-
личие только в том, что рассматриваются не век-
торные, а векториальные подрассслоения. 

Здесь следует отметить, что в предложении 
1.2 векторные подрасслоения автоматически яв-
ляются инвариатными относительно β  и 1,β −  а 
в теореме 3.1 векториальные подрасслоения не 
являются инвариантными и имеют разные раз-
мерности слоёв в разных точках.  

Как пояснено выше, достаточно рассмот-
реть λ  из кольца 0K ,  заданного (2.2).  

Теорема 3.1. Оператор B Iλ−  обратим 
справа тогда и только тогда, когда существу-
ют устойчивое (относительно λβ ) в положи-
тельном направлении векториальное подмноже-
ство V +  и устойчивое в отрицательном направ-
лении векториальное подмножество ,V −  такие, 
что для любого x X∈  выполнено  

m
x x xE C V V+ −≡ = ⊕                   (3.1) 

и, следовательно, определен проектор ( )p x  на 

xV +  в слое xE ,  который задает разложение  
(3.1). Если это условие выполнено для 0 1λ = ,  то 

в кольце (2.2) правосторонняя резольвента мо-
жет быть построена по формуле  

1
1

1
0

1( ) [ ]j j j
r j

j

R B B P B I Pλ λ
λ

+∞ −
− +

+
= −∞

, = − − ,∑ ∑   (3.2) 

где P есть проектор в 2 ( )ml , ,Z C  действующий как 
умножение на последовательность матриц p(k).  

Первую часть доказательства сформулиру-
ем в виде леммы.  

Лемма 3.1. Пусть для 0 1λ =  существуют 
устойчивое в положительном направлении век-
ториальное подмножество V +  и устойчивое в 
отрицательном направлении векториальное 
подмножество V −,  такие, что для любого 
x X∈  выполнено (3.1). Тогда справедливы сле-
дующие утверждения.  

Для всех x X∈  выполнено q qV E+ +⊂ ,  

q qV E− −⊂ ,  причем ( ) ( )V E± ±±∞ = ±∞ .   

Существует N +,  такое, что для q N +≥  
выполнено q qV E+ +=  и dim qV m ν− += − .   

Существует N −,  такое, что для q N −≤  
выполнено q qV E− −=  и dim qV m ν+ −= − .   

При этом последовательности слоев qV ±  
имеют на ±∞  пределы, равные, соответствен-
но, ( )E± ±∞ .  В частности, векториальные под-
множества V ±  являются векториальными под-
расслоениями.  

Векториальные подрассслоения V +  и V −  
являются устойчивыми относительно λβ  для 
всех 0Kλ ∈ .   

Доказательство. По определению устойчи-
вости подмножества V +  существуют C+  и 

1γ + <  такие, что для ( )k Vξ +, ∈  выполняется 
неравенство  

 ( ) ( ) 0n nk C nλβ ξ γ ξ+ +|| , ||≤ , ≥ .   (3.3) 

В частности, ( ) 0n kλβ ξ|| , ||→  при n → +∞.  По-
этому для любого x X∈  слой xV +  принадлежит 
слою xE+ .   

Аналогично, ( ) 0n xλβ ξ−|| , ||→  при n → +∞,  
для ( )x Vξ −, ∈ ,  откуда x xV E− −⊂ .   

В точках x = ±∞  имеем разложение 

x x xE E E+ −= ⊕ ,  поэтому равенство (3.1) возможно 
только при x xV E± ±= .   

Покажем, что для достаточно больших k  
выполнено k kV E+ += .  Зафиксируем точку q  и 
пусть k q n= + .   

Предположим, что q n q nV E+ +
+ +≠ .  Тогда 

dim dimq n q nV E m− +
+ ++ >  
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и, следовательно, {0}q n q nV E− +
+ + ≠ .∩  

Пусть n q n q nV Eξ − +
+ +∈ ,∩  0nξ ≠ .  Рассмотрим точку 

( ) ( )n
nq q nξ β ξ−, = + , .  В силу включения 

n q nVξ −
+∈  и устойчивости V −  справедлива оценка  

( ) ( )n n
n nq n Cβ ξ ξ γ ξ− − −+ , = ≤ .  

С другой стороны, в силу включения 
n qEξ +∈ ,  выполнено  

( )n
n q qCξ γ ξ+ +≤ .  

Таким образом, для вектора nξ  имеем оценку 
( ) ( )n n

n q q nC Cξ γ γ ξ+ + − −≤ .  

Существует такое N ,  что ( ) ( ) 1N NC Cγ γ
++ + − − < .  

Тогда, в силу того, что 0nξ ≠ ,  при n N≥  полу-
чаем противоречие.  

Значит, k kV E+ +=  для k N q N+≥ = + ,  в ча-
стности,  

lim limk kk k
V E E+ + +

+∞→+∞ →+∞
= = .  

Отсюда следует, в частности, что при 
k N +≥  имеем  

{0}k kV E− + = .∩  
Далее будем считать, что оператор записан 

в нормальной форме и введено описанное выше 
скалярное произведение. При такой записи все 
подпространства kE+  одинаковы при больших 
k :  ( )kE E L+ + +

+∞= = +∞ .   
Покажем, что с дальнейшим ростом k  под-

пространство kV −  не только не пересекается с 

kE+ ,  но и становится «почти ортогональным» к 
нему, откуда следует, что существует предел 
последовательности подпространств kV −  и  

lim kk
V E− −

+∞→+∞
= .  

Уточним, что мы понимаем под сходимостью 
подпространств в конечномерном гильбертовом 
пространстве. Расстояние между подпространст-
вами 1L  и 2L  может быть задано формулой  

1 21 2( ) L LL L P P, = − ,  

где 
jLP  есть ортогональный проектор на соответ-

ствующее подпространство jL .  Как известно 
[11], это расстояние для подпространств одина-
ковой размерности может быть также задано 
формулой  

2 2 21 1 1
1 2 1 211

( ) max { min }
LL

L L
ξ ξξ ξ

ξ ξ
∈ , =∈ , =

, = − .  

Покажем, что ( ) 0kV E− −
+∞, →  при k → +∞.   

Пусть ( )n q nq n Vξ −
++ , ∈  и пусть 

( ) ( )n
nq q nξ β ξ−, = + , .  

В силу включения n q nVξ −
+∈  справедлива оценка  

( ) ( )n n
n nq n Cβ ξ ξ γ ξ− − −+ , = ≤ .  

Рассмотрим проекции n nQ Qη ξ η ξ= , = ,  где Q  
есть ортогональный проектор на подпространст-
во ( )L+ +∞ .   

Тогда ( ) qq Vη +, ∈  и выполнено неравенство  

( ) ( )n nq Cβ η γ η+ +, ≤ .  
В силу перестановочности Q  с действием β  
имеем ( ) ( )n

nq q nβ η η, = + , .  В результате имеем 
цепочку неравенств  

( ) ( )

( ) ( )

n n
n

n n
n

Q C C

C C

ξ γ η γ ξ

γ γ ξ

+ + + +

+ + − −

≤ ≤ ≤

≤ .
 

Таким образом, для больших n  проекция 
nQξ  мала по сравнению с вектором .nξ  Это с 

геометрической точки зрения означает, что век-
тор nξ  почти ортогонален к подпространству 

( )L+ +∞ .  Из этого получаем требуемое. Для 0ε >  

выберем 0n  так, что 0( )nC C γ γ ε+ − + − < .  Пусть 

0n n≥  и 1n q n nVξ ξ−
+∈ , = .  Вектор [ ] nI Q ξ−  

принадлежит L−  и выполнено  
[ ]m nI Qξ ξ ε− − ≤ .  

Отсюда получаем, что ( )q nL V ε− −
+, < ,  что и тре-

бовалось доказать.  
Доказательство теоремы 3.1. Пусть для под-

множеств V +  и V −  выполнены условия теоремы.  
Обратим внимание на то, что здесь проек-

торы ( )p k  не являются ортогональными и могут 
иметь большие нормы. В частности, если для 
некоторых векториальных подмножеств V +  и 
V −  выполнено (3.1), то из этого еще не следует, 
что последовательность проекторов ( )p k  огра-
ничена. Но если эти подмножества устойчивы, 
то, согласно лемме 3.1, последовательность про-
екторов ( )p k  имеет пределы на ±∞  и, следова-
тельно, ограничена по норме. Поэтому оператор 
P  является ограниченным и  

sup ( )
k

P p k= .  

Докажем сходимость по норме ряда из ог-
раниченных линейных операторов  

 1

1

j jB Pλ
+∞

− − .∑                         (3.4) 

Пусть 2 ( )mu l∈ , ,Z C  v Pu= ,  т. е. 
( ) ( ) ( )v k p k u k= .  Тогда  

v P u≤ .  

Согласно формуле (1.3), если ( ) [ ]( )nk B v kη −= ,  
то ( ( )) ( ( ))nk k k n v k nη β, = − , − .  Поскольку 
( ( )) k nk n v k n V +

−− , − ∈ ,  выполнены неравенства 
(3.3), из которых получаем оценку  
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( ) ( ) ( )nk C v k nη γ+ +≤ −  
и неравенство  

( )n nB v C vγ− + +≤ .  
Таким образом,  

( )n nB Pu P C uγ− + +≤ ,  
откуда следует оценка норм операторов:  

( )n nB P P C γ− + +≤ .  

Поэтому ряд (3.4) сходится при 1γ λ+ | |<  и для 
нормы суммы ряда имеем оценку  

1

1 1
j jB P C P γλ

γ λ

++∞
− − +

+≤ .
− | |∑  

Утверждение, что V +  является устойчивым отно-
сительно λβ  для любого 0Kλ ∈ ,  означает, в част-
ности, что для заданного 0Kλ ∈  число γ +  в (3.3) 
может быть выбрано так, что 1γ λ+ | |< .  Отсюда 
следует сходимость ряда (3.4) при всех 0Kλ ∈ .   

Аналогично из устойчивости в отрицатель-
ном направлении V −  получаем сходимость ряда  

1
1 [ ]j jB I Pλ

−
− +

−∞

−∑  

при 0Kλ ∈  и оценку нормы суммы ряда.  
Проверка того, что сумма ряда (3.2) есть 

правый обратный, осуществляется прямыми вы-
числениями.  

Пусть теперь выполнено условие правосто-
ронней обратимости. Существует много пар ус-
тойчивых подмножеств V +  и V − ,  для которых 
выполнены условия теоремы, укажем некоторые 
из них. Зафиксируем точку q∈Z  и зададим век-
ториальные подмножества по правилу  

( )

( )

k
k

k

k
k

k

E k q
V

E k q

E k q
V

E k q

+
+

− ⊥

+ ⊥
−

−

⎧ , ≥ ,⎪= ⎨
< ;⎪⎩

⎧ , ≥ ,⎪= ⎨
, < .⎪⎩

              (3.5) 

Здесь ортогональное дополнение понимает-
ся по отношению к скалярному произведению, 
соответствующему нормальной  форме операто-
ра. Для оператора, записанного в нормальной  
форме, устойчивость построенных векториаль-
ных подмножеств проверяется непосредственно, 
 ввиду явного задания этих подмножеств. 
 

4 О структуре устойчивых векториаль-
ных подмножеств 

В заключение обсудим произвол, который 
имеется в построении множеств V +  и V −  и влия-
нии их выбора на норму построенной правосто-
ронней резольвенты. Этот вопрос связан с иссле-
дованием более сложных операторов взвешенно-
го сдвига, которое может быть сведено к иссле-
дованию семейства дискретных операторов. Но 

при этом играет роль существование таких пра-
вых обратных, что множество их норм в сово-
купности ограничено. Поэтому возникает задача 
о построении правых обратных с достаточно ма-
лой нормой. Построенные выше правые обрат-
ные (и их нормы) зависят от выбора пары V +  и 
V − ,  причем в оценку нормы правосторонней 
резольвенты входит величина C C+ −+ .  Поэтому 
нужно строить V +  и V −  так, чтобы соответст-
вующие оценки выполнялись для постоянных 
C+  и C−  с достаточно малой суммой C C+ −+ .   

Поясним эту задачу на примере оператора 
B  в пространстве 2 ( )l ,Z C  скалярных последо-
вательностей, действующего по формуле 
( )( ) ( ) ( 1)Bu k a k u k= + ,  где ( )a k  – заданная огра-
ниченная числовая последовательность, имею-
щая на бесконечности пределы ( ) 0a ±∞ ≠ .   

Как следует из предыдущего, оператор 
B I−  обратим справа тогда и только тогда, когда 

( ) 1 ( )a a| −∞ |< <| +∞ | .  Для любого q∈Z  можем 
построить подмножества V +  и V −  по формулам 
(3.5) и по формуле (3.2) построить правый об-
ратный qR  к оператору B I− .  Оценки снизу и 

сверху для норм qR  получены в [12]. Из этих 

оценок следует, что qR →∞  при q → ±∞.  По-
этому для заданной постоянной C  условие 

qR C≤  может быть выполненным только для 
конечного множества значений q.  В частности, 

существует значение q,  при котором qR  ми-
нимальна.  

Таким образом, даже в скалярном случае и 
при рассмотрении только векториальных под-
множеств V +  и V −  вида (3.5) имеется большой 
произвол в выборе этих подмножеств, сущест-
венно влияющий на норму построенного правого 
обратного.  

Пусть векториальные подмножества V +  и 
V −  удовлетворяют условиям теоремы, в частно-
сти, для любого k  выполнены условия  

, m m
k k k k kV E E E C V V C± ± + − + −⊂ + = , ⊕ = .   (4.1) 

Проанализируем, какой произвол имеется в выбо-
ре слоев kV ± ,  удовлетворяющих этим условиям.  

Пусть  
{

}
( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0 ,n n

S C x E

x C x n

γ ξ

β ξ γ ξ

+ + +

+ +

, = , ∈ :

, ≤ , , ≥
 

т. е. ( )S C γ+ + +,  есть максимальное устойчивое в 
положительном направлении множество, соот-
ветствующее заданным постоянным. Рассмотрим 
слой ( )kS C γ+ + +,  над точкой k.   
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По построению, если ( ) ( )n
nk n kξ β ξ+ , = , ,  

то n n kMξ ξ,= ,  где матрицы n kM ,  заданы форму-

лой (1.4). Величину 
2

( )n kβ ξ,  рассмотрим как 
функцию от ξ;  тогда  

2
( ) ( )n

n k n k n kk M Mψ ξ β ξ ξ ξ∗
, , ,:= , = , ,  

откуда видно, что ( )n kψ ξ,  есть положительно оп-
ределенная квадратичная (эрмитова) форма. Ве-
личина 2[ ( ) ( ) ]nC qγ ξ+ + ,  также является положи-
тельно определенной квадратичной формой.  

Каждая из разностей  
22

2 2

( ) [ ( ) ( ) ] ( )

[ ( ) ]( )

n n
n k

n
n k n k

C k k

M MC

ϕ ξ γ ξ β ξ

γ ξ ξ

+ +
,

+ ∗+
, ,

= , − , =

= − ,
 

также является квадратичной формой, причем 
неравенство  

( ) ( ) ( )n nk C kβ ξ γ ξ+ +, ≤ ,  

эквивалентно неравенству ( ) 0n kϕ ξ, ≥ .  Здесь су-
щественно, что формы ( )n kϕ ξ,  могут не быть 
положительными.  

Рассмотрим произвольную квадратичную 
форму ( )ϕ ξ  и множество  

{ ( ) 0}K ξ ϕ ξ= : ≥ .  
Как известно, с помощью линейной замены 

переменных Mξ η=  можно ввести новую сис-
тему координат η  таким образом, что квадра-
тичная форма будет иметь канонический вид  

1

2

2 2

1
( )

d m

j j
j j d

Mϕ η η η
= =

= | | − | | .∑ ∑  

Поэтому  
1

2

2 2

1

d m

j j
j j d

K η η η
= =

⎧ ⎫⎪ ⎪= : | | ≥ | |⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑  

имеет структуру полнотелого конуса. Этот конус 
содержит векторные подпространства размерно-
сти d ,  где d  есть количество неотрицательных 
слагаемых в каноническом виде, и не содержит 
векторных подпространств размерности 1d + .  
Конус K  содержит, например, подпространство, 
порожденное первыми d  базисными векторами 
в системе координат η,  и содержит много дру-
гих d -мерных подпространств.  

Таким образом, каждое из множеств  
{ ( ) 0}n q n qK ξ ϕ ξ, ,= : ≥  

является некоторым конусом.  
Это рассуждение позволяет выяснить гео-

метрический смысл проведенных построений и 
утверждений, полученных в лемме 3.1, и полу-
чить дополнительную информацию о слоях kV ± .   

Теорема 4.1. Для любого k ∈Z  слой ( )kS C γ+ + ,  
является пересечением конусов и сам имеет 
структуру конуса:  

0

( )k n k
n

S C Kγ
+∞

+ +
,

=

, = .∩  

Для максимальной размерности ( )d k  векторных 
подпространств, содержащихся в этом слое, 
выполнены неравенства ( )d kν ν− +≤ ≤ .   

Существует такое N + ,  что при k N +≥  
слоем ( )kS C γ+ + ,  является векторное подпро-
странство kE+  размерности ν + .   

Существует такое N − ,  что при k N −≤  
выполнено ( )d k ν −=  и  

( ) {0}k kS C Eγ+ + −, = .∩  
При k → −∞  конусы ( )kS C γ+ + ,  стягива-

ются к ν − -мерному векторному подпростран-
ству ( )E+ −∞ .    

Для любого k ∈Z  выполнено  
( )k kS C Eγ+ + +, ⊂ ,  

причем существует такое ( )N k ,  что  

( )
n k k

n N k

K E
+∞

+
,

=

= .∩  

Поэтому слой ( )kS C γ+ + ,  может быть задан с 
помощью конечного числа условий  

( ) {
( ) 0 0 1 ( ) 1 }.

k k

n k

S C E
n … N k
γ ξ

ϕ ξ

+ + +

,

, = ∈ :

≥ , = , , , − ;
 

Аналогично устроено множество ( )S C γ− − −, ,  
устойчивое в отрицательном направлении, при 
этом в качестве слоя kV −  может быть выбрано 
любое векторное подпространство, принадлежа-
щее соответствующему конусу ( )kS C γ− − −, .   

Обсудим теперь выбор постоянных C+  и 
C−  и построение V +  и V − .  Для выполнения ус-
ловия m

k kC V V+ −= ⊕  нужно выбирать постоян-
ные C+  и C−  достаточно большими. Примеры 
показывают, что если зафиксировать некоторое 
«малое» значение C+ ,  то подходящее значение 
C−  приходится выбирать слишком большим.  

Поэтому можно руководствоваться сле-
дующим правилом. Строим конусы ( )kS C γ± , ,  
соответствующие одной и той же постоянной C.  
С ростом C  конусы ( )kS C γ± ,  увеличиваются; 
увеличиваем C  до тех пор, пока эти конусы не 
станут настолько большими, что будут содер-
жать требуемые векторные подпространства.  
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ОБРАЩЕНИЕ ОДНОГО КЛАССА ОПЕРАТОРОВ В БАНАХОВОМ 
ПРОСТРАНСТВЕ И НЕКОТОРЫЕ ЕГО ПРИМЕНЕНИЯ 

А.А. Атвиновский, А.Р. Миротин 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

THE INVERSE OF SOME CLASS OF OPERATORS IN BANACH SPACE 
AND ITS SEVERAL APPLICATIONS 

A.A. Atvinovskii, A.R. Mirotin 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Предложен метод обращения одного класса операторов в банаховом пространстве. Полученный результат применяется 
к уравнениям, содержащим замкнутые операторы. Рассмотрены примеры. 
 
Ключевые слова: функция Маркова, класс Крейна, функциональное исчисление, замкнутый оператор, операторное 
уравнение. 
 
The paper deals with the method proposed for the inverse of some class of operators. The result is applied to some equations 
with closed operators. The examples are considered. 
 
Keywords: Markov function, Krein class, functional calculus, closed operator, operator equation. 

 
 

Введение 
В статье рассмотрен класс функций bR ,  со-

держащийся в классе функций Маркова [0 ]R b, ,  
изучавшемся М.Г. Крейном [1], и класс замкну-
тых плотно определенных операторов в ком-
плексном банаховом пространстве X ,  спектр 
которых пересекается с отрезком [0 ]b,  по мно-
жеству { }b .  Целью работы являются теоремы, 
позволяющие разрешать уравнения, содержащие 
функции класса bR  от этих операторов, с помо-
щью введенного ниже функционального исчис-
ления ( bQ -исчисления), рассмотрены примеры. 

 
1 Вспомогательные сведения 
В дальнейшем нам понадобятся некоторые 

сведения о функциях классов Неванлинны R  и 
Крейна [ ]R a b,  [1].  

Говорят, что функция f  принадлежит 
классу R,  если она голоморфна в открытой 
верхней полуплоскости и отображает её в себя.  

Пусть a b< .  Будем говорить, что функция 
g  относится к классу [ ]R a b, ,  если она принад-
лежит R  и голоморфна и положительна на 
( ),a−∞,  и голоморфна и отрицательна на 
( )b, +∞ .  При этом g  можно единственным обра-
зом представить в виде  

 ( )( )
b

a

d tg z
t z
τ

= ,
−∫                (1.1) 

где τ  – ограниченная неубывающая функция, 
отличная от постоянной [1, c. 525–526]. Функции 
вида (1) называются функциями Маркова.  

Всюду ниже X  – банахово пространство 
над полем ,C  [ ] ( )a bV X,  – класс всех замкнутых 
плотно определенных операторов в пространстве 
X ,  спектры которых не пересекаются с отрез-
ком [ ]a b, .   

Определение 1.1 [2]. Для функции g  класса 
[ ]R a b,  с интегральным представлением (1.1) и 

оператора [ ] ( )a bA V X,∈  положим  

 ( ) ( ) ( )
b

a
g A R t A d tτ= , ,∫              (1.2) 

где 1( ) ( )R t A tI A −, = −  – резольвента оператора А.  
Для решения задачи об обратимости опера-

тора ( )g A  рассмотрим класс функций [ ]Q a b, .   
Определение 1.2 [3]. Пусть a b< .  Положим  

[ ] { 1 [ ]}.Q a b g g R a bϕ ϕ, = | = / , ∈ ,  
Известно [2], что функцию [ ]Q a bϕ ∈ ,  можно 
единственным образом представить в виде  

 ( ) ( )z z h zϕ α β= + − ,          (1.3) 
где [ ]h R a b∈ , ,  интегралы, представляющие ( )h a  и 

( )h b  по формуле (1.1), где 0,a =  сходятся, а числа 
α  и β  удовлетворяют следующим условиям:  

( ) 0,
( )0,
0,

a h a
b h b

α β
α β

β

+ − ≥⎧
⎪ + − ≤⎨
⎪ <⎩

 

причем  

 
( )lim

lim( ( ) )
x

x

x
x

x x

ϕβ

α ϕ β
→∞

→∞

= ,

= − .
                  (1.4) 
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Определение 1.3 [2]. Для [ ]Q a bϕ ∈ ,  вида 
(1.3) и оператора [ ] ( )a bA V X,∈  положим  

 ( ) ( )A A h Aϕ α β:= + −          (1.5) 

( )( ( )) ( ) ,D A D Aϕ =  где ( )h A  понимается в смыс-
ле определения 1.1. Данное функциональное ис-
числение будем называть [ ]Q a b, -исчислением.  

Роль [ ]Q a b, -исчисления видна из следую-
щей теоремы.  

Теорема 1.1 [2]. Для любой функции g  из 
класса [ ]R a b,  и оператора [ ] ( )a bA V X,∈  опера-
тор ( )g A  имеет левый обратный, задаваемый 
формулой  

 1( ) ( )g A Aϕ− = ,               (1.6) 
где 1 gϕ = / ,  и правая часть понимается в смыс-
ле [ ]Q a b, -исчисления.  
 

2 Теорема обращения 
Главной целью данной работы является 

распространение теоремы 1.1 на более широкий 
класс операторов.  

Определение 2.1. Будем говорить, что 
замкнутый плотно определенный оператор A  в 
пространстве X  принадлежит классу ( )bV X ,  
если ( ) [0 ] { }A b bσ ∩ , ⊆  и для некоторого 0M >  
выполняется неравенство  

( ) [0 )MR t A t b
b t

, ≤ , ∈ , .
−

 

Пример 2.1. Пусть 
( )( [1 )) 0pX L p b= ∈ ,∞ , > .R  

Рассмотрим оператор dA bI
dt

= +  с областью 

определения 1( ) ( )pD A W ,= R  (пространство Со-
болева). Известно (см., например, предложение 
8.4.1 в [5]), что A  замкнут и  

( ) ( ) t bA b i R t A u r uσ −= + , , = ∗ ,R  
где  

(0 )( ) ( )sr s e sλ
λ χ ,∞= −  при Re( ) 0λ < ,  

( 0)( ) ( )sr s e sλ
λ χ −∞,=  при Re( ) 0λ > .  

Следовательно, при [0 )t b∈ ,  имеем в силу нера-
венства Юнга для свертки  

1

1( ) t b L
R t A r

b t−, ≤ = .
−

 

Таким образом, ( )bA V X∈ .   
Определение 2.2. Пусть 0b > .  Будем гово-

рить, что функция g  принадлежит классу bR ,  
если она принадлежит классу [0 ]R b,  и опреде-
лена и непрерывна в точке z b= .   

В силу теоремы Б. Леви непрерывность в 
точке z b=  равносильна тому, что интеграл (1.1), 
в котором положено 0a = ,  сходится при z b= .   

Определение 2.3. Пусть g  есть функция 
класса bR  с интегральным представлением (1.1), 
где 0,a =  ( )bA V X∈ .  Определим оператор ( )g A  
формулой (1.2), в которой положено 0a = .   

Заметим, что интеграл в (1.2) существует в 
смысле Бохнера, так как  

0 0

( )( ) ( )
b b Md tR t A d t

b t
ττ, ≤ ,
−∫ ∫  

причем интеграл, стоящий в правой части, схо-
дится в силу определения 2.2. Следовательно, 
оператор ( )g A  ограничен.  

Возникающее функциональное исчисление 
будем называть bR -исчислением. Следующий 
пример показывает, что класс bR  содержит 
функции, не голоморфные в окрестности точки 
b,  а потому bR -исчисление не сводится к голо-
морфному.  

Пример 2.2. Из равенства  

0

( )( ) ln
bz b b t dtb b z

z t z
− −

− + − =
−∫  

следует, что функция 
( ) ( ) ln(( ) )g z b b z z b z= − + − − / ,  

где ln  обозначает главное значение логарифма в 
плоскости с разрезом по отрицательной части 
действительной оси, принадлежит классу bR .  
Легко видеть, что g  не голоморфна в окрестно-
сти точки b  (если бы функция ( )g z  голоморфно 
продолжалась в окрестность точки b,  то после 
замены ( )w z b z= − /  отсюда бы следовала голо-
морфная продолжимость функции lnw w  в окре-
стность нуля, что неверно).  

Следующая лемма связывает bR - и [0 ]R b, -ис-
числения.  

Лемма  2.1. Пусть bg R∈ ,  ( )bA V X∈ .  То-
гда для любого действительного 1k >  оператор 

( )g kA  определён в смысле [0 ]R b, -исчисления, 
причём  

( ) ( ) 0 ( 1 0)g kA g A k− → → + .  
Доказательство. Так как ( ) ( )kA k Aσ σ= ,  то 

( ) [0 ]kA bσ ∩ , = ∅  при 1k > ,  а потому оператор 
( )g kA  определён в смысле [0 ]R b, -исчисления. 

Далее, для любого [0 )t b∈ ,  и любого 1k >  спра-
ведлива оценка  

1 1 2( ) t M MR t kA R A
k k k b t k b t

⎛ ⎞, = , ≤ ≤ ,⎜ ⎟ − / −⎝ ⎠
 

а потому  

( ) 3( ) MR t kA R t A
b t

, − , ≤ ,
−

 

причем 13 ( ) ( )M b t L τ/ − ∈ .  Кроме того, для лю-
бого [0 )t b∈ ,  имеем с учетом непрерывности 
резольвенты на [0 )b,   
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( ) 1( ) ( ) 0tR t kA R t A R A R t A
k k

⎛ ⎞, − , = , − , →⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

при 1 0k → + .  Следовательно, по теореме Лебега 
о мажорированной сходимости  

0

( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0 ( 1 0)
b

g kA g A

R t kA R t A d t kτ

− ≤

≤ , − , → → + ,∫
 

что и требовалось доказать.  
Определение 1.4. Пусть 0b > .  Положим  

{ 1 }b bQ g g Rϕ ϕ= | = / , ∈ .  
Заметим, что [0 ] bQ b Q, ⊃ .   
Приведем лемму, которая даёт интегральное 

представление функций класса bQ .   
Лемма  2.2. Для того чтобы функция ϕ  

принадлежала классу bQ ,  необходимо и доста-
точно, чтобы её можно было представить в 
виде (1.3) с 0a = ,  где bh R∈ .  В частности, bQ  
есть конус.  

Доказательство. Если функция ϕ  принадле-
жит bQ ,  то она имеет вид (1.3) с 0a = ,  причем 
функция h  в этом представлении принадлежит bR ,  
так как она непрерывна в точке z b=  вслед за ϕ.   

Обратно, если функция ϕ  имеет вид (1.3) с 
0a = ,  причем bh R∈ ,  то, в силу теоремы об ин-

тегральном представлении функций класса 
[ ]Q a b,  из [3], она принадлежит [0 ]Q b,  и потому 

имеет вид 1 g/ ,  где [0 ]g R b∈ , .  А так как ϕ  не-
прерывна в точке b,  то bg R∈ ,  что и требова-
лось доказать.  

Определение 2.5. Пусть ( )bA V X∈ ,  bQϕ ∈ .  
Определим оператор ( )Aϕ  с областью опреде-
ления ( )D A  формулой (1.5), в которой ( )h A  по-
нимается в смысле определения 2.3. Возникаю-
щее функциональное исчисление будем называть 

bQ -исчислением.  
Основным результатом данной работы яв-

ляется  
Теорема  2.1. Для любой функции bg R∈  и 

любого оператора ( )bA V X∈  оператор ( )g A  
имеет левый обратный, задаваемый формулой  

 1( ) ( )g A Aϕ− = ,                      (2.1) 
где 1 gϕ = /  и правая часть понимается в смыс-
ле bQ -исчисления.  

Для доказательства нам понадобятся две 
леммы.  

Лемма  2.3. Для любых bg h R, ∈  и любого 
( )bA V X∈  операторы ( )g A  и ( )h A  коммути-

руют.  
Доказательство. В силу свойств голоморф-

ного функционального исчисления 

( ) ( ) ( ) ( ) ( 1)g kA h kA h kA g kA k= > ,  
осталось положить здесь 1 0k → +  и воспользо-
ваться леммой 2.1.  

Лемма 2.4. Для b bg R Qϕ∈ , ∈  и любого 
( )bA V X∈  операторы ( )g A  и ( )Aϕ  коммути-

руют в том смысле, что ( ) ( ) ( ) ( )g A A A g Aϕ ϕ⊂ .  
Кроме того, Im ( ) ( )g A D A⊂  и оператор 

( ) ( )A g Aϕ  ограничен.  
Доказательство. Покажем сначала, что при 

всех x X∈  справедливо включение 
( ) ( )( ( ( )))g A x D A D Aϕ∈ = .  

В самом деле, если τ  – представляющая мера 
для g,  то функция ( )t AR t A,  принадлежит 

1( )L τ ,  поскольку при [0 )t b∈ ,   

( ) ( ) 1 bMAR t A I tR t A
b t

, = − + , ≤ + .
−

 

Так как функция ( )t R t A,  также принадлежит 
1( )L τ ,  а оператор A  замкнут, то при всех x X∈  

имеем  
1 1

0 0

( ) ( ) ( ) ( )A R t A xd t AR t A xd tτ τ, = , ,∫ ∫  

причем левая часть существует, т. е. 
( ) ( )g A x D A∈ .  Более того, так как операторы A  

и ( )R t A,  коммутируют, то из доказанного ра-
венства следует, что операторы A  и ( )g A  тоже 
коммутируют. С учетом предыдущей леммы по-
лучаем теперь, что при ( )x D A∈   

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

A g A x
g A x Ag A x h A g A x

g A A x

ϕ
α β

ϕ

=
= + − =

= .
 

Осталось заметить, что ( ) ( )A g Aϕ  – замкнутый 
оператор, определенный на всем X ,  и приме-
нить теорему о замкнутом графике.  

Доказательство теоремы 2.1. По теореме 
1.1 оператор ( )g kA  имеет левый обратный 

( )kAϕ .  Следовательно, при ( )x D A∈  с учетом 
лемм о коммутировании имеем  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x A g A x g kA kA x g A A xϕ ϕ ϕ− = − .  
Пусть ( ) ( )ky kA x y A xϕ ϕ:= , :=  ( )( ) .x D A∈  То-
гда ( ) ( 1 0)ky x kAx h kA x y kα β= + − → → +  (лем-
ма 2.1) и, в частности, направленность ky  огра-
ничена: ky C≤ .   

Поэтому  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
k

k k k

x A g A x g kA y g A y

g kA y g A y g A y g A y

ϕ− = − ≤

≤ − + − ≤
 

( ) ( ) ( ) ( ) 0kg kA g A C g A y g A y≤ − + − →  
при 1 0k → + .  Таким образом, ( ) ( )A g A x xϕ =  
при ( )x D A∈ .  Так как в левой части последнего 
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равенства стоит ограниченный оператор, то по 
непрерывности оно справедливо при всех x X∈ ,  
что и требовалось доказать.  

Следствие 2.1. Пусть bQϕ ∈ ,  1g ϕ= /  и 
( )bA V X∈ .  Тогда оператор ( )Aϕ  ограниченно 

обратим и обратный к нему оператор можно 
вычислить по формуле  

1( ) ( )A g Aϕ − = ,  
где правая часть понимается в смысле bR -ис-
числения.  
 

3 Некоторые приложения 
Теорема 2.1 означает, что уравнение  

( )g A x y=  
с оператором ( )bA V X∈  имеет для любого 

( )y D A∈  единственное решение ( )x A yϕ= ,  где 
1 bg Qϕ = / ∈ ,  и правая часть понимается в смыс-

ле bQ -исчисления. При этом важно отметить, 
что, как и в работе [4], оператор ( )Aϕ  можно 
вычислить с помощью формул обращения инте-
грального преобразования Стилтьеса. Аналогич-
ное замечание можно сделать и по поводу след-
ствия 1. Приведем две теоремы, служащие иллю-
страцией этого тезиса. В первой из них рассмат-
ривается уравнение  

1( ) ln( ) ( ( ))bx bI A A bI A x y y D A−− + − − = ∈ .  
Теорема  3.1. Пусть 0b > ,  ( )bA V X∈ .  

Уравнение  

0

( ) ( )
b

b t R t A xdt y− , =∫  

для любого ( )y D A∈  имеет единственное решение  

( )

2

2 2
0

2 2
3

( ) ( )
( ( ))( ) ln

b

b t
t

x y Ay
b b

b t R t A ydt
b tb b t π−

= − −

− ,
− .

+ −− + −∫
 

Доказательство. Как показано в примере 
2.2, функция ( ) ( ) ln(( ) )g z b b z z b z= − + − − / ,  где 
ln  обозначает главное значение логарифма в 
плоскости с разрезом по отрицательной части 
действительной оси, принадлежит классу bR  и 
имеет представляющую меру, сосредоточенную 
на полуинтервале [0 )b,  и равную на нём 
( )b t dt− .  Стало быть, функция 

( ) 1 ( ( ) ln(( ) ))z b b z z b zϕ = / − + − − /  
принадлежит bQ ,  а исходное уравнение имеет 
вид ( )g A x y= .  Имея целью применить для его 
решения теорему 2.1, получим для ϕ  пред-
ставление (1.3). Найдём α  и β  из формул (1.4):  

( )
1lim

( ) ln x bx
xx b b x

β
−→∞

= =
− + −

 

( )( )( )2 220
2

1 2lim
( )t b b t

t t
bb b t o t→

= = − ,
− − + + − +

 

2

1 2lim
( ) ln x bx

x

x
b b x b

α
−→∞

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟

− + −⎝ ⎠
 

2

2 2
3

2 20
2

( ) 2lim
3( )

b

bt

t o t
bt o t→

+
= =

+
 

(мы воспользовались заменой 1 ( )t x b x= − + − / ). 
Для получения интегрального представления 
функции bh R∈  из (3) воспользуемся комплекс-
ной формулой обращения преобразования Стил-
тьеса (см., например, [6, c. 70, формула 264], или 
[7, с. 340, теорема 7b]). В нашем случае функция 

( ) ( )h z z zα β ϕ= + −  принадлежит bR .  Будем 
искать ее интегральное представление в виде  

0

( )( )
b f t dth z

t z
= .

−∫  

Тогда функция  

0

( )( ) ( )
b f t dtF h

t
ζ ζ

ζ
:= − =

+∫  

может рассматриваться как преобразование 
Стилтьеса функции f ,  сосредоточенной на по-
луинтервале [0 )b, .  Поэтому в соответствии с 
упомянутой формулой обращения  

1( ) ( ( 0) ( 0))
2
1 ( ( 0) ( 0))

2
1 ( ( 0) ( 0))

2

f x F x i F x i
i

h x i h x i
i

x i x i
i

π

π

ϕ ϕ
π

= − − − − + =

= + − − =

= − − + .

   (3.1) 

Заметим, что при Re( ) (0 )z b∈ ,  для главного 
значения логарифма справедливо равенство 
ln(( ) ) ln( ) lnz b z z b z− / = − − .  Следовательно,  

( 0)
1

( 0)(ln(( ) 0) ln( 0))

x i

b b x i x b i x i

ϕ ± =

= .
− + − − ± − ±∓

 

Воспользовавшись для вычисления правой части 
формулой ln( 0) ln ( )x i x i xπθ± = | | ± − ,  где θ  – 
функция Хевисайда, имеем  

( 0)
1

( 0) ln ( ) ( )

x i

x bb b x i i x b i x
x

ϕ

πθ πθ

± =

= ,
⎛ ⎞| − |

− + − ± − + −⎜ ⎟| |⎝ ⎠
∓ ∓

 

что после преобразований приобретает вид  

( )

( 0)
1 если ( 0) [ )

( ) ln
1 если [0 )

( ) ln

x d
x

b x
x

x i

x b
b b x

x b
b b x i

ϕ

π

−

−

± =

⎧ , ∈ −∞, ∪ ,∞ ;⎪− + −⎪= ⎨
⎪ , ∈ , .
⎪ − + − ±⎩
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Подставляя это в (3.1), заключаем, что ис-
комая функция f  сосредоточена на полуинтер-
вале [0 )b,  и имеет на нем вид  

( )2 2
( )

( ( ))( ) ln b x
x

b xf x
b xb b x π−

−
= ,

+ −− + −
 

а потому  

( )

2

2 2
0

2 2( )
3

( )

( ( )) ( )( ) ln

b

b t
t

z z
b b

b t dt

b t t zb b t

ϕ

π⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − −

−
−

+ − −− + −
∫

 

(после замены ln b t
tx −=  эта формула может быть 

проверена также с помощью вычетов, см. [8, 
с. 230, формула (3.10)]). Для завершения доказа-
тельства осталось воспользоваться теоремой 2.1 
и определением 2.5.  

Проиллюстрируем предыдущую теорему 
следующим примером.  

Пример 3.1. Пусть d
dtA bI= +  – оператор из 

примера 2.1.  
Имеем при ( )px L∈ R   

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b

t bb t R t A x u dt b t r x u dt−− , = − ∗ =∫ ∫  

( )

0 0

( ) ( )
b

t b sb t e x u s ds dt
∞

−⎛ ⎞
= − − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫  

( )

0 0

( ) ( )
b

t b sx u s t b e dt ds
∞

−⎛ ⎞
= − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫  

2
0

( 1) 1( )
bsbs ex u s ds

s

∞ −+ −
= −∫  

(теорема Фубини применима, так как функция  

2

( 1) 1bsbs e
s

−+ −  

принадлежит классу ( )qL +R ).  
Следовательно, уравнение  

0

( ) ( ) ( ) ( )
b

b t R t A x u dt y u− , =∫  

имеет вид  

2
0

( 1) 1( ) ( )
bsbs ex u s ds y u

s

∞ −+ −
− =∫  

и может рассматриваться как уравнение Винера-
Хопфа первого рода. В силу теоремы 3.1 для лю-
бого 1 ( )py W ,∈ R  последнее уравнение имеет 
единственное решение в пространстве 

( ) (1 )pL p≤ < ∞ ,R  задаваемое равенством  

( )

2

( )

0
2 2

0

4 2( ) ( ) ( )
3

( ) ( )

( ( ))( ) ln

t b s
b

b t
t

x u y u y u
b b

b t e y u s ds
dt

b tb b t π

∞
−

−

′= − − +

− −
+ .

+ −− + −

∫
∫

 

Теорема 3.2. Пусть 0b >  и числа α  и β  
удовлетворяют неравенствам  

2

2

0
2

0
2
0

b

bb

α

α β

β

⎧
− ≥ ,⎪

⎪
⎪

+ + ≤ ,⎨
⎪

< .⎪
⎪
⎩

 

Если ( )bA V X∈ ,  то уравнение  

0

( ) ( )
b

x Ax t b t R t A xdt yα β+ − − , =∫  

для любого y X∈  имеет единственное решение  

( )( )2 2 2
0 2

( )

( ) ln

b

b b t
t

R t A dtx
b t t b t πα β −

,
= .

+− + + − −
∫  

Доказательство. Из легко проверяемого 
равенства  

2

0

( ) ( ) ln
2

( )b

b z bb z z b z
z

t b t dtz
t z

α β

α β

−
− + + − − =

−
= + −

−∫
 

следует, что функция 
2

( ) ( ) ( ) ln
2
b z bz b z z b z

z
ϕ α β −

= − + + − − ,  

где ln  обозначает главное значение логарифма в 
плоскости с разрезом по отрицательной части 
действительной оси, а α  и β  удовлетворяют 
условиям теоремы, принадлежит классу bQ  и в 
качестве представляющей имеет меру, сосредо-
точенную на полуинтервале [0 )b,  и равную на 
нём ( )t b t dt− .  Следовательно, функция 1g ϕ= /  
принадлежит bR .  Исходное уравнение имеет вид 

( )A x yϕ = .  С целью применить следствие теоре-
мы 2.1 установим для функции g  представление 
(1.1), где положено 0a =  и ( ) ( )d t f t dtτ = .  Как и 
в доказательстве теоремы 3.1, воспользовавшись 
комплексной формулой обращения преобразова-
ния Стилтьеса, получим  

1( ) ( ( 0) ( 0))
2

f x g x i g x i
iπ

= + − − .  

При этом  
( 0)g x i± =  

2

2

1
( ) ( )(ln(( ) 0) ln( 0))b b x x b x x b i x iα β

= .
− + + − − − ± − ±

 

Подставляя это в предыдущую формулу, получа-
ем после выкладок, аналогичных выкладкам, 
использовавшимся в доказательстве теоремы 3.1, 
что искомая функция f  сосредоточена на полу-
интервале [0 )b,  и имеет на нем вид  
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( )( )2 2 2
2

1( )
( ) lnb b t

t

f t
b t t b t πα β −

= ,
+− + + − −

 

а потому  

( )( )2 2 20
2

( )

( )( ) ln

b

b b t
t

g z

dt

t zb t t b t πα β
⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

=
+ −− + + − −

∫  

(как и в доказательстве теоремы 3.1, эта формула 
может быть проверена с помощью вычетов, см. 
[8, с. 230, формула (3.10)]). Для завершения до-
казательства осталось воспользоваться следстви-
ем 2.1 и определением 2.3.  
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УДК 512.542 

О p-НИЛЬПОТЕНТНОСТИ ОДНОГО КЛАССА КОНЕЧНЫХ ГРУПП 

В.А. Васильев 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

ON p-NILPOTENCY OF ONE CLASS OF FINITE GROUPS 

V.A. Vasil’ev 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Подгруппа H  называется модулярной в группе G,  если она является модулярным элементом (в смысле Куроша) ре-
шетки ( )L G  всех подгрупп группы G.  Модулярным ядром mGH  подгруппы H  в группе G  называется подгруппа, 
порожденная всеми теми подгруппами из H ,  которые модулярны в G.  В работе, используя понятие m -добавляемой 
подгруппы, которое является расширением понятий модулярной и добавляемой подгрупп соответственно, получен но-
вый признак p -нильпотентности группы. 
 
Ключевые слова: конечная группа, p -нильпотентная группа, модулярная подгруппа, модулярное ядро, m -добавляемая 
подгруппа, максимальная подгруппа, циклическая подгруппа, силовская p -подгруппа. 
 
A subgroup H  of a group G  is called modular in G  if H  is a modular element (in sense of Kurosh) of the lattice ( )L G  of 
all subgroups of G.  The subgroup of H  generated by all modular subgroups of G  contained in H  is called the modular core 
of H  and denoted by mGH .  In the paper a new criterion of the p -nilpotency of a group was obtained on the basis of the con-
cept of the m -supplemented subgroup which is the extension of concepts of modular and supplemented subgroups respec-
tively. 
 
Keywords: finite group, p -nilpotent group, modular subgroup, modular core, m -supplemented subgroup, maximal subgroup, 
cyclic subgroup, Sylow p -subgroup. 

 
 

Введение 
Все рассматриваемые в данной работе 

группы конечны.  
Напомним, что подгруппа M  группы G  

называется модулярной подгруппой в G,  если 
выполняются следующие условия:  

(1) X M Z X M Z, ∩ = , ∩  для всех X G≤ ,  
Z G≤  таких, что X Z≤ ,  и  

(2) M Y Z M Y Z, ∩ = , ∩  для всех Y G≤ ,  
Z G≤  таких, что M Z≤ .   

Отметим, что модулярная подгруппа явля-
ется модулярным элементом (в смысле Куроша, 
[1, гл. 2, с. 43]) решетки всех подгрупп группы. 
Понятие модулярной подгруппы впервые анали-
зировалось в работе Р. Шмидта [2] и оказалось 
полезным в вопросах классификации составных 
групп. В частности, в монографии Р. Шмидта [1, 
гл. 5] модулярные подгруппы были использова-
ны для получения новых характеризаций раз-
личных классов групп. Подгруппа, порожденная 
двумя модулярными подгруппами, сама является 
модулярной (см. раздел 5.1 в [1]). Таким обра-
зом, каждая подгруппа H  группы G  обладает 
наибольшей содержащейся в ней модулярной 
подгруппой mGH  группы G.  Эту подгруппу 

mGH  называют модулярным ядром подгруппы 

H .  Базируясь на понятии модулярного ядра, в 
работе [3] было введено следующее обобщение 
понятия модулярной подгруппы.  

Определение. Подгруппа H  группы G  на-
зывается m -добавляемой в G,  если в G  суще-
ствует такая подгруппа K ,  что G HK=  и 

mGH K H∩ ≤ .   
Целью данной работы является доказатель-

ство следующей теоремы.  
Теорема. Пусть G  – группа и P  – силов-

ская p -подгруппа группы G,  где p  – простой 
делитель G| | .  Предположим, что по крайней 
мере одно из следующих утверждений выполня-
ется:  

(i) ( 1 ) 1p G− ,| | =  и каждая максимальная 
подгруппа из P,  не имеющая p -нильпотентного 
добавления в G,  является m -добавляемой в ;G   

(ii) ( 1 ) 1p G− ,| | =  и каждая циклическая 
подгруппа из P  простого порядка или порядка 4 
(если 2p =  и P  неабелева), не имеющая p -ниль-
потентного добавления в G,  является m -добав-
ляемой в G.   

Тогда G является p-нильпотентной группой.  
Мы докажем эту теорему в разделе 3. Ис-

пользуемая в статье терминология стандартна и 
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при необходимости мы отсылаем читателя к мо-
нографиям [4], [5], [6].  
 

1 Некоторые предварительные результаты  
Следующие известные свойства модулярных 

подгрупп будут использованы в данной работе.  
Лемма 1.1 [1, гл. 5, раздел 5.1]. Пусть G  – 

группа. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения:  

(а) если 1M  и 2M  являются модулярными в 
G  подгруппами, то 1 2M M,  – модулярная в G  
подгруппа;  

(b) если N  – нормальная в G  подгруппа, то 
N  является модулярной в G  подгруппой;  

(c) если N  – нормальная в G  подгруппа и 
M  – модулярная в G  подгруппа, то MN N/  – 
модулярная в G N/  подгруппа.  

Символом ( )Z GU  обозначают наибольшую 
нормальную подгруппу группы G,  у которой все 
G -главные факторы цикличны ( ( ) 1Z G = ,U  если 
в G  нет неединичных нормальных подгрупп с 
таким свойством).  

Лемма 1.2 [1, гл. 5, теорема 5.2.5]. Если под-
группа H  модулярна в G,  то 

( )G
G GH H Z G H/ ≤ / .U  

Общие свойства m -добавляемых подгрупп 
описывает следующая лемма.  

Лемма 1.3 [3]. Пусть G  – группа. Тогда 
справедливы следующие утверждения:  

(1) если H  является m -добавляемой в G  
подгруппой и H M G≤ ≤ ,  то H  является m -до-
бавляемой в M  подгруппой.  

(2) пусть N  – нормальная подгруппа в G  и 
N H≤ .  Тогда и только тогда H  является m -до-
бавляемой в G  подгруппой, когда H N/  являет-
ся m -добавляемой в G N/  подгруппой;  

(3) пусть N  – нормальная подгруппа груп-
пы G,  H  – m -добавляемая подгруппа в G  и 
( ) 1H N, = .  Тогда HN  – m -добавляемая под-
группа в G.   

Пусть F  – любой класс групп, содержащий 
все единичные группы. Тогда GF  используется 
для обозначения пересечения всех нормальных 
подгрупп N  группы G  таких, что G N/ ∈ .F  
Класс групп F  называется формацией, если либо 
= ∅,F  либо ≠ ∅F  и для каждой группы G  лю-

бой гомоморфный образ её фактор-группы 
G G/ F  принадлежит .F  Напомним, что форма-
ция F  называется насыщенной, если F  содер-
жит каждую группу G  такую, что ( )G G≤ Φ .F   

Лемма 1.4 [4, гл. VI, теорема 24.2]. Пусть 
F  – насыщенная формация и G  – минимальная 
не- F -группа с разрешимым F -корадикалом G .F  
Тогда:  

(а) P G= F  является p -группой для неко-
торого простого p  и P  – группа экспоненты 
p  или экспоненты 4 (если P  является неабеле-
вой 2-группой).  

(b) ( )P P/ Φ  – главный фактор группы G  и 
( ( )) ( ( ( )))GP P G C P P/ Φ / / Φ ∈ ./ F   

Лемма 1.5. Пусть L  – минимальная нор-
мальная подгруппа группы G  и ( )pL O G≤ .  Если 
некоторая минимальная подгруппа из L  являет-
ся m -добавляемой в G,  то L p= .   

Доказательство. Предположим, что L p> .  
Пусть R  – минимальная подгруппа в L  и R  
является m -добавляемой в G.  Тогда существует 
такая подгруппа T  в G,  что RT G=  и 

mGR T R∩ ≤ .  Предположим, что T G< .  Тогда 
G L T= ,  что влечет RT G≠ .  Это противоре-
чие показывает, что T G= .  Тогда mGR R=  – мо-
дулярная подгруппа в G.  Значит, по лемме 1.2, 

( )G
G GR R Z G R/ ≤ / .U  Но 1GR =  и 1GR ≠ .  Сле-

довательно, ( )GR Z G≤ U  и ( ) 1L Z G∩ ≠ ,U  что 
влечет ( )L Z G≤ .U  Значит, L p= .  Полученное 
противоречие завершает доказательство леммы.  

Лемма 1.6 [7]. Пусть P  – силовская p -под-
группа группы G.  Если каждая максимальная 
подгруппа из P  обладает p -нильпотентным 
дополнением в G,  то G  является p -нильпо-
тентной группой.  

Следующая лемма хорошо известна.  
Лемма 1.7. Пусть G  – группа, A B G, ≤  и 

G AB= .  Тогда xG AB=  для всех x G∈ .    
Пусть ( )L G  – решетка всех подгрупп груп-

пы G.  Если ( )X Y L G, ∈  и X Y≤ ,  то множество 
[ ] { ( ) }X Y Z L G X Z Y, = ∈ | ≤ ≤  называется ин-
тервалом.  

Лемма 1.8 [1, гл. 2, теорема 2.1.5]. Пусть G  
– группа, M  – ее подгруппа. Следующие свойст-
ва эквивалентны:  

(a) M  – модулярная подгруппа группы G;   
(b) для любой подгруппы A G≤  отображение 

[ ] [ ]A M A M A M A M X X Mφ , : ∩ , → , , ; ,  
является изоморфизмом.  
 

2 Доказательство основной теоремы  
Предположим, что эта теорема неверна, и 

пусть G  – контрпример наименьшего порядка. 
Пусть N  – минимальная нормальная подгруппа 
группы G.   

(1) ( 1 ) 1p G− ,| | =  и каждая максимальная 
подгруппа из P,  не имеющая p -нильпотентного 
добавления в G,  является m -добавляемой в G.   
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Предположим, что это не так. Тогда по ус-
ловию ( 1 ) 1p G− ,| | =  и каждая циклическая под-
группа из P  простого порядка или порядка 4 
(если 2p =  и P  неабелева), не имеющая p-ниль-
потентного добавления в G,  является m -добав-
ляемой в G.  Так как G  не является p -нильпо-
тентной группой, и поэтому G  имеет p -замк-
нутую подгруппу Шмидта p qH H H=  соглас-
но [8, гл. IV, теорема 5.4]. Не нарушая общности, 
можем полагать, что pH P≤ .  Пусть ( )pHΦ = Φ .  
По лемме 1.4, pH / Φ  является нецентральным 
главным фактором группы H  и pH  является 
группой экспоненты p  или экспоненты 4 (если 

2p =  и pH  – неабелева). Значит, ,pH p/ Φ >  

поскольку ( 1 ) 1p H− ,| | = .  Это влечет, что P  – 
нециклическая группа. Пусть X / Φ  – мини-
мальная подгруппа в pH / Φ,  \x X∈ Φ  и 

L x= .  Тогда L p=  или 4L = .  Следователь-
но, L  является m -добавляемой подгруппой в G.  
Предположим, что mGL L≠ .  Тогда для некоторой 
собственной подгруппы T  из G  имеем LT G=  
и ( )H L T H= ∩ .  Понятно, что T H H∩ < .  Так 
как ( )HΦ ≤ Φ ,  получаем ( )T H HΦ ∩ < .  Пусть 

1L  – максимальная в L  подгруппа. Заметим, что 

1L ≤ Φ.  Значит, H T p: Φ = .  Следовательно, 

pH H T H T p/ Φ = / Φ :Φ / Φ = :Φ = .  Это про-

тиворечие показывает, что mGL L=  и L  является 
модулярной подгруппой в G.  Значит, 
L XΦ / Φ = / Φ  является модулярной подгруп-
пой в H / Φ  по лемме 1.1 (a)–(c). Следовательно, 
каждая минимальная подгруппа из pH / Φ  явля-
ется m -добавляемой в H / Φ.  Таким образом, 

pH p/ Φ =  по лемме 1.5. Полученное противо-
речие завершает доказательство (1).  

(2) Если ( )pN O G′≤  или N  абелева, то 
G N/  p -нильпотентна.  

Если P N≤ ,  то G N/  является p′ -группой, 
поэтому G N/  p -нильпотентна. Предположим 
теперь, что P N≤ ./  Ясно, что 

Syl ( )pPN N G N/ ∈ / .  
Пусть V N/  – максимальная подгруппа из 
PN N/ .  Тогда V WN=  для некоторой макси-
мальной  подгруппы  W  из P.  Если W  имеет 
p -нильпотентное добавление T  в G,  то 
TN N T T N/ / ∩  является p -нильпотентным 
добавлением к V N/  в G N/ .  С другой стороны, 
если V  является m -добавляемой подгруппой в 
G,  то V N/  является m -добавляемой в G N/  

по лемме 1.3 (2) (3). Ввиду (1), условие теоремы 
выполняется для ,G N/  и поэтому G N/  p -ниль-
потентна по выбору группы G.   

(3) ( ) 1pO G′ = .  (Это следует из (2) и выбора 
группы G ).  

(4) Если P U G≤ < ,  то U  p-нильпотентна. 
Пусть V  – максимальная подгруппа из P,  

которая не имеет p -нильпотентного добавления 
в U .  Если V  имеет p -нильпотентное добавле-
ние T  в G,  то T U∩  является p -нильпотент-
ным добавлением к V  в U ,  что противоречит 
выбору V .  Поэтому V  не имеет p -нильпотент-
ного добавления в G  и V  является m -добавля-
емой в G.  Тогда V  является m -добавляемой в 
U  по лемме 1.3 (1). Условие теоремы выполня-
ется для ,U  и поэтому U  p -нильпотентна по 
выбору группы G.   

(5) G  является p -разрешимой группой.  
Ввиду (2), необходимо лишь показать, что в 

G  есть абелевая минимальная нормальная под-
группа. Предположим, что это не так. Тогда 

2p =  согласно теореме Фейта-Томсона о разре-
шимости групп нечетного порядка.  

Покажем, что для некоторой максимальной 
подгруппы V  из P  имеет место 1mGV ≠ .  Пред-
положим, что 1mGV =  для любой максимальной 
подгруппы V  из P.  Согласно условию, в G  
найдется такая подгруппа T ,  что G VT=  и либо 
T  является 2-нильпотентной группой, либо 

1mGV T V∩ ≤ = .  Во втором случае T  является 
дополнением  к  V  в ,G  и поэтому T  является 
2-нильпотентной группой [8, гл. IV, теорема 2.8], 
так как порядок силовской 2-подгруппы из T  
равняется 2. Применяя лемму 1.6, получаем, что 
G  является 2-нильпотентной группой. Получен-
ное противоречие показывает, что существуют 
такие максимальные в P  подгруппы V ,  что 

1mGV ≠ .  Пусть mGL V= .  Тогда по лемме 1.2 по-
лучаем, что ( )G

G GL L Z G L/ ≤ / .U  Предположим, 
что 1GL ≠ .  Пусть R  – минимальная нормальная 
в G  подгруппа и GR L≤ .  Тогда R  абелева. Это 
противоречие показывает, что 1GL = .  Поэтому 

( )GL Z G≤ ,U  а значит, ( ) 1Z G ≠ .U  Но ( )Z GU  – 
нормальная подгруппа в ,G  и она имеет цикли-
ческие G -главные факторы. Пусть R  – мини-
мальная нормальная подгруппа из G,  содержа-
щаяся в ( )Z G .U  Но тогда R  абелева, что проти-
воречит нашему предположению о группе G.  
Таким образом, утверждение (5) доказано.  

Заключительное противоречие. Пусть R  – 
произвольная минимальная нормальная под-
группа  группы  G.   Тогда ввиду (3) и (5), R  
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является p -подгруппой и, значит, G R/  являет-
ся p -нильпотентной группой согласно (2).  

Хорошо известно, что класс F  всех p -ниль-
потентных групп является насыщенной форма-
цией [8, с. 698]. Поэтому N  – единственная ми-
нимальная нормальная подгруппа из G,  

( )N G≤ Φ/  и G N/  является p -нильпотентной 
группой. Следовательно, G  – примитивная 
группа, и поэтому ( ) ( )GN C N F G= =  согласно 
[5, гл. А, теорема 15.2]. Пусть M  – максималь-
ная подгруппа из G  такая, что ,G N M=  и 
пусть Syl ( )p pM M∈ .  Так как M G N/  p -ниль-
потентна,  то  M  имеет нормальную холлову 
p′ -подгруппу E.  Ввиду (3), ( )GM N E= .  Пусть 
V  – максимальная подгруппа из P  такая, что 

pM V≤  и N V≤ ./  Тогда ,VM G≠  и поэтому 
xVM G≠  для всех x G∈  по лемме 1.7. Действи-

тельно, 
p

V M V M N M
V M M
| || | | || |

= ≠| || |,
| ∩ | | |

 т. к. 
p

V
M
| |

=
| |

 

V N N=| ∩ |≠| | .  Предположим, что 1mGV = .  Со-
гласно условию, в G найдется такая подгруппа T, что 
G VT=  и либо T является p -нильпотентной 
группой, либо 1mGV T V∩ ≤ = .  Заметим, что во 
втором случае у подгруппы T  порядок силов-
ской p -подгруппы равен ,p  и поэтому T  явля-
ется p -нильпотентной группой, поскольку 
( 1 ) 1p G− ,| | = .  Пусть B  – p′ -холлова подгруппа 
из T .  Тогда B  – холлова p′ -подгруппа из G.  
Так как G  p -разрешима, то произвольные две 
холловы p′ -подгруппы из G  сопряжены по [8, 
гл. VI, теорема 1.7]. Значит, xE B=  для некоторо-
го x G∈  и Hall ( )x x

pE M′∈ .  Так как M  p -ниль-

потентна, то ( ) ( )x x
G GM N E N B= = .  Ввиду того 

что xE  нормальна в T ,  получаем ( )x
GT N E≤ =  

xM= .  Но тогда xVT G VM= = .  Полученное 
противоречие показывает, что 1mGL V= ≠ .  Со-
гласно лемме 1.2, 

( )G
G GL L Z G L/ ≤ / .U  

Предположим, что 1GL ≠ .  Тогда GN L≤ ,  а это 
влечёт N V≤ .  Полученное противоречие пока-
зывает, что 1GL = .  Значит, ( ),GL Z G≤ U  и поэто-
му ( ) 1Z G ≠ .U  Но тогда ( )N Z G≤ U  и N p| |= .  
Приходим к противоречию с ( 1 ) 1p G− ,| | = ,  ко-
торое завершает доказательство теоремы.  
 

3 Приложения основной теоремы  
Из доказанной выше теоремы вытекают сле-

дующие следствия.  

Следствие 3.1 [9]. Пусть G  – группа не-
четного порядка и пусть p  – наименьший про-
стой делитель G| | .  Если все максимальные под-
группы любой силовской p -подгруппы группы G  
являются добавляемыми в G,  то G  является 
p -нильпотентной группой.  

Напомним, что подгруппа H  группы G  на-
зывается c -нормальной [10] в G,  если сущест-
вует такая нормальная подгруппа T  из G,  что 
TH G=  и GH T H∩ ⊆ .   

Следствие 3.2 [11]. Пусть p  – наименьший 
простой делитель порядка группы G  и P  – си-
ловская p -подгруппа из G.  Если каждая макси-
мальная подгруппа из P  является c -нормальной 
в G,  то G  p -нильпотентна.  

Напомним, что подгруппа H  группы G  на-
зывается c -добавляемой [12] в G,  если сущест-
вует такая подгруппа K  из G,  что G HK=  и 

GH K H∩ ⊆ .   
Следствие 3.3 [13]. Пусть p  – простой де-

литель порядка  группы  G   и  P  – силовская  
p -подгруппа из G.  Если каждая максимальная 
подгруппа из P  является c -добавляемой в G  и 
( 1) 1G p| |, − = ,  то G  p -нильпотентна.  

В заключении мы построим пример, пока-
зывающий,  что  в  общем  случае  класс  всех 
m -добавляемых подгрупп группы является бо-
лее широким, чем класс всех ее модулярных под-
групп.  

Пример 3.4. Пусть 
4 2 2( ) 1G a b a b ab= , | = = =  

– группа диэдра порядка 8. Рассмотрим ее под-
группы 1H b=  и 2H ba= .  Ясно, что отобра-
жение 
 1 1 2 1 2 1 2 2[1 ] [ ] [ ] [ ]H H H H H H H H G, = , → , , = ,∩  
не является изоморфизмом. Значит, применяя 
лемму 1.8, подгруппы 1H  и 2H  не являются мо-
дулярными подгруппами группы G,  но легко за-
метить, что они являются m -добавляемыми в G.   
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CONVOLUTION THEOREM FOR THE MARKOV – STIELTJES 
TRANSFORMATION 

I.S. Kovaliova, A.R. Mirotin 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Устанавливается теорема о свертке для преобразования Маркова – Стилтьеса и дается ее применение к решению одно-
го класса сингулярных интегральных уравнений. 
 
Ключевые слова: интегральное преобразование, функция Маркова – Стилтьеса, свертка, интегральное уравнение. 
 
A convolution theorem for the Markov – Stieltjes transformation is stated and its application to a class of singular integral equa-
tions is given. 
 
Keywords: integral transform, Markov – Stieltjes function, convolution, integral equation. 

 
 

Введение 
Общее определение преобразования Стил-

тьеса мер над полугруппой было дано в [1, глава 
6]. В случае аддитивной полугруппы Z+ неотри-
цательных целых чисел оно приводит к следую-
щему интегральному преобразованию. 

Определение 0.1 [1]. Преобразованием Марко-
ва – Стилтьеса измеримой функции : [0,1]f → C  
будем называть функцию, определяемую соот-
ношением 

( ) ( )1

0

 .
1
f t

Sf z dt
tz

=
−∫

                 
(0.1) 

(Терминология мотивирована тем обстоятельст-
вом, что в теории приближений функции вида 
(0.1) называются функциями типа Маркова – 
Стилтьеса, см., например, [2]). При этом предпо-
лагается, что интеграл существует как интеграл 
Лебега или в смысле главного значения. Послед-
нее означает, что при [1, )z∈ ∞  он понимается 
как предел 

( )
[ ]{ }

( )
1

1

0
0 0,1 : 

: lim .
1 1

t t z

f t f t
P dt dt

tz tzε
ε−

→
∈ − >

=
− −∫ ∫  

Пример 0.1. Пусть 1/2( ) ( (1 )) .f t t t −= −  С по-
мощью замены 2 2/ (1 )t x x= +  нетрудно подсчи-
тать, что в этом случае ( ) 1/2(1 )Sf z z −= − , если 

[1, )z∉ ∞  (берется главное значение корня), но 

( ) 0Sf z =
 
при [1, ).z∈ ∞  

Как известно, свертка является одной из 
важнейших операций в анализе и его приложе-
ниях (см., например, [3]). Теорема о свертке для 
классического преобразования Стилтьеса была 

доказана в работе [4], там же было дано ее при-
менение к решению одного класса сингулярных 
интегральных уравнений. В настоящей работе 
аналогичные результаты устанавливаются для 
преобразования Маркова – Стилтьеса. Указаны 
также и другие следствия основной теоремы. 
 

1 Свойства преобразования Маркова – 
Стилтьеса 

Нам понадобится ряд свойств рассматри-
ваемого преобразования. 

Теорема 1.1. При 1[0,1]f L∈  функция Sf  
определена и аналитична в комплексной плоско-
сти с разрезом вдоль луча [1, ).∞  

Доказательство. При \ [1, )z∈ ∞C  интеграл 
в (0.1) существует как интеграл Лебега, посколь-
ку при этих z имеет место неравенство 

[0,1]
min 1 1 0.zt

tz t z
∈

− = − >  

Докажем аналитичность функции Sf  в об-
ласти \ [1, )∞C . Для любой точки 0 \ [1, )s ∈ ∞C  
рассмотрим окрестность 0( )U s , замыкание 

0( )U s  которой не пересекается с лучом [1, ).∞  
Тогда 

( ) ( ) ( )0

0

2 2 2( )
1 10 1 ( )

0 1

1 1 1max .
1 min 1 1s U s

t s U s
t

M
ts ts t s∈

≤ ≤ ∈
≤ ≤

= = = < ∞
− − −

 

Поэтому при всех ( )0 , [0,1]s U s t∈ ∈  спра-
ведлива оценка 

( )2

( ) ( ) ( ) .
1 1
f t tf t M f t

s ts ts
∂ ⎛ ⎞ = ≤⎜ ⎟∂ −⎝ ⎠ −
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Поскольку [ ]1( ) 0,1M f t L∈ , функция Sf  
дифференцируема в любой точке 0 \ [1, )s ∈ ∞C  
по теореме о дифференцировании интеграла Ле-
бега, зависящего от параметра, что и требовалось 
доказать. 

Замечание 1.1. Пример 0.1 показывает, что 
теорему 1.1 нельзя усилить. 

Теорема 1.2 (единственности). Пусть 
1[0,1]f L∈  и множество \ [1, )E ⊂ ∞C  имеет 

предельную точку, принадлежащую E . Если 
0,Sf E =

 
то 0f = . 

Доказательство. Заметим сначала, что 
( ) 0Sf z = при всех \ [1, )z∈ ∞C  в силу теоремы 

1.1. Разлагая ядро оператора в сумму бесконеч-
ной геометрической прогрессии и применяя тео-
рему Лебега о почленном интегрировании ряда, 
получаем, что при всех (0,1)x∈  

( )
1

0

1 1

0 00 0

( )
1

( ) ( ) 0.n n n n

n n

f tSf x dt
tx

f t t x dt x f t t dt
∞ ∞

= =

= =
−

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫

∑ ∑∫ ∫  

(Применимость теоремы Лебега следует из схо-
димости степенного ряда  

1

0 0

( )n n

n

x f t t dt
∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∫  

при всех (0,1)x∈ , что, в свою очередь, вытекает 
из ограниченности коэффициентов ряда: 
1 1

0 0

( ) ( ) .nt f t dt f t dt≤∫ ∫ ) 

Таким образом, 
1

0

( ) 0nf t t dt =∫  для любого 

целого 0n ≥ , а потому  

( ) ( )
1

0

0f t p t dt =∫  

для любого алгебраического многочлена p . В 
силу аппроксимационной теоремы Вейерштрасса 
отсюда следует, что 0f =  п. в. (можно считать 
функцию f вещественнозначной; поскольку для 
любого алгебраического многочлена p  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

,p t f t dt p t f t dt+ −=∫ ∫  

где f ±  – положительная и отрицательная части 
f, то f f+ −=  п. в. в силу теоремы Вейерштрасса 
и теоремы Ф. Рисса об общем виде линейного 
функционала в [0,1]C ). Теорема доказана. 

Известно (см., например, [1], [5]), что при 
1 p< < ∞  преобразование Гильберта  

1 ( )( ) : f tHf x dt
x tπ

∞

−∞

=
−∫  

есть ограниченный оператор в ( )pL R  (теорема 
М. Рисса), и справедлива формула обращения 

( ) 1 ( )  Hf zf t dz
z tπ

∞

−∞

=
−∫

                
(1.1) 

(интегралы понимаются в смысле главного зна-
чения). Отсюда легко следует, что преобразова-
ние Маркова – Стилтьеса есть ограниченный 
оператор в [ ] ( )0,1   1pL p< < ∞  (но он не ограни-

чен в [ ]1 0,1  ,L  см. [1]). 
Из (1.1) нетрудно получить формулу обра-

щения для преобразования Маркова – Стилтьеса. 
Теорема 1.3. Если [ ] ( )0,1   1 ,pf L p∈ < < ∞  

то при п. в. x∈R  существует преобразование 
Маркова-Стилтьеса ( )* : ( ),f x Sf x=  и справед-
ливо равенство 

( ) ( )*

2

1 .
1
f x

f t dx
txπ

∞

−∞

=
−∫  

Доказательство. Полагая в определении 
преобразования Маркова – Стилтьеса  

1 / ( , 0),z y y y= ∈ ≠R  
имеем 

( ) ( ) ( )
1

1
0

,
f t

f z y dt y Hf y
y t

π∗ = =
−∫  

где функция 

( ) ( )
[ ]1

,   [0,1]
:

 0,      0,1
f t t

f t
t
∈⎧⎪= ⎨ ∉⎪⎩

 

принадлежит ( ),pL R  а потому преобразование 
существует. Ясно, что 

( ) *
1

1 1 .Hf y f
y yπ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

В силу (1.1) получаем после замены 1 /y x=  

( ) ( )*
1

1 2

(1/ ) 1/( )1 1 y f yHf y
f t dy dy

y t y tπ π

∞ ∞

−∞ −∞

= = =
− −∫ ∫  

( )*0

2
0

(1/ ) 1/1 y f y
dy

y tπ

∞

−∞

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

∫ ∫  

( ) ( )2 * *0

2 2 2
0

1 1 .
1(1 )

x f x f x
dx dx

txx txπ π

∞ ∞

−∞ −∞

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟⎜ ⎟ −−⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  

В частности, при [0,1]t∈  имеем 

( ) ( )*

2

1 ,
1
f x

f t dx
txπ

∞

−∞

=
−∫  

что и завершает доказательство. 
 

2 Теорема о свертке 
Теперь установим основной результат дан-

ной работы. 
Определение 2.1. Пусть функции f  и g  

определены и измеримы на отрезке [ ]0,1 .  Опре-

делим функцию h  на [ ]0,1  следующим образом: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 0

, 
g u f u

h t tf t du tg t du
t u t u

= +
− −∫ ∫

  
(2.1) 

где интегралы понимаются в смысле главного 
значения по Коши, если оно существует. Функ-
цию h будем называть сверткой Маркова-
Стилтьеса функций f и g и обозначать 
h f g= • . 

Теорема 2.1. Пусть [0,1],pf L∈  [0,1]qg L∈ , 
где 1 ; 1  p q< < ∞ < < ∞  и 1/ : 1/ 1/ 1.r p q= + <  
Тогда свертка h f g= •  существует, принад-
лежит [0,1]rL , и ее преобразование Маркова-
Стилтьеса удовлетворяет равенству 

( ) ( ) ( ). Sh s Sf s Sg s= ⋅                (2.2) 
Доказательство. Введем вспомогательные 

функции 

( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ]
[ ]

1

0

1

1: , 0,1 , 

 
,   0,1

     :
0,  0,1 .

f u
F t du t

t u

f t t
f t

t

π
= ∈

−

⎧ ∈⎪= ⎨ ∉⎪⎩

∫

      

(2.3) 

Очевидно, что ( )1
pf L∈ R  при [0,1].pf L∈  

Кроме того, ( )1
pHf L∈ R  по теореме М. Рисса. 

Отсюда выводим, что 1 | [0,1] [0,1].pF Hf L= ∈  По 
условию теоремы [0,1] ,qg L∈  а потому 

( ) /( ) [0,1] .r q rtg t L∈  Аналогично / [0,1] .r p rF L∈  
Применяя теперь неравенство Гёльдера, получим 

( )( ) 1( ) [0,1],  
r

tg t F t L∈  
т. е. 

( ) ( ) [0,1].rtg t F t L∈  
Аналогичным образом доказывается, что  

( ) ( )1

0

1: [0,1]qg u
G t du L

t uπ
= ∈

−∫  

и 
( ) ( ) [0,1].rtf t G t L∈  

Поэтому [0,1],rh L∈  и первое утверждение 
теоремы доказано. 

Из него следует, что по теореме Гёльдера 
существует преобразование Маркова-Стилтьеса 

( )Sh s  для любого [0,1).s∈  При этом 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

0 0

1 1

0 0

 
1

. 
1

tf t g u
Sh s du dt

ts t u

tg t f u
du dt

ts t u

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

− −⎝ ⎠
⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟
− −⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫         
(2.4) 

Положим 

( ) ( ) ( )
1

0

1:    0 ,
t

t

f u
F t du

t u

ε

ε
ε

ε
π

−

+

⎛ ⎞
= + >⎜ ⎟

−⎝ ⎠
∫ ∫  

где по умолчанию предполагается, что первый 
интеграл равен нулю при 0 .t ε< <  Тогда 

( ) ( )1
1

1 : ( ) 
t

t

f u
F t du H f t

t u

ε

ε ε
επ

− ∞

−∞ +

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟

−⎝ ⎠
∫ ∫  

есть усеченное преобразование Гильберта. Из-
вестно (см., например, [5]), что максимальное 
преобразование Гильберта 

( ) ( )
0

: sup  MH f t H f tε
ε >

=  

удовлетворяет неравенству 

( ) ( )  p pM pL L
H f C f≤R R  

с константой Ср, не зависящей от f. Следовательно, 

( )

( )

1[0,1]

1 [0,1]

 

. 

p p

p p

L L

p pL L

F H f

C f C f

ε ε= ≤

≤ =

R

R            
(2.5) 

Отметим также, что [0,1)s∀ ∈  

( ) ( )1 1 11 [0,1]   1 .ts L r− − −− ∈ + = . 
Отсюда, используя неравенство Гёльдера для 
трех функций, получаем, что [0,1)s∀ ∈  

( ) ( ) ( )1 1: 1 ( ) [0,1]t ts tg t F t Lε εφ −= − ∈  
и, кроме того, 

1[0,1] [0,1] [0,1]

[0,1][0,1]

[0,1]

[0,1]

1 
1

1 .
1

p qL L L

qp LL

L

L

F tg
ts

C f tg
ts

ε εφ ≤ ≤
−

≤
−

   
(2.6) 

Так как правая часть в (2.6) конечна и не за-
висит от ,ε  то [0,1)s∀ ∈  имеем  

1[0,1]0 1
sup .

L
ε

ε
φ

< ≤
< ∞  

Кроме того, в силу (2.5) 

0 1
sup [0,1].pLε
ε

φ
< ≤

∈  

Таким образом, применяя теорему Лебега, 
получаем  

( )( ) ( )
1 1

0 0
0 0

  lim limt dt t dtε εε ε
φ φ

→ + → +
=∫ ∫  

или, что эквивалентно, 
( ) ( )

( )
( )( )

1 1

0 0

1 1

0 0

  
1

( )  . 
1

tg t f u
du dt

ts t u

tg t
f u dt du

ts t u

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

− −⎝ ⎠
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫
 

Следовательно, формула (2.4) превращается в 
( )

( ) ( )

1 1

0 0
1 1

0 0

( )( )
1

1

g utf tSh s dudt
ts t u

tg t f u
dudt

ts t u

= +
− −

+ =
− −

∫ ∫

∫ ∫  

( )
( )( )

1 1

0 0

( )
1

tg u
f t dudt

ts t u
= +

− −∫ ∫  

( ) ( )
( )( )

1 1

0 0 1
tg t

f u dtdu
ts t u

+ =
− −∫ ∫  
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( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

1 1

0 0

1 1

0 0

( )
1

1

tg u
f t dudt

ts t u

ug u
f t dudt

us u t

= +
− −

+ =
− −

∫ ∫

∫ ∫
 

( )

( )

1 1

0 0

1 1

0 0

( )
1 1

( )  . 
1 1

g u t uf t dudt
t u ts us

g uf t dudt
ts us

⎛ ⎞= − =⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

=
− −

∫ ∫

∫ ∫
 

Таким образом, при всех [0,1)s∈  имеем  

( ) ( ) ( ) .Sh s Sf s Sg s=
              

(2.7) 

А так как [ ]1[0,1] 0,1pf L L∈ ⊂  и аналогично 
1, [0,1],g h L∈  то в силу теоремы 1.1 равенство (2.7) 

верно во всей комплексной  s -плоскости с разре-
зом по [1, ),∞  что и завершает доказательство. 

Следствие 2.1. Пусть [0,1]pf L∈  и 
[0,1],qg L∈  где 1 ; p< < ∞  1  q< < ∞  и 

1/ : 1/ 1/ 1.r p q= + <  
Если 0f g• =  п. в., то либо 0,f =  либо 0g =  п. в. 

Доказательство. Пусть 0f g• =  п. в. То-
гда ( ) ( ) 0Sf s Sg s =  в области \ [1, )∞C  по тео-
реме 2.1. Другими словами, \ [1, ) Ω Ω ,f g∞ = ∪C  
где  

( ){ }Ω \ [1, ) : 0 ,f s Sf s= ∈ ∞ =C
 

( ){ }Ω \ [1, ) : 0 .g s Sg s= ∈ ∞ =C  

Так как множества Ω f  и Ωg  замкнуты в 
\ [1, ),∞C  то хотя бы одно из них имеет непустую 

внутренность. Пусть, для определенности, 
Ω .fint ≠ ∅  В силу теоремы 1.1 0Sf =  в 
\ [1, ),∞C  а потому (теорема 1.2) 0f =  п. в.  
Ясно, что свертка Маркова – Стилтьеса (при 

условии существования) обладает перемести-
тельным и распределительным свойствами. Ука-
жем условия, при которых справедливо сочета-
тельное свойство.  

Следствие 2.2. Пусть 
[0,1] (1 , 1,2,3).p

if L p i∈ < < ∞ =  
Если свертки 1 2f f• , 2 3f f• , ( )1 32

f f f• •  и 

( )1 2 3f f f• •  существуют и принадлежат 

[0,1] ,pL  то 1 2 3 1 2 3( ) ( ).f f f f f f• • = • •  
Доказательство. Это сразу следует из тео-

рем 2.1 и 1.2. 
Отметим также следующий аналог неравен-

ства Юнга. 
Следствие 2.3. При условиях теоремы 2.1 

справедливо неравенство 

[0,1] [0,1] [0,1]
2 ,r p qpL L L

f g A f g• ≤  

где  

tg 1 2,
2

ctg 2 .
2

p

p

A при p
p

A при p
p

π

π

= < ≤

= ≤ < ∞
 

Доказательство. В доказательстве теоремы 2.1 
было отмечено, что 1 | [0,1] [0,1].pF Hf L= ∈  Поэто-
му в силу неравенств Гельдера и М. Рисса имеем 

[0,1] [0,1] [0,1]

1[0,1] ( ) [0,1] [0,1]

( ) ( )

.
r q p

q p q p

L L L

pL L L L

tg t F t g F

g Hf A g f

≤ ≤

≤ ≤R

 

Аналогично 

[0,1] [0,1] [0,1]
( ) ( ) .r q ppL L L

tf t G t A g f≤  

Осталось заметить, что  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).f g t tf t G t tg t F t• = +  

Использованное выше точное значение кон-
станты pA  в неравенстве М. Рисса было дано в [6]. 
 

3 Одно применение теоремы о свертке  
Рассмотрим сингулярное интегральное 

уравнение 

( ) ( ) ( )
1

0

( )    0f uf t du g t
t u

λ λ+ = ≠
−∫

     
(3.1) 

с неизвестной функцией f  (мы предполагаем, 
что функции f и g таковы, что нижеследующие 
рассуждения имеют смысл). Решение уравнений 
вида (3.1) (и даже более общих уравнений) было 
получено ранее сведением к краевой задаче Ри-
мана (см., например, [7, глава 6, § 47]). Покажем, 
как для этой цели могут быть использованы тео-
ремы 1.3 и 2.1. 

Известно [8, с. 242], что при 0 Re 1α< <  

( )

( )

( )

11

0

1

1

1

ctg  ,  0 1               
1

, 0 или 1.
sin 1 1

u u
du

t u

t t
t

t t t
t t

αα

α

α

α

π απ

π
απ

−−

−

−

−
=

−

⎧
< <⎪

−⎪= ⎨
− −⎪ < >⎪ − −⎩

∫

 

(3.2) 

Поэтому при 0 Re 1α< <  

( )

1

11 1

0 0

( )
(1 )

1 ( )( )
(1 )

tf t
t

u u t f utf t du du
t u t ut

α

α

αα α

α

−

−−

• =
−

−
= + =

− −−∫ ∫
 

( )
( ) ( )

1

0

( )ctg
1 1

t t f uf t du
t ut t

α α

α απ απ= + =
−− − ∫  

( )
( )

1

0

1 ( )ctg tg .
1

t f uf t du
t ut

α

απ απ απ
π

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

−− ⎝ ⎠
∫  

Подберем число 0 0, 0 Re 1,α α< <  так, что 

0tg .α π λπ=  Умножая обе части (3.1) на 

( ) 00
01 ctg ,t t αα π α π−−  получим 
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( )
( )

( )
( )

0 0

0 0

1

0ctg  .
1 1
t tf t g t

t t

α α

α α π α π
−

• =
− −

 

Применение теоремы 2.1 к последнему со-
отношению дает 

( )
( ) ( )

( )
( )

00

0 0

1

0( ) ctg .
1 1

g t ttSf s S s S s
t t

αα

α απ α π
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Но равенство (3.2) показывает, что (ниже поло-
жено 1 /y s= ) 

( )
( ) ( ) 000

0

111

0

1

1

t ttS s y dt
y tt

ααα

α

−−−⎛ ⎞ −
⎜ ⎟ = =
⎜ ⎟ −−⎝ ⎠

∫  

( )

0 01

0 0

1 .
sin 1 1 sin 1

y y
y y s

α απ π
α π α π

−
− − ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

 

Значит,  

( ) ( ) ( )
( )

( )
0

0

001 cos .
1

g t t
Sf s s S s

t

α
α

αα π
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

Используя теперь теорему 1.3, имеем окон-
чательно 

( )

( ) ( ) ( )( )( )
0

00

0
2

cos

1
1 .

1

f t

s
S g x x x s ds

ts

α
αα

α π
π

∞
−

−∞

= ×

−
× −

−∫
 

Мы получили решение уравнения (3.1) в 
форме, отличной от данной в [7]. 
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СТАЦИОНАРНЫЕ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫЕ СЕТИ С ОБХОДАМИ 
СООБЩЕНИЙ И ФОРМИРОВАНИЕМ ПОСТУПАЮЩИХ 

И ОБСЛУЖИВАЕМЫХ ГРУПП ЗАЯВОК СЛУЧАЙНЫХ РАЗМЕРОВ 

Ю.В. Малинковский, Чжао Юе 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

STEADY-STATE EXPONENTIAL NETWORKS WITH BYPASSING 
OF COMMUNICATIONS AND WITH GENERATION OF ARRIVING 

AND SERVICING RANDOM SIZE CUSTOMER BATCHES 

Yu.V. Malinkovsky, Zhao Yue 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Рассмотрен класс экспоненциальных сетей массового обслуживания с джексоновским трафиком сообщений и возмож-
ностью мгновенного обхода сообщениями узлов с вероятностями, зависящими от их состояний. Принятые в узлы сети 
сообщения формируют группы заявок случайных размеров, присоединяющиеся к этим узлам. Заявки обслуживаются 
группами случайного размера, который определяется в момент окончания обслуживания этих групп (assemble-transfer 
batch service). После обслуживания в узле очередной группы эта группа покидает сеть и посылает или не посылает со-
общения в остальные узлы в соответствии с некоторой матрицей маршрутизации. В терминах изолированных узлов, 
помещенных в фиктивную случайную среду, установлены достаточные условия, при которых стационарное распреде-
ление состояний сети имеет мультипликативную форму. В качестве примера рассмотрен случай, когда размеры при-
нимаемых в узлы групп имеют геометрическое распределение, а стационарное распределение имеет форму произведе-
ния смещенных квазигеометрических распределений. 
 
Ключевые слова: сети массового обслуживания, групповые перемещения, сообщения, обходы узлов, квазиобрати-
мость, форма произведения смещенных квазигеометрических распределений. 
 
The exponential queueing networks class with Jackson traffic of communications and with possibility of instant bypassing of 
nodes by communications with probabilities depending on their states is considered. The communications taking over by 
thenodes generate customers’ batches of random sizes and will be joined to these nodes. Customers’ batch of random size is 
served simultaneously, the size being determinated at the moment of completing the service due to the assemble-transfer batch 
service discipline. When customers batch service is finished it leaves the network and sends communication to other nodes or 
leaves the network with according to some routing matrix. Sufficient conditions are established for the product form stationary 
network distribution in terms of insulating nodes in fictitious random environment. As an example we considered the case when 
the sizes of customers’ batches taking over by nodes have a geometric distribution and the network state stationary distribution 
has the product form of factors which have shift quasigeometric distribution. 
 
Keywords: queueing networks, batches movements, communications, bypassing of nodes, quasireversibility, product-form of 
shift quasigeometric distributions. 

 
 

Введение  
Сети массового обслуживания с групповым 

поступлением и групповым обслуживанием час-
то встречаются в приложениях. Например, знаки 
в сообщениях могут поступать и передаваться 
группами знаков случайного размера, образую-
щих слова некоторого алфавита, программы, 
поступающие в вычислительный центр для обра-
ботки, могут приходить в виде пакетов случай-
ного размера и т. д. Несмотря на это, статей, по-
священных аналитическому исследованию таких 
сетей, мало. Это объясняется тем обстоятельст-
вом, что граф переходов между состояниями со-
ответствующего марковского процесса для сис-
темы с групповыми перемещениями сильно свя-
зен, что не позволяет в общем случае находить 
стационарное распределение для системы и, тем 
более, для сети массового обслуживания, со-
стоящей из таких систем.  

В работе [1] рассмотрен класс сетей массо-
вого обслуживания с нелинейными уравнениями 
трафика – сети с групповым поступлением и 
групповым ассемблерно-трансферным обслужи-
ванием (assemble-transfer batch service). Эта рабо-
та обобщает работы [2], [3] для сетей с группо-
выми уходами на случай, когда размеры переда-
ваемых групп могут меняться в соответствии с 
марковской матрицей маршрутизации. При этом 
предполагается, что принимающие и передаю-
щие узлы, а также размеры, с которыми переда-
ются группы и поступают переданные группы, 
могут зависеть друг от друга. Ассемблерно-
трансферное обслуживание возникает, например, 
при работе в интернете. В этом случае в качестве 
времени обслуживания выступает время сеанса 
пользователя, а обслуженными в конце сеанса 
считаются  все  открытые  за  время сеанса при-
ложения.  В  работе  [1] установлено, что для 
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существования стационарного распределения в 
форме произведения геометрических распреде-
лений необходимо введение дополнительного 
пуассоновского потока, заявки которого посту-
пают, когда сеть свободна от заявок. В против-
ном случае стационарное распределение в ука-
занной форме не существует. Альтернативный 
алгоритм решения поставленной в [1] задачи 
приводится в [4]. Введение дополнительного 
потока в [1], [4] делает постановку задачи не-
сколько искусственной. В [5] показано, что для 
сети с передачей и джексоновским трафиком 
сообщений и формированием поступающих и 
обслуживаемых групп случайного размера без 
какого бы то ни было дополнительного потока 
стационарное распределение при определенных 
условиях может иметь форму произведения 
смещенных геометрических распределений. В 
настоящей работе некоторые из результатов [5] 
распространяются в несколько иной форме на 
аналогичные сети с обходами сообщений и ус-
ловной интенсивностью обслуживания, завися-
щей от состояния соответствующего узла. Кроме 
того, устанавливаются достаточные условия для 
представления совместного стационарного рас-
пределения чисел заявок в форме произведения 
смещенных квазигеометрических распределений.  
 

1 Модель однолинейного узла с групповы-
ми перемещениями и обходами  

Сначала рассмотрим однолинейную систе-
му массового обслуживания с групповым посту-
плением и групповым обслуживанием и обхода-
ми узлов. В систему поступает стационарный 
пуассоновский поток сообщений с интенсивно-
стью λ.  Каждое сообщение входного потока 
независимо от других сообщений с вероятностью 

nf ,  зависящей от числа n  заявок в системе в 
момент ее поступления, направляется в систему, 
а с вероятностью 1 nf−  покидает ее (совершает 
обход системы). В момент направления сообще-
ния в систему мгновенно формируется группа 
заявок случайного размера mX  ( m  – номер m -го 
по счету поступившего сообщения). Эта группа 
заявок присоединяется к очереди, если в системе 
имеются другие заявки, в противном случае из 
заявок этой группы формируется группа заявок, 
которая сразу начинает обслуживаться (при этом 
остальные заявки, если такие будут, остаются в 
системе). Механизм формирования требуемой 
для обслуживания группы точно такой, как опи-
санный ниже механизм формирования группы на 
обслуживание после окончания обслуживания 
очередной группы. Предполагается, что 
{ 1 2 }mX m …, = , ,  – последовательность независи-
мых положительных одинаково распределенных 
целочисленных случайных величин с конечным 
математическим ожиданием Am  и вероятностями 

значений ( ) { } 1 2na k P X k k …= = , = , , .  Пусть 

1

( ) ( ) k

k

A z a k z
∞

=

= ∑  – производящая функция nX .  В 

момент окончания обслуживания очередной 
группы на обслуживание выбирается группа зая-
вок случайного размера mY  ( m  – номер m -й по 
счету обслуженной группы), которая обслужива-
ется целиком, при этом условное распределение 
времени обслуживания – экспоненциальное с 
интенсивностью ( )nμ ,  зависящей от числа зая-
вок в системе в момент начала ее обслуживания. 
Предполагается, что ( ) 0nμ >  для 0n >  и 

(0) 0μ = .  Если в момент окончания обслужива-
ния очередной группы размер требуемой для 
обслуживания группы строго больше числа ос-
тающихся заявок в системе, то на обслуживание 
выбирается некомплектная группа из всех ос-
тавшихся в системе заявок. Предполагается, что 
{ 1 2 }mY m …, = , ,  – последовательность независи-
мых положительных одинаково распределенных 
целочисленных случайных величин с конечным 
математическим ожиданием Bm  и вероятностя-
ми значений ( ) { } 1 2mb k P Y k k …= = , = , , .  Пусть 

также 
1

( ) ( ) k

k

B z b k z
∞

=

= ∑  – производящая функция 

mY .  Обслуживание предполагается ассемблерно-
трансферным, т. е. решение о размере обслужи-
ваемой группы принимается в конце процесса 
обслуживания этой группы. Фактически послед-
нее означает то, что если в момент t  в системе 
находилось n  заявок и началось обслуживание 
группы заявок, то вероятность окончания обслу-
живания группы из k  заявок в промежутке вре-
мени [ )t t t, + Δ  равна 

{ } { }( )[ ( ) ( ) ] ( )k n k nn b k I B k I t o tμ ≠ =+ Δ + Δ  

при 0 1t k nΔ → , = , ,  где 
( ) 1 (1) ( 1)B k b … b k= − − − − .  

Процессы поступления и обслуживания предпо-
лагаются независимыми. Размеры поступающих 
групп и размеры выбираемых на обслуживание 
групп также независимы.  

Пусть ( )n t  – число заявок в системе в мо-
мент t.  Семейство случайных величин { ( )}n t  
есть цепь Маркова с непрерывным временем с 
пространством состояний {0 1 }…+ = , , .Z  Интен-
сивности ее перехода есть  

( ) ( ) если 1 0q n n k a k k nλ, + = , ≥ , ≥ ,  

{ } { }( ) ( )[ ( ) ( ) ]

если 1
k n k nq n n k n b k I B n I

n k

μ ≠ =, − = + ,

≥ ≥ .
 (1.1) 

Здесь AI  – индикатор A,  равный 1, если со-
бытие A  происходит, и 0, если событие A  не 
происходит.  
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Уравнение равновесия для стационарного 
распределения { ( ) }p n n +, ∈Z  цепи Маркова 

( )n t ,  если оно существует, имеет вид  

1
( )[ ( )] ( ) ( )

n

n n k
k

p n f n f p n k a kλ μ λ −
=

+ = − +∑  (1.2) 

{ 0} { 0}
1

( ) ( )[ ( ) ( ) ]n n
k

p n k n k b k I B k I nμ
∞

≠ = +
=

+ + + + , ∈ .∑ Z   

Хорошо известно (см., например, [5]), что 
для квазиобратимости цепи ( )n t  необходимо и 
достаточно, чтобы эти уравнения распадались на 
локальные уравнения равновесия  

 
1

( ) ( ) ( ) ( )
n

n k
k

p n n f p n k a kμ λ −
=

= − ,∑    (1.3) 

1

{ 0} { 0}

( ) ( ) ( )

[ ( ) ( ) ]

n
k

n n

p n f p n k n k

b k I B k I n

λ μ
∞

=

≠ = +

= + + ×

× + , ∈ .

∑
Z

   (1.4) 

Исследуем специальный случай, когда ве-
роятности того, что не будет обхода, пропорцио-
нальны интенсивности обслуживания:  

 0( ) 1 2 (0 1]nf d n n … fμ= , = , , , ∈ , ,     (1.5) 
где постоянная d  не зависит от n.  Физически 
это означает, что вероятность принятия сообще-
ния системой тем больше, чем больше интенсив-
ность ее обслуживания. Для корректности усло-
вия (1.5) необходимо предположить, что 

1
sup ( )
n

nν μ
≥

= < ∞,  т. е. интенсивность обслужива-

ния должна быть ограниченной функцией от n.  
Так как ( ) 0nμ >  для 1n ≥ ,  то 0 ν< < ∞.  Пусть 
теперь d  – любое число такое, что 10 d ν< ≤ .  
Тогда, очевидно, что определенные с помощью 
(1.5) nf  будут для 1n ≥  удовлетворять неравен-
ству 0 1nf dν< ≤ ≤ .   

Вводя новые переменные  

 ( ) ( ) ( ) ( )nfr n p n n p n n
d

μ += = , ∈ ,Z     (1.6) 

и обозначая dρ λ= ,  можно переписать локаль-
ные уравнения равновесия следующим образом:  

 
1

( ) ( ) ( ) 1
n

k
r n r n k a k nρ

=

= − , ≥ ,∑  (1.7) 

1

{ 0} { 0}

( ) ( )

[ ( ) ( ) ] 0
k

n n

r n r n k

b k I B k I n

ρ
∞

=

≠ =

= + ×

× + , ≥ .

∑  (1.8) 

Запишем (1.8) отдельно для 0n =  и 1n ≥ :   

 
1

(0) ( ) ( )
k

r r k B kρ
∞

=

= ,∑            (1.9) 

 
1

( ) ( ) ( ) 1
k

r n r n k b k nρ
∞

=

= + , ≥ .∑     (1.10) 

Решение (1.7), (1.8) будем искать в виде  
 1

0(0) ( ) (1 ) 1nr r r n r c c n−= , = − , ≥ ,    (1.11) 

где 0r r,  и c  – некоторые постоянные, 

0 0 (0 1)r r c, > , ∈ , .  Подставляя (1.11) в (1.9), по-

лучим 0 [1 ( )]r r B cρ = − ,  откуда  

 0( ) 1
r

B c
r

ρ= − .              (1.12) 

Подставляя (1.11) в (1.10), получим  
 ( )B c ρ= .                           (1.13) 

Из сравнения (1.12) с (1.13) вытекает  

 01
r rρ

ρ
= .

−
                  (1.14) 

Заметим, что если c  – корень уравнения (1.13), 
то в силу абсолютной монотонности производя-
щей функции ( )B z  с необходимостью должно 
выполняться неравенство cρ ≤ .  Таким образом, 
{ ( ) 0}r n n, ≥  – решение (1.8) тогда итолько то-
гда, когда выполняется (1.14), а c  – корень 
уравнения (1.13).  

Обозначим через 

0
0

(1 )( ) ( )
1

n

n

c zR z r n z r r
cz

∞

=

−
= = +

−∑  

производящую функцию последовательности 
{ ( )}r n ,  определенной равенством (1.11). Умно-
жая (1.7) на nz  и суммируя по всем 1 2n …= , , ,  
получим  

0( ) ( ) ( ).R z r A z R zρ− =  
Используя (1.14), отсюда находим  

0

0 0

1

1

( ) (1 )( )
( ) [ ( ) ]

(1 )(1 )
1 ( ) 1

c

c

R z r r c zA z
R z r r c r cr z

zc z
c z z

ρ
ρ
ρ
ρ

ρ ρ

ρ ρ

−
−
−
−

− −
= = =

− − +

−−
= = .

− − − −

 

Но это – производящая функция геометрическо-
го распределения на множестве натуральных 
чисел с параметром 1

ca ρ
ρ

−
−= ,  причем не исключа-

ется случай вырожденного распределения, со-
средоточенного в точке 1 при 0a = .  Так как для 
корня уравнения(1.13) выполнено (0 1)cρ ≤ ∈ , ,  
то 0 1a≤ < .  Таким образом, имеет место сле-
дующая  

Лемма 1.1. Для того чтобы решение (1 7). ,  
(1 8).  имело вид (1 11). ,  необходимо и достаточ-
но, чтобы c  являлось корнем уравнения (1 13). ,  
выполнялось равенство (1 14). ,  а размеры фор-
мируемых при поступлении сообщений групп 
имели геометрическое распределение с пара-
метром 1

ca ρ
ρ

−
−= ,  включая вырожденное распре-

деление при c ρ= .   
Возвратимся к старым переменным  

( )( ) ( ) ( )
( ) n n

r n dp n r n r n
n f f

ρ
μ λ

= = = ,  
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для которых решение (1.11) уравнений (1.7), (1.8) 
в новых переменных перейдет в решение  

0
0

2
10

(0)

( ) (1 ) 1
(1 )

n

n

p r
f

r
p n c c n

f

ρ
λ

ρ
λ ρ

−

= ,

= − , ≥ ,
−

   (1.15) 

уравнений (1.3), (1.4) в старых переменных. При 
этом из условия нормировки  

 
11

0
10

1 (1 )
1

n

n n

c cr
f f

λ ρ
ρ ρ

−−∞

=

⎡ ⎤−
= + .⎢ ⎥−⎣ ⎦

∑  (1.16) 

Необходимым условием эргодичности ( )n t  яв-
ляется следующее условие:  

 
1

1

n

n n

c
f

−∞

=

< ∞.∑                   (1.17) 

Нетрудно понять, используя эргодическую тео-
рему Фостера [6], что (1.17) является не только 
необходимым, но и достаточным условием эрго-
дичности. Резюмируя вышесказанное, приходим 
к следующему результату.  

Теорема 1.1. Пусть  
0( ) 1 2 (0 1].nf d n n … fμ= , = , , , ∈ ,  

Для эргодичности марковского процесса ( )n t  
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 
условие (1 17). .  Для того, чтобы эргодический 
процесс ( )n t  имел стационарное распределение 
(1 15).  и был квазиобратимым, необходимо и 
достаточно, чтобы c  являлось корнем уравне-
ния (1 13). ,  а размеры формируемых при поступ-
лении сообщений групп имели геометрическое 
распределение с параметром 1

ca ρ
ρ

−
−= ,  включая 

вырожденное распределение при c ρ= .  При 
этом 0r  определяется с помощью (1 16). .    
 

2 Модель сети с обходами узлов сообще-
ниями и формированием групп заявок случай-
ных размеров  

Рассмотрим открытую сеть массового об-
служивания, склеенную из узлов того же типа, 
как система, рассмотренная в разделе 1.  Дадим 
независимое описание этой сети. В сеть, состоя-
щую из N  узлов, поступают независимые ста-
ционарные пуассоновские потоки сообщений с 
интенсивностью iλ  в i -й узел.  

Пусть 0
1

N
i

i i
i

p
λ

λ λ
λ=

= , = .∑  Это эквивалентно 

тому, что в сеть поступает стационарный пуас-
соновский поток сообщений с параметром λ,  а 
каждое сообщение независимо от других сооб-
щений с вероятностью 0ip  направляется в i -й 

узел 0
1

1 1
N

i
i

i N p
=

⎛ ⎞= , , = .⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  Сообщение, направленное 

в i -й узел (извне или из другого узла), с вероят-
ностью ( )

i

i
nf ,  зависящей от числа заявок in  в i -м 

узле, мгновенно принимается этим узлом, а с до-
полнительной вероятностью ( )1

i

i
nf−  мгновенно 

обходит этот узел, после чего мгновенно двигает-
ся с вероятностью ijp  в j -й узел или покидает 

сеть с вероятностью 0ip  
0

1 1 .
N

ij
j

i j N p
=

⎛ ⎞
, = , , =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  В 

момент принятия n -го сообщения i -м узлом в 
нем мгновенно формируется группа заявок слу-
чайного размера niX  ( n  – номер n -го по счету 
принятого i -м узлом сообщения). Эта группа 
заявок присоединяется к очереди, если в i -м 
узле имеются другие заявки, в противном случае 
из заявок этой группы формируется группа зая-
вок, которая сразу начинает обслуживаться (при 
этом остальные заявки, если такие будут, оста-
ются в узле). Механизм формирования требуе-
мой для обслуживания группы точно такой, как 
описанный ниже механизм формирования груп-
пы на обслуживание после окончания обслужи-
вания очередной группы. Предполагается, что 
{ 1 2 }niX n …, = , ,  – последовательности независи-
мых положительных одинаково распределенных 
целочисленных случайных величин с конечными 
математическими ожиданиями 

iAm  и вероятно-
стями значений 

( ) { } 1 2 ( 1 )i ia k P X k k … i N= = , = , , = , .  
В момент окончания обслуживания очередной 
группы в i -м узле на обслуживание выбирается 
группа заявок случайного размера niY ,  которая 
обслуживается целиком, при этом обслуживание 
– экспоненциальное с интенсивностью ( )i inμ ,  
зависящей от числа заявок in  в i -м узле в мо-
мент началаобслуживания этой группы ( n  – но-
мер n -й по счету обслуженной в i -м узле груп-
пы). Предполагается, что (0) 0, ( ) 0i i inμ μ= >  при 

0in > .  Если в момент окончания обслуживания 
очередной группы размер требуемой для обслу-
живания группы строго больше числа остаю-
щихся в узле заявок, то на обслуживание выби-
рается некомплектная группа из всех оставшихся 
в i -м узле заявок. Как и для изолированного уз-
ла в п. 2 обслуживание предполагается ассемб-
лерно-трансферным, т. е. решение о размере об-
служиваемой группы принимается в конце про-
цесса обслуживания этой группы. Предполагает-
ся, что { 1 2 }niY n …, = , ,  – последовательности не-
зависимых положительных одинаково распреде-
ленных целочисленных случайных величин с 
конечными математическими ожиданиями 

iBm  и 
вероятностями значений 

( ) { } 1 2 ( 1 )i ib k P Y k k … i N= = , = , , = , .  
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Процессы поступления и обслуживания предпо-
лагаются независимыми. Размеры поступающих 
групп и размеры выбираемых на обслуживание 
групп также независимы между собой.  

Предположим, что расширенная матрица 
маршрутов ( 0 )ijp i j N, , = , ,  где 00 0p = ,  неприво-
дима. Обозначим через iλε  интенсивность пото-
ка сообщений из i -го узла. Тогда система ли-
нейных уравнений трафика  

 0
1

1
N

j j i ij
i

p p j Nε ε
=

= + , = , ,∑       (2.1) 

имеет единственное строго положительное ре-
шение. Эта система выражает сохранение интен-
сивностей потоков сообщений iλε  при прохож-
дении узлов сети.  

Пусть ( )in t  – число заявок в i -м узле в мо-
мент t.  Состояние сети будем описывать непри-
водимой цепью Маркова { ( )}tn  с непрерывным 
временем с пространством состояний N

+ ,Z  где 

1 2( ) ( ( ) ( ) ( ))Nt n t n t … n t= , , , .n   
Пусть ( )iϕ n  – условная вероятность того, 

что сообщение, поступающее в i -й узел, когда 
сеть находится в состоянии ,n  не приведет к 
формированию групп заявок ни в одном из уз-
лов; ( )ijψ n  – условная вероятность того,что со-
общение, поступающее в i -й узел, когда сеть 
находится в состоянии ,n  впервые приведет к 
формированию групп заявок в j -м узле; ( )iα n  – 
условная вероятность того, что группа заявок, 
обслуженная i -м узлом, когда сеть находится в 
состоянии n  непосредственно перед моментом 
окончания ее обслуживания, не приведет к фор-
мированию групп заявок ни в одном из узлов; 

( )ijβ n  – условная вероятность того, что группа 
заявок, обслуженная i -м узлом, когда сеть нахо-
дится в состоянии n  непосредственно перед мо-
ментом окончания ее обслуживания, приведет к 
формированию группы заявок впервые в j -м 
узле. Кроме того, пусть  

{ 0} { 0}( ) ( ) ( )
i iii i i n nn k b k I k IBθ ≠ =, = +  

– вероятность того, что в i -м узле будет обслу-
жена группа размера k,  если в момент начала ее 
обслуживания в нем находилось in k+  заявок. 
Используя формулу полной вероятности и строго 
марковское свойство, имеем  

( )
0

1
( ) (1 ) ( ) 1

i

N
i

i n i ij j
j

f p p i Nϕ ϕ
=

⎡ ⎤
= − + , = , ,⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑n n  (2.2) 

( )

1
( ) (1 ) ( ) 1

i i

N
i

ij n ij n ik kj
k

f f p i j Nψ δ ψ
=

= + − , , = , ,∑n n (2.3) 

0

1 1

( )

( ) ( ) 1
i

i i
nN

im m i i i
m k

p

p k n k i N

α

ϕ θ
= =

= +

+ − , , = , ,∑ ∑

n

n e
 (2.4) 

1 1

( )

( ) ( ) 1 ,
i

ij

nN

im mj i i i
m k

p k n k i j N

β

ψ θ
= =

=

= − , , , = ,∑ ∑

n

n e
 (2.5) 

где ie  – n -мерный вектор, i -я которого равна 1, 
а остальные равны 0, ijδ  – символ Кронекера. 
При этом, очевидно,  

1

( ) ( ) 1
N

i ij
j

ϕ ψ
=

+ = ,∑n n  

1

( ) ( ) 1
N

i ij
j

α β
=

+ = .∑n n  

Уравнения (2.2), (2.3) совпадают с соответ-
ствующими уравнениями для вспомогательных 
функций сети Джексона с обходами из работы 
[7], в которой доказано, что если расширенная 
матрица маршрутов ( 0 )ijp i j N, , = ,  неприводи-
ма, то (2.2), (2.3) однозначно определяют услов-
ные вероятности ( ) ( )i ijϕ ψ, .n n  Тогда оставшиеся 
вероятности ( ) ( )i ijα β,n n  однозначно найдутся 
из соотношений (2.4), (2.5). Итак, выполняется 
следующая  

Лемма 2.1. Если матрица ( 0 )ijp i j N, , = ,  
неприводима, то при каждом фиксированном 

N
+∈n Z  соотношения (2 2). – (2 5).  однозначно 

определяют вероятности ( ) ( )i ijϕ ψ, ,n n  ( )iα ,n  

( ) ( 1 ).ij i j Nβ , = ,n   
Предположим, что исходные параметры се-

ти таковы, что процесс ( )tn  эргодичен. Для об-
щего случая из-за возможности обходов узлов 
сообщениями и зависимости интенсивности об-
служивания от количества заявок в узле устано-
вить вид необходимых и достаточных условий 
эргодичности сложно. Но по крайней мере, если 

( )i i inμ μ=  при 0in > ,  то условие 

1
i ii A i Bm m i Nλε μ< , = , ,  

являющееся, как известно, необходимым и дос-
таточным для эргодичности рассматриваемой 
сети, но без обходов (все ( ) 1

i

i
nf = ), а следова-

тельно, будет достаточным условием эргодично-
сти для рассматриваемой нами сети с обходами. 
Пусть для эргодического процесса начальное 
распределение совпадает со стационарным эрго-
дическим распределением. Тогда ( )tn  – стацио-
нарный марковский процесс, а его распределение 
в произвольный момент времени является един-
ственным с точностью до постоянного множите-
ля нетривиальным решением уравнений гло-
бального равновесия  

0
1

( ) [ (1 ( )) ( )(1 ( ))]
N

i i i i ii
i

p p nλ ϕ μ β
=

− + − =∑n n n  

0
1 1 1

( ) ( ) ( )
inN N

i j ji i i
i j k

p k p k a kλ ψ
= = =

= − − +∑∑∑ n e n e  
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1 1

( ) ( ) ( ) ( )
N

i i i i i i i
i k

p k n k n k kμ θ α
∞

= =

+ + + , + +∑∑ n e n e  

1 1 1 1
( ( ) ( )

( ) ( ) ( ))

inN N

j i j j
i j k l

j j ji j i i

p k l n k

n k k l a l

μ

θ β

∞

= = = =

+ + − + ×

× , + − .

∑∑∑∑ n e e

n e e
 (2.6) 

Здесь N
+∈n Z  и предполагается, что ( ) 0p =n  для 

N
+∉ .n Z   
Можно надеяться, что результат о пред-

ставлении стационарного распределения в виде 
произведения множителей, характеризующих 
отдельные узлы, будет, по аналогии с результа-
том работы [7], выполняться. Для доказательства 
надо разбить (2.6) на уравнения локального рав-
новесия. Первое уравнение получается, если 
приравнять интенсивность потока из состояния 
за счет поступления сообщений в сеть интенсив-
ности потока в это же состояние за счет ухода 
сообщений из сети:  

0
1

1 1

( ) (1 ( ))

( ) ( ) ( ) ( )

N

i i
i

N

i i i i i i i
i k

N

p p

p k n k n k k

λ ϕ

μ θ α

=

∞

= =

+

− =

= + + , + ,

∈ .

∑

∑∑

n n

n e n e

n Z

(2.7) 

Второе уравнение локального равновесия полу-
чается, если для каждого 1i N= ,  приравнять 
интенсивность потока из состояния за счет ухода 
сообщений из i -го узла интенсивности потока в 
это же состояние за счет поступления сообщений 
в i -й узел (извне и из других узлов):  

0
1 1

( ) ( )(1 ( ))

( ) ( ) ( )
i

i i ii
nN

i j ji i i
j k

p n

p k p k a k

μ β

λ ψ
= =

− =

= − − +∑∑

n n

n e n e
 

1 1 1
( ( ) ( )

( ) ( ) ( ))

inN

j i j j
j k l

j j ji j i i

N

p k l n k

n k k l a l

μ

θ β

∞

= = =

+

+ + − + ×

× , + − ,

∈ .

∑∑∑ n e e

n e e

n Z

   (2.8) 

Так как (2.6) получается сложением (2.7) с (2.8), 
просуммированным по 1i N= , ,  то всякое реше-
ние (2.7), (2.8) является решением (2.6).  

Можно показать, что если ( ) 1i ip n i N, = , ,  
удовлетворяют уравнениям локального равнове-
сия (1.3), (1.4) для изолированных узлов с учетом 
обходов, в которые поступают стационарные 
пуассоновские потоки заявок с интенсивностями 

iλε ,  где ( 1 )i i Nε , = ,  – положительное решение 
уравнений трафика (2.1), т. е. уравнениям  

 ( )

1
( ) ( ) ( ) ( )

i

n
i

i i i i i n k i i i
k

p n n f p n k a kμ λε −
=

= − ,∑  (2.9) 

( )

1

( )

( ) ( ) ( )

i

i
i i i n

i i i i i i i
k

p n f

p n k n k n k n

λε

μ θ
∞

+
=

=

= + + , , ∈ .∑ Z
 (2.10) 

то 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )N Np p n p n …p n=n  будет являться 
решением (2.6). Для этого достаточно показать, 
что если ( ) 1 ,i ip n i N, = ,  удовлетворяют (2.9), 
(2.10), то они удовлетворяют (2.7), (2.8). Это сде-
лать чрезвычайно сложно, но можно обойтись 
без этого этапа, если воспользоваться известной 
теоремой Келли [8]–[10]. Так как наша сеть по-
лучается склеиванием изолированных узлов со-
общений с помощью джексоновского трафика, а 
изолированные узлы, рассматриваемые вместе с 
обходами, квазиобратимы,то стационарное рас-
пределение марковского процесса { ( )}tn  будет 
иметь искомую мультипликативную форму. Та-
ким образом, нами доказана следующая  

Теорема 2.1. Пусть марковский процесс 
( )tn  эргодичен, а изолированные от сети узлы в 

фиктивной окружающей среде (со стационар-
ными пуассоновскими входящими потоками с 
интенсивностями iλε  для i -го узла, где 

( 1 )i i Nε , = ,  – положительное решение уравне-
ний трафика (2 1). ) квазиобратимы с учетом 
обходов, т. е. для стационарных вероятностей 
состояний изолированных узлов выполнены урав-
нения локального равновесия (2 9). ,  (2 10). .  Тогда 
стационарные вероятности состояний процесса 

( )tn  имеют форму произведения  

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) N
N Np p n p n …p n += , ∈ ,n n Z  (2.11) 

где { ( ) }i i ip n n +, ∈Z  – решение системы локаль-
ных уравнений равновесия (2 9). ,  (2 10). ,  удовле-

творяющее условию нормировки 
0

( ) 1
i

i i
n

p n
∞

=

= .∑   

Пусть начальное распределение ( )tn  совпа-
дает со стационарным распределением (2.11), 
тогда ( )tn  – стационарный марковский процесс, 
одномерные распределения которого не зависят 
от времени (сеть функционирует в стационарном 
режиме). Тогда случайные процессы 

1( ) ( )Nn t … n t, ,  точечно независимы в стационар-
ном режиме, т. е. в каждый фиксированный мо-
мент времени. Однако в стационарном режиме 
рассматриваемые в различные моменты времени 
случайные величины 1 1( ) ( )N Nn t … n t, , ,  вообще 
говоря, зависимы. Таким образом, узлы влияют 
друг на друга, однако «мгновенный снимок» со-
стояний сети выражает независимость их функ-
ционирования.  

 
3 Достаточное условие для представле-

ния стационарного распределения состояний 
сети в форме произведения смещенных квази-
геометрических распределений  

В этом разделе рассматривается сеть из раз-
дела 2. Предположим, что 

1
sup ( ) 1

i

i i
n

n i Nμ
≥

< ∞, = , .  
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Тогда, как показано в разделе 1, существуют по-
стоянные 0id >  такие, что  

( )

( )
0

( ) 1 2

(0 1] 1
i

i
n i i i i

i

f d n n …

f i N

μ= , = , , ,

∈ , , = , .
      (3.1) 

В дальнейшем будем предполагать, что вероят-
ности обхода в нашей модели выбраны в соот-
ветствии с (3.1). Пусть, как и ранее, { 1 }i i Nε , = ,  
– положительное решение уравнений трафика 
(2.1), а i i idρ λε= .  Обозначим через ic  корни 
уравнений  

 ( ) 1i i ic i NB ρ= , = , .                   (3.2) 
Предположим также, что размеры групп, форми-
руемых принятыми в узлы сообщениями, имеют 
геометрическое распределение с параметром 

1
i i

i
i

c
a

ρ
ρ

−
=

−
 для i -го узла (включая вырожденное 

распределение, сосредоточенное в точке 1 при 
0a = ). Кроме того, пусть  

 
1

( )
1

i

i i

n
i

i
n n

c
f

−∞

=

< ∞∑                    (3.3) 

и  

 
1

( ) 1
0 ( ) ( )

10

(1 )1[ ]
1

i

i i

n
i i i i i

i i
ni i n

c c
r

f f
λε ρ
ρ ρ

−∞
−

=

−
= + .

− ∑   (3.4) 

Рассмотрим каждый узел i  изолированно 
от сети в фиктивной окружающей среде, харак-
теризующейся тем, что в этот узел поступает 
стационарный пуассоновский поток сообщений с 
параметром iλε  (известно, что даже в сети 
Джексона суммарный поступающий в узел поток 
не является пуассоновским). По теореме 1.1 при 
выполнении (3.3) процесс, описывающий со-
стояния изолированного узла, будет эргодиче-
ским, квазиобратимым с учетом обходов, а его 
стационарное распределение задается как  

( )
0

2 ( )
10

( )

(0)

( ) (1 ) 1
(1 )

i

i

i
i i

i

i
ni

i i i i ii
i n i

p
f

r
p n c c n

f

ρ
λε

ρ
λε ρ

−

= ,

= − , ≥ .
−

  (3.5) 

По теореме 2.1 стационарное распределение 
процесса ( )tn  будет иметь вид (2.11), в котором 
множители ( )i ip n  определены равенством (3.5). 
Докажем, что при выполнении перечисленных в 
этом разделе условий марковская цепь с непре-
рывным временем ( )tn  эргодична. В силу не-
приводимости матрицы маршрутизации и того, 
что во всех узлах сети ( ) 0i inμ >  для 0in > ,  а 

( ) 0
i

i
nf >  для 0in ≥ ,  цепь является неприводимой. 

Очевидно, она консервативна. Согласно эргоди-
ческой теореме Фостера [6] остается доказать, 
что система глобальных уравнений равновесия 
(2.6) имеет нетривиальное решение такое, что ряд 

( ) ( )
NZ

q p
+∈

∑
n

n n                       (3.6) 

сходится, где  

0
1

( ) [ (1 ( )) ( )(1 ( ))]
N

i i i i ii
i

q p nλ ϕ μ β
=

= − + −∑n n n  

– интенсивность выхода из состояния .n  В силу 
того, что 

1
sup ( ) 1

i

i i
n

n i Nμ
≥

< ∞, = , ,  найдется посто-

янная 0C >  такая, что  

 
1

( ) ( )
N

i i
i

q n Cλ μ
=

≤ + < .∑n             (3.7) 

По признаку сравнения рядов с неотрицатель-
ными слагаемыми для сходимости ряда (3.6) дос-
таточно сходимости ряда ( )

NZ

p
+∈

.∑
n

n  Но послед-

ний ряд при выполнении условия (3.3) распада-

ется в произведение сходящихся рядов 
1

( )
i

i i
n

p n
∞

=

.∑  

Впрочем, известно, что условие (3.7) является 
достаточным условием регулярности цепи, а для 
регулярных цепей более слабый вариант теоре-
мы Фостера позволяет требовать только сходи-
мости ряда из стационарных вероятностей. Ре-
зюмируя сказанное, получаем следующий ре-
зультат.  

Теорема 3.1. Пусть для 1i N= ,   

1
sup ( )

i

i i
n

nμ
≥

< ∞,  

( ) ( )
0( ) 1 2 (0 1]

i

i i
n i i i if d n n … fμ= , = , , , ∈ , ,  

{ }iε  – положительное решение уравнений тра-
фика (2 1). ,  i i idρ λε= ,  ic  – корни уравнений 
(3 2). ,  размеры групп, формируемых принятыми 
в узлы сообщениями, имеют геометрическое 

распределение с параметром 
1

i i
i

i

c
a

ρ
ρ

−
=

−
 для i -го 

узла (включая вырожденное распределение, со-
средоточенное в точке 1 при 0a = ), а также 
выполнено (3 2). .  Тогда марковский процесс ( )tn  
эргодичен, а его стационарное распределение 
имеет вид (2 11). ,  в котором множители ( )i ip n  
определены равенством (3.5).  

Результат теоремы 3.1 останется в силе, ес-
ли считать, что для некоторых (или всех) i  су-
ществуют iK  такие, что ( ) 0

i

i
nf >  при i in K<  и 

( ) 0
i

i
nf =  при i in K≥ .  В этом случае стационарное 

распределение надо сузить на 1 NX X … X= × × ,  
где {0 1 }i iX … K= , , , ,  если в i -м узле найдется 
такое iK ,  и X += Z  в противном случае. При 
этом условие ( ) ( )

i

i
n i i if d nμ=  в узлах, для которых 

найдется iK ,  надо накладывать для 1i in K= , .  
Тогда процесс ( )tn  будет неприводим на X ,  а 
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при выполнении остальных условий теоремы 3.1 
также эргодичным на X .  На пространстве N

+Z  
процесс ( )tn  не будет эргодическим, но будет 
иметь стационарное распределение, совпадаю-
щее с эргодическим на X  и равным нулю на 

\N X+ .Z   
Например, если сообщение, поступающее в 

узел, решает вопрос о присоединении к узлу или 
его обходе по числу находящихся там заявок, 
т. е. для всех 1i N= ,   

( ) 1 если
0 еслиi

i ii
n

i i

n K
f

n K
, < ,⎧

= ⎨ , ≥ ,⎩
 

то (t)n  неприводим и эргодичен на 

1 NX X … X= × × ,  где {0 1 }i iX … K= , , , .  При этом 
не имеет значения, каким образом определены и 
определены ли вообще ( )i inμ  при i in K> .  
Теорема 3.1 выполняется на X ,  если 

( ) ( )
i

i
n i i if d nμ=  для 1i in K= , .  

 
Заключение  
Из-за максимальной связности графа пере-

ходов марковских процессов, описывающих со-
стояния систем и сетей массового обслуживания 
с групповыми перемещениями, невозможно в 
общем случае находить их стационарные рас-
пределения в аналитическом виде. Исследова-
нию поддаются весьма редкие случаи. В настоя-
щей статье за счет предположения о пропорцио-
нальности вероятности присоединения сообще-
ния о формировании группы к узлу сети услов-
ной интенсивности обслуживания этим узлом 
удалось найти стационарное распределение сети 
в форме произведения смещенных квазигеомет-
рических распределений. В рассмотренной нами 
модели сети формирование поступающих и тре-
буемых для обслуживания групп является внут-
ренним свойством узла, а в сеть узлы связывают-
ся с помощью стохастической матрицы маршру-
тизации, позволяющей передавать сообщения о 
формировании групп. Большой интерес вызывает 
рассмотрение сети, в которой происходит не пе-
редача сообщений о формировании групп, а пе-
редаются сами обслуженные группы. Авторы 
статьи предполагают в дальнейшем исследовать 
такие сети.  
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В статье рассмотрена перекрестная система двух дифференциальных уравнений второй степени относительно произ-
водной и четвертой степени относительно переменных специального вида. Найдены необходимые и достаточные усло-
вия наличия свойства Пенлеве у решений данной системы. 
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ние. 
 
The article deals with the cross-system of the two differential equations of the second degree and fourth-degree derivative of the 
variables. The necessary and sufficient conditions for the Painlevé property for solutions of the system are found. 
 
Keywords: system of the differential equations, property of Painleve, simplified differential equation. 

 
 

Введение 
В работе [1] рассмотрена система двух 

дифференциальных уравнений 
2 3 2

3 2 1 0
3 2

3 2 1 0
2 3 2

3 2 1 0
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( ),

( ),

x a x a x a x a

y b x b x b x b

y c y c y c y c

x d y d y d y d

′ = + + + +

+ + + +

′ = + + + +

+ + + +

 

где ,ia  ,ib  ,ic  ,id  0,3i =  – функции аналитиче-
ские от t  при ограничениях  

3 3 0,a b+ ≠  

3 3 0,c d+ ≠  

3 2 1 0 0,b b b b+ + + ≠   

3 2 1 0 0.d d d d+ + + ≠  
Для удобства изучения аналитических свойств 
системы она была разбита на 4 случая. В случае 

0 3 30, 0, 0b b a= = ≠  найдены необходимые и 
достаточные условия, при которых данная сис-
тема не имеет подвижных критических особых 
точек. 

В данной работе продолжим исследование 
решений системы на наличие свойства Пенлеве в 
случае 0 0 0 ,a K b=  3 1 3 ,a K b=  0 0,b ≠  3 0,b ≠  где 

0 1,K K  – некоторые постоянные. 
  
 1 Используемые результаты 

Для дальнейшего исследования нам потре-
буются 

Лемма 1.1 [2]. Для того чтобы уравнение 
( )( , , ) ( , , )nx A t x x B t x x′′ ′ ′+ = , где 2,3,...,n =  ,A B  
– рациональные по ,x x′  и локально аналитиче-
ские от t  функции, не имело подвижных крити-
ческих особых точек, необходимо, чтобы A  и 
B  были полиномами по x′  степени 2 и 2n  со-
ответственно. 

Лемма 1.2 [3] (правило степени 1
2

n + ). 

Пусть в дифференциальном уравнении второго 
порядка второй степени 

( ) ( )2 , , , , :w E w w z w F w w z′′ ′ ′′ ′= +  w p′ =  и 

( ) ( )( ) ( )2 12, , 4 4 , , , , ,
m

p w z E F G p w z K p w z
+

Δ = + =  
где m  – неотрицательное целое число и ,E  ,F  

,G K  голоморфны по всем трём комплексным 
переменным в некоторой области D . Предпо-
ложим далее, что G имеет, по крайней мере, 
один простой нуль вида ( ),p w zμ=  или 

( ) ,y zν=  где 0K ≠  и ,μ ν  не дают особенно-

стей для 1.K −  Тогда необходимым условием для 
отсутствия подвижных критических особых 
точек у решений уравнения 

( ) ( )2 , , , ,w E w w z w F w w z′′ ′ ′′ ′= +  

есть 1 0
2z w pG pG EG+ + =  для всех простых 

нулей .G  
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2 Необходимые и достаточные условия 
наличия свойства Пенлеве 

Рассмотрим систему двух дифференциаль-
ных уравнений 

( )

( )

2 3 2
1 3 2 1 0 0
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,

x K b x a x a x K b
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x d y d y d y d

′ = + + + +

+ + + +

′ = + + + +

+ + + +

   (2.1) 

где 0 3 3 3 3 2 10, 0, 0,b b c d d d d≠ ≠ + ≠ + + +  

0 0,d+ ≠  1 2, , , , ,i i ia a b c d  0,3i =  – функции ана-
литические от ,t  0 ,K  1K  – некоторые постоян-
ные. С помощью линейного преобразования  

13
3

, ,xx y y K
b

→ → −  

аналитической замены независимой переменной 
и сохранения для коэффициентов прежних обо-
значений можно записать 

( )

( )

2 2
2 1 0 0

3 2
2 1 0

2 3 2
3 2 1 0

3 2
3 2 1 0

,

,

x a x a x K b

y x b x b x b

y c y c y c y c

x d y d y d y d

′ = + + +

+ + + +

′ = + + + +

+ + + +

       (2.2) 

где 

 0 3 3

3 2 1 0

0, 0,

0.

b c d

d d d d

≠ + ≠

+ + + ≠
            (2.3) 

Построив из системы (2.2) уравнения отно-
сительно переменных x  и y  и требуя для них 
выполнения условий леммы 1.1, получим сле-
дующие соотношения между коэффициентами 
системы: 

0 0,d = 2 0,a′ = 0 0 0 0 0,a b a b′ ′− =

0 1 0 1 1 0 1 0 0,a b a b a b a b′ ′ ′ ′− + − =  

0 2 0 2 1 1 1 1 2 0 0,a b a b a b a b a b′ ′ ′ ′ ′− + − + =

1 2 1 2 2 1 0 0,a b a b a b a′ ′ ′ ′− + − =  

2 2 1 0,a b a′ ′− = 2 2 3 3
0 0 2 0 0 1 0 0 0 3 0,a b c a b c b c a c− + − =  
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2
2 1 2 2 1 2 0 1 1 2 22 3 0,a c a b d b c a d a d− − + − + =  

2 1 0 0,a d c− + =
                      

(2.4)
 

0 1 0 1 0,c d c d′ ′− = 1 1 1 1 0 2 0 2 0,c d c d c d c d′ ′ ′ ′− + − =  

3 3 3 3 0,c d c d′ ′− =  

2 1 2 1 0 3 0 3 1 2 1 2 0,c d c d c d c d c d c d′ ′ ′ ′ ′ ′− + − + − =  
3 2
0 2 0 1 0,c a c d− + =  
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Для компоненты x  из (2.2) построим урав-
нение вида ( )2( , , ) ( , , ),x A t x x B t x x′′ ′ ′+ =  в кото-

ром, полагая 1
0,x X t tε ετ−= = +  при 0,ε =  по-

лучим упрощенное дифференциальное уравне-

ние 
2

33 0,
2 2

d XX
X

λ
⎛ ⎞ ′

′′ − − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 где 2 1.λ =  Для 

однозначности решения последнего уравнения 
необходимо требовать [4] 3 0d =  или 3 1d = . 
Подставив 3 0d =  в ранее полученные соотно-
шения (2.4) для коэффициентов системы, полу-
чим 3 0c = , что противоречит условиям (2.3). 
Поэтому необходимо требовать 

 3 1.d =                        (2.5) 

Построим из системы (2.2) уравнения отно-
сительно переменных x  и y  и потребуем для 
них выполнения условий леммы 1.2. Тогда с уче-
том (2.5) получим следующие соотношения ме-
жду коэффициентами системы (2.2): 
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+ + − =

 

2 2 2
2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 0 3

2 2 1 1 1 2 1 2 1 1 2 2 1
2

2 3 1 2 0 2 2 2 2 2 2 1 2

2 2 2 4 6
4 8 2 8 2

2 2 2 2 6 0,

b c d b d d a d a d c c
a b d a d b c d b d d a c

a c d b c a c d a b d c c

+ + − − +
+ − + − + +

+ + + + − =
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2 2 2 2
2 2 1 2 2 0 2 1 2 2 2 2 1

2 2
2 1 0 2 1 2 0 2 1 1 2

2
2 1 1 1 1 1 1 2

4 2 2

2 6 3 2 8

2 4 2 0,

a b d d a c b d a d a c d

a d c c c b c d a d d

b c d b d a c d

+ + + + +

+ − − + − +

+ − + =

 

2 2
2 2 1 2 0 2 1 1 0 1

2
2 1 1 2 1 2 2 0 1

2 2 4 6

2 2 2 0,

a b d a c d a d c c

a c d a d d b c d

+ − − +

+ + + =
 

2 2
3 2 3 1 23 2 4 0,c b c b b− + − + =  

( )( )0 2 1 0 2 13 0.c a d c a d− + + =  
Разрешая соотношения (2.4) и (2.6) с учетом 

условий (2.3) и (2.5), получим следующие набо-
ры решений: 

( )

2
1 0 1 2 0 1 2 0 1 3 1

2
22

0 1 0 1 2 1

2 2
1 1 2 1 2

2
2

0 0 1

2
1 1 2 0 1 2

2 0 1 1 2

, , ,

10, , ,
4 4

1 3 1 ,
2 4 4

,
4

1 ,
4

;

a K K b K K a K K c K

dd d b K b K

b K b K b

d
c K K

c K d K K d

c K K K d

= − = =

= = = −

= − +

=

= +

= +

 (2.7) 

3 2
1 2 0 1 1 1

2
2 1 0 1 1 2

2
2

2 1 2 3 1 0 1

0, 0, , 3 ,
13 , 0, ,
4

, , 0, ;
4

a a b K b K

b K c c K d

d
c K d c K d d

= = = =

= = =

= = = =

     (2.8) 

( )
1 0 1 2 1 2 0 1

2
0 1 2 1 0 0 1 1

2
1 2 2 1 2 0 1 2

2 2
1 1 2 1 2

2 1 2 0 1 2 2

2
2

3 1 0 1

, ,
1 , ,
4
1 1 1 ,
2 4 2

1 3 1 ,
2 4 4

4 3 ,

, 0, ,
4

a K K b K a K K

b K b K c K K d

c c d K d K K d

b K b K b

c K d K K b d

d
c K d d

= + =

= − =

= − +

= − +

= − −

= = =

    (2.9) 

где 0 1
2 2 1

1 2

4
, 3 ,

3
K K

d b K
K b

= ≠
−

 0 1,K K  – некоторые 

постоянные. 
Подставляя (2.7)–(2.9) в (2.2), соответствен-

но получим системы: 

( )

( )

2
2 2 1

1 0 1

2
2 2

1 0 1

,
2

;
2

b K
x x xy K y K K

dy y xy K y K K

−⎛ ⎞′ = + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞′ = + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2.10) 

( )

( )

32
1

2
2 2

1

,

;
2

x x K y

d
y y y x K

′ = +

⎛ ⎞′ = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

          (2.11) 

( )

( )

2
2 2 1

1 0 1

2
2 0 1

1 0 1
2 1

2 1

,
2

2
,

3
3 .

b K
x x xy K y K K

K K
y y xy K y K K

b K
b K

−⎛ ⎞′ = + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
′ = − + +⎜ ⎟−⎝ ⎠

≠

 (2.12) 

Выполняя линейные преобразования отно-
сительно независимых переменных x  и y  в сис-
темах (2.10)–(2.12) получим, что справедлива 

Теорема 2.1. Для того чтобы у решений 
системы (2.2) с условиями (2.3) отсутствовали 
подвижные многозначные особенности, необхо-
димо, чтобы она линейным преобразованием ,x  
y  и аналитической заменой независимой пере-
менной t  приводилась к виду 

2 2

2 2

( ) ( ),
( ) ( ),

x x b xy H
y y d xy H

′ = + +

′ = + +
       (2.13) 

где H  – постоянная, ,b d  – функции аналитиче-
ские от t . 

Из системы (2.13) для компоненты y  по-
строим дифференциальное уравнение 

(
( ) ( ))

(
( ) ( ))

2

2 2

2

2 2

2 ( ) (4 ) 2

2

2 ( ) (2 ) 2

0,

y y d y y d y d yy

y d by Hy Hd

y y d y y d y d yy

y d by Hd

′′ ′ ′ ′+ − + − +

+ + − + + ×

′′ ′ ′ ′× + − + − +

+ + + =

 

которое распадается на два. Рассмотрим первое 
из них 

( ) ( )
2

2 2

2 ( ) (4 ) 2

2 0.

y y d y y d y d yy

y d by Hy Hd

′′ ′ ′ ′+ − + − +

+ + − + + =
   (2.14) 

Пусть 0.d ≠  Выполняя в уравнении (2.14) 

замену переменной по формуле ,
1

d uy
u

= −
+

 по-

лучим дифференциальное уравнение второго 
порядка 

2 2 2
3 2

2 2

3 2 2

2

2
2 2

2 3 .
22

u d d dd du uu u u
u d d d
bd Hd dd d Hu

ud

′ ′ ′ ′′ ′−′′ ′= − − − +

′′ ′+ − +
+ −

(2.15) 

Согласно [5], уравнение (2.15) обладает свойст-
вом Пенлеве, если 2

1 ,M td M e=  где 1,M  2M  – 
некоторые постоянные. 

Если 0,d =  то, выполняя в уравнении (2.14) 

замену переменной по формуле 1 ,y
u

=  получим 

дифференциальное уравнение второго порядка 

,
2
bu Hu′′ = +  

которое обладает свойством Пенлеве [4]. 
Рассмотрим второе уравнение 
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( ) ( )

2

2 2

2 ( ) (2 ) 2

0.

y y d y y d y d yy

y d by Hd

′′ ′ ′ ′+ − + − +

+ + + =
   (2.16) 

Пусть 0.d ≠  Выполняя в уравнении (2.16) 

замену переменной по формуле ,
1

d uy
u

= −
−

 по-

лучим дифференциальное уравнение второго 
порядка 

2

2 2

2 2 2

1 1 ( 1)
2 1

2 3 .
2 2( 1)2 2 2

u u u u
u u

H H bd d dd du
u uu d d

⎛ ⎞′′ ′= + + − ×⎜ ⎟−⎝ ⎠
′ ′′ ′⎛ ⎞−

× − − + +⎜ ⎟−⎝ ⎠

(2.17) 

Согласно [5], для отсутствия подвижных много-
значных особенностей у решений уравнения 
(2.17) необходимо и достаточно, чтобы выполня-
лись следующие условия: 64

3 5, ,M tM tb M e d M e= =  

где , 3,6iM i =  – некоторые постоянные. 
Если 0,d =  то, выполняя в уравнении (2.16) 

замену переменной по формуле 1 ,y
u

=  получим 

дифференциальное уравнение второго порядка 
2

,
2

u bu
u
′

′′ = +  которое обладает свойством Пен-

леве [4], если 8
7 7 8, ,M tb M e M M=  – некоторые 

постоянные. 
Объединяя результаты исследования систе-

мы (2.13) для компоненты ,y  и учитывая, что 
2 2 2

2 2

2 ,
( 2 )

y Hy Hdy Hdx
y y dy d

′ + + +
= −

+ +
 

заключаем, что справедлива 
Теорема 2.2. Для того чтобы система (2.2) 

с ограничениями (2.3) обладала свойством Пен-
леве, необходимо и достаточно,  чтобы  она 

линейным преобразованием x  и y  и аналитиче-
ской заменой независимой переменной t  приво-
дилась к виду (2.13) с ограничениями 

, ,Lt Ntb Ke d Me= =  где , , ,K L M N  – некоторые 
постоянные. 
 

Заключение 
В работе найдены необходимые и достаточ-

ные условия, при которых система (2.2) с огра-
ничениями (2.3) не имеет подвижных критиче-
ских особых точек. 
 

ЛИТЕРАТУРА 
1. Парманчук, О.Н. Аналитические свойства 

решений одной перекрестной системы двух 
дифференциальных уравнений / О.Н. Парманчук 
// Вестник ГрГУ. Сер. 2. Математика, физика, 
информатика, вычислительная техника и управ-
ление, биология. – 2011. – № 2. – С. 35–41. 

2. Березкина, Н.С. О системе двух дробно-
линейных дифференциальных уравнений степе-
ни n  со свойством Пенлеве / Н.С. Березкина, 
И.П. Мартынов, В.А. Пронько // Дифференц. 
уравнения. − 2006. − Т. 42, № 4. − С. 1−6. 

3. Cosgrove, C. Painleve classification of a 
class of differential equations of the second order 
and second degree / C. Cosgrove, G. Scoufis // Stud. 
Appl. Math. − 1993. − Vol. 88. − P. 25−87. 

4. Айнс, Э.Л. Обыкновенные дифференци-
альные уравнения / Э.Л. Айнс. − Харьков : ГНТИ, 
1939. − 719 с. 

5. Bureau, F. Differential equations with fixed 
critical points / F. Bureau // Ann. di Math. Sci. − 
1964. − Vol. 64. − P. 229−364. 
 

Поступила в редакцию 03.06.13. 

 
 



Проблемы физики, математики и техники, № 3 (16), 2013 
 

© Мурашко В.И., 2013             
84 

  

УДК 512.542 

ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ ТЕОРЕМ БЭРА О ГИПЕРЦЕНТРЕ 
И НИЛЬПОТЕНТНОМ КОРАДИКАЛЕ 
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ON ONE GENERALIZATION OF BAER’S THEOREMS ABOUT HYPERCENTER 
AND NILPOTENT RESIDUAL 

V.I. Murashka 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Пусть F  – класс конечных групп, представимых в виде прямого произведения своих холловых iπ -подгрупп относи-

тельно некоторого разбиения { }i i ji I i jσ π π π= | ∈ , ≠ ⇒ ∩ =∅  непустого подмножества множества π  простых чисел.  

Данный класс является локальной формацией. В работе изучаются свойства F -гиперцентра и F -корадикала конечной 
группы. В работе было показано, что для любой конечной π -группы G  пересечение для всех i  всех нормализаторов 
максимальных iπ -подгрупп является F -гиперцентром группы G.  В качестве следствий получаются известные ре-
зультаты о строении гиперцентра и нильпотентного корадикала конечной группы. 
 
Ключевые слова: конечная группа, формация конечных групп, локальная формация, F -гиперцентр, F -корадикал. 
 
Let F  be a class of finite groups which are the direct products of their Hall iπ -subgroups corresponding to a given partition 

{ }i i ji I i jσ π π π= | ∈ , ≠ ⇒ ∩ =∅  of a nonempty subset π  of the set of all primes. This class is a local formation. In this pa-

per the properties of F -hypercenter and F -residual of a finite group are studied. It was shown that for a finite π -group G  
the intersection of all normalizers of all maximal iπ -subgroups for all i  is the F -hypercenter of G.  As corollaries were ob-
tained well-known properties of hypercenter and nilpotent residual of finite groups. 
 
Keywords: finite group, formation of finite groups, local formation, F -hypercenter, F -residual. 

 
 

Introduction 
All considered groups are finite.  
One of the central group’s classes is the class 

of all nilpotent groups. It is enjoying many interest-
ing properties. In particular nilpotent groups are ex-
actly the direct products of p -groups. This class 
defines special subgroups in every group such as 
hypercenter, nilpotent residual etc.  

It is well known that nilpotent residual is gen-
erated by commutators of elements of coprime or-
ders. Baer [1] studied properties of nilpotent residual 
and hypercenter. He showed:  

If p  is a prime then a p -element g  of a 
group G  belongs to the hypercenter of G  if and 
only if it permutes with all elements of G  whose 
orders are coprime to the order of g.    

Another characterization of hypercenter was 
also obtained by Baer [1]:  

The hypercenter of a group G  is the intersec-
tion of normalizers of all Sylow subgroups of G.   

The natural generalization of nilpotent groups 
is the class of groups whose members are the direct 
products of Hall subgroups corresponding to the 
given partition of nonempty subset of the set of all 
primes.  

Definition 0.1. Let π  be a non-empty set of 
primes. Assume that { }i i ji I i jπ π π| ∈ , ≠ ⇒ ∩ =∅  
is a partition of π .  Denote through 

ii I π∈
× G  the class 

of all groups which are the direct products of their 
Hall iπ -subgroups.  

Many properties of nilpotent groups can be 
generalized on such class of groups. In fact, this 
class is a subgroup-closed saturated formation and is 
a particular case of lattice formations, i.e. formations 
F  for which the set of all F -subnormal subgroups 
of every group G  is a sublattice of the lattice of 
subgroups of G.  This formations were studied in [2] 
and [3].  

In this work we extend Baer’s results on F  and 
give  the  characterization  of  F -hypercenter and 
F -residual where .

ii I π∈
= ×F G  

 
1 Preliminaries 
Recall the following well known definitions 

and notations that can be if necessary found in [4].  
P  is the set of all primes; ( )mπ  is the set of 

all prime divisors of m;  if π ⊆ P  then \π π′ = ;P  if 

МАТЕМАТИКА
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π ⊆ P  then π -group (element) is a group (element) 
whose order is divisible only by primes from π ;   N  
( p ,N  where p  is a prime) is the class of all nilpo-
tent  groups  ( p -groups); G  ( π ,G  where π  is a 
subset of P ) is the class of all groups (π -groups).  

Let X  be a formation and G  be a group. GX  
is the X -residual of a group G,  i. e. the smallest 
normal subgroup of G  such that G G/ ∈ .X X   

By a well known Gashutz – Lubeseder – Shmid 
Theorem saturated formations are exactly local for-
mations, i. e. formations ( )LF f=F  defined by a 
formation function f :  ( ) (LF f G= ∈ |G  if H K/  
is a chief factor of G  and ( )p H Kπ∈ | / |  then 

( ) ( ))GG C H K f p/ / ∈ .  Among all possible local 
definitions of a local formation F  there is exactly 
one, denoted by F,  such that F  is integrated 
( ( )F p ⊆ F  for all p∈P ) and full 
( ( ) ( )p F p F p=N  for all p∈P ). F  is called the 
canonical local definition of .F   

Recall the definition of F -hypercenter and 
some results about it [4, p. 386].  

Definition 1.1. Let f  be a formation function 
and A  be an operator group for a group G.  We say 
that A  acts f -centrally on an A -composition fac-
tor H K/  of G  if ( ) ( )AA C H K f p/ / ∈  for all 
primes p  dividing H K| / | .  We say that A  acts 
f -hypercentrally on G  if A  acts f -centrally on 

every A -composition factor of G.   
Lemma 1.2. Let f  be a formation function, G  

be a group, A  be an operator group for G,  M  and 
N  be normal A -invariant subgroups of G.  If A  
acts f -hypercentrally on M  and N  then A  acts 
f -hypercentrally on MN .   

Let f  be an integrated local definition of .F  
We can view G  as a group of operators for G.  By 
lemma 1.2 there is a unique maximal normal sub-
group ( )Z GF  such that G  acts f -hypercentrally on 
it. This subgroup does not depend on the choice of 
f  and is called a F -hypercenter.  

Lemma 1.3. Let  G   be  a  group and F  be 

nS -closed local formation then ( )Z G ∈ .F F   
Lemma 1.4 [2]. Let π  be a non-empty set of 

primes. Assume that { }i i ji I i jπ π π| ∈ , ≠ ⇒ ∩ =∅  
is a partition of π  and 

ii I π∈
= × .F G  Then:  

(1) F  is a subgroup-closed saturated formation;  
(2) The canonical local definition of F  is: 

( )
i

F p π=G  when ip π∈  for some i  and ( )F p = ∅  
otherwise.  

Proof. (1) It is straightforward to check that F  
is a subgroup-closed formation. Assume that F  is 
not saturated and let a group G  be a counterexample 
of minimal order, i. e. ( )G G/ Φ ∈F  and G  is not in 
.F  Let N  be a minimal normal subgroup of G.  

From ( ) ( )G N N G NΦ / ≤ Φ /  and ( )G G/ Φ ∈F  we 
obtain that ( ) ( )G N G N/ / Φ / ∈ .F  Since G  is a 
counterexample of minimal order, G N/ ∈ .F  If G  
has two minimal normal subgroups 1N  and 2N  then 

iG N/ ∈ ,F  1 2i = , ,  and hence 

1 2( )G G N N/ ∩ ∈ ,F  
a contradiction. Thus G  has only one minimal nor-
mal subgroup N .  From ( ) 1GΦ ≠  we obtain that 

( )N G≤ Φ .  So N  is a p -group. Since G N/ ∈ ,F  
G N/  is a direct product of its Hall iπ -subgroups. 
Let KN N/  be a Hall jπ -subgroup of G N/  for 
some j.  Then KN G.  We have two cases. First, 

jp π∈ .  In this case KN  is a normal Hall jπ -sub-
group of G.  Second, p  is not in jπ .  Hence 

KN N| : |  and N| |  are coprime. By Shur’s theorem 
N  has complements in KN  and any two of them 
are conjugate in KN .  We may assume that K  is a 
Hall jπ -subgroup of G.  Since KN G,  all conju-
gates of K  in G  lie in KN .  Note that any subgroup 
of KN  has normal Sylow p -subgroup. Thus K  

and xK  are conjugate in xK K KN, ≤  by Shur’s 
theorem. So K  is pronormal in G.  By generalized 
Frattini’s Argument  

( ) ( ) ( )G G GG KNN K N K N N K= = =  
because ( )N G≤ Φ .  So G   has  a normal  Hall  

iπ -subgroup for any i.  Thus G∈ ,F  is the final 
contradiction.  

(2) It is clear that ( ) ( )p F p F p=N  and 
( )F p ⊆ F  for all p∈ .P  Let us show that 

( )LF F = .F   
Note that ( )

i
LF Fπ ⊆G  for all i.  Since 

( )LF F  is a formation, it is closed under direct 
products. Thus ( )LF F⊆ .F   

Let us show that ( )LF F ⊆ .F  Assume that it is 
false and let G  be a counterexample of minimal 
order ( ( )G LF F∈  and G  is not in F ). Since both 

( )LF F  and F  are saturated formations we may 
assume that ( ) 1GΦ =  and G  has only one minimal 
normal subgroup N .  We have two cases:  

1) N  is an elementary abelian p -group. Then 
( )GN C N=  and ( ) ( )GG N G C N F p/ = / ∈ .  Thus 

( )G F p∈ ,  a contradiction.  
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2) N  is isomorphic to a direct product of sim-
ple non-abelian groups. Then ( ) 1GC N =  and 

( ) ( )GG G C N F p/ ∈  for some prime dividing 
N| | .  Thus G  is either 1  or iπ -group for some i,  a 

contradiction.  
So, ( )LF F ⊆ F  and, hence, ( )LF F = .F   
 
2 The Characterization of F -residual 
The aim of this section is to give the charac-

terization of F -residual ( F  is as defined below), 
i. e. we will find the set of its generators.  

A lot of characterizations of nilpotent groups 
were obtained in terms of coprime numbers. First we 
need the following generalization of coprime num-
bers.  

Definition 2.1. Let π  be a non-empty set of 
primes and { i i Iσ π= | ∈  and i jπ π∩ = ∅  for all 

}i j≠  be a partition of π .  We shall call numbers m  
and n  σ -coprime if ( ) imπ π∩ ≠ ∅  for some i I∈  
implies ( ) inπ π∩ = ∅.   

Theorem 2.2. Let { i i Iσ π= | ∈  and 

i jπ π∩ = ∅  for all }i j≠  be a partition of non-
empty  set of primes π  and 

ii I π∈
= × .F G  If G  is a 

π -group then:  
(1) G∈F  iff ab ba=  for all σ -coprime order 

elements a  and b  of ;G   
(2) [ ]G x y x y G= , | , ∈F  where orders of x  

and y  are - ;coprimeσ   

(3) GF  is the intersection of iG πG  for all i,  
i. e. it is the intersection of all normal subgroups N  
of G  such that iG N π| / |∈  for some i .  

Proof. (1) If G∈F  then the statement is obvi-
ous. Assume that σ -coprime order elements in G  
permutes. Consider a iπ -element g  of G.  We see 
that g  permutes with all iπ ′ -elements of G  and all 
its conjugates permute with them. Hence 

( )G
G iG C g π| / |∈ .  So ( )G

GG C g≤ .F  We see 

that ( )GG C g≤F  for every iπ -element g  of G  for 
all i.  Hence ( )G Z G≤ .F  Thus every chief factor of 
G  below GF  is F -central, where F  is the canoni-
cal local definition of .F  Since F  is local, every 
chief factor of G  above GF  is F -central. Thus 
G∈ .F   

(2) Let [ ]N x y x y G= , | , ∈  where orders of x  

and y  are -coprime .σ   Let x y,  be elements of 

σ -coprime orders in G  then xyG yxG=F F  by (1). 
But [ ]xyG yx x y G= , .F F  Thus [ ]x y G, ∈ F  and 
N G≤ .F  From the other hand any two elements of 

σ -coprime orders permute in G N/ .  Hence by (1) 
G N/ ∈ .F  So N G≥ .F  Thus N G= .F   

(3) Let i

i I
K G π

∈
= ∩ .G  Since 

iπ
⊆ ,FG  iG G π≤F G  

for all i.  Hence G K≤ .F  Let us show that K G= .F  
Note that 

( ) i i iG G G G G G Gπ π π/ = / = / .F F F FG G G  
Since ( )ii I

G G H G G
∈

/ = × /F F F  where iH G G/F F  is 

a Hall iπ -subgroup of G G/ ,F  we see 

( ) ( )t

ii I i t
G G HG Gπ

π∈ , ≠
/ = × / .F F FG  

Hence / ( )i

i I
K G G G G Gπ

∈
= ∩ / = / .F F F FG   

If we the set {{ } }p pσ = | ∈P  then will obtain 
well known results about nilpotent groups.  

Corollary 2.3. Let G  be a group. Then:  
(1) G  is nilpotent iff ab ba=  for all coprime 

order elements a  and b  of ;G  
(2) [ ]G x y x y G= , | , ∈N  where orders of x  

and y  are .coprime  
 
3 The Characterization of F -hypercenter 
In this section we will study properties of ele-

ments and subgroups which are contained in F -hy-
percenter ( F  is as in previous section). First we will 
show that if ( )g Z G∈ F  then g  permutes with all 
elements of G  whose orders are σ -coprime to its 
order. Then we will show that a normal subgroup 
lies in F -hypercenter iff it lies in the intersection of 
all normalizer of maximal iπ -sub-groups for all i.  
As particular cases we will obtain some Baer’s re-
sults as corollaries.  

Theorem 3.1. Let π  be a non-empty set of 
primes and G  be a π -group. Assume that 

{ }i i ji I i jσ π π π= | ∈ , ≠ ⇒ ∩ = ∅  is a partition of 
π  and 

ii I π∈
= × .GF  The following properties of a 

iπ -element g  in G  are equivalent:  
(1) ( )g Z G∈ ;F   
(2) gx xg=  for all iπ ′ -elements x  of ;G   

(3) ( )G
GG C g| : |  is a iπ -number;  

(4) ( )GG C g| : |  is a iπ -number and 
( )GG C g≤ .F   

Proof. (1)⇒ (2). Let F  be the canonical local 
definition of F  and G  act F -centrally on G -com-
position series 0 11 ( )nZ Z … Z Z G= < < < = .F  Note 
that iZ ∈F  for 1i … n= , , .  We see that 

1( ) ( )GG C Z F p/ ∈  for all p  dividing 1Z| |  and 

1( )GC Z G.  If two σ -coprime primes divide 1Z| |  
then  1( ) 1.GG C Z/ =  So 1( )GG C Z= .   If 1Z| |  is 
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iπ -number for some i  then 1( )GG C Z/  is iπ -group 
by lemma 1.4, i. e. all iπ ′ -elements of G  are con-
tained in 1( )GC Z .  So if a iπ -element g  belongs to 

1Z  then it permutes with every iπ ′ -elements of G.   
Assume that we show that every iπ -element 

g  of kZ  permutes with every iπ ′ -element of G.  
Let us show that this statement is also valid for 1kZ + .  
If all iπ -elements of 1kZ +  are in kZ  then the state-
ment is true. So we may assume that a iπ -element 

1g ≠  belongs to 1 \k kZ Z+ .  Hence, 1k kZ Z+| / |  is 
divisible by a prime from iπ  and 

1( ) ( )G k kG C Z Z F p+/ / ∈ .  
It means that 1( )G k kC Z Z+ /  contains all iπ ′ -ele-
ments of G.  Let x  be a iπ ′ -element of G.  We see 
that 1[ ] ( )x

kx g g g Z−, = ∈ .  Since 1kZ + ∈F  and 

1kZ G+ ,  iπ -elements in 1kZ +  form normal sub-
group of G.  Thus [ ]x g,  is a iπ -element of kZ .  By 
inductive hypothesis [ ] [ ]x x g x g x, = , .  Note 

1([ ]) .xg g x g −= ,  Therefore ([ ])
kx kg g x g −= ,  for 

every positive k.  Let m  be order of x.  Then 
([ ])

mx mg g g x g −= = ,  or ([ ]) 1mx g −, = .  Thus m  is  
divisible by order of [ ]x g, .  Since m  and all primes 
from iπ  are coprime in pairs, [ ] 1x g, = .  Thus 
xg gx= .  Since ( ) nZ G Z= ,F  we obtain that 
(1)⇒ (2).  

(2)⇒ (3). Since g  satisfies (2), all conjugates 

of g  satisfies (2). Thus Gg  permutes with  all  

iπ ′ -elements of G.  Hence (2)⇒ (3).  

(3)⇒ (4). Since ( )G
GG C g| / |  is a iπ -num-

ber, ( )G
GG C g/ ∈ .F  Hence ( )G

GC g G≥ .F  

Since ( ) ( )G
G GC g C g≤ ,  ( )GG C g| : |  is a iπ -num-

ber. Thus (3)⇒ (4).  
(4)⇒ (1). Since ( )GG C g≤ ,F  

( ) ( )G GG G C g G G C g| / : / |=| : |F F  
is a iπ -number. Since G G/ ∈ ,F F  ( )GC g G/ F  con-
tains all iπ ′ -elements of G G/ .F  This means that 

( )GC g  contains every iπ ′ -element in G.  Thus (2) is 
true. Let ( )G G Z G= / .F  It is clear that G  does not 
act F -centrally ( F  is the canonical local definition 
of F ) on every minimal normal subgroup of G.  

Assume that 1g ≠ .  Let GN g= .  We have that all 

iπ ′ -elements of G  belong to ( )GC N .  Note that 
N AB=  where 1A ≠  is a maximal iπ -subgroup of 
N  and iB N π= .G  We see that B  is generated by all 

iπ ′ -elements  of  N .   Since every element of N  
permutes with every iπ ′ -element of N ,  A N .  
Thus A  is the normal Hall iπ -subgroup of N  and 
hence is a normal subgroup of G.  Let C  be a 
minimal normal subgroup of G  that lies in A,  also 
C  is  a chief  factor  of  G.   We  see that C  is a 

iπ -subgroup of G  and ( ) ( )G GC N C C≤ .  Thus 
( ) ( )GG C C F p/ ∈  for some ip π∈ ,  i. e.  G  acts 

F -centrally on C.  So we have a contradiction. 
Thus 1g = ,  i. e. ( )g Z G∈ .F  Hence (4)⇒ (1). 

Corollary 3.2. Let G  be a group, π  be a sub-
set of ,P  x  and y  be π -elements of G  such that 
they permute with all π ′ -elements of G  then xy  is 
a π -element of G.    

Corollary 3.3 (Baer, [1]). The following proper-
ties for a p -element g  of a group G  are equivalent:  

(1) ( )g Z G∞∈ ;   
(2) g  permutes with every p′ -element of ;G   

(3) ( )G
GG C g| : |  is a power of ;p   

(4) ( )GG C g| : |  is a power of p  and 
( )GG C g≤ .N   

Now we begin to study normal subgroups in 
hypercenter:  

Corollary 3.4. Let F  be as in theorem 3.1. The 
normal iπ -subgroup H  of a π -group G  belongs 
to ( )Z GF  iff H  is a direct factor of every subgroup 
S  of G  such that H S<  and S H| : |  is coprime to 
any element of iπ .   

Proof. Assume that ( )H Z G≤ F  and S  is sub-
group with the following properties H S<  and 

S H| : |  is coprime to any element of iπ .  Then H  
is a normal subgroup of S  whose order and index in 
S  are coprime. From Schur’s theorem we may de-
duce the existence of a complement C  of H  in S.  
It is clear that orders of elements in C  are iπ ′ -num-
bers. Thus by theorem 3.1 every element in C  per-
mutes with every element in H .  Hence S H C= × .   

Assume now that H  is a direct factor of every 
subgroup S  of G  such that H S<  and S H| : |  is a 

iπ ′ -number. Let T  be the set of elements in G  
whose orders are coprime to any element of iπ .  Let 
g T∈  and 1g ≠ .  It is clear that the order of jg  is 
coprime to any element of iπ  for all j.  Thus 
S H g=  satisfies our condition, i. e. every ele-
ment of H  permutes with g.  Thus every element of 
H  permutes with every element with order coprime 
to any element of iπ .  By theorem 3.1 ( )H Z G≤ .F  
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Now we will study the connection between 
normal subgroups in hypercenter and normalizers of 
maximal iπ -subgroups.  

Theorem 3.5. Let π  be a non-empty set of 
primes. Assume that 

{ }i i ji I i jσ π π π= | ∈ , ≠ ⇒ ∩ =∅  
is  a  partition  of  π  and 

ii I π∈
= × .GF  Let G  be a 

π -group. Then the following statements for a nor-
mal subgroup N  are equivalent.  

(1) ( )N Z G≤ ;F   
(2) NH ∈F  for all ;H ∈ F  
(3) N  belongs to a normalizer of every maxi-

mal iπ -subgroup H  of G  for all i .  
Proof. (1)⇒ (2). Since N G,  N ∈ F  and its 

Hall iπ -subgroup 
i

N Gπ  for all i.  From H ∈ F  

we see that H  is a direct product of its iπ -sub-
groups 

i
Hπ  for all i.  Consider iπ σ∈ .  We see that 

NH  have Hall iπ -subgroup ( )
i i i

HN H Nπ π π= .  By 

theorem 3.1 every iπ -element of H  permutes with 
every iπ ′ -element of N  and every iπ ′ -element of 
H  permutes with every iπ -element of N .  It means 
that ( )

i
HN NHπ .  So ( )

i
HN NHπ  for all i  and 

NH ∈ .F   
(2)⇒ (3) Since H  is maximal iπ -subgroup of 

G,  H ∈ F  and H  is maximal iπ -subgroup of 
NH ∈ .F  Hence H NH  or ( )GN N H⊆ .  Thus 
N  belongs to normalizer of every iπ -maximal sub-
group H of G  for all i.   

(3)⇒ (1). Let H  be a maximal iπ -subgroup 
of G  and x  be a iπ -element of N .  Then xH H= .  
Thus x H,  is a iπ -subgroup of G  and hence 
x H∈ .  Thus all iπ -elements of N  belong to H  
and hence form a iπ -subgroup 

i
Nπ .  It is obvious 

that  
i

Nπ   is  normal  in  N   (also in G ) and is a 

iπ -group (for all i ), so N ∈ .F  Consider a maximal 

jπ -subgroup K  of G,  j i≠ .  We have 1x Kx K− = .  
Hence [ ]x k K, ∈  for all k K∈ .  Since 

i
N Gπ ,  

[ ]
i

x k Nπ, ∈  for all k K∈ .  But 1
i

N Kπ ∩ = .  Hence 

xk kx=  for all k K∈ .  Thus x  permutes with all 
iπ ′ -elements of G.  By theorem 3.1 ( )x Z G∈ .F  

Hence ( )
i

N Z Gπ ∈ F  for all i.  Thus ( )N Z G≤ .F  
Corollary 3.6 (Baer, [1]). The following state-

ments for a normal subgroup N  of a group G  are 
equivalent.  

(1) ( )N Z G∞≤ ;   
(2) NH ∈N  for all ;H ∈N  
(3) N  is the part of normalizer of every Sylow 

subgroup of .G  
So as corollary we obtain the main result of 

this paper:  
Corollary 3.7. Let F  be as in theorem 3.5. Let 

G  be a π -group. Then the intersection of normali-
zers of all maximal iπ -subgroups of G,  where i  
runs over all ,I  is ( )Z G .F   
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Работа посвящена изучению конечных групп с заданными свойствами критических подгрупп. 
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This work is devoted to the study of finite groups with given properties of critical subgroups. 
 
Keywords: group, formation, coradical, generalized subnormal subgroup, Shmidt group. 

 
 

Введение 
Важнейшей задачей теории конечных групп 

является задача изучения строения конечных 
групп, которые не принадлежат некоторому 
классу групп ,F  а все собственные подгруппы 
которых принадлежат .F  В настоящее время та-
кие группы называются минимальными не F-груп-
пами (критическими группами). 

Начало исследований критических групп 
восходит к работе Миллера и Морено [1], в кото-
рой были изучены минимальные неабелевы 
группы (группы Миллера-Морено). Следующий 
важный шаг в данном направлении сделал в 1924 
году О.Ю. Шмидт в работе [2], в которой были 
изучены минимальные ненильпотентные группы 
(группы Шмидта). Хупперт в [3], а затем Дерк в 
[4] изучили минимальные несверхразрешимые 
группы. В работе [5] В.Н. Семенчуком были изу-
чены разрешимые минимальные не F-группы для 
произвольных насыщенных наследственных фор-
маций .F  

Важность изучения критических групп сле-
дует из того факта, что любая конечная группа, не 
принадлежащая некоторому классу групп ,F  со-
держит минимальную не F-группу. Как показали 
исследования многих ведущих математиков мира, 
минимальные не F-группы играют важную роль 
при изучении строения конечных групп. 

В частности, в работе [6] В.Н. Семенчуком 
было начато исследование строения конечных 
групп, у которых группы Шмидта субнормаль-
ны. Следующий важный шаг в данном направле-
нии был сделан В.С. Монаховым и В.Н. Княги-
ной в работе [7]. Полное описание таких групп 
было получено В.А. Ведерниковым в работе [8]. 

В теории конечных групп естественным 
обобщением понятия субнормальности является 
понятие F-достижимости (обобщенной субнор-
мальности), предложенное Кегелем в работе [9]. 
Настоящая  работа посвящена изучению строе-
ния конечных групп, у которых минимальные не 
H -группы ( H  – насыщенная наследственная 
формация) обобщенно субнормальны. В частно-
сти, было получено детальное описание строения 
конечных групп, у которых группы Шмидта F-до-
стижимы ( F  – насыщенная наследственная фор-
мация с решеточным свойством). 

 
1 Предварительные сведения 
Все группы в работе конечны. Необходи-

мые обозначения и определения можно найти в 
монографии [10] Л.А. Шеметкова. Напомним 
лишь некоторые из них. 

Если F  – класс групп и G  – группа, то ко-
радикал GF  – пересечение всех нормальных 
подгрупп N  из G  таких, что / .G N ∈F  

Классом Фиттинга называется класс ,X  
замкнутый относительно нормальных подгрупп 
и произведений нормальных X -подгрупп. 

Гомоморф – класс групп, замкнутый отно-
сительно фактор-групп. 

Формация – класс групп, замкнутый относи-
тельно фактор-групп и подпрямых произведений.  

Формация F  называется насыщенной, если 
/ ( ) ,G Ф G ∈F  то .G∈F  
Формация F  называется наследственной, 

если G∈ F  и ,H G≤  то .H ∈ F  

МАТЕМАТИКА
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Обозначим через π(F) множество всех про-
стых чисел ,p  для которых в F  имеется нееди-
ничная p -группа. 

В теории классов конечных групп естест-
венным обобщением понятия субнормальности 
является понятие F -достижимости. 

Пусть F  – непустая формация. Подгруппу 
H  называют F-субнормальной в смысле Кегеля 
или F-достижимой, если существует цепь под-
групп 

0 1 1n nG H H H H H−= ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ =…  
такая, что для любого 1, 2,...,i n=  либо подгруп-
па iH  нормальна в 1,iH −  либо 1( ) .i iH H− ⊆F  

Очевидно, что любая N -достижимая (N  – 
класс всех нильпотентных групп) группа являет-
ся субнормальной и наоборот. 

Напомним, что некоторое множество под-
групп M  конечных групп G  образует решетку, 
если ,A B∩ ∈M  A,B< >∈M  для любых двух 
подгрупп A  и B  из .M  

Классический результат Виландта говорит о 
том, что множество всех субнормальных под-
групп в любой конечной группе образует решет-
ку. О. Кегель [9] и Л.А. Шеметков [10] поставили 
задачу отыскания новых классов групп ,F  обла-
дающих тем свойством, что множество всех F-до-
стижимых подгрупп в любой конечной группе 
образует решетку. В настоящее время такие 
формации называются формациями с решеточным 
свойством. Полное решение данной задачи о на-
хождении насыщенных наследственных форма-
ций с решеточным свойством было получено 
А.Ф. Васильевым, С.Ф. Каморниковым, В.Н. Се-
менчуком в работе [11]. В частности, из полу-
ченных результатов следует, что формации всех 
нильпотентных групп ,N  всех p-разложимых 
групп обладают решеточным свойством. 

GX  – X  -радикал группы ,G  т. е. произве-
дение всех нормальных X -подгрупп ( X  – неко-
торый класс групп) группы .G  

Пусть F  и X  – непустые формации конеч-
ных групп. Напомним, что произведением фор-
маций называется {G | G }.= ∈XFX F  

Если F  – класс групп, то группа G  называ-
ется минимальной не F-группой (критической 
группой), если она не принадлежит ,F  а любая 
её собственная подгруппа принадлежит .F  
Множество всех таких минимальных не F-групп 
обозначается .M (F)  

Минимальная ненильпотентная группа на-
зывается группой Шмидта. 

Напомним, что группа G  называется p-зам-
кнутой (p-нильпотентной),  если  её  силовская  
p-подгруппа (силовское p-дополнение) нормаль-
на в .G  Группа G  называется p-разложимой, 

если она одновременно p-замкнута и p-нильпо-
тентна. 

Если фактор-группа / ( )G F G  нильпотент-
на, то группа G  называется метанильпотентной. 

В следующих леммах приводятся известные 
свойства обобщенных субнормальных подгрупп, 
которые сыграли важную роль при доказательст-
ве основных результатов. 

Лемма 1.1. Пусть F – непустая формация, 
H  и N  – подгруппы группы ,G  причем N  нор-
мальна в .G  Тогда: 

1) если H  F-достижима в ,G  то HN  F-до-
стижима в G  и /HN N  F-достижима в / ;G N  

2) если ,N H⊆  то H  F-достижима в G  
тогда и только тогда, когда /H N  F-дости-
жима в /G N . 

Лемма 1.2. Пусть F – непустая наследст-
венная формация. Тогда справедливы следующие 
утверждения: 

1) если H  – подгруппа группы G  и 
,G H⊆F  то H  – F-достижимая подгруппа 

группы ;G  
2) если H  – F-достижимая подгруппа груп-

пы ,G  то H K∩  – F-достижимая подгруппа 
K  для любой подгруппы K  группы ;G  

3) если H  – F-достижимая подгруппа груп-
пы K  и K  – F-достижимая подгруппа группы 

,G  то H  – F-достижимая подгруппа группы G;  
4) если H  – F-достижимая подгруппа груп-

пы ,G  то H F  – субнормальная подгруппа груп-
пы .G  

При доказательстве основных теорем важ-
ную роль сыграли следующие леммы. 

Лемма 1.3. Пусть F  – насыщенная наслед-
ственная формация с решеточным свойством, 
π (F)  – множество всех простых чисел и любая 
минимальная не F-группа разрешима. Тогда в 
любой группе G  произвольная минимальная нор-
мальная подгруппа принадлежит .F  

Лемма 1.4. Пусть F – гомоморф, содержа-
щий все нильпотентные группы, R  – подгруппа 
группы ,G  порожденная всеми минимальными 
не F-подгруппами группы .G  Тогда / .G R∈ F  

Напомним также некоторые свойства клас-
сов групп с решеточным свойством, которые 
были получены А.Ф. Васильевым, С.Ф. Камор-
никовым, В.Н. Семенчуком в работе [11]. Дан-
ные свойства сыграли ключевую роль при дока-
зательстве основных результатов. 

Лемма 1.5. Пусть F – наследственная фор-
мация. Тогда следующие утверждения эквива-
лентны: 

1) F обладает решеточным свойством для  
F-субнормальных подгрупп; 
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2) группа 1 2,G A A=< >  принадлежит F, ес-
ли 1,A  2A  – F-субнормальные F-подгруппы груп-
пы ;G  

3) F – формация Фиттинга и всякая F-суб-
нормальная F-подгруппа группы G  содержится 
в F-радикале этой группы. 

Лемма 1.6. Пусть F – насыщенная наслед-
ственная формация с решеточным свойством. 
Тогда любая минимальная не F-группа G  явля-
ется группой одного из следующих типов: 

1) | |G p=  – простое число, ( );p π∉ F  
2) G  – группа Шмидта; 
3) / ( )G Ф G  – такая монолитическая груп-

па с неабелевым монолитом / ( ),N Ф G  что 
/G N  – циклическая примарная группа и 
/ ( ) ( / ( )) .N Ф G G Ф G= F  
Далее приведем ряд вспомогательных ре-

зультатов, полученных авторами при доказатель-
стве основных теорем. 

Лемма 1.7. Пусть F – насыщенная наслед-
ственная формация с решеточным свойством и 
π (F)  – множество всех простых чисел, и любая 
минимальная не F-группа разрешима. Если в 
группе G  все подгруппы Шмидта F-достижимы, 
то /G GF  нильпотентна. 

Лемма 1.8. Пусть F – насыщенная наслед-
ственная формация с решеточным свойством. 
Если в группе G  выполняется ,G G⊆F

F  то для 
любых подгрупп ,H  содержащих ,GF  следует 

.H G=F F  
Лемма 1.9. Пусть F – наследственная фор-

мация с решеточным свойством, X  – насыщен-
ная наследственная формация такая, что 

,⊆N X  а также в группе G  все минимальные не 
X -подгруппы F-достижимы. Если N  – нор-
мальная подгруппа группы ,G  то в фактор-
группе /G N  все минимальные не X -подгруппы 
F-достижимы. 

 
2 Основные результаты 
В ходе исследования строения конечных 

групп с обобщенно субнормальными критиче-
скими подгруппами были получены следующие 
результаты. 

Теорема 2.1. Пусть H  – наследственная 
насыщенная формация, F – наследственная на-
сыщенная формация с решеточным свойством, 
причем .⊆F H  Если все минимальные не H -под-
группы группы G  разрешимы и F-достижимы в 

,G  то / ( ) .G F G ∈H  
Следствие 2.1.1. Пусть F – насыщенная на-

следственная формация с решеточным свойст-
вом и π (F)  – множество всех простых чисел. 

Если в группе G  все подгруппы Шмидта F-до-
стижимы, то / ( ) .G F G ∈ F  

Следствие 2.1.2. Если в группе G  все ми-
нимальные  не   F-подгруппы   F-достижимы  
(F – класс всех p-разложимых групп), то / ( )G F G  
– p-разложима.  

Следствие 2.1.3. Пусть F – насыщенная на-
следственная формация с решеточным свойст-
вом. Если все минимальные не F-подгруппы груп-
пы G  разрешимы и F-достижимы в ,G  то 

.G∈NF  
Из этой теоремы также следуют известные 

результаты В.Н. Семенчука, полученные в рабо-
те [6]. 

Следствие 2.1.4. Если в группе G  все ми-
нимальные несверхразрешимые группы субнор-
мальны, то / ( )G F G  сверхразрешима. 

Следствие 2.1.5. Если в группе G  все под-
группы Шмидта субнормальны, то G  – мета-
нильпотентна. 

Теорема 2.2. Пусть F – насыщенная наслед-
ственная формация с решеточным свойством и 
π (F)  – множество всех простых чисел. Если в 
группе G  все подгруппы Шмидта F-достижи-
мы, то /G GF  абелева. 

Следствие 2.2.1. Пусть F – формация 
всех p-разложимых групп. Если в группе G  все 
подгруппы Шмидта F-достижимы, то /G GF  
абелева. 

Из данной теоремы следует известный ре-
зультат В.С. Монахова и В.Н. Княгиной из ра-
боты [7]. 

Следствие 2.2.2. Если в группе G  все под-
группы Шмидта субнормальны, то факторгруп-
па / ( )G F G  абелева. 

 
ЛИТЕРАТУРА 

1. Miller, G.A. Nonabelian groups in which 
every subgroup is abelian / G.A. Miller, H.C. More-
no // Trans. Amer. Math. Soc. – 1903. – Vol. 4. – 
P. 398–404. 

2. Шмидт, О.Ю. Группы, все подгруппы 
которых специальные / О.Ю. Шмидт // Мат. сб. – 
1924. – Т. 31, № 3. – С. 366–372. 

3. Huppert, B. Normalteiler und maximal 
Untergruppen endlichen Gruppen / B. Huppert // 
Math. Z. – 1954. –Vol. 60. – P. 409–434. 

4. Doerk, K. Minimal nicht Uberauflosbare, 
endliche Gruppen / K. Doerk // Math. Z. – 1966. – 
P. 198–205. 

5. Семенчук, В.Н. Минимальные не F-группы 
/ В.Н. Семенчук // Алгебра и логика. – 1979. – 
Т. 18, № 3. – С. 348–382. 

6. Семенчук, В.Н. Конечные группы с сис-
темой минимальных не F-подгрупп / В.Н. Се-
менчук // Подгрупповое строение конечных 



В.Н. Семенчук, В.Ф. Велесницкий 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 3 (16), 2013 92 

групп. – Минск : Наука и техника. – 1981. – 
С. 138–149. 

7. Княгина, В.Н. О конечных группах с неко-
торыми субнормальными подгруппами Шмидта / 
В.Н. Княгина, В.С. Монахов // Сибирский матем. 
журн. – 2004. – Т. 45, № 6. – С. 1316–1322. 

8. Ведерников, В.А. Конечные группы с суб-
нормальными подгруппами Шмидта / В.А.  Ве-
дерников // Алгебра и логика. – 2007. – Т. 46, 
№ 6. – С. 669–687. 

9. Kegel, O.H. Untergruppenverbande endli-
cher Gruppen,  die Subnormalteilorverband echt 

enthalten / O.H. Kegel // Arch. Math. – 1978. – 
Vol. 30. – P. 225–228. 

10. Шеметков, Л.А. Формации конечных групп 
/ Л.А. Шеметков // М. : Наука. – 1978. – 272 с. 

11. Васильев, А.Ф. О решетках подгрупп ко-
нечных групп / А.Ф. Васильев, С.Ф. Каморников, 
В.Н. Семенчук // Бесконечные группы и примы-
кающие алгебраические системы / Ин-т матема-
тики Акад. Украины; редкол. : Н.С. Черников  
[и др.]. – Киев, 1993. – С. 27–54. 
 

Поступила в редакцию 23.04.13. 
 
 



Проблемы физики, математики и техники, № 3 (16), 2013 
 

© Дик С.К., Терех А.С., Смирнов А.В., Конопелько В.К., 2013                    93 

  
УДК 616-71 

РАЗРАБОТКА СИСТЕМЫ ВИДЕОРЕГИСТРАЦИИ 
ТРЕМОРА КОНЕЧНОСТЕЙ ЧЕЛОВЕКА 

С.К. Дик, А.С. Терех, А.В. Смирнов, В.К. Конопелько 

Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники, Минск 
 

DESIGNING A SYSTEM FOR VIDEO RECORDING 
OF MAN’S EXTREMITIES TREMOR 

S.K. Dick, A.S. Tereh, A.V. Smirnov, V.K. Кonopelko 
Belarusian State University of Informatics and Radioelectronics, Minsk 

 
Рассмотрены существующие приборы для регистрации тремора, проанализированы их недостатки. Разработана систе-
ма и методика для видеорегистрации тремора конечностей человека. Были проведены лабораторные исследования ле-
карственной терапии. Был проведен спектральный анализ тремора при болезни Паркинсона и эссенциальном треморе. 
 
Ключевые слова: тремор, колебания, болезнь Паркинсона, эссенциальный тремор, амплитудно-частотный анализ, 
неврология, видеорегистрация, видеокамера, видеоанализ. 
 
The known devices for tremor recording are considered and their drawbacks are analyzed. A system and methods for video re-
cording of man’s extremities tremor are developed. The laboratory researches of medical therapy have been carried out. The 
tremor at Parkinson’s disease and at essential tremor has been spectrally evaluated. 
 
Keywords: tremor, oscillations, Parkinson’s disease, essential tremor, amplitude-frequency analysis, neurology, video re-
cording, video camera, video analysis. 

 
 

Введение 
Тремор (дрожание) – непроизвольные рит-

мичные колебательные движения всего тела или 
его частей в результате повторяющихся сокра-
щений и расслаблений мышц. 

Разделяют два вида тремора – доброкачест-
венный (физиологический) и патологический. 
Физиологический тремор может появиться у че-
ловека в результате физической нагрузки, а так-
же в результате переутомления. В свою очередь 
патологический тремор является одним из самых 
распространенных симптомов таких заболева-
ний, как болезнь Паркинсона, эссецницальный 
тремор, рассеянный склероз, алкоголизм, невро-
зы, и подразделяется на тремор покоя и тремор 
действия (постуральный и кинетический). Разно-
видностью кинетического тремора является интен-
ционный тремор, проявляющийся в момент вы-
полнения пациентом движения и усиливающийся, 
если требуется большая точность движения. 

Кроме заболеваний нервной системы, при-
чиной дрожания конечностей и головы человека 
могут служить травмы, сосудистые заболевания, 
опухоли головного и спинного мозга, осложне-
ния инфекционных заболеваний, психическое и 
физическое перенапряжение. Поэтому информа-
ция о треморе может использоваться также в 
других областях, например, в спортивной меди-
цине (выявление физических возможностей 
спортсменов, проведение реабилитации спорт-
сменов после травм и больших физических на-
грузок). 

Амплитудно-частотный анализ тремора по-
зволяет получить диагностическую информацию 
о функциональном состоянии пациента. 

 
1 Методика измерения тремора  
Сложности диагностики и дифференциаль-

ной диагностики различных видов тремора обу-
словлены относительной однотипностью его ви-
зуальных проявлений при различных уровнях и 
патогенетических механизмах повреждения 
нервной системы [1], [2]. 

Ошибочность клинического определения 
нозологической принадлежности тремора, по 
данным ретроспективного анализа, при первич-
ном обращении достигает 20–30%. Диагностика 
тремора в клинической практике наряду с уста-
новлением нозологического диагноза требует 
проведения регистрации параметров тремора с 
целью количественной оценки выраженности 
гиперкинеза, что позволяет осуществлять мони-
торинг течения заболевания и контролировать 
эффективность лечения. Современные наиболее 
простые и надежные методы регистрации и ана-
лиза тремора основаны на преобразовании сме-
щения объекта различного рода датчиками в вы-
ходной электрический сигнал [3], [4]. После-
дующая обработка и математический анализ по-
зволяют получать частотно-амплитудные харак-
теристики дрожательного гиперкинеза.  

На сегодняшний день существует множест-
во приборов, предназначенных для регистрации 
тремора человека. 

ТЕХНИКА
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Первые устройства для записи тремора бы-
ли основаны на механическом восприятии дро-
жания пальцев руки с последующей записью на 
движущуюся ленту. В качестве записывающего 
устройства нередко использовались электрокар-
диографы, которые выводили на бумагу кривые 
дрожания пальцев во времени.  

Однако выше описанный метод треморо-
метрии имел ряд недостатков: характер записи 
зависит от давления пальцев на воспринимаю-
щий элемент (в нашем случае – на кольцо), сме-
щается изолиния тремограмм и т. д. 

Существует устройство, основанное на ме-
тоде огибающей ЭМГ, которое позволяет оце-
нить параметры не только физиологического, но 
и эссенциального и паркинсонического видов 
тремора.  

Помимо одноканальных устройств для из-
мерения параметров тремора, существуют и мно-
гоканальные тремографы. 

Пример такого устройства содержит датчи-
ки движений, блоки для регистрации и представ-
ления данных о треморограмме. Недостаток по-
добного устройства состоит в отсутствии воз-
можности непосредственного наблюдения за 
тремором конечностей. Такой прибор на выходе 
предоставляет исключительно математическую 
обработку результатов измерения гироскопов. 
Притом датчики могут быть неисправны и выда-
вать результат с погрешностью больше заявлен-
ной (0.5%) величины. 

С целью устранения недостатков сущест-
вующих устройств, предназначенных для реги-
страции тремора конечностей человека, в БГУИ-
Ре был разработан программно-аппаратный ком-
плекс для регистрации тремора конечностей че-
ловека – видеотреморограф. 

Структурная схема устройства представлена 
на рисунке 1.1 и включает в себя маркер, видео-
камеру и ПЭВМ. 

 

 
Рисунок 1.1 – Структурная схема системы 

видеорегистрации тремора 
 

Маркер представляет собой квадрат со сто-
ронами 10х10 мм, изготавливаемый из само-
клеящейся бумаги черного цвета. Предпочтение 
было отдано квадратной форме перед круглой 
из-за специфики определения центра маркера. 
Размеры маркера подбирались таким образом, 
чтобы обеспечить удобство закрепления маркера 
на конечности и сделать его размеры достаточно 
большими для достоверного распознавания про-
граммным обеспечением. Маркер обладает не-
значительной массой и возможностью крепления 

на любом участке тела человека. Цвет имеет хо-
роший контраст с цветом кожи, что повышает 
качество распознавания. 

В программно-аппаратном комплексе ис-
пользуется цветная USB камера с разрешением 
не менее 640х480 и скоростью съёмки не менее 
60 кадров в секунду. 

Методика измерения тремора заключается в 
следующем: 

– Для измерения тремора покоя пациенту 
необходимо слегка сжать руку в кулак и поло-
жить её на твердую поверхность (стол или под-
локотник кресла) таким образом, чтобы кисть 
находилась в горизонтальном положении паль-
цами вниз. Предплечье должно быть слегка при-
жато к твёрдой поверхности. При регистрации 
тремора покоя на исследуемую конечность паци-
ента, поочередно ко всем пальцам к первой фа-
ланге крепится маркер, затем производится 
съемка колебания маркера в течение 60 секунд 
(для каждого пальца). 

– При исследовании постурального тремора 
пациенту необходимо вытянуть руки перед со-
бой параллельно полу ладонью вниз, а пальцы 
должны быть слегка согнуты. К первой фаланге 
всех пальцев поочередно крепится маркер, и 
производится съёмка колебаний маркера в тече-
ние 60 секунд. 

– Для исследования кинетического тремора 
маркер закрепляется к ногтевой фаланге указа-
тельного пальца. Пациент должен нарисовать в 
пространстве квадрат. Для всех видов измерения 
видеокамера должна быть установлена на рас-
стоянии 30 см, напротив исследуемой конечности. 

Полученные видеофайлы обрабатываются с 
помощью программного обеспечения, в функции 
которого входит поиск маркера в кадре, вычис-
ление координат центра маркера и его смещения. 

После запуска программы пользователю не-
обходимо либо запустить новое измерение, либо 
загрузить заранее сохраненный файл. Затем на 
первом кадре с помощью мыши необходимо ука-
зать любую точку, принадлежащую области мар-
кера. Поскольку не всегда возможно закрепить 
маркер параллельно плоскости съемки видеока-
меры, то в некоторых случаях проекция квадрат-
ного маркера будет представлять собой паралле-
лограмм или прямоугольник. 

Последующая обработка первого кадра за-
ключается в поиске всех точек, у которых зелё-
ная составляющая отличается от указанной поль-
зователем не более чем на 15%. Затем программ-
ное обеспечение осуществляет поиск центра 
маркера, который будет в точке пересечения 
диагоналей получившегося четырехугольника. 

Следующим шагом программы является ав-
томатический поиск маркера и координат его 
центра на следующем кадре. 
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На заключительной стадии программное 
обеспечение производит построение амплитуд-
но-частотных характеристик. 

Достоинством разработанной системы явля-
ется прежде всего возможность проведения ис-
следований тремора покоя, постурального и ки-
нетического, а также интенционного тремора, 
что не позволяют сделать приборы на основе 
датчиков акселерометричесского типа. Кроме то-
го, применение маркера дает возможность исклю-
чить использование дополнительного крепежа. 

 
2 Результаты исследований 
Опытное использование разработанного ма-

кетного образца видеотреморографа было прове-
дено на базе неврологического отделения РНПЦ 
неврологии и нейрохирургии.  

Проведено исследование параметров тремо-
ра у двух групп пациентов. Первую группу со-
ставили 30 больных ригидно-дрожательной фор-
мой болезни Паркинсона (БП) (15 мужчин и 15 
женщин), вторая группа включала 10 пациентов 
с эссенциальным тремором Минора (ЭТ) (5 муж-
чин и 5 женщин). Все пациенты с паркинсониче-
ским тремором принимали леводопа-содержа-
щие препараты (мадопар, наком) в индивидуаль-
но подобранных дозировках, 24 пациента (80%) 
– прамирапексол, 18 (55%) больных принимали 
амидантадины. Среди пациентов с эссенциаль-
ным тремором Минора 8 (80%) принимали кло-
назепам, 4 (40%) – β-адреноблокаторы (пропра-
нолол) [5]–[6]. 

Треморометрия проводилась следующим 
способом. На тыльной поверхности проксималь-
ной фаланги 3-го пальца кисти фиксировался 
самоклеющийся маркер, имеющий определен-
ный цвет и размеры (черный квадрат со стороной 
1 см). Изображение положения маркера регист-
рировалось видеокамерой, электрический сигнал 
с выхода которой поступал в цифровом виде в 
персональный компьютер, где обрабатывался 
программой, позволяющей осуществлять по-
строение спектральных характеристик тремора. 

Изучение тремора проводилось дважды: 
первый раз – утром после 12-часового перерыва 
в приеме медикаментов, и второй раз – через 1 
час после приема препаратов в индивидуально 
подобранных дозировках. С помощью разрабо-
танного программно-аппаратного комплекса 
производилась регистрация тремора покоя и по-
стурального тремора рук до приема препаратов и 
на фоне лекарственной терапии. При регистра-
ции тремора покоя пациент сидел на стуле перед 
столом, на котором свободно лежали руки. По-
стуральный тремор регистрировался при вытяну-
тых вперед руках. Обследование каждого вари-
анта тремора проводилось в течение 1 минуты. 

Спектральный анализ тремора при БП вы-
являл наличие доминирующего пика в диапазоне 
3–6 Гц. В 16 случаях (53,3%) было обнаружено 
присутствие нескольких пиков в спектре тремора 
покоя (рисунок 2.1). Дополнительные пики от-
мечались в диапазоне 8–11 Гц, и 13–15 Гц.  

 
Рисунок 2.1 – Спектральная характеристика тремора покоя  пациента 

с дрожательно-ригидной формой болезни Паркинсона 
 

  
Рисунок 2.2 – Спектральная характеристика тремора пациента с эссенциальным тремором Минора 
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Таблица 2.1 – Амплитудно-частотные характеристики тремора при БП 
Тремор покоя Постуральный тремор  

До лекарств После лекарств До лекарств После лекарств 
Частота 4,96±0,68 Гц 4,92±0,71 Гц 4,87±0,81 Гц 4,93±0,79 Гц 

Амплитуда 989,3±476,3 ед 390,5±243,9 ед 1042±723,7 ед 498,6±289,4 ед 
 

Спектральный анализ эссенциального тре-
мора Минора в большинстве случаев выявлял 
наличие единичного доминирующего пика в 
диапазоне 6–8 Гц (рисунок 2.2). Наличие допол-
нительных пиков не было характерно для боль-
ных с ЭТ. 

Частотно-амплитудные характеристики тре-
мора обследованных пациентов с болезнью Пар-
кинсона представлены в таблице 2.1. 

Амплитудно-частотные характеристики тре-
мора обследованных пациентов с эссенциальным 
тремором представлены в таблице 2.2. 

 
Таблица 2.2 – Амплитудно-частотные 

характеристики тремора при ЭТ 
 

Постуральный тремор  До лекарств После лекарств
Частота 6,91±0,79Гц 6,92±0,92 Гц 

Амплитуда 1428±818,1 ед 359,7±191 ед 
 

Анализ полученных результатов измерения 
параметров тремора показал, что средняя частота 
тремора покоя и постурального тремора при БП 
не имели достоверных отличий как до, так и по-
сле приема препаратов. Средняя частота посту-
рального тремора при ЭТ составила 6,91 Гц и 
была достоверно больше постурального тремора 
пациентов с БП (р<0,01). 

Амплитуда тремора при БП как в покое, так и 
при постуральной нагрузке при измерении после 
приема лекарств стала значительно меньше (р<0,01). 
Амплитуда тремора у пациентов с ЭТ также 
имела выраженную положительную динамику на 
фоне лекарственной терапии: 1428±818,1 ед, 
359,7±191 ед соответственно до и после приема 
лекарств (р<0,01). 

 
Заключение 
Была создана система и методика видеоре-

гистрации тремора, которая позволяет проводить 
качественный анализ колебаний конечностей 
человека. Система на основе маркера, видео-
камеры и ПЭВМ обладает высокой гибкостью и 

широким потенциалом использования в учреж-
дениях здравоохранения. Был проведен ряд ис-
следований, показывающих, что разработанная 
система видеорегистрации тремора позволила 
достаточно успешно производить диагностику 
различных типов тремора и осуществлять кон-
троль эффективности медикаментозного лечения. 
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МЕТОД ИДЕНТИФИКАЦИИ ЭЛЕКТРОДВИГАТЕЛЯ В ЭЛЕКТРОСЕТИ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ 
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METHOD OF IDENTIFICATION OF ELECTRICAL MOTOR 
WITH THE USE OF NEURAL NETWORKS 

D.I. Kuznetsov, A.I. Kupin 
Krivoy Rog National University, Krivoy Rog, Ukraine 

 
В процессе эксплуатации электрооборудования могут возникать различного рода неисправности или повреждения их-
них деталей, поэтому очень важно выявлять дефекты на ранних стадиях. В статье рассмотрен метод идентификации 
электрооборудования на основе анализа потребляемого оборудованием тока. Приведены результаты эксперименталь-
ных испытаний. 
 
Ключевые слова: идентификация, спектральный шум, высшая гармоника, нейронная сеть. 
 
Different kinds of malfunction or damage of the parts may occur in the operation of electrical equipment. It is therefore very 
important to detect defects in the early stages. The paper presents the method of identification of electrical equipment on the ba-
sis of the analysis of the products current. The results of experimental tests are given. 
 
Keywords: identification, spectral noise, high harmonic, neural network. 

 
 

Введение  
 Основу парка электроприводов современ-
ных промышленных предприятий и других про-
изводственных объектов составляют многофаз-
ные асинхронные двигатели. Данный вид двига-
телей довольно распространен, о чем свидетель-
ствует то, что они потребляют до 40% произво-
димой электроэнергии в мире [1]. При этом, 90% 
данного вида оборудования представляет собой 
коротко замкнутые асинхронные электродвига-
тели [2]. По статистике на 2001 год [3] в общем 
производстве Украины использовалось не менее 
50 млн единиц трехфазных АД напряжением 
0,4 кВ. 

В силу своей популярности, оптимальному 
использованию данных двигателей препятствует 
их высокая повреждаемость, потому что АД рас-
считываются на срок службы 10–15 лет без капи-
тального ремонта при условии их правильной 
эксплуатации, где под правильной эксплуатаци-
ей понимается их работа в соответствии с номи-
нальными параметрами, указанными в паспорте 
двигателя [3]. Но, к сожалению, в реальной жиз-
ни АД всегда отступают от номинальных режи-
мов работы: технологические перегрузки, не-
удовлетворительные условия окружающей среды 
(завышенная влажность и температура), некаче-
ственная сеть питания, снижение сопротивления 
изоляции, нарушение охлаждения. 

Результатом неправильной работы электро-
двигателей являются аварийные режимы работы, 
в результате чего каждый год выходят из строя 
до 10% используемых электродвигателей [2]. 

Поэтому очень важной задачей в условиях 
современных предприятий является наличие ин-
теллектуальной системы поддержки принятия 
решений с целью постоянного (в реальном вре-
мени) мониторинга текущего состояния электро-
оборудования и, в случае выявления технологи-
ческого сбоя в его работе – диагностирования 
дефектов. 

Наиболее распространенными методами ди-
агностики электродвигателей являются: 

а) вибрационный способ оценки техниче-
ского состояния электродвигателя, при котором 
регистрируют и анализируют сигнал, который 
создает вибрация электродвигателя [4]; 

б) способ моделирования, который включа-
ет в себя этап разработки компьютерной модели 
двигателя, соединение с двигателем с помощью 
большого количества датчиков [4]; 

в) спектр-токовый анализ, способ диагно-
стики двигателей и связанных с ним механиче-
ских приборов, в котором в течение заданного 
интервала времени происходит запись значений 
токов, которые потребляет двигатель. Из полу-
ченных значений токов выделяют характерные 
частоты для данного электродвигателя, превра-
щают полученный сигнал из аналоговой формы в 
цифровую, а затем осуществляют спектральный 
анализ с полученного сигнала и сравнения зна-
чений амплитуд на характерных частотах с уров-
нем сигнала на электросети [4]. 

Но, в свою очередь, главной задачей при 
диагностике электрооборудования является его 
идентификация на фоне помех, создаваемых 
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другим электрооборудованием или шумами са-
мой электросети.  

Целью данной статьи была разработка ме-
тода идентификации электродвигателя в элек-
тросети на основе использования спектр-токо-
вого анализа средствами нейронных сетей. 

 

1 Идентификация электродвигателя в 
электросети 

Задачи идентификации и диагностики элек-
тродвигателей относятся к задачам классифика-
ции, когда определяется принадлежность вход-
ного набора данных из нескольких ранее извест-
ных классов электродвигателей или типов неис-
правностей. Среди существующих средств клас-
сификации данных достаточно распространены 
нейронные сети, которые характеризуются хо-
рошей устойчивостью к шумам, малым временем 
обучения, адаптированностью.  

В общем случае процесс идентификации элек-
тродвигателя представлен на рисунке 1.1, где ана-
логовый сигнал от электродвигателя (значение 
токов), превращается в цифровой с помощью 
аналого-цифрового преобразователя (получение 
спектра тока с использованием преобразования 
Фурье), после чего происходит программный 
процесс идентификации.  

Процесс идентификации с использованием 
аппарата нейросетей на примере работы про-
граммного комплекса можно представить функ-
циональной схемой, показанной на рисунке 1.2. 

Перед процессом идентификации любого 
объекта лежит обязательная процедура запоми-
нания набора основных его характеристик, на 
основе которых происходит процедура иденти-
фикации. В данном методе основными характе-
ристиками электродвигателя являются его мак-
симальные значения амплитуд на соответствую-
щих частотах (характерные частоты).  

В процессе исследования спектрального 
шума электродвигателей было замечено, что 
максимальные значения амплитуд частот изме-
няются с течением времени в некотором диапа-
зоне и имеют постоянную среднюю величину. 
Поэтому входными данными как при обучении, 
так и при идентификации являются диапазоны 
частот с максимальным значением амплитуды, 
т. е. из массива спектрального шума U [m] можно 
найти диапазон частот [m–p, m], в которых со

временем устанавливаются максимальные значе-
ния амплитуд. 

Ser = max(U [m]) / p, 
где р – ширина (точность) диапазона, Ser – сред-
нее значение амплитуд, m – очередная частота. 

Таким образом, максимальные значения ам-
плитуд для соответствующего двигателя нахо-
дятся в диапазоне [Umin; Umax], где Umin и Umax – 
минимальные и максимальные значения ампли-
туд, которые могут возникать на любой частоте 
диапазона [m–p, m] двигателя и являются его 
основным свойством.  

В процессе обучения нейронной сети вход-
ной выборкой является диапазон частот [m–p, m], 
а обучающей выборкой является среднее значе-
ние амплитуд. 

Таким образом, нейросеть запоминает ха-
рактерный след электродвигателя, который он 
оставляет в электросети в процессе своей рабо-
ты. Нейросеть в данной работе (рисунок 1.3) 
представляет собой элементарный персептрон 
Розенблата с внутренним слоем нейронов коли-
чеством 100 и слоем входных нейронов, количе-
ство которых меняется в зависимости от диапа-
зона изменения максимальных значений ампли-
туд. Но путем проведения экспериментов было 
установлено, что в среднем количество частот, 
на которых амплитуды принимают максималь-
ные значения, составляет 4. 

В процессе идентификации электродвигате-
ля входной сигнал после преобразования Фурье 
подается в качестве входной тестовой выборки в 
нейронную сеть и сравнивается с результатом на 
выходе, т. е. если выполняется следующее усло-
вие, то двигатель идентифицирован: 

U [m] = Ser. 
 

2 Повышение качества распознавания 
электродвигателя в сети 

С целью повышения показателя эффективно-
сти распознавания электродвигателя в электросе-
ти предложено использовать статистический 
корректирующий коэффициент θ, который учи-
тывает физические особенности электрообору-
дования и рассчитывается следующим образом: 

1
/ ,

n

i
i

nθ δ
=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  

 

 
Рисунок 1.1 – Структурная схема процесса идентификации двигателя  

 

 
Рисунок 1.2 – Структурная схема работы программной части 
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Рисунок 1.3 – Структура нейронной сети 

 
где n – количество частот, которые идентифици-
руют электродвигатель, δ  – дисперсия. 

Таким образом, условие идентификации 
электродвигателя имеет следующий вид: 

U [m] = Ser ± δ. 
С целью практического подтверждения 

предложенного критерия был сделан ряд экспе-
риментальных исследований, в результате чего 
получены реальные спектральные характеристики 
для трех одинаковых АД с КЗР переменного тока 
(рисунок 2.1), имеющие следующие характери-
стики: Uп = 220 В, Fп = 50 Hz, n = 600 об/мин.  

 

 
 

Рисунок 2.1 – Пример спектрального шума элек-
тродвигателя №1 (1 – частота питающей сети  

(50 Hz), 2, 3, 4 – характерне частоты, т. е. 
частоты которые идентифицируют 

электродвигатель)  

В результате проведенных замеров были по-
лучены следующие значения характерных частот: 
частоты, которые характеризуют электродвига-
тель № 1 составляют: 53 Hz, 101 Hz, 124 Hz; час-
тоты, которые характеризуют электродвигатель 
№ 2: 75 Hz, 125 Hz, 151 Hz; частоты, которые 
характеризуют электродвигатель № 3: 55 Hz, 
100 Hz, 122 Hz. 

Итак, для данного случая статистический 
корректирующий коэффициент для характерных 
частот составил θ ≈ 14 Hz. В процессе идентифи-
кации предложенных электродвигателей процент 

распознавания составил 95% из 20 попыток с 
корректирующим коэффициентом и 76% без него. 
 

Заключение 
На сегодняшний день самым распростра-

ненным методом идентификации и диагностики 
является спектр-токовый анализ на основе пре-
образования Фурье.  

Метод спектр-токового анализа с использо-
ванием нейронных сетей позволяет достаточно 
хорошо идентифицировать электродвигатели 
мощностью до 1000 Вт при наличии входного 
сигнала, полученного с обычного осциллографа, 
звуковой карты и других АЦП.  

Данный метод позволяет идентифицировать 
в электросети несколько электродвигателей. На 
основе полученных результатов целесообразно 
проводить исследования по идентификации 
электродвигателей больших мощностей и иден-
тификации повреждений их деталей. 
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ПОПРАВКИ К СТАТЬЕ «О ПОЛУЦЕНТРАХ l-АРНЫХ ГРУППОИДОВ»  

Кулаженко Ю.И. 

 В статье «О полуцентрах l-арных группоидов», опубликованной в журнале «Проблемы физики, ма-
тематики и техники», № 2 (15) 2013, список ключевых слов на русском языке необходимо читать в сле-
дующей редакции: «n-арная группа, l-арный группоид, полуабелевость, l-арная операция».  
 Опечатка была устранена в электронной версии статьи, которая находится на сайте журнала. 


	Обложка ПФМТ_3_16_2013.jpg
	Титул содержание выходные данные 2013-3.pdf
	Андреев ВВ Панков АА 2013-3.pdf
	Вакулина ЕВ Максименко НВ 2013-3.pdf
	Гайшун ВЕ Коваленко ДЛ Семченко АВ Васькевич ВВ 2013-3.pdf
	Ласковнев АП Черенда НН Басалай АВ Углов ВВ Анищик ВМ Асташинский ВМ Кузьмицкий АМ 2013-3.pdf
	Новикова ОВ Тюменков ГЮ 2013-3.pdf
	Самофалов АЛ Фаняев ИА Семченко ИВ Хахомов СА 2013-3.pdf
	Шершнев EБ Никитюк ЮВ Соколов СИ 2013-3.pdf
	Антоневич АБ Пантелеева ЕВ 2013-3.pdf
	Атвиновский АА Миротин АР 2013-3.pdf
	Васильев ВА 2013-3.pdf
	Ковалева ИС Миротин АР 2013-3.pdf
	Малинковский ЮВ Чжао Юе 2013-3.pdf
	Мартынов ИП Парманчук ОН Пецевич ВМ 2013-3.pdf
	Мурашко ВИ 2013-3.pdf
	Семенчук ВН Велесницкий ВФ 2013-3.pdf
	Дик СК Терех АС Смирнов АВ Конопелько ВК 2013-3.pdf
	Кузнецов ДИ Купин АИ 2013-3.pdf
	Правила для авторов 2013-3.pdf
	Поправки 2013-3.pdf

