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УДК 533.9.01 

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ОТРАЖЕНИЯ ИЗЛУЧЕНИЯ 
ОТ СТОХАСТИЧЕСКОЙ СРЕДЫ 

Р.С. Варданян 

Белорусский государственный экономический университет, Бобруйский филиал, Бобруйск 
 

ON THE PROBLEM OF RADIATION REFLECTION 
OF STOCHASTIC MEDIA 

R.S. Vardanian 
Belarusian State Economic University, Bobruisk Branch, Bobruisk 

 
Выведено замкнутое уравнение относительно условной вероятности отражения излучения от стохастической среды в 
случае быстрых флуктуаций альбедо рассеяния кванта. Проведены численные расчеты. 
 
Ключевые слова: перенос излучения, альбедо, случайное поле, инфинитезимальный оператор. 
 
We derive a closed equation for the conditional probability of reflection of radiation from the stochastic environment in the 
case of rapid fluctuations in the quantum scattering albedo. Numerical calculations are given. 
 
Keywords: radiation transfer, albedo, random  field, infinitesimal operator. 

 
 

Введение 
Феноменологическая теория переноса излу-

чения в однородных средах к настоящему време-
ни достаточно хорошо разработана и является 
важным разделом математической физики [1]–[5]. 

Но среды, где рассматривается перенос из-
лучения, никогда не являются строго однород-
ными, скорее они являются случайно неодно-
родными (стохастическими). Поэтому теория 
переноса излучения в стохастических средах яв-
ляется актуальной проблемой. Но систематиче-
ское исследование в этой области началось в 
конце прошлого века [6]–[9]. Чрезвычайная 
сложность задач переноса излучения в стохасти-
ческих средах диктует применение разных мето-
дов и приближений:  метод  диаграммной техни-
ки Фейнмана [10]–[12], метод вероятности выхо-
да кванта из среды В.В. Соболева [13], принцип 
инвариантности В.А. Амбарцумяна [14]. Сравне-
ние результатов, полученных разными методами, 
дает возможность более точного понимания про-
цесса диффузии излучения в таких средах.  

В данной статье рассматривается задача 
диффузного отражения от среды при предполо-
жении, что вероятность λ выживания кванта  при 
элементарном акте рассеяния (альбедо рассеяния) 
является случайным полем ( ),λ τ= Λ  где τ – про-
странственная координата точки в единицах оп-
тической толщины (τ – безразмерная величина). 
Цель работы – вывод замкнутого уравнения отно-
сительно плотности условной вероятности отра-
жения кванта от среды оптической толщины 0 .τ  В 
отличие от работы [14], предполагается, что за 
время диффузии кванта света в среде значение λ 

на границе τ = 0 меняется. Для выяснения, хотя бы 
качественно, влияния флуктуаций λ на отража-
тельную способность среды проводятся числен-
ные расчеты с применением метода последова-
тельных приближений. Рассматривается также 
частный случай полубесконечной среды. 

 
1 Модель случайного поля 
Флуктуации альбедо рассеяния λ могут быть 

вызваны флуктуациями концентрации свобод-
ных электронов, температуры и др. [3]. Исходя 
из вида λ удобно считать, что λ является регу-
лярной функцией от некоторого параметра u: 
λ =λ (u), причем u = U (τ) является случайным 
полем. 

Относительно параметра u предполагается: 
а) в каждой точке τ задана плотность φ (u) рас-
пределения вероятностей u; б) задана плотность 
g (τ; τ'; u; u') распределения условной вероятно-
сти u' в точке τ' при условии, что U (τ) = u. Далее, 
предполагается, что вдоль траектории кванта 
выполняется условие марковости, кроме этого 
считается, что U (τ) является однородным полем. 
Тогда функция g (τ; τ'; u; u') = g(|τ – τ'|; u; u') по-
рождает полугруппу оператор-функций G (τ): 

[ ]( ) ( ) ( ; ; ) ( ) .τ τ
∞

−∞

′ ′ ′= ∫G f u g u u f u du     (1.1) 

Из условия марковости следует, что 
G (τ1+τ2) = G (τ1) G (τ2), 

а из условия 
g (0; u; u') = δ (u–u') cледует G(0)=I,    (1.2) 

где δ (u) – дельта-функция Дирака, а I – единич-
ный оператор. 

ФИЗИКА
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Обозначим через М инфинитезимальный 
оператор  подгруппы G (τ): 

0

.
ττ +=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

dGM
d

                      (1.3) 

В случае гаусс-марковского экспоненциаль-
но-коррелированного поля U (τ), М является диф-
ференциальным оператором 

2 2

2 ; .σε ε∂
= =

∂
M

lu
           (1.4) 

Здесь 2σ  – дисперсия поля u, l – радиус 
корреляции [13], [15]. 

 
2 Вывод основного уравнения 
Пусть на среду с оптической толщиной τ0 

слева, на границу τ = 0 падает квант света. Пусть 
Р (τ0; u; u')du' вероятность отражения кванта от 
среды при условии, что при входе кванта в среду 
U (0) = u, а при выходе значение u лежит в ин-
тервале (u'; u'+du'). В работе [14] была рассмот-
рена аналогичная задача, но  при предположе-
нии, что как при входе, так и при выходе кванта 
из среды U (0) = u. 

Для вывода уравнения относительно 
Р (τ0; u; u') применим метод сложения слоев [1]. 
Обозначим через П1=[0; τΔ ] подслой [0; τ0], а 
через П2 оставшуюся часть [ τΔ ; τ0]. Отметим, 
что τΔ  – вероятность того, что квант поглотится 
в слое П1, а 1– τΔ – вероятность того, что квант 
пройдет слой П1. Тогда вероятность выхода 
кванта из среды складывается из вероятностей 
следующих процессов: 

1. Квант проходит П1, отражается от П2, 
проходит обратно через П1 и выходит из среды. 

2. Квант поглощается в П1, переизлучается  
назад и выходит из среды. 

3. Квант поглощается в П1, переизлучается 
вперед, отражается от П2, проходит П1 и выходит 
из среды. 

4. Квант проходит П1, отражается от П2, погло-
щается в П1, переизлучается и выходит из среды. 

5. Квант проходит П1, отражается из П2, по-
глощается в П1, переизлучается назад, повторно 
отражается от П2, проходит П1 и выходит из среды. 

С учетом того, что переизлучение кванта 
вперед или назад происходит с вероятностью 

( ) ,
2

λ u  для вероятностей перечисленных процес-

сов получим следующие выражения: 
1 0

2
0

( ; ; )

(1 ) ( ; ; ) ( ; ; )

( ; ; ) ,

τ

τ τ τ τ

τ

∞

−∞

′ =

′ ′′ ′′′= − Δ Δ ⋅ − Δ ×

′′′ ′ ′′ ′′′× Δ

∫ ∫

P u u

g u u P u u

g u u du du

 

2
( ) ;
2

λτ= Δ
uP  

3 0
( ) ( ; ; );
2

λτ τ ′= Δ
uP P u u  

4 0

5 0 0

( ) ( ; ; );
2

( )( ; ; ) ( ; ; ) .
2

λτ τ

λτ τ τ
∞

−∞

′
′= Δ

′′
′′ ′′ ′ ′′= Δ ∫

uP P u u

uP P u u P u u du
 

Так как предполагается в дальнейшем со-
вершить предельный переход 0,τΔ →  то в не-
которых выражениях уже оставлены лишь сла-
гаемые порядка τΔ  с учетом свойства (1.2). 

Складывая все Рi, исходя из определения 
(1.1) для вектор-функции { }0 0( ) ( ; ; ) ,τ τ ′=P P u u  
получим следующее уравнение: 

2
0 0( ) (1 ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 .
2 2 2

τ τ τ τ τ τ

τ τ τ τ

= − Δ Δ −Δ Δ +

+Δ Λ + Δ Λ + Δ Λ + Δ Λ

P G P G

P P P P
  (2.1) 

Здесь Λ  – оператор умножения на .λ  
Совершив предельный переход 0τΔ →  в 

(2.1) с учетом определения (1.3), получим сле-
дующее уравнение: 

0

0

( )
( ) 2

1 1 1( ) ,
2 2 2

τ
τ

∂
− + + =

∂

= Λ + Λ +Λ + Λ

P
MP PM P

P P P P
         (2.2) 

здесь Λ  – оператор умножения на ( ).λ u  
В случае гауссовского поля с учетом (1.4) 

вместо (2.2) получим: 
2 2

0 2 2
0

0 0

( ; ; ) 2

( ) ( ) ( )
2 2

1 ( ; ; ) ( ) ( ; ; ) .
2

P u u p P
u u

u u u P

P u u u P u u du

τ ε
τ

λ λ λ

τ λ τ
∞

−∞

⎛ ⎞∂ ∂ ∂′ − + + =⎜ ⎟′∂ ∂ ∂⎝ ⎠
′+

+ +

′′ ′′ ′′ ′ ′′+ ∫

 (2.3) 

К уравнениям (2.2) и (2.3) следует присое-
динить граничное условие:  

Р (0; u; u')=0. 
Следует отметить, что безусловная вероят-

ность отражения кванта от слоя [0; τ0] будет  

0 0( ) ( ) ( ) ( ; ; ) .P u u P u u duduτ ϕ ϕ τ
∞

−∞

′ ′ ′= ∫ ∫  

Итак, относительно 0( ; ; )P u uτ ′  получается 
интегро-дифференциальное уравнение параболи-
ческого типа. Уравнение (2.3) отличается от ана-
логичного уравнения работы [14] наличием до-

полнительного слагаемого 
2

2 .P
u

ε ∂
′∂

 Вопрос разре-

шимости полученного уравнения здесь затраги-
вать не будем. Отметим, что исследование (2.3) 
можно провести по методу, описанному в [14].  

 
3 Численные расчеты 
Рассмотрим случай медленных флуктуаций. 

Уравнение относительно условной вероятности 
0( ; )P uτ  следующее: 
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2
0

2
0

2

( ; )
2

( ) ( )( ) .
2 2

P u P P
u

u uu P P

τ
ε

τ
λ λλ

∂ ∂
− + =

∂ ∂

= + +

              (3.1) 

Рассмотрим далее случай, когда в среде 
происходят малые флуктуации ,λ  т. е. среда ма-
ло отличается от однородной. В этом случае ε  
малый параметр и решение (3.1) можно искать в 
виде разложения в ряд по степеням :ε  

0
0

( ; ) .k
k

k
P u Pτ ε

∞

=

= ∑  

Относительно 0 0( ; )P uτ  получается извест-
ное в теории переноса излучения в однородной 
среде [2] уравнение типа Риккати: 

20 0
0 0

0

0

( ; ) ( )(2 ) ;
2 2

(0) 0.

P u uP P

P

τ λ λλ
τ

∂
= − − +

∂

=
  (3.2) 

Явный вид Р0 не будем приводить из-за его 
громоздкости [2]. Уравнения относительно ос-
тальных коэффициентов линейные. Здесь приве-
дем лишь выражения для Р1 и Р2: 

0 2
0

1 0 0 2
0

( ; ) ( ; ) ;
P

P u d
u

τ

τ τ τ τ
∂

= Φ
∂∫  

( )

0

0

2
21

2 0 0 12
0

0 0

( )( ; ) ( ; ) ;
2

( ; ) exp 2 ( ) ( ) ( ; ) .

P uP u P d
u

u u P u d

τ

τ

τ

λτ τ τ τ

τ τ λ λ τ τ

⎛ ⎞∂
= Φ +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
⎧ ⎫⎪ ⎪Φ = − − −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫

∫
 

Определенный интерес  представляет отра-
жение от полубесконечной среды [0; ).∞  В этом 
случае в уравнениях (3.1) и (3.2) отсутствует сла-

гаемое 
0

,P
τ
∂
∂

 а относительно коэффициентов iP  

разложения получаются алгебраические уравне-
ния. Решение квадратного уравнения относи-
тельно 0 ( )P u  следующее: 

0
1 ( )( ) ; ( ) 1 ( ).
1 ( )

uP u u u
u

α α λ
α

−
= = −

+
 

Это известное выражение коэффициента 
отражения от полубесконечной однородной сре-
ды с .constλ =  Далее будем считать, что λ  – 
гауссовское поле, т. е. ( ) .u uλ =  Тогда для коэф-
фициентов разложения 1P  и 2P получим: 

1 4 3

2 3

2 9 5

1 3 ;
4 (1 )

49 245 435 279 .
64 (1 )

P

P

α
α α
α α α
α α

+
=

+

+ + +
=

+

 

Для иллюстрации влияния флуктуаций ни-
же, в таблице 3.1, приведем лишь некоторые ре-
зультаты численных расчетов коэффициента от-
ражения: 

 Таблица 3.1 – Зависимость коэффициента 
отражения от λ  и .ε  

 
       ε  
  λ  

0 2·10-6 8·10-6 32·10-6 

0,9996 0,9608 0,9612 0,963 0,9811 
        ε  
  λ  

0 0,25·10-3 10-3 4·10-3 

0,99 0,8182 0,82 0,829 0,9184 
        ε  
  λ  

0 6,86·10-4 27,44·10-4 109,76·10-4

0,91 0,5385 0,7669 0,7793 0,8931 
 

Из приведенных результатов следует, что 
флуктуации λ  приводят к существенному уве-
личению коэффициента отражения. Например, 
при 0,99λ =  и 34 10 ,ε −= ⋅  Р увеличивается на 
12,2 %, при 0,91λ =  и 30,686 10 ,ε −= ⋅  Р увели-
чивается на 42 %. 

 
Заключение 
Выведено замкнутое уравнение относитель-

но плотности условной вероятности отражения  
от стохастической среды. Можно сформулиро-
вать следующее правило учета быстрых флук-
туаций в уравнение переноса, составленное ме-

тодом сложения слоев: оператор 
0τ

∂
∂

 следует 

заменить оператором  
2 2

2 2
0

.
u u

ε
τ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− +⎜ ⎟′∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

Численные расчеты показывают, что даже 
не слишком большие флуктуации λ  могут при-
вести к заметному увеличению коэффициента 
отражения. 
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СВЕТОВОЕ ДАВЛЕНИЕ НА СФЕРИЧЕСКУЮ НАНОЧАСТИЦУ 
С КОНЦЕНТРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКОЙ В ПОЛЕ ПЛОСКОЙ 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ 

И.И. Кургузенкова, Д.В. Гузатов, Л.С. Гайда 

Гродненский государственный университет им. Я. Купалы, Гродно 
 

RADIATION PRESSURE ON THE SPHERICAL NANOPARTICLE 
WITH A CONCENTRIC SHELL IN THE FIELD OF A PLANE 

ELECTROMAGNETIC WAVE 

I.I. Kurhuzenkava, D.V. Guzatov, L.S. Gaida 
Y. Kupala Grodno State University, Grodno 

 
В работе теоретически исследуется световое давление на сферическую наночастицу с концентрической оболочкой, на-
ходящуюся в поле плоской электромагнитной волны. Для расположенной в воде кварцевой наночастицы с золотой на-
нооболочкой исследована зависимость поперечных сечений светового давления и поглощения от длины волны па-
дающего излучения для разной толщины нанооболочки при заданном размере наночастицы, а также зависимость дли-
ны волны, соответствующей максимуму сечений, от толщины оболочки. Рассмотрено максимальное смещение наноча-
стицы от времени действия излучения и от толщины нанооболочки. 
 
Ключевые слова: световое давление, сферическая наночастица с нанооболочкой, сечение поглощения, смещение нано-
частицы. 
 
In this paper we study theoretically the radiation pressure on a spherical nanoparticle with a concentric shell in the field of a 
plane electromagnetic wave. The dependencies of the radiation pressure and absorption cross sections on the wavelength of the 
incident radiation for different thickness of nanoshell at the fixed size of the silica nanoparticle with gold shell located in water 
are investigated. The authors also study the dependence of the wavelength corresponding to the maxima of the cross sections on 
the thickness of the shell. The dependencies of the maximal displacement of the nanoparticle on the time of the radiation acting 
and on the thickness of the nanoshells are considered. 
 
Keywords: radiation pressure, spherical nanoshell, absorption cross section, nanoparticle displacement. 

 
 

Введение  
Движение малой частицы в электромагнит-

ном поле становится возможным благодаря воз-
действию на частицу силы светового давления 
[1]. Особенно ярко этот эффект проявляется в 
сфокусированном лазерном пучке, что позволяет 
наблюдать левитацию прозрачных диэлектриче-
ских частиц [2], захватывать и удерживать их [3], 
а также перемещать живые клетки, вирусы и 
бактерии, не повреждая их [3]–[5]. 

Отдельного внимания заслуживает исследо-
вание силы светового давления, действующей на 
малые металлические частицы (наночастицы), 
поскольку, в отличие от диэлектрических частиц, 
в них могут возбуждаться плазмонные колебания 
[6], которые характеризуются увеличением по-
глощения электромагнитного излучения наноча-
стицей на определенных (плазмонных) частотах. 
Сила светового давления, действующая на метал-
лическую наночастицу, также возрастает вблизи 
плазмонного резонанса по сравнению со значе-
ниями вне резонанса [7]. 

Управление локализацией металлических 
наночастиц с помощью лазерного излучения яв-
ляется весьма важной задачей, которая может 

найти практическое применение, прежде всего, в 
биомедицинских исследованиях. Имеющиеся в 
настоящее время нанотехнологии позволяют 
синтезировать металлические наночастицы раз-
личных форм [6]. Тем не менее, не все из них 
могут быть использованы в нанобиотехнологиях, 
что связано как с их возможным вредным воз-
действием на биоокружение, так и с оптически-
ми особенностями биоткани. Последнее является 
весьма существенным, поскольку, как известно, 
окно прозрачности биоткани находится в инфра-
красной области спектра [8], поэтому для эффек-
тивного использования наночастиц в биомеди-
цинских применениях необходимо, чтобы плаз-
монный резонанс был расположен в инфракрас-
ной области спектра. Наиболее подходящими 
наночастицами для биоокружения, по-видимому, 
являются золотые наностержни [9] и золотые 
сферические нанооболочки (наночастицы с ди-
электрическим ядром и концентрической нано-
оболочкой из золота) [10]. Заметим, что эффект 
светового давления в настоящее время успешно ис-
пользуется для доставки лекарств внутрь больных 
клеток [11]. Для этого на металлическую наночасти-
цу, находящуюся вблизи клетки, воздействуют 
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интенсивным лазерным излучением, что приводит 
к нагреву частицы и ее движению вдоль лазерно-
го пучка под действием силы светового давле-
ния. Разогретая наночастица проделывает отвер-
стие в мембране клетки и, тем самым, облегчает 
доставку лекарств внутрь нее. Если воздейство-
вать достаточно интенсивным лазерным излуче-
нием на металлические наночастицы, накапли-
ваемые больной клеткой, то это может привести 
к сильному разогреву наночастицы и жидкости 
вокруг нее, что приводит к образованию пузырь-
ка пара и уничтожению больной клетки [12]. По-
следнее может использоваться в терапии рака. 
Золотые нанооболочки широко применяются в 
целом ряде практических направлений, среди 
которых следует выделить их использование в 
качестве контрастных агентов при оптикоаку-
стической томографии биотканей [13]. Управле-
ние локализацией нанооболочек с помощью ла-
зерного излучения может открыть новые направ-
ления их применения в нанобиотехнологиях. 

Целью настоящей работы является теорети-
ческое исследование особенностей действия све-
тового давления плоской электромагнитной вол-
ны на диэлектрическую наночастицу, покрытую 
концентрической металлической нанооболочкой, 
расположенную в диэлектрической среде, без 
учета нагрева наночастицы.  
 

1 Теоретические положения 
Для того чтобы вычислить силу светового 

давления, действующую на сферическую нано-
частицу, находящуюся в поле плоской линейно 
поляризованной электромагнитной волны, вос-
пользуемся формализмом, связанным с тензором 
напряжений Максвелла. При этом мы не будем 
учитывать механических деформаций среды, 
возникающих под действием электромагнитного 
поля, и сопутствующих этому явлению эффектов 
[1]. Кроме того, при расчетах мы используем 
теорию Ми, что связано с тем, что более простая 
квазистатическая теория верна строго для нано-
частиц, размер которых не превышает ~5 нм. 

Общее выражение для усредненной по вре-
мени силы светового давления, действующей на 
рассматриваемую частицу, имеет в рассматри-
ваемом случае вид интеграла по некоторой замк-
нутой поверхности, окружающей частицу от тен-
зора напряжений, скалярно умноженного на еди-
ничный вектор внешней нормали к поверхности. 
Если выбрать в качестве поверхности сферу бес-
конечно большого радиуса ( )S∞  с наночастицей, 
расположенной в ее центре, тогда выражение для 
силы светового давления принимает вид [14] 

 ( )2 21 ,
16 m m

S

dSτ τε μ
π

∞

= − +∫F E H n  (1.1) 

где mε  и mμ  – диэлектрическая и магнитная 
проницаемости среды, в которой расположена 

наночастица; τE  и τH  – тангенциальные компо-
ненты полного электрического и магнитного по-
лей вблизи частицы; n – единичный вектор 
внешней нормали к .S∞  Производя интегрирова-
ние в (1.1), найдем, что сила светового давления 
имеет только одну отличную от нуля компонен-
ту, ориентированную вдоль направления распро-
странения падающей волны (вдоль оси z на ри-
сунке 1.1). Нормируя получающееся выражение 
для силы светового давления на 

( )2
0 0 / 8mP Eε π=  – плотность потока импульса 

в падающей волне с амплитудой 0 ,E  получим 
следующее явное выражение для поперечного 
сечения светового давления [15]: 
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где nα  и nβ  – коэффициенты Ми для отражен-
ного электромагнитного поля, которые в случае 
сферической наночастицы с оболочкой могут 
быть записаны следующим образом: 
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nβ =         (1.3) 
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где 1a  – радиус ядра частицы; 2a  – внешний ра-
диус оболочки частицы (рисунок 1.1); 1 1,ε μ  и 

2 2,ε μ  – диэлектрическая и магнитная проницае-
мости ядра частицы и ее оболочки, соответст-
венно;  

1 0 1 1 ,k k ε μ=  2 0 2 2k k ε μ=  и 0 ,m m mk k ε μ=  
где 0k  – волновое число в вакууме; также введе-
ны обозначения для следующих функций: 

( ) ( ) ,n nx xj xψ =  ( )nj x  – сферическая функция 

Бесселя [16]; ( ) ( ) ( )1 ,n nx xh xζ =  ( ) ( )1
nh x  – сфери-

ческая функция Ханкеля первого рода [16]; 
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где 



Световое давление на сферическую наночастицу с концентрической оболочкой в поле плоской электромагнитной волны 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 2 (15), 2013 13

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2
1 1 2 1 1 1 2 1

1 2

1 2
1 1 1 2 1 1 1 1 2 1

1 2

,

n

n n n n

n n n n

k kk a k a k a k a

k kk a k a k a k a

γ

ψ ψ ψ ψ
μ μ

ψ ψ ψ ψ
μ μ− − − −

=

′ ′−
=

′ ′−

nδ =                                (1.5) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 1
1 1 2 1 1 1 2 1

2 1

2 1
1 1 1 2 1 1 1 1 2 1

2 1

;
n n n n

n n n n

k kk a k a k a k a

k kk a k a k a k a

ψ ψ ψ ψ
μ μ

ψ ψ ψ ψ
μ μ− − − −

′ ′−
=

′ ′−
 

штрих возле функции означает ее производную; 
звездочка в (1.2) означает комплексное сопряжение. 
 

 
 

Рисунок 1.1 – Геометрия задачи о сферической 
наночастице с концентрической оболочкой 
в поле плоской электромагнитной волны 

 
Заметим, что выражение для поперечного 

сечения светового давления (1.2) можно предста-
вить в виде разности [15] 

 pr ext scatcos ,σ σ θ σ= −            (1.6) 
где extσ  – поперечное сечение экстинкции (пер-
вый ряд в (1.2)); scatσ  – поперечное сечение рас-
сеяния; cosθ  – фактор асимметрии, который 
получается усреднением косинуса сферического 
угла θ  (где 0 θ π≤ < ) при использовании рас-
пределения интенсивности рассеянного излуче-
ния по θ  в качестве весовой функции [15]. 

Поперечное сечение поглощения ( absσ ) мо-
жет быть найдено как разность поперечных се-
чений экстинкции и рассеяния (оптическая тео-
рема). В результате можно получить следующее 
выражение [17]: 
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Заметим, что выражения (1.2) и (1.7) имеют 
достаточно общий характер и могут быть ис-
пользованы для наночастиц с произвольным 
числом концентрических оболочек, поскольку в 

этом случае будут меняться только коэффициен-
ты nα  и .nβ  

Для анализа движения наночастицы под 
действием силы светового давления в вязкой 
среде следует решить уравнение Ланжевена для 
координат положения центра масс частицы 0r . 
Поскольку сила светового давления действует в 
направлении оси z (рисунок 1.1), то смещение 
наночастицы будет происходить также вдоль оси 
z (здесь и далее силы тяжести и Архимеда не 
учитываются). В результате, уравнение движе-
ния наночастицы принимает вид (полагаем, что 
наночастица имеет массу, распределенную рав-
номерно по ее объему) 

 
2

0 0
2 ,z

d z dz
m F

dtdt
γ+ =            (1.8) 

где m – масса наночастицы; 26 aγ πη=  – коэф-
фициент трения сферической частицы в жидкой 
среде [16]; η  – динамический коэффициент вяз-
кости среды; pr 0zF Pσ=  – сила светового давле-
ния, действующая на частицу, (см. (1.2)). Реше-
ние (1.8) при использовании граничных условий 

0
0 0

0

0
t

t

dz
z

dt=
=

= =  имеет вид 

 pr 0
0 1 exp .

P mz t t
m

σ γ
γ γ

⎧ ⎫⎛ ⎞⎡ ⎤= − − −⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠⎩ ⎭
   (1.9) 

Как следует из (1.9), для наночастиц пренебре-
жимо малой массы получим 0 0z tϑ= , где 

0 pr 0 /Pϑ σ γ=  – скорость движения наночастицы, 
которая не зависит от ее массы. Важным в (1.9) 
является также то, что смещение наночастицы 
обратно пропорционально вязкости среды .η  

Заметим также, что уравнение (1.8) может 
быть использовано при расчетах движения нано-
частицы в лазерном пучке, поскольку возникаю-
щая в этом случае градиентная сила, действую-
щая поперек пучка, заметно меньше, чем компо-
нента силы светового давления, действующая 
вдоль пучка [7].  
 

2 Численные  результаты  и  их  обсуж-
дение 

Рассмотрим сферическую частицу с ядром 
из кварца 1( 2, 4)ε =  и золотой оболочкой, нахо-
дящуюся в воде ( 1,7).mε =  Данные по зависимо-
сти диэлектрической проницаемости золота от 
длины волны ( )2ε λ  были взяты из [18], а затем 
были стандартным образом интерполированы 
для обеспечения гладкости вычисляемых зави-
симостей. Заметим, что в случае наночастиц и 
нанооболочек, размер которых меньше ~1 нм, 
диэлектрическая проницаемость металла должна 
быть пересчитана с учетом эффекта рассеяния 
электронов поверхностью наночастицы [9], [19]. 
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В настоящей работе мы этот эффект не учитыва-
ем. Магнитная проницаемость наночастицы и 
окружающей среды положена равной единице 

1 2( 1).mμ μ μ= = =  
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Рисунок 2.1– Зависимость нормированных 

поперечных сечений поглощения (а) и светового 
давления (б) от длины волны для частиц 
с внешним радиусом оболочки 1 – 30 нм,  

2 – 50 нм, 3 – 100 нм. Отношение а1/а2=0.9 
 

На рисунке 2.1, (а) показана зависимость 
нормированного сечения поглощения от длины 
волны падающего излучения. Данная зависи-
мость характеризуется наличием максимумов 
при определенных значениях длины волны, со-
ответствующих возбуждению плазмонных коле-
баний в золотой нанооболочке. Из рисунка вид-
но, что с увеличением размера наночастицы за-
висимость нормированного сечения поглощения 
существенно меняется, что связано как с посте-
пенным возбуждением плазмонных колебаний 
более высокой мультипольности, так и с возрас-
танием роли рассеяния. Кроме того, при увеличе-
нии размера частицы (при фиксированной толщи-
не оболочки) главный максимум смещается в 
область больших длин волн (зависимости 1 и 2 
на рисунке 2.1, (а)). На рисунке заметен также 
относительно небольшой по величине максимум, 

расположенный в области меньших длин волн, 
по сравнению с главным максимумом. Данный 
максимум соответствует плазмонным осцилля-
циям более высокой (квадрупольной) мульти-
польности. При увеличении размера частицы он 
возрастает и при достаточно большом размере 
начинает преобладать по величине над диполь-
ным плазмонным максимумом (зависимость 3 на 
рисунке 2.1, (а)). Более детально образование 
плазмонных частот в металлической нанообо-
лочке может быть описано в рамках модели гиб-
ридизации плазмонных колебаний, возникающих 
на внутренней и на внешней поверхности обо-
лочки [20]. 

Зависимость нормированного сечения све-
тового давления от длины волны падающего из-
лучения, представленная на рисунке 2.1, (б) для 
частиц малых размеров аналогична зависимости 
для нормированного сечения поглощения. Дей-
ствительно, в этом случае основной вклад в се-
чение светового давления будет вносить сечение 
поглощения ( pr abs m4 Im ,kσ σ π≈ ≈ Π  где Π  – 
поляризуемость наночастицы) [7], поэтому зави-
симости 1 на рисунках 2.1, (а) и (б) очень похо-
жи. Напротив, при возрастании размеров наноча-
стицы сечение светового давления все более от-
личается от сечения поглощения, как это видно 
из сравнений зависимостей 3 на рисунках 2.1, (а) 
и (б). Заметно, что при увеличении размера на-
ночастицы дипольный плазмонный максимум 
зависимости для сечения светового давления 
остается преобладающим по величине. 

На рисунке 2.2, (а) представлена длина вол-
ны, соответствующая главному максимуму сече-
ния поглощения, как функция отношения внут-
реннего радиуса оболочки к ее внешнему радиу-
су при фиксированном внешнем радиусе. Данная 
зависимость полностью соответствует модели 
гибридизации плазмонных колебаний в нанообо-
лочке [20], в соответствии с которой при умень-
шении толщины золотой оболочки происходит 
сильное смещение положения частоты, соответ-
ствующей главному плазмонному резонансу, в 
инфракрасную область (зависимости 1 и 2 на 
рисунке 2.2, (а)). 

Как уже было отмечено, в случае возраста-
ния размера наночастицы преобладающим мак-
симумом для сечения поглощения становится 
максимум, соответствующий более высокой 
(квадрупольной) мультипольности плазмонных 
осцилляций, чем дипольная, а в случае сечения 
поглощения главный максимум соответствует 
дипольной мультипольности. Это находит свое 
отражение в зависимостях 3 на рисунках 2.2, (а) 
и (б). Действительно, максимумы сечений по-
глощения и светового давления, соответствую-
щие плазмонным осцилляциям более высокой 
(квадрупольной) мультипольности, расположены 
в области меньших длин волн, чем дипольный 

(a) 

(б) 
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максимум (зависимость 3 на рисунках 2.1, (а) и 
(б)). Это означает, что при фиксированной тол-
щине оболочки длина волны, соответствующая 
квадрупольному максимуму, имеет меньшие 
значения, чем длина волны, соответствующая 
максимуму дипольных плазмонных осцилляций 
(зависимость 3 на рисунке 2.2, (а)). 
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Рисунок 2.2 – Зависимость длины волны,  

соответствующей главному максимуму сечения 
поглощения (а) и сечения светового давления (б), 

от отношения радиусов ядра и оболочки  
для частиц с внешним радиусом оболочки:  

1 – 30 нм, 2 – 50 нм, 3 – 100 нм 
 

В случае же только дипольных плазмонных 
осцилляций с ростом размера частицы (при за-
данной толщине оболочки) длина волны, соот-
ветствующая максимуму, увеличивается (зави-
симости 1, 2 и 3 на рисунке 2.2, (б)). 

Вопрос выбора оптимальной наночастицы в 
экспериментальных исследованиях наиболее 
важен. В случае сферических наночастиц с кон-
центрической металлической оболочкой при 
фиксированной интенсивности падающего излу-
чения наиболее существенными параметрами, 
влияющими на величину смещения наночасти-
цы, являются относительная толщина ее оболоч-
ки и длина волны падающего излучения. Если 

задать внешний радиус нанооболочки и ее отно-
сительную толщину, то можно найти такую дли-
ну волны падающего излучения (рисунок 2.2, 
(б)), для которой смещение наночастицы будет 
максимальным. 

Для иллюстрации действия силы светового 
давления на кварцевые сферические наночасти-
цы с золотой оболочкой рассмотрим их смеще-
ние в воде при воздействии на них излучением с 
интенсивностью 1,0 кВт/см2 (рисунок 2.3). Длина 
волны падающего излучения соответствует мак-
симуму сечения светового давления для опреде-
ленного отношения 1 2/ .a a  Динамический коэф-
фициент вязкости воды η = 1.005 мПа·с, что со-
ответствует температуре 20 оС. 
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Рисунок 2.3 – Зависимость максимального 
смещения наночастицы с оболочкой от времени. 
Внешний радиус оболочки 50 нм; отношение 
а1/а2: 1 – 0.1 (λmax=567 нм), 2 – 0.5 (λmax=590 нм), 

3 – 0.9 (λmax=912 нм). Кружками показано 
решение 0 pr 0 /z P tσ γ=  

 
Как следует из рисунка 2.3, представленные 

зависимости являются линейными, что обуслов-
лено малой массой наночастиц, и поэтому для 
описания их смещения может быть использована 
простая формула 0 0 ,z tϑ=  где скорость смеще-
ния 0 pr 0 / .Pϑ σ γ=  Кроме того, на рисунке 2.3 
видно, что частицы с оболочкой меньшей тол-
щины (при фиксированном внешнем радиусе 
оболочки) смещаются за то же время на большее 
расстояние, чем частицы с оболочкой большей 
толщины. Это является следствием того, что 
максимальное значение сечения светового дав-
ления возрастает при уменьшении толщины обо-
лочки (зависимость 2 на рисунке 2.4). 

На рисунке 2.4 показана зависимость макси-
мального смещения наночастицы с золотой нано-
оболочкой от отношения радиуса ядра к радиусу 
оболочки для наночастиц с разными внешними 
радиусами оболочки. Из данного рисунка следует, 
что смещение наночастиц может быстро возрастать 

(a) 

(б) 
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при уменьшении толщины оболочки, что является 
следствием возрастания сечения светового давле-
ния. При этом следует отметить, что увеличение 
размера частицы может не соответствовать увели-
чению максимального смещения для заданной 
относительной толщины оболочки (зависимости 2 
и 3 на рисунке 2.4).  
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Рисунок 2.4 – Зависимость максимального 
смещения наночастицы от отношения радиуса 
ядра к радиусу оболочки. Внешний радиус 

оболочки: 1 – 30 нм, 2 – 50 нм, 3 – 100 нм. Длина 
волны падающего излучения соответствует λmax 

(рисунок 2.2, (б)). Время воздействия 
излучения 1 час 

 
Таким образом, эффективное управление 

движением сферических наночастиц с металличе-
ской оболочкой с помощью электромагнитного 
излучения сводится к выбору наночастиц, имею-
щих оптимальный размер и толщину оболочки 
при заданной длине волны падающего излучения. 
Оба этих параметра существенно влияют на ско-
рость смещения наночастицы. Кроме того, следу-
ет заметить, что оптимизация геометрических 
параметров нанооболочки позволяет регулировать 
поглощение излучения наночастицей, т. е. ее на-
грев в поле падающего излучения, что также мо-
жет быть важным в практических применениях. 
 

Заключение 
В настоящей работе теоретически исследо-

вана задача о сферической наночастице с кон-
центрической оболочкой, находящейся в поле 
плоской электромагнитной волны. Показано, что 
поглощение излучения наночастицей и ее сме-
щение под действием силы светового давления 
существенно зависят от размера наночастицы, 
толщины ее оболочки и длины волны падающего 
излучения. Полученные зависимости в целом 
являются весьма не тривиальными и могут быть 
объяснены как смещением частоты, так и свой-
ствами плазмонных колебаний различной муль-
типольности в наночастице при изменении гео-
метрических параметров нанооболочки. 

Результаты, полученные в работе, могут 
быть использованы для численных расчетов, для 
интерпретации экспериментальных данных и для 
оптимизации экспериментов по воздействию 
силы светового давления на диэлектрические 
наночастицы с металлической нанооболочкой. 
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ЭЛЛИПСОМЕТРИЯ ПЕРЕХОДНЫХ СЛОЕВ 
ПОЛУПРОВОДНИК – ДИЭЛЕКТРИК 

Н.И. Стаськов1, И.В. Ивашкевич1, Н.А.Крекотень2 
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ELLIPSOMETRY OF THE TRANSITIVE LAYERS 

SEMICONDUCTOR – DIELECTRIC 

N.I. Stas’kov1, I.V. Ivashkevich1, N.A. Krekoten2 
1A.A. Kuleshov Mogilev State University, Mogilev 

2Belmicrosystems Reserch & Desing Center Branch of the JSC INTEGRAL, Minsk 
 

Для тонких (d < 0,1λ) оксидных слоев на кремниевой подложке установлена связь поляризуемости слоя с его оптиче-
ской толщиной. Показано, что структуру неоднородного поверхностного слоя при термообработке пластин кремния 
КДБ 12 можно интерпретировать комбинированной пятислойной моделью с одиннадцатью параметрами, которые 
учитывают поверхностный слой, прозрачный оксидный слой, первый промежуточный слой, эффективный переход-
ный слой, второй промежуточный слой и подложку. 
 
Ключевые слова: эллипсометрия, оптическая модель, переходный слой, шероховатые и оптически неоднородные 
слои, поляризуемость. 
 
The polarizability bound of the layer with its optical thickness is established for thin oxide surfaces on a silicon substrate. It is 
revealed that the structure of the inhomogeneous surface layer can be interpreted by a five-layer model with 11 parameters at 
the heat treatment of the silicon plates. 
 
Keywords: ellipsometry, optical model, transition layer, rough and optically inhomogeneous layers, polarizability. 

 
 

Введение 
Развитие интегральной микроэлектроники 

выдвигает задачи по определению параметров 
нанометровых (до 20 нм) диэлектрических слоев 
на полупроводниковых подложках, например, 
SiO2 – Si [1], [2]. Особый интерес представляют 
возможности обнаружения неоднородных по-
верхностных и переходных областей, которые 
определяют эксплуатационные качества  элек-
тронных и оптоэлектронных устройств. При этом 
результативность неразрушающих оптических 
исследований, среди которых особое место за-
нимает эллипсометрия, определяется адекватно-
стью теоретической электродинамической моде-
ли реальному образцу и соответствием  диспер-
сионных характеристик слоев материалам струк-
туры [3], [4]. Известно [5], что численное реше-
ние обратной эллипсометрической задачи на-
прямую связано с числом параметров электроди-
намической модели исследуемого образца. По-
этому в реальных ситуациях необходима модель 
с минимальным числом свободных параметров. 
В работе [6] при сравнении трех моделей слоев 
на подложке, которые использовались для ис-
ключения влияния параметров естественного 
поверхностного слоя (d < 4 нм) на определяемые 
методом спектральной эллипсометрии дисперси-
онные зависимости показателей преломления 
n2(λ) и поглощения k2(λ) (N2(λ) = n2(λ) – ik2(λ)) 

кремниевых пластин КДБ 12, продемонстриро-
вана эффективность модели слоя с одной ком-
плексной поляризуемостью αz. 

Для тонких переходных слоев между под-
ложкой и внешней средой основное уравнение 
эллипсометрии можно представить как сумму 

0( , , )
0tg ( , , ) ,e i p pi x

e i
s s

R R
x e

R R
ϕ λϕ λ δΔ ⎛ ⎞

Ψ = + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (0.1) 

в которой первое слагаемое является основным 
уравнением эллипсометрии для чистой подлож-
ки, а второе – поправка, вызванная наличием 
слоя. В случае однопараметрической модели 
слоя неизвестную величину αz легко выразить из 
(0.1) в явном виде, не прибегая к трудоемким 
численным методам. Выражение (0.1) указывает, 
во-первых, на взаимосвязь параметров тонкого 
слоя в разных моделях одного и того же образца. 
И, во-вторых, в случае тонких неоднородных 
поверхностных слоев разделить методами эллип-

сометрии вклад в параметр p

s

R
R

δ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 шероховато-

сти поверхности и неоднородности физической 
структуры слоя можно только определенными 
математическими функциями, с помощью кото-
рых задается оптическая неоднородность слоя 
при некоторой среднеквадратичной высоте не-
ровностей поверхности σ [4]. В качестве критерия 
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адекватности модели реальному образцу в этом 
случае выбирается значение целевой функции 
или функционала невязки: 

{
}
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(0.2) 

экспериментальных 0( , ),e kϕ λΨ  0( , )e kϕ λΔ  и со-
ответствующих рассчитанных 0( , , ),k jxϕ λΨ  

0( , , )k jxϕ λΔ
 
эллипсометрических углов. В фор-

муле (0.2) ( 1, )jx j n= − вещественные параметры 
электродинамической модели плоскослоистой 
среды, m – число точек в спектре для фиксиро-
ванного угла падения излучения φ0 (спектральная 
эллипсометрия) или число углов падения для 
фиксированной длины волны (многоугловая эл-
липсометрия). Оптимальные значения jx  опре-
деляются из условия глобального минимума 
функции I(xj). Так как параметры 0( , ),e kϕ λΨ  

0( , )e kϕ λΔ  измеряются обычно с неопределенно-
стью ±0,010, то при толщине слоя значительно 
меньшей длины волны (d << λ) можно указать 
большое число математических функций элек-
тродинамических моделей, приводящих к одина-
ковым параметрам 0( , , ),k jxϕ λΨ  0( , , ),k jxϕ λΔ  а в 
итоге – к одинаковым локальным минимумам 
функции (0.2). Если достижение минимального 
значения функции I (xj) при решении обратных 
оптических задач является необходимым услови-
ем, то для достаточного условия получения фи-
зически обоснованного решения потребуем оп-
ределение параметров некоторого известного 
элемента структуры, например, подложки или ее 
оксидного слоя. 

В данной работе по результатам эллипсо-
метрии окисленных кремниевых пластин КДБ 12 
устанавливается связь поляризуемости поверх-
ностного оксидного слоя с его макропараметра-
ми (толщиной и показателем преломления) и 
рассматривается возможность учета шероховато-
сти поверхности слоя SiO2 при исследовании 
структурной неоднородности контактной зоны 
между оксидным слоем и кристаллической Si 
подложкой.  

 
1 Численное моделирование слоев на пла-

стинах КДБ 12 
1.1.Многоугловая эллипсометрия на фик-

сированной длине волны подложки со слоем 
 Предположим, что на подложке КДБ 12 на-
ходится однородный слой SiO2. По уравнению 
Друде для этого случая 
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r12p, r01s, r12s – амплитудные коэффициенты Фре-
неля для соответствующих границ раздела воз-
дух – оксид (01) и оксид – кристаллический 
кремний (12): 
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Рассчитаем эллипсометрические углы Δ и Ψ как 
функции толщины слоя (0 ≤ d ≤ 0,1 мкм; 
λ = 0,6328 мкм; N0 = 1; N1 = 1,456; N2 = 3,826– i 0,02) 
для углов падения 65º и 70º. 
 Затем, по основному уравнению эллипсомет-
рии для подложки со слоем диполей [6]: 
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(1.2) 

при заданных φ0, N0, λ и рассчитанных по выра-
жению (1.1) углах Ψ и Δ определим зависимость 
параметра αz от толщины слоя d (рисунок 1.1). 
При этом, на основании закона преломления пе-
рейдем от углов преломления φ1 и φ2 к углу па-
дения φ0. 
 По физическому смыслу (электростатиче-
ское приближение) αz < 0 и является действи-
тельным числом, имеющим размерность длины. 
Так как (1.2) – комплексное тождество, то в об-
щем случае αz = Re(αz) + iIm(αz). Величина мни-
мой части αz указывает на соответствие сравни-
ваемых моделей поверхностного слоя на под-
ложке. Как и следовало ожидать, с увеличением 
d действительная часть параметра αz увеличива-
ется линейно. Однако, мнимая часть этого пара-
метра при толщине слоя большей 0,08 мкм начи-
нает резко возрастать. Это указывает на несоот-
ветствие двух рассматриваемых моделей слоев 
на полупроводниковой подложке, т. е. однород-
ные слои SiO2 с d > 0,1 λ нельзя рассматривать 
как тонкие  двойные  слои  связанных зарядов 
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Рисунок 1.1 – Зависимости действительной (Re(αz)) и мнимой (Im(αz)) части поляризуемости αz  

от толщины слоя SiO2 
 

вертикально поляризованных диполей. Данные 
рисунка 1.1 показывают, что действительную 
часть поляризуемости αz можно представить как 
произведение некоторой постоянной безразмер-
ной величины α0 на оптическую толщину плос-
кого слоя N1d, т. е. Re(αz) = α0N1d. На рисунке 1.2 
представлены отношения действительной части 
αz к толщине слоя d, найденные из рисунка 1.1. 
Для толщин до 0,1 λ это отношение остается 
практически постоянным (–0,452).  
 

 
Рисунок 1.2 – Зависимость Re(αz / d)  

от толщины слоя d 
 
 Таким образом, при эллипсометрическом 
контроле кремниевых пластин КДБ 12 с поверх-
ностными слоями, толщина которых меньше 0,1 
λ, можно использовать трехпараметрическую 
модель: подложка (n2, k2) со слоем поляризован-
ных диполей αz. В таких случаях по величине αz 
и отношению Re(αz/d) = –0,452 находится тол-
щина поверхностного слоя, а при известной 
толщине слоя по величине αz можно определить 
его показатель преломления N1. 

 
1.2.Спектральная эллипсометрия под-

ложки со слоем 
 Для рассмотрения возможности перехода от 
трехпараметрической модели плоского слоя SiO2  

к слою с одним параметром αz (λ) по выражениям 

(1.1) были рассчитаны спектры поляризационных 
углов Ψ(λ) и Δ(λ) в интервале 0,480 мкм ≤ λ ≤ 
≤1 мкм с шагом 0,04 мкм при d = 0,008 мкм и 
углах падения 65º и 70º. Для этого значения 
n2 (λ) и k2 (λ) КДБ 12 из работы [6] интерполи-
ровались функциями  

2 1 1 1
2 1 1 2 4 6( ) ;

c d f
n a bλ λ

λ λ λ
= + + + +    (1.3) 

2 2 2 2
2 2 2 2 4 6( ) ;

c d f
k a bλ λ

λ λ λ
= + + + +    (1.4) 

где a1 = 3,3557; a2 = –0,0520; b1 = 0,0243 мкм-2; 
b2 =0,0233 мкм-2; с1 =0,1882 мкм2; с2 =0,0363 мкм2; 
d1 = –0,0138 мкм4; d2 = –0,0083 мкм4; f1 =0,0049 мкм6; 
f2 = 0,0015 мкм6; а значения n1(λ) оксида кремния 
из таблицы «OptiLayer» – функцией 

2 1
1 2 4 6( ) ;

FC Dn A Bλ λ
λ λ λ

= + + + +   (1.5) 

где A=1,4584; B=–0,0046 мкм-2; С=–0,0041 мкм2; 
D = 0,0022 мкм4; F = –0,0002 мкм6. На рисун-
ке 1.3 приведены спектры действительной и мни-
мой частей поляризуемости αz(λ) слоя на под-
ложке, рассчитанные по выражению (1.2). Для 
этого использовались вышеуказанные спектры 
углов Ψ(λ) и Δ(λ) однородного слоя и функции 
(1.3)–(1.5). 
 Расчеты αz (λ) при углах φ0 65º и 70º показы-
вают, что соответствующие действительные и 
мнимые части поляризуемости от угла падения 
не зависят. Данные рисунка 1.3 подтверждают 
вывод в работе [6] о том, что в случае тонких 
поверхностных слоев при оценке их толщины 
дисперсией αz (λ) можно пренебречь. И в этом 
случае отношение Re(αz (λ) / d) близко к –0,45. 
Таким образом, по измеренным спектрам Ψе(λ) и 
Δе(λ) полупроводниковых пластин можно 
найти αz (λ) и, разделив эту величину на пара-
метр –0,45, можно оценить толщину естествен-
ного слоя на их поверхности. Расчет показывает, 
что при d = 0,008 мкм погрешность в оценке 
толщины составляет ± 0,0003 мкм. 
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Рисунок 1.3 – Спектры действительной и мнимой части поляризуемости αz(λ) 

 
 1.3. Многоугловая эллипсометрия под-
ложки с шероховатым неоднородным слоем 
 Рассмотрим возможность моделирования ше-
роховатого слоя на полированном свинцовосили-
катном стекле (nс = 1,632, kс = 0 при λ = 632,8 нм) 
тонким слоем поляризованных диполей. Для это-
го воспользуемся экспериментальными эллипсо-
метрическими углами Ψе(φ0) и Δе(φ0), которые 
приведены в монографии [4] для углов падения 
50º, 60º и 65º. Такое количество данных позволя-
ет определить не более шести неизвестных пара-
метров любой модели. Методом наименьших 
квадратов минимизировалась функция (0.2) при 
решении обратных задач эллипсометрии для 
следующих пяти моделей полированного свин-
цовосиликатного стекла: 
 1) однородная подложка с neff = 1,633 и 
keff = 0,033 (I1(2) = 0,048); 
 2) слой с αz1 = –0,997 нм на известной под-
ложке с nс = 1,632, kс = 0 (I2(1) = 0,0273); 
 2*) слой с αz1 = –0,965 нм на подложке с 
n2 = 1,634 и k2 = 0,5·10-4  (I2(3) = 0,0094); 
 3) плоский слой с n1 = 1,428; k1 = 0,034 и 
d1 = 8,1 нм на известной подложке с nс = 1,632, 
kс = 0 (I3(3) = 0,0095); 
 3*) плоский слой с n1 = 1,800; k1 = 0,003 и 
d1 = 7,8 нм на подложке с n2 = 1,629; k2 = 0,007 
(I3(5) = 0,0084); 
 4) два плоских слоя соответственно с 
n1 = 1,007; k1 = 0,042; d1 = 1,83 нм и n2 = 1,796; 
k2 = 0,9·10-4; d2 = 7,05 нм на известной подложке 
с nс = 1,632, kс = 0  (I4(6) = 0,0096); 
 4*) два прозрачных плоских слоя соответст-
венно с n1 = 1,007; d1 = 1,8 нм и n2 = 1,798; 
d2 = 6,8 нм на подложке с n3 = 1,629 и k3 = 0,0008 
(I4(6) = 0,0092); 
 5) три слоя: слой с αz1 = –0,013 нм на про-
зрачном подслое с n2 = 1,798, d2 = 6,83 нм и слой 
с αz3 = –0,031 нм – на известной подложке c 
nс = 1,632, kс = 0 (I5(5) = 0,047); 
 5*) три слоя: слой с αz1 = –0,021 нм на про-
зрачном подслое с n2 = 1,797, d2 = 7,4 нм и слой с 
αz3 = –0,023 нм – на подложке c n4 = 1,630, 
k4 = 0,0002 (I5(6) = 0,0088). 

 Основное уравнение эллипсометрии для 
пятой модели записывалось в рекуррентной 
форме, аналогичной (1.1). Такая модель исполь-
зовалась при учете переходных слоев в структу-
ре c Si – SiO2 – pSi [7]. Эффективные параметры 
первой модели указывают на наличие тонкого 
(neff ≈ nc) поверхностного слоя с большим показа-
телем преломления, чем у подложки. Модель 2* 
лучше характеризует стекло в сравнении с моде-
лью 2 (I2(1) > I2(3)). Однако, при неопределенно-
сти ±0,010 экспериментальных углов Ψе(φ0) и 
Δе(φ0) сравнительно большое значение целевой 
функции I2(3) требует уточнения модели поверх-
ностного слоя. Последний вывод подтверждается 
данными, полученными при использовании мо-
дели 3*. В этом случае находились параметры 
плоского слоя и подложки. Толщина однородно-
го слоя в этом случае удовлетворительно согла-
суется с толщиной неоднородного слоя на стекле 
dс = (7,3 ± 0,3) нм, которая была определена в 
работе [4]. При не большом значении целевой 
функции I3(5) в этом случае параметры подлож-
ки не соответствуют свинцовосиликатному стек-
лу. Это можно объяснить тем, что модель 3* при-
ближенно учитывает неоднородноcти слоя стек-
ла и позволяет определить лишь толщину по-
верхностного слоя [6]. Если такой слой предста-
вить состоящим из двух подслоев (модель 4*), то 
суммарная толщина поверхностного слоя на 
стекле (d1 + d2 = 8,6 нм) оказывается больше, чем 
толщина, определенная с использованием моде-
ли 3*. Параметры подложки n3 и k3 оказались 
ближе к характеристикам стекла. Эти данные 
свидетельствуют о том, что параметры модели 4* 
позволяют оценить толщину шероховатого слоя 
по параметру d1 и толщину неоднородного слоя 
по параметру d2. Пятая модель учитывает шеро-
ховатый поверхностный слой, промежуточный 
слой и переходный слой на подложке. Значение 
целевой функции I5(6) указывает на удовлетво-
рительное совпадение рассчитанных и измерен-
ных эллипсометрических углов. Параметры 
n4 = 1,630 и k4 = 0,0002 этой модели позволяют 
сделать заключение не только о материале под-
ложки (свинцовосиликатное стекло), но и о том, 
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что параметры трех слоев правдоподобно отра-
жают структуру неоднородного поверхностного 
слоя стекла. Если параметр αz1 модели 2* соот-
ветствует толщине слоя 7,8 нм модели 3*, то па-
раметрам αz1 и αz3 модели 5* соответствуют слои, 
толщина которых d1 = 0,17 нм и d2 = 0,19 нм. 
Суммарная толщина неоднородного слоя 
(d = d1 + d2 +d3) по данным модели 5* оказывает-
ся равной 7,8 нм. Это значение удовлетворитель-
но согласуется со значением, рассчитанным в 
работе [4]. 
 Таким образом, в эллипсометрии стекла с 
тонким неоднородным поверхностным слоем, 
который включает шероховатости поверхности и 
неоднородности структуры, можно использовать 
модель: слой поляризованных диполей (αz1) на 
подслое (n2, k2, d2), который отделен от подложки 
(n4, k4) слоем поляризованных диполей (αz3). Ес-
ли при решении обратных задач задавать пара-
метры подложки, то минимумы функции (0.2) 
являются локальными. Это особенно важно при 
определении дисперсионных характеристик и 
контроле качества поверхности материалов. 

 
2 Экспериментальные результаты и их 

анализ 
Эксперименты выполнены на промышлен-

ных пластинах КДБ 12, обработанных в буфер-
ном растворе после предварительной шлифовки 
и полировки. Затем эти пластины подвергались 
термической обработке (800 ºС) в атмосфере га-
зов O2, N2 и H2 в течение 15 (образец № 1), 10 
(образец № 2) и 5 (образцы № 3, 4) минут. Шеро-
ховатость пластин, определенная на профило-
метре Talystep (фирма Taylor-Hobson) иглой с 
радиусом закругления R = 2 мкм, не превышала 
1 нм. Распределение концентраций атомов O и Si 
по нормали z, направленной от поверхности 
вглубь образовавшихся пленок SiO2, исследовали 
на Оже-спектрометре PHI 660 (PerkinElmer) пу-
тем послойного распыления пленок с шагом 1 нм 
и онами Ar+. Измерения поляризационных углов 
Ψе(φ0, λk) и Δе(φ0, λk) осуществляли на лазерном 
эллипсометре ЛЭФ 3М-1 (λ = 632,8 нм) при углах 
падения от 65º до 77º с шагом 1º и спектральном 

эллипсометре ES 2 c бинарной модуляцией со-
стояния поляризации [8] в диапазоне длин волн 
от 480 нм до 1000 нм при углах падения 65º и 
70º. По Ψе(φ0, λk) и Δе(φ0, λk) и уравнениям (1.1) и 
(1.2) методом наименьших квадратов рассчиты-
вали спектры параметров поверхностного слоя и 
подложки. При этом предполагалось, что по-
верхностный слой является плоским с тремя 
макропараметрами (модель 3*) или это слой свя-
занных зарядов вертикально поляризованных 
диполей (модель 2*). На рисунке 2.1 приведены 
рассчитанные спектры αz (λ) естественного слоя 
на исходной пластине КДБ 12. 

Анализ данных рисунка 2.1 показывает, что 
поляризуемость αz (λ) слабо зависит от угла па-
дения и длины волны. Величина Re(αz) поверх-
ностного слоя исходной пластины, определенная 
ранее методом многоугловой эллипсометрии на 
длине волны λ = 632,8 нм, составляет –1,756 нм 
[7]. Это значение хорошо согласуется с данными 
рисунка 2.1. Мнимая часть поляризуемости αz (λ) 
близка к нулю. Это указывает на адекватность 
модели слоя вертикально поляризованных дипо-
лей на подложке реальной пластины с естествен-
ным поверхностным слоем. На рисунке 2.2 при-
ведены спектры отношения Re(αz (λ) /(–0,452)), 
которое определяет толщину естественного по-
верхностного слоя на КДБ 12.  

 

 
 

Рисунок 2.2 – Спектр отношения 
Re(αz (λ) / (–0,452)) 

 

 

 
Рисунок 2.1 – Спектры действительной и мнимой части поляризуемости слоя 

на исходной пластине КДБ 12 
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 Из рисунка 2.2 видно, что отношение 
Re(αz (λ) / (–0,452)) слабо зависит от длины вол-
ны. По данным двух сравниваемых моделей тол-
щина слоя оказалась равной (3,8 ± 0,3) нм.  
 В области углов падения от 65º до 77º пара-
метры Ψe и Δe наиболее чувствительны к харак-
теристикам слоя и подложки КДБ 12. Для реше-
ния обратных эллипсометрических задач мето-
дом наименьших квадратов число углов падения 
превышало число неизвестных электродинами-
ческих параметров в (0.2). В таблице 2.1 приве-
дены средние значения толщин слоев четырех 
термообработанных образцов, найденные с ис-
пользованием моделей 2* и 3*. Последняя строч-
ка таблицы содержит параметры естественного 
слоя необработанной пластины. 
 
 Таблица 2.1 – Параметры поверхностных 
                              слоев пластин КДБ 12 
№ 

образ 
ца 

αz, нм 
d =  

=Re(αz (λ)) /  
(–0,452), нм 

d, нм 
(Модель 
Друде) 

1 –3,590+0,260i 7,9 8,1 

2 –2,661+0,0636i 5,9 5,5 

3 –1,844–0,175i 4,1 3,6 

4 –1,986–0,355i 4,4 4,0 
ис-
ход-
ный 

–1,756–5,3⋅10-5i 3,9 3,8 

 
 Как видно из данных таблицы 2.1, обе мо-
дели в рамках погрешностей (Δd / d = 0,05) при-
водят к одинаковым результатам относительно 
толщин слоев.  
 Для исследования структуры поверхностно-
го слоя на Si подложке в модель 5* были добав-
лены слои с n4, k4, d4  и слой с αz5. Подложка в 

этом случае имела параметры n6, k6 (модель 6). 
Для решения обратной задачи многоугловой эл-
липсометрии параметры Ψe и Δe использовались 
при всех вышеуказанных углах падения от 65º до 
77º. Оказалось, что на образце № 1 находится 
неоднородный слой. Его удалось разделить на 
пять подслоев с параметрами (λ = 632,8 нм): ше-
роховатый с αz1 = –0,012 нм; оксидный (SiO2) с 
n2 = 1,46, k2 = 0, d2 = 3,9 нм; первый промежу-
точный αz1 = –0,102 нм; переходный с n4 = 3,025, 
k4 = 0,355, d4 = 4,4 нм; второй промежуточный с 
αz5 = –0,089 нм и подложка с n6 = 3,825, 
k6 = 0,034. При увеличении числа измеряемых 
углов увеличивается суммарная эксперимен-
тальная погрешность. Это приводит к увеличе-
нию глобального минимума целевой функции 
I6 (11) = 0,494. Суммарная толщина поверхност-
ного слоя на пластине КДБ 12, которая окисля-
лась 15 мин., составляет около 8,8 нм. Этот ре-
зультат удовлетворительно согласуется с данны-
ми оже-спектроскопии. На рисунке 2.3 приведе-
ны относительные концентрационные профили 
атомов O и Si в зависимости от времени шаговой 
ионно-плазменной обработки поверхности об-
разца № 1. Его поверхностный слой толщиной 
4 нм по стехиометрическому составу соответст-
вует оксиду кремния SiO2. Между этим слоем и 
подложкой находится неоднородный переходной 
слой толщиной 5 нм.  
 Параметры переходного слоя между SiO2 и 
Si по оптическим характеристикам не соответст-
вует известным фазам кремния aSi, pSi и cSi. 
Увеличение концентрации атомов Si и соответ-
ствующее уменьшение концентрации атомов O 
(рисунок 2.3) в переходном слое можно объяс-
нить уменьшением доли оксида и увеличением 
доли кристаллического кремния при увеличении 
z от 4 нм до 9 нм. Это приводит к зависимости 
показателя преломления переходного слоя n2 от z. 

 
Рисунок 2.3 – Распределение атомов O и Si по толщине поверхностного слоя образца № 1 



Н.И. Стаськов, И.В. Ивашкевич, Н.А. Крекотень 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 2 (15), 2013 24 

Таким образом, из-за структурной неоднородно-
сти переходного слоя его параметры n2 = 3,025 и 
k2 = 0,355 имеют смысл эффективных характери-
стик бинарной среды. На основании линейного 
приближения Бруггемана (ВЕМА) слой между 
двумя промежуточными слоями соответственно 
с αz3 и αz5 состоит из SiO2 (33%) и КДБ 12 (67%). 
Если предположить распределение долей оксида 
и КДБ 12, вытекающее из рисунка 2.3, то 
1,46 ≤ n2(z) ≤ 3,825. Электростатические прибли-
жения эффективных сред не учитывают диспер-
сионные зависимости диэлектрических прони-
цаемостей компонент наполнителей и матрицы. 
Поэтому доли компонент в эффективной среде 
оказываются комплексными величинами, мни-
мая часть которых указывает на соответствие 
модели эффективной среды материалу слоя. Так, 
если предположить, что в переходном слое нахо-
дится SiO2 и aSi, и по эффективному показателю 
слоя найти соответствующие доли (fSiO2 = 45%, 
faSi = 55%), то мнимая часть долей компонент 
уменьшается вдвое. Расчеты с использованием 
других моделей эффективных сред показывают, 
что содержание в переходном слое образца 
кремниевых фаз состоявляет aSi – 60% и cSi – 
7%, т. е. больше, чем SiO2 (33%). Более строго 
определить структуру переходного слоя можно 
методами спектральной эллипсометрии.  
 
 Заключение 
 Глобальный минимум, обеспечивающий ус-
тойчивое решение многопараметрических обрат-
ных задач эллипсометрии, достигается при опре-
делении всех параметров электродинамической 
модели исследуемой структуры.  
 Шероховатые (σ < 1 нм) и оптически неод-
нородные поверхностные слои можно учитывать 
тонкими двойными слоями связанных зарядов 
вертикально поляризованных диполей при эл-
липсометрических исследованиях полупровод-
никовых и диэлектрических подложек. Для сло-
ев, толщина которых не превышает 0,1 λ, поля-
ризуемость является линейной функцией их оп-
тической толщины. 

Предложенная модель (6) для эллипсомет-
рии ПД в отличие от обычной пятислойной мо-
дели с 17 параметрами включает пять слоев с 11 
параметрами, по которым можно интерпретиро-
вать структуру неоднородного поверхностного 

слоя на Si подложке. При термической обработке 
пластин КДБ 12 на поверхности увеличивается 
оксидный слой, который в образце № 1 отделен 
от подложки неоднородным переходным слоем с 
фазами кремния aSi (60%), cSi (7%) и диоксида 
SiO2 (33%). Состав и толщина этого слоя зависят, 
главным образом, от времени окисления. 
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GENERATION OF BESSEL LIGHT BEAMS FREQUENCY 

DOUBLING IN QUADRATIC NONLINEAR CRYSTALS 
WITH RADIAL STRUCTURE OF THE DOMAIN POLARIZED 

P.A. Khilo1, E.S. Petrova1, N.A. Khilo2 
1P.O. Sukhoi Gomel State Technical University, Gomel 
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Предложена и исследована схема генерации второй гармоники бесселевых световых пучков в квадратично-
нелинейных кристаллах с радиально-периодической структурой доменов. Рассчитана нелинейная поляризация, найде-
на пространственная структура взаимодействующих полей. Численно исследованы интегралы перекрытия, характери-
зующие эффективность процесса удвоения частоты бесселевых световых пучков произвольных порядков. 
 
Ключевые слова: генерация второй гармоники, квадратично-нелинейные кристаллы с радиально-поляризованной 
структурой доменов, бесселев световой пучок. 
 
In the paper the scheme of the second harmonic generation of Bessel light beams in quadratic nonlinear crystals with radial pe-
riodic structure of domains is described. Nonlinear polarization at the fundamental and double frequencies is calculated and spa-
tial structure of interacting fields is founded. The overlap integrals that characterize the efficiency of the frequency doubling of 
Bessel light beams of arbitrary order are numerically investigated. 
 
Keywords: second harmonic generation, quadratic nonlinear crystals with radial periodic structure of domains, Bessel light 
beams. 

 
 

Введение  
 Разработка методов динамической транс-
формации бесселевых световых пучков (БСП), в 
том числе изменение их порядка, управление по-
ляризацией и направлением распространения 
представляет как научный, так и практический 
интерес. В частности, манипуляция параметрами 
БСП актуальна в многообразных задачах, связан-
ных с использованием оптических пинцетов [1]. 
 Одним из важнейших направлений исследо-
ваний в оптике бесселевых световых пучков яв-
ляется формирование бесселевых пучков ТН и 
ТЕ поляризаций и преобразование ТН ↔ ТЕ мод 
в анизотропных кристаллах. Использование ази-
мутально ТЕ и радиально ТН поляризованных 
бесселевых пучков имеет преимущество перед 
линейно- или циркулярно- поляризованными 
пучками, т. к. позволяет получать более высокую 
концентрацию светового поля в приосевой об-
ласти, что перспективно для использования в 
фотолитографии, конфокальной микроскопии, 
устройствах записи-считывания информации, 
оптической когерентной томографии [2], [3]. 
 Периодическая модуляция нелинейной вос-
приимчивости широко используется для квази-
синхронного преобразования частоты световых 

волн и, в частности, БСП [4]. При этом рассмат-
ривается геометрия взаимодействия, в которой 
световые пучки основной и удвоенной частоты 
распространяются вдоль (или под малым углом) 
к направлению вектора модуляции нелинейной 
восприимчивости. В работе [5] предложен новый 
тип периодической структуры с радиальной мо-
дуляцией нелинейной восприимчивости для ква-
зисинхронного преобразования частоты световых 
волн, и в [6] была показана возможность генера-
ции БСП первого порядка удвоенной частоты при 
падении на периодически-поляризованный нели-
нейный кристалл пучка гауссова типа.  

В данной работе предложена и исследована 
схема генерации БСП удвоенной частоты в 
квадратично-нелинейных кристаллах с радиаль-
но-поляризованной структурой доменов при 
падении на кристалл бесселева светового пучка. 
Для достижения азимутально-симметричного 
режима генерации второй гармоники рассмат-
ривается геометрия взаимодействия, когда на-
правление распространения БСП совпадает с 
оптической осью кристалла, и за счет попереч-
ной модуляции тензора нелинейной восприим-
чивости достигается генерация второй гармони-
ки в пределах всего конуса синхронизма. 
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1 Генерация второй гармоники в кри-
сталлах класса 4 mm с радиально-периоди-
ческой структурой доменов 
 Рассмотрим наиболее симметричный тип 
взаимодействия, когда падающий БСП азиму-
тально или радиально поляризован [7]. Ранее [8] 
нами было показано, что уравнения Максвелла в 
одноосном кристалле для бесселева светового 
пучка нулевого порядка по продольной компо-
ненте имеют два решения, соответствующие 
плоским волнам в теории одноосных кристаллов 
(бесселевы световые пучки о- и е- типа). Компо-
ненты векторов напряженности электрического 
поля с точностью до фазового множителя 

,exp[ ( )]o ei k z mφ+  выражаются через функции 
Бесселя первого рода m-го порядка ( )mJ qρ  и их 
производные следующим образом: 

0 ( ),o o m
mE ik n J q
qρ ρ
ρ

=  

0 ( ),o o mE k n J qφ ρ′= −                   (1.1) 
0o zE =   

для обыкновенного пучка и  
0 ( ),e e mE ik n J qρ ρ′=  

0 cos( ) ( ),e e e m
mE k n J q
qφ γ ρ
ρ

= −  

 0 sin( ) ( )o
e z e e m

e

E k n J q
ε

γ ρ
ε

=         (1.2) 

для необыкновеного пучка. 
Для БСП о- и е- типов продольные компо-

ненты волновых векторов равны соответственно 
0 cos( ),o z o ok k n γ=  0 cos( ),e z e ek k n γ=  

0 ,k cω=  
γо,е – углы конусности БСП. 
 Рассчитаем нелинейную поляризацию для 
кристалла класса 4 mm с радиально-
периодической структурой доменов. Радиально-
периодическая модуляция нелинейной воспри-
имчивости d может быть представлена в виде 

0( ) ( ),d d gρ ρ=  

где ( ) cos(2 ),g ρ π ρ= Λ  2 2x yρ = +  – попе-
речная радиальная координата, Λ -период струк-
туры.  
 Ненулевая компонента вектора нелинейной 
поляризации на удвоенной частоте для данного 
класса кристаллов равна 

2 2
2 31[ ( ) ( )],z ox oyP d E Eω ω= +             (1.3) 

или в цилиндрических координатах получаем 
2 2

2 31( ( ) ( )),z o oP d E Eρ φω ω= +            (1.4) 

где 31d  – компонента тензора нелинейной вос-
приимчивости. 

Запишем поле обыкновенной волны на ос-
новной частоте для БСП произвольного порядка 
в виде 

      

1

0 1 1 1
1

( , , )

( ) ( )

exp[ ],

o m m

o z

E z

mk n A i J q e J q e
q

ik z im i t

ω

ρ φ

ρ φ

ρ ρ
ρ

φ ω

=

⎛ ⎞
′= − ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
× + −

  (1.5) 

где ρ, ϕ, z – цилиндрические координаты, m- по-
рядок бесселевой функции, eρ , eφ  – цилиндри-
ческие орты. 

Для вектора НЛ поляризации (1.4) в цилин-
дрических координатах имеем: 

2

2
2 2 2 2 2

31 0 1

( , , )

( ) ( ) ( )

exp[ 2 ].

z

o m m

o z

P z

md k n A z J q J q
q

ik z im

ρ φ

ρ ρ
ρ

φ

=

⎛ ⎞⎛ ⎞′⎜ ⎟= − ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
× +

 (1.6) 

Характерной особенностью (1.6) является то, что 
нелинейная поляризация на удвоенной частоте 
не зависит от азимутального угла, в то время как 
для падающего на кристалл БСП циркулярной 
поляризации азимутальная зависимость проявля-
ется в компонентах поля. 

Известная функция НЛ поляризации позво-
ляет рассчитать продольную компоненту поля 
второй гармоники. Для этого используется урав-
нение Гельмгольца  

 2 2 2
2 , 22 2

4(2 ) (2 ) .z zE P
c cω
ε πω ω−⎡ ⎤∇ + =⎢ ⎥⎣ ⎦

 (1.7) 

Решение уравнения (1.7) представим в виде 
2zE ∼ 2 2( ) exp[ 2 ].m zJ q ik z imρ φ+  

В приближении медленно меняющейся ам-
плитуды 2 ( )A z  данное решение трансформиру-
ется к виду 

2 2 2 2( ) ( ) exp[ 2 ].z m zE A z J q i k z i mρ φ= +  (1.8) 
Для удобства дальнейшего анализа в амплитуды 
полей (1.5) и (1.8) введены нормировочные 
структурные функции 1,2 ( )b q  вида 

2 2
1 1 1

0

( ) [ ( ) ( )] ,
R

m mb q J q J q dπ ρ ρ ρ ρ+ −= +∫  

2
2 2

0

( ) 2 ( ) ,
R

mb q J q dπ ρ ρ ρ= ∫  

где R – радиус БСП, 2q  – волновое число БСП на 
удвоенной частоте. 

Используя формулы (1.5)–(1.8), получим 
укороченное уравнение для амплитуды поля вто-
рой гармоники 

22
1 2( ) ( , ),g

A
i A z g q k

z
δ

∂
=

∂
               (1.9) 

где 
2

2 2
0 312

2 2

4 (2 ) ,
2 o

z

k n d
c q k
π ωδ =  2 .gk π

=
Λ

 

Уравнение (1.9) не содержит волновой рас-
стройки, т. к. обеспечение продольного синхро-
низма в данной схеме не представляет труда за 
счет волнового вектора периодической структуры. 
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Особенность данного уравнения состоит в струк-
туре интеграла перекрытия  

2
1 1 2 2

1 1 1 1 2

2( , )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) cos( ) .

g

R

m m m g
o

g q k
b q b q

J q J q J q k d

π

ρ ρ ρ ρ ρ ρ− +

= ×

×∫
(1.10) 

Интеграл перекрытия (1.10) определяет зависи-
мость эффективности процесса ГВГ от попереч-
ного волнового числа БСП на удвоенной частоте 
q2 и волнового числа kg периодической структу-
ры при учете первой Фурье-компоненты ради-
ально-периодической модуляции нелинейности. 
Поперечные компоненты поля 2

,x yE ω  могут быть 

получены из решений уравнений Маквелла с 
учетом (1.8). 
 Проведем расчет величины волнового числа 
kg, необходимого для устранения геометрической 
расстройки поперечных волновых чисел взаимо-
действующих бесселевых пучков 

0 2 2 1 12 [ ( )sin( ) sin( )],g e e ok k n nγ γ γ= −    (1.11) 

где 2 2 2
2 2 1 1 2tg( ) cos( ) ,e o on n nγ γ− − −= −  1,2γ  – угол 

конусности БСП на основной и удвоенной часто-
те. Далее в расчетах интегралов перекрытия ве-
личина kg выбиралась в соответствии с уравнени-
ем (1.11). При этом автоматически обеспечива-
лось выполнение условия продольного синхро-
низма.  
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Рисунок 2.1 – Зависимость интеграла перекрытия от поперечного волнового числа q2 для БСП различных 

порядков и углов конусности 
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 2 Результаты расчетов 
 На рисунке 2.1 приведены графики зависи-
мости интегралов перекрытия от поперечного 
волнового числа поля удвоенной частоты q2 для 
произвольного порядка бесселевых пучков. Вид-
но, что для БСП низших порядков интеграл пе-
рекрытия содержит четко выраженный макси-
мум вблизи значения 2 12 ,gq q k= +  соответст-
вующего выполнению поперечного синхрониз-
ма. Отметим, однако, что точное значение мак-
симума несколько смещено от приведенной ве-
личины, причем знак смещения зависит от по-
рядка БСП. При возрастании угла конусности γ1 
имеет место небольшое увеличение ширины 
максимума функции g(q2). 

Это может быть связано с увеличением пе-
риода периодической структуры, требуемого для 
достижения поперечного синхронизма. При воз-
растании порядка бесселевых пучков наблюдает-
ся увеличение уровня боковых осцилляций функ-
ции g(q2) и последующая перестройка ее вида.  

 
Заключение 

 Предложенная схема генерации бесселева 
светового пучка на удвоенной частоте в квадра-
тично-нелинейных кристаллах с радиально-поля-
ризованной структурой доменов эффективна для 
нелинейных кристаллов с отсутствующим или 
малым двулучепреломлением, в которых только 
за счет квазисинхронизма возможно обеспечение 
генерации второй гармоники в пределах всего 
конуса направлений синхронизма. Данная схема 
может быть использована для решения задач 
оптической интерферометрии, профилометрии и 
эллипсометрии с применением квазибездифрак-
ционных световых пучков высших порядков. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА ДВУЛУЧЕВОГО ЛАЗЕРНОГО 
ТЕРМОРАСКАЛЫВАНИЯ СИЛИКАТНЫХ СТЕКОЛ В РАМКАХ 

ЛИНЕЙНОЙ МЕХАНИКИ РАЗРУШЕНИЯ 

С.В. Шалупаев, А.Н. Сердюков, Ю.В. Никитюк, А.А. Середа 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

MODELLING OF THE PROCESS OF THE TWO-BEAM LASER 
THERMOSPLITTING OF SILICATE GLASSES WITHIN THE LIMITS 

OF THE LINEAR FRACTURE MECHANICS 

S.V. Shalupaev, A.N. Serdykov, Yu.V. Nikitjuk, A.A. Sereda 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
В рамках теорий термоупругости и линейной механики разрушения на основе разработанного алгоритма выполнено 
конечно-элементное моделирование процесса развития лазерно-индуцированной трещины в силикатных стеклах при 
двулучевом лазерном управляемом термораскалывании. Показано, что зарождение трещины происходит на поверхно-
сти материала в области подачи хладагента и при развитии ее в глубину форма трещины имеет характерный прогиб, 
что подтверждается результатами экспериментальных исследований. 
 
Ключевые слова: трещина, лазерное раскалывание, механика разрушения. 
 
Within the limits of the theories of thermoelasticity and linear fracture mechanics finite-element modelling of the laser-induced 
crack extension in silicate glasses at two-beam laser controllable thermosplitting is executed on the basis of the developed algo-
rithm. It is shown that crack initiation takes place on a surface of material in the zone of a coolant feeding and at its extension in 
the depth the flaw shape has the characteristic deflection, which is verified by the results of experimental researches. 
 
Keywords: crack, laser splitting, fracture mechanics. 

 
 

Введение  
Одним из наиболее эффективных методов 

высокоточного разделения хрупких неметалли-
ческих материалов является управляемое лазер-
ное термораскалывание (УЛТ), отличительная 
особенность которого заключается в том, что 
разделение материала на части заданной формы 
происходит вследствие образования микротре-
щины, формируемой в результате поверхностно-
го нагрева материала лазерным излучением и 
последующего охлаждения зоны нагрева хлада-
гентом. К основным преимуществам управляе-
мого лазерного термораскалывания относятся 
высокие точность разделения и скорость обра-
ботки, безотходность процесса [1], [2]. Ранее в 
работах [3]–[7] проведено в рамках теории тер-
моупругости моделирование различных видов 
метода управляемого лазерного термораскалы-
вания хрупких неметаллических материалов. В 
рамках квазистатической постановки задачи бы-
ли выполнены расчеты температурных полей и 
полей упругих напряжений, формируемых в ре-
зультате реализации различных видов терморас-
калывания, и определены механизмы формиро-
вания и развития разделяющей трещины. Было 
показано, что в результате воздействия излуче-
ния CO2 –лазера с длиной волны 10,6 мкм, энер-
гия которого поглощается в тонком поверхност-
ном слое силикатных стекол, на поверхности 

формируется зона значительных по величине 
сжимающих напряжений, далее в момент воз-
действия следующего за лазерным пучком хла-
дагента сжимающие напряжения переходят в 
растягивающие. Инициирование разделяющей 
трещины происходит в поверхностных слоях 
материала в зоне растягивающих напряжений, 
сформированных за счет подачи хладагента. Раз-
витие трещины вглубь материала происходит в 
зоне растягивающих напряжений, обусловлен-
ных взаимным расположением движущегося ла-
зерного пучка и хладагента. 

Как было показано в работе [4], дополни-
тельное воздействие YAG-лазера с длиной волны 
1,06 мкм, энергия которого поглощается в объе-
ме материала, приводит к увеличению глубины 
трещины и повышению стабильности ее зарож-
дения. 

Такой анализ проводился для однородного 
материала в рамках теории термоупругости и не 
учитывал наличие и процесс развития форми-
руемой в процессе обработки микротрещины. 
Как показано в работе [8], [9], появление микро-
трещины существенно влияет на распределение 
полей напряжений в материале и поэтому моде-
лирование процесса инициализации и развития 
трещины необходимо проводить не только в 
рамках теории термоупругости, но и линейной 
механики разрушения. Однако разработанный в 
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этих публикациях алгоритм моделирования по-
зволяет проводить анализ инициализации и раз-
вития трещины только на поверхности материала 
при фиксированной глубине трещины.  

В работе [10] в рамках теорий термоупруго-
сти и линейной механики разрушения разработан 
алгоритм и проведено моделирование инициали-
зации и развития трещины в хрупких неметалли-
ческих материалах в объеме образца. Однако в 
данной работе моделирование выполнено для 
процесса однолучевого лазерного термораскалы-
вания с использованием в качестве источника 
излучения CO2-лазера. Положительные результа-
ты, полученные при исследовании двулучевых 
способов разделения хрупких неметаллических 
материалов в работах [3]–[6], [11], делают акту-
альной задачу разработки алгоритма и моделиро-
вания в рамках теорий термоупругости и линей-
ной механики разрушения процесса двулучевого 
управляемого лазерного термораскалывания. 

 
1 Алгоритм моделирование процесса упра-

вляемого лазерного термораскалывания 
Согласно [12] условия разрушения можно 

представить одним параметром, в качестве кото-
рого можно использовать коэффициент интен-
сивности напряжений KI. При этом необходимы-
ми условиями роста трещины являются следую-
щие: напряжения в вершине трещины должны 
быть растягивающими; коэффициент интенсив-
ности напряжений в вершине трещины должен 
превышать критический коэффициент интенсив-
ности напряжений KIC (для силикатного стекла 
КIC=0,5 МПа м1/2). С учетом этих условий было 
выполнено моделирование процесса управляемо-
го лазерного термораскалывания, при котором 
выполнялись расчеты коэффициента интенсив-
ности напряжений КI в вершинах лазерно-
индуцированной трещины для определения ди-
намики ее развития. Расчеты были выполнены с 
использованием метода конечных элементов. 

С целью сравнительного анализа моделиро-
вание выполнено для схем однолучевого и дву-
лучевого управляемого лазерного термораскалы-
вания, представленных на рисунке 1.1 и рисунке 
1.2. В качестве материала образца выбрано сили-
катное стекло вертикальной вытяжки плотно-
стью ρ=2740 кг/м3, модуль упругости, коэффици-
ент Пуассона и коэффициент температурного 
расширения полагались соответственно равными 
E=73,5 ГПа, ν=0,214, αт=90⋅10-7 (1/°С). Излуче-
ние CO2-лазера формируется в пучок с попереч-
ным сечением в виде эллипса с размерами боль-
шой и малой осей 7 и 2 мм соответственно. При 
этом пучок ориентируется большой осью вдоль 
линии обработки материала (вдоль оси X). Хла-
дагент в виде мелкодисперсной воздушно-водя-
ной смеси формируется на поверхности материа-
ла в виде круга диаметром 5 мм и подается непо-
средственно за лазерным пучком. При помощи 

измерителя мощности ИМО-2М были выполне-
ны замеры мощности излучения YAG-лазера до 
попадания на поверхность пластины и после 
прохождения пластин заданной толщины. Осно-
вываясь на том, что поглощение излучения внут-
ри материала происходит по закону Бугера-
Ламберта-Бера I = I0·e-αz, где I0 – значение интен-
сивности лазерного излучения до попадания на 
образец, α – коэффициент экстинкции, z – глуби-
на проникновения излучения, был найден коэф-
фициент экстинкции α, который оказался равным 
86,129 м-1. 

 
 

1 – пучок CO2-лазера; 2 –хладагент 
Рисунок 1.1 – Схема однолучевого управляемого 

лазерного термораскалывания 
 

 
 

1 – пучок CO2-лазера; 
2 – пучок YAG-лазера; 3 – хладагент 

Рисунок 1.2 – Схема двулучевого управляемого 
лазерного термораскалывания 

 
Излучение YAG-лазера моделировалось в 

виде объемного цилиндрического теплового ис-
точника (радиус в поперечном сечении 1 мм) с 
заданной объемной плотностью мощности. Зна-
чение объемной плотности мощности рассчиты-
вается для каждого слоя конечных элементов с 
использованием закона Бугера-Ламберта-Бера и 
рассчитанного коэффициента экстинкции.  

В качестве образца выбрана пластина толщи-
ной 3 мм и геометрическими размерами 20х30 мм. 
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Поскольку воздействие лазерного пучка осуще-
ствляется вдоль оси X посередине образца, то 
распределение температур и упругих напряже-
ний относительно данной плоскости будет сим-
метрично, поэтому моделирование было выпол-
нено для половины образца. При этом учитыва-
лось, что перемещения узлов, не принадлежащих 
трещине, в направлении оси Y в плоскости сим-
метрии должны быть ограничены. 

При моделировании была выбрана следую-
щая последовательность действий. На первом ша-
ге решения выполняется геометрическое построе-
ние поверхности образца размером 20х15 мм, 
который разбивался на конечные элементы. При 
этом, как показано на рисунке 1.3, на краю об-
разца вдоль линии инициализации и развития 
трещины выполняется построение нескольких 
областей (на рисунке показано четыре области), 
в центре которых формируются изопараметриче-
ские элементы, необходимые для моделирования 
вершины и фронта трещины. Далее данная по-
верхность выдавливается вдоль оси Z на величи-
ну, равную толщине образца. При этом величи-
ну и пропорции разбиения вдоль оси Z можно 
варьировать. В результате вдоль оси Z форми-
руется последовательность изопараметрических 
элемен-тов, узлы которых могут быть использо-
ваны в дальнейшем как точки фронта развиваю-
щейся трещины. Излучение CO2-лазера модели-
руется как поверхностный тепловой источник 
заданной мощности, а YAG-лазера – как объем-
ный  источник.  В области подачи хладагента 

задается теплоотдача с коэффициентом равным 
6800 Вт/(м2К). При этом движение пучков осу-
ществляется дискретно, с постоянным смещени-
ем на каждом шаге решения с заданной скоро-
стью. После разбиения образца выполняется рас-
чет температурных полей в образце при воздей-
ствии на него лазерного пучка и хладагента, при 
этом значения температур в каждом узле образца 
записываются в отдельный файл для использова-
ния на следующем шаге решения. 

На втором шаге решения заново осуществ-
ляется построение модели и считываются значе-
ние температур из первого шага решения как 
начальные условия для второго шага решения. 
Осуществляется смещение положения лазерных 
пучков и хладагента вдоль оси X и выполняется 
расчет температурных полей в образце с записью 
новых значений температур в отдельный файл 
для следующего шага решения. Далее решается 
структурная задача. Выбираем размер начальной 
трещины на краю образца длиной вдоль оси X 
равной 0,75 мм (от правого края образца до вер-
шины первой области изопараметрических эле-
ментов) и глубиной вдоль оси Z равной 0,8 мм. 
Вследствие симметрии образца ограничиваем пе-
ремещения узлов, не принадлежащих трещине, в 
направлении оси Y в плоскости симметрии Y = 0. 
Координаты узлов принадлежащих трещине за-
писываем в отдельный файл для последующих 
шагов решения. Выполняется расчет полей упру-
гих напряжений в квазистатической постановке. 

 

 
Рисунок 1.3 – Образец с нанесенной конечно-элементной сеткой 

а) общий вид модели в плоскости XY, б) и в) увеличенная область с изопараметрическими элементами 
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По полученным распределениям упругих 
напряжений в образце, производится пересчет 
коэффициентов интенсивности напряжений KI в 
точках фронта трещины на различных глубинах. 
Значения коэффициентов интенсивности напря-
жений, температур и напряжений в вершинах 
трещины записываем в отдельный файл для по-
следующих шагов решения задачи.  

На третьем и дальнейших шагах решения 
выполняется следующая последовательность дей-
ствий. Вначале считываем данные о величинах 
напряжений и коэффициентов интенсивности 
напряжений в точках фронта трещины из преды-
дущего шага решения. Далее осуществляем про-
верку условий выполнения однопараметрическо-
го критерия разрушения. Если значение коэффи-
циента интенсивности напряжений в вершине 
трещины на поверхности превышает критиче-
ское значение KIС (для силикатного стекла 
КIC=0,5 МПа м1/2) [8] и при этом напряжения в 
вершине трещины растягивающие, то координа-
ту вершины трещины увеличиваем в направле-
нии движения лазерного пучка на величину, рав-
ную шагу перемещения, так, чтобы она совпала с 
вершиной соседней области изопараметрических 
элементов. В противном случае оставляем коор-
динату без изменений. Аналогичные действия 
выполняем в остальных точках фронта трещины 
вдоль оси Z. Если координата вдоль оси X вер-
шины трещины на любом слое по глубине об-
разца выходит за границы области изопарамет-
рических элементов (далее чем вершина четвер-
той от правого края области изопараметрических 
элементов), то при построении модели смещаем 
эту область вдоль оси X на величину, равную 
шагу перемещения. Далее выполняем новую 
дискретизацию модели и интерполируем распре-
деление температур с предыдущего шага реше-
ния на новую конечно-элементную сетку. Моде-
лируем воздействие лазерных пучков и хлада-
гента на поверхность материала. Считываем ко-
ординаты узлов, принадлежащих трещине из 
предыдущего шага решения, добавляем новые 
узлы с учетом выполненной ранее проверки рос-
та трещины на разных глубинах и пересохраняем 
их для последующих шагов решения. Ограничи-
ваем перемещения узлов, не принадлежащих 
трещине, в направлении оси Y и осуществляем 
расчет упругих напряжений в образце и коэффи-
циентов интенсивности напряжений в вершинах 
трещины, попадающих в область с изопарамет-
рическими элементами на различных глубинах. 
Значения коэффициентов интенсивности напря-
жений, температур и напряжений в вершинах 
трещины записываем в отдельный файл для по-
следующих шагов решения задачи. 

Таким образом, по рассчитанным значениям 
напряжений и коэффициентов интенсивности 
напряжений в вершинах трещины на каждом 
шаге решения, а также по координатам узлов 

можно определить не только глубину развития, 
но и форму разделяющей трещины. 

 
2 Результаты моделирования 
В соответствии с предложенным алгорит-

мом было выполнено моделирование процесса 
управляемого лазерного термораскалывания в 
рамках теорий термоупругости и линейной ме-
ханики разрушения по схеме, представленной на 
рисунках 1.1 и 1.2. Скорость обработки выбрана 
равной 20 мм/с, мощность пучка CO2-лазера – 20 
Вт, YAG-лазера – 140 Вт. На рисунке 2.1 пред-
ставлены расчетные значения коэффициента ин-
тенсивности напряжений KI в вершинах трещины 
на различных глубинах Z образца от времени t 
для случая однолучевой обработки. Кривая 1 
(сплошная линия) соответствует вершине разде-
ляющей трещины на поверхности образца, кривая 
2 (точечная линия) – на глубине Z = 0,08 мм, кривая 3 
(штриховая линия) – на глубине Z=0,15 мм.  

На рисунках 2.2 и 2.3 представлены расчет-
ные значения упругих напряжений σyy в верши-
нах трещины и координат X вершин трещины на 
тех же глубинах Z образца от времени t. 

 

 
Рисунок 2.1 – Расчетные значения коэффициента 

интенсивности напряжений KI в вершинах 
трещины 

 
Рисунок 2.2 – Расчетные значения упругих 

напряжений σyy в вершинах трещины 
 

В промежуток времени от 0 до 0,425 секун-
ды движения лазерного пучка и хладагента вер-
шина стартовой трещины на поверхности образ-
ца подвергается воздействию лазерного излуче-
ния и во всех узлах фронта трещины до глубины 
0,5 мм формируются значительные по величине 
сжимающие напряжения. При этом роста трещины 
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не происходит. Далее вершина трещины попада-
ет в область воздействия хладагента, происходит 
резкое охлаждение поверхности материала и на-
пряжения становятся растягивающими, и уже в 
момент времени 0,5 секунды коэффициент ин-
тенсивности напряжений в этой вершине дости-
гает критического значения. Трещина на поверх-
ности образца начинает развитие вдоль оси X. В 
глубинных слоях образца также наблюдается 
рост по величине растягивающих напряжений и 
коэффициента интенсивности напряжений в уз-
лах фронта трещины. Однако увеличение данных 
параметров происходит с задержкой во времени 
по отношению к поверхностному слою материа-
ла вследствие того, что нагрев глубинных слоев 
происходит за счет передачи тепла от поверхно-
стных слоев материала вглубь материала. Вели-
чина коэффициента интенсивности напряжений 
достигает критического значения KIC позже, не-
жели в поверхностных слоях материала, что при-
водит к росту трещины в глубинных слоях мате-
риала с отставанием вдоль направления развития 
трещины (вдоль оси X) по отношению к вершине 
трещины в поверхностном слое.  
 

 
Рисунок 2.3 – Расчетные значения координат X 

вершин трещины 
 
На рисунке 2.4 представлен расчетный про-

филь лазерно-индуцированной трещины. 
 

 
 

Рисунок 2.4 – Расчетные значения координат X 
вершин трещины на различных глубинах  

в образце 
 

Как видно из представленного рисунка, 
профиль трещины имеет характерный прогиб. 
Именно такой профиль наблюдается визуально 
при разделении силикатных стекол методом 
управляемого лазерного термораскалывания в 
соответствии со схемой, приведенной на рисунке 
1.1, что показывает адекватность разработанного 
алгоритма моделирования. При этом расчетная 
глубина трещины 0,15 мм оказывается чуть 

меньше, чем экспериментальное значение 0,19 мм. 
Это обусловлено как погрешностью самого ме-
тода конечных элементов, так и плотностью вы-
бранной конечно-элементной сетки. 

На рисунке 2.5 представлены расчетные 
значения коэффициента интенсивности напря-
жений KI в вершинах трещины на различных 
глубинах Z образца от времени t для случая дву-
лучевой обработки. Кривая 1 (сплошная линия) 
соответствует вершине разделяющей трещины 
на поверхности образца, кривая 2 (точечная ли-
ния) – на глубине Z=0,08 мм, кривая 3 (штрихо-
вая линия) – на глубине Z=0,25 мм, кривая 4 
(штрих-пунктирная линия) – на глубине Z=0,4 мм.  
 

 
Рисунок 2.5 – Расчетные значения коэффициента 

интенсивности напряжений KI в вершинах 
трещины 

 

На рисунках 2.6 и 2.7 представлены расчет-
ные значения упругих напряжений σyy в верши-
нах трещины и координат X вершин трещины на 
тех же глубинах Z образца от времени t. 
 

 
Рисунок 2.6 – Расчетные значения упругих 

напряжений σyy в вершинах трещины 
 

 
Рисунок 2.7 – Расчетные значения координат X 

вершин трещины 
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Как видно из представленных на рисунке 
расчетных данных, область растягивающих на-
пряжений, формируемых в области воздействия 
хладагента, вследствие объемного прогрева рас-
полагается в более глубоких слоях материала, что 
приводит к развитию трещины на большую, не-
жели в случае однолучевой обработки, глубину.  

На рисунке 2.8 представлен расчетный про-
филь разделяющей трещины, образующейся в про-
цессе двулучевого лазерного термораскалывания. 
 

 
 

Рисунок 2.8 – Расчетные значения координат X 
вершин трещины на различных глубинах  

в образце 
 

Как показывают результаты моделирования, 
расчетная глубина трещины составляет 0,34 мм, 
что почти в два раза выше, нежели в случае од-
нолучевой обработки. Двукратное увеличение 
глубины трещины наблюдается на эксперименте. 

 
Заключение 
Таким образом, разработанный алгоритм 

моделирования позволяет моделировать процесс 
управляемого лазерного термораскалывания и, 
варьируя параметры лазерных пучков и хлада-
гента, скорость обработки, геометрические раз-
меры образца и вид конечно-элементной сетки, 
получать информацию о профиле и глубине воз-
никающей разделяющей трещины для различных 
методов лазерного термораскалывания. Полу-
ченные данные можно использовать для оптими-
зации технологических режимов разделения 
хрупких неметаллических материалов. 
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PERMUTERAL SUBGROUPS AND THEIR APPLICATIONS 
IN FINITE GROUPS 

A.F.Vasil'ev1, V.A.Vasil'ev1, T.I. Vasil'eva2 
1F. Scorina Gomel State University, Gomel 

2Belarusian State University of Transport, Gomel 
 

Пусть H – подгруппа группы G. Пермутизатором H в G называется подгруппа PG(H) = < x ∈ G | < x >H = H< x > >. Бу-
дем называть H пермутируемой в G, если PG(H) = G; сильно пермутируемой в G, если PU(H) = U всякий раз, как 
H ≤ U ≤ G. Изучены свойства конечных групп с заданными системами пермутируемых и сильно пермутируемых под-
групп. Найдены новые критерии w-сверхразрешимости и сверхразрешимости групп. 

 
Ключевые слова: конечная группа,  пермутизатор подгруппы,  пермутируемая  подгруппа, сверхразрешимая группа, 
w-сверхразрешимая группа, P-субнормальная подгруппа. 

 
Let H be a subgroup of a group G. The permutizer of H in G is the subgroup PG(H) = < x ∈ G | < x >H = H< x > >. The sub-
group H of a group G is called permuteral in G, if PG(H) = G; strongly permuteral in G, if PU(H) = U whenever H ≤ U ≤ G. The 
properties of finite groups with given systems of permuteral and strongly permuteral subgroups are obtained. New criteria of  
w-supersolubility and supersolubility of groups are received. 
 
Keywords: finite group, permutizer of a subgroup, permuteral subgroup, supersoluble group, w-supersoluble group, P-subnor-
mal subgroup. 

 
 

Введение  
Рассматриваются только конечные группы. 

Понятие нормализатора подгруппы играет цен-
тральную роль при изучении групп. Например, 
хорошо известно, что группа нильпотентна, если 
нормализатор любой ее силовской подгруппы 
совпадает с группой, или группу можно предста-
вить в виде произведения ее нильпотентных под-
групп, нормализаторы которых совпадают с 
группой. Естественным обобщением нормализа-
тора подгруппы является понятие пермутизатора 
подгруппы, введенное Дескинсом и Венцке в 
[1, с. 27]. Напомним, пермутизатором подгруп-
пы H в группе G называется подгруппа  

PG(H) = < x ∈ G | < x >H = H< x > >.  
В [1] начато исследование влияния свойств 

пермутизаторов для различных систем подгрупп 
на строение группы. Группы с пермутизаторным 
свойством, т. е. группы G, у которых H < PG(H) 
для любой собственной подгруппы H из G, изу-
чались в [1, с. 27–29], в работах [2]–[4] и др. 
Группы с заданными системами подгрупп (мак-
симальных, почти максимальных, свободных от 
четверной группы Клейна и др.), пермутизаторы 
которых совпадают с группой, исследовались в 
[1, с. 27–29], в работах [5]–[6] и др. 

Введем следующее 

Определение. Подгруппу H группы G будем 
называть:  

1) пермутируемой в G, если PG(H) = G; 
2) сильно пермутируемой в G, если 

PU(H) = U для любой подгруппы U из G такой, 
что H ≤ U ≤ G. 

Существуют группы, которые обладают 
пермутируемыми, но не сильно пермутируемыми 
подгруппами. Например, легко проверить, что в 
G = PSL(2, 7) силовская 3-подгруппа Z3 является 
пермутируемой в G. Так как Z3 ≤ U ≤ G, где U ≅  
≅  A4 – знакопеременная группа степени 4, и 
PU(Z3) = Z3, то Z3 не сильно пермутируема в G. 

В работе исследуются свойства групп с за-
данными системами пермутируемых и сильно 
пермутируемых подгрупп. Получены новые кри-
терии w-сверхразрешимости и сверхразрешимо-
сти групп. 

 
1 Предварительные результаты  
Обозначения и терминология стандартны, 

при необходимости см. [7], [8].  
Пусть G – группа. Для подгруппы H из G 

используются обозначения H ≤ G и H < G, если 
H ≠ G. Через |G| обозначается  порядок G; Sylp(G) 
– множество всех силовских p-подгрупп из G для 
некоторого простого числа p; CoreG(M) пересе-
чение всех подгрупп, сопряженных с M в G; F(G) 
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– подгруппа Фитинга группы G; P – множество 
всех простых чисел; π – некоторое множество 
простых чисел; π'= P \ π; Zp – циклическая группа 
порядка p; U – класс всех сверхразрешимых групп.  

Группа G порядка 1 2
1 2

n
np p pαα α … , pi – про-

стое число, называется дисперсивной по Оре [7, 
с. 251], если p1 > p2 > … > pn и G имеет нормаль-

ную подгруппу порядка 1 2
1 2

i
ip p pαα α …  для любо-

го i = 1, 2, … , n. Подгруппа Картера – это само-
нормализуемая нильпотентная подгруппа груп-
пы. Группа p-замкнута, если она имеет нор-
мальную силовскую p-подгруппу. 

Лемма 1.1 [8, гл. A, теорема 2.7 (ii)]. Если G 
– разрешимая группа, то  
F(G)/Φ(G) = CG/Φ(G)(F(G)/Φ(G)) = Soc(G/Φ(G)). 

Подгруппа H группы G называется P-суб-
нормальной в G [9], если либо H = G, либо суще-
ствует цепь подгрупп H = H0 < H1 < … < Hn-1 < Hn = 

= G такая, что |Hi+1 : Hi| – простое число для лю-
бого i = 0, 1, … , n–1. Обозначается  H  P-sn  G. 

Лемма 1.2 [10, лемма 3.1]. Пусть H – под-
группа группы G, N �  G. Тогда справедливы сле-
дующие утверждения:     

1) если H  P-sn  G, то (H ∩ N) P-sn N и HN/N  
P-sn  G/N; 

2) если N ≤ H и H/N  P-sn  G/N, то H P-sn G; 
3) если HNi  P-sn  G, Ni �  G, i  =  1, 2, то 

(HN1 ∩ HN2)  P-sn  G; 
4) если H  P-sn  K и K  P-sn  G, то H  P-sn  G; 
5) если H  P-sn  G, то Hx  P-sn  G для любого 

x ∈ G. 
Лемма 1.3 [10, лемма 3.4]. Пусть G – разре-

шимая группа. Тогда справедливы следующие 
утверждения: 

1) если H  P-sn  G, K – подгруппа из G, то  
(H ∩ K) P-sn  K; 

2) если Hi P-sn G, i = 1, 2, то (H1∩ H2) P-sn G. 
Группа G называется w-сверхразрешимой 

[9], если любая силовская подгруппа группы G 
является  P-субнормальной в G. Через wU обо-
значается класс всех w-сверхразрешимых групп. 
Заметим, что  U ⊆ wU. Пример 1 [9] показывает, 
что U ≠ wU. 

Лемма 1.4 [9, предложение 2.8]. Любая  
w-сверхразрешимая группа является дисперсив-
ной по Оре.  

Подгруппа H группы G называется пронор-
мальной в G, если для любого x ∈ G подгруппы  
H и Hx сопряжены между собой в < H, Hx >; 

Лемма 1.5 [7, лемма 17.5]. Пусть H – под-
группа группы G. Тогда справедливы следующие 
утверждения: 

1) если H пронормальна в G и H ≤ U ≤ G, то 
H пронормальна в U; 

2) если N �  G и N �  H, то H пронормальна 
в G тогда и только тогда, когда H/N пронор-
мальна в G/N; 

3) если N �  G и H пронормальна в G, то 
HN/N пронормальна в G/N; 

4) если H пронормальна и субнормальна в G, 
то H �  G. 

 
2 Свойства пермутируемых подгрупп 
Лемма 2.1. Пусть H – подгруппа группы G. 

Тогда  
1) PU(H) ≤ PG(H) для любой подгруппы U 

группы G такой, что H ≤ U; 
2) если PG(H) = R, то PR(H) = R; 
3) PG(H)g = PG(Hg) для любого элемента 

g ∈ G; 
4) NG(H) ≤ PG(H); 
5) если N �  G, то PG(H)N/N ≤ PG/N(HN/N); 
6) если N �  G и N ≤ H, то PG/N(H/N) = 

= PG(H)/N. 
Доказательство. Утверждения 1) и 2) сле-

дуют из определения PG(H). 
Утверждение 3). Пусть g ∈ G. Допустим, что 

PG(H) = < L >, где L = {x ∈ G | < x >H = H< x >}, и 
PG(Hg) = < K >, где K = {y ∈ G | < y >Hg = Hg< y >}. 
Ясно, что PG(H)g =< Lg >. 

Возьмем любой z ∈ Lg. Тогда z = xg для не-
которого x ∈ L. Из < xg >Hg = < x >gHg = (< x >H)g = 
= (H< x >)g = Hg< xg > получаем, что Lg ⊆ K. 

Рассмотрим любой y ∈ K. Из 
1gy
−

∈ 
1gK
−

 
получаем, что  

<
1gy
−

>H =
1 1

( )g g gy H
− −

< > = 

=
1

( )g gy H
−

< > =
1

( )g gH y
−

< > = H<
1gy
−

>. 
Отсюда K ⊆ Lg. Значит, PG(H)g = < Lg > = < K > =  
= PG(Hg). 

Утверждения 4)–6) – это лемма 2.4 из [6]. 
Лемма доказана. 

Лемма 2.2. Пусть H – подгруппа группы G и 
N �  G. Тогда  

1) если H пермутируема в G, то HN/N пер-
мутируема в G/N; 

2) если H пермутируема в G, то HN перму-
тируема в G; 

3) если N ≤ H, то H пермутируема в G тог-
да и только тогда, когда H/N пермутируема в G/N; 

4) если H сильно пермутируема в G, то  
HN/N сильно пермутируема в G/N. 

Доказательство. 1) следует из 5) леммы 2.1. 
Утверждение 2). Если PG(H) = G, то из 6) 

леммы 2.1 получаем, что PG(HN) = G. Это озна-
чает пермутируемость HN в G. 

3) следует из 1) леммы и 6) леммы 2.1. 
4) следует из 1). Лемма доказана.  
Лемма 2.3. Пусть группа G = HQ, где 

H ∈ Sylp(G), p – наибольший простой делитель 
|G|, Q – циклическая подгруппа из G. Тогда G p-
замкнута. 

Доказательство. Пусть G – группа наи-
меньшего порядка, для которой лемма не верна. 
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Так как G – произведение нильпотентных под-
групп, по теореме Кегеля-Виландта [11], [12] G 
разрешима. Пусть N – минимальная нормальная 
подгруппа группы G. Тогда G/N p-замкнута. Так 
как класс всех p-замкнутых групп является на-
сыщенной формацией, то N – единственная ми-
нимальная нормальная подгруппа группы G и 
Φ(G) = 1. Тогда в G найдется максимальная под-
группа M такая, что G = NM, M ∩ N = 1, CoreG(M) = 
= 1  и N = CG(N).  Из выбора G следует, что N –  
q-группа, q ≠ p. Ввиду теоремы Силова Hg

 ⊆ M 
для некоторого g ∈ G и N ⊆ Q. Тогда |N| = q. От-
сюда M ≅  G/CG(N) изоморфно вкладывается в Zq-1. 
Это противоречит тому, что p > q. Лемма доказана. 

Лемма 2.4. Пусть G группа, H ∈ Sylp(G), p – 
наибольший простой делитель |G|. Если H пер-
мутируема в G, то G p-замкнута. 

Доказательство. Пусть x – любой элемент 
группы G такой, что < x >H = H< x >. По лемме 2.3 
H нормальна в < x >H. Поэтому < x > ⊆ NG(H) и 
G = PG(H) ⊆ NG(H). Лемма доказана. 

Лемма 2.5. Если любая силовская подгруппа 
группы G пермутируема в G, то G дисперсивна 
по Оре. 

Доказательство. Проведем индукцией по 

|G|. Пусть |G| = 1
1 ... k

k

nnp p , где p1 > … > pk, pi – 
простое число, i = 1, ..., k. Для P1 ∈ 

1
Syl ( )p G  по лем-

ме 2.4 P1 �  G. Любая силовская pi-подгруппа из 
G/P1 имеет вид PiP1/P1, где Pi ∈ Syl ( ),

ip G  i = 2, 
…, k. Ввиду 1) леммы 2.2 PiP1/P1 пермутируема в 
G/P1. По индукции G/P1 дисперсивна по Оре. 
Отсюда G дисперсивна по Оре. Лемма доказана. 

Лемма 2.6. Если G – сверхразрешимая груп-
па, то любая пронормальная подгруппа из G 
сильно пермутируема в G. 

Доказательство. Ввиду наследственности U 
и 1) леммы 1.5 достаточно доказать, что любая 
пронормальная подгруппа группы G ∈ U перму-
тируема в G. 

Пусть G – сверхразрешимая группа наи-
меньшего порядка такая, что PG(H) ≠ G для неко-
торой пронормальной подгруппы H из G. 

Допустим, что Φ = Φ(G) ≠ 1. Тогда G/Φ ∈ U, 
по 3) леммы 1.5 HΦ/Φ пронормальна в G/Φ. 
Ввиду выбора G и 4) леммы 1.5 HΦ/Φ ≠ 1. Из 
PG/Φ(HΦ/Φ) = G/Φ ввиду 6) леммы 2.1 заключаем, 
что PG(HΦ) = G. Так как PG(H) ≠ G, найдется x ∈ G 
такой, что x ∉ PG(H) и < x >HΦ = HΦ< x >. Тогда 
R = < x >HΦ – подгруппа группы G. Если R ≠ G, 
то из выбора G следует, что PR(H) = R.  Поэтому 
x ∈ R ≤ PG(H), что противоречит x ∉ PG(H). Зна-
чит, R = < x >HΦ = G = < x >H. Поэтому x ∈ ∈ PG(H). 
Получили противоречие с выбором x. 

Значит, Φ(G) = 1. Группа G ∈ U, поэтому 
коммутант G' нильпотентен. Из NG(H) ≠ G и аб-
нормальности NG(H) в G получаем, что  

G = G'NG(H) = F(G) NG(H). 
По лемме 1.1 F(G) = N1 … Nk, где Ni – минималь-
ная нормальная подгруппа группы G для i = 1, …, 
k. Из G∈ U следует, что Ni – циклическая под-
группа. Из NiH = HNi получаем, что Ni ≤ PG(H) 
для i = 1, … , k. Поэтому G = F(G)NG(H) ⊆ PG(H). 
Получили противоречие с PG(H) ≠ G. Лемма до-
казана. 

Следствие 2.6.1. Если G – сверхразрешимая 
группа, то любая силовская подгруппа из G силь-
но пермутируема в G. 

Следствие 2.6.2. Если G – сверхразрешимая 
группа, то любая подгруппа Картера из G силь-
но пермутируема в G. 

Следствие 2.6.3. Если G – сверхразрешимая 
группа, то любая холлова подгруппа из G сильно 
пермутируема в G.  

Сверхразрешимая группа может обладать не 
пермутируемыми в ней подгруппами. 

Пример 2.7. Пусть G = < a4 = b4 = (ab)2 =    
= (a–1b)2 = 1 > – группа порядка 16. Тогда под-
группа H = < ab > не пермутируема в G, так как 
< a >H ≠ H< a > и < b >H ≠ H< b >, причем PG(H) 
есть элементарная абелева 2-группа порядка 8. 

Пример показывает также, что пересечение 
пермутируемых подгрупп в группе не всегда яв-
ляется пермутируемой подгруппой группы. За-
метим, что подгруппы H1 = < a2 >×< ab > и H2 = 
= < ab–1 >×< ab > пермутируемы в G. Очевидно, 
что H = < ab > = H1 ∩ H2. 

Лемма 2.8. Пусть G – разрешимая группа. 
Если H – P-субнормальная холлова подгруппа из 
G, то H сильно пермутируема в G. 

Доказательство. Ввиду наследственности 
формации всех разрешимых групп и 1) лем-
мы 1.3 достаточно доказать, что любая P-субнор-
мальная холлова подгруппа разрешимой группы 
G пермутируема в G. 

Пусть G – разрешимая группа наименьшего 
порядка такая, что PG(H) ≠ G для некоторой       
P-субнормальной холловой π-подгруппы H из G. 
Пусть N – минимальная нормальная подгруппа 
группы G. Тогда HN/N – холлова π-подгруппа из 
G/N. По 1) леммы 1.2 HN/N P-sn G/N. По выбору 
G холлова π-подгруппа HN/N пермутируема в 
G/N. По 3) леммы 2.2 HN пермутируема в G. По-
этому N – q-группа для простого числа q ∉ π. 

Из H  P-sn G следует, что в G найдется мак-
симальная подгруппа M такая, что H ≤ M и 
|G : M| – простое число. По 1) леммы 1.3        
H  P-sn  M. Из выбора G следует, что 
M = PM(H) ≤ PG(H) ≠ G. Поэтому M = PG(H). Так 
как G = PG(HN), в G найдется x такой, что x ∉ M 
и < x >HN = HN< x >. Отсюда и из PG(H) = M сле-
дует, что G = < x >HN. Если N ≤ Φ(G), то G = 
= < x >H. Значит, x ∈ PG(H) = M, что противоре-
чит x ∉ M. Итак, N ⊄ Φ(G). Тогда в G найдется 
максимальная подгруппа W такая, что N ⊄ W и 
G = NW. Отсюда |G : W| – q-число и H ≤ Wg для 
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некоторого g ∈ G. Тогда Wg = ( )gW
P H ≤ PG(H) = M 

и G = NM. Допустим, что NH ≠ G. Тогда из выбо-
ра G заключаем, что NH = PNH(H) ≤ PG(H) = M. 
Получили противоречие G = NM ≤ M ≠ G. 

Значит, HN = G. Из N ∩ M = 1 следует, что 
H = M. Тогда |N| = q. Ввиду NH = HN получаем, 
что N ≤ PG(H) = M. Откуда G ≤ M ≠ G. Это про-
тиворечие завершает доказательство леммы. 

Следствие 2.8.1. Если G – w-сверхразреши-
мая группа, то любая силовская подгруппа из G 
сильно пермутируема в G. 

 
3 Критерии w-сверхразрешимости и 

сверхразрешимости групп  
Теорема 3.1. Группа w-сверхразрешима то-

гда и только тогда, когда любая силовская под-
группа группы сильно пермутируема в группе. 

Предложение 2.5 [9] показывает, что ниль-
потентную длину w-сверхразрешимой группы 
нельзя ограничить фиксированным натуральным 
числом. Так как у сверхразрешимой группы 
коммутант нильпотентен, то нильпотентная дли-
на сверхразрешимой группы не превосходит 2, 
т. е. сверхразрешимая группа метанильпотентна.  

Теорема 3.2 Пусть G – метанильпотент-
ная группа. Тогда следующие утверждения экви-
валентны: 

1) G сверхразрешима; 
2) любая силовская подгруппа из G сильно 

пермутируема в G; 
3) любая силовская подгруппа из G перму-

тируема в G. 
Теорема 3.3. Пусть G – группа. Тогда сле-

дующие утверждения эквивалентны: 
1) G сверхразрешима; 
2) любая пронормальная подгруппа из G 

сильно пермутируема в G; 
3) любая пронормальная подгруппа из G 

пермутируема в G; 
4) любая холлова подгруппа из G сильно 

пермутируема в G; 
5) любая холлова подгруппа из G пермути-

руема в G. 
Теорема 3.4. Пусть G – группа. Тогда сле-

дующие утверждения эквивалентны: 
1) G сверхразрешима; 
2) G = AB – произведение сильно пермутиру-

емых нильпотентных подгрупп A и B из G; 
3) G = AB – произведение пермутируемых 

нильпотентных подгрупп A и B из G. 
 

Заключение 
Из теорем раздела 3 вытекают как извест-

ные, так и новые результаты. Например, 
Следствие 1 [15]. Если любая холлова под-

группа группы G P-субнормальна в G, то G 
сверхразрешима.  

Доказательство. Так как любая силовская 
подгруппа группы G P-субнормальна в G, G раз-
решима ввиду леммы 1.4. Из леммы 2.8 и теоре-
мы 3.3 заключаем, что G сверхразрешима. 

Следствие 2. Пусть G = AB – произведение 
своих силовских подгрупп A и B. Группа G сверх-
разрешима тогда и только тогда, когда A и B 
пермутируемы в G. 

Следствие 3. Группа G сверхразрешима то-
гда и только тогда, когда G = F(G)H, где H – 
пермутируемая подгруппа Картера из G. 
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О НОРМАЛЬНЫХ ПОДКЛАССАХ КЛАССА ФИШЕРА КОНЕЧНЫХ ГРУПП 
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ON NORMAL SUBCLASSES OF FISCHER CLASS OF FINITE GROUPS 

S.N. Vorob’ev 
P.M. Masherov Vitebsk State University, Vitebsk 

 
Пусть X –π-разрешимый класс Фишера. В работе изучаются π-насыщенные классы Фиттинга, нормальные в X. Доказа-
но, что пересечение любого множества таких классов является π-насыщенным классом Фитинга, нормальным в X. 
 
Ключевые слова: класс Фиттинга, F-инъектор, класс Фишера, полулокальный класс Фиттинга. 
 
Let X be a π-solvable Fischer class. In the paper we studied π-saturated Fitting classes, which are normal in X. It is proved, that 
intersection of any set of such classes is a π-saturated Fitting class, which is normal in X. 
 
Keywords: Fitting class, F-injector, Fischer class, semilocal Fitting class. 

 
 

Введение 
В работе рассматриваются только конечные 

группы. Классы Фиттинга, как объекты дуальные 
формациям групп, были впервые определены в 
работах Фишера [1] и Гашюца, Фишера, Хартли 
[2]. Напомним, что классом Фиттинга называют 
такой класс групп F, который замкнут относи-
тельно взятия нормальных подгрупп и произве-
дения нормальных F-подгрупп. Основополагаю-
щим результатом для становления и развития 
теории классов Фиттинга является теорема Га-
шюца-Фишера-Хартли [2] (см. также [3], теорема 
VIII.2.13) о том, что для любого разрешимого 
класса Фиттинга F в каждой разрешимой группе 
G существует единственный класс сопряженных 
F-инъекторов G. При этом подгруппу V группы 
G называют F-инъектором G, если V∩N является 
F-максимальной подгруппой N для любой суб-
нормальной подгруппы N группы G. Заметим, 
что если F=Sπ классу всех разрешимых π-групп 
(в  частности,  F=Np  классу  всех  p-групп),  то  
F-инъектор G – это холлова π-подгруппа G (в 
частности, силовская p-подгруппа G), и поэтому 
следствиями указанной выше теоремы являются 
фундаментальная теорема Холла (теорема Сило-
ва в разрешимом случае) соответственно. 

Существенное различие между теориями 
классов Фиттинга и формаций было установлено 
Блессенолем и Гашюцом в работе [4], где опреде-
лены разрешимые нормальные классы Фиттинга 
и построена серия нетривиальных нормальных 
классов Фиттинга, которые не являются форма-
циями. Кроме того, в [4] было доказано, что пе-
ресечение любого множества нееденичных раз-
решимых нормальных классов Фиттинга снова 
является нееденичным разрешимым нормальным 

классом Фиттинга. Напомним, что класс Фит-
тинга F называется нормальным в классе S всех 
разрешимых групп или просто нормальным, если 
в любой группе G∈S ее F-инъектор – нормаль-
ная подгруппа G. 

Ориентиром для изучения нормальных 
классов Фиттинга и поиска аналогов теоремы 
Блессеноля-Гашюца для таких классов в нераз-
решимом случае служит теорема Л.А. Шеметко-
ва [5] о том, что для любого класса Фиттинга F в 
π-разрешимой группе (π – множество всех про-
стых делителей всех групп из F) существуют 
F-инъекторы и любые два из них сопряжены. В 
этом направлении исследований естественно 
расширить и само понятие нормальности классов 
Фиттинга следующим образом. Пусть класс F – 
Фиттинга, инъективный в классе групп X, т. е. 
F⊆X и каждая группа G∈X имеет F-инъекторы. 
Тогда F назовем нормальным в X или X-нор-
мальным (см. также [6]), если для любой группы 
G∈X ее F-инъекторы являются нормальными 
подгруппами G. 

Основное содержание настоящей работы 
состоит из двух взаимосвязанных частей. В пер-
вой из них (теорема 3.3) найдены новые классы 
сопряженных F-инъекторов в любой π-разре-
шимой группе для классов Фиттинга, определяе-
мых полулокально функциями Хартли с носите-
лем π, т. е. π-насыщенных классов Фиттинга. 
(Класс Фиттинга F называется π-насыщенным, 
если FEπ′=F). 

Вторая часть работы содержит ее основ-
ной результат – теорему 4.7 о том, что пересе-
чение любого множества π-насыщенных классов 
Фиттинга, нормальных в π-разрешимом классе 
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Фишера X, является π-насыщенным классом 
Фиттинга, нормальным в X. 

Заметим, что если π=Ρ множеству всех про-
стых чисел, то следствием теоремы 3.3 является 
теорема Гашюца-Фишера-Хартли [2], а в случае 
π=Ρ и X=S следствием теоремы 4.7 – теорема 
Блессеноля-Гашюца [5]. 

Определения и обозначения, которые мы не 
приводим, в случае необходимости можно найти 
в монографиях [3], [7]. 

 
1 Предварительные сведения 
Напомним, что классом групп называется 

такое множество групп, которое наряду с каждой 
группой содержит ей изоморфную. 

Класс групп F называется: 
1) классом Фиттинга, если выполняются 

следующие условия: (i) из G∈F и N G следует, 
что N∈F, и (ii) если G=MN, N G, M G, N∈F и 
M∈F, то G∈F; 

2) формацией, в случае выполнимости ус-
ловий: (j) из G∈F и N G следует, что G/N∈F, и 
(jj) если N G, M G, G/M∈F и G/N∈F, то 
G/M∩N∈F. 

Заметим, из условия (ii) следует, что для 
каждого непустого класса Фиттинга F в любой 
группе G существует наибольшая нормальная 
F-подгруппа GF – F-радикал G, а из условия (jj) 
вытекает, что для любой непустой формации F в 
каждой группе G существует наименьшая нор-
мальная подгруппа GF – F-корадикал группы G 
такая, что G/GF∈F. 

Символами S и Sπ будем обозначать класс 
всех разрешимых групп и класс всех π-разреши-
мых групп. Если класс F⊆S (F⊆Sπ), то F будем 
называть разрешимым (π-разрешимым) классом. 

Пусть F и H – классы Фиттинга. Тогда их 
произведение FH – класс групп (G:G/GF∈H). Хо-
рошо известно, что произведение классов Фит-
тинга является классом Фиттинга и операция 
умножения классов Фиттинга ассоциативна. 

Мы будем использовать следующее свойст-
во произведений разрешимых нормальных клас-
сов Фиттинга. 

Лемма 1.1 [8]. Пусть F и H – разрешимые 
классы Фиттинга. Если класс F или H нормален, 
то их произведение FH – нормальный класс 
Фиттинга. 

Для характеризации нормальных классов 
Фиттинга используют также операторы Локетта 
[9], которые обозначают «*» и «*». Напомним, 
что оператор «*» сопоставляет каждому классу 
Фиттинга F наименьший из классов Фиттинга F*, 
содержащий F, такой, что *( )G H×

F
= * *G H×

F F
 

для всех групп G и H, а оператор «*» сопоставляет 
F класс Фиттинга F*=∩{X:X – класс Фиттинга и 
X*=F*}. 

Лемма 1.2 [9]. Разрешимый класс Фиттинга 
F нормален тогда и только тогда, когда F*=S. 

Класс Фиттинга F называют классом Локет-
та, если F*=F. 

Лемма 1.3 [10]. Каждый локальный класс 
Фиттинга является классом Локетта. 

Пусть π – некоторое множество простых 
чисел. Тогда холловой π-подгруппой группы G 
называют такую подгруппу H из G, что |H| явля-
ется π-числом, а ее индекс |G:H| – π′-числом. В 
теории групп известна следующая теорема: 

Теорема 1.4 (С.А. Чунихин [11]). Пусть G – 
π-разрешимая группа. Тогда справедливы сле-
дующие утверждения: 

1) в G существуют холловы π-подгруппы; 
2) любые две холловы π-подгруппы G со-

пряжены; 
3) каждая π-подгруппа группы G содер-

жится в некоторой холловой π-подгруппе G. 
Приведем также простейшие свойства F-инъ-

ектора группы, которые вытекают непосредст-
венно из его определения. 

Лемма 1.5. Пусть F – класс Фиттинга и V 
является F-инъектором группы G. Тогда: 

1) подгруппа V∩K является F-инъектором K 
для любой субнормальной подгруппы K группы G; 

2) V⊇GF; 
3) если V – F-максимальная подгруппа G и 

V∩M – F-инъектор M для каждой максимальной 
нормальной подгруппы M группы G, то V – F-инъ-
ектор группы G; 

4) V является F-максимальной подгруппой G. 
Лемма 1.6 [5], [12]. Для любого класса 

Фиттинга F и любой группы G∈{FS,Sπ}, где 
π=σ(F), в G существуют F-инъекторы и любые 
два из них сопряжены. 

Напомним, что если G – группа, то симво-
лом σ(G) будем обозначать множество всех про-
стых делителей |G|. Тогда σ(X)=∪{ σ(G): G∈X}, 
т. е. множество всех простых делителей всех 
групп из класса X. 

Теорема 1.7 (Фейта-Томпсона [13]). Каж-
дая группа нечетного порядка разрешима. 

Лемма 1.8 [3]. Если F – непустой класс 
Фиттинга, то для любой группы G и ее субнор-
мальной подгруппы K справедливо равенство 
KF=GF∩K. 

 
2 Классы Фиттинга, определяемые полу-

локально 
Напомним, что всякое отображение f множе-

ства P всех простых чисел во множество (возмож-
но, пустое) классов Фиттинга называют функцией 
Хартли, или H-функцией [14]. Если f – некоторая 
H-функция, то множество Supp(f)={p∈P: f(p)≠∅} 
– носитель H-функции f. Пусть класс Фиттинга 
SLR(f)=∩p∈π f(p)Ep′, где π=Supp(f). Если π=∅, то 
положим SLR(f)=∅. Класс Фиттинга назовем 
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полулокальным,  если  F=SLR(f) для некоторой  
H-функции f. В этом случае мы будем также гово-
рить, что F определяется полулокально H-функцией 
f с носителем π.  

Для характеризации классов Фиттинга, оп-
ределяемых полулокально, предварительно уста-
новим некоторые простейшие свойства произве-
дений классов Фиттинга, которые представляет 

Лемма 2.1. Пусть F – класс Фиттинга и 
{Xi: i∈I} – некоторое множество классов Фит-
тинга. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения: 

1) ∩i∈I FXi=F(∩i∈I Xi); 
2) если класс F является формацией, то 

∩i∈IXiF=(∩i∈IXi)F. 
Доказательство. Заметим, что если F=∅ 

или Xi=∅ для некоторого i∈I, то лемма очевидна. 
Предположим, что классы Фиттинга F и Xi для 
каждого i∈I являются непустыми. Если группа 
G∈∩i∈IFXi, это равносильно тому, что G/GF∈Xi 
для всех i∈I. Следовательно, G∈F(∩i∈IXi) и ут-
верждение 1 доказано. 

Докажем утверждение 2). Пусть G – группа 
из класса ∩i∈IXiF. Тогда G/G

iX ∈F для каждого 

i∈I. Но класс F – формация, и поэтому 
G/ .

ii I
G

∈
∩ ∈X F  Нетрудно заметить, что 

∩i∈I ( ) .i i I i
G G

∈∩=X X
 Следовательно, G∈(∩i∈IXi)F и 

справедливо включение ∩i∈IXiF⊆(∩i∈IXi)F. 
Докажем обратное включение. Пусть груп-

па G∈(∩i∈IXi)F. Тогда ( )/
i I i

G G
∈∩ X ∈F. Очевидно, 

( )i I i i
G G

∈∩ X X  для всех i∈I. Так как F – формация 
и справедлив изоморфизм 

( ) ( )/ / ,
i I i i i I i i

G / G G G G / G
∈ ∈∩ ∩ ≅X X X X  

то G/
i

GX  является F-группой. Отсюда следует, 

что G∈∩i∈I XiF и верно включение  
(∩i∈IXi)F⊆∩i∈IXiF. 

Лемма доказана. 
Обширность семейства полулокальных 

классов Фиттинга показывает 
Лемма 2.2. Класс F определяется полуло-

кально H-функцией f с носителем π тогда и 
только тогда, когда FEπ′=F. 

Доказательство. Пусть F=SLR(f) для неко-
торой H-функции f с носителем π. Если π=∅ или 
π=P, то лемма очевидна. Предположим, что 
∅⊂π⊂P. Тогда FEπ′=(∩p∈πf(p)Eπ′)Eπ′. Ввиду ассо-
циативности умножения классов Фиттинга и ут-
верждения 2 леммы 2.1 получаем, что  

FEπ′=∩p∈π f(p)Eπ′Eπ′. 
Следовательно, FEπ′=∩p∈π f(p)Eπ′=F. 

Обратно, если FEπ′=F, то F=F(∩p∈πEπ′). Сле-
довательно, по утверждению 1 леммы 2.1 
F=∩p∈πFEπ′ и F=SLR(f) для H-функции f такой, 
что f(p)=F для всех p∈π. Лемма доказана. 

Следствие 2.3. Класс NπEπ′ всех π-специ-
альных групп и класс EπEπ′ всех π-замкнутых 
групп является полулокальными. 

Пример 2.4. Пусть π – носитель H-функции 
f и класс Фиттинга LR(f)=Eπ∩(∩p∈π f(p)NpEp′). 
Напомним,  что  класс  Фиттинга F называют 
локальным  [14],  если F=LR(f) для  некоторой  
H-функции f. Покажем, что в общем случае по-
лулокальный класс Фиттинга не является ло-
кальным. Пусть H – нетривиальный нормальный 
класс Фиттинга и ∅⊂π⊆P. Тогда класс Фиттинга 
F=HSπ′≠S. По лемме 2.2 класс F полулокален. 
Кроме того, по лемме 1.1 F – нормальный класс 
Фиттинга. Следовательно, по лемме 1.2 F*=S. 
Если предположить, что класс F локален, то по 
лемме 1.3 класс F является классом Локетта, т. е. 
F*=F. Но тогда F=S, что противоречит тому, что 
F нетривиален. Следовательно, класс Фиттинга F 
не является локальным. 

 
3 Инъекторы для полулокальных классов 
Каждый класс Фиттинга F можно опреде-

лить полулокально H-функцией f такой, что 
f(p)=F для всех p∈P. Ввиду теоремы 7.1.3 [15] 
найдется такая группа G, в которой не существу-
ет F-инъекторов, т. е. InjF(G)=∅. Настоящий раз-
дел работы посвящен нахождению тех условий, 
при которых F-инъекторы для полулокальных 
классов Фиттинга существуют и сопряжены в 
любой частично разрешимой (в частности, π-раз-
решимой) группе. Предварительно докажем 
лемму, которая для разрешимых групп была до-
казана Хартли (см. [3], лемма VIII.2.8). 

Лемма 3.1. Пусть F=SLR(f) для некоторой 
H-функции f с носителем π. Пусть G – π-разре-
шимая группа и ее нормальная подгруппа K та-
ковы, что G / K является  либо нильпотентной 
π-группой, либо π′-группой. Тогда если F F-мак-
симальная подгруппа K, а F1 и F2 – F-макси-
мальные подгруппы G, содержащие F, то под-
группы F1 и F2 сопряжены в G.  

Доказательство. Вначале заметим, что если 
π=P, то G – разрешимая группа и по лемме 
VIII.2.8 [3] лемма верна. Предположим ∅⊂π⊂P. 
Для доказательства будем использовать индук-
цию по порядку группы G. Если |G|=1, то лемма 
очевидна. Предположим, что G – группа наи-
меньшего порядка, для которой лемма неверна. 
Так как Fi ∩K Fi и Fi∈F, то Fi ∩K – F-подгруппа 
K для i∈{1,2}. По условию F ≤ Fi ∩K и F является 
F-максимальной подгруппой в K. Следовательно, 
F=Fi ∩K. Теперь из Fi ∩K Fi следует 

i
( )F iN F K∩ = ( )

iFN F =Fi. Значит, Fi ≤ NG(F). 
Предположим, что NG(F)<G. В этом случае 

|NG(F)|<|G| и по индукции лемма верна для груп-
пы NG(F). Это означает, что подгруппы F1 и F2 
сопряжены  в  NG(F) и, очевидно, в группе G. 
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Получили противоречие. Следовательно, NG(F)=G, 
т. е. F – нормальная подгруппа G. Значит, F яв-
ляется нормальной подгруппой в Fi для i∈{1,2} и 
справедливо следующее изоморфное вложение 
групп Fi /F в группу G/K: 

Fi /F=Fi /Fi ∩K≅Fi K/K≤G/K.  (3.1) 
Рассмотрим теперь два возможных случая. 
Случай 1. G/K – нильпотентная π-группа.  
Так  как  по лемме 2.2 FEπ′=F и F является 

F-максимальной подгруппой группы K, то K/F 
является π-группой. Кроме того, в данном случае 
G/K нильпотентная π-группа. Итак, K/F∈Sπ⊆S и 
G/K∈S. Следовательно, ввиду изоморфизма 
G/K≅(G/F)/(K/F), группа (G/F)/(K/F) – разреши-
ма, и поэтому G/F является разрешимой группой. 
Теперь, следуя доказательству леммы VIII.2.8 из 
[2], получаем, что подгруппы F1 и F2 сопряжены 
в G. Полученное противоречие доказывает лем-
му в случае 1. 

Случай 2. Группа G/K является π′-группой. 
В данном случае, учитывая (3.1), получаем, 

что группа Fi /F изоморфно вложена в некоторую 
π′-группу группы G/K для i∈{1,2}. Следователь-
но, Fi /F является π′-подгруппой группы G/F. Но 
по утверждению 3 теоремы 1.4 Fi /F содержится 
в некоторой холловой π′-подгруппе Hi /F группы 
G/F. Так как F нормальна в G и F≤Fi≤Hi, то F – 
нормальная подгруппа Hi. Следовательно, из 
F∈F следует F≤(Hi)F. Тогда, ввиду изоморфизма 

(Hi /F)/((Hi)F/F)≅Hi /(Hi)F, 
заключаем, что Hi /(Hi)F∈Eπ′. Теперь, учитывая 
лемму 2.2, получаем, что Hi∈FEπ′=F. Так как 
Fi≤Hi и по условию Fi является F-максимальной 
подгруппой группы G, то Fi=Hi для i∈{1,2}. От-
сюда по теореме 1.4 вытекает сопряженность 
холловых π′-подгрупп F1/F и F2/F группы G/F. 
Следовательно, подгруппы F1 и F2 сопряжены в 
G. Полученное противоречие завершает доказа-
тельство леммы в случае 2. Лемма доказана. 

Лемма 3.2. Пусть F=SLR(f) для H-функции f 
с носителем π, группа G∈FS и V – F-инъектор 
G. Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) если K – нормальная подгруппа G, то 
G=K⋅NG(V∩K); 

2) индекс |G:V| является π-числом. 
Доказательство. Докажем утверждение 1). 

Если V – F-инъектор G, то по лемме 1.5 подгруп-
па V∩K является F-инъектором группы K. Так 
как K нормальна в G, то K∈FS и по лемме 1.6 
любые два F-инъектора K сопряжены в K. Сле-
довательно, для любого элемента x∈G подгруп-
пы V∩K и (V∩K)x сопряжены в K, т. е. существу-
ет такой элемент k∈K, что xk∈NG(V∩K). Отсюда 
получаем, что x∈K⋅NG(V∩K). Итак, 

G≤K⋅NG(V∩K)≤G 
и утверждение 1) доказано. 

Утверждение 2) докажем индукцией по по-
рядку группы G. Пусть F – класс Фиттинга, оп-
ределяемый полулокально H-функцией f и 
π=Supp(f). Тогда по лемме 2.2 FEπ′=F. Пусть G – 
группа наименьшего порядка, для которой ут-
верждение 2) неверно, и M – максимальная нор-
мальная подгруппа G, содержащая GF. Заметим, 
что такая подгруппа всегда существует, так как в 
случае G∈F утверждение тривиально. Если V – 
F-инъектор G, то по утверждению 1 леммы 1.5 
V∩M – F-инъектор группы M и по индукции ин-
декс |VM:V|=|M∩(V∩M)| является π-числом. Сле-
довательно, если G=VM, то индекс |G:V| – π-чис-
ло и утверждение 2) верно. Предположим, что 
VM<G. Тогда для индексов выполняется нера-
венство: 

|G:VM|<|G:M|.   (3.2) 
Так как M⊇GF и G/GF – разрешимая группа, 

то, ввиду изоморфизма (G/GF)/(M/GF)≅G/M, по-
рядок главного фактора G/M – простое число. 
Значит, неравенство (3.2) верно в случае, когда 
V≤M. Но тогда по утверждению 1) G=M⋅NG(V). 
Следовательно, |G:NG(V)|=|M:NM(V)|. Так как ин-
декс |M:V| – π-число и V≤NM(V), то индекс 
|G:NG(V)| также является π-числом. Следователь-
но, существует такая холлова π′-подгруппа Gπ′ 
группы G, что Gπ′≤NG(V). Но тогда по лемме 2.2 
VGπ′∈FEπ′=F. Значит, ввиду F-максимальности V 
в G, имеем, что VGπ′=V. Отсюда вытекает, что 
индекс |G:V| является π-числом. Утверждение 2) 
доказано. Лемма доказана. 

Основной результат данного раздела пред-
ставляет следующая  

Теорема 3.3. Пусть F – класс Фиттинга, оп-
ределяемый полулокально H-функцией f с носите-
лем π, и G – некоторая группа. Тогда в G сущест-
вует единственный класс сопряженных F-инъ-
екторов и каждый из F-инъекторов G имеет в G 
π-индекс в любом из следующих случаев: 

1) G∈FSπ для σ(GF)⊆π; 
2) G – π-разрешима; 
Доказательство. Пусть G∈FSπ и σ(GF)⊆π. 

Если G – единичная группа, то теорема очевид-
на. Предположим, что G – группа наименьшего 
порядка, для которой теорема неверна. Рассмот-
рим два следующих случая. 

Случай 1. 2∈π. 
В этом случае 2∉π′, и поэтому все факторы 

главного ряда π-разрешимой группы G/GF явля-
ются, ввиду π-разрешимости группы G/GF и тео-
ремы Фейта-Томпсона, разрешимыми группами. 
Следовательно, G – FS-группа и по лемме 1.6 в 
G существуют F-инъекторы и любые два из них 
сопряжены. Заметим также, что по лемме 3.2 
каждый F-инъектор G имеет в G индекс, который 
является π-числом. Получили противоречие. Ос-
тается принять. 
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Случай 2. 2∉π. 
В данном случае из σ(GF)⊆π следует, что GF 

является π-группой. Следовательно, применяя 
теорему Фейта-Томпсона, заключаем, что под-
группа GF разрешима, и поэтому группа G π-раз-
решима. 

Итак, для доказательства теоремы доста-
точно установить существование и сопряжен-
ность F-инъекторов в группе G в случае, когда G 
– π-разрешимая группа. Для доказательства су-
ществования F-инъекторов рассмотрим две сле-
дующих логически возможных ситуации. 

2.1) Группа G не является π′-группой. 
 Вначале заметим, что из условия G∉Eπ′ сле-
дует, что Eπ′-корадикал группы G – неединич-
ная группа. Пусть M – максимальная нормальная 
подгруппа группы G. Так как |M|<|G| и по лемме 
1.8 σ(MF)=σ(M∩GF)⊆σ(GF)⊆π, то по индукции в 
группе M существует F-инъектор F. В дальней-
шем доказательство теоремы разобьем на не-
сколько шагов.  

2.1.1)  Покажем, что существует такая 
F-максимальная подгруппа группы G, содержа-
щая F, что ее индекс в G является π-числом. 

Если F – F-инъектор M, то F≤X, где X – не-
которая F-максимальная подгруппа группы G. 
Тогда F≤X∩M. Так как X∩M X, то X∩M∈F. 
Ввиду того, что F – F-инъектор M, по утвержде-
нию 4 леммы 1.5, F является F-максимальной 
подгруппой в M. Следовательно, F=X∩M. Те-
перь, применяя индукцию для группы M, заклю-
чаем, что индекс |M:F|=|M:(X∩M)| является π-чис-
лом. Так как группа G является π-разрешимой, то 
ее главный фактор G/M является либо элемен-
тарной абелевой p-группой для некоторого про-
стого p∈π, либо π′-группой. 

Предположим, что G/M – p-группа, где p∈π. 
Тогда индекс |G:M| является π-числом. Покажем, 
что в этом случае индекс |G:F| также π-число. По 
теореме Лагранжа индекс |G:F|=|M:F|⋅|G:M|. Так 
как по индукции индекс |M:F| – π-число и по ус-
ловию индекс |G:M| также является π-числом, то 
индекс |G:F| – π-число. Далее из F≤X следует, 
что индекс |G:X| является π-числом и утвержде-
ние 2.1.1) в данном случае верно. 

Предположим теперь, что главный фактор 
G/M является π′-группой. Заметим, что по ин-
дукции в группе M существует F-инъектор 
F=X∩M и любые два F-инъектора M сопряжены 
в M. Ввиду утверждения 1) леммы 1.5 подгруппы 
X∩M и (X∩M)x являются F-инъекторами в группе 
M для произвольного элемента x∈G. Следова-
тельно, существует такой элемент m∈M, что 
X∩M=((X∩M)x)m. Это означает, что 
xm∈NG(X∩M). Но тогда x∈M⋅NG(X∩M), и поэто-
му G≤M⋅NG(X∩M). Следовательно, справедливо 
равенство: 

G=M⋅NG(X∩M).      (3.3) 
Так как по индукции индекс |M:(NG(X∩M))| явля-
ется π-числом и M∩X≤M∩NG(X∩M), то индекс 
|M:(M∩NG(X∩M))| – π-число. Теперь, учитывая 
равенство (3.3), получаем 

| | | ( ) |
.

| ( )|
G

G

M N X M
G

M N X M
⋅ ∩

=
∩ ∩

 

Следовательно, индекс 
|G:NG(X∩M)|=|M:(M∩NG(X∩M))|. 

Значит, индекс |G:NG(X∩M)| – π-число. Отсюда, 
ввиду π-разрешимости группы, вытекает суще-
ствование холловой π′-подгруппы Gπ′ группы G 
такой, что Gπ′≤NG(X∩M). Теперь мы можем по-
строить подгруппу X1=Gπ′(X∩M). Заметим, что 
индекс |G:X1| является π-числом и F≤X1. Остается 
показать, что подгруппа X1 F-максимальна в 
группе G. Для этого вначале выясним, что X1 
является F-подгруппой G. Покажем вначале, что 
F – нормальная подгруппа X1. Пусть y – произ-
вольный элемент X1. Тогда y=mn, где m∈Gπ′ и 
n∈F. Так как Gπ′≤NG(F), то y-1Fy=n-1m-`1Fmn=F и 
F X1. Так как F∈F, то F≤(X1)F. Кроме того, 
X1=Gπ′F, и поэтому |X1:F|=|Gπ′:Gπ′∩F|. Следова-
тельно, X1/F∈Eπ′. Отсюда, ввиду изоморфизма 
X1/(X1)F≅(X1/F)/((X1)F/F), следует, что X/(X1)F яв-
ляется π′-группой. Значит, X1∈ FEπ′ и по лемме 
2.2 X1 является F-группой. Докажем теперь, что 
X1 является F-максимальной подгруппой группы 
G. Пусть L – F-максимальная подгруппа группы 
G, содержащая X1. Так как главный фактор G/M 
является π′-группой, то G=Gπ′M. Следовательно, 
L=L∩Gπ′M=L∩(X∩M)Gπ′M=L∩X1M. Применяя 
тождество Дедекинда, получаем L=X1(L∩M). Но 
по лемме 1.5 подгруппа X∩M является F-инъ-
ектором группы M, и поэтому X∩M F-мак-
симальна в M. Теперь из L∈F и нормальности 
подгруппы L∩M в L вытекает по лемме 1.5, что 
L∩M – F-подгруппа M, содержащая X∩M. Отсю-
да, ввиду F-максимальности X∩M в M, получаем 
равенство X∩M=L∩M. Значит, 

L=X1(L∩M)=X1(X∩M)=X1 

и подгруппа X1 F-максимальна в G. Итак, X1 – в 
данном случае искомая F-максимальная под-
группа G и утверждение 2.1.2) доказано. 

Так как, ввиду предположения 2.1), группа 
G не является π′-группой, то ее Eπ′-корадикал 

πG ′E ≠1. Следовательно, либо πG ′E <G, либо πG ′E =G. 
Рассмотрим каждый из этих случаев отдельно. 

2.1.2) πG ′E <G. 
В этом случае существует такая максималь-

ная нормальная подгруппа M1, что выполняется 
πG ′E < M1. Следовательно, главный фактор 

G/M1≅G/ πG ′E /M/ πG ′E является π′-группой. Так как 
M1∈FSπ для π⊇σ((M1)F), то по индукции в M1 
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существует F-инъектор V1. Тогда, учитывая 
2.1.2), заключаем, что существует такая F-мак-
симальная подгруппа F1 группы G, содержащая 
V1, индекс которой в G является π-числом. Для 
доказательства существования F-инъекторов в 
группе G, ввиду утверждения 3 леммы 1.5, дос-
таточно выяснить, что F1∩R является F-инъ-
ектором в R для любой максимальной нормаль-
ной подгруппы R группы G. Так как R∈FSπ для 
π⊇σ(RF), то по индукции в R существует F-инъ-
ектор V2. Пусть F2 – F-максимальная подгруппа 
группы G такая, что V2≤F2. Заметим, что по ин-
дукции,  в  группах  M1  и  M1∩R  существуют  
F-инъекторы и любые два из них сопряжены. По 
утверждению 1 леммы 1.5 подгруппа L1=V1∩(M1∩R) 
является F-инъектором в группе M1∩R и, следо-
вательно, F-максимальна в M1∩R. Так как 
V1∩(M1∩R)≤F1∩(M1∩R) и F1∩(M1∩R) является 
F-подгруппой, то справедливо равенство 

L1=F1∩(M1∩R)=V1∩R.  (3.4) 
Аналогично, заключаем, что 

L2=V2∩(M1∩R)=F2∩(M1∩R)=V2∩R. 
Так как по индукции подгруппы L1 и L2 сопря-
жены в M1∩R, то без ограничения общности, 
можно положить, что справедливо равенство 
V1∩R=V2∩R. 

Ввиду π-разрешимости группы G, главный 
фактор G/R является либо элементарной абеле-
вой p-группой для некоторого p∈π, либо π′-груп-
пой. Предположим, что G/R – p-группа. Так как 
G/M1 – π′-группа, то G=Gπ′M1 для некоторой хол-
ловой π′-подгруппы группы G. Кроме того, ин-
декс |G:F1| является π-числом. Следовательно, 

x
πG F′ ≤ для некоторого x∈G. Отсюда следует 

G= x
π 1 1 1 ,G M F M G′ ≤ ≤  и поэтому G=F1M1. Кроме 

того, ввиду максимальности нормальных под-
групп M1 и R, имеем, что G=M1R. Итак, 
G=F1M1=M1R, и поэтому, ввиду изоморфизмов 
M1R/R≅M1/M1∩R и RM1/M1≅R/R∩M1, подгруппы 
M1/M1∩R и R/R∩M1 являются π-группой и 
π′-группой соответственно. Покажем, что индекс 
|R:(F1∩R)| является π-числом. Действительно, по 
лемме A.1.5 [3] имеем равенство: 

|RF1:F1|=|R:(F1∩R)|. 
Согласно выбору подгруппы F1, индекс |G:F1| – 
π-число, и поэтому |R:(F1∩K)| является π-дели-
телем |G:F1|. Теперь из того, что R/R∩M1 – 
π′-группа, следует равенство R=Rπ′(R1∩M1) для 
некоторой холловой π′-подгруппы Rπ′ группы R. 
Так как индекс |R:(F1∩R)| является π-числом, то 
Rπ′≤F1∩R, и поэтому справедливо равенство 

R=(M1∩R)(F1∩R). 
Докажем, что подгруппа F1∩R является F-инъ-

ектором группы R. Вначале выясним F-макси-
мальность подгруппы F1∩R в R. Пусть F  является 

такой F-подгруппой группы G, что выполняется 
F1∩R≤ F ≤R. Тогда  

1 1( )( ).F F R F M R F R= ∩ = ∩ ∩ ∩  (3.5) 
Так  как  подгруппа  F1∩(M1∩R)  является 

F-инъектором группы M1∩R, то 
F1∩(M1∩R)= F ∩(M∩R). 

Теперь, используя тождество Дедекинда, полу-
чаем, что выполняется равенство 
F =(M∩R∩ F )⋅(F1∩R)=(M∩R∩F1)(F1∩R)=F1∩R. 
Следовательно, F1∩R – F-максимальная под-
группа группы R. Так как подгруппа V2 является 
F-инъектором R, то по утверждению 4 леммы 1.5 
подгруппа V2 также F-максимальна в R. Кроме 
того, подгруппа F1∩(M1∩R) является F-инъ-
ектором группы R∩M1, ввиду равенства (3.4), и 
поэтому F-максимальна в R∩M1. Теперь, учиты-
вая (3.5), получаем, что F1∩(R∩M1)≤(F1∩R)∩V2. 
Следовательно, по лемме 3.1 подгруппы V2 и 
F1∩R сопряжены в R, и поэтому F1∩R является 
F-инъектором в R для любой максимальной нор-
мальной подгруппы R группы G. По утвержде-
нию 3 леммы 1.5 это означает, что подгруппа F1 
– F-инъектор группы G и существование F-инъ-
екторов для случая, когда G/R является π-груп-
пой, доказано. 

Предположим, что G/R – π′-группа. Так как 
G/M1 – π′-группа, то группа G/R∩M1 также явля-
ется π′-группой. Ввиду равенств (3.4) и (3.5), 
подгруппа F1∩(R∩M1)≤F1∩V2 и F1∩(R∩M1), как 
F-инъектор группы R∩M1, является F-макси-
мальной подгруппой в R∩M1. Тогда по лемме 3.1 
получаем, что подгруппы F1 и V2 сопряжены в G. 
Так как по индукции все F-инъекторы R сопря-
жены в R, то F1∩R= x

2V ∩R является F-инъек-
тором в R для любой максимальной нормальной 
подгруппы R группы G. Отсюда по утверждению 
3 леммы 1.5 подгруппа F1 является F-инъектором 
G и теорема существования F-инъекторов в слу-
чае 2.1.2) доказана. Рассмотрим случай 

2.1.3) πG G′ =E . 
 Предположим, что в группе G существует 
такая максимальная подгруппа K, что G/K явля-
ется π′-группой. Тогда πG ′E = G ≤ K, что невоз-
можно. Итак, для любой максимальной нормаль-
ной подгруппы K главный фактор G/K является 
нильпотентной π-группой. Пусть K1 –некоторая 
максимальная нормальная подгруппа G. Тогда по 
индукции в K1 существует F-инъектор E1. Пусть 

1E  – F-максимальная подгруппа G, содержащая 

1E . Тогда, ввиду утверждения 3 леммы 1.5, под-
группа 1E  будет F-инъектором G, если 1E ∩K2 – 
F-инъектор K2 для любой максимальной нормаль-
ной подгруппы K2 группы G. Так как K2 – π-раз-
решимая  группа, то по индукции в K2 существу-
ет F-инъектор E2. Пусть 2E  – F-максимальная 
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подгруппа G такая, что 2 2E E≤ . Заметим, что по 
утверждению 1 леммы 1.5 подгруппы 
E1∩(K1∩K2) и E2∩(K1∩K2) являются F-
инъекторами группы K1∩K2. Следовательно, по 
индукции они сопряжены в K1∩K2, и поэтому 
можно считать, что E1∩(K1∩K2)=E2∩(K1∩K2)=E. 
Итак, E≤ 1E ∩ 2E . Кроме того, так как класс всех 
нильпотентных π-групп – формация, то группа 
G/K1∩K2 – нильпотентная π-группа. Следова-
тельно, по лемме 3.1 подгруппы 1E  и 2E  сопря-
жены в G, т. е. x

1E = 2E  для некоторого x∈G. Так 
как E2 – F-максимальная подгруппа в K2, то 

1E ∩K2= x
1E ∩K2= 2E ∩K2=E2. 

Это доказывает существование F-инъекторов в 
группе G в случае 2.1.3) и завершает доказатель-
ство теоремы существования в случае 2.1. 

2.2) Группа G является π′-группой. 
Так как класс F – полулокален, то в этом 

случае по лемме 2.2 группа G∈Eπ′⊆FEπ′=F и тео-
рема очевидна. 

Для завершения доказательства теоремы ус-
тановим сопряженность F-инъекторов группы G. 
Пусть I1 и I2 – F-инъекторы группы G и M  –
максимальная нормальная подгруппа группы G. 
Тогда ввиду того, что G – π-разрешимая группа, 
G/ M  является либо нильпотентной π-группой, 
либо π′-группой.  

Так как по утверждению 1 леммы 1.5 под-
группы I1∩M  и I2∩M  являются F-инъекторами 
M , то по индукции (I1∩M )x=I2∩M =I. Кроме 
того, подгруппы 1

xI и I2 – F-максимальные в G 
такие, что I≤ 1

xI ∩I2. Следовательно, по лемме 3.1 
подгруппы 1

xI и I2 сопряжены в G и являются 
F-инъекторами G. Теорема в случае, когда 
G∈FSπ и π(GF)⊆π, доказана. 

Справедливость теоремы для π-разрешимой 
группы G уже установлена в случае 1). Теорема 
доказана. 

Напомним, что группу G называют π-зам-
кнутой, если она имеет нормальную холлову 
π-подгруппу, и G называют π-специальной, если 
G имеет нормальную нильпотентную холлову 
π-подгруппу. Так как, ввиду следствия 2.3, клас-
сы всех π-замкнутых и π-специальных групп яв-
ляются полулокальными, то теорема 3.3 позволя-
ет выделить два новых класса сопряженных инъ-
екторов в любой π-разрешимой группе. 

Следствие 3.4. Каждая π-разрешимая груп-
па имеет π-замкнутые инъекторы и любые два 
из них сопряжены. 

Следствие 3.5. Каждая π-разрешимая груп-
па имеет π-специальные инъекторы и любые два 
из них сопряжены. 

В случае π=P из утверждения 1 теоремы 
вытекает 

Следствие 3.6 [12]. Пусть F – класс Фит-
тинга и G – такая группа, что G/GF – разреши-
мая группа. Тогда в G существуют F-инъекторы 
и любые два из них сопряжены. 

Если π=P, то из утверждения 2 теоремы 3.3 
следует известная в теории классов теорема Га-
шюца-Фишера-Хартли [2], которую приведем как 

Следствие 3.7. Для любого разрешимого 
класса Фиттинга F в любой разрешимой группе 
существует единственный класс сопряженных 
F-инъекторов. 

Заметим, что теорема 3.3, в частности, явля-
ется в точности дуальной теореме Брюстера [16] 
в теории формаций о том, что в любой π-раз-
решимой группе для π-насыщенной локальной 
формации F существуют F-проекторы и любые 
два из них сопряжены. Однако в отличие от тео-
ремы в теории формаций, в теории классов Фит-
тинга в теореме 3.2 мы не требуем локальности 
классов Фиттинга. 

 
4 Нормальные подклассы в классе Фишера 
Пусть X – класс групп. Напомним, что класс 

Фиттинга F  называют  нормальным  в  X,  или  
X-нормальным [6], если для любой группы G∈X 
ее F-радикал является F-максимальной подгруп-
пой G. Заметим, что если X=S, то S-нормальный 
класс Фиттинга F называют нормальным. Основ-
ная цель настоящего раздела – нахождение тех 
условий, при которых для класса Фишера X пе-
ресечение любого множества X-нормальных 
классов Фиттинга является снова X-нормальным 
классом Фиттинга. Тот факт, что класс Фиттинга 
F нормален в X, будем обозначать как F X.  

Пример 4.1. (а) Пусть F – класс Фиттинга и 
X=FNπ, где π⊆P. Ввиду следствия 3.6, из FN⊆FS 
следует, что  каждая  группа  из класса X имеет 
F-инъектор и любые два из них сопряжены. 
Пусть G∈X и V – F-инъектор группы G. Тогда 
фактор-группа G/GF нильпотентна, и поэтому ее 
подгруппа V/GF субнормальна в G/GF. Следова-
тельно, V – субнормальная подгруппа в G и, зна-
чит, V⊆GF. Итак, ввиду утверждения 2 леммы 
1.5, V=GF и GF – F-максимальная подгруппа для 
всех групп G∈X. Это означает, что F X. 

(б) Пусть F=Sπ и X=SπEπ′. Тогда по теореме 
1.4 любая группа из X обладает Sπ-инъ-ектором, 
т. е. холловой π-подгруппой и любые две ее хол-
ловы π-подгруппы сопряжены. Тогда если G∈X и 
Gπ – холлова π-подгруппа G, то G/Oπ(G)∈Eπ′ и 
Gπ=Oπ(G). Следовательно, F X. 

Для доказательства основного результата 
раздела мы будем использовать некоторые про-
стейшие свойства полулокальных классов Фит-
тинга, которые приведем в качестве лемм. 
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Лемма 4.2. Пересечение любого множества 
классов Фиттинга, определяемых полулокально 
H-функцией с носителем π, является полулокаль-
ным классом Фиттинга, определяемым H-функ-
цией с носителем π.  
 Доказательство. Пусть для i∈I  
M ={Fi: Fi=SLR(fi), Supp(fi)=π} и F= ii I∈

∩ F . 

Обозначим через f такую H-функцию, что 
f(p)= ( )

i I if p
∈
∩  для каждого p∈π. Докажем, 

F=SLR(f). Легко видеть, что 

π
 ( ( )) SLR( ).

p i I pif p f
∈ ∈ ′⊆ ∩ ∩ =F E  

Пусть теперь группа G∈SLR(f). Тогда 
( )/ f pii I

G G∩
∈

∈Ep′ для каждого p∈π.  

 Так как ,( ) ( ) ( )i If p f p f pi i ii I
G G G

∈∩
∈

∩= ⊆  то, 

ввиду изоморфизма 
,( ) ( ) ( ) ( )/ / / /f p f p f p f pi i

G G G G G G≅  

группа G∈SLR(fi)=Fi для каждого i∈I. Отсюда 
следует, что G∈F и справедливо включение 
SLR(f)⊆F. Лемма доказана. 

Следствие 4.3. Пусть {Fi:i∈I} –множество 
классов Фиттинга, определяемых полулокально 
H-функциями с носителем π и F= ii I∈

∩ F . Тогда 

FEπ′=F.  
Доказательство непосредственно вытекает 

из леммы 4.2 с учетом леммы 2.2. 
Лемма 4.4. Пусть F – класс Фиттинга, оп-

ределяемый полулокально H-функцией f с носи-
телем π, и G – π-разрешимая группа, V – F-инъ-
ектор G. Тогда если K такая нормальная под-
группа G, что G/K∈Eπ′, то G=VR. 

Доказательство. Так как группа G является 
π-разрешимой и G/R – π′-группа, то G=Gπ′R для 
некоторой холловой π′-подгруппы Gπ′ группы G. 
Теперь по утверждению 2 теоремы 3.4 индекс 
|G:V| является π-числом, и поэтому V⊇Gπ′. Следо-
вательно, VR⊇Gπ′R=G и G=VR. Лемма доказана. 

Далее мы представим короткое альтерна-
тивное доказательство результата работы [12] 
(см. также теорему 2.5.3 [17]) о существовании и 
сопряженности F-инъекторов в частично разре-
шимых группах для любого класса Фиттинга F. 

Лемма 4.5. Пусть F – класс Фиттинга и 
π=σ(F). Тогда любая группа G такая, что G/GF – 
π-разрешимая группа, имеет F-инъекторы и лю-
бые два из них сопряжены. 

Доказательство. Предположим, что 2∈π. 
Тогда очевидно, все π′-факторы группы G/GF 
имеют нечетный порядок и по теореме Фейта-
Томпсона являются разрешимыми группами. 
Следовательно, группа G/GF разрешима и по 
лемме 1.6 в G существуют F-инъекторы и любые 
два из них сопряжены. 

Предположим теперь, что множество π со-
стоит из нечетных чисел. В этом случае, ввиду 
σ(GF)⊆π по теореме Фейта-Томпсона, заключа-
ем, что GF – разрешимая группа. Следовательно, 
группа G – π-разрешимая группа и по лемме 1.6 
в G существует единственный класс сопряжен-
ных F-инъекторов. Лемма доказана. 

Лемма 4.6. Пусть F – класс Фиттинга, G – 
группа с F-инъектором V и V≤A≤G. Тогда V явля-
ется F-инъектором A в каждом из следующих 
случаев: 

(1) F=SLR(f), π=Supp(f) и G π-разрешимая 
группа; 

(2) π=σ(F) и G∈FSπ. 
Доказательство. Вначале рассмотрим слу-

чай (1), когда класс Фиттинга F определяется 
полулокально H-функцией с носителем π. В этом 
случае по утверждению 2 теоремы 3.3 в группе G 
существует F-инъектор V. В дальнейшем доказа-
тельство разобьем на несколько шагов. 

(а) Если K такая нормальная подгруппа груп-
пы G, что G/K является либо π′-группой, либо ниль-
потентной π-группой, и F – F-максимальная под-
группа группы G, содержащая F-инъектор V1 
группы K, то F является F-инъектором группы G.  

Так как V – F-инъектор G, то по утвержде-
нию 3 леммы 1.5 подгруппа V∩K является F-инъ-
ектором группы K. Следовательно, 

V1=F∩K=V∩K. 
Итак, V1≤F∩V и подгруппы F и V являются 
F-максимальными в G. Значит, по лемме 3.1 под-
группы F и V сопряжены в G, и поэтому под-
группа F – F-инъектор G. 

(б) Если 1=G0 G1 … Gt=G – нормаль-
ный ряд группы G, в котором каждый фактор 
Gi/Gi-1 является либо нильпотентной π-группой, 
либо π′-группой, то F-максимальная подгруппа W 
группы G является F-инъектором G в точности 
тогда, когда W∩Gi является F-максимальной 
подгруппой G для всех i∈{0,…,t}. 

По условию группа G π-разрешима и ука-
занный нормальный ряд существует. Если W – F-
инъектор G, то подгруппа W∩Gi является F-мак-
симальной в Gi по определению F-инъектора 
группы G. Обратное утверждение докажем ин-
дукцией по длине ряда t. Если t=0, то утверждение 
очевидно. Пусть t≥1. Тогда по индукции подгруп-
па W∩Gt-1 является F-инъектором группы Gt-1. Без 
ограничения общности мы можем считать, что 
фактор Gi/Gi-1 является либо нильпотентной 
π-группой, либо π′-группой. Теперь, применяя 
утверждение (а), мы заключаем, что подгруппа W 
является F-инъектором группы G. 

(в) Заключительный шаг. 
Пусть {Gi} – нормальный ряд группы G из 

(б). Положим, Ai=A∩Gi для всех i∈{0,…,t}. Тогда 
получаем нормальный ряд 1=A0 A1 … At=A 
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группы A. Так как Ai/Ai+1≅(A∩Gi+1)Gi/Gi, то каж-
дый фактор Ai/Ai+1 является либо нильпотентной 
π-группой, либо π′-группой. Кроме того, так как 
V является F-инъектором G, то по утверждению 
4 леммы 1.5 следует, что V∩Ai=V∩A∩Gi=V∩Gi и 
подгруппа V∩Ai является F-максимальной под-
группой в Ai для каждого i∈{0,…,t}. Следова-
тельно, ввиду (б), подгруппа V – F-инъектор 
группы A и лемма в случае (1) доказана. 

Доказательство леммы в случае (2) вытекает 
непосредственно из теоремы 2.5.11 [16]. Лемма 
доказана. 

Напомним, что класс Фиттинга X называют 
классом Фишера [17], если из G∈X, K G, 
K≤H≤G и H/K – p-группа, следует H∈X. 

Используя теорему 3.3 и лемму 4.5, дока-
жем основной результат работы, который пред-
ставляет  
 Теорема 4.7. Пусть X – класс Фишера, 
{Fi:i∈I} – множество классов Фиттинга нор-
мальных в X и F= ii I∈

∩ F . Тогда справедливы сле-

дующие утверждения: 
 1) если для любого i∈I класс Фиттинга Fi 
определяется полулокально H-функцией fi с но-
сителем π и каждая группа из X является π-раз-
решимой, то класс Фиттинга F нормален в X; 
 2) если каждая группа G∈X такова, что 
G/GF – σ(F)-разрешимая группа, то F – нормаль-
ный подкласс Фиттинга в X.  
 Доказательство. 1) Докажем утверждение 
теоремы индукцией по порядку групп в X. Если 
G – единичная группа, то теорема очевидна. 
Предположим, что группа G∈X имеет наимень-
ший порядок и ее F-радикал не является F-мак-
симальной подгруппой в G. Так как G – π-раз-
решимая группа и по лемме 4.2 класс Фиттинга F 
определяется полулокально H-функцией f= ii I

f
∈
∩  

с носителем π, то по теореме 3.3 в G существует 
такой F-инъектор V, который не является нор-
мальной подгруппой G, т. е. GF<V. Ввиду того, 
что для каждого i∈I класс Фиттинга Fi определя-
ется полулокально H-функцией fi с носителем π, 
и группа G является π-разрешимой, по теореме 
3.3 G имеет F-инъектор Vi для каждого i∈I. В 
дальнейшем доказательство утверждения 1) ра-
зобьем на несколько шагов.  
 (а) Для любой максимальной нормальной 
подгруппы M группы G справедливо равенство: 
V∩M=(

i I∈
∩ Vi)∩M.  

 Так как по условию для каждого i∈I класс 
Фиттинга Fi нормален в X и Vi является Fi-мак-
симальной подгруппой в G, то Vi= i

GF  для всех 

i∈I. Но тогда 
i I∈
∩ Vi= ii I

G
∈
∩ F =

ii I
G

∈
∩ F = GF. Следова-

тельно, 
i I∈
∩ Vi<V.  

 Пусть теперь M – произвольная максималь-
ная нормальная подгруппа группы G. Тогда по 
утверждению 1 леммы 1.5 подгруппа V∩M явля-
ется F-инъектором группы M. Так как M∈X, то 
по индукции V∩M нормальна в M. Следователь-
но, V∩M=MF, и поэтому по лемме 1.8 
V∩M=GF∩M. Итак, V∩M=(

i I∈
∩ Vi)∩M и утвержде-

ние (а) доказано. 
 (б) Подгруппа V не содержится ни в одной 
собственной субнормальной подгруппе группы G. 
 Предположим, что существует субнормаль-
ная подгруппа G из N такая, что V<N. Тогда по 
утверждению 1 леммы 1.5 V∩N=V – F-инъектор 
группы N. Следовательно, по индукции V – нор-
мальная подгруппа N. Тогда V – субнормальна в G 
и, учитывая утверждение 2 леммы 1.5, заключаем, 
что V=GF. Последнее противоречит тому, что V не 
является нормальной подгруппой группы G. 
 (в) G=RV для любой нормальной подгруп-
пы R группы G такой, что G/R является либо 
π′-группой, либо G/R – нильпотентная π-группа. 
 Если R – такая нормальная подгруппа G, что 
G/R – π′-группа, то утверждение (в) справедливо 
по лемме 4.4. Предположим, что G/R является 
нильпотентной π-группой. Пусть RV<G. Так как 
G/R нильпотентная группа, то подгруппа RV/R 
субнормальна в G/R, и поэтому RV – субнор-
мальная подгруппа G. Следовательно, V содер-
жится в собственной субнормальной RV из G, 
что противоречит утверждению (б), и утвержде-
ние (в) доказано.  
 (г) Группа G комонолитична. 
 Предположим, что группа G не является 
комонолитичной. Пусть M1 и M2 – максимальные 
нормальные подгруппы группы G. Тогда, ввиду 
утверждения (в) и π-разрешимости группы G, 
получаем, что G=VM1=VM2. Следовательно, 
справедливы изоморфизмы 
G/M1=VM1/M1≅V/V∩M1 и G/M2=VM2/M2≅V/V∩M2, 
и поэтому подгруппы V∩M1 и V∩M2 являются 
максимальными нормальными подгруппами 
группы V. 
 Предположим, что G/M1 – нильпотентная 
π-группа, а G/M2 – π′-группа. Если в этом случае 
V∩M1= V∩M2, то G/M1≅V/V∩M1=V/V∩M2≅G/M2. 
Следовательно, G/M1∈Nπ∩Eπ′=(1), где (1) – класс 
единичных групп, и G=M1, что невозможно. 
 Значит, V∩M1≠ V∩M2, и поэтому  

V=(V∩M1)( V∩M2). 
Отсюда, учитывая утверждение (а), получаем, 
что V=((

i I∈
∩ Vi)∩M1)⋅(( 

i I∈
∩ Vi)∩M2). Следовательно, 

ввиду того, что 
i I∈
∩ Vi=GF, имеем V⊆GF и получа-

ем противоречие с утверждением (б). 
 Таким образом, остается признать, что груп-
пы  G/M1 и G/M2 являются  одновременно либо 
π′-группами, либо нильпотентными π-группами. 
Так как классы Eπ′ и Nπ являются формациями, то 
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группа G/M1∩M2 является либо π′-группой, либо 
нильпотентной π-группой. В каждом из этих 
случаев, ввиду утверждения (в), G=V(M1∩M2). 
Следовательно, VM1∩VM2=V(M1∩M2). Отсюда по 
лемме A.1.2 [3] получаем равенство: 

V=V∩M1M2=(V∩M1)(V∩M2). 
 Теперь, если V∩M1=V∩M2, то V⊆M1, что 
противоречит утверждению (б). Значит, 
V∩M1≠V∩M2. Но тогда с учетом утверждения (а) 
получаем аналогично, как и выше, что V⊆GF, что 
снова противоречит (б). Следовательно, 
M1=M2=M и группа G комонолитична. Так как Vi 
– нормальная подгруппа G для любого i∈I, то 

i I∈
∩Vi⊆M. Следовательно, из утверждения (а) вы-

текает равенство 
  V∩M=

i I∈
∩ Vi.     (4.1) 

 (д) ViV<G для некоторого i∈I.  
 Предположим, что для любого i∈I справед-
ливо равенство ViV=G. Если для всех j∈I под-
группа Vj=G, то G=

j I∈
∩ Vi и G=V нормальна в G. 

Получаем противоречие с тем, что подгруппа V 
ненормальна в G. Следовательно, Vj≠G для неко-
торого j∈I. Так как по условию VjV=G и Vj нор-
мальная подгруппа G, то G/Vj≅V/V∩Vj. Но ввиду 
(4.1), V∩Vj⊆V∩M=

i I∈
∩ Vi⊆V∩Vj. Следовательно, 

V∩Vj=
i I∈
∩ Vi. Тогда из G=VM, применяя снова 

(4.1), получаем, что 
G/M≅V/V∩M=V/(

i I∈
∩ Vi)=V/V∩Vj≅G/Vj. 

Следовательно, Vj – максимальная нормальная 
подгруппа G, т. е. Vj=M. 
 Покажем, что Vj∈F. Действительно, для i≠j 
(i∈I), если Vi≠G, то рассуждая аналогично, как и 
выше, имеем Vi=M=Vj и Vj∈Fi. Если же Vi=G, то 
Vj – нормальная подгруппа Vi и снова Vj∈Fi. Сле-
довательно, Vj∈Fi для всех i≠j, и поэтому 
Vj∈ ii I∈

∩ F =F. Значит, Vj⊆GF⊆V. Но по предполо-

жению VjV=G, и поэтому V=G∈F, что противоре-
чит тому, что подгруппа V не нормальна в G. 
Итак, существует такое i∈I, что ViV<G, и утвер-
ждение (д) доказано. 
 (е) Заключительный шаг.  
 Ввиду (4.1) заключаем, что группа V∩Vi /(

i I∈
∩ Vi) 

является либо единичной, либо совпадает с са-
мой группой. Предположим, что V∩Vi=

i I∈
∩ Vi. В 

этом случае, учитывая (4.1), ViV/Vi≅V/
i I∈
∩ Vi≅G/M. 

Следовательно, ViV/Vi является либо элементар-
ной абелевой p-группой для некоторого p∈π, 
либо π′-группой. Пусть ViV/Vi – p-группа. Тогда 
из того, что X –класс Фишера, G∈X, Vi нормальна 
в G и Vi≤ViV≤G, следует, что ViV∈X. Так как V – 
F-инъектор G, то по лемме 4.6 подгруппа V явля-
ется F-инъектором ViV. Но |ViV|<|G|, и поэтому по 

индукции V – нормальная подгруппа в ViV. Сле-
довательно, из V∈Fi имеем V≤(ViV)

i
.F  Так как по 

лемме 4.6 Vi – Fi-инъектор ViV, то (ViV)
iF =Vi. 

Итак, V⊆Vi и Vi нормальна в G, что противоречит 
утверждению (б). 
 Предположим, что ViV/Vi является π′-груп-
пой. Тогда по лемме 2.2 ViV∈FEπ′=F. Но по ут-
верждению 1 леммы 4.6 Vi является F-инъ-
ектором ViV. Следовательно, ввиду того, что Vi – 
F-максимальная подгруппа ViV, имеем ViV=Vi, и 
поэтому V≤Vi. Снова получили противоречие 
утверждению (б). 
 Итак, случай, когда (V∩Vi)/(

i I∈
∩ Vi) – единич-

ная группа, невозможен. 
 Остается принять случай, когда 
(V∩Vi)/(

i I∈
∩ Vi)=V/(

i I∈
∩ Vi). В этом случае V∩Vi=V и 

V≤Vi, что противоречит (б). 
 Полученное противоречие завершает дока-
зательство утверждения (е). Первое утверждение 
теоремы доказано.  
 2) Второе утверждение теоремы докажем 
также индукцией по порядку групп в классе X. 
Предположим, что группа G∈X – контрпример 
минимального порядка. Пусть π=σ(F). Так как 
группа G/GF является π-разрешимой, то в G по 
лемме 4.5 существует F-инъектор V такой, что V 
не является нормальной подгруппой G. Заметим, 
что F⊆Fi для каждого i∈I, и поэтому, ввиду изо-
морфизма G/GF/G iF /GF≅G/G

iF , следует, что 

G/G
iF – π-разрешимая группа для всех i∈I. Тогда 

по лемме 4.5 в G существует F-инъектор Vi, ко-
торый нормален в G для каждого i∈I. Далее, сле-
дуя доказательству утверждения 1), мы получа-
ем, что справедливы следующие факты. 
 (a1) V∩M=(

i I∈
∩ Vi)∩M для любой максималь-

ной нормальной подгруппы M группы G. 
 (б1) V не является подгруппой группы N, где 
N Gi. 
 (в1) G=RV для каждой нормальной подгруп-
пы R такой, что либо G/R – нильпотентная 
π-группа, либо G/R – π′-группа. 
 Как и при доказательстве (в), при доказа-
тельстве (в1) предположим, что RV<G. Если G/R 
– нильпотентная группа, аналогично, как и в 
случае (в), приходим к противоречию с утвер-
ждением (б1). Предположим, что G/R∈Eπ′. Тогда 
очевидно, подгруппа VR/R≅V/V∩R∈Eπ′∩Eπ=(1). 
Следовательно, V=V∩R и V⊆R, что снова проти-
воречит (б1). Это доказывает утверждение (в1). 
 (г1) Группа G комонолитична. 
 Пусть M1 и M2 – максимальные нормальные 
подгруппы G. Заметим, что если группа G/Mi яв-
ляется π′-группой для некоторого i∈{1,2}, то с 
учетом (в1) G/Mi≅V/V∩Mi∈Eπ∩Eπ′=(1). Следова-
тельно, V=V∩Mi и V≤Mi, что противоречит (б1). 
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Значит, группы G/M1 и G/M2 являются нильпо-
тентными π-группами и доказательство (г1) анало-
гично доказательству утверждения (г) из 1). Итак, 
M1=M2=M и, ввиду (а1), G/M≅V/(

i I∈
∩ Vi), где 

V/(
i I∈
∩ Vi) – p-группа для некоторого p∈π. Далее 

доказательство утверждения 2) теоремы проводит-
ся аналогично доказательству утверждению 1) с 
учетом (a1)–(г1) и утверждения (2) леммы 4.6. Тео-
рема доказана. 
 Если X=S классу всех разрешимых групп, 
то из теоремы вытекает известный результат 
Блессеноля-Гашюца [4]. 
 Следствие 4.8. Пересечение любого мно-
жества неединичных разрешимых нормальных 
классов Фиттинга является неединичным раз-
решимым нормальным классом Фиттинга. 
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ОБОБЩЕННЫЕ ПОЛИАДИЧЕСКИЕ ОПЕРАЦИИ 
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Для любых целых l ≥ 2, k ≥ 2, подмножества T симметрической группы Sk и полугруппы A на декартовом произведении 
T × Ak определяется l-арная операция [ ]l, T, k. Эта l-арная операция является аналогом полиадической операции Э. Поста, 
которую он определил на множестве полиадических подстановок. В работе изучаются свойства операции [ ]l, T, k. 
 
Ключевые слова: операция, полугруппа, группа, l-арная полугруппа, l-арная группа, косой элемент, идемпотент. 
 
For any integers l ≥ 2, k ≥ 2, of a subset T of the symmetric group Sk and semi-group A on the Cartesian product T × Ak an l-ary 
operation [ ]l, T, k is determined. This l-ary operation is similar to the Post poliadic operations, which he defined on the set of po-
liadic permulations. In the paper the properties of the operation[ ]l, T, k are studied. 
 
Keywords: operation, semigroup, group, l-ary semigroup, l-ary group, skew element, idempotent. 

 
 

 Введение 
Основным объектом изучения в данной ра-

боте является l-арная операция [ ]l, T, k, которая 
определяется для любых целых l ≥ 2, k ≥ 2 на 
подмножестве T × Ak декартова произведения 

Sk × Ak = Sk × 
k

A A…�	
  = 

={(σ, a) = (σ, (a1, …, ak)) | σ ∈ Sk, a1, …, ak ∈ A}, 
где Sk – симметрическая группа всех подстано-
вок множества {1, …, k}, A – произвольная полу-
группа. Если T = {σ}, σl = σ, то, как будет пока-
зано в заключительном разделе работы, опера-
цию [ ]l, {σ}, k можно отождествить с определен-
ной на декартовой степени Ak l-арной операцией 
[ ]l, σ, k, которая была определена в [1] и подробно 
изучена в [2]. Указанное отождествление позво-
ляет рассматривать операцию [ ]l, T, k как обобще-
ние операции [ ]l, σ, k. В свою очередь, если 
l = k + 1, σ = (12…k), A = SM – симметрическая 
группа всех биекций множества M, то k + 1-арная 
операция [ ]k+1, (12…k), k  совпадает с полиадической 
операцией, которую Э. Пост определил в [3] на 
множестве S k

M . Таким образом, l-арная операция 
[ ]l, σ, k, а значит и l-арная операция [ ]l, T, k, явля-
ются обобщениями отмеченной выше полиади-
ческой операции Э. Поста. 

Мы предполагаем известными определения 
n-арной полугруппы, n-арной группы, единицы 
n-арной полугруппы, косого элемента n-арной 
группы, абелевой n-арной операции. В случае 
необходимости можно обратиться к [3], [4] или к 
главе 1 книги [2]. В работе символом Ak обозна-
чается знакопеременная группа всех четных под-
становок из Sk, а символом Tk – множество всех 
нечетных подстановок из Sk. 

1 Операция S[ ]
km, , k  

Для любого целого m ≥ 2 и любой полу-
группы A определим на множестве Sk × Ak m-ар-
ную операцию , ,[ ]

km kS  следующим образом: для 
любых  

(σi, ai) = (σi, (ai1, …, aik)) ∈ Sk × Ak , (1.1) 
где i = 1, …, m, положим 

[(σ1, a1)(σ2, a2) … (σm, am) , ,]
km kS  = 

= (σ, (b1, …, bk)) = (σ, b),        (1.2) 
где  

σ = σ1 … σm,                     (1.3) 
bj = a 1 j a

12σ ( )j a
1 23σ σ ( )j  … a

1 1σ σ ( )mm j−…    (1.4) 

для любого j = 1, …, k. 
В (1.3) и далее полагаем 

σs(…σ2(σ1(j))…) = σ1σ2 … σs(j). 
Заметим, что в определении операции 

, ,[ ]
km kS  подстановки σ1, …, σm не обязательно 

все различные. 
В определении операции , ,[ ]

km kS  можно 
считать m = 1. В этом случае имеем один набор 

(σ1, a1) = (σ1, (a11, … a1k)), 
а также σ = σ1, bj = a1j, (σ, b) = (σ1, a1). 

Таким образом, [(σ1, a1) 1, ,]
k kS  = (σ1, a1). 

Предложение 1.1. Для всех i и l, таких, что 
1 ≤ i + 1 ≤ i + l ≤ m, и любых 

u1 = (σ1, ai), …, um = (σm, am) ∈ Sk × Ak 
имеет место равенство 

[u1 … um , ,]
km kS  = 

=[u1 … ui[ui+1 … ui+l , ,]
km kS ui+l+1 … um 1, ,] .

km l k− + S  

МАТЕМАТИКА
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одна из подстановок σ1, σ2, …, σl не принадле-
жит T, то элемент 

[(σ1, a1)(σ2, a2) … (σl, al)]l, T, k 
считается неопределенным. 

Ясно, что при T = Sk операция [ ]l, T, k опре-
делена на всем множестве Sk × Ak и совпадает с 
операцией , ,[ ]

kl kS . 

Если σ1, …, σl ∈ T, то, согласно определе-
нию операции [ ]l, T, k, 

[(σ1, a1)(σ2, a2) … (σl, al)]l, T, k = 
= (σ, (b1, …, bk)) = (σ, b), 

где σ и bj определяются с помощью (1.3) и (1.4) 
соответственно. 

Замечание 2.2. Если подмножество T ⊆ Sk 
замкнуто относительно l-арной операции ( )l, то, 
согласно определению операции [ ]l, T, k, она оп-
ределена для любых l элементов множества 
T × Ak, а её результат принадлежит этому же 
множеству. Поэтому в этом случае операции 

, ,[ ]
kl kS и [ ]l, T, k определены на всем указанном 

множестве и совпадают на нём. 
В связи с этим предложение 2.1 и следствие 

2.1 позволяют обобщить теорему 1.1. 
Теорема 2.1. Если подмножество T ⊆ Sk 

замкнуто относительно l-арной операции ( )l, в 
частности, T – подгруппа группы Sk, то 
< T × Ak, [ ]l, T, k > – l-арная полугруппа. 

Замечание 2.3. l-Арную полугруппу 
< T × Ak, [ ]l, T, k > из теоремы 2.1 можно рассмат-
ривать как l-арную подполугруппу l-арной полу-
группы < T × Ak, , ,[ ]

kl kS  >, так как, согласно за-

мечанию 2.2, операции , ,[ ]
kl kS и [ ]l, T, k на множе-

стве T × Ak совпадают. 
Полагая в теореме 2.1 T = Ak, получим 
Следствие 2.2. Для любого l ≥ 2 универсаль-

ная алгебра < Ak × Ak, , ,[ ]
kl kA  > является l-арной 

полугруппой. 
Следствие 2.3. Для любого нечетного l ≥ 3 

универсальная алгебра < Tk × Ak, , ,[ ]
kl kT  > явля-

ется l-арной полугруппой. В частности, 
< Tk × Ak, 3, ,[ ]

k kT  > – тернарная полугруппа. 
 
3 l-Арная группа  < Sk × Ak, S[ ]

kl, , k  > 
Теорема 3.1. Пусть A – группа,  < T, ( )l > – 

l-арная подгруппа l-арной группы < Sk, ( )l >. То-
гда < T × Ak, [ ]l, T, k > – l-арная группа. В частно-
сти, < Sk × Ak, , ,[ ]

kl kS  > – l-арная группа. 
Доказательство. Согласно теореме 2.1, 

< T × Ak, [ ]l, T, k > – l-арная полугруппа. Осталось 
доказать разрешимость в T × Ak уравнений  

[xa2 …al]l, T, k = a, [a1 … al–1y]l, T, k = a, (3.1) 
где 
ai = (σi, ai) = (σi, (ai1, …, aik)) ∈ T × Ak, i = 1, …, l, 

a = (σ, b) = (σ, (b1, …, bk)) ∈ T × Ak. 
В l-арной группе < T, ( )l > существуют такие 

δ, ρ ∈ T, что  
(δσ2 … σl)l = σ, (σ1 … σl–1ρ)l = σ.  (3.2) 

Для любого j = 1, …, k положим 

uj = bj 2 1 2

1 1 1
δσ σ ( ) 3δσ ( ) 2 ( )ll j j ja a a δ−

− − −
… …  (3.3) 

и покажем, что  
u = (δ, (u1, …, uk)) ∈ T × Ak 

является решением первого уравнения (3.1). Для 
этого положим 

[ua2 … al]l, T, k = (μ, (d1, …, dk)). (3.4) 
Согласно замечанию 2.2, операции , ,[ ]

kl kS и [ ]l, T, k 

на множестве T × Ak совпадают. Поэтому 
[ua2 … al]l, T, k = [ua2 … al , ,] ,

kl kS  
то есть 

[ua2 … al , ,]
kl kS  = (μ, (d1, …, dk)). 

Согласно определению операции , ,[ ]
kl kS  и ввиду 

первого равенства из (3.2), а также равенства 
(3.3), имеем 

μ = δσ2 … σl = σ, 
dj = uja2δ(j) 2 2 13δσ ( ) δσ σ ( )lj l ja a

−
=……  

= 
2 1 2

1 1 1
δσ σ ( ) 3δσ ( ) 2δ( )lj l j j jb a a a

−

− − −
… …  

2 2 12δ( ) 3δσ ( ) δσ σ ( )lj j l ja a a
−

=… …  bj, j = 1, …, k. 
Следовательно, 

(μ, (d1, …, dk)) = (σ, (b1, …, bk)) = a, 
откуда и из (3.4) вытекает 

[ua2 … al]l, T, k = a, 
то есть первое уравнение из (3.1) разрешимо в 
T × Ak. 

Для любого s = 1, …, k положим 

1 1σ σ ( )l sv
−… = 

1 2 1 3 1

1 1 1 1
( 1)σ σ ( ) ( 2)σ σ ( ) 2σ ( ) 1 .

l ll s l s s s sa a a a b
− −

− − − −
− −= " " …  (3.5) 

Так как A – группа, ρ ∈ T, то 
v = {ρ, (v1, …, vk)) ∈ T × Ak. 

Покажем, что v является решением второго 
уравнения из (3.1). Для этого положим 

[a1 … al–1v]l, T, k = (η, (с1, …, ck)).   (3.6) 
Снова, используя совпадение операций , ,[ ]

kl kS и 

[ ]l, T, k на множестве T × Ak, получим 
 [a1 …al–1v , ,]

kl kS  = (η, (c1, …, ck)). 

Согласно определению операции , ,[ ]
kl kS  и ввиду 

второго равенства из (3.2), а также равенства 
(3.5), имеем 

η = σ1 … σl–1ρ = σ, 
cs = 

1 1 2 1 11 2σ ( ) ( 1)σ σ ( ) σ σ ( )l ls s l s sa a a v
− −− =… ……  

1 1 21 2σ ( ) ( 1)σ σ ( )ls s l sa a a
−−= ……  
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1 2 1

1 1 1
( 1)σ σ ( ) 2σ ( ) 1ll s s s s sa a a b b

−

− − −
− =… …  

для любого s = 1, …, k. Следовательно, 
(η, (c1, …, ck)) = (σ, (b1, …, bk)) = a, 

откуда и из (3.6) вытекает 
[a1 … al–1v]l, T, k = a, 

то есть второе уравнение из (3.1) также разре-
шимо в T × Ak. Таким образом, доказано, что 
< T × Ak, [ ]l, T, k > – l-арная группа. 

Полагая T = Sk, получим утверждение тео-
ремы для множества Sk × Ak. Теорема доказана. 

Замечание 3.1. Ввиду замечания 2.2, l-ар-
ную группу < T × Ak, [ ]l, T, k > из теоремы 3.1 
можно рассматривать как l-арную подгруппу 
l-арной группы < T × Ak, , ,[ ]

kl kS  >. В дальнейшем 
мы не будем оговаривать эту ситуацию для раз-
личных конкретных множеств T. 

Следствие 3.1. Если A – группа, T – подгруп-
па группы Sk, то < T × Ak, [ ]l, T, k > – l-арная группа. 

Полагая в следствии 3.1 T = Ak, получим 
Следствие 3.2. Если A – группа, то для любо-

го l ≥ 2 универсальная алгебра < Ak × Ak, , ,[ ]
kl kA  > 

является l-арной группой. 
Следствие 3.3. Для любой группы A и любого 

нечетного l ≥ 3 универсальная алгебра 
< Tk × Ak, , ,[ ]

kl kT  > является l-арной группой. В ча-
стности, < Tk × Ak, 3, ,[ ]

k kT  > – тернарная группа. 
В следующем предложении указывается яв-

ный вид косых элементов в l-арной группе 
< T × Ak, [ ]l, T, k >. 

Предложение 3.1. Пусть A – группа, < T, ( )l > 
– l-арная подгруппа l-арной группы < Sk, ( )l >. 
Тогда для любого элемента  

(σ, a) = (σ, (a1, …, ak)) ∈ T × Ak 
элемент 

(γ, b) = (γ, (b1, …, bk)),           (3.7) 
где  

γ = σ2–l, bj = 1 2 ( 2)
1 1 1

σ ( ) σ ( ) σ ( )lj j j
a a a− − − −
− − −…    (3.8) 

для любого j = 1, …, k, является косым элемен-
том в l-арной группе < T × Ak, [ ]l, T, k >. 

Доказательство. Так как γ = σ2–l, то 
(γN

1

σ σ
l−

… )l = σ2–lσl–1 = σ ∈ T, 

то есть (γN
1

σ σ
l−

… )l = σ ∈ T.  А так как < T, ( )l > –  

l-арная группа, то γ = σ  ∈ T. Ясно, что 
(γ, b) ∈ T × Ak. 

Согласно  теореме  3.1,   < T × Ak, [ ]l, T, k > – 
l-арная группа. Применяя определение операции 

, ,[ ]
kl T k , будет иметь 

, ,

1

[(σ, ) (σ, ) (γ, )]l T k

l−

… =a a b���	��
  (δ, (с1, …, сk)), (3.9) 

где 
δ = σl–1γ = σl–1σ2–l = σ, 

сj = ajaσ(j)… 2 1σ ( ) σ ( )l lj j
a b− − = 

= ajaσ(j)… 2 1 1
1

σ ( ) σ (σ ( ))l lj j
a a− − −

−  

2 1 2 1
1 1

σ (σ ( )) σ (σ ( ))l l lj j
a a− − − + −
− −… = 

= ajaσ(j)… 2 2 3
1 1 1

σ( )σ ( ) σ ( ) σ ( )l l l jj j j
a a a a− − −

− − −… = aj. 

Таким образом, δ = σ, c1 = a1, …, ck = ak, а равен-
ство (3.9) принимает вид 

, ,

1

[(σ, ) (σ, ) (γ, )]l T k

l−

… =a a b���	��
 (σ, a). 

Следовательно, элемент (3.7) с компонентами 
(3.8) является косым элементом для элемента 
(σ, a). Предложение доказано. 

Замечание 3.2. Косой элемент для элемента 
(σ, a) из предложения 3.1 может быть записан в 
следующем виде  

(σ, )a  = ( σ , (b1, …, bk)), 

где σ  – косой элемент для элемента σ в l-арной 
группе < T, ( )l >, а компоненты b1, …, bk опреде-
ляются, как в (3.8). 
 

4 Перестановочность элементов в 
< Sk × Ak, , ,[ ]

kl S k  > 
Теорема 4.1. Пусть l-арная подгруппа 

< T, ( )l > l-арной группы < Sk, ( )l > содержит 
нетождественную подстановку σ, полугруппа A 
содержит единицу 1 и элемент a, отличный от 
1. Тогда l-арная полугруппа < T × Ak, [ ]l, T, k > не 
является абелевой. 

Доказательство. Так как σ не является то-
ждественной подстановкой, то существует 
j ∈ {1, 2, …, k} с условием σ(j) ≠ j. Положим 

(σ, a) = 
1

(σ, (1, , 1, , 1, , 1))
j k j

a
− −

… …�	
 �	
  = 

= (σ, (a1, …, aj–1, aj, aj+1, …, ak)), 
(σ, e) = (σ, (1, , 1)

k

…�	
 ), 

, ,

1

[(σ, ) (σ, ), , (σ, )]l T k

l−

…a e e���	��
  = (σl, (y1, …, yk)), 

, ,

2

[(σ, )(σ, ) (σ, ), , (σ, )]l T k

l−

…e a e e���	��
  = 

= (σl, (z1, …, zk)). 
Тогда, согласно определению операции [ ]l, T, k, 

уj = N
1

1 1j
l

a
−

…  = aj = a, 

то есть yj = a. Согласно тому же определению, 
zj = 1aσ(j)N

2

1 1
l−

…  = aσ(j), 

откуда, ввиду σ(j) ≠ j, следует zj = 1 ≠ aj = a. А 
так как yj = a, zj = 1, a ≠1, то уj ≠ zj, откуда 

, ,

1

[(σ, ) (σ, ), , (σ, )]l T k

l−

…a e e���	��
  ≠ 
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≠ , ,

2

[(σ, )(σ, ) (σ, ), , (σ, )] .l T k

l−

…e a e e���	��
  

Следовательно, l-арная полугруппа < T × Ak, [ ]l, T, k > 
неабелева. Теорема доказана. 

Замечание 4.1. Если T = {σ}, где σ – тожде-
ственная подстановка, то l-арная полугруппа 
< T × Ak, [ ]l, T, k > может быть абелевой. Для этого 
достаточно абелевости полугруппы A. 

Так как при k ≥ 2 группа Sk содержит нето-
ждественную  подстановку, то из теоремы 4.1 
вытекает 

Следствие 4.1. Если полугруппа A содер-
жит единицу и элемент, отличный от единицы, 
то для любого k ≥ 2 l-арная полугруппа 
< Sk × Ak, , ,[ ]

kl kS  > не является абелевой. 

Так как при k ≥ 3 группа Ak содержит нето-
ждественную подстановку, то из теоремы 4.1 
вытекает 

Следствие 4.2. Если полугруппа A содер-
жит единицу и элемент, отличный от единицы, 
то для любого k ≥ 3 l-арная полугруппа 
< Ak × Ak, , ,[ ]

kl kA  > не является абелевой. 
Следствие 4.3. Если полугруппа A содер-

жит единицу и элемент, отличный от единицы, 
то для любых k ≥ 2 и нечетного l ≥ 3 l-арная по-
лугруппа < Tk × Ak, , ,[ ]

kl kT  > не является абеле-
вой. В частности, тернарная полугруппа 
< Tk × Ak, 3, ,[ ]

k kT  > не является абелевой. 
Из теоремы 4.1 извлекается  
Теорема 4.2. Пусть l-арная подгруппа 

< T, ( )l > l-арной группы < Sk, ( )l > содержит 
нетождественную подстановку, группа A со-
держит более одного элемента. Тогда l-арная 
группа < T × Ak, [ ]l, T, k > не является абелевой. 

Следствие 4.4. Если группа A содержит бо-
лее одного элемента, то для любого k ≥ 2 l-арная 
группа < Sk × Ak, , ,[ ]

kl kS  > не является абелевой. 
Следствие 4.5. Если группа A содержит бо-

лее одного элемента, то для любого k ≥ 3 l-арная 
группа < Ak × Ak, , ,[ ]

kl kA  > не является абелевой. 
Следствие 4.6. Если группа A содержит 

более одного элемента, то для любых k ≥ 2 и 
нечетного l ≥ 3 l-арная группа < Tk × Ak, , ,[ ]

kl kT  > 
не является абелевой. 

5 Идемпотенты в < Sk × Ak, , ,[ ]
kl S k  > 

Лемма 5.1. Пусть < T, ( )l > – l-арная под-
группа l-арной группы < Sk, ( )l >, A – полугруппа. 
Если (ε, e) – единица l-арной полугруппы 
< T × Ak, [ ]l, T, k >, то ε – единица в < T, ( )l >. 

Доказательство. Так как (ε, e) – единица в 
< T × Ak, [ ]l, T, k >, то  

, ,

1

[(ε, ), , (ε, ) (σ, ) (ε, ), , (ε, )]l T k

i l i− −

… …e e a e e���	��
 ���	��
  = (σ, a) 

для любого (σ, a) ∈ T × Ak и любого i = 1, …, l, от-
куда, ввиду определения операции [ ]l, T, k, следует 

N N
1

(ε ε σ ε ε)l
i l i− −

… …  = σ 

для любого σ ∈ T. Следовательно, ε – единица в 
< T, ( )l >. Лемма доказана. 

Следствие 5.1. Если в l-арной подгруппе 
< T, ( )l > l-арной группы < Sk, ( )l > нет единиц, 
то в l-арной полугруппе < T × Ak, [ ]l, T, k > также 
нет единиц. 

Лемма 5.2. Пусть < T, ( )l > – l-арная под-
группа l-арной группы < Sk, ( )l >, полугруппа 
(группа) A содержит более одного элемента. 
Тогда для любой нетождественной подстановки 
σ ∈ T и любого a ∈ Ak элемент (σ, a) ∈ T × Ak не 
является единицей в l-арной полугруппе (l-арной 
группе) < T × Ak, [ ]l, T, k >. 

Доказательство. По условию σ(j) ≠ j для 
некоторого индекса j ∈ {1, 2, …, k}. 

Предположим, что (σ, a = (e1, …, ek)) – еди-
ница в < T × Ak, [ ]l, T, k >, и пусть a – произволь-
ный элемент из A. Тогда 

[(σ, (e1, …, ej–1, a, ej+1, …, ek)) 

1

(σ, ) (σ, )
l−

…a a���	��
 ]l, T, k = 

= (σ, (e1, …, ej–1, a, ej+1, …, ek)).       (5.1) 
Обозначив левую часть в (5.1) через 
(ρ, (u1, …, uk)) и используя определение l-арной 
операции [ ]l, T, k, а также лемму 5.1, получим 

ρ = σl = σ, uj = 2 1σ( ) σ ( ) σ ( )lj j j
ae e e −… . 

А так как, ввиду (5.1), uj = a, то 
a = 2 1σ( ) σ ( ) σ ( )

.lj j j
ae e e −…  

В частности, если a = ej, то 
ej = 2 1σ( ) σ ( ) σ ( )

.lj j j j
e e e e −…         (5.2) 

Так как по предположению (σ, a = (e1, …, ek)) 
– единица в < T × Ak, [ ]l, T, k >, то 

[(σ, a)(σ, (e1, …, ej–1, a, ej+1, …, ek)) 

2

(σ, ) (σ, )
l−

…a a���	��
 ]l, T, k = 

= (σ, (e1, …, ej–1, a, ej+1, …, ek)).    (5.3) 
Положив 

(e1, …, ej–1, a, ej+1, …, ek) = (b1, …, bk), 
обозначим левую часть в (5.3) через 
(δ, (v1, …, vk)) и, используя определение l-арной 
операции [ ]l, T, k, а также лемму 5.1, получим 

δ =σl = σ, vj = 2 1σ( ) σ ( ) σ ( )
.lj j j j

e b e e −…  

А так как, ввиду (5.3), vj = a, то 
a = 2 1σ( ) σ ( ) σ ( )lj j j j

e b e e −… . 

Так как при t ≠ j верно bt = et, то для σ(j) ≠ j име-
ем bσ(j) = eσ(j). Поэтому  

a = 2 1σ( ) σ ( ) σ ( )
.lj j j j

e e e e −…  
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Из последнего равенства и из (5.2) следует a = ej для 
любого а из A, что невозможно, так как в A име-
ются элементы, отличные от ej. Лемма доказана. 

Непосредственным следствием леммы 5.2 
является следующая 

Теорема 5.1. Пусть l-арная подгруппа 
< T, ( )l > l-арной группы < Sk, ( )l > не содержит 
тождественную подстановку, полугруппа (груп-
па) A содержит более одного элемента. Тогда в 
l-арной полугруппе (l-арной группе) < T × Ak, [ ]l, T, k > 
нет единиц. 

Следствие 5.2. Если  полугруппа (группа) A 
содержит более одного элемента, то для любых 
k ≥ 2  и  нечетного  l ≥ 3  в  l-арной  полугруппе  
(l-арной группе) < Tk × Ak, , ,[ ]

kl kT  > нет единиц. В 
частности, в тернарной полугруппе (тернарной 
группе) < Tk × Ak, 3, ,[ ]

k kT  > нет единиц. 
Из леммы 5.2 вытекает 
Следствие 5.3. Пусть < T, ( )l > – l-арная 

подгруппа l-арной группы < Sk, ( )l >, полугруппа 
A содержит более одного элемента. Если (σ, a) 
– единица в l-арной полугруппе < T × Ak, [ ]l, T, k >, 
то σ – тождественная подстановка. 

Возникает естественный вопрос: существу-
ют ли l-арные полугруппы вида < T × Ak, [ ]l, T, k >, 
обладающие единицами? 

Если существует положительный ответ на 
этот вопрос, то ввиду теоремы 5.1, множество T 
должно содержать тождественную подстановку. 

Предложение 5.1. Пусть l-арная подгруппа 
< T, ( )l > l-арной группы < Sk, ( )l > содержит 
тождественную подстановку ε, полугруппа A 
содержит единицу 1. Тогда элемент 

(ε, 1) = (ε, (1, , 1))
k

…�	
  

является единицей в l-арной полугруппе 
< T × Ak, [ ]l, T, k >. 

Доказательство. Для любого 
(σ, a = (a1, …, ak)) ∈ T × Ak 

и любого i = 1, …, l имеем 

1

1

[(ε, ), , (ε, ) (σ, ( , , ))k

i

a a
−

…1 1 …���	��
  

, ,(ε, ), , (ε, )]l T k

l i−

…1 1���	��
 = 

= (εi–1σεl–i, (N N1ε (1)
1

1 1 1 1i

i l i

a −

− −

… … , … 

…, N N1ε ( )
1

1 1 1 1i k
i l i

a −

− −

… … )) = 

= (σ, (a1, …, ak)) = (σ, a), 
то есть 

, ,

1

[(ε, ), , (ε, ) (σ, ) (ε, ), , (ε, )]l T k

i l i− −

… …1 1 a 1 1���	��
 ���	��
 = (σ, a). 

Следовательно, (ε, 1) – единица в < T × Ak, [ ]l, T, k >. 
Предложение доказано. 

Следующий вопрос: существуют ли в 
< T × Ak, [ ]l, T, k > единицы, отличные от (ε, 1)? 

Предложение 5.2. Пусть l-арная подгруппа 
< T, ( )l > l-арной группы < Sk, ( )l > содержит 
тождественную подстановку ε, в центре груп-
пы A имеется элемент u, поряддок которого 
делиит l – 1. Тогда элемент 

(ε, u) = (ε, ( , , ))
k

u u…��	�
  

является единицей в l-арной группе < T × Ak, [ ]l, T, k >. 
Доказательство. Для любого 

(σ, a) = (σ, (a1, …, ak)) ∈ T × Ak 
и любого i = 1, …, l имеем 

1

1

[(ε, ), , (ε, ) (σ, ( , , ))k

i

a a
−

…u u …���	��


, ,(ε, ), , (ε, )]l T k

l i−

…u u���	��
 = 

= (εi–1σεl–i, (ui–1
1ε (1)ia − ul–i, …, ui–1

1ε ( )i k
a − ul–i)) = 

= (σ, (a1ul–1, …, akul–1)) = 
= (σ, (a1, …, ak))  = (σ, a), 

то есть 
, ,

1

[(ε, ), , (ε, ) (σ, ) (ε, ), , (ε, )]l T k

i l i− −

… …u u a u u���	��
 ���	��
 = (σ, a). 

Следовательно, (ε, u) – единица в < T × Ak, [ ]l, T, k >. 
Предложение доказано. 

Следствие 5.4. Пусть l-арная подгруппа 
< T, ( )l > l-арной группы < Sk, ( )l > содержит 
тождественную подстановку ε, период абелевой 
группы A делит l – 1. Тогда для любого u ∈ A 
элемент (ε, u) = (ε, ( , , ))

k

u u…��	�
  является единицей 

в l-арной группе < T × Ak, [ ]l, T, k >. 
 
6 Операция [ ]l, {σ}, k 
Если для подстановки σ ∈ Sk выполняется 

условие σl = σ, то < {σ}, ( )l > – l-арная подгруппа 
l-арной группы < Sk, ( )l >. Поэтому, полагая в тео-
реме 2.1 T = {σ}, получим следующий результат. 

Теорема 6.1. Если подстановка σ ∈ Sk удов-
летворяет условию σl = σ, то < {σ} × Ak, [ ]l, {σ}, k > 
– l-арная полугруппа. 

Следствие 6.1. Если σ – цикл длины k из Sk,, 
то < {σ} × Ak, [ ]k+1, {σ}, k > – (k + 1)-арная полу-
группа. 

Полагая в следствии 6.1 σ = (12 … k), получим 
Следствие 6.2. Универсальная алгебра 

< {(12 … k)} × Ak, [ ]k+1, {(12 … k)}, k > является (k + 1)-ар-
ной полугруппой. 

Если подстановка σ ∈ Sk удовлетворяет ус-
ловию σl = σ, то γ = σ2–l = σ. Поэтому, полагая в 
теореме 3.1 и предложении 3.1 A – группа, 
T = {σ}, где σl = σ ∈ Sk, получим следующий 
результат 

Теорема 6.2 . Если A – группа, σl = σ ∈ Sk, то 
< {σ} × Ak, [ ]l, {σ}, k > l-арная группа. Для любого 



А.М. Гальмак 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 2 (15), 2013 56 

(σ, a) = (σ, (a1, …, ak)) ∈ {σ} × Ak 
элемент 

(σ, )a  = (σ, (b1, …, bk)), 
где 

bj = 2
1 1

σ( )σ ( )l jj
a a−
− −… , j = 1, …, k, 

является косым элементом в < {σ} × Ak, [ ]l, {σ}, k >. 
Следствие 6.3. Если A – группа, σ – цикл дли-

ны k из Sk, то < {σ} × Ak, [ ]k+1, {σ}, k > – (k + 1)-ар-
ная группа. Для любого 

(σ, a) = (σ, (a1, …, ak)) ∈ {σ} × Ak 
элемент 

(σ, )a  = (σ, (b1, …, bk)), 
где 

bj = 1
1 1

σ( )σ ( )k jj
a a−
− −… , j = 1, …, k, 

является косым элементом в < {σ} × Ak, [ ]k+1, {σ}, k >. 
Следствие 6.4. Если A – группа, то универ-

сальная алгебра 
< {(12 … k)} × Ak, [ ]k+1, {(12 … k)}, k > 

является (k + 1)-арной группой. Для любого эле-
мента 

((12 … k), a) = ((12 … k), (a1, …, ak)) 
из {(12 … k)} × Ak элемент 

((12 ), )k a…  = ((12 … k), (b1, …, bk)), 
где 

bj = 1 1 1 1
1 1 1j k ja a a a− − − −
− +… …  

для любого j = 1, …, k, является косым элемен-
том в < {(12 … k)} × Ak, [ ]k+1, {(12 … k)}, k >. 

Полагая в теореме 4.1 T = {σ}, где σl = σ, 
получим следующий результат. 

Теорема 6.3. Если нетождественная под-
становка σ ∈ Sk удовлетворяет условию σl = σ, 
полугруппа A содержит единицу и элемент, от-
личный от единицы, то l-арная полугруппа 
< {σ} × Ak, [ ]l, {σ}, k > не является абелевой. 

Следствие 6.5. Если σ – цикл длины k ≥ 2 из 
Sk,, полугруппа A содержит единицу и элемент, 
отличный от единицы, то l-арная полугруппа 
< {σ} × Ak, [ ]k+1, {σ}, k > не является абелевой. 

Следствие 6.6. Если полугруппа A содер-
жит единицу и элемент, отличный от единицы, 
то l-арная полугруппа 

< {(12 … k)} × Ak, [ ]k+1, {(12 … k)}, k > 
не является абелевой. 

Полагая в теореме 4.2 T = {σ}, где σl = σ, 
получим следующий результат. 

Теорема 6.4. Если нетождественная под-
становка σ ∈ Sk удовлетворяет условию σl = σ, 
группа  A содержит более одного элемента, то 
l-арная группа < {σ} × Ak, [ ]l, {σ}, k > не является 
абелевой. 

Следствие 6.7. Если σ – цикл длины k ≥ 2 из 
Sk, группа A содержит более одного элемента, 
то l-арная группа < {σ} × Ak, [ ]k+1, {σ}, k > не явля-
ется абелевой. 

Следствие 6.8. Если группа A содержит 
более одного элемента, то l-арная группа 
< {(12 … k)} × Ak, [ ]k+1, {(12 … k)}, k > не является 
абелевой. 

Полагая в теореме 5.1 T = {σ}, где σl = σ, 
получим следующий результат. 

Теорема 6.5. Если нетождественная под-
становка σ ∈ Sk удовлетворяет условию σl = σ, 
полугруппа (группа) A содержит более одного 
элемента, то в l-арной полугруппе (l-арной груп-
пе) < {σ} × Ak, [ ]l, {σ}, k > нет единиц. 

Следствие 6.9. Если σ – цикл длины k ≥ 2 из 
Sk, полугруппа (группа) A содержит более одного 
элемента, то  в l-арной полугруппе (l-арной 
группе) < {σ} × Ak, [ ]k+1, {σ}, k > нет единиц. 

Следствие 6.10. Если полугруппа (группа) A 
содержит более одного элемента, то в l-арной 
полугруппе (l-арной группе) 

< {(12 … k)} × Ak, [ ]k+1, {(12 … k)}, k > 
нет единиц. 
 

7 Операция [ ]l, σ, k 
В [1], [2] для подстановки σ ∈ Sk и полу-

группы A на декартовой степени Ak была опреде-
лена l-арная операция [ ]l, σ, k по правилу 

[a1 … al]l, σ, k = 
= [(a11, …, a1k) … (al1, …, alk)]l, σ, k = (b1 … bk), 

где 
bj = a1ja2σ(j) … 1σ ( )ll j

a − , j = 1, …, k. 

Ясно, что отображение 
ϕ : (σ, (a1, …, ak)) → (a1, …, ak) 

является биекцией {σ} × Ak на Ak. 
Лемма 7.1. Если σl = σ ∈ Sk , то ϕ – изо-

морфизм l-арной полугруппы < {σ} × Ak, [ ]l,{σ},k > 
на l-арный группоид < Ak, [ ]l, σ, k >. 

Доказательство. Так как  
ϕ([(σ, (a11, …, a1k)) … (σ, (al1, …, alk)]l, {σ}, k ) = 

= ϕ((σl, (a11a2σ(1) … 
1 11 2σ( )σ (1) σ ( )

, , ))l lk kl l k
a a a a− − =… …  

= (a11a2σ(1) … 1 11 2σ( )σ (1) σ ( )
, , )l lk kl l k

a a a a− − =… …  

= [(a11, …, a1k) … (al1, …, alk)]l, σ, k = 
= [ϕ((σ, (a11, … a1k))) … ϕ((σ, (al1, …, alk)))]l, σ, k , 
то ϕ – искомый изоморфизм. Лемма доказана. 

Лемма 7.1 позволяет использовать резуль-
таты об операции [ ]l, σ, k из книги [2] для изуче-
ния операции [ ]l, {σ}, k, и наоборот, некоторые 
результаты из [2] могут быть получены как след-
ствия результатов данной работы. 

Теорема 3.1 и лемма 7.1 позволяют сформу-
лировать следующую теорему. 

Теорема 7.2 [1], [2]. Если подстановка 
σ ∈ Sk удовлетворяет условию σl = σ, то 
< Ak, [ ]l, σ, k > – l-арная полугруппа. 
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Теорема 4.2 и лемма 7.1 позволяют сформу-
лировать следующую теорему. 

Теорема 7.3 [1], [2]. Если A – группа, под-
становка σ ∈ Sk удовлетворяет условию σl = σ, 
то < Ak, [ ]l, σ, k > – l-арная группа. 

Теорема 6.3 и лемма 7.1 позволяют сформу-
лировать  

Следствие 7.1. Если нетождественная под-
становка σ ∈ Sk удовлетворяет условию σl = σ, 
полугруппа A содержит единицу и элемент, от-
личный от единицы, то l-арная полугруппа 
< Ak, [ ]l, σ, k > не является абелевой. 

Замечание 7.1. Если в следствии 7.1 убрать 
условие σl = σ, то l-арный группоид < Ak, [ ]l,σ, k > 
останется неабелевым [2]. 

Теорема 6.4 и лемма 7.1 позволяют сфор-
мулировать  

Следствие 7.2. Если нетождественная под-
становка σ ∈ Sk удовлетворяет условию σl = σ, 
группа A содержит более одного элемента, то l-ар-
ная группа < Ak, [ ]l, σ, k > не является абелевой. 

Теорема 6.5 и лемма 7.1 позволяют сформу-
лировать  

Следствие 7.3. Если нетождественная под-
становка σ ∈ Sk удовлетворяет условию σl = σ, 
полугруппа (группа) A содержит более одного 
элемента, то в l-арной полугруппе (l-арной груп-
пе) < Ak, [ ]l, σ, k > нет единиц. 
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THE LUZIN APPROXIMATION OF FUNCTIONS FROM SOBOLEV CLASSES 
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В работе доказывается аналог теоремы Лузина об исправлении для пространств соболевского типа на p-адических век-
торах. Результаты были анонсированы в журнале «Доклады национальной академии наук Беларуси». 
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In this paper we will prove an analog of the Luzin theorem on correction for spaces of Sobolev type over p-adic vectors. The 
results were announced in «Doklady of the National Academy of Sciences of Belarus». 
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Введение 
Классическая теорема Н.Н. Лузина утвер-

ждает, что любая измеримая на nR  функция f  
обладает C -свойством: она является непрерыв-
ной, если пренебречь множеством сколь угодно 
малой меры. Точнее, для любой измеримой на 

nR  функции и любого 0ε >  существуют такие 
функции ( )nCϕ ∈ R  и открытое множество 

nEε ⊂ ,R  для которых  
( ) ( )f x xϕ=  при \ ,nx R Eε∈  

( )Eεμ ε<  ( μ  – мера Лебега на nR ). 
Какие дополнительные свойства гладкости 

может иметь аппроксимирующая функция ϕ,  
если функция f  является более регулярной в 
том или ином смысле, например, принадлежит 
некоторому функциональному пространству? 
Можно ли утверждать, что ϕ  является глобаль-
но близкой к ?f   

Эти вопросы исследовались во многих ра-
ботах, которые в основном были посвящены изу-
чению точечных свойств функций из про-
странств Соболева ( )qW Gα ,  где nG ⊂ R  – более 
или менее регулярная область. История этих ре-
зультатов подробно изложена во введении к ста-
тье [1], где рассматривались функции из собо-
левских классов на произвольных метрических 
пространствах.  

В работе [2] было аннонсировано усиление 
результата из [1] в случае пространств p-адических 

векторов n
p .Q  Приведение полного доказатель-

ства и является основной целью нашей работы.  
Отметим, что в работе [2] авторы оставили 

без изменений основную схему рассуждений, 
приведенную для общих метрических про-
странств в [1]. В данной работе приведено дока-
зательство, использующее специфику про-
странств n

p ,Q  что в ряде случаев позволило уп-
ростить приведенное в [1] доказательство для 
общего случая.  

Перейдем к точным формулировкам.  
 

1 Метрические пространства с мерой 
1.1 Пространства однородного типа 
Пусть X  – метрическое пространство с 

метрикой d  и регулярной борелевской мерой μ.  
Всюду ниже предполагаем, что мера μ  и метри-
ка d  связаны условием удвоения: существует 
постоянная cμ  такая, что  

( )( ) ( )( )2 0B x r c B x r x X rμμ μ, ≤ , , ∈ , > ,  (1.1) 

где ( ) { ( ) }B x r y X d x y r, = ∈ : , <  – шар с центром 
в точке x  радиуса r.  В таком случае тройку 
( )X d μ, ,  обычно называют пространством одно-
родного типа [3].  

Условие удвоения (1.1) допускает количест-
венную переформулировку: существуют числа 

0c >  и 0δ > ,  для которых  

 ( )( ) ( )( )RB x R c B x r
r

δ

μ μ⎡ ⎤, ≤ , ,⎢ ⎥⎣ ⎦
  (1.2) 

МАТЕМАТИКА
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где 0x X r R∈ , < ≤ .  Здесь и всюду дальше через 
c  обозначаем различные положительные посто-
янные, значения которых не играют роли. 

Параметр δ  из неравенства (1.2) обычно 
называют показателем удвоения меры или 
doubling-размерностью – он является адекватной 
заменой размерности пространства X .   

 
1.2 Максимальные функции Кальдерона–

Скотта 
Через ( )q qL L X= ,  1 q≤ < ∞,  обозначаем 

обычные лебеговы пространства, порожденные 
мерой μ.  Рассмотрим максимальные функции (на 
пространстве nR  они появились в работах 
А. Кальдерона [4] и А. Кальдерона–Р. Скотта [5]):  

 ( ) sup[ ( )] ,B
B x B

u x r B u u dα
α μ−

∋
= − −∫S     (1.3) 

где точная верхняя грань берется по всем шарам 
B  радиуса ( ) (0 1)r B ∈ , ,  содержащим точку 
x X∈ .  Здесь и ниже мы используем следующее 
стандартное обозначение для среднего значения 
u  по шару B X⊂ :   

1
( )B

B B

u ud ud
B

μ μ
μ

= − = .∫ ∫  

 
1.3 Классы Кальдерона–Соболева ( )qC Xα  и 

,Cap qα -емкости  
Для 0α >  и 1 q< < ∞  c помощью макси-

мальных функций (1.3) определим классы  
( ) { }q q q

q q
C L L

C X u L u u u
α

α α= ∈ : = + < ∞ .S  (1.4) 

Для nR  эти классы были введены в [4], а в 
общем случае в [6], [7]. Класс 1 ( )pC X  совпадает 
с классом Хайлаша–Соболева (см. определение 
(1.7) ниже), а при nX = R  – с классическим про-
странством Соболева 1 ( )p nW R  [4].  

Рассмотрим емкости, соответствующие 
классам ( ) :qC Xα   

 {
}

( )
( ) inf ( )Cap

1 в окрестности .

q

q q
q C X

E u u C X

u E
α

αα , = : ∈ ,

≥
    (1.5) 

При 1α =  они были введены и изучены в 
[8], а в случае 0 1α< ≤  – в [9] (см. также [10]).  
 

1.4 Классы Хайлаша–Соболева ( )qW Xα  
В дальнейшем нам также потребуется экви-

валентное определение классов ( )qC Xα .   
Приведенные ниже классы 1 ( )pW X  были вве-

дены П. Хайлашем в работе [11]. Как уже отмеча-
лось, в случае nX = R  они совпадают с классиче-
ским пространством Соболева первого порядка 
[11]. Позже классы ( )pW Xα  рассматривались при 
всех 0α >  [6], [7]. В настоящее время есть целый 

ряд эквивалентных описаний этих пространств 
[7], [12].  

Пусть 0α >  и 1 q< < ∞.  Для функции 
qu L∈  рассмотрим класс ( )D uα ,  состоящий из 

всех неотрицательных μ -измеримых функций 
g  на X ,  для каждой из которых существует 
такое множество E X⊂ ,  ( ) 0Eμ = ,  что при 

\x y X E, ∈  выполнено неравенство  
 ( ) ( ) [ ( )] [ ( ) ( )]u x u y d x y g x g yα| − |≤ , + .    (1.6) 

Введем шкалу пространств Соболева сле-
дующим образом:  

1

( )

( ) { ( ) }

infq q q

q q q

q
q q

W X L Lg

W X u L D u L

u u g
α

α α

/⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= ∈ : ∩ ≠ ∅ ,

= + ,
   (1.7) 

где точная нижняя граница берется по всем 
функциям ( ) qg D u Lα∈ ∩ .   

Классы ( )qC Xα  и ( )qW Xα  совпадают [7], 
[12]. Мы будем пользоваться обоими определе-
ниями (1.4) и (1.7) (в зависимости от того, какое 
из них удобнее в том или ином рассуждении).  

 
1.5 s-Вместимость Хаусдорфа и классы 

Гельдера 
Напомним определение s -вместимости Ха-

усдорфа множества E X⊂   

 
1 1

( ) inf ( )s s
i i i

i i

H E r E B x r
∞∞

∞
= =

⎧ ⎫
= : ⊂ , .⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∪  

Классы Гельдера вводятся обычным спосо-
бом: если E X⊂ ,  то  

( )
( )

sup [ ( )] ( ) ( ) .

H E

x y x y E

H E

d x y x y

β
β

β

ϕ ϕ

ϕ ϕ−

≠ , , ∈

⎧⎪= : =⎨
⎪⎩

⎫= , | − |< +∞⎬
⎭

 

 
1.6 Аппроксимация Лузина на простран-

ствах однородного типа 
Следуя [1], [13], будем считать, что все ло-

кально суммируемые функции на X  определя-
ются всюду равенством  

0 ( )

( ) limsup
r B x r

u x u dμ
→+ ,

= − .∫  

В работах [1], [11], [13] изучался вопрос об 
аппроксимации Лузина функций из классов qCα  
на пространствах однородного типа. Итоговый 
результат выглядит следующим образом:  

Теорема 1.1.  Пусть 0 1β α< ≤ ≤ ,  
1 q δ α< < /  и задана функция ( )qu C Xα∈ .  Тогда 
для любого 0ε >  существуют функция w  и от-
крытое множество O X⊂ ,  такие, что  

1) ( )Cap q Oα β ε− , < ,  ( ) ( ) ,qH Oδ α β ε− −
∞ <   

2) u w=  на \X O,   
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3) ( )qw C Xα∈  и ( )w H Bβ∈  для любого ша-
ра B X⊂ ,   

4) 
( )qC X

u w
α

ε− < .   

При 1β α= =  подобный результат был по-
лучен в [11], где вместо 1) утверждалось, что 

( )Oμ ε< ,  а в 3) было 1( )w H X∈ .  Случай 
1β α≤ =  существенно сложнее, он был изучен в 

[13]. Общий случай рассмотрен в [1].  
Однако существуют ситуации, когда классы 

Гельдера ( )H Xα  нетривиальны при некоторых 
значениях 1α >  (см., напр. [14]), поэтому усло-
вие 1α ≤  существенно снижает множество рас-
сматриваемых ситуаций.  

В работе [2] показано, как избавиться от ог-
раничения 1α ≤  в случае пространств p -ади-
ческих векторов. Перейдем к рассмотрению со-
ответствующих пространств.  
 

2 Пространства p-адических векторов n
pQ  

2.1 Определение пространства n
pQ  

Далее мы будем иметь дело с пространст-
вом p -адических векторов. Прежде всего на-
помним определение (см., например, [15]).  

Пусть p  – простое число. В поле Q  можно 
ввести нормирование px| |  по правилу 0 0p| | = ,  

px| | = ( )xp σ− ,  где число ( )x Zσ ∈  определяется 

из представления x p k lσ= / ,  в котором k ∈Z  и 
l∈Z  взаимно просты с p.   

Пополнение поля Q  по p -адическому нор-
мированию называется полем p -адических чи-
сел и обозначается p .Q  Пространство n

pQ  со-
стоит из наборов 1 2( )nx x x x= , ,..., ,  i px ∈ ,Q  

1 2i n= , ,..., ,  снабжено неархимедовой нормой 

1
maxn

p
i pi n

x x
≤ ≤

= | |Q  и расстоянием 

( ) n
p

d x y x y, =|| − || .Q  

Отметим, что пространство p -адических 
векторов n

pQ  является пространством однород-
ного типа с doubling-размерностью n  относи-
тельно стандартной меры Хаара μ.  Далее на n

pQ  

будем расcматривать лишь эту меру. Классы qCα ,  
qWα  и емкости на n

pQ  определим так же, как и в 
общем случае (см. (1.4), (1.7) и (1.5)). 
 

2.2 Аппроксимация Лузина на простран-
стве n

pQ  
Доказательство приведенной ниже теоремы 

2.1 является основным результатом нашей рабо-
ты. Ее формулировка имеется в [2] без полного 

доказательства, а лишь с указанием, как изба-
виться от ограничения 1α ≤ .   

Теорема 2.1. Пусть 0 β α< ≤ ,  1 q n α< < / ,  
и задана функция ( )q n

pu Cα∈ .Q  Тогда для любого 
0ε >  существует функция w  и открытое мно-

жество n
pO ⊂ Q  такие, что  

1) ( )Cap q Oα β ε− , < ,  ( ) ( )n qH Oα β ε− −
∞ < ,   

2) u w=  на \n
p O,Q   

3) ( )q n
pw Cα∈ Q  и ( )w H Bβ∈  для любого ша-

ра B X⊂ ,   
4) 

( )q n
pC

u w
α

ε− < .Q   

Еще раз подчеркнем, что при доказательст-
ве теоремы 2.1 мы существенно используем спе-
цифику пространства n

p ,Q  что позволяет в ряде 
случаев заметно упростить рассуждения из [1].  

Перейдем к строгим рассуждениям. Прежде 
всего нам понадобится ряд утверждений, кото-
рые являются специфическими для пространства 

:n
pQ  в случае общих метрических пространств с 

мерой некоторые из них верны лишь при 
0 1α< ≤ .   
 

3 Вспомогательные утверждения 
Шар радиуса pγ  с центром в точке n

px∈Q  
будем далее обозначать  

( ) { }n
p

n
pB x y x y pγ

γ = ∈ : − ≤ .QQ  

В случае, когда центр шара не важен для наших 
рассуждений, мы будем его опускать и писать 
просто Bγ .   

 
3.1 Массивность множества точек Лебе-

га для функций из классов ( )q n
pu Cα∈ Q  

Напомним, что n
px∈Q  называется точкой 

Лебега для функции 1
loc ( )n

pu L∈ ,Q  если  

 
( )

( ) lim
B x

u x ud
γ

γ
μ

→−∞
= − .∫             (3.1) 

Классическая теорема Лебега утверждает, 
что для любой локально интегрируемой на nR  
функции почти все точки являются точками Ле-
бега относительно обычной меры Лебега. Для 
функций из классов ( )q n

pCα Q  можно утверждать 
большее.  

Лемма 3.1. Пусть 0α > ,  1 q n α< < / ,  и 
функция ( )q n

pu Cα∈ .Q  Тогда существует такое 

множество n
pE ⊂ ,Q  что для любого \n

px E∈Q  
существует предел (3.1) и справедливы следую-
щие оценки массивности множества E :   

1) ( ) 0Cap q Eα , = ,   

2) ( ) 0sH E∞ =  для всех s n qα> − .   
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В общем случае пространств однородного 
типа при 1α =  утверждение 1) доказано в [16], а 
утверждение 2) – в [13]. Случай 0 1α< ≤  рас-
смотрен в [9] и [17] соответственно.  

Утверждение 1) верно в общем случае толь-
ко для 0 1α< ≤ ,  однако в случае пространства 

n
pQ  оно остается в силе при любом 0α >  [18]. 

Утверждение 2) остается в силе для любых 
0α >  и для общего случая [19].  

 
3.2 Неравенства для средних Стеклова 
При доказательстве основного результата 

нам понадобятся следующие вспомогательные 
неравенства, в которых фигурируют средние 
Стеклова. В общем случае доказательство нера-
венств приведено в [1, лемма 4].  

Лемма 3.2. Пусть 0β >  и функция 1( )n
pu L∈ .Q  

Тогда  
1) Если 1( ) ( )B x B yγ γ +⊂ ,  то 

1

( 1)
( ) ( ) ( )B y B xu u cp u y

γ γ

β γ
β+

+| − |≤ .S  
2) Если x  – точка Лебега функции u,  то 

( ) ( ) ( )B xu u x cp u x
γ

βγ
β| − |≤ .S  

 
3.3 Весовое qL -неравенство 
Нам также понадобится весовое qL -нера-

венство для uβS  [1, лемма 5].  
Лемма 3.3. Пусть 0p > ,  0 β α< < ,  а мера 

μ  и внешняя мера ν  связаны условием  

 
( )( ( )) ( ) ( ( ))

0

q

n
p

B x c p B x

x

γ α β
γ γν μ

γ

− −≤ ,

∈ , < .Q
  (3.2) 

Тогда для 1
loc ( )n

pu L∈ Q  справедливо неравенство  

( )( ) q nq n
pp LL

u c u
μν

β α≤ .QQ
S S  

Здесь для борелевской функции u  и внешней 
меры ν  на n

pQ  использовано обозначение 

{ }1
( )

0

1q n
p

q q
L

u q u d q
ν

λ ν λ λ
∞

−= > , ≤ < ∞.∫Q  

Конечно, если ν  является мерой, то 
( )q n

pL
u

ν Q  

совпадает с обычной нормой 
1

( )q n
p

n
p

q

q

L
u u d

ν
ν

/
⎡ ⎤
⎢ ⎥= .
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫Q
Q

 

 
3.4 Свойства Cap qα , -емкостей  

Необходимые нам свойства Cap qα , -емко-
стей собраны в следующей лемме.  

Лемма 3.4. Пусть n
pE ⊂ ,Q  0α >  и n qα> ,  

тогда:  
1) Емкость Cap qα ,  является внешней мерой и  

{ }( ) inf ( ) открытоCap Capq qE O E O Oα α, ,= : ⊂ , − .  

2) ( ( )) ( ( ))Cap q
q B x cp B xα γ

γ γα μ−
, ≤ ,   

                    n
px∈ ,Q  0γ < .   

3) При 0 β α< ≤  из ( ) 0Cap q Eα , =  следует  

( ) 0Cap q Eβ , = .  
Доказательство свойства 1 для метрических 

пространств приведено в [8, теорема 3.2 и заме-
чание 3.3] для 1α = .  Оно остается в силе для 
любых 0α > ,  что отмечалось в [10].  

Утверждение 2 на пространствах однород-
ного типа верно, по-видимому, лишь для 
0 1α< ≤  [10, теорема 1]. Однако, в случае про-
странств n

pQ  оно сохраняется для любых 0α >  
(см. [20, лемма 5.4]).  

Свойство 3 следует из очевидного неравен-
ства ( ) ( )Cap Capp pE c Eβ α, ,≤ ,  которое легко по-
лучить из определений (1.3), (1.4) и (1.5).  
 

3.5 Лемма о покрытиях 
В общем случае произвольных пространств 

однородного типа обычно используются более 
сложные покрытия, в отличие от приведенного в 
лемме 3.5 (см., например, [1, лемма 7]).  

Лемма 3.5. Пусть n
pO ⊂ Q  – открытое 

множество, n
pO ≠ Q  и ( )Oμ < ∞.  Тогда сущест-

вует набор шаров 1{ ( )}
i i iB xγ

∞
== ,B  такой, что:  

1) шары ( )
i iB xγ  попарно не пересекаются,  

2) 
1

( )
i i

i

B x Oγ

∞

=

= ,∪   

3) ( )
i iB x Oγ ⊂  для любого 1 2i …= , , ,   

4) 1( ) ( \ )
i

n
i pB x Oγ + ∩ ≠ ∅Q  для любого i.   

Доказательство. Множество B  будем 
строить по индукции. Прежде всего отметим, что 
так как ( )Oμ < ∞,  то существует число 0γ ,  та-
кое, что 

0 0 1( ) ( ) ( )B O Bγ γμ μ μ +≤ < .   
На первом шаге индукции построим раз-

биение 
0 1{ ( )}i iB xγ

∞
=  пространства n

pQ  непересе-

кающимися шарами радиуса 0pγ  и выберем из 
него шары, целиком лежащие в O.  Из них соста-
вим множество  

{ }0 00 ( ) ( )i iB x B x Oγ γ= : ⊂ .B  

На втором шаге построим новое разбиение 

0 1 1{ ( )}i iB xγ
∞

− =  пространства n
pQ  непересекающи-

мися шарами радиуса 0 1pγ − .  (Отметим, что набор 
{ }ix  центров шаров свой для каждого шага.) Из 
разбиения 

0 1 1{ ( )}i iB xγ
∞

− =  выберем шары, целиком 

лежащие в 0\O B  (здесь под разностью 0\O B  
понимаем разность множества O  и объединения 
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всех шаров, входящих в 0B ), и составим из них 
множество  

0 01 1 1 0( ) ( ) \i iB x B x Oγ γ
⎧ ⎫
⎨ ⎬− −⎩ ⎭

= : ⊂ .B B  

На ( 1)k + -м шаге пространство n
pQ  разбива-

ется шарами радиуса 0 kpγ −  и строится множество  

 
0 0

1

0

( ) ( ) \
k

k k i k i j
j

B x B x Oγ γ

−

− −
=

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= : ⊂ ,⎜ ⎟⎨ ⎬
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∪B B  

где разность множества O  и семейства шаров 
понимается, как и на втором шаге.  

Непосредственной проверкой нетрудно 

убедиться, что шары из множества 
1

i
i

∞

=

=∪B B  

удовлетворяют всем условиям леммы 3.5.  
Теперь мы готовы перейти к доказательству 

теоремы 2.1. 
 
4 Доказательство теоремы 2.1 
Сначала докажем теорему в предположе-

нии, что для некоторого 0
n
px ∈Q   

 0 0 0supp ( )u B x B⊂ = .           (4.1) 
 

4.1 Оценка исключительного множества 
Пусть Λ  – множество точек, в которых не 

выполнено условие (3.1).  
Зафиксируем 0ε > .  Тогда, в силу леммы 

3.1 ( ) ( ) 0n qH α β− −
∞ Λ = ,  а в силу лемм 3.1 и 3.4 

( ) 0Cap qα β− , Λ = .  Следовательно, существует та-
кое открытое множество L ⊃ Λ,  что  

 
( )

( ) 2Cap

( ) 2
q

n q

L

H L
α β

α β

ε

ε
− ,

− −
∞

< / ,

< / .
   (4.2) 

Заметим далее, что ( ) 0u xβ =S  для любой 

точки 0\n
px B∈Q  (так как 0dist( ) 1x B, > ), следо-

вательно, 
{ } 0( )n

pE x u x Bλ β λ= ∈ : > ⊂ .Q S  

Легко видеть, что множество O E Lλ= ∪  
открыто и 0O B⊂ .  Покажем, что для достаточно 
больших λ  множество O  удовлетворяет требо-
ваниям нашей теоремы.  

В силу части 2) леммы 3.4 выполнено усло-
вие (3.2) леммы 3.3. Поэтому, применяя лемму 
3.3 к Cap qα βν − ,= ,  получаем  

 ( ) 0 приCap q Eλα β λ− , → →∞.  (4.3) 

Вместимость ( ) ( )n qH Oα β− −
∞  также оцениваем с 

помощью леммы 3.3, но применяем мы ее уже к 
( )n qH α βν − −

∞= .  Условие (3.2) сейчас выполнено, 
так как  

( ) ( )

( )

( ( )) ( )

( ) ( ( ))

n q n q

q

H B x p

c p B x

α β γ α β
γ

γ α β
γμ

− − − −
∞

− −

≤ ≤

≤ .
 

Итак, в силу леммы 3.3  

 ( ) ( ) 0 приn qH Eα β
λ λ− −

∞ → →∞.     (4.4) 
Из (4.2) и (4.3), (4.4) следует, что при доста-

точно большом 0λ >  для множества O  утвер-
ждение 1) теоремы 2.1 выполнено.  

Для дальнейшего нам понадобится также 
выбрать 0λ >  настолько большим, чтобы  

2
q

O

u d εμ| | < .∫        (4.5) 

Это возможно в силу уже доказанного ут-
верждения 1) теоремы 2.1, очевидного неравен-
ства ( ) ( )Cap qE Eα βμ − ,≤  и абсолютной непре-
рывности интеграла.  
 

4.2 Построение аппроксимирующей функ-
ции w 

Пусть 1{ ( )}
i i iB xγ

∞
==B  – покрытие множест-

ва O  из леммы 3.5. Определим функцию w  сле-
дующим образом:  

 
( )

( ) \
( )

( )
i ii

n
p

B x i

u x x O
w x

u x B x
γ γ

⎧ , ∈ ,⎪= ⎨ , ∈ .⎪⎩

Q
       (4.6) 

Утверждение 2) теоремы 2.1 следует непо-
средственно из определения w.   
 

4.3 Оценка гладкости функции w 
4.3.1 Вспомогательное рассуждение 
Пусть x O∈ ,  тогда найдется k,  такое, что 

( )
k kx B xγ∈ ∈ .B  В силу утверждения 4) леммы 

3.5 существует такая точка \n
px O∗ ∈ ,Q  что 

1( ) kd x x pγ +∗, = .   
Заметим, что \n

px O∗ ∈Q  – точка Лебега, 

1( ) ( )
k kkB x B xγ γ

∗
+⊂  и ( )u xβ λ∗ ≤ .S  Далее вос-

пользуемся определением функции w  (4.6) и 
леммой 3.2  

1 1

( )

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
kk

kkk k

B x

B xB x B x

w x w x u x u

u x u u u
γ

γγ γ
∗ ∗

+ +

∗ ∗

∗

| − |=| − |≤

≤| − | + | − |≤
 

( 1) ( )

[ ( )] ( ) [ ( )]

kcp u x

c d x x u x c d x x

β γ
β

β β
β λ

+ ∗

∗ ∗ ∗

≤ =

= , ≤ , .

S

S
    (4.7) 

 
4.3.2 Принадлежность функции w классу 

Гельдера 
Покажем, что ( )n

pw H β∈ .Q  Для этого рас-
смотрим все возможные случаи расположения 
точек n

px y, ∈ .Q   

i) Пусть \n
px y O, ∈Q  и ( )d x y pγ ∗, = ,  тогда 

( ) ( )B x B y
γ γ∗ ∗= .  Так как x y,  – точки Лебега и 

для любой точки \n
pz O∈Q  выполнено 

( )u zβ λ≤ ,S  то по лемме 3.2  
( ) ( )w y w x| − |≤  
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( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) [ ( )]

B y B xu y u u x u

cp u y cp u x c d x y
γ γ

βγ βγ β
β β λ

∗ ∗

∗ ∗

≤| − | + | − |≤

≤ + ≤ , .S S
(4.8) 

ii) Пусть x y O, ∈ .  Обозначим  

0 max{dist( \ ) dist( \ )}n n
p pd x O y O= , , , .Q Q  (4.9) 

Если 0( )d x y d, ≥ ,  то подберем \n
px y O∗ ∗, ∈Q  

так, чтобы  
( ) dist( \ )n

pd x x x O∗, = ,Q  
и  

( ) dist( \ )n
pd y y y O∗, = , .Q  

Тогда из (4.7) и (4.8)  
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) [ ( )]

w y w x
w x w x w x w y

w y w y c d x y βλ

∗ ∗ ∗

∗

| − |≤

≤| − | + | − | +

+ | − |≤ , .

 

Если 0( )d x y d, < ,  то в силу утверждения 4) 
леммы 3.5 нетрудно показать, что существует k,  
такое, что ( )

k kx y B xγ, ∈ ∈ .B  Следовательно, 

( ) ( )w y w x=  и необходимое неравенство 
выполнено автоматически. 

iii) Пусть ,x O∈  а \n
py O∈ .Q  Выберем 

\n
px O∗ ∈Q  так, чтобы ( ) dist( \ )n

pd x x x O∗, = , .Q  
Тогда в силу (4.7) и (4.8)  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

[ ( )]

w y w x
w y w x w x w x

c d x y βλ

∗ ∗

| − |≤

≤| − | + | − |≤

≤ , .

 

Таким образом, ( )n
pw H β∈ Q  в силу i)–iii).  

 
4.3.3 Принадлежность функции w классу 

Соболева 
Учитывая определение классов ( )q n

pCα Q  
(1.4), нам достаточно показать, что ( )q n

pw L∈ Q  и 
( )q n

pw Lα ∈ .QS   
Принадлежность функции w  классу 

( )q n
pL .Q  Учитывая определение функции w  

(4.6), условия 1)–2) леммы 3.5 и применяя нера-
венство Гельдера, имеем  

 
( )

1 ( )

1 ( )

ii

ii

ii

q q
B x

iO B x

q q

i B x O

w d u d

u d u d

γ

γ

γ

μ μ

μ μ

∞

=

∞

=

| | = | | ≤

≤ | | = | | .

∑∫ ∫

∑ ∫ ∫
   (4.10) 

Так как w u=  на \n
p O,Q  то ( )q n

pw L∈ .Q   
Принадлежность функции wαS  классу 

( )q n
pL .Q  Покажем, что w uα α≤ .S S  Из определе-

ния (1.3) следует, что достаточно показать лишь  
 B B

B B

w w d u u dμ μ| − | ≤ | − |∫ ∫      (4.11) 

для любого шара n
pB ⊂ .Q  Рассмотрим три случая: 

i) Если \n
pB O⊂ ,Q  то в силу (4.6) u w=  на 

шаре B  и (4.11) выполнено.  
ii) Пусть B O⊂ .  Тогда из леммы 3.5 следу-

ет, что найдется k,  такое что ( )
k kB B xγ⊂ ∈ .B  

Тогда в силу (4.6) ( )( )
iiB x Bw x u w

γ
= =  и на шаре 

B  выполнено 0Bw w| − |= ,  что влечет (4.11).  
iii) Если B O∩ ≠ ∅  и ( \ ) ,B O ≠ ∅  то из 

леммы 3.5 следует, что найдется множество ин-
дексов BI  таких, что ( )

i

B

i
i I

B O B xγ
∈

∩ = ,∪  где 

( )
i iB xγ ∈ .B   
Сначала воспользуемся (4.6) и оценим инте-

грал от функции w  по шару B   

( )
\ ( )

\ ( )

ii
B ii

B ii

B x
i IB B O B x

i IB O B x B

wd u d u d

u d u d u d

γ

γ

γ

μ μ μ

μ μ μ

∈

∈

= + =

= + = .

∑∫ ∫ ∫

∑∫ ∫ ∫
 

Следовательно, B Bw u= .   
Переходим к оценке левой части неравенст-

ва (4.11):  

 

( ) \B ii

B B
B B

B B
i I B x B O

w w d w u d

w u d w u d
γ

μ μ

μ μ
∈

| − | = | − | =

= | − | + | − | .

∫ ∫

∑ ∫ ∫
(4.12) 

Заметим, что в силу (4.6)  
 

\ \
B B

B O B O

w u d u u dμ μ| − | = | − | .∫ ∫  (4.13) 

Заметим также, что  

 
( )

( ) ( )

ii

i

i ii i

B
B x

B B B
B x B x

w u d

u u d u u d
γ

γ

γ γ

μ

μ μ

| − | =

= | − | ≤ | − | .

∫

∫ ∫
 (4.14) 

Продолжим (4.12) с учетом (4.13) и (4.14):  

( ) \B ii

B
B

B B
i I B x B O

B
B

w w d

u u d u u d

u u d
γ

μ

μ μ

μ

∈

| − | ≤

≤ | − | + | − | =

= | − | ,

∫

∑ ∫ ∫

∫

 

cледовательно, ( ) ( )w x u xα α≤S S  и, так как 
( )q n

pu Cα∈ ,Q  то ( )q n
pw Cα∈ .Q   

 
4.4 Оценка нормы отклонения 

( )q n
pC

u w
α

− Q  

В этом разделе нам потребуется эквива-
лентное определение классов (1.7) и максималь-
ная функция (4.15).  
 

4.4.1 Максимальная функция Харди–
Литтлвуда 

Максимальная функция Харди–Литтлвуда 
вводится обычным способом  
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 ( ) sup
B B

Mu x u dμ= −| | ,∫            (4.15) 

где супремум берется по всем шарам B,  содер-
жащим точку n

px∈ .Q  Она удовлетворяет стан-
дартному неравенству  

q qL L
Mu c u≤ ,  qu L∈ ,  1q >  

(см., например, [3]). 
 

4.4.2 Основная оценка 
Для начала выберем функцию ( ) qg D u Lα∈ ∩  

и покажем, что для некоторой постоянной c  
верно ( ) qcMg D w Lα∈ ∩ .   

Снова рассмотрим возможные случаи рас-
положения точек n

px y, ∈ .Q   

i) Если \n
px y O, ∈ ,Q  то w u=  и, в силу того, 

что ( ) ( )g x Mg x≤  для μ -почти всех x,  μ -почти 
всюду на \n

p OQ  выполнено  
( ) ( ) ( ) ( )
[ ( )] [ ( ) ( )]

[ ( )] [ ( ) ( )]

w x w y u x u y
d x y g x g y

d x y Mg x Mg y

α

α

| − |=| − |≤

≤ , + ≤

≤ , + .

 

ii) Если x y O, ∈ ,  то сначала предположим, 
что 0( )d x y d, ≤  (см. (4.9)). Это значит, что обе 
точки лежат в одном шаре 

i
Bγ  из покрытия 

1{ ( )}
i i iB xγ

∞
== .B  А тогда ( ) ( )w x w y=  и необхо-

димое неравенство выполнено автоматически.  
Пусть 0( )d x y d, > .  Отметим, что для любо-

го шара n
pB ⊂ ,Q  любой функции ( )q n

pu Wα∈ Q  и 

( ) qg D u Lα∈ ∩  справедливо (для доказательства 
достаточно дважды проинтегрировать (1.6) по 
шару B ) 

( )B
B B

u u d c p g d
γ

γ γ

γ αμ μ−| − | ≤ − ,∫ ∫  

откуда легко следует, что  
 ( )( ) ( )i

iiB xu x u cp Mg x
γ

γ α| − |≤ .     (4.16) 

Существует такие k  и l,  что ( )
k kx B xγ∈ ,  

( )
l ly B xγ∈ .  Тогда из (4.16)  

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
kk

ll

B x

B x

w y w x u u x

u u y u x u y
γ

γ

| − |≤| − | +

+ | − | + | − |≤

( ) ( )
[ ( )] [ ( ) ( )]

k lcp Mg x cp Mg y
d x y g x g y

γ α γ α

α

≤ + +

+ , + .
 

Так как 0( )d x y d, ≥  и ( ) ( )g x Mg x≤  для μ -почти 
всех x,  то  

( ) ( )
[ ( )] [ ( ) ( )]

w y w x
c d x y Mg x Mg yα

| − |≤

≤ , + .
      (4.17) 

iii) Пусть x O∈  и \n
py O∈ .Q  Тогда в силу (4.6)  

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
ii

ii

B x

B x

w y w x u y u

u x u y d y
γ

γ

μ

| − |=| − |≤

≤ − | − | ≤∫  

[ ( )] [ ( ) ( )]c d x y Mg x Mg yα≤ , + .  
Пусть ( ) qg D u Lα∈ ∩ .  Заметим, что 

( ) ( ) ,q
Oc Mg D u w Lαχ ∈ − ∩  

где Oχ  – характеристическая функция множест-
ва O.  Отсюда ( ) 2qO L

c Mg χ ε≤ /  и  

 
( )

( )q n q q
p

OW L L
u w u w c Mg c

α
χ ε− ≤ − + ≤Q  

(неравенство pL
u w cε− <  справедливо в силу 

(4.6), (4.5) и (4.10)).  
Основная оценка справедлива в силу экви-

валентности норм классов qWα  и qCα .   
 

4.5 Переход к глобальной форме теоремы 
Теперь нужно избавиться от ограничения 

(4.1). Построим разбиение множества n
pQ  единич-

ными шарами. Обозначим через iψ  характеристи-
ческие функции этих шаров, через ix  – их центры.  

Так как iψ  – гельдеровские функции, то 
( )q n

i pu Cαψ ∈ Q  для любой ( ).q n
pu Cα∈ Q  (Это 

утверждение доказано в [13] для 1α = ,  для 
других α  доказательство такое же.) Тогда по 
доказанному выше для любого 1 2 3i …= , , ,  суще-
ствует функция iw  такая, что  

{ }( )( )

0

( ) ( ) 2

supp ( )

n q n i
p i i

i i

H x w x u x

w B x

α β ψ ε− − −
∞ ∈ : ≠ ≤ ,

⊂ ,

Q

{ }( )

( )

( ) ( ) 2Cap

( ) ( ),

2 .q n
p

n i
p i iq

q n n
i p p

i
i i C

x w x u x

w C H

w u
α

α β

β
α

ψ ε

ψ ε

−
− ,

−

∈ : ≠ ≤ ,

∈ ∩

− ≤Q

Q

Q Q  

Функция 
1

i
i

w w
∞

=

= ∑  удовлетворяет необхо-

димым условиям. Свойства 1), 2) и 4) очевидны, 
ясно также, что ( )p n

pw Cα∈ .Q  
Покажем, что w  принадлежит классу Гель-

дера ( )H Bβ  для любого шара n
pB ⊂ .Q  Пусть 

0{ ( ) }B iI i B x B= : ∩ ≠ ∅ .  
Число элементов множества BI  конечно, следо-
вательно, при всех x y B, ∈   

( )

( ) ( ) [ ( ) ( )]

( ) .
B

nH pB

i i
i I

i
i I

w x w y w x w y

d x y w
β

β

∈

∈

| − |= − ≤

≤ ,

∑

∑
Q

 

Теорема доказана.  
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КРИТИЧЕСКИЕ ГРУППЫ НАСЛЕДСТВЕННОЙ ЛОКАЛЬНОЙ 
СВЕРХРАДИКАЛЬНОЙ ФОРМАЦИИ 

С.Ф. Каморников, В.Н. Тютянов 

Международный университет «МИТСО», Гомельский филиал, Гомель 
 

CRITICAL GROUPS OF HEREDITARY LOCAL 
SUPERRADICAL FORMATION 

S.F. Kamornikov, V.N. Tyutyanov 
Gomel Branch of International University «MITSO», Gomel 

 
В работе для наследственной локальной сверхрадикальной формации описаны все критические группы с единичной 
подгруппой Фраттини. Построены новые примеры наследственных локальных сверхрадикальных формаций. 
 
Ключевые слова: формация, сверхрадикальная формация, критическая группа, простая неабелева группа. 
 
In this paper all critical groups with an identity Frattini subgroup for hereditary local superradical formation are described. New 
examples of hereditary local superradical formations are obtained. 
 
Keywords: formation, superradical formation, critical group, simple non-abelian group. 

 
 

Введение 
В Коуровской тетради [1] под номером 

14.99 сформулирована задача описания локаль-
ных сверхрадикальных формаций. Частные ас-
пекты ее решения приведены в работах [2]–[4].  

Как показывает практика рассмотрения ча-
стных случаев отмеченной задачи, при ее реше-
нии центральную роль играют критические 
группы формаций. В работах [2]–[4] в качестве 
нетривиальных критических групп авторами вы-
бирались группы Шмидта. Такое ограничение 
позволяет достаточно оперативно установить 
структуру значений локальных экранов рассмат-
риваемых формаций и описать их. 

Однако нетривиальные критические группы 
локальной сверхрадикальной формации далеко не 
исчерпываются только группами Шмидта. Полное 
описание минимальных не F-групп в случае, когда 
локальная сверхрадикальная формация F является 
наследственной, приводится в настоящей работе. 
Реальность таких минимальных не F-групп под-
тверждается в примерах и предложениях раздела 3 
построением локальных сверхрадикальных форма-
ций, отличных от тех, которые описаны в [2]–[4]. 

Рассматриваются только конечные группы, 
используются определения и обозначения, при-
нятые в [5]–[8].  
 

1 Основные определения 
Пусть F – непустая формация. Тогда через 

GF  обозначается пересечение всех тех нормаль-
ных подгрупп N  группы ,G  для которых 

/G N ∈F  (подгруппа GF  называется F-коради-
калом группы G). 

Подгруппа H  группы G  называется F-суб-
нормальной, если либо ,H G=  либо существует 
максимальная цепь подгрупп  

0 1 ... nG H H H H= ⊃ ⊃ ⊃ =  
такая, что 1( )i iH H− ⊆F  для всех i = 1, 2, … , n. 
 Формация F называется сверхрадикальной, 
если она удовлетворяет следующим требованиям: 
 1) F – нормально наследственная формация; 
 2) любая группа ,G AB=  где А и B – F-суб-
нормальные F-подгруппы из ,G  принадлежит F. 
 Критической группой (минимальной не F-
группой) формации F называется группа, не при-
надлежащая F, все собственные подгруппы кото-
рой принадлежат F. Критическая группа форма-
ции всех нильпотентных групп – это группа 
Шмидта. 
 Конечную группу G , которая не имеет фак-
торизаций G AB= , где A  и B  – собственные 
подгруппы группы ,G  будем называть нефак-
торизуемой группой. 
 
 2 Описание критических групп 
 Основная цель работы – доказательство сле-
дующей теоремы. 
 Теорема 2.1. Пусть F – наследственная 
локальная сверхрадикальная формация и G  – 
минимальная не F-группа c единичной подгруппой 
Фраттини. Тогда справедливо одно из следую-
щих утверждений: 
 1) группа G  имеет простой порядок ,p  
причем ( );p π∉ F  
 2) группа G  является группой Шмидта; 

МАТЕМАТИКА
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 3) G  – простая неабелева группа; 
 4) G  – примитивная группа с абелевым цо-
колем N  и [ ] ,G N M=  где ( ,  ) 1N M =  и 

/ ( )M MΦ  – нефакторизуемая простая неабеле-
ва группа, которая принадлежит формации F; 
 5) G  – примитивная монолитическая груп-
па с неабелевым цоколем N  и /G N  – цикличе-
ская q -группа для некоторого ( );q π∈ F  
 6) G  – примитивная монолитическая груп-
па с неабелевым цоколем N  и ( / ) / ( / )G N G NΦ  
– нефакторизуемая простая неабелева группа, 
которая принадлежит формации F. 
 Доказательство. 
 Шаг 1. Группа G  обладает единственной 
минимальной нормальной подгруппой .N  
 Так как ( ) 1,GΦ =  то существует макси-
мальная подгруппа M  такая, что .G MN=  По-
этому из M ∈ F  и / /G N M M N≅ ∩  следует, 
что / .G N ∈ F  Если L  – минимальная нормаль-
ная подгруппа группы ,G  отличная от ,N  то 
аналогично показывается, что / .G L∈ F  Тогда 

/ .G G N L≅ ∩ ∈F  Получили противоречие с 
тем, что .G∉ F  Значит, N  – единственная ми-
нимальная нормальная подгруппа группы .G  
 Шаг 2. Справедливо включение ( ) ,GC N N⊆  
причем ( ) ,GC N N=  если N  – абелева группа, и 

( ) 1,GC N =  если N  – неабелева группа. 
 Утверждение следует из того, что N  – 
единственная минимальная нормальная под-
группа группы G  и ( ) 1.GΦ =  
 Шаг 3. Подгруппа N  является F -коради-
калом группы .G  
 Утверждение следует из определения ми-
нимальной не F-группы и того, что / .G N ∈ F  
 Шаг 4. Если ,G G=F  то либо G  – группа 
простого порядка ,p  где ( ),p π∉ F  либо G  – 
простая неабелева группа. 
 Если ,G G=F  то из равенства G N=F  сле-
дует, что G  – простая группа. При этом если G  
– абелева группа порядка ,p  то из G∉ F  следу-
ет ( ).p π∉ F  
 Шаг 5. Если N  – собственная подгруппа 
группы ,G  то либо /G N  – циклическая q -группа 
для некоторого ( ),q π∈ F  либо ( / ) / ( / )G N G NΦ  
– нефакторизуемая простая неабелева группа, 
которая принадлежит формации F. 
 Предположим, что в /G N  имеются две 
максимальные подгруппы 1 /M N  и 2 /M N  та-
кие, что 1 2 .M M G=  Тогда из определения мини-
мальной не F-группы и равенства G N=F  следу-
ет, что 1M  и 2M  – F-субнормальные F-подгруппы 

группы G . Так как формация F является сверх-
радикальной, то .G∈F  Получили противоречие 
с тем, что .G∉ F  
 Значит, /G N  – нефакторизуемая группа. 
Если группа /G N  разрешима, то, очевидно, она 
является циклической q -группой для некоторого 
простого числа .q  Так как / ,G N ∈ F  то ( ).q π∈ F  
 Если группа /G N  не является разрешимой, 
то из того, что она не является факторизуемой 
группой, следует, что в ее главном ряду имеется 
только один нефраттиниев главный фактор, ко-
торый является неабелевым и имеет вид 
( / ) / ( / ).G N G NΦ  Очевидно, ( / ) / ( / )G N G NΦ  
– нефакторизуемая группа, которая принадлежит 
формации F.  
 Шаг 6. Если G  – разрешимая группа непро-
стого порядка, то она является группой Шмидта. 
 Из предыдущего пункта следует, что /G N  
является циклической q -группой для некоторого 
простого q  и принадлежит формации F. Если N  
является q -группой, то и G  будет q -группой. Но 
тогда из локальности формации F следует, что 

.G∈ F  Приходим к противоречию с тем, что .G∉ F  
 Следовательно, N  является p -группой и 

.p q≠  Пусть M  – силовская q -подгруппа груп-
пы .G  Покажем, что .M q=  

 Предположим, что nM q=  и 1.n >  Пусть 
E  и L  – циклические группы соответственно 
порядков 1nq −  и .q  Обозначим через T  регуляр-
ное сплетение .EwrL  Если K  – база сплетения, 
то [ ] .T K L=  
 Пусть f  – максимальный внутренний ло-
кальный экран формации F. На основании тео-
ремы 4.7 из [5] формация ( )f p  является наслед-
ственной для любого простого .p  Так как 

,G∉F  то / / ( ) ( ).GM G N G C N f p≅ = ∉  Пред-
положим, что ( ).T f p∈  Так как ввиду утвер-
ждения А.18.9 из [6] подгруппа M  изоморфна 
некоторой подгруппе группы ,T  то из наследст-
венности формации ( )f p  имеем, что ( ).M f p∈  
Пришли к противоречию с тем, что ( ).M f p∉  
Значит, ( ).T f p∉  Отметим, что T  – q -группа и 

( ).q π∈ F  Поэтому из локальности формации F 
следует, что .T ∈ F  
 Пусть ,R PwrT=  где P  – циклическая 
группа порядка .p  Обозначим через C  базу спле-
тения .R  Тогда [ ] [ ]([ ] ).R C T C K L= =  Так как 

/ ,R C T≅ ∈ F  то .R C⊆F  Следовательно, под-
группы CK  и CL  F-субнормальны в .R  Кроме 
того, из локальности формации F  следует, что 
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CK ∈F  и .CL∈ F  Поскольку формация F  явля-
ется сверхрадикальной, то .R∈ F  Отсюда и из 
равенства ( )pF R C=  имеем, что / ( ).T R C f p≅ ∈  
Получили противоречие. Значит, 1n = .  
 Теперь простая проверка показывает, что в 
группе G  все максимальные подгруппы нильпо-
тентны. Так как сама группа не является нильпо-
тентной, то G  – группа Шмидта. 
 Шаг 7. Если G  – неразрешимая группа с 
абелевым цоколем N  и ( ,  / ) 1,N G N ≠  то 

[ ] ,G N M=  где M  – нефакторизуемая простая 
неабелева группа, которая принадлежит фор-
мации F. 
 Из утверждения 5 следует, что 
( / ) / ( / )G N G NΦ  – нефакторизуемая простая 
неабелева группа, которая принадлежит форма-
ции F. Пусть M  – максимальная подгруппа 
группы ,G  не содержащая .N  Так как подгруп-
па N  абелева, то M  дополняет N  в группе .G  
Значит, / ,M G N≅  а потому / ( )M MΦ  – нефак-
торизуемая простая неабелева группа, которая 
принадлежит формации .F  Обозначим группу 

/ ( )M MΦ  через .A  
 Предположим, что ( ) 1.MΦ ≠  Обозначим 
через T  регулярное сплетение ( ) .M wrAΦ  Если 
K  – база сплетения, то [ ] .T K A=  
 Пусть .kN p=  Предположим, что ( ).T f p∈  
Так как ввиду А.18.9 из [6] подгруппа M  изо-
морфна некоторой подгруппе группы ,T  то из 
наследственности формации ( )f p  имеем, что 

( ).M f p∈  Но так как группа G  не входит в 
формацию F, то / / ( ) ( ).GM G N G C N f p≅ = ∉  
Пришли к противоречию. Значит, ( ).T f p∉  
 Рассмотрим группу ,R PwrT=  где P  – 
группа порядка .p  Обозначим через C  базу 
сплетения .R  Тогда [ ] [ ]([ ] ).R C T C K A= =  
 Так как ,A∈F  то из того, что A  – простая 
неабелева группа, следует ( )A f q∈  для любого 

( ).q Aπ∈  Кроме того, из свойств подгруппы 
Фраттини имеем, что ( ( )) ( )M Aπ πΦ ⊆  и K  – 
нильпотентная  группа.  Поэтому  для  любого 
T -главного фактора /L S  группы K  справед-
ливо включение ( / ).TK C L S⊆  Это означает, что 
группа / ( / )TT C L S  принадлежит формации ( )f q  
как гомоморфный образ группы / .T K A≅  Та-
ким образом, все главные факторы группы T  
являются f -центральными. Поэтому из опреде-
ления локальной формации следует, что .T ∈ F  
 Так как / ,R C T≅ ∈ F  то .R C⊆F  Следова-
тельно, подгруппы CK  и CA  F-субнормальны в R.  

 Так как ( )N MΦ  – собственная подгруппа 
группы ,G  то ( )N MΦ  принадлежит формации 

.F  Кроме того, из ( )GN C N=  имеем 
( ( )).pN F N M= Φ  Поэтому  

( ) / ( ( )) ( ) ( ).pN M F N M M f pΦ Φ ≅ Φ ∈  
Так как K  – прямое произведение нескольких 
изоморфных копий группы ( ),MΦ  то ( ).K f p∈  
Теперь из того, что C  является p -группой и 

( ),pC F CK⊆  имеем .CK ∈F   
 Так как ( ),p Aπ∈  то ( ).A f p∈  Значит, 

/ ( ) ( ).pCA F CA f p∈  Отсюда и из определения 
локальной формации следует, что .CA∈ F  
 Поскольку формация F является сверхради-
кальной, то .R∈ F  Так как ( ) ,pF R C=  то 

( ).T f p∈  Пришли к противоречию, которое и 
показывает, что ( ) 1.MΦ =  Но тогда M A≅  – 
нефакторизуемая простая неабелева группа, ко-
торая принадлежит формации F. 
 Шаг 8. Если G  – неразрешимая группа с 
абелевым цоколем ,N  то [ ] ,G N M=  где 
( ,  / ) 1N G N =  и / ( )M MΦ  – нефакторизуе-
мая простая неабелева группа, которая принад-
лежит формации F. 
 Пусть .kN p=  Предположим, что p  делит 

/ .G N  Тогда из утверждения шага 7 следует, 
что [ ] ,G N M=  где M  – нефакторизуемая про-
стая неабелева группа, которая принадлежит 
формации F.  
 Так как ,M ∈ F  то из того, что M  – простая 
неабелева группа, следует ( ).M f p∈  Поэтому 

/ ( ) ( ).GG C N M f p≅ ∈  Отсюда и из определения 
локальной формации следует, что .G∈ F  Полу-
чили противоречие с тем, что G  – минимальная 
не F-группа. Следовательно, p  не делит / .G N  
 Теорема доказана. 
 Следствие 2.1. Пусть F – наследственная 
локальная сверхрадикальная формация и G  – 
разрешимая минимальная не F-группа c единич-
ной подгруппой Фраттини. Тогда справедливо 
одно из следующих утверждений: 
 1) группа G  имеет простой порядок ,p  
причем ( );p π∉ F  
 2) группа G  является группой Шмидта. 
 Следствие 2.2. Пусть F – наследственная 
локальная сверхрадикальная формация и G  – ми-
нимальная не F-группа c единичной подгруппой 
Фраттини. Если F-корадикал группы G  разрешим, 
то справедливо одно из следующих утверждений: 
 1) группа G  имеет простой порядок ,p  
причем ( );p π∉ F  
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 2) группа G является группой Шмидта; 
 3) G – примитивная группа с абелевым цо-
колем N  и [ ] ,G N M=  где ( ,  ) 1N M =  и 

/ ( )M MΦ  – нефакторизуемая простая неабеле-
ва группа, которая принадлежит формации .F  
 
 3 Примеры сверхрадикальных формаций 
 Следующие примеры и предложения пока-
зывают, что в теореме 2.1 все классы 1)–6) кри-
тических групп являются непустыми. 
 Отметим, что максимальные факторизации 
почти простых групп получены в работе [9]. От-
сюда, в частности, получается перечень всех про-
стых неабелевых нефакторизуемых групп. Таким 
свойством обладают, в частности, группы 

(2 ),nSz  2 1( )nPSU q+  и ряд других простых неабе-
левых групп. 
 Пример 3.1. Формация F всех нильпотентных 
групп является сверхрадикальной, а минимальные 
не F-группы являются группами Шмидта.  
 Пример 3.2. Формация F всех нильпотент-
ных π -групп является сверхрадикальной, а ми-
нимальные не F-группы являются либо группами 
Шмидта, либо группами простого порядка 

( ).p π∉ F  
 Пример 3.3. Формация F всех разрешимых 
групп является сверхрадикальной, а все мини-
мальные не F-группы с единичной подгруппой 
Фраттини являются минимальными неразреши-
мыми простыми группами.   
 Предложение 3.1. Пусть 2 (7).G PSL≅  Если 

{2,3,7},π =  а F – класс всех групп, являющихся 
расширением разрешимых π -групп с помощью 
конечных прямых произведений групп, изоморф-
ных G, то: 
 1) F является наследственной локальной 
сверхрадикальной формацией; 
 2) если H – минимальная не F-группа c еди-
ничной подгруппой Фраттини, то справедливо 
одно из следующих утверждений: 
 а) группа H имеет простой порядок p, при-
чем ;p π∉  
 б) H  – простая неабелева группа, изо-
морфная 2 (8)PSL  либо 3(3);PSU  
 в) H – примитивная монолитическая группа 
с неабелевым цоколем N (N – прямое произведе-
ние групп, изоморфных G ) и /H N  – группа 
простого порядка .q π∈  
 Доказательство.  
 Простая проверка показывает, что класс F 
является локальной формацией, обладающей ло-
кальным экраном f таким, что ( )f p formGπ= S  
( πS  – формация всех разрешимых π -групп) для 
всех p π∈  и ( )f p  – пустая формация для всех 

.p π∉  

 Наследственность формации F следует из 
того, что в группе 2 (7)PSL  все подгруппы раз-
решимы. 
 Покажем, что формация F является сверх-
радикальной. Предположим противное. Пусть R  
– группа наименьшего порядка, обладающая та-
кими F-субнормальными F-подгруппами A  и ,B  
что ,R AB=  но .R∉ F  Не нарушая общности 
рассуждений, можно считать, что A  и B  – мак-
симальные подгруппы группы .R  Тогда из опре-
деления F-субнормальной подгруппы следует, 
что .R A B⊆ ∩F  Так как ,R∉F  то 1.R ≠F  
 Пусть L  – минимальная нормальная под-
группа группы ,R  содержащаяся в .RF  Ввиду 
выбора группы R  имеем, что / .R L∈ F  Так как F 
– формация, то L  – единственная минимальная 
нормальная подгруппа группы .R  Так как форма-
ция F локальна, то ( ) 1.RΦ =  Поэтому ( ) .RC L L⊆  
 Из определения формации F и условия 
L R A B⊆ ⊆ ∩ ∈F F  следует, что либо L – p -груп-
па, где ,p π∈  либо L  – прямое произведение 
групп, изоморфных 2 (7).PSL  
 Если L  – p -группа, где ,p π∈  то из опре-
деления формации F  и /R L∈ F  следует, что 

.R∈ F  Приходим к противоречию с выбором 
группы .R  
 Значит, L  – прямое произведение групп, 
изоморфных 2 (7).PSL  Так как ,A∈ F  B∈ F  и 

( ) 1,RC L =  то A formG∈  и ,B formG∈  т. е. под-
группы A  и B  являются прямыми произведе-
ниями групп, изоморфных 2 (7).PSL  Теперь из 

,L A⊆  L B⊆  и ( ) 1RC L =  имеем, что ,L A=  
,L B=  а значит, 2 (7) .R PSL≅ ∈F  Снова пришли 

к противоречию, которое и доказывает, что фор-
мация F сверхрадикальна. 
 Из теоремы 2.1 следует, что если H  – ми-
нимальная не F-группа c единичной подгруппой 
Фраттини, то справедливо одно из следующих 
утверждений: 
 1) группа H  имеет простой порядок ,p  
причем ( );p π∉ F  
 2) группа H  является группой Шмидта; 
 3) H  – простая неабелева группа; 
 4) H  – примитивная группа с абелевым 
цоколем N  и [ ] ,H N M=  где ( ,  ) 1N M =  и 

/ ( )M MΦ  – нефакторизуемая простая неабелева 
группа, которая принадлежит формации F; 
 5) H  – примитивная монолитическая груп-
па с неабелевым цоколем N  и /H N  – цикличе-
ская q -группа для некоторого ( );q π∈ F  
 6) H – примитивная монолитическая группа 
с неабелевым цоколем N  и ( / ) / ( / )H N H NΦ  – 
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нефакторизуемая простая неабелева группа, которая 
принадлежит формации F. 
 Из указанного перечня непустыми являются 
только классы минимальных не F-групп из пунк-
тов 1), 3) и 5).  
 Очевидно, что класс 1) не является пустым. 
 Простыми неабелевыми группами, у кото-
рых множество простых делителей совпадает с 
множеством π , являются группы 2 (7),PSL  

3
2 (2 )PSL  и 3 (3)PSU  [9, с. 20]. Поскольку в 

3
2 (2 )PSL  все собственные подгруппы разреши-

мы, а в 3 (3)PSU  все собственные подгруппы раз-
решимы или изоморфны 2 (7),PSL  то к классу 
пункта 3) относятся в точности группы 3

2 (2 )PSL  
и 3(3).PSU  
 К классу 5) относится, например, группа 

[ ]2 2(7) (7) ,H PGL PSL α≅ = < >  где α  – диаго-
нальный автоморфизм второго порядка.  
 Отметим, что для любой группы H  из 
класса 5) имеет место равенство / .H N q=  Это 
следует из определения формации F. 
 Очевидно, формация F не имеет критиче-
ских групп, являющихся группами Шмидта, по-
этому класс 2) будет пустым.  
 Формации F  принадлежат группы, у кото-
рых все простые неабелевы секции изоморфны 
факторизуемой группе 2 (7).PSL  Поэтому классы 
минимальных не F-групп из пунктов 4) и 6) пус-
ты. Предложение доказано. 
 Предложение 3.2. Пусть 3(2 )G Sz≅  и 

( ) {2,5,7,13}.Gπ π= =  Пусть F – формация, об-
ладающая таким локальным экраном ,f  что 

( )f q  – класс всех групп, являющихся расширени-
ем разрешимых групп с помощью конечных пря-
мых произведений групп, изоморфных ,G  если 

,q π∈  и ( )f q  – класс всех разрешимых групп, 
если .q π∉  
 Тогда: 
 1) F является наследственной локальной 
сверхрадикальной формацией; 
 2) если H  – минимальная не F-группа c 
единичной подгруппой Фраттини, то справедли-
во одно из следующих утверждений: 
 а) H  – простая неабелева группа из сле-
дующего списка: 2 (2 ),pPSL  p  – простое число; 

2 (3 ),pPSL  p  – нечетное простое число; 

2 ( ),PSL p  p  – простое число, большее 3, для 
которого 2 1 0 (mod5);+ ≡p  (2 ),pSz  p  – нечет-
ное простое число; 3 (3);PSL  9(2 );Sz  
 б) H  – примитивная монолитическая 
группа с неабелевым цоколем N  ( N  – прямое 

произведение групп, изоморфных G ) и /H N  – 
группа простого порядка ( );q Gπ∈  
 в) H  – примитивная группа с абелевым 
цоколем N  и [ ] ,H N M=  где ( ,  ) 1N M =  и 

/ ( ) .M M GΦ ≅  
 Доказательство. 
 Из определения локальной формации сле-
дует, что группа D  принадлежит классу F тогда 
и  только  тогда,  когда для каждого главного 
qd -фактора /A B  группы D  выполняются ус-
ловия: 
 1) / ( / )DD C A B ∈S  ( S  – формация всех 
разрешимых групп), если ;q π∉  
 2) / ( / ) ,DD C A B formG∈S  если .q π∈  
 Таким образом, группа D  принадлежит 
формации F тогда и только тогда, когда одно-
временно / ( )D O Dπ ∈S  и '/ ( ) .D O D formG

π
∈S  

Отсюда, в частности, следует, что .⊆S F  
 Предположим, что формация F не является 
наследственной. Пусть D  – группа наименьшего 
порядка, принадлежащая формации F и обла-
дающая подгруппами, не принадлежащими фор-
мации F. Пусть U  – одна из таких подгрупп. 
Если K  – минимальная нормальная подгруппа 
группы ,D  то ввиду выбора группы D  имеем, 
что / / .UK K U U K≅ ∩ ∈F  Если 1K  – мини-
мальная нормальная подгруппа группы ,D  от-
личная от ,K  то аналогично показывается, что 

1/ .U U K∩ ∈F  Тогда 

1/ ( ) ( ) .U U U K U K≅ ∩ ∩ ∩ ∈ F  
Получили противоречие с тем, что .U ∉F   
 Значит, K  – единственная минимальная 
нормальная подгруппа группы .D  Отсюда сле-
дует, что либо ( ) 1,O Dπ ′ =  либо ( ) 1.O Dπ =   
 Так как ,D∈ F  то при ( ) 1O Dπ ′ =  имеем 

/ ( )D O Dπ ∈S  и .D formG∈S  Отсюда по анало-
гии со следствием 3.1.24 из [7] показывается, что 

.U formG∈S  Значит, / ( ) .U O U formGπ ′ ∈S  Кро-
ме того, из / ( )D O Dπ ∈S  имеем, что 

( ) / ( ) / ( )UO D O D U U O Dπ π π≅ ∩ ∈S.  Значит, 
/ ( )U O Uπ ∈S.  Теперь из / ( )U O Uπ ∈S  и 
/ ( )U O U formGπ ′ ∈S  имеем .U ∈ F  Получили 

противоречие с тем, что .U ∉F  
 Если ( ) 1,O Dπ =  то из того, что ,D∈ F  име-
ем .D∈S  Тогда U  – разрешимая группа. Так 
как ,⊆S F  то .U ∈F  Снова пришли к противо-
речию. 
 Итак, формация F является наследственной. 
 Покажем, что формация F является сверх-
радикальной. Предположим противное. Пусть R  
– группа наименьшего порядка, обладающая такими 
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F-субнормальными F-подгруппами A  и ,B  что 
,R AB=  но .R∉ F  Не нарушая общности рассу-

ждений, можно считать, что A  и B  – макси-
мальные подгруппы группы .R  Тогда из опреде-
ления F-субнормальной подгруппы следует, что 

.R A B⊆ ∩F  Так как ,R∉ F  то 1.R ≠F  
 Пусть L  – минимальная нормальная под-
группа группы .R  Ввиду выбора группы R  име-
ем, что / .R L∈F  Так как F – формация, то L  – 
единственная минимальная нормальная под-
группа группы R  и .L R= F  Так как формация F 
локальна, то ( ) 1.RΦ =  Поэтому ( ) .RC L L⊆  
 Из определения формации F и условия 
L R A B⊆ ⊆ ∩ ∈F F  следует, что либо L – p -груп-
па для некоторого простого ,p  либо L  – прямое 
произведение групп, изоморфных 3(2 ).Sz   
 Рассмотрим три случая: 
 1. Пусть L  – p -группа и .p π∉   
 Тогда из L A B⊆ ∩  и ( )RC L L=  следует, 
что ( ) 1O Aπ =  и ( ) 1.O Bπ =  Значит, ввиду того, 
что A∈F  и ,B∈F  подгруппы A  и B  разреши-
мы.  
 Так как / ,R L∈ F  то 

( / ) / ( / ) / ( ) .R L O R L R O R formGπ π′ ′≅ ∈S  
Поэтому из разрешимости подгруппы ( )O Rπ ′  
следует, что / .R R formG∈S  Предположим, что 
подгруппа A  не содержит .RS  Тогда из макси-
мальности и разрешимости подгруппы A  имеем 

.R AR= ∈ ⊆S S F  Противоречие. Значит, .R A⊆S  
Аналогично показывается, что .R B⊆S  
 Так как / ,R R formG∈S  то 

1/ ( / ) ... ( / ),tR R R R R R= × ×S S S  
где /iR R G≅S  для всех 1, 2,..., .i t=  Так как A  – 
разрешимая максимальная подгруппа группы ,R  
то iR A R=  для всех 1, 2,..., .i t=  Следовательно, 

1t =  и / .R R G≅S  Теперь из ,R A⊆S  R B⊆S  и 
R AB=  имеем, что группа 3(2 )G Sz≅  фактори-
зуема. Пришли к противоречию. Следовательно, 
если L  – p -группа и ,p π∉  то .R∈ F  
 2. Пусть L  – p -группа и .p π∈   
 В этом случае разрешимый радикал RS  
группы R  отличен от единицы. Поэтому ввиду 
выбора группы R  имеем / .R R ∈S F  Отметим, 
что из /R L∈ F  следует, что композиционные 
факторы группы R  либо абелевы, либо изоморф-
ны группе 3(2 ).Sz  Поэтому в цоколе группы 

/R RS  все минимальные нормальные подгруппы 
группы /R RS  неабелевы и их композиционные 
факторы изоморфны 3(2 ).Sz  

 Пусть 1( / ) ( / ) ... ( / ).nSoc R R K R K R= × ×S S S  
Так как / ,R R ∈S F  то для всех 1, 2,...,i n=  вы-
полняется условие / ( / ) .R iR C K R formG∈S S  

Значит, 
1

/ ( / ) .n
R ii

R C K R formG
=

∈∩ S S  Так как 
все минимальные нормальные подгруппы груп-
пы /R RS  неабелевы, то 

1
( / ) ( ( / )) 1.n

R ii
Soc R R C K R

=
∩ =∩S S  

Отсюда и из определения цоколя следует, что 

1
( / ) .n

R ii
C K R R

=
=∩ S S  Значит, / .R R formG∈S S  

Теперь из определения разрешимого радикала 
получаем, что /R R formG∈S  и .R formG∈S  Но 
тогда / ( ) ,RR C L formG∈S  т. е. минимальная нор-
мальная подгруппа L  группы R  f -центральна в 

.R  Отсюда и из того, что /R L∈ F  следует 
.R∈ F  Получили противоречие с тем, что .R∉ F  

Следовательно, если L  – p -группа и ,p π∈  то 
.R∈F  

 3. Пусть L  – прямое произведение групп, 
изоморфных 3(2 ).Sz   
 Как отмечено выше, L A⊆  и ( ) 1.RC L =  
Так как ,A∈F  то / ( ) .A O A A formGπ ′ ≅ ∈S  От-
сюда и из ( ) 1RC L =  следует, что 1A =S  и 

.A formG∈  А так как L A⊆  и ( ) 1,RC L =  то 
.A L=  

 Аналогично показывается, что B formG∈  и 
.B L=   

 Отсюда имеем, что .R AB L= = ∈ F  При-
шли к противоречию. Значит, и в случае, когда 
L  – прямое произведение групп, изоморфных 

3(2 ),Sz  группа R  принадлежит формации F. 
 Итак, формация F является сверхрадикальной. 
 Из теоремы 2.1 следует, что если H  – ми-
нимальная не F-группа c единичной подгруппой 
Фраттини, то справедливо одно из следующих 
утверждений: 
 1) группа H  имеет простой порядок ,p  
причем ( );p π∉ F  
 2) группа H  является группой Шмидта; 
 3) H  – простая неабелева группа; 
 4) H  – примитивная группа с абелевым 
цоколем N  и [ ] ,H N M=  где ( ,  ) 1N M =  и 

/ ( )M MΦ  – нефакторизуемая простая неабелева 
группа, которая принадлежит формации F; 
 5) H  – примитивная монолитическая груп-
па с неабелевым цоколем N  и /H N  – цикличе-
ская q -группа для некоторого ( );q π∈ F  
 6) H  – примитивная монолитическая груп-
па с неабелевым цоколем N  и / / ( / )H N H NΦ  
– нефакторизуемая простая неабелева группа, 
которая принадлежит формации F. 
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 Так как ,⊆S F  то в указанном перечне 
классы минимальных не F-групп из пунктов 1) и 
2) являются пустыми.  
 Как отмечено выше, композиционные фак-
торы любой группы из F либо абелевы, либо 
изоморфны группе 3(2 ).Sz  Поэтому если класс 
минимальных не F-групп из пункта 6) не являет-
ся пустым и H  – минимальная не F-группа c 
единичной подгруппой Фраттини, то 

3( / ) / ( / ) (2 )H N H N SzΦ ≅  и все композицион-
ные факторы цоколя N  изоморфны 3(2 ).Sz  Но 
тогда из того, что H  – минимальная не F-груп-
па, формация F содержит группу из класса 

,formGS  имеющую неабелев цоколь и хотя бы 
один абелев композиционный фактор. Однако 
это не так. Следовательно, в указанном перечне 
класс минимальных не F-групп из пункта 6) так-
же является пустым. 
 Из указанного перечня непустыми являются 
только классы минимальных не F-групп из пунк-
тов 3), 4) и 5).  
 Приведем полное описание групп класса 3). 
 Пусть H  – простая неабелева группа, кото-
рая является минимальной не F-группой. В этом 
случае H  не принадлежит формации F и всякая 
собственная подгруппа группы H  имеет компо-
зиционные факторы, которые изоморфны либо 
циклической группе rZ  для некоторого простого 

,r  либо группе 3(2 ).Sz  Если 3(2 )Sz  не вплетена 
в ,H  то H  – простая неабелева группа, у кото-
рой все собственные подгруппы разрешимы. Из 
цикла работ Дж. Томпсона, приведенных, на-
пример, в [8], следует, что H  – группа из сле-
дующего списка: 2 (2 ),pPSL  p  – простое число; 

2 (3 ),pPSL  p  – нечетное простое число; 

2 ( ),PSL p  p  – простое число, большее 3, для 
которого 2 1 0 (mod 5);+ ≡p  (2 ),pSz  p  – нечет-
ное простое число; 3 (3).PSL  
 Далее будем считать, что 3(2 )Sz  вплетена в 

.H  Последовательно рассмотрим следующие 
возможные случаи. 
 (1) ,nH A≅  5.n ≥  При 5n =  группа 5 ,A  
изоморфная 2

2 (2 ),PSL  является минимальной 
неразрешимой группой. При 6n ≥  группа nA  
содержит простую неабелеву подгруппу 1nA −  и 

13 ( ),nAπ −∈  что невозможно. 
 (2) H  – простая спорадическая группа. Из 
[10] следует, что в H  вплетена простая неабеле-
ва группа, порядок которой делится на 3. По-
следнее невозможно. 
 (3) H  – простая группа лиевского типа над 
полем .nq p

F F=  Пусть сначала H  – группа Ли 

нормального типа. Если лиевский ранг H  равен 
1, то 2 ( )H PSL q≅  и 3(2 )Sz  не вплетена в H . 
Поэтому будем считать, что лиевский ранг H  не 
меньше 2. Пусть α  – положительный корень в 
соответствующей системе положительных корней 

.+Φ  Тогда корневые подгруппы Xα  и X α−  поро-
ждают собственную подгруппу , ,X Xα α−< >  ко-
торая является гомоморфным образом группы 

2 ( )SL q  с ядром гомоморфизма порядка 2 или 1. 
При 2q ≠  и 3q ≠  группа 2 ( )SL q  неразрешима и 

23 ( ( )),SL qπ∈  что невозможно. Пусть 2.q =  В 
этом случае либо H  имеет неразрешимую собст-
венную параболическую подгруппу ,P  для кото-
рой 3 ( ),Pπ∈  что невозможно, либо 3 (2)H PSL≅  
и 3(2 )Sz  не вплетена в ,H  что также невозмож-
но. Если 3,q =  то либо 3 (3)H PSL≅  и 3(2 )Sz  не 
вплетена в ,H  что невозможно, либо H  обладает 
неразрешимой параболической подгруппой P  и 
3 ( ),Pπ∈  что также невозможно. 
 Следовательно, H  – группа Ли скрученно-
го типа. 
 (а) 2 ( ),lH PSO q−≅  4.l ≥  В этом случае мак-
симальная параболическая подгруппа 1P  нераз-
решима и 13 ( ),Pπ∈  что невозможно.  
 (b) ( ),lH PSU q≅  3.l ≥  Если 3,l >  то мак-
симальная параболическая подгруппа 1P  нераз-
решима и 13 ( ),Pπ∈  что невозможно. Поэтому 

3.l =  Максимальные подгруппы 3 ( )PSU q  описа-
ны в [11]–[12]. Из данного описания следует, что 

3(2 )Sz  не вплетена в .H  Последнее невозможно. 
 (c) (2 ),nH Sz≅  где 3n ≥  – нечетное число. 
Максимальные подгруппы групп Судзуки описа-
ны в [13]. Из описания следует, что 9(2 )H Sz≅  и 
H  имеет максимальные подгруппы, которые 
либо разрешимы, либо изоморфны 3(2 ).Sz  По-
этому группа 9(2 )Sz  содержится в классе 3). 
 (d) 3

4 ( ).H D q≅  Группа 3
4 ( )D q  содержит 

собственную простую неабелеву подгруппу 2 ( )G q  
(таблица 1 [14]) и 23 ( ( )),G qπ∈  что невозможно. 
 (e) 2

4 ( ) .H F q ′≅  Из таблицы 1 [14] следует, 
что H  содержит простую подгруппу 2 (25)PSL  и 

23 ( (25)),PSLπ∈  что невозможно. 
 (f) 2

2 ( ).H G q≅  Максимальные подгруппы в 
2

2 ( )G q  описаны в [15]. Из описания следует, что 
3(2 )Sz  не вплетена в .H  

 (h) 2
6 ( ).H E q≅  В этом случае H  имеет 

максимальную неразрешимую параболическую 
подгруппу ,P  для которой 3 ( ).Pπ∈  
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 Таким образом, простыми минимальными 
не F-группами являются простые минимальные 
неразрешимые группы и 9(2 ).Sz   
 Пусть 3( (2 ))q Szπ∉  и V  – точный и непри-
водимый 3[ (2 )]qF Sz -модуль над полем из q  эле-

ментов. Тогда группа 3[ ] (2 )H V Sz=  является 
минимальной не F-группой, относящейся к клас-
су групп из пункта 4).  
 Группа 3(2 )Sz  имеет полевой автоморфизм 
α  порядка 3. Поэтому к классу 5) относится груп-
па ,H  являющаяся расширением группы 3(2 )Sz  
с помощью .α< >  Предложение доказано. 
 Предложение 3.3. Пусть 3(2 )G Sz≅  и 

( ).Gπ π=  Если ,formGπ π=F S S  то: 
 1) F является наследственной локальной 
сверхрадикальной формацией; 
 2) если H  – минимальная не F-группа c 
единичной подгруппой Фраттини, то справедли-
во одно из следующих утверждений: 
 а) группа H  имеет простой порядок ,q  
причем ( );q π∉ F  
 б) H  – примитивная монолитическая груп-
па с неабелевым цоколем N (N – прямое произве-
дение групп, изоморфных G) и ( / ) / ( / )H N H NΦ  
– группа, изоморфная .G  
 Доказательство. Простая проверка показы-
вает, что формация F обладает таким локальным 
экраном ,f  что ( )f q formGπ π= S S  ( πS – фор-
мация всех разрешимых π -групп) для всех 
q π∈  и ( )f q  – пустая формация для всех .q π∉  
 Предположим, что формация F не является 
наследственной. Пусть D  – группа наименьшего 
порядка, принадлежащая формации F и обладаю-
щая подгруппами, не принадлежащими формации 
F. Пусть U  – одна из таких подгрупп. Если K  – 
минимальная нормальная подгруппа группы ,D  то 
ввиду выбора группы D  имеем, что 

/ / .UK K U U K≅ ∩ ∈F  Если 1K  – минимальная 
нормальная подгруппа группы ,D  отличная от ,K  
то аналогично показывается, что 1/ .U U K∩ ∈F  
Тогда 1/ ( ) ( ) .U U U K U K≅ ∩ ∩ ∩ ∈ F  Получили 
противоречие с тем, что .U ∉ F  
 Значит, K  – единственная минимальная 
нормальная подгруппа группы .D  Возможны два 
случая: 
 1. Пусть K – разрешимая группа. Тогда из 
условия π =S F F  получаем U ∈ F , что противо-
речит предположению U ∉ F . 
 2. Пусть K  – неразрешимая группа. Тогда из 

∈D F  и ( ) 1DC K =  следует, что D formG π∈ S  и 
/ .D K π∈S  Значит, / .U U K π∩ ∈S  Так как 

K D<  и ,K ∈ F  то .U K∩ ∈ F  Теперь из 

π=F FS  снова получаем .U ∈F  
 Итак, формация F является наследственной. 
 Покажем, что формация F является сверх-
радикальной. Предположим противное. Пусть R  
– группа наименьшего порядка, обладающая та-
кими F-субнормальными F-подгруппами A  и ,B  
что ,R AB=  но .R∉ F  Не нарушая общности 
рассуждений, можно считать, что A  и B  – мак-
симальные подгруппы группы .R  Тогда из опре-
деления F-субнормальной подгруппы следует, 
что .R A B⊆ ∩F  Так как ,R∉ F  то 1.R ≠F  
 Пусть L  – минимальная нормальная под-
группа группы .R  Ввиду выбора группы имеем, 
что / .R L∈ F  Так как F – формация, то L  – 
единственная минимальная нормальная под-
группа группы R  и .L R= F  Так как формация F 
локальна, то ( ) 1.RΦ =  Поэтому ( ) .RC L L⊆  
 Из определения формации F и условия 
L R A B⊆ ⊆ ∩ ∈F F  следует, что либо L – q -груп-
па для некоторого простого ( ),q π∈ F  либо L  – 
прямое произведение групп, изоморфных 3(2 ).Sz   
 Рассмотрим два случая: 
 1. Пусть L  – q -группа для некоторого 

( ).q π∈ F  Тогда из условия π =S F F  получаем 
,R∈F  что противоречит предположению .R∉F  

 2. Пусть L  – прямое произведение групп, 
изоморфных 3(2 ).Sz  Так как ,A L⊇  B L⊇  и 

,A∈F  ,B∈F  то из ( ) 1RC L =  имеем 1A B= =S S  
и .A B L= =S S  Значит, / ( / )( / )R L A L B L=  и 

/ ,A L∈S  /B L∈S.  По теореме С.А. Сыскина 
из [16] группа /R L  разрешима и 

.R formG π∈ ⊆S F  Снова пришли к противоре-
чию, которое и доказывает, что формация F 
сверхрадикальна. 
 Из теоремы следует, что если H  – мини-
мальная не F-группа c единичной подгруппой 
Фраттини, то справедливо одно из следующих 
утверждений: 
 1) группа H  имеет простой порядок ,q  
причем ( );q π∉ F  
 2) группа H  является группой Шмидта; 
 3) H  – простая неабелева группа; 
 4) H  – примитивная группа с абелевым 
цоколем N  и [ ] ,H N M=  где ( ,  ) 1N M =  и 

/ ( )M MΦ  – нефакторизуемая простая неабелева 
группа, которая принадлежит формации F; 
 5) H  – примитивная монолитическая груп-
па с неабелевым цоколем N  и /H N  – цикличе-
ская q -группа для некоторого ( );q π∈ F  
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 6) H  – примитивная монолитическая груп-
па с неабелевым цоколем N  и / / ( / )H N H NΦ  
– нефакторизуемая простая неабелева группа, 
которая принадлежит формации F. 
 Так как ,π ⊆S F  то в указанном перечне 
класс минимальных не F-групп из пункта 2) явля-
ется пустым. Так как ,π ⊆S F F  то в указанном 
перечне класс минимальных не F-групп из пункта 
4) является пустым. Так как ,π ⊆FS F  то в ука-
занном перечне класс минимальных не F-групп из 
пункта 5) также является пустым. 
 Очевидно, в указанном списке класс мини-
мальных не F-групп из пункта 1)  не пустой. 
 Предположим, что класс минимальных не 
F-групп из пункта 3) не является пустым. Пусть 
H  – простая неабелева группа, которая является 
минимальной не F-группой. В этом случае H  не 
принадлежит формации F и всякая собственная 
подгруппа группы H  имеет композиционные 
факторы, которые изоморфны либо циклической 
группе rZ  для ,r π∈  либо группе 3(2 ).Sz  Сле-
довательно, H  – 3′ -группа и 2 1(2 ),mH Sz +≅  где 

1,m ≥  причем ( ) .Hπ π⊆  Если 1,m =  то 
3(2 )H Sz≅   и  H  не является минимальной не 

F-группой. Поэтому 2.m ≥  Порядок группы H  
делится на 2 12 1.m+ −  Поскольку 2 1m +  является 
нечетным числом, то из [17] следует, что найдет-
ся простое число ,r  которое делит 2 12 1m+ −  и не 
делит 2 1i −  для всех 1 2 1.i m≤ < +  При этом из 
малой теоремы Ферма следует, что 

(2 1) 1 2 2,r m m≥ + + = +  а значит, 2 3.r m≥ +  Не-
посредственный подсчет показывает, что ( )π H  
не содержится в π  для {2,3, 4,5}.m∈  При 6m ≥  
получаем, что 13r >  и ( )π H  не содержится в .π  
Полученное противоречие показывает, что в ука-
занном перечне класс минимальных не F-групп 
из пункта 3) является пустым. 
 Пусть A и B – группы, изоморфные 3(2 ).Sz  
Очевидно, регулярное сплетение V  групп A  и 
B  не принадлежит формации F. Тогда либо 
группа V  является минимальной не F-группой, 
либо содержит подгруппу W, являющуюся ми-
нимальной не F-группой.  
 Так как ( ) ,Wπ π⊆  то W  не может отно-
ситься к классам минимальных не F -групп из 
пункта 1). Следовательно, W является группой из 
класса 6). Предложение доказано. 
 Пример 3.4. Пусть 3(2 ).G Sz≅  Тогда муль-
типликатор Шура группы G имеет вид 

2 2( )M G Z Z≅ ×  [8, с. 316]. Так как всякая накры-
вающая группа простой неабелевой группы явля-
ется гомоморфным образом универсальной на-
крывающей этой группы, то имеется центральное 

фраттиниево расширение D  группы ,G  для ко-
торого ( ) ( ) ( )F D D Z D= Φ =  – единственная ми-
нимальная нормальная подгруппа группы ,D  
изоморфная циклической группе 2 ,Z  и 

/ ( ) .D D GΦ ≅  Пусть 3( (2 )).q Szπ∉  Тогда по 
следствию В.10.7 из [6] существует точный и 
неприводимый [ ]qF D -модуль V  над полем .qF  
Если F – формация из предложения 3.2, то груп-
па [ ]H V D=  является минимальной не F-груп-
пой, относящейся к классу критических групп из 
пункта 4) теоремы 2.1. 
 Пример 3.4 показывает, что в пункте 4) теоре-
мы 2.1 подгруппа ( )MΦ  может быть неединичной. 
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В статье продолжаются исследования автора, посвящённые изучению свойств l-арного группоида < AJ, [ ]l, σ, J >, где AJ 
– множество всех отображений произвольного множества J в произвольный группоид A, а l-арная операция [ ]l, σ, J оп-
ределяется для любого целого l ≥ 2 и любой подстановки σ множества J. В частности, найдены критерии полуабелево-
сти этого l-арного группоида. 
 
Ключевые слова: n-арная группа, l-арный группоид, полуабелевость, l-арная операция. 
 
In the paper the author continues to describe his research dedicated to the study of the properties of the l-ary groupoid 
< AJ, [ ]l, σ, J > where AJ is a set of all mappings of an arbitrary set J in an arbitrary groupoid A, and the l-ary operation [ ]l, σ, J  is 
defined for any integer l ≥ 2 and for any permutation σ of the set J. In particular, some semiabelian criteria of this l-ary grou-
poid are found. 
 
Keywords: n-ary group, l-ary groupoid, semiabelity, l-ary operation. 

 
 

Введение 
В [1] для любого целого l ≥ 2, произвольно-

го множества J, любой подстановки σ множества 
J и любого группоида A на множестве AJ всех 
отображений множества J в группоид A была 
определена l-арная операция [ ]l, σ, J. Если 
J = {1, 2, …, k}, то l-арная операция [ ]l, σ, J совпа-
дает с l-арной операцией [ ]l, σ, k, которая была 
определена в [2] и подробному изучению свойств 
которой посвящена книга [3]. 

В [4] автор определил шесть l-арных анало-
гов центра группоида и нашел достаточные ус-
ловия пустоты этих аналогов для l-арного груп-
поида < Ak, [ ]l, σ, k >. В [5] автор обобщил эти ре-
зультаты для l-арного группоида [ ]l, σ, J. В данной 
работе продолжается изучение перестановочно-
сти элементов в l-арном группоиде [ ]l, σ, J, нача-
тое в [4], [5]. 

Будем использовать стандартные обозначе-
ния: SJ – множество всех биекций множества J 
на себя; AJ – множество всех отображений мно-
жества J во множество A. Элементы множества 
SJ называют подстановками. Необходимую ин-
формацию о подстановках множеств произволь-
ной мощности можно найти в [6], [7]. Если 
J = {1, 2, …, k}, то полагают SJ = Sk. Если мно-
жество J совпадает с одним из множеств 

{1, 2, …, k},  N = {1, 2, …}, 
Z = {…, –2, –1, 0, 1, 2, …}, 

то значение функции x ∈ AJ в точке j ∈ J удобно 
обозначать символом xj: x(j) = xj. В связи с этим, 
если x принадлежит одному из множеств 
A{1, 2, …, k}, AN или AZ, то соответственно полагают 

x = (x1, x2, …, xk), x = (x1, x2, …), 
x = (…, x–2, x–1, x0, x1, x2, …). 

Определения большинства понятий, исполь-
зуемых в данной работе, можно найти в [3]. 
Напомним только, что l-арным группоидом на-
зывают универсальную алгебру с одной основ-
ной l-арной операцией, и приведём определения 
абелевого, полуабелевого и слабо полуабелевого 
l-арного группоида. 

l-Арный группоид < A, [ ] >, в котором для 
любой подстановки τ множества {1, 2, …, l} вы-
полняется тождество 

[a1a2 … al] = [aτ(1)aτ(2) … aτ(l)], 
называют абелевым. l-Арный группоид < A, [ ] >, 
в котором выполняется тождество 

[aa1 … al–2b] = [ba1 … al–2a], 
называют полуабелевым. l-Арный группоид 
< A, [ ] > называют слабо полуабелевым, если в 
нём выполняется тождество 

[aN
1l

b b
−

… ] = [N
1l

b b
−

… a]. 

При l = 2 понятия абелевости, полуабелево-
сти и слабой полуабелевости совпадают, так как 
в этом случае все три упомянутые выше тожде-
ства принимают вид ab = ba.  
 

1 Предварительные результаты 
Определение 1 .1  [1].  Пусть A – группоид, 

l ≥ 2, J – произвольное множество, σ – подста-
новка из SJ. Определим на AJ вначале бинарную 

операцию x 
σ
D  y, полагая 

(x 
σ
D  y)(j) = x(j)y(σ(j)), j = 1, 2, …, k, (1.1) 

МАТЕМАТИКА
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а затем l-арную операцию 
[x1x2 … xl]l, σ, J = 

= x1 
σ
D  (x2 

σ
D  ( … (xl–2 

σ
D  (xl–1 

σ
D  xl)) … )). (1.2) 

Понятно, что операция [ ]2, σ, J совпадает с 

операцией 
σ
D . 

Замечание 1 .1 . Если  J = {1, 2, …, k}, то 

операции 
σ
D  и [ ]l, σ, J = [ ]l, σ, k определены на k-ой 

декартовой степени Ak [2], [3]. При этом (1.1) 
может быть записано в виде 

x 
σ
D  y = (x1yσ(1), x2yσ(2), …,  xkyσ(k)), 

где 
x = (x1, x2, …, xk),  y = (y1, y2, …, yk). 

Теорема 1 .1 .  [1] .  Пусть A – группоид, 
x1, x2, …, xl ∈ AJ, σ ∈ SJ. Тогда для любого j ∈ J 
верно 

[x1x2 … xl]l, σ, J(j) = 
= x1(j)(x2(σ(j))( … (xl–1(σl–2(j))xl (σl–1(j))) … )). 
Заменяя в теореме 1.1 группоид полугруп-

пой, получим 
Следствие 1 .1  [1] .  Пусть A – полугруппа, 

x1, x2, …, xl ∈ AJ, σ ∈ SJ. Тогда для любого j ∈ J 
верно 

[x1x2 … xl]l, σ, J (j) = 
= x1(j)x2(σ(j)) … xl–1(σl–2(j))xl (σl–1(j)). 

Полагая в следствии 1.1 J = {1, 2, …, k}, по-
лучим 

Следствие 1 .2  [3] .  Пусть A – полугруппа, 
l ≥ 2, k ≥ 2, σ ∈ Sk, 

xi = (xi1, xi2, …, xik) ∈ Ak, i = 1, 2, …, l. 
Тогда 

[x1x2 … xl]l, σ, k = (y1, y2, …, yk), 
где 

yj = 2 11 2 ( ) ( 1) ( ) (l lj j l j l j)
x x x xσ σ σ− −−

…
 

для любого j = 1, 2, …, k. 
Теорема 1 .2 .  [1] .  Пусть A – полугруппа, 

l ≥ 2, σ – подстановка из SJ, удовлетворяющая 
условию σl = σ. Тогда < AJ, [ ]l, σ, J > – l-арная по-
лугруппа. 
 

2 Основные результаты 
Сформулируем  критерий  полуабелевости 

l-арной полугруппы < AJ, [ ]l, σ, J >. 
Теорема 2.1 . Если полугруппа A содержит 

единицу, подстановка σ ∈ SJ удовлетворяет ус-
ловию σl = σ, то l-арная полугруппа < AJ, [ ]l, σ, J > 
является полуабелевой тогда и только тогда, 
когда полугруппа A – коммутативна. 

Доказательство. Согласно следствию 1.1, 
имеем 

[x1x2 … xl–1xl]l, σ, J(j) = 
= x1(j)x2(σ(j)) … xl–1(σl–2(j))xl(σl–1(j)), 

[xlx2 … xl–1x1]l, σ, J(j) = 
= xl(j)x2(σ(j)) … xl–1(σl–2(j))x1(σl–1(j)) 

для любых 
j ∈ J, x1, x2, …, xl–1, xl ∈ AJ. 

Достаточность. Из коммутативности по-
лугруппы A, в силу условия σl–1(j) = j, следует 
равенство правых частей записанных равенств, 
откуда последовательно получаем 

[x1x2 … xl–1xl]l, σ, J (j) = 
= [xlx2 … xl–1x1]l, σ, J (j), j ∈ J, 

[x1x2 … xl–1xl]l, σ, J = 
= [xlx2 … xl–1x1]l, σ, J,            (2.1) 

что означает полуабелевость l-арной полугруппы 
< AJ, [ ]l, σ, J >. 

Необходимость. Для фиксированного j ∈ J, 
любых элементов a и b полугруппы A и ее еди-
ницы 1 определим функции 

x1, x2, …, xl–1, xl ∈ AJ 
так, что 

x1(j) = a, x2(σ(j)) = … = xl–1(σl–2(j)) = 1, 
xl(σl–1(j)) = xl(j) = b. 

Тогда из полуабелевости < AJ, [ ]l, σ, J > следует (2.1), 
откуда, рассуждая в обратном порядке и учитывая 
условие σl–1(j) = j, а также определение функций 
x1, x2, …, xl–1, xl, последовательно получаем  

x1(j)x2(σ(j)) … xl–1(σl–2(j))xl (σl–1(j)) = 
= xl (j)x2(σ(j)) … xl–1(σl–2(j))x1(σl–1(j)), 

x1(j)xl (σl–1(j)) = xl (σl–1(j))x1(j), 
ab = ba, 

что, ввиду произвольного выбора a, b ∈ A, озна-
чает абелевость полугруппы A. Теорема доказана. 

Полагая в теореме 2.1 J = {1, 2, …, k}, получим 
Следствие 2 .1 .  [3].  Если полугруппа A со-

держит единицу, подстановка σ ∈ Sk удовле-
творяет условию σl = σ, то l-арная полугруппа 
< Ak, [ ]l, σ, k > является полуабелевой тогда и толь-
ко тогда, когда полугруппа A – коммутативна. 

Всякая полуабелева l-арная полугруппа яв-
ляется и слабо полуабелевой. Как показывает 
следующая теорема, для цикла длины l – 1 из 
слабой полуабелевости l-арной полугруппы 
< AJ, [ ]l, σ, J > следует ее полуабелевость. 

Теорема 2.2 . Если полугруппа A содержит 
единицу, σ  –  цикл длины l – 1 ≥ 2 из SJ, то сле-
дующие утверждения эквивалентны: 

1) l-арная  полугруппа < AJ, [ ]l, σ, J >  полу-
абелева; 

2) l-арная полугруппа < AJ, [ ]l, σ, J > слабо 
полуабелева; 

3) полугруппа A – коммутативна. 
Доказательство. 1) ⇒ 2) Следует из опре-

делений полуабелевости и слабой полуабелево-
сти. 

2) ⇒ 3) Для фиксированного j ∈ J, любых 
элементов a и b полугруппы A и ее единицы 1 
определим функции x, z ∈ AJ так, что 

z(j) = a, x(σ(j)) = … = x(σl–2(j)) = 1, 
x(σl–1(j)) = x(j) = b. 

Так как σ  –  цикл длины l – 1, то такое определе-
ние функции x возможно. Тогда из слабой полу-
абелевости < AJ, [ ]l, σ, J > следует равенство 
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[zN
1l−

x x… ]l, σ, J = [N
1l−

x x… z]l, σ, J, 

откуда для любого j ∈ J получаем 
[zN

1l−

x x… ]l, σ, J (j) = [N
1l−

x x… z]l, σ, J (j). 

Применяя следствие 1.1 и учитывая  усло-
вие σl–1(j) = j, а также определение функций x и 
z, последовательно получаем 

z(j)x(σ(j)) … x(σl–2(j))x(σl–1(j)) = 
= x(j)x(σ(j)) … x(σl–2(j))z(σl–1(j)), 

z(j)x(σl–1(j)) = x(j)z(σl–1(j)), 
ab = ba, 

что, ввиду произвольного выбора a, b ∈ A, озна-
чает абелевость полугруппы A. 

3) ⇒ 1) Следует из теоремы 2 .1 .  Теорема 
доказана. 

Полагая в теореме 2 .2  J = {1, 2, …, k}, по-
лучим 

Следствие 2 .2 .  Если полугруппа A содер-
жит единицу, σ  –  цикл длины l – 1 ≥ 2 из Sk, то 
следующие утверждения эквивалентны: 

1) l-арная  полугруппа  < Ak, [ ]l, σ, k > полу-
абелева; 

2) l-арная полугруппа < Ak, [ ]l, σ, k > слабо 
полуабелева; 

3) полугруппа A – коммутативна. 
Для каждого из множеств N и Z справедливы 

утверждения, аналогичные следствиям 2.1 и 2.2. 
Замечание 2 .1.  Из доказательства теоремы 

2.1 (теоремы 2.2) видно,  что для полуабелевости 
(слабой полуабелевости) l-арной полугруппы 
< AJ, [ ]l, σ, J > необязательно наличие в коммута-
тивной полугруппе A единицы. 

В [4], [5] были определены и изучались раз-
личные полиадические аналоги центра группои-
да. Определим для l-арного группоида < A, [ ] > 
еще три таких аналога: полуцентр 

HZ(A, [ ]) = {z ∈ A | [zy1 … yl–2x] = 
= [xy1 … yl –2z], x, yi ∈ A}; 

малый полуцентр 
KHZ(A, [ ]) = {z ∈ A | 

2

[ ]
l

z y y x
−

…�	
  = 

= 
2

[ ]
l

x y y z
−

…�	
 , x, y ∈ A}; 

большой полуцентр 
GHZ(A, [ ]) = {z ∈ A | N

1

[ ]
l

z x x
−

…  = 

= N
1

[ ]
l

x x z
−

… , x ∈ A}. 

При l = 2 все три аналога совпадают с цен-
тром Z(A) группоида A. 

Ясно, что 
HZ(A) ⊆ KHZ(A) ⊆ GHZ(A). 

Так как l-арный группоид < A, [ ] > полуабе-
лев тогда и только тогда, когда его полуцентр 
HZ(A) совпадает с A, то для полуабелевого l-ар-
ного группоида < A, [ ] > из включений 

HZ(A) ⊆ KHZ(A) ⊆ GHZ(A) ⊆ A = HZ(A) 

следуют равенства 
HZ(A) = KHZ(A) = GHZ(A) = A, 

а из теоремы 2.1 и замечания 2.1 вытекает 
Следствие 2 .3 .  Если полугруппа A комму-

тативна, подстановка σ ∈ SJ удовлетворяет 
условию σl = σ, то 

HZ(AJ, [ ]l, σ, J) = KHZ(AJ, [ ]l, σ, J) = 
= GHZ(AJ, [ ]l, σ, J) = AJ. 

Замечание 2.2 . Для l-арной группы различ-
ные типы центров и полуцентров, централизато-
ров и полуцентрализаторов подробно изучены в 
[8]. В этой книге большой полуцентр l-арной 
группы называется слабым полуцентром или 
полуцентром типа D. Там же для l-арной группы 
< A, [ ] > определено множество 

HTZ(A, [ ]) = {z ∈ A | [zx1 … xl–1] = 
= [x1 … xl–1z], xi ∈ A}, 

которое называется полуцентром типа T. 
Для полугруппы A с центром Z(A) множество 

{z ∈ AJ | z(j) ∈ Z(A), j ∈ J} 
совпадает с центром Z(AJ) группоида AJ с опера-
цией, которая определяется покомпонентно: 

(xy)(j) = x(j)y(j), j ∈ J. 
Предложение 2 .1.  Пусть полугруппа A со-

держит единицу. Тогда: 
1)  если подстановка σ ∈ SJ удовлетворяет 

условию σl = σ, то 
KHZ(AJ, [ ]l, σ, J) ⊆ Z(AJ); 

2)  если σ  –  цикл длины l – 1 ≥ 2 из SJ, то 
GHZ(AJ, [ ]l, σ, J) ⊆ Z(AJ). 

Доказательство. 1)  Если 
z ∈ KHZ(AJ, [ ]l, σ, J), 

то для любого элемента a полугруппы A и ее 
единицы 1 определим постоянные функции e, 
x ∈ AJ так, что e(j) = 1, x(j) = a для любого j ∈ J. 
Так как 

[zN
2l−

e e… x]l, σ, J = [xN
2l−

e e… z]l, σ, J, 

то для любого j ∈ J верно 
[zN

2l−

e e… x]l, σ, J (j) = [xN
2l−

e e… z]l, σ, J (j), 

откуда, используя равенства 
σl–1(j) = j, e(j) = 1, x(j) = a, j ∈ J, 

последовательно получаем 
z(j)e(σ(j))e(σ2(j)) … e(σl–2(j))x(σl–1(j)) = 
= x(j)e(σ(j))e(σ2(j)) … e(σl–2(j))z(σl–1(j)), 

z(j)x(σl–1(j)) = x(j)z(σl–1(j)), 
z(j)x(j) = x(j)z(j), 

z(j)a = az(j). 
Следовательно, z(j) ∈ Z(A) для любого j ∈ J, от-
куда z ∈ Z(AJ). Таким образом, доказано вклю-
чение из 1). 

2)  Если z ∈ GHZ(AJ, [ ]l, σ, J), то для любого 
элемента a полугруппы A и ее единицы 1 опре-
делим функции e, x ∈ AJ так, что e(j) = 1, 

x(j) = x(σl–1(j)) = a, 
x(σ(j)) = x(σ2(j)) = … = x(σl–2(j)) = 1 
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для любого j ∈ J. Такое определение функции x 
возможно, так как все значения 

j = σl–1(j), σ(j), σ2(j), …, σl–2(j) 
различны. Так как 

[zN
1l−

x x… ]l, σ, J = [N
1l−

x x… z]l, σ, J, 

то для любого j ∈ J верно 
[zN

1l−

x x… ]l, σ, J(j) = [N
1l−

x x… z]l, σ, J(j), 

откуда, учитывая определение функций e и x, 
последовательно получаем 

z(j)x(σ(j))x(σ2(j)) … x(σl–2(j))x(σl–1(j)) = 
= x(j)x(σ(j))x(σ2(j)) … x(σl–2(j))z(σl–1(j)), 

z(j)x(σl–1(j)) = x(j)z(σl–1(j)), 
z(j)a = az(j). 

Следовательно, z(j) ∈ Z(A) для любого j ∈ J, от-
куда z ∈ Z(AJ). Таким образом, доказано вклю-
чение из 2). Предложение доказано. 

Лемма 2 .1.  Пусть неабелева полугруппа A 
содержит единицу 1, l ≥ 3, подстановка σ ∈ SJ 
удовлетворяет условию σl = σ, функция z ∈ AJ 
такова, что z(j) = 1 для некоторого j ∈ J. Тогда 
z ∉  HZ(AJ). 

Доказательство. Предположим, что 
z ∈ HZ(AJ, [ ]l, σ, J). 

Для единицы 1 полугруппы A и любых ее 
элементов a и b таких, что ab ≠ ba, определим 
функции y1, …, yl–2, x ∈ AJ так, что 

y1(σ(j)) = a, y2(σ2(j)) = … = yl–2(σl–2(j)) = 1, 
x(σl–1(j)) = x(j) = b. 

Так как 
[zy1 … yl–2x]l, σ, J = [xy1 … yl–2z]l, σ, J, 

то для любого j ∈ J верно 
[zy1 … yl–2x]l, σ, J (j) = [xy1 … yl–2z]l, σ, J (j), 

откуда, используя равенство σl–1(j) = j и опреде-
ление функций y1, …, yl–2, x, последовательно по-
лучаем 

z(j)y1(σ(j))y2(σ2(j)) … yl–2(σl–2(j))x(σl–1(j)) = 
= x(j)y1(σ(j))y2(σ2(j)) … yl–2(σl–2(j))z(σl–1(j)), 

z(j)ax(j) = x(j)az(j), 
z(j)ab = baz(j).       (2.2) 

Так как по условию z(j) = 1, то из последнего ра-
венства следует ab = ba, что противоречит выбору 
элементов a и b. Следовательно, 

z ∉  HZ(AJ, [ ]l, σ, J). 
Лемма доказана. 

Теорема 2 .3.  Пусть неабелева полугруппа 
A с левым или правым сокращением содержит 
единицу, l ≥ 3, подстановка σ ∈ SJ удовлетворя-
ет условию σl = σ. Тогда HZ(AJ, [ ]l, σ, J) = ∅. 

Доказательство. Пусть z ∈ HZ(AJ, [ ]l, σ, J). 
Тогда, согласно лемме 2.1, для любого j ∈ J зна-
чение z(j) отлично от единицы полугруппы A. 

Зафиксируем j ∈ J и для любых элементов 
a, b ∈ A таких, что ab ≠ ba, определим функции 
y1, …, yl–2, x ∈ AJ так же, как в лемме 2.1. Так как 

[zy1 … yl–2x]l, σ, J = [xy1 … yl–2z]l, σ, J, 

то, рассуждая так же, как в доказательстве лем-
мы 2.1, получим (2.2). Из включения 
HZ(A) ⊆ KHZ(A) и утверждения 1) предложе-
ния 2.1 вытекает z(j) ∈ Z(A), откуда и из (2.2) 
следует 

z(j)ab = z(j)ba, abz(j) = baz(j). 
Применяя к полученным равенствам соответст-
венно левое, правое сокращение в полугруппе A, 
получим ab = ba, что противоречит выбору эле-
ментов a и b. Следовательно, z ∉  HZ(AJ, [ ]l, σ, J). 
Таким образом, HZ(AJ) = ∅. Теорема доказана. 

Теорема 2.3 и следствие 2.3 позволяют 
сформулировать следующую теорему. 

Теорема 2 .4.  Пусть полугруппа A с левым 
или правым сокращением содержит единицу, 
l ≥ 3, подстановка σ ∈ SJ удовлетворяет усло-
вию σl = σ. Тогда: 

1)  если полугруппа A абелева, то 
HZ(AJ, [ ]l, σ, J) = AJ. 

2)  если полугруппа A неабелева, то 
HZ(AJ, [ ]l, σ, J) = ∅. 

Лемма 2 .2.  Пусть неабелева полугруппа A 
содержит единицу 1, σ  –  цикл длины l – 1 ≥ 2 из 
SJ, функция z ∈ AJ такова, что z(j) = 1 для неко-
торого j ∈ J. Тогда z ∉  GHZ(AJ). 

Доказательство. Предположим, что 
z ∈ GHZ(AJ, [ ]l, σ, J). 

Для единицы 1 полугруппы A и любых ее 
элементов a и b таких, что ab ≠ ba, определим 
функцию x ∈ AJ так, что 

x(j) = x(σl–1(j)) = b, x(σ(j)) = a, 
x(σ2(j)) = … = x(σl–2(j)) = 1. 

Такое определение функции x возможно, так как 
все значения 

j = σl–1(j), σ(j), σ2(j), …, σl–2(j) 
различны. Так как 

[zN
1l−

x x… ]l, σ, J = [N
1l−

x x… z]l, σ, J, 

то для любого j ∈ J верно 
[zN

1l−

x x… ]l, σ, J(j) = [N
1l−

x x… z]l, σ, J(j) 

и далее 
z(j)x(σ(j))x(σ2(j)) … x(σl–2(j))x(σl–1(j)) = 
= x(j)x(σ(j))x(σ2(j)) … x(σl–2(j))z(σl–1(j)), 

откуда, в силу равенства σl–1(j) = j, следует 
z(j)x(σ(j))x(σ2(j)) … x(σl–2(j))x(j) = 
= x(j)x(σ(j))x(σ2(j)) … x(σl–2(j))z(j). 

Подставляя в полученное равенство соответст-
вующие значения функции x, получим (2.2). Так 
как по условию z(j) = 1, то из (2.2) следует 
ab = ba, что противоречит выбору элементов a и 
b. Следовательно, z ∉  GHZ(AJ, [ ]l, σ, J). Лемма 
доказана. 

Теорема 2 .5.  Пусть неабелева полугруппа 
A с левым или правым сокращением содержит 
единицу, σ  –  цикл длины l – 1 ≥ 2 из SJ. Тогда 
GHZ(AJ, [ ]l, σ, J) = ∅. 
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Доказательство. Пусть z ∈ GHZ(AJ, [ ]l, σ, J). 
Тогда, согласно лемме 2.2, для любого j ∈ J зна-
чение z(j) отлично от единицы полугруппы A. 

Зафиксируем j ∈ J и для любых элементов 
a, b ∈ A таких, что ab ≠ ba, определим функцию 
x ∈ AJ так же, как в лемме 2.2. Так как 

[zN
1l−

x x… ]l, σ, J = [N
1l−

x x… z]l, σ, J, 

то, рассуждая так же, как в доказательстве лем-
мы 2.2, получим (2.2). Согласно утверждению 2) 
предложения 2.1, имеем z(j) ∈ Z(A). Поэтому из 
(2.2) следует 

z(j)ab = z(j)ba, abz(j) = baz(j). 
Применяя к полученным равенствам соответст-
венно левое, правое сокращение в полугруппе A, 
получим равенство ab = ba, противоречащее вы-
бору элементов a и b. Следовательно, 

z ∉  GHZ(AJ, [ ]l, σ, J). 
Таким образом, GHZ(AJ) = ∅. Теорема доказана. 

Теорема 2.5 и следствие 2.3 позволяют 
сформулировать следующую теорему. 

Теорема 2 .6.  Пусть полугруппа A с левым 
или правым сокращением содержит единицу, σ  
–  цикл длины l – 1 ≥ 2 из SJ. Тогда: 

1)  если полугруппа A абелева, то 
GHZ(AJ, [ ]l, σ, J) = AJ. 

2)  если полугруппа A неабелева, то 
GHZ(AJ, [ ]l, σ, J) = ∅. 

Из теорем 2.4 и 2.6 вытекает 
Следствие 2 .4 .  Если полугруппа A с левым 

или правым сокращением содержит единицу, σ  
–  цикл длины l – 1 ≥ 2 из SJ, то в l-арной полу-
группе < AJ, [ ]l, σ, J > ее полуцентр и большой по-
луцентр совпадают: 

HZ(AJ, [ ]l, σ, J) = GHZ(AJ, [ ]l, σ, J). 
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Получены признаки нетривиальности разрешимого радикала и критерии непростоты конечной группы, которая содер-
жит заданную систему перестановочных подгрупп. 
 
Ключевые слова: конечная группа, перестановочные подгруппы, разрешимый радикал, простая неабелева группа. 
 
Signs of non-simplicity of a solvable radical and criteria of non-simplicity of a finite group, which contains the given system of 
permutable subgroups were obtained in this paper. 
 
Keywords: finite group, permutable subgroups, solvable radical, nonabelian simple group. 

 
 

 Введение  
Строение конечной группы в значительной 

степени зависит от наличия в ней заданной сис-
темы перестановочных подгрупп. Напомним, что 
подгруппы A и B группы G называются переста-
новочными, если выполнено равенство AB = BA. 
Подгруппа А группы G называется перестано-
вочной или квазинормальной в G, если A пере-
становочна со всеми подгруппами из G. В теории 
групп важность этого понятия связана прежде 
всего с тем, что для перестановочных подгрупп A 
и B их произведение AB само является группой.   

В середине прошлого столетия появился ряд 
работ по теории перестановочных подгрупп, ко-
торые определили основные направления разви-
тия теории перестановочных подгрупп в после-
дующие годы. Отметим работы О. Оре [1], 
Н. Ито [2], Р. Майера [3], О. Кегеля [4].  

В настоящее время интерес к данной тема-
тике значительно возрос, о чем свидетельствует 
значительное увеличение числа публикаций. От-
метим статью Дж. Бейдлемана и Х. Хайнекена 
[5]. В серии публикаций А.Н. Скибы рассматри-
вались Х-перестановочные подгруппы, где Х-
некоторое множество элементов группы G. В 
частности, им было получено обобщение теоре-
мы Шура-Цассенхауза, а также ряд критериев 
сверхразрешимости конечных групп. Достаточно 
полную информацию о конечных группах с пе-
рестановочными подгруппами можно найти в 
обзоре [6].  

Настоящая работа относится к данному на-
правлению.  

 

1 Обозначения и предварительные резуль-
таты 

Рассматриваются только конечные группы. 
Определения и обозначения  стандартны, их 
можно найти в [7]–[8]. Приведем некоторые из 
них для удобства чтения: 

π(G) – множество всех простых делителей 
порядка группы G; 

Op(G) – наибольшая нормальная p-подгруп-
па группы G;  

O2'(G) = O(G) –  наибольшая  нормальная  
2'-подгруппа группы G; 

S(G) – разрешимый радикал группы G, т. е. 
подгруппа, порожденная всеми разрешимыми  
нормальными подгруппами группы G; 

Sylp(G) – множество всех силовских p-под-
групп группы G; 

L(G) – слой группы G, т. е. наибольшая нор-
мальная полупростая подгруппа группы  G; 

F*(G) – обобщенная подгруппами Фиттинга 
группы G, F*(G) = F(G)L(G); 

[R]S – полупрямое произведение подгрупп R 
и S, где R является нормальной подгруппой в [R]S; 

I(G) – множество всех инволюций группы G; 
< TG > – нормальное замыкание подгруппы 

T в группе G, <TG> G. 
Лемма 1.1 [7, предложение 1.27]. 

CG(F*(G)) ⊆ F*(G) для любой группы G. Кроме 
того, если F(G)⊆ H G и CG(H)⊆ H, то 
F*(G)⊆ H. 

Лемма 1.2. Пусть собственная подгруппа H 
группы G имеет четный порядок. Если H пере-
становочная со всеми инволюциями группы G, 
то G не является простой неабелевой группой. 

МАТЕМАТИКА



Т.В. Тихоненко 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 2 (15), 2013 82 

Доказательство. Пусть G – минимальный 
контрпример к лемме 1.2. Тогда G – простая не-
абелева группа. Если все инволюции I(G) содер-
жатся в H, то H = G, что невозможно. Следова-
тельно, существует такая инволюция τ∈ I(G), что 
τ∉H. Так как H<τg> = <τg>H, для всех g∈G, то 
H <τG> = G. Последнее невозможно. Лемма 1.2 
доказана. 

Лемма 1.3. Пусть собственная подгруппа H 
группы G имеет нечетный порядок. Если H пере-
становочна со всеми инволюциями группы G, то 
S(G) ≠ 1. 

Доказательство. Пусть группа G – мини-
мальный контрпример к лемме 1.3. Так как H 
нормализуется любой инволюцией группы G, то 
группа G не простая. В силу минимальности 
контрпримера S(G) = 1.  

Рассмотрим обобщенную подгруппу Фит-
тинга F*(G) = F(G)L(G) = L(G) – прямое произве-
дение простых неабелевых подгрупп в группе G. 
Очевидно, что для всякой инволюции τ ∈ I(F*(G)) 
выполняется включение τ ∈NG(H). Так как мно-
жество всех инволюций из F*(G) порождает 
F*(G), то F*(G)⊆ NG(H). Если F*(G)∩H ≠ 1, то, 
поскольку H – разрешимая подгруппа, получим, 
что S(F*(G)) ≠ 1, что невозможно. Поэтому 
F*(G)∩H = 1 и H⊆ CG(F*(G)). Так как H F*(G), 
то CG(F*(G))  F*(G). Последнее невозможно 
по лемме 1.1. Полученное противоречие показы-
вает, что S(G) ≠ 1. Лемма 1.3 доказана. 

Лемма 1.4 [8, теорема I.5.12]. Пусть 
H⊆ K⊆ G. Тогда: 

1) если H char K char G, то H char G; 
2) если H char K G, то H G.  
Лемма 1.5 [4, теорема 1]. Пусть A и B – соб-

ственные подгруппы конечной группы G и 
G ≠ AB, причем ABg = BgA для всех g∈G. Тогда A 
или B содержится в собственном нормальном 
делителе группы G. 

Лемма 1.6. Пусть G – конечная группа, не 
содержащая секций изоморфных группе Судзуки 
Sz(q). Если H – 3'-подгруппа группы G, всякая 
подгруппа  которой  перестановочна со всякой 
3-подгруппой группы G, то S(G) ≠ 1.   

Доказательство. Пусть G – минимальный 
контрпример к лемме 1.6. Тогда S(G) = 1. Так как 
простая неабелева группа не содержит подгруп-
пы индекса 3, то по лемме 1.5 G не является про-
стой неабелевой группой.  

Рассмотрим минимальную нормальную под-
группу N = N1×…× Nk, где k ≥ 1, Ni – простые не-
абелевы группы и 3∈π(N). Ясно, что N ∩ H = 1.  

Пусть T = [N]H. Если U ∈Syl3(N), то по ус-
ловию леммы 1.6 существуют подгруппы [U]Ht, 
для всех t ∈T. Отсюда следует, что <HT>⊆ NT(U) 
и <HT> T.  

Если <HT>⊃ H, то по тождеству Дедекинда 
<HT> = [(N ∩ <HT>)]H. Поэтому N ∩ <HT> = N. 

Следовательно, <HT> = [N]H=T ⊆ NT(U), откуда 
получим U N, что невозможно.  

Значит <HT> = H и T = N×H. Получим, что 
H ⊆ CG(N) G. Ясно, что N ∩ CG(N) = 1. По-
скольку N G и CG(N) G, то существует под-
группа N×CG(N) G. 

Если (|CG(N)|, 3) = 3 и поскольку H⊆ CG(N), 
то в силу минимальности контрпримера 
S(CG(N)) ≠ 1, значит S(G) ≠ 1.  

Пусть (|CG(N)|, 3) = 1. Если CG(N) – нераз-
решимая подгруппа, то она содержит секцию, 
которая является простой неабелевой группой 
порядка взаимно простого с 3. Значит, эта секция 
изоморфна группе Судзуки, что противоречит 
условию леммы 1.6. Поэтому CG(N) – разреши-
мая нормальная подгруппа группы G и S(G) ≠ 1. 
Лемма 1.6 доказана. 

Лемма 1.7 [9, лемма 1.6]. Пусть G – конеч-
ная группа. A, B – π-группы и для любого элемен-
та g∈G выполняется ABg = BgA. Тогда либо 
Oπ(G) ≠ 1, либо S(G) ≠ 1, либо существуют две 
разрешимые минимальные нормальные подгруп-
пы в группе G. 

 
2 Основные результаты 
В данной работе получены и доказаны сле-

дующие результаты.  
Теорема 2.1. Пусть G – группа четного по-

рядка и собственная подгруппа H группы G име-
ет нечетный порядок. Если подгруппа H пере-
становочна с любой 2-подгруппой группы G, то 
Н ⊆ O(G). 

Доказательство. Пусть G – минимальный 
контрпример к теореме 2.1. По лемме 1.3 S(G) ≠ 1. 
Обозначим через N минимальную нормальную 
подгруппу группы G. 

Пусть N = Zp×…×Zp, где р – нечетное число. 
Если H ⊆ N, то, поскольку G – минимальный 
контрпример к теореме 2.1, получим, H ⊆ O(G) и 
теорема 2.1 верна. Значит, H N. Рассмотрим фак-
тор-группу G/N. По индукции HN/N ⊆ O(G/N). 
Перейдя к полным прообразам, получим, что 
H ⊆ O(G). 

Следовательно, N = Z2×…×Z2. Поскольку 
подгруппа H перестановочна с любой 2-под-
группой группы G, то получим, что NH = N × H. 
Тогда H ⊆ CG(N). 

Пусть CG(N) ≠ G. Тогда H ⊆ O(CG(N)) 
char CG(N) G и по лемме 1.4 O(CG(N)) G, сле-
довательно, H ≤O(G). Пусть CG(N) = G. Тогда 
N ≤ Z(G). Если N – силовская 2-подгруппа в G, то 
G = N×O(G). Тогда подгруппа H ⊆ O(G). Значит, 
подгруппа N не совпадет с силовской 2-подгруп-
пой группы G.   

Рассмотрим фактор-группу G/N. По индук-
ции фактор-группа HN/N ⊆ O(G/N). Перейдя к 
полным прообразам, получим, что H ⊆ O(G). 
Теорема 2.1 доказана. 
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Теорема 2.2. Пусть собственная подгруппа 
H конечной группы G имеет четный порядок. 
Если H перестановочна со всеми инволюциями из 
некоторого класса сопряженности, то G не яв-
ляется простой неабелевой группой. 

Доказательство. Пусть G – минимальный 
контрпример к теореме 2.2. Тогда G – простая 
неабелева группа. Пусть τ – некоторая инволю-
ция из класса сопряженности. Если τ ∈H, то 
τ ∈NG(H). Если τ ∉H, то поскольку 

< τ >H = H< τ > = L, 
получим, что L = [H]< τ > и τ ∈NG(H). Следова-
тельно, для любого g∈G <τG>⊆ NG(H) и по-
скольку G – простая группа, следовательно, 
G = < τG>⊆ NG(H), получим, что H  G. Послед-
нее невозможно. Теорема 2.2 доказана. 

Теорема 2.3. Пусть G – конечная группа и 
π = {p, q}, где p, q∈π(G), p ≠ q. Если в группе G 
любая p-группа перестановочна с любой q-груп-
пой, то S(G / ( ))O Gπ ′ ≠ 1. 

Доказательство. Пусть G – минимальный 
контрпример к теореме 2.3. Тогда 
S(G/ ( ))O Gπ ′ = 1. Если ( )O Gπ ′ ≠ 1, то рассмотрим 
факторгруппу G/ ( ),O Gπ ′  которая удовлетворяет 
условиям теоремы 2.3, следовательно, 
S(G / ( ))O Gπ ′ ≠ 1, что невозможно в силу мини-
мальности контрпримера. Поэтому ( )O Gπ ′ = 1.  

Пусть Op(G) ≠ 1. Тогда 
S(G / ( ))O Gπ ′ =S(G) 1≠  

и теорема 2.3 верна. Таким образом,  
Op(G) = Oq(G) = 1. 

Так как g g
p q q pS S S S G= ≠  для всех ,g G∈  то 

по лемме 1.5 группа G не является простой не-
абелевой группой и любая ее нормальная под-
группа имеет порядок, который делится на p или 
q. Пусть M – минимальная нормальная подгруп-
па в группе G. Тогда M = M1 × M2 ×…×Mk, где Mi 
– изоморфные простые неабелевы группы.  

Пусть (|M|, p) = p, (|M|, q) = q. В этом случае 
подгруппа M удовлетворяет условиям теоремы 
2.3 и поэтому S(M / ( ))O Mπ ′ ≠ 1. Так как ( )O Mπ ′  
char M G, то по лемме 1.4 ( )O Mπ ′ G и 

( ) ( ) 1.O M O Gπ π′ ′⊆ =  Следовательно, S(M) ≠ 1, 
что невозможно.  

Пусть (|M|, p) = p, (|M|, q) = 1. Рассмотрим 
a∈G, |a| = q. Обозначим L = M<a>. Если L ≠ G, 
то подгруппа L удовлетворяет условиям теоремы 
2.3 и S(L / ( ))O Lπ ′ ≠ 1. Отсюда не трудно заклю-
чить, что L = M × <a> и a∈CG(M) G. Таким 
образом, CG(M) удовлетворяет условиям теоремы 
2.3 и S(CG(M) / ( ( ))) 1,GO C Mπ ′ ≠ , что невозможно. 

Поэтому L = G и G = [(M1×…× Mk)]<a>. Ес-
ли k >1, то G = [(M1× 1

aM ×…× 
1

1

qaM
−

)]<a>. Обо-
значим P ∈Sylp(M1). Так как P<a> = <a>P = T, то 
P = Pa⊆ M1, что невозможно.  

Таким образом, M – простая неабелева 
группа. Пусть P ∈Sylp(M), тогда для любого эле-
мента g∈G существует подгруппа [P]<ag>. Сле-
довательно, <aG> = G ⊆ NG(P) и P G, что не-
возможно. Теорема 2.3 доказана.   

Теорема 2.4. Пусть G – конечная группа, не 
содержащая секций изоморфных группе Судзуки 
Sz(q). Если H – 3'-подгруппа группы G, всякая 
подгруппа  которой  перестановочна со всякой 
3-подгруппой группы G, то Н ⊆ S(G). 

Доказательство. По лемме 1.6, S(G) ≠ 1. 
Пусть G – минимальный контрпример к теореме 
2.4 и N – минимальная нормальная разрешимая 
подгруппа в группе G. Очевидно, что H N. 
Рассмотрим подгруппу NH, где N = Zr×…×Zr .  

Пусть r = 3 и G = G/N. Если (| G |, 3) = 3, то в 
силу минимальности контрпримера H ⊆ S( G ). 
Следовательно, H⊆ S(G). Значит, G  – 3'-группа, 
следовательно, N∈Syl3(G) и G  – разрешимая 
группа, поэтому H⊆ S(G).  

Пусть r ≠ 3. Очевидно, что (|G |, 3) = 3. Как бы-
ло показано выше, H⊆ S(G). Теорема 2.4 доказана.  

Отметим следующий результат о группах с 
факторизациями. 

Предложение. Пусть G = AB, где (|A|,|B|)=1, 
2∈π(A). Если всякая силовская подгруппа группы 
A перестановочна с любой силовской подгруппой 
группы B, то B ⊆ S(G). 

Доказательство. Пусть G – минимальный 
контрпример. Очевидно, что S(G) = 1. Рассмот-
рим Ar∈Sylr(A), Bs∈Syls(B). Пусть g∈G, тогда 
g = ba для некоторого b∈B и a∈A. Покажем, что 

.g g
r S S rA B B A=  Имеют место следующие равенства:  

( ) ( )1 1

.

a a
g ba a b b a

r S r S r S S r

ba g
S r S r

A B A B A B B A

B A B A

− −

= = = =

= =
 

Таким образом, .g g
r S S rA B B A=  

Обозначим π = {r, s}. Из леммы 1.7 следует, 
что либо Oπ(G) ≠ 1, либо S(G) ≠ 1, либо группа G 
содержит две различные минимальные нормаль-
ные подгруппы. Следовательно, группа G содер-
жит собственную минимальную нормальную  
подгруппу N, которая является неразрешимой. 
Так как ( )( ),N N A N B= ∩ ∩  то подгруппа N 
удовлетворяет условиям предложения. Если 

1,N B∩ ≠  то, в силу минимальности контрпри-
мера, ( ),N B S N∩ ≤  что невозможно. Поэтому 
N N A= ∩  и можно считать, что G=[A]B, где B – 
силовская p-подгруппа группы G. Очевидно, 
нормальное замыкание <BG>=G. Пусть S – неко-
торая силовская r-подгруппа группы A. По усло-
вию предложения NG(S) содержит <BG>=G. По-
этому подгруппа S нормальна в G. Так как 
S(G)=1, то это невозможно. Полученное проти-
воречие доказывает предложение. 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ И КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕСУЩЕЙ 
СПОСОБНОСТИ АРМИРОВАННЫХ ГРУНТОВЫХ ОСНОВАНИЙ 
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MATHEMATICAL AND COMPUTER MODELLING OF THE BEARING ABILITY 
OF THE REINFORCED SOIL BASES OF THE BASES OF BUILDINGS 

V.E. Bykhoutsev, D.V. Prokopenko, S.V. Torgonskaya 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
В работе рассматривается  несущая способность грунтового основания плитного фундамента, имеющего включение 
малопрочного грунта, упрочненного винтовыми сваями малого сечения. Для исследования несущей способности был 
использован программный комплекс «Энергия 3D». 
 
Ключевые слова: плитный фундамент, математическая модель, винтовая свая, компьютерное моделирование, несу-
щая способность. 
 
The paper deals with the abalysis of the bearing ability of the soil basis slab the base which has the inclusion of the weak 
ground strengthened by screw piles of small section. For research of the bearing ability the program complex «Energy 3D» was 
used. 
 
Keywords: slab foundation, computer modelling, mathematical model, screw pile, bearing ability. 

 
 

Введение 
В природе грунты представляют собой 

сложные многофазные системы, элементами ко-
торых являются различные структурные элемен-
ты: слои, линзы, вклинивания. Верхний слой 
природных грунтов представляет собой органо-
минеральное образование – почву. К этой же 
категории грунтов относятся илы, торф и т. п., 
которые могут находиться на поверхности грун-
товой толщи и внутри ее, что является ослож-
няющим фактором при оценке грунтов как осно-
ваний фундаментов [1]. В настоящее время все 
чаще под застройку отводятся  площадки, кото-
рые в своей структуре имеют включение мало-
прочного грунта, что значительно снижает не-
сущую способность грунта как основания фун-
дамента возводимого здания. Несущая способ-
ность таких грунтовых оснований приводит к 
необходимости устройства сложных фундамен-
тов зданий, что сопряжено со значительным уве-
личением стоимости одного квадратного метра 
возводимого здания. Решением этой проблемы 
может быть локальное повышение несущей спо-
собности малопрочных зон грунтового основа-
ния. В этом случае экономический эффект уст-
ройства фундаментов здания может достигать 
20% их общей стоимости.  

Существует несколько конструктивных 
методов, позволяющих увеличить несущую 
способность грунтовых оснований, в том числе 
содержащих малопрочные включения. Одним из 

таких методов является вертикальное и горизон-
тальное армирование грунта. В настоящей работе 
рассматривается армирование грунта вертикаль-
ными сваями. Ставится задача определения коли-
чества, размеров и физико-механических характе-
ристик армирующих элементов малопрочных зон 
грунтовых оснований. В формализованной поста-
новке данная задача является многокритериаль-
ной краевой задачей нелинейной математической 
физики. Наиболее эффективным методом реше-
ния указанной задачи является метод объектно-
ориентированного компьютерного моделирования 
на основе системного подхода и метода конечных 
элементов, рассмотренного совместно с методом 
энергетической линеаризации [2], [3], [4].  

 
1 Постановка задачи 
Рассматривается плитный фундамент на 

сложном нелинейно-деформируемом грунтовом 
основании. На верхнюю плоскость фундаментной 
плиты действует нормальная внешняя нагрузка. 
На некотором расстоянии от контактной поверх-
ности плитного фундамента находится включе-
ние малопрочного грунта. С целью повышения 
несущей способности грунтового основания 
фундамента малопрочное грунтовое включение 
армируется винтовыми сваями малого сечения. 
Необходимо разработать численный метод рас-
чёта упрочнения малопрочных грунтов под 
плитные фундаменты методом вертикального 
армирования сваями малого сечения. 

ИНФОРМАТИКА
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В настоящей работе для исследования указан-
ной нелинейной физической системы использовал-
ся программный комплекс «Энергия 3D», разрабо-
танный на основе метода конечных элементов и 
метода энергетической линеаризации [2]. 

 
2 Математическая модель системы 
Всякая реальная система или объект всегда 

имеют определенные связи с внешней средой, 
которая налагает свои условия на их существо-
вание и функционирование. Все эти и другие 
качества в математической модели должны 
иметь своё отображение, а это значит, что мате-
матическая модель может иметь свою структур-
ную схему. Это сразу накладывает свои требова-
ния на структуру ядра математической модели. 
Ядро математической модели будем строить на 
основе принципа минимума полной энергии сис-
темы. Для краевых задач нелинейной механики 
грунтов математическая модель исследуемой 
физической системы будет иметь вид [2], [3]: 

1. Геометрическая модель деформируемой 
среды. 

2. Механико-математическая модель эле-
ментов системы при линейно-упругом деформи-
ровании ;i iEσ ε=  при нелинейно-упругом де-
формировании ( ),i ifσ ε=  в частности 

, 0, 0 1 ,m
i iA A mσ ε= > < <  

где ,i iσ ε  – интенсивности напряжений и дефор-
маций, Е – модуль деформации, A, m – парамет-
ры закона нелинейного деформирования. 

3. Система краевых условий задаётся в со-
ответствии с классификацией поставленной за-
дачи как краевой задачи математической физики. 

4. Условия равновесия системы (ядро мате-
матической модели): 

{ }
0,

U
∂

∂
Π

=  

где        { } { } { } { }1 ,
2

T T

V

dV U Pε σΠ = −∫  

,{ }П P  – полная энергия деформируемой систе-
мы и вектор внешних сил, { },{ },{ }Uσ ε  – векто-
ры напряжений, деформаций и перемещений, V – 
объём области существования исследуемой сис-
темы. 

5. Математическая модель (форма) искомо-
го решения: 0 1 2 3 .x y zϕ α α α α= + + +  

В работе для исследования математической 
модели нелинейной физической системы исполь-
зуется аналитический метод энергетической ли-
неаризации. Сущность метода состоит в по-
строении секущего модуля деформации для каж-
дого конечного элемента, что в целом сводится 
к решению неоднородной линейной системы, 
эквивалентной по несущей способности исход-
ной задачи [2], [3]. 

3 Аналитический метод определения оп-
тимального армирования сваями малого сече-
ния грунтовых оснований, содержащих грун-
ты пониженной несущей способности 

Из физического анализа рассматриваемого 
класса задач следует, что несущая способность 
грунтового основания, содержащего малопрочные 
включения, будет зависеть от метрических и фи-
зико-механических параметров слоя пониженной 
несущей способности. При компьютерном объ-
ектно-ориентированном моделировании задач 
указанного класса в каждом частном случае опре-
деляется область существования исследуемой 
системы, в структуре этой области выделяется 
подобласть, содержащая малопрочные грунты. 
Подобласть с малопрочным грунтом армируется 
вертикальными сваями малого сечения. Количе-
ство этих свай, их геометрические и физические 
характеристики подлежат определению. Дискре-
тизация всей области может быть своя, способ 
задания граничных условий и физико-
механические характеристики элементов дискре-
тизованной области определяются на основании 
экспериментальных данных. Следовательно, дис-
кретизованная область по своей структуре и свой-
ствам будет неоднородная и нелинейно деформи-
руемая. В такой постановке решение этой задачи 
возможно только посредством компьютерного 
моделирования. Однако для оперативного приня-
тия решения для задач данного класса получение 
приближённого аналитического решения пред-
ставляет значительный интерес. Авторами разра-
ботан подход для получения приближённого ана-
литического решения поставленной задачи. 
Принципиальная сущность разработанной мето-
дики состоит в построении однородного гипоте-
тического грунтового основания для подобласти 
малопрочного грунта, эквивалентного по своей 
несущей способности реальному основанию 
плитных фундаментов. Это значит, что средне-
взвешенное значение модуля деформации для 
армированной подобласти малопрочного грунта, 
расположенной в плане проекции фундаментной 
плиты, должно быть не меньше модуля деформа-
ции основной области грунтового основания. На 
основе результатов компьютерного моделирова-
ния реальных задач об осадке плитных фундамен-
тов на основаниях с малопрочными грунтами бы-
ли определены необходимые данные для их дос-
таточного армирования и построены аналитиче-
ские соотношения для определения количества 
армирующих свай, их геометрических и физиче-
ских характеристик. Исходя из того, что площадь 
пятна застройки может определяться десятками 
квадратных метров, аналитические выкладки целе-
сообразно проводить для небольшой площадки, 
расположенной в плане  проекции  фундаментной 
плиты. В общем случае  рассматривается  выде-
ленный  объём малопрочного грунта: ,V Sh=  где 
S – площадь горизонтальной площадки выделенного 
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объёма малопрочного грунта, h – высота слоя ма-
лопрочного грунта, слE  – модуль деформации 
слоя малопрочного грунта. Для армированного 
выделенного объёма малопрочного слоя грунта 
при условии эквивалентности его по несущей 
способности  реальному основанию плитного 
фундамента будет иметь место следующее соот-
ношение: 

0( ) ,св сл св свV nV E nV E E V− + =            (3.1) 
где n – количество армирующих свай для выде-
ленного объёма малопрочного грунта, ,св свV Е  – 
объём и модуль деформации  армирующей сваи, 

0E  – модуль деформации грунтового основания 
плитного фундамента. 

Длина армирующих свай принимается рав-
ной мощности слоя малопрочного грунта, тогда 
из (3.1) следует 

2 2
0( ) .сл свS nd E nd E E S− + =            (3.2) 

Из (3.2) следует 
0

2

( )
( )

сл

св сл

Е Е S
n

d E E
−

=
−

                   (3.3) 

или 

 0
2

( )
.сл

св сл
Е Е S

E E
n d
−

= +               (3.4) 

Полученные формулы были верифицирова-
ны методом компьютерного моделирования и 
этим самым была показана их практическая при-
емлемость для экспресс оценки способа армиро-
вания слоя малопрочного грунта грунтового ос-
нования плитного фундамента. Однако следует 
иметь в виду, что наиболее точное решение по-
ставленной задачи может быть получено только 
методом компьютерного объектно-ориентиро-
ванного моделирования неоднородных и нели-
нейных систем деформируемых твёрдых тел. 

 
4 Компьютерное моделирование упрочне-

ния малопрочных грунтов под плитные фун-
даменты методом вертикального армирова-
ния сваями малого сечения  

Для исследования поставленной задачи нам 
необходимо рассмотреть фундаментную плиту в 
однородном грунтовом основании – это будет 
базовая задача. На ее основе рассмотрим задачи 
для исследования упрочнения малопрочных грун-
тов методом вертикального армирования сваями 
малого сечения. Все задачи рассматривались в 
трехмерном пространстве, их исследование про-
водилось методом визуального объектно-ориен-
тированного моделирования на основе метода 
конечных элементов и метода энергетической 
линеаризации. Площадки под застройку по своей 
протяженности могут быть довольно большими, 
поэтому для исследования выделим некоторую 
площадку, содержащую малопрочное включение. 
Армирование будем строить по симметричной 
схеме, что позволит нам увеличить объемы рас-

четной области. В силу симметрии рассматри-
ваемых задач (рисунок 4.1), их численное реше-
ние производилось для одной четверти деформи-
руемой области со схемой дискретизации, при-
веденной на рисунке 4.2.   

Для получения решения методом компью-
терного объектно-ориентированного моделирова-
ния было построено 146 модельных задач. Все 
модельные задачи рассматриваются в одной и той 
же дискретизованной области. Свойства элемен-
тов модели определяются содержанием для каж-
дой конкретной задачи. Во второй модельной за-
даче несущая способность фундаментной плиты 
рассматривалась с учетом и без учета уплотнения 
грунта вокруг ствола армирующих свай.  

Модельная задача № 1 (Плитный фунда-
мент – базовая задача).  

Исходные данные: векторы шагов дискре-
тизации  

hx={30, 30, 30, 20, 30, 10, 30, 10, 30, 30, 10, 
30, 10, 30, 20, 30, 30, 30},  

hy={30, 30, 30, 20, 30, 10, 30, 10, 30, 30, 10, 
30, 10, 30, 20, 30, 30, 30},  

hz={20, 10, 10, 10, 10, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 
10, 30, 30, 30, 30};  

грЕ =32 МПа, грμ =0.3,  

плЕ =20000 МПа, плμ =0.15,  
расчётная область:440× 440× 370 см;  
плита: 220× 220× 20 см;  
нагрузка Р=1280 кН (128000 кгс).  
Модельная задача № 2 (Плитный фунда-

мент в грунтовом основании с включением ма-
лопрочного грунта).  

Исходные данные: векторы шагов дискре-
тизации  

hx={30, 30, 30, 20, 30, 10, 30, 10, 30, 30, 10, 
30, 10, 30, 20, 30, 30, 30},  

hy={30, 30, 30, 20, 30, 10, 30, 10, 30, 30, 10, 
30, 10, 30, 20, 30, 30, 30},  

hz={20, 10, 10, 10, 10, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 
10, 30, 30, 30, 30};  

грЕ =32 МПа, грμ =0.3,  

плЕ =20000 МПа, 1слE =2 МПа,  

2слE =8 МПа, свЕ =500–20000 МПа,  

плμ =0.15, Р=1280 кН (128000 кгс);  
расчётная область: 440× 440× 370 см;  
малопрочный слой: 240× 240× 180 см;  
плита: 220× 220× 20 см;  
свая: 10× 10× 180 см.  
Проанализировав полученные методом 

компьютерного моделирования, данные в мо-
дельных задачах 1, 2, можно сделать выводы: 

1. Учет уплотнения вокруг армирующих свай 
незначительно влияет на осадку фундаментной 
плиты (при 2слE =2 МПа уплотнение увеличивает 
в среднем несущую способность грунтового осно-
вания на 0,29%, при 2слE =8 МПа – на 0,6%). 
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Рисунок 4.1 – Схема армирования малопрочного 

грунта (вид сверху) 

 
Рисунок 4.2 – Дискретизация ¼ расчётной  
области фундамента на сложном основании 

 

Таблица 4.1 – Осадка плитного фундамента без учета и с учетом малопрочного слоя при линейном 
                        и нелинейном деформировании (см) 

Плитный фундамент 1 8слE =  Плитный фундамент 2 2слE =  
Линейное решение Нелинейное решение Линейное решение Нелинейное решение

№ 
узлов 

Сл. слой Без сл. слоя Сл. слой Без сл. слоя Сл. слой Без сл. слоя Сл. слой Без сл. слоя
1 3,21 2,25 7,87 6,95 3,95 2,25 8,38 6,95 
2 3,21 2,25 7,87 6,95 3.94 2,25 8,37 6,95 
3 3,20 2,24 7,86 6,94 3.94 2,24 8,36 6,94 
4 3,16 2,21 7,82 6,91 3.89 2,21 8,31 6,91 
5 3,14 2,20 7,8 6,89 3.87 2,20 8,29 6,89 
6 3,08 2,15 7,73 6,83 3.80 2,15 8,21 6,83 

 
Таблица 4.2 – Осадки фундаментной плиты в зависимости от модуля упругости материала  
                         армирующих свай при модуле деформации малопрочного грунта 2слE =2 МПа (см)  

плS  слЕ  500 2000 3500 5000 6500 8000 9500 11000 12500 14000 15500 17000 18500 20000
Четыре сваи 

лS  3,65 3,28 3,23 3,17 3,09 3,1 3,08 3,07 3,06 3,05 3,04 3,03 3,02 3,02 
нS  7,87 7,5 7,37 7,3 7,25 7,22 7,2 7,18 7,17 7,16 7,15 7,14 7,13 7,13 

л уплS  3,61 3,32 3,2 3,14 3,1 3,07 3,06 3,04 3,03 3,03 3,02 3,01 3,01 3 

н уплS  7,86 7,49 7,35 7,28 7,23 7,2 7,18 7,16 7,15 7,14 7,13 7,12 7,12 7,11 
Восемь свай 

лS  3,42 2,96 2,78 2,7 2,65 2,62 2,59 2,57 2,56 2,55 2,54 2,54 2,53 2,52 

нS  7,51 6,96 6,75 6,69 6,64 6,6 6,58 6,56 6,55 6,54 6,53 6,52 6,51 6,51 

л уплS  3,36 2,92 2,76 2,68 2,63 2,59 2,57 2,55 2,54 2,53 2,52 2,51 2,5 2,5 

н уплS  7,49 6,92 6,78 6,67 6,62 6,58 6,56 6,54 6,53 6,51 6,51 6,5 6,49 6,49 
 

Таблица 4.3 – Осадки фундаментной плиты в зависимости от модуля упругости материала 
                         армирующих свай при модуле деформации малопрочного грунта 2слE =8 МПа (см) 

плS слЕ  500 2000 3500 5000 6500 8000 9500 11000 12500 14000 15500 17000 18500 20000
Четыре сваи 

лS  3,03 2,83 2,75 2,7 2,67 2,65 2,64 2,63 2,62 2,61 2,6 2,6 2,59 2,59 
нS  7,44 7,11 7 6,93 6,9 6,87 6,85 6,83 6,82 6,81 6,8 6,8 6,79 6,79 

л уплS  2,96 2,79 2,7 2,66 2,63 2,61 2,59 2,58 2,57 2,56 2,56 2,55 2,55 2,54 

н уплS  7,4 7,07 6,96 6,9 6,86 6,83 6,81 6,79 6,78 6,77 6,76 6,76 6,75 6,75 
Восемь свай 

лS  2,88 2,56 2,44 2,38 2,34 2,31 2,29 2,28 2,27 2,26 2,25 2,24 2,24 2,23 

нS  7,11 6,65 6,5 6,42 6,37 6,34 6,32 6,3 6,28 6,27 6,26 6,26 6,25 6,25 

л уплS  2,8 2,51 2,39 2,33 2,29 2,27 2,25 2,23 2,22 2,21 2,2 2,2 2,19 2,19 

н уплS  7,08 6,61 6,46 6,38 6,33 6,3 6,27 6,26 6,24 6,23 6,22 6,22 6,21 6,2 
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,л нS S  – осадки фундаментной плиты при линейном и нелинейном деформировании основания без учета 
уплотнения грунта вокруг армирующих винтовых свай, ,л упл н уплS S  – осадки фундаментной плиты при 
линейном и нелинейном деформировании основания с учетом уплотнения грунта вокруг армирующих 
винтовых свай. 

 
 

а) 

 
б) 

Рисунок 4.3 – График зависимости осадки фундаментной плиты при нелинейном деформировании 
от модуля упругости материала армирующих свай а) при модуле деформации малопрочного 

грунта 2слE =2, б) при модуле деформации малопрочного грунта 2слE =8 
 

2. Чем больше модуль деформации мало-
прочного грунта, тем больше влияние уплотне-
ния грунта вокруг армирующих винтовых свай 
на осадку фундаментной плиты (с увеличением 
модуля деформации малопрочного грунта увели-
чивается несущая способность грунтового осно-
вания). 

3. При модуле деформации малопрочного 
грунта 2слE =2 МПа четырех армирующих свай 
недостаточно для того, чтобы добиться несущей 
способности грунтового основания с включени-
ем малопрочного грунта, равной несущей спо-
собности грунтового основания без малопрочно-
го включения. 

4. При модуле деформации малопрочного 
грунта 2слE =8 МПа достаточно четырех арми-
рующих свай для того, чтобы добиться несущей 
способности грунтового основания с включени-
ем малопрочного грунта, равной несущей спо-
собности грунтового основания без малопрочно-
го включения. 

5. При модуле деформации малопрочного 
грунта 2слE =8 МПа армирование можно произ-
вести четырьмя сваями с модулем упругости 

Е=6500 МПа или восемью сваями с модулем 
упругости Е=2000 МПа, чтобы добиться несу-
щей способности грунтового основания с вклю-
чением малопрочного грунта, равной  несущей 
способности грунтового основания без мало-
прочного включения. 

6. Как видно из рисунка 4.3, армирование 
можно производить сваями малого сечения с 
модулем упругости, рассчитанным по формуле 
(3.4), для того чтобы добиться несущей способ-
ности грунтового основания с включением мало-
прочного грунта, равной несущей способности 
грунтового основания без малопрочного вклю-
чения. 

Представляет интерес, как будет вести себя 
армирование малопрочного грунтового включе-
ния сваями малого сечения при различных моду-
лях деформации малопрочного грунтового осно-
вания. Для этого были построены модельные 
задачи 3, 4. 

В ниже приведенных модельных задачах мо-
дуль упругости материала армирующих свай 
рассчитывался по формуле (3.4). 
 



В.Е. Быховцев, Д.В. Прокопенко, С.В. Торгонская 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 2 (15), 2013 90 

Модельная задача № 3 (Плитный  фунда-
мент – базовая задача). 

Исходные данные: векторы шагов дискрети-
зации 

hx={30, 150, 150, 150, 10, 10, 50, 10, 25, 25, 
10, 50, 10, 10, 150, 150, 150, 30},  

hy={30, 150, 150, 150, 10, 10, 50, 10, 25, 25, 
10, 50, 10, 10, 150, 150, 150, 30}, 

hz={20, 30, 30, 30, 40, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 
10, 30, 30, 30, 30}; 

грЕ =32 МПа, грμ =0.3,  

плЕ =20000 МПа, плμ =0.15, 
расчётная область: 1140× 1140× 460 см;  
плита: 170× 170× 20 см; 
нагрузка Р=1280 кН (128000 кгс).  
Модельная задача № 4 (Плитный фунда-

мент в грунтовом основании с включением ма-
лопрочного грунта). 

Исходные данные: векторы шагов дискрети-
зации 

hx={30, 150, 150, 150, 10, 10, 50, 10, 25, 25, 
10, 50, 10, 10, 150, 150, 150, 30}, 

hy={30, 150, 150, 150, 10, 10, 50, 10, 25, 25, 
10, 50, 10, 10, 150, 150, 150, 30}, 

hz={20, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 
30, 30, 30, 30, 30}; 

грЕ =35 МПа, грμ =0.3, 

плЕ =20000 МПа, слE =1–10 МПа, 

свЕ =9847 МПа,  

плμ =0.15, Р=1280 кН (128000 кгс); 
расчётная область: 1140× 1140× 460 см; 
малопрочный слой: 810× 810× 180 см; 
плита: 170× 170× 20 см; 
свая: 10× 10× 180 см.  

 

 
Рисунок 4.4 – Расчетная область с планом 

армирования сваями (вид сверху) 
 

Осадка плиты базовой задачи равна 1,36 и 
5,2 см при линейном и нелинейном деформиро-
вании соответственно. 
 

Таблица 4.4 – Осадки фундаментной плиты  
в зависимости от модуля упругости малопрочно-
го слоя (см)  
плS слЕ  1 2 4 6 8 10 

лS  4,66 3,84 2,74 2,39 2,05 1,91 
нS  15,86 12,33 9,84 8,53 7,75 7,13 

л армS  1,34 1,34 1,3 1,27 1,26 1,25 

н армS  4,87 4,87 4,82 4,73 4,73 4,67 

,л нS S  – осадки фундаментной плиты при ли-
нейном и нелинейном деформировании основания 
без армирования малопрочного грунта сваями, 

,л арм н армS S  – осадки фундаментной плиты 
при линейном и нелинейном деформировании 
основания с учетом армирования малопрочного 
грунта сваями. 

По результатам компьютерного моделиро-
вания, полученным в модельных задачах 3–4, 
можно сделать вывод, что вне зависимости от 
модуля упругости малопрочного слоя армирова-
ние достаточно производить под плитой и на 
расстоянии 10 см в горизонтальной плоскости от 
края проекции плиты, для того чтобы добиться 
несущей способности грунтового основания с 
включением малопрочного грунта большей не-
сущей способности грунтового основания без 
малопрочного включения. 

В следующих модельных задачах рассматри-
вается армирование малопрочного включения в за-
висимости от расстояния этого включения в верти-
кальной плоскости от контактной поверхности 
фундаментной плиты с грунтовым основанием. 

Модельная задача № 5 (Плитный фунда-
мент – базовая задача). 

Исходные данные: векторы шагов дискре-
тизации 

hx={30, 150, 150, 150, 10, 10, 50, 10, 25, 25, 
10, 50, 10, 10, 150, 150, 150, 30},  

hy={30, 150, 150, 150, 10, 10, 50, 10, 25, 25, 
10, 50, 10, 10, 150, 150, 150, 30}, 

hz={20, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 
30, 30, 30, 30, 30}; 

грЕ =35 МПа, грμ =0.3, 

плЕ =20000 МПа, плμ =0.15, 
расчётная область: 1140× 1140× 460 см; 
плита: 170× 170× 20 см; 
нагрузка Р=1280 кН (128000 кгс). 
Модельная задача № 6 (Плитный фунда-

мент в грунтовом основании с включением ма-
лопрочного грунта). 

Исходные данные: векторы шагов дискре-
тизации 

hx={30, 150, 150, 150, 10, 10, 50, 10, 25, 25, 
10, 50, 10, 10, 150, 150, 150, 30}, 

hy={30, 150, 150, 150, 10, 10, 50, 10, 25, 25, 
10, 50, 10, 10, 150, 150, 150, 30}, 

hz={20, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 
30, 30, 30, 30, 30}; 

грЕ =35 МПа, грμ =0.3, 

плЕ =20000 МПа, 5слE = МПа, 

свЕ =9847 МПа, плμ =0.15, 
Р=1280 кН (128000 кгс); 
расчётная область: 1140× 1140× 460 см; 
малопрочный слой: 810× 810× 150 см; 
плита: 170× 170× 20 см; 
свая: 10× 10× 150 см.  
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Расчетная область с планом армирования 
сваями приведена на рисунке 4.4. Осадка базовой 
модели составляет 1,18 и 4,92  см. при линейном 
и нелинейном деформировании соответственно. 
 

Таблица 4.5 – Осадки фундаментной плиты 
в зависимости от расстояния от контактной по-
верхности фундаментной плиты до малопрочно-
го включения в вертикальной плоскости (см) 
 

Осадки 
Неармированный  
слабый грунт 

Армированный  
слабый грунт h Линей-

ное  
решение 

Нелиней-
ное  

решение 

Линей-
ное  

решение 

Нелиней-
ное  

решение
30 3,18 9,65 1,30 4,76 
60 2,79 9,05 1,27 4,80 
90 2,49 8,50 1,26 4,82 
120 2,24 8,06 1,25 4,79 
150 2,09 7,61 1,24 4,78 
180 1,90 7,35 1,23 4,73 
210 1,78 7,16 1,22 4,68 
240 1,68 6,83 1,21 4,63 
270 1,61 6,61 1,20 4,56 
300 1,55 6,41 1,19 4,52 
где h – расстояние от контактной поверхности 
фундаментной плиты до малопрочного включе-
ния в вертикальной плоскости. 

По результатам компьютерного моделиро-
вания, полученным в модельных задачах 4–5, 
можно сделать вывод, что армирование мало-
прочного включения можно производить по вы-
ше изложенной формуле (3.4) вне зависимости 
от  расстояния  от  контактной  поверхности  

фундаментной плиты до малопрочного включе-
ния, чтобы добиться несущей способности грун-
тового основания с малопрочным включением 
большей, чем несущая способность грунтового 
основания без малопрочного включения.  

 
Заключение 
Использование вертикального армирования 

зоны малопрочного грунтового основания свая-
ми малого диаметра дает возможность обеспе-
чить необходимую несущую способность слабых 
грунтов и осадку фундаментов. При этом, варьи-
руя количеством, размерами и физико-механи-
ческими характеристиками армирующих элемен-
тов малопрочных зон грунтов, представляется 
возможным найти наиболее рациональные реше-
ния поставленной задачи. 
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В статье предложен аппаратно-программный комплекс для решения учебных задач при практической подготовке спе-
циалистов по радиоэлектронике и приборостроению. Комплекс построен на основе информационно-измерительной 
системы, использующей программный пакет LabVIEW для ввода/вывода измерительной информации, управления 
функциональными узлами комплекса, анализа результатов измерений, составления электронных отчетов. Рассматри-
ваются особенности построения отдельных узлов и всего комплекса в целом. 
 
Ключевые слова: аппаратно-программный комплекс, информационно-измерительная система, USB-прибор, модуль 
управления. 
 
The article describes the hardware and software complex to deal with educational tasks in the practical training of experts in 
electronics and instrumentation. The complex is built on the basis of the information-measuring system using LabVIEW soft-
ware package for input/output of the measurement information, control of functional blocks of the complex, analysis of the 
measurement results and electronic reporting. The features of building of individual components and the entire complex as a 
whole are described. 
 
Keywords: hardware and software complex, information-measuring system, USB device, control module. 

 
 

Введение 
Создание максимально гибких многофунк-

циональных измерительных приборов и систем 
является актуальной научно-технической задачей 
при подготовке технических специалистов раз-
личных образовательных уровней. Решение дан-
ной задачи в каждом конкретном случае базиру-
ется, как правило, на научно-техническом заделе, 
имеющемся в той или иной области знаний. При 
этом универсальность системы обеспечивается, с 
одной стороны, программными возможностями 
используемых вычислительных средств – персо-
нальных компьютеров (ПК), с другой стороны – 
функциональной гибкостью технологической 
подсистемы [1]. 

Сами по себе ПК не могут обеспечить уни-
версальность системы на технологическом уров-
не, то есть на уровне выполняемых технологиче-
ских операций и процессов. Основное их назначе-
ние – обеспечение, прежде всего, информацион-
ной гибкости систем, то есть гибкости на уровне 
приема и обработки информации от самых раз-
личных источников (датчиков) и выдачи соответ-
ствующих управляющих и информационных сиг-
налов  на самые различные приемники подсис-
темы и т. д. [2]. Для обеспечения же максималь-
ной функциональной гибкости технологической 

подсистемы непосредственно на уровне техноло-
гических операций и процессов функциональные 
элементы и устройства должны отвечать опреде-
ленным схемо- и системотехническим требова-
ниям, которые формулируются и реализуются в 
соответствии со спектром решаемых задач [3]. 

 
1 Cтруктура комплекса и его составных 

частей  
Для создания современных учебных лабо-

раторных практикумов наиболее целесообраз-
ным является их реализация в виде аппаратно-
программных комплексов, которые позволяют 
исследовать реальные физические объекты и 
функциональные узлы. В этом случае имеется 
возможность использовать в работе элементы 
реального и виртуального взаимодействия с ла-
бораторным оборудованием. При этом основны-
ми объектами исследования являются учебные 
лабораторные модули (УЛМ), а измерительное 
оборудование может быть как реальным, обеспе-
чивающим непосредственную связь с ПК через 
интерфейс, так и виртуальным, полностью 
управляемым ПК. 

Объединение аппаратно-программных средств 
измерения  и обработки измерительной инфор-
мации с учебными лабораторными модулями 
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представляет собой учебный аппаратно-прог-
раммный комплекс (УАПК), предназначенный 
для выполнения учебных лабораторных практи-
кумов по техническим дисциплинам. 

Структура рассматриваемого УАПК приве-
дена на рисунке 1.1. Основными составными уз-
лами УАПК являются функциональные УЛМ и 
информационно-измерительная система (ИИС), 
включающая блок управления (БУ), блок изме-
рения (БИ), блок обработки измерительной ин-
формации на базе ПК. 
 

 
 

Рисунок 1.1 – Структурная схема УАПК 
 

УЛМ могут иметь различную структуру и 
техническое исполнение в зависимости от мно-
гообразия решаемых задач. УЛМ подразделяют-
ся на изучаемые дисциплины (Д1, Д2 … Дn) и на 

лабораторные практикумы в составе этих дисци-
плин (Д1.1, Д1.2 ….Д1.i и т. д.). Основным усло-
вием реализации УЛМ в составе УАПК является 
их совместимость с ИИС.  

Предлагаемая ИИС структурно состоит из 
трех функциональных групп. Первая группа 
включает радиоэлектронные модули первичной 
обработки информации. Вторая группа ИИС 
представляет собой блок измерительный (БИ), 
включающий комплект интеллектуальных изме-
рительных USB-приборов с соответствующим 
программным обеспечением. Третья группа 
представляет собой блок управления (БУ) и ин-
формационный блок, включающий математиче-
ское, алгоритмическое и программное обеспече-
ние системы на основе персонального компью-
тера (ПК). Первая и третья группы могут видо-
изменяется в зависимости от способа контроля 
параметров и функционального назначения ИИС. 
Структурная схема рассматриваемой ИИС пред-
ставлена на рисунке 1.2. 

Измерительный блок был построен на базе 
двух модулей: функционального USB-генератора 
сигналов и двухканального цифрового USB-
осциллографа. Такой выбор обусловлен широ-
кими возможностями интеллектуальных измери-
тельных USB-приборов, использующих постоян-
но увеличивающиеся вычислительные возмож-
ности и гибкость ПК. 

 

 
Рисунок 1.2 – Структурная схема ИИС 
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2 Особенности построения и функци-
ональные возможности комплекса 

Основными особенностями построения БИ 
на базе измерительных USB-приборов являются: 

– широкие возможности представления и 
обработки измерительной информации; 

– настраиваемый интерфейс пользователя; 
– расширяемость; 
– запись времени и комментариев вместе с 

данными; 
– автоматизация процесса измерений; 
– встроенные в измерительные процедуры 

возможности мультимедиа; 
– взаимодействие с базами данных и ин-

формационными системами.  
При этом автоматизированные средства 

разработки прикладных приложений, например 
LabVIEW или LabWindows/CVI, делают простым 
процесс создания как специализированных уст-
ройств, так и универсальных, комбинирующих 
возможности нескольких приборов. 

При выборе USB-приборов учитывалось со-
ответствие требуемых параметров входного сиг-
нала (форма сигнала, амплитуда, диапазон зада-
ваемой частоты) и характеристик осциллографа 
(количество входных каналов, диапазоны развер-
ток амплитуды и времени). 

При разработке программной части компь-
ютерной информационно-измерительной систе-
мы были использованы следующие виртуальные 
инструменты LabVIEW: 

– Interpolate 1D.VI – программный интер-
полятор;  

– Harmonic Distortion Analyzer.VI – измери-
тель нелинейных искажений; 

– Measure_for_1chan(SubVI).VI – измеритель 
параметров сигнала; 

– Basic Averaged DC-RMS. VI – измеритель 
постоянного напряжения; 

– Square Function. VI – формирователь прямо-
угольного импульса. 

Для функционирования ИИС разработан 
протокол информационного взаимодействия уз-
лов и подсистем и организована синхронизация 
процессов измерений различных параметров ра-
диоэлектронных блоков. В среде LabVIEW было 
реализовано управление интеллектуальными из-
мерительными приборами (генератор сигналов, 
цифровой осциллограф), а также управление как 
отдельными функциональными узлами ИИС, так 
и всей системой в целом. На рисунке 2.1 пред-
ставлена блок-диаграмма программы USB-гене-
ратора сигналов. 

Графический интерфейс пользователя реали-
зован в виде графических образов панелей 
управления приборов. На рисунке 2.2 показан 
пример рабочего окна информационного дисплея 
в одном из режимов работы ИИС при измерении 
параметров радиоэлектронного модуля в соот-
ветствии с методическими материалами [4]. В 
представленном рабочем окне отображается ана-
лизируемая электрическая схема радиоэлект-
ронного модуля, виртуальные панели измери-
тельных приборов (генератор сигналов, цифро-
вой осциллограф), параметры и характеристики 
исследуемого модуля в выбранном режиме ИИС. 
В представленном рабочем окре отображен 
режим исследования амплитудно-частотной 
характеристики (АЧХ) модуля.  

 
 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Блок-диаграмма USB-генератора сигналов 
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Рисунок 2.2 – Рабочее окно информационного дисплея ИИС 
 

Во время выполнения лабораторного прак-
тикума симулируется работа генератора сигна-
лов, при этом пользователь может управлять 
частотой, амплитудой и формой сигнала, с 
помощью двухканального USB-осциллографа 
измерять параметры и характеристики иссле-
дуемого модуля в контрольных точках при раз-
личных режимах работы схемы. Для подк-
лючения к исследуемой схеме тех или иных 
элементов используется коммутатор, который 
выполнен на малогабаритных реле, управляемых 
сигналами PIC-контроллера. 

Блок управления связан с ПК через мост 
RS-232/USB, что позволяет упростить обмен 
данными путем использования механизма вир-
туальных COM портов. Изменение точек под-
ключения входов USB-осциллографа, элементов 
схемы производится путем подачи команд 
управления в PIC-контроллер, что обеспечивает 
возможность выполнения широкого круга лабо-
раторных практикумов. 
   

Заключение  
Разработанный учебный аппаратно-прог-

раммный комплекс представляет интерес при 
решении измерительных задач, требующих ав-
томатизации процессов измерения, хранения, 

анализа измерительной информации, а также для 
реализации инновационных методов подготовки 
технических специалистов различного уровня на 
основе интеллектуальных аппаратно-програм-
мных средств в соответствии с современными 
образовательными программами.  
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 Статья подписывается всеми авторами. К 
статье прилагаются: 

– сопроводительное письмо организации, в 
которой выполнена работа с просьбой об опуб-
ликовании; 

– сведения об авторах; 
– экспертное заключение о возможности 

опубликования статьи в открытой печати; 
– договор о передаче авторского права (в 

двух экземплярах). 
Сведения об авторах представляются на от-

дельной странице и содержат: фамилию, имя, от-
чество автора (авторов), ученую степень, звание, 
место работы и занимаемую должность, специа-
листом в какой области является автор, почтовый 
индекс и точный адрес для переписки, телефоны 
(служебный или домашний), адрес электронной 
почты. Следует указать автора, с которым нужно 
вести переписку и направление, к которому отно-
сится представленная работа (физика, математика, 
техника). 
 Поступившая в редакцию статья направля-
ется на рецензирование. В случае её отклонения 
редакция сообщает автору решение редколлегии 
и заключение рецензента, рукопись автору не 
возвращается. Решение о доработке статьи не 
означает, что она принята к печати. После дора-
ботки статья вновь рассматривается рецензентом 
и редакционной коллегией. 
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Редакция оставляет за собой право произво-
дить редакционные изменения и сокращения, не 
искажающие основное содержание статьи. 
 Статьи, не отвечающие перечисленным тре-
бованиям, к рассмотрению не принимаются и 
возвращаются авторам. Датой получения руко-
писи считается день получения редакцией окон-
чательного варианта. 
 Авторы несут ответственность за направление 
в редакцию уже ранее опубликованных статей или 
статей, принятых к печати другими изданиями.  

Редакция предоставляет право первоочередно-
го опубликования статей лицам, осуществляющим 
послевузовское обучение (аспирантура, докторанту-
ра, соискательство) в год завершения обучения. 
Плата за опубликование статей не взимается. 

 Всю корреспонденцию следует направлять 
простыми или заказными письмами (бандероля-
ми) на адрес редакции.  

Образец оформления статьи, сведений об ав-
торах, экспертного заключения и текст договора о 
передаче авторского права размещены на сайте 
журнала по адресу http://pfmt.gsu.by.  
 Журнал включен в каталог печатных 
средств массовой информации Республики Бела-
русь. Индекс журнала: 01395 (для индивидуаль-
ных подписчиков), 013952 (для предприятий и 
организаций). 
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GUIDELINES FOR AUTHORS 
 

In order for papers submitted to be published in 
the journal “Problems of Physics, Mathematics and 
Technics” the following rules should be taken into 
account: 
 – the paper should be in agreement with the 
type of the journal; 

– the paper should be an original work, it 
should not have been submitted for consideration or 
previously published in the bulk over 25% in an-
other scientific edition and (or) electronic publica-
tions with the exception of preprint publication 
(manuscript) of the paper of the authors (coauthors) 
on their own website; 
 – the paper should contain all statutory refer-
ences to the cited authors and published sources of 
the borrowed material. The author (coauthors) must 
obtain all the necessary permissions for the use of 
materials in the article, in the event that he is (they 
are) not their right holder (right holders). 

The paper should not contain the materials 
suppressed for publication in the press in accordance 
with the laws of the Republic of Belarus. 

Contents of a paper should be written in line 
with the scope of the journal. The paper should be 
written in Russian, Belarusian and English, edited 
thoroughly and submitted in two copies to the Edito-
rial Office. The manuscript should be printed on A4 
white paper with all pages numbered. In addition, 
the  authors  must  submit  the  electronic  version  
of their manuscript  either  on a CD or by e-mail  
(e-mail: pfmt@gsu.by). 

To prepare a paper it is possible to use MS 
Word for Windows (2000/2003), Times New Roman 
type, 14 pt. All margins are 2 cm. The author may 
also use 12pt LaTeX in standard style article without 
redefinition of the margins and introduction of the 
author’s commands. 

Index UDC is sited in the left corner of the first 
page. The title of the paper in capital letters is fol-
lowed by the name(s) of the author(s), authors' af-
filiations and full postal addresses next to which are 
an abstract of no more than ten lines and keywords. 
Relevant keywords should be placed just after the 
Abstract. 

A paper, as a rule, should include Introduction, 
Body Text, Conclusion and Literature. The title of 
the paper must be concise. It describes the main idea 
of your research. 

In the Introduction the author gives a brief re-
view of literature, his grounds and specific objec-
tives, he describes links with scientific and practical 
branches. All background information such as refer-
ence to the papers of others authors and some 
previous publications (including foreign ones) in the 
field of investigation is necessary. 

The main part should contain description of the 
techniques used and objects of investigation within a 
large scientific framework. This part may be divided 
into subsection (with explanatory headings). It pro-

vides the readers with the analysis of the publica-
tions on the problem described in these subsections. 

Formulas, figures and tables should be sequen-
tially numbered in the framework of the section, for 
example: (1.1), (2.3), figure 1.1, table 2.1. The author 
should number only the formulas with appropriate 
references. The formula number is placed on the right 
side of the page and the formula itself is centred. 

Figures and tables should be put into a contex-
tual framework. The size of figures and charts does 
not exceed 10х15 cm. Halftone photos should be 
glossy and contrast. Do not repeat extensively in the 
text the data you have presented in tables and figures. 

Each table should have the heading, in which 
units of measure describe the values under consid-
eration. All measurements and data should be given 
in SI units, or if SI units do not exist, in an interna-
tional accepted unit. The authors are advised to 
avoid abbreviations except for generally accepted 
ones (i. e., etc.). Define all abbreviations the first 
time they are used. 

In the Conclusion the received data are de-
scribed in concise form. The novelty of these results, 
advantages and possibility of practical use are pre-
sented. 

Publications cited in the text should be pre-
sented in a list of references following the text of the 
manuscript. References should be given in their 
original spelling, numbered in the order they appear 
in the text and contain full bibliography. Please, do 
not cite unpublished papers. The numbers of refer-
ences are sited in square brackets (e.g. [1], [2]). 

The paper should be signed by all authors. 
The following documents should be attached to 

the article: 
– covering letter of the organization in which 

the work was done with a request for publication; 
– information about the authors; 
– expert opinion on the possibility of publish-

ing an article in the press; 
– treaty on the transfer of the copyright (two 

copies). 
The authors should provide the following in-

formation on a separate sheet: surname, first name, 
patronymic, science degree, rank and correct postal 
address for correspondence, organization or com-
pany name and position, title, research field, home 
or office phone numbers, and e-mail address. 

Then the paper is sent to the Editorial Board to 
be reviewed. The Editorial Office informs the au-
thors of paper denial and the reviewer's conclusion 
without returning the manuscript. A request to revise 
the manuscript does not imply that the paper is ac-
cepted for publication since it will be re-reviewed 
and considered by the Editorial Board. The authors 
of the rejected paper have the right to apply for its 
reconsideration. 

The Editorial Board has the right to edit the 
manuscript and abridge it without misrepresenting 
the paper contents. 
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Papers not meeting the above requirements are 
denied and returned to the authors. The date of re-
ceipt of the final version by the Editorial Office is 
considered as the submission date. 

Authors are responsible for the submission of 
their publication because submission is a representa-
tion that the paper has not been previously published 
and is not currently under consideration for publica-
tion elsewhere. The Editorial Board charters top-
priority for postgraduate students (postgraduate 
course, persons working for doctor's degree, com-
petitors for scientific degree) during the current year 

of the completion of a course. Publication of the 
paper is free of charge. 

Samples of the preparation of an article, infor-
mation about the authors, expert opinion and the text 
of the treaty on the transfer of the copyright are 
placed on the site http://pfmt.gsu.by. 

The journal «Problems of Physics, Mathemat-
ics and Technics» is included in the mass media 
catalogue of the Republic of Belarus. Index: 01395 
(for personal subscribers), 013952 (for enterprises 
and organizations). 
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