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УДК 621.396.67 

ПОЛЯРИЗАТОР ЦИРКУЛЯРНО-ПОЛЯРИЗОВАННОГО СВЧ ИЗЛУЧЕНИЯ 
НА ОСНОВЕ ДВУХСПИРАЛЬНЫХ ЧАСТИЦ 

А.П. Балмаков1,2, И.В. Семченко2, С.А. Хахомов2, М. Нагатсу1 

1Университет Шизуока, Хамамацу, Япония 
2Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель, Беларусь 

 
MICROWAVE CIRCULAR POLARIZER BASED 

ON BIFILAR HELICAL PARTICLES 

A.P. Balmakov1,2, I.V. Semchenko2, S.A. Khakhomov2, M. Nagatsu1 
1Shizuoka University, Hamamatsu, Japan 

2F. Scorina Gomel State University, Gomel, Belarus 
 

В cтатье показана реализация нового поляризатора циркулярно поляризованного излучения, основанного на использо-
вании металлических двухспиральных (дс-) элементов массива и работающего при нормальном к оси спирали прохож-
дении волны. Последнее обстоятельство является ключевым отличием данного массива от ряда аналогов, работающих 
на прохождение вдоль оси спирали. Приведено теоретическое обоснование поляризационной селективности дс-спи-
ралей для перпендикулярного к оси направления прохождения излучения. Построена компьютерная модель для изуче-
ния электродинамических свойств массивов спиралей, которая подтвердила реализуемость циркулярного поляризатора 
для массива в СВЧ диапазоне длин волн. 
 
Ключевые слова: спираль, массив, поляризация, метаматериал. 
 
In this paper, we describe practical realization of a new type of circular polarizer based on metallic double-stranded (ds-) array 
particles, operating under normal to the helix axis wave propagation. The latter is the key distinction of this array from a num-
ber of analogous operating under propagation along the helix axis. Theoretical foundation of ds-helices polarization selectivity 
is given for a wave propagation perpendicular to the helix’s axis. A computer model is created to study electrodynamic proper-
ties of arrays of helices, which confirms the circular polarizer feasibility for a microwave wavelength region. 
 
Keywords: helix, array, polarization, metamaterial. 

 
 

Introduction 
In radio engineering there are several different 

ways to get circular microwaves by means of two-
dimensional (2D) and three-dimensional (3D) metal-
lic structures. One of the most widespread of them is 
the use of a spiral element. Although a helix can 
radiate in many modes, the axial mode and the nor-
mal mode present the common interest. The axial 
mode, the most commonly used mode, provides 
maximum radiation along the helix axis, which oc-
curs when the helix circumference is of the order of 
one wavelength. The normal mode, which yields ra-
diation broadside to the helix axis, occurs when the 
helix diameter is small as compared to a wavelength 
[1]. Typically, for a 3D helix, the flux of circular po-
larization is also radiated along the helix’s axis, but a 
sidelobe polarization, if it exists, is not circular in 
general. This explains why the recent technique in 
developing helix-based circular polarizers is based 
on the along-helix-axis wave propagation [2]–[5]. In 
this article we propose a different approach for the 
circular polarizer realization, which is based on per-
pendicular to helix’s axis wave propagation, but in 
this case the helix has a double stranded or bifilar 
structure with a specific shape and orientation in 
space. The parameters of helices as passive oscilla-
tors for perpendicular to helix axis wave propagation 

have been recently intensively studied by our group 
[6]–[11] and worldwide [12]–[14], this indicates 
high interest in this field of research. 

 
1 Helix as a meta-atom particle 

 According to the Drude-Lorentz model, free 
electrons in metals can oscillate under the influence 
of external electromagnetic fields. The material 
properties of the metal become relevant to the field 
frequency. For metals with a curved shape, the pos-
sible oscillation trajectories are restricted by the 
curved surface of the metal. Therefore, free electrons 
have to follow the curvature of the metal surface. 
Harmonic external fields force the electrons to oscil-
late harmonically, therefore the electric current in 
the helix can be represented by a Fourier series 

( , ) ( ) ,
m

jm
m

m

I x I x e φφ
=∞

=−∞

= ∑  

where mI  is the amplitude of the m-harmonic, φ  is 
the azimuth angle in the plane perpendicular to the 
helix axis, j  is an imaginary unit. If the metal element 
has a periodic shape with its characteristic period corre-
sponding to a wavelength, then a strong macro reso-
nance of electric current can occur. For instance, 
consider a long metal single-stranded (ss-) helix, 
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fragment of which (1.5 turns or 3 half-turns) is de-
picted in Figure 1.1 (a). Theoretical analysis and 
computer modelling show that the main (principal) 
frequency resonance takes place when the wave-
length approaches the period (length of one helix 
turn) of the helix .Pλ =  At this, the electric current 
has a harmonic mode, and, as it has been shown, it 
changes its direction every helix’s half turn. No 
principal difference has been observed in the electric 
current distribution in the ds-helix [see Figure 
1.1 (b)] in comparison to the ss-helix. There are, 
however, radical differences between these ss- and 
ds-helices in net electric e Eτα=p τ  and magnetic 

m nEα=m n  dipole responses induced in every half-
turn(s) segment, where ,eα  mα  are electric and 
magnetic polarizabilities of the segment, τ  is the 
unit vector directed along the wire, n  is the unit 
vector directed normal to the wire loop plane, ,nEτ  is 
the harmonic field of excitation. For chiral particles, 
however, both electric and magnetic fields are re-
sponsible for the dipole moments formation 

0 0 0 ,ee emjε α ε μ α= −p E H  

0 0 ,mm mejα ε μ α= +m H E  
where eeα  and mmα  are the tensors of dielectric and 
magnetic polarizabilities; emα  and meα  are the pseu-
dotensors characterizing the chiral properties of the 
helix [15]. 
 

 
 

Figure 1.1 – (a) Schematic of the ss- and ds-helix 
where electric p and magnetic m responses are 

shown for the upper half-turn as well as the E-field 
induced by them, (b) surface electric current 

distribution along the 5 half-turn helices 
 

Actually, due to the axial symmetry there are 
only axial dipoles for the ds-helix, but for the ss-one 
there are also perpendicular to axis dipoles, respon-
sible for the helix scattering as well. The electric and 
magnetic moments induced in every half-turn of the 
ss-helix have been calculated. Important relations 
between them have been found  

2

2 ,x x
jp m

r qω
=  

2 ,y y
jqp m
ω

≈ −  

0,z zp m= =  
where ω  is the current cyclic frequency, 2 / ,q hπ=  
we assume 0q >  and 0q <  for the right- and left-
handed helices, respectively, and h  is the helix 
pitch, r  is the helix radius. These correlations of 
electric and magnetic moments were found for the 
main resonance electric current mode in Figure 1.1 (b).  

Let us consider what helix shape is optimal for 
circularly polarized waves radiation in the perpen-
dicular-to-axis direction [e. g. Z± -axis in Figure 1.1 
(a)], note that the helix’s ends are located in the XY 
plane. Let us assume that the linearly polarized inci-
dent wave excites the helix in a perpendicular to its 
axis direction (e. g. propagates along Y± -axis). The 
condition for radiation of a CP wave in the direction 
orthogonal to the helix axis [9] is the following 

1 .x xp m
c

=  

The discrete dipole radiation model is applied 
[16], which  allows to calculate the instantaneous 
E -field gained from an individual half-turn(s). It 
can be done using the next formulas 

( )0

0

,
4p i i iR
μ
π

= × ×E p n n  

0

0

,
4m i icR
μ
π

= ×E n m  

which are time and distance iR  dependent. Here in  
is a unit vector (see Figure 1.1 (a) for 1i = ), c  is the 
speed of light, double dots denote the 2nd time de-
rivative [17]. In Figure1.1 (a) the total scattered field 
induced by the upper half-turn segment is shown in 
some point along the Z axis. We consider a mono-
chromatic incident wave ,j te ω−  therefore 2 ,m mω= −  

2 .p pω= −  The resulting E -field can be calculated 
and the polarization of the radiated wave can be es-
timated by taking the sum of all field components 
from all half-turns. The ellipticity ,ε  which is of the 
great interest for polarization characterization, is 
introduced through the reciprocal axial ratio as de-
fined for a general case in Ref. [18] as / ,OA OBε =  
where  

1/2
1/22 2 4 4 2 21 2 cos(2 ) ,

2 x y x y x yOA E E E E E E φ⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤= + − + + Δ⎢ ⎣ ⎦ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
 

1/2
1/22 2 4 4 2 21 2 cos(2 )

2 x y x y x yOB E E E E E E φ⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤= + + + + Δ⎢ ⎣ ⎦ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
 

here φΔ  is the time-phase difference between the 
two components xE  and yE  of the field. 

For the ds-helix, however, the ellipticity calcu-
lation is simplified to the axial ratio of components 

/y xE Eε =  as the phase difference between p  and 
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m  (and therefore pE  and mE ) is / 2π  and pE  is 
orthogonal to .mE  

The following expressions were found for the 
components of the resulting electric field for the ss-helix 

1
0

0 3 2

( 1) 1exp ,
kN

k
x x y

k N k k

R R
E aR j p m

c R cR
ω

+

=−

⎧ ⎫−⎛ ⎞≈ +⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎩ ⎭

∑  

1
0

2

( 1)1exp
kN

k
y y x

k N k k

R R
E a j p m

c R cR
ω

+

=−

⎧ ⎫−⎛ ⎞≈ +⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎩ ⎭

∑  

for the ds-helix they are 
1

2
0 3

( 1)2 exp ,
kN

k
x x

k N k

R
E aR p j

cR
ω

+

=−

− ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

0
2

2 ( 1) exp
kN

k
y x

k N k

aR R
E m j

c cR
ω

=−

− ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

where 0R  is the distance between the origin and 
some point of field measuring (see Figure 1.1), 

2
2
0 2k

hR R k⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

is the distance from the half-turn with number k  to 
the same point, and k  is the index ranging from 

N−  to ,N   

( )
2

0 exp .
4

a j t
μ ω

ω
π

= −  

We performed computer processing of the el-
lipticity to analyze the resultant polarization for 
short and long helices (with different N  and 0R ) in 
a far-field region. Usually a helix is characterized 
both by its radius r  and pitch ,h  but they can be 
reduced to the helix pitch angle [19] via 

cot( ).arc qrα =  It was found that the ellipticity re-
sults to unity only for the ds-helix with approxi-
mately 24.5α = °  having only a weak dependence on 
N with the constant maximum position. A ss-helix 
can reach its maximum ellipticity of near 0.3 at more 
than doubled pitch angle in the far-field zone, which 
is not the same for the near-field zone. 

 
2 Modelling of an individual particle 
Using computer simulations we can confirm 

the key predictions of the proposed theoretical 
model. Parameters of the individual helical particle 
(as well as arrays of them) were modelled by the 
commercial software finite element method solver 
for electromagnetic structures Ansoft HFSS (High 
Frequency Structural Simulator) for optimal parame-
ters search. We have investigated helices (both ss 
and ds) of different lengths in the range from 1 to 5 
half-turn(s), but further discussion and an array re-
alization is based on the results obtained for the 5 
half-turn particle. 

A monochromatic plane wave of 3 GHz propa-
gated along the Y-axis and was able to excite the 
helix according to the model considered above. 

Simulations showed that the principal surface cur-
rent mode induced in individual particles depicted in 
Figure 1.1 (b) is possible for a perpendicular to the 
helix axis direction of linear wave propagation hav-
ing its E-vector oriented along the helix axis. The 
current has maximum in the center and the minimum 
at the ends of each half-turn. The field scattered by 
either ss- and ds- single particles along the Z-axis is 
investigated for the distance 0 10 .R λ=  The results 
show a large difference in the axial ratios for the 
single ss- [see Figure 2.1 (a)] and ds-helix [see Fig-
ure 2.1 (b)], moreover, the phase difference ϕΔ  can 
reach / 2π  for the ss-helix only at several spots 
(blue circles), but in wide regions for the ds-helix 
(solid curves).  

Therefore, the unitary ellipticity is achievable 
for the latter case only. Resonance modes can be 
observed near the principal resonance 3 GHz.resν =  
As it has been predicted by the theory, the highest 
value for the ellipticity is achieved at 55α = °  for 
the ss-helix near the main resonance and at 

20 30α = ° − °  for the ds-helix. Total scattered inten-
sity can be calculated also from the proposed theo-
retical model and it is in agreement with the field 
strength peaks depicted in Figure 2.1. 

As for single-layer arrays of ss-helices, the ax-
ial ratios can achieve high values, but the phase dif-
ference does not reach / 2π  (pictures are not given). 
Ds-helix arrays behave much better in this way; we 
can compare differences induced by the change in 
orientation of the incident E-field of excitation: 
along the helix axis [see Figure 2.1 (c)] and perpen-
dicular to it [see Figure 2.1 (d)]. One can see the 
regions where both the high axial ratio and 

/ 2ϕ πΔ =  coexist (solid curve), which gives a cir-
cular polarization.  

From the phase analysis of the ,pE  mE  oscil-
lations we have found theoretically that the wave 
radiated by right-handed ds-DNA-like helix is pola-
rized left-handed (DNA stands for deoxyribonucleic 
acid). To clarify, the E-vector of the wave follows a 
left-handed helix in space (very often this wave is 
called  right-handed by engineers). 

It is also important to study spatial distributions 
of scattered electromagnetic field (see Figure 2.2). 
These results showing strong narrow radiation 
beams along the Z-axis for ds-helices (in contrast to 
the ss-helices) are easy to understand taking into 
consideration the particle symmetry, its position in 
space and the perpendicular to the Z-axis maximal 
electric current direction, which contributes to the 
maximum radiation along this axis. 

From the diagram in Figure 2.2 the advantage 
of ds-helices over ss-ones is obvious. In this picture, 
the difference between magnitudes of maximum and 
minimum scattered field is higher than one order. 
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Figure 2.1 – (a), (b) Results of simulations: polarization analysis of the field scattered by the individual ss-helix 
(a) and the ds-helix (b). Incident linear wave propagates along the Y-axis (E-vector is along the helix axis),  

the E-field is detected at the point of the Z-axis at 0 10 ;R λ=  (c), (d) the field scattered by a single-layer array of 
ds-helices, when the incident linearly polarized wave propagates along the Y-axis, the E-vector is: 

along the X-axis (c), along the Z-axis (d) 
 

 

 
Figure 2.2 – Spatial distribution of the scattered 

electromagnetic field by the array  
of ds- and ss-helices of 3 and 5 half-turns.  

Vectors k and E of the incident linear wave were set 
along the Y- and X-axes, respectively 

 

3 Three-dimensional arrays study for a circu-
lar polarizer realization 

In this section we show how the mentioned ad-
vantage of ds-helices can be utilized for the develop-
ment of 3D arrays acting as a circular polarizer. Inci-
dent circularly polarized wave is directed normally to 
one of the lateral surfaces of the array shown in Fig-
ure 3.1 (a). We study propagation of both right- and 
left-handed circularly polarized (RHCP, LHCP) 

waves, which are described by the following for-

mula 1 ,
2
j

±

±
= 2e e

e  where ,  1 2e e  are orthogonal 

unit vectors along the direction perpendicular to the 
wave vector. 

 

 
 

Figure 3.1 – (a) 3D array composed of metal 
ds-helices having the pitch angle of 24.5α = °  and 
the incident circularly polarized radiation direction, 

(b) schematic of the array fragment with its 
parameters: the helix pith h=41.5 mm, the helix 

radius r=14.5 mm, the wire radius rw=1 mm,  
the array parameters a= 2 / 5,λ  b= / 5,λ  

the inter-layer interval is 2 / 5λ  
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The particles in the array are arranged so that 
their ends are placed in the plane formed by the in-
cident wave vector and the helix axis. The lattice 
constant (the interval between the parallel layers) in 
the array is 2 / 5,λ  other parameters of the helix and 
the array are defined by Figure 3.1 (b) and have the 
following values: the helix pith h=41.5 mm, the he-
lix radius r=14.5 mm, the wire radius rw=1 mm, the 
array parameters a= 2 / 5λ , b= / 5λ , wavelength λ  
is 100 mm, the  pitch angle is 24.5 .α = °  

We studied the performance of the arrays as a 
polarization filter for a different number of layers in 
its composition. Far field analysis revealed clear 
peaks in spatial intensity and ellipticity diagrams. 
Figure 3.2 shows the total transmittance of electro-
magnetic radiation through a 5 layers array vs. fre-
quency for different types of incident circularly po-
larized radiation – RHCP and LHCP. For low fre-
quencies near the main frequency resonance, the 
interaction of the field with the helices is very strong 
and they scatter strongly perpendicular to the inci-
dent field direction, so the total propagation is very 
low. However, at higher frequencies, the effect of 
collective interaction between helices results in 
higher selective filtering of one circular mode than 
the opposite one. In our case, as the helices were 
right-handed, the propagation of RHCP mode is 
greater than for LHCP at wide frequency range be-
tween approximately 10 and 25 GHz. The study of 
the transmittance dependence on the number of lay-
ers in the array revealed the sharper transmittance 
peak for thicker arrays. This phenomenon can be 
explained in the following way. For an array with a 
small number of layers, strong lateral (relative to the 
direction of propagation) scattering takes place. For 
thicker array, this lateral scattering undergoes reflec-
tion towards the direction of propagation by further 
layers. Therefore, the resultant normally propagated 
intensity of radiation has higher and sharper profile 
in this case. 

Propagated wave was predominantly RHCP 
(LHCP) polarized for RHCP (LHCP) incidence re-
spectively. For more detailed analysis of the type of 
circular polarization of the propagated wave, we 
should assess the distinction ratio coefficient, which 
can be defined as  

(RHCP) ,
(LHCP)

TDR
T

=  

where  
RHCP
tr
RHCP
ic

(RHCP) ,
I

T
I

=  

LHCP
tr
LHCP
ic

(LHCP)
I

T
I

=  

are transmittances of the circular modes, ic denotes 
to incident field, tr denotes to transmitted field. 
From the DR coefficient (see Figure 3.2, black 
dashed curve) analysis one can see the array high 

transparency for RHCP radiation in comparison to 
LHCP radiation, what is expectable because the ar-
ray is composed of right-handed helices. Thus, the 
performance of this array as a polarization filter (cir-
cularly polarized selective surface) and the circular 
polarizer is proved. The result of strong polarization 
interaction for a lower part of the considered fre-
quency band was confirmed experimentally for 
mono-layered arrays elsewhere [20]. Moreover, 
similar effect takes place in pure dielectric photonic 
crystals [21], [22]. 
 

 
 

Figure 3.2 – Total transmittance vs. frequency for 
the array composed of 5 layers. Incident plane wave 

was circularly polarized, the red curve (circles) 
corresponds to the RHCP incidence radiation, 

the blue curve (squares) corresponds to the LHCP  
incidence radiation. The right scale and the black 

dashed curve represent 
the distinction ratio coefficient 

 
Conclusion 
We have realized a circular filter and polarizer 

for a non-typical – perpendicular to helix’s axis – 
direction of wave propagation using the array com-
posed of 5 layers of the ds-helices. This became pos-
sible due to the optimal helix shape and specific spa-
tial arrangement of helices inside the array. This new 
type of array can also be applied to photonic crystals 
applications and therefore tends to be utilized in 
optics of infrared and visible light. 
  

REFERENCES 
1. Volakis, J.L. Antenna Engineering Hand-

book / J.L. Volakis. – 4th ed. – McGraw-Hill Co., 
2007. 

2. Gold helix photonic metamaterial as broad-
band circular polarizer / J.K. Gansel [et al.] // Sci-
ence. – 2009. – Vol. 325. – P. 1513–1515. 

3. Gold helix photonic metamaterials: a nu-
merical parameter study / J.K. Gansel [et al.] // Op-
tics Express. – 2010. – Vol. 18. – P. 1059–1069. 

4. Ultrabroadband optical circular polarizers 
consisting of double-helical nanowire structures / 



A.P. Balmakov, I.V. Semchenko, S.A. Khakhomov, M. Nagatsu 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (14), 2013 12 

Z.Y. Yang [et al.] // Optics Letters. – 2010. – 
Vol. 35. – P. 2588–2590. 

5. Broadband terahertz circular polarizers with 
single- and double-helical array metamaterials / 
S. Li [et al.] // Journal of the Optical Society of 
America A. – 2011. – Vol. 28. – P. 19–23. 

6. Semchenko, I.V. Polarization selectivity of 
electromagnetic radiation of deoxyribonucleic acid / 
I.V. Semchenko, S.A. Khakhomov, A.P. Balmakov 
// Journal of Communications Technology and Elec-
tronics. – 2007. – Vol. 52. – P. 996–1001. 

7. Semchenko, I.V. Cube Composed of DNA-
like Helices Displays Polarization Selectivity Prop-
erties in Microwave / I.V. Semchenko, S.A. Khak-
homov, A.P. Balmakov // in: Metamaterials 2009 – 
3rd International Congress on Advanced Electro-
magnetic Materials in Microwaves and Optics. – 
London, UK – 2009. – P. 1–3. 

8. Semchenko, I.V. Polarization Selectivity of 
Artificial Anisotropic Structures Based on DNA-
Like Helices / I.V. Semchenko, S.A. Khakhomov, 
A.P. Balmakov // Crystallography Reports. – 2010. – 
Vol. 55. – P. 921–926. 

9. Semchenko, I.V. Transformation of the po-
larization of electromagnetic waves by helical radia-
tors / I.V. Semchenko, S.A. Khakhomov, A.L. Sa-
mofalov // Journal of Communications Technology 
and Electronics. – 2007. – Vol. 52. – P. 850–855. 

10. Semchenko, I.V. Helices of optimal shape for 
nonreflecting covering / I.V. Semchenko, S.A. Kha-
khomov, A.L. Samofalov // The European Physical 
Journal Applied Physics. – 2010. – Vol. 49. – P. 33002. 

11. Khakhomov, S.A. Advantages of metamate-
rials based on double-stranded DNA-like helices / 
S.A. Khakhomov [et al.] // in: Metamaterials’2012: 
The 6th International Congress on Advanced Elec-
tromagnetic Materials in Microwaves and Optics. – 
Saint Petersburg, 2012. – P. 1–3. 

12. Silveirinha, M.G. Design of Linear-to-
Circular Polarization Transformers Made of Long 
Densely Packed Metallic Helices / M.G. Silveirinha 
// IEEE Transactions on Antennas and Propagation. 
– 2008. – Vol. 56. – P. 390–401. 

13. Optically nonactive assorted helix array 
with interchangeable magnetic/electric resonance / 
X. Xiong [et al.] // Applied Physics Letters. – 2011. 
– Vol. 98. – P. 071901. 

14. Metallic Helix Array as a Broadband Wave 
Plate / C. Wu [et al.] // Physical Review Letters. – 
2011. – Vol. 107. – P. 1–5. 

15. Electromagnetics of bi-Anisotropic Materi-
als: theory and applications / A. Serdyukov [et al.]. 
– Gordon and Breach, New York, 2001. 

16. Landau, L.D. The Classical Theory of 
Fields / L.D. Landau, E.M. Lifshitz. – 4th ed. – But-
terworth-Heinemann, 1980. 

17. Yavorsky, B.M. Handbook of Physics / 
B.M. Yavorsky, A.A. Detlaf, N. Weinstein. – 4th ed. 
–  Central Books Ltd., 1973. 

18. Balanis, C.A. Antenna Theory / C.A. Ba-
lanis. – 2nd ed. – John Wiley and Sons, Inc., 1996. 

19. Semchenko, I.V. Polarization selectivity of 
electromagnetic radiation of DNA / I.V. Semchenko, 
S.A. Khakhomov, A.P. Balmakov // in: Bianisotrop-
ics 2006 – International Conference on Complex 
Media and Metamaterials, 25–28 September 2006. – 
Samarkand, Uzbekistan, (printed in Helsinki Univer-
sity of Technology, Electromagnetics Laboratory, 
Espoo, Finland, Report 478). – P. 47–48. 

20. Семченко, И.В. Взаимодействие искус-
ственных ДНК-подобных структур в СВЧ диапа-
зоне: поляризационная селективность отражения 
волн / И.В. Семченко, С.А. Хахомов, А.П. Бал-
маков // Радиофизика и электроника. – 2009. – 
Vol. 14. – P. 103–108. 

21. Three-dimensional horizontal circular spi-
ral photonic crystals with stop gaps below 1 μm / 
K.K. Seet [et al.] // Applied Physics Letters. – 2006. 
– Vol. 88. – P. 221101. 

22. Three-dimensional chiral photonic super-
lattices / M. Thiel [et al.] // Optics Letters. – 2010. – 
Vol. 35. – P. 166–168. 
 

Поступила в редакцию 15.11.12. 

 
 



Проблемы физики, математики и техники, № 1 (14), 2013 
 

© Веко О.В., Овсиюк Е.М., Редьков В.М., 2013                    13 

  
УДК 535.51 

О 4-СПИНОРАХ ДЖОНСА ЧАСТИЧНО ПОЛЯРИЗОВАННОГО СВЕТА 
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JONES 4-SPINORS FOR THE PARTIALLY POLARIZED LIGHT 

O.V. Veko1, E.M. Ovsiyuk1, V.M. Red’kov2 
1I.P. Shamyakin Mosyr State Pedagogical University, Mozyr 

2B.I. Stepanov Institute of Physics of NAS Belarus, Minsk 
 

Известное теоретико-групповое описание способов построения 4-тензоров из комплексного 4-спинора позволяет вве-
сти определение для 4-спиноров Джонса частично поляризованного света и связать этот объект с 4-вектором и 4-тензором 
Стокса для такого света. Это существенно обобщает известную в литературе ситуацию,  когда используется только 2-мер-
ный формализм Джонса, при этом он применяется только для описания полностью поляризованного света. 
 
Ключевые слова: поляризационная оптика, 4-спиноры Джонса, параметры Стокса. 
 
The known group-theory based description of constructing of 4-tensors based on the second rank 4-spinor permits to introduce 
definition for Jones 4-spinor of a partially polarized light and relates this object with Stokes 4-vector and Stokes antisymmetric 
4-tensor. It provides us with extension of the known attitude to the problem when only Jones 2-spinors relevant to a completely 
polarized light are used. 
 
Keywords: polarization optics, Jones 4-spinors, Stokes parameters. 

 
 

Введение  
Для аналитического описания состояния 

поляризации света используются 4 параметра 
Стокса [1]. При любом линейном оптическом 
процессе параметры Стокса падающего пучка 
линейно преобразуются в параметры Стокса вы-
шедшего пучка с помощью матрицы Мюллера; 
любой оптический элемент описывается своей 
матрицей Мюллера. Поляризация света может 
описываться также в рамках формализма Джон-
са; при этом состояние поляризации света зада-
ется 2-мерным комплексным вектором, линейные 
оптические элементы описываются 2-мерными 
матрицами Джонса. В литературе большое вни-
мание уделялось анализу возможных типов мат-
риц Мюллера. В частности, теория матриц Мюл-
лера недеполяризующих оптических систем раз-
вивалась в работах П.И. Ламекина [2]–[9]: были 
описаны собственные поляризации всех типов 
недеполяризующих оптических систем; в рамках 
формализма матриц Мюллера построена общая 
классификация недеполяризующих оптических 
систем; построены полярные формы матриц 
Мюллера недеполяризующих систем.  

В последние годы много внимания уделяется 
другим аспектам теории матриц Мюллера. Извест-
но, что при описании полностью или частично по-
ляризованного света существенную роль может 
играть группа псевдоортогональных преобразо-
ваний, изоморфная группе Лоренца. Это означа-
ет, что техника оперирования с преобразования-
ми Лоренца, хорошо развитая в релятивистской 

физике [10]–[12], может сыграть существенную 
эвристическую роль при анализе вопросов опти-
ки поляризованного света. А.А. Богушем и др. 
были инициированы исследования теории мат-
риц Мюллера с акцентом на их групповой струк-
туре, в частности, на группе преобразований, 
изоморфной группе Лоренца [13]–[20]. При этом 
была описана общая факторизованная структура 
возможных матриц Мюллера, показана эффек-
тивность применения параметризации Федорова 
в теории матриц Мюллера лоренцевского типа, 
выполнен теоретико-групповой анализ степени 
неопределенности в нахождении матриц Мюлле-
ра оптического элемента из результатов одного 
поляризационного измерения, построена класси-
фикация возможных вырожденных матриц 
Мюллера с нулевым определителем.  

 
1 Постановка задачи 
Стоит отметить, что 2-мерный формализм 

Джонса пригоден только для описания полно-
стью поляризованного света, в то время как 
формализм Стокса применим также и для описа-
ния частично поляризованного света. Следует 
обратить внимание и на то, что 4-векторы Стокса 
полностью и частично поляризованного света 
являются аналогами изотропных и времени-
подобных 4-векторов в рамках специальной тео-
рии относительности. В настоящей работе из-
вестная теоретико-групповая задача о способах 
построения 4-тензоров из комплексного 4-спинора 
переформулируется  как  задача  о связи между 

ФИЗИКА
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4-спинорным (типа Джонса) и тензорным (типа 
Стокса) описаниями поляризованного света. Ре-
лятивистские 4-спиноры Джонса являются обоб-
щением нерелятивистких 2-мерных спиноров 
Джонса, которые обычно только и применяются в 
литературе. В данной работе мы рассматриваем 
частично поляризованный свет (предварительный 
анализ проблемы был частично выполнен в [15]).  

Исходим из разложения биспинора второго 
ранга по тензорам (используем обозначения, 
принятые в [21]):  

( )5 5 1b ab b
bb ab

U

i i i Eγ σ γ γ γ −

= Ψ⊗Ψ =

= − Φ + Φ + Φ + Φ + ;Φ
(1.1) 

для матриц Дирака будем использовать спинорный 
базис. Обратные к (1.1) соотношения имеют вид: 

5

1 Sp[ ]
4

1 Sp [ ]
4

a a

a a

E U

E U
i

γ

γ γ

Φ = ,

= ,Φ

 

5

Sp [ ]
4

1 Sp [ ]
4
1 Sp [ ]
2

mn mn

i EU

E U

E U
i

γ

σ

Φ = ,

Φ = ,

Φ = − .

 

Находим явный вид 4-вектора, 4-псевдовектора, 
двух скаляров:  

1 2
0 2 1

1 2
1 1 2

1 ( )
2
1 ( )
2

ξ η ξ η

ξ η ξ η

Φ = − ,

Φ = − ,
 

1 2
2 1 2

1 2
3 2 1

( )
2
1 ( ),
2

i ξ η ξ η

ξ η ξ η

Φ = + ,

Φ = − +
 

0 0 0a = , Φ = , Φ = ,Φ  
а также антисимметричного тензора:  

01 1 1 2 2
1 1 2 2

23 1 1 2 2
1 1 2 2

( )
4
1 ( )
4

i ξ ξ ξ ξ ηη η η

ξ ξ ξ ξ ηη η η

Φ = − + − ,

Φ = − − + ,
 

02 1 1 2 2
1 1 2 2

31 1 1 2 2
1 1 2 2

1 ( )
4
1 ( )
4i

ξ ξ ξ ξ ηη η η

ξ ξ ξ ξ ηη η η

Φ = − + + + ,

Φ = − + − − ,
 

03 1 2
1 2

12 1 2
1 2

( )
2
1 ( )
2

i ξ ξ ηη

ξ ξ ηη

Φ = − + ,

Φ = − − .
 

В [15] было показано, что эта возможность при-
годна для описания полностью поляризованного 
света, когда релятивистская длина 4-вектора 
Стокса равна нулю.  
 

2 4-Спиноры Джонса для частично поля-
ризованного света  

Исследуем возможность построения тензо-
ров из двух зарядово-сопряженных спиноров [21]:  

1
2

2
1
2

1
1

2

c

A D
B C
C B
D A

AD AC AB AA
BD BC BB BA
CD CC CB CA
DD DC DB DA

ξ η
ξ η
η ξ
η ξ

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

+ +
− −

Ψ⊗Ψ = ⊗ = ⊗ =
− −
+ +

+ − − +
+ − − +

= .
+ − − +
+ − − +

 

Для эквивалентного представлению cΦ⊗Ψ  
набора тензоров находим следующие явные вы-
ражения (знак тильды относится к псевдовели-
чинам):  

– для скаляра и псевдо скаляра (чисто мни-
мых): 

1 ( )
4
1 ( )
4

AC BD CA DB
i

AC BD CA DB

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

Ψ = − + + + ,

Ψ = − + − − ;
 

– для (вещественного) 4-вектора и (мнимо-
го) псевдо 4-вектора: 

0

3

1

2

1 ( )
4
1 ( )
4
1 ( )
4

( )
4

AA BB DD CC

AA BB DD CC

AB BA CD DC

i AB BA CD DC

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

Ψ = + + + ,

Ψ = − + − ,

Ψ = + − − ,

Ψ = − − + + − ;

 

0

3

1 ( )
4
1 ( )
4

AA BB DD CC
i

AA BB DD CC
i

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

= + − − ,Ψ

= − − + ,Ψ

 

1

2

1 ( )
4
1 ( )
4

AB BA CD DC
i

AB BA CD DC

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

= + + + ,Ψ

= − − + − + ;Ψ

 

– для (вещественного) антисимметричного 
тензора: 

01

23

( )
4
1 ( )
4

i AD BC CB DA

AD BC CB DA

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

Ψ = + − − ,

Ψ = + + + ,
 

02

31

1 ( )
4

( )
4

AD BC CB DA

i AD BC CB DA

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

Ψ = − − − + ,

Ψ = − + − ,
 

03 ( )
4
i AC BD CA DB∗ ∗ ∗ ∗Ψ = − − + + − ,  
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12 1 ( )
4

AC BD CA DB∗ ∗ ∗ ∗Ψ = − − + − + ,  

3

1

2

( )
2

( )
2
1 ( )
2

is AC BD

is AD BC

s AD BC

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

= − ,

= + ,

= − − .

  (2.1) 

Легко получаем представление для инвари-
анта 4-вектора :aΨ  

2

( ) ( )

| | 0

a
a AC BD A C B D

AC BD

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

Φ Φ = + + =

= + + ≥ .
 

С учетом 0 0Ψ >  это означает, что 4-вектор 
aΨ  может рассматриваться как четырехмерный 

вектор Стокса для частично поляризованного 
света [1].  

Комплексный 3-вектор s  из (2.1) является 
неизотропным:  

2 1 2 2 2
1 2

1 1( ) ( ) 0
4 4

AC BDξ η ξ η∗ ∗ ∗ ∗= − + = − + ≠ .s  

Используя представление для (чисто мни-
мого) псевдо 4-вектора ,a

Ψ  находим инвариант  
2 2 2 3
0 1 2 1

1 ( )( ) 0,
4

a
a

AC BD A C B D∗ ∗ ∗ ∗

= − − − =Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

= + + >
 

т. е. инвариант вещественного 4-вектора a
Ψ  

(мнимой части этого вектора) отрицательный, и 
такой вещественный 4-вектор ai− Ψ  не может 
рассматриваться как стоксов.  

Найдем явные выражения для двух скаля-
ров, двух 4-векторов, а также антисимметрично-
го тензора, который можно описать комплекс-
ным 3-вектором ,js  при использовании сле-
дующей параметризации 4-спинора:  

 

i

i

is

it

A a e
B b e
C c e
D d e

α

β

Ψ = = .    (2.2) 

Имеем  

(
)

4
i is i it

is i it i

i a e c e b e d e

c e a e d e b e

α β

α β

− −

− −

Ψ = + +

+ + =
 

[ cos( ) cos( ) ]
2
i ac s bd tα β= − + − ,  

(
)

1
4

i is i it

is i it i

a e c e b e d e

c e a e d e b e

α β

α β

− −

− −

Ψ = − + −

− − =
 

[ sin( ) sin( )]
2
i ac s bd tα β= − − + − ,  

0 2 2 2 2

3 2 2 2 2

1 ( )
4
1 ( )
4

a b c d

a b c d

Ψ = + + + ,

Ψ = − − + ,
 

1

2

1 [ cos( ) cos( )]
2
1 [ sin( ) sin( )]
2

ab cd s t

ab cd s t

α β

β α

Ψ = − − − ,

Ψ = − + − ,
 

0 2 2 2 2

3 2 2 2 2

1 ( )
4
1 ( )
4

a b c d
i

a b c d
i

= + − − ,Ψ

= − + − ,Ψ

 

 1 1 [ cos( ) cos( ) ]
2

ab cd s t
i

α β= − + − ,Ψ  

2 [ sin( ) sin( )]
2
i ab cd s tα β= − + − ;Ψ  

для (вещественного) антисимметричного тензора  
01 1 [ sin( ) sin( )]

2
ad t bc sα βΨ = − − + − ,  

23 1 [ cos( ) cos( )]
2

ad t bc sα βΨ = − + − ,  

02 1 [ cos( ) cos( )]
2

ad t bc sα βΨ = − − − − ,  

31 1 [ sin( ) sin( )]
2

ad t bc sα βΨ = − − − − ,  

03 1 [ sin( ) sin( )]
2

ac s bd tα βΨ = − − + − ,  

12 1 [ cos( ) cos( )]
2

ac s bd tα βΨ = − − − + − .  

Зависимость тензоров от параметров  a b c, , ,  
   d s tα β, , , ,  можно пояснить следующим образом:  

a a b c d s tα βΨ − − − −− > , , , , − , − ;  
a a b c d s tα β− − − −− > , , , , − , − ;Ψ  

a b c d s tα βΨ −− − −− > , , , , − , − ;  

a b c d s tα βΨ −− − −− > , , , , − , − ;  
ab a b c d t s s tα β α βΨ −− − −− > , , , , − , − , − , − .  
Чтобы установить зависимость 2-мерных 

блоков от фазовых множителей, запишем в яв-
ном виде 4 4× -матрицу:  

( ) ( ) ( ) 2

( ) ( ) ( )2

( ) ( ) ( )2

2 ( ) ( ) ( )

c

i t i s i

i t i s i

i s t i s i s

i s t i t i t

U

ade ace abe a
bde bce b abe
cde c bce ace

d cde bde ade

α α α β

β β α β

β α

β α

− − −

− − − −

− − − − −

− − − − − −

= Ψ⊗Ψ =

− −
− −

= .
− −

− −

 

Исходный 4-спинор (2.2)  
i

i

is

it

A a e
B b e
C c e
D d e

α

β

Ψ = =  
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можно представить следующим образом:  
( ) 2 ( ) 2

( ) 2 ( ) 2

( ) 2 ( ) 2

( ) 2 ( ) 2

i i

i i

i s t i s t

i s t i s t

A a e e
B b e e
C c e e
D d e e

α β α β

α β α β

− / + /

− − / + /

− / + /

− − / + /

Ψ = = =  

( ) 2 ( ) 2

( ) 2 ( ) 2

( ) 2 ( ) 2

( ) 2 ( ) 2

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

i i

i i

i s t i s t

i s t i s t

e a e
e b e

e c e
e d e

α β α β

α β α β

+ / + − /

+ / − − /

+ / + − /

+ / − − /

= .  

Введем 4-спинор (0),Ψ  который однозначно 
определяет стоксов 4-вектор :a aS = Ψ  

0 2 2 2 2

3 2 2 2 2

1 ( )
4
1 ( )
4

S a d b c

S a d b c

= + + + ,

= + − − ,
 

1

2

1 [ cos( ) cos( )]
2
1 [ sin( ) sin( )]
2

S ab cd s t

S ab cd s t

α β

α β

= − − − ,

= − − + − ,
 

2 2 2 2 2 cos[( ) ( )]a
aS S a c b d abcd s tα β= + + − − − ,  
 2 2( ) ( )a

aac bd S S ac bd− < < + ,  (2.3) 
( ) 2

( ) 2
(0)

( ) 2

( ) 2

.

i

i

i s t

i s t

a e
b e
c e
d e

α β

α β

+ − /

− − /

+ − /

− − /

Ψ =  

Разложение  
( ) 2

( ) 2
(0)

( ) 2

( ) 2

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

i

i

i s t

i s t

e
e

e
e

α β

α β

+ /

+ /

+ /

+ /

Ψ = Ψ ,  

учитывая тождества  

2 4 4 4 4

2 4 4 4 4

s t s t

s t s t s t

α β α β α β γ

α β α β γ

+ + + + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + − = + Γ,⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ + + + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − − = −Γ,⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

можно представить в виде:  

(0)

5 (0)

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

exp ( )

i

i
i

i

i

e
e

e
e

e

e i

γ

γ γ

Γ

Γ

− Γ

− Γ

Ψ = Ψ =

= Γ Ψ .

 

Очевидно, что общий фазовый множитель ie γ  
никак не сказывается на величинах всех тензор-
ных компонент, поскольку биспинор второго 
ранга равен 2( ).U i ∗= Ψ⊗ − Γ Ψ  Очевидно, также, 
что величина Γ  никак не проявляет себя в вы-
ражениях компонент стоксова 4-вектора.  

Отмечаем, что в 4-спинор (0)Ψ  входит 6 неза-
висимых параметров, а 4-вектор Стокса содержит 
только 4 независимых параметра. Это означает, что 
2 параметра в 4-спиноре (0)Ψ  лишние – они не 
сказываются на величине стоксова 4-вектора.  

В уравнениях (2.3) компоненты вектора 
Стокса связаны с 6 параметрами a b c d, , , ,  
( ) ( ).s tα β− , −  Первые два уравнения можно 
преобразовать в следующие: 

0 3 2 22( )S S a d+ = + ⇒  
0 3

0 3

2( ) cos

2( ) sin

a S S x

d S S x

= + ,

= + ,
 

0 3 2 22( )S S b c− = + ⇒  
0 3

0 3

2( ) cos

2( ) sin

b S S y

c S S y

= − ,

= − ;
 

[0 2].x y π, ∈ , /  Параметры  x y,  не задаются из-
меримыми величинами 0 3 ,S S,  самый простой 
способ выбора частного решения выглядит как 
( 4) :x y π= = /  

0 3 0 3a S S d S S= + , = + ,  
0 3 0 3b S S c S S= − , = − .  

Два оставшихся уравнения из (2.3)  
1

2

1 [ cos( ) cos( )]
2
1 [ sin( ) sin( )]
2

S ab cd s t

S ab cd s t

α β

α β

= − − − ,

= − − + −
 

при этом принимают вид: 
1

2 2
0 3

2

2 2
0 3

cos( ) cos( )
2

( ) ( ) ( ) ( )sin sin
2 2

sin( ) sin( )
2

( ) ( ) ( ) ( )sin cos
2 2

S s t

S S
s t s t

S s t

S S
s t s t

α β

α β α β

α β

α β α β

− − −
= =

−

− − − − + −
= ,

− − + −
= =

−

− − − − + −
= ;

 

отсюда получаем соотношения 
2 2

2 1 2
2 2
0 3
2 2

2 0
2 2
0 3

( ) ( )sin
2

( ) ( )cos
2

S Ss t
S S

Ss t
S S

α β

α β

+− − −
= ,

−

−− − −
= ,

−
S

 

1

2

( ) ( )tan
2

S s t
S

α β− + −
= ⇒  

2
2 1

2 2
1 2

2
2 2

2 2
1 2

( ) ( )sin
2

( ) ( )cos ,
2

Ss t
S S

Ss t
S S

α β

α β

− + −
= ,

+

− + −
=

+

 

где 2 2 2 2
1 2 3 .S S S= + +S  
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Зависимость 4-спинора (0)Ψ  от физически 
неизмеряемых параметров x y,  может быть опи-
сана с помощью разложения  

(0)

0 3 ( ) 2

0 3 ( ) 2

0 3 ( ) 2

0 3 ( ) 2

2( )cos 0 0 0
2( )0 cos 0 0

.
0 0 sin 0 2( )
0 0 0 sin ( )

i

i

i s t

i s t

S S ex
S S ey

y S S e
x S S e

α β

α β

+ − /

− − /

+ − /

− − /

Ψ =

+

−
=

−

+

 

Зависимость компонент 4-тензора Стокса от 
физически неизмеряемых параметров задается 
формулами  

01 0 3

0 3

1 ( )sin 2 sin( )
2

( )sin 2 sin( ) ,

S S x t

S S y s

α

β

⎡Ψ = − + − +⎣

⎤+ − − ⎦

 

23 0 3

0 3

1 ( )sin 2 cos( )
2

( )sin 2 cos( ) ,

S S x t

S S y s

α

β

⎡Ψ = + − +⎣

⎤+ − − ⎦

 

02 0 3

0 3

1 ( )sin 2 cos( )
2

( )sin 2 cos( ) ,

S S x t

S S y s

α

β

⎡Ψ = − + − −⎣

⎤− − − ⎦

 

31 0 3

0 3

1 ( )sin 2 sin( )
2

( )sin 2 sin( ) ,

S S x t

S S y s

α

β

⎡Ψ = − + − −⎣

⎤− − − ⎦

 

[
]

03 2 2
0 3 cos sin sin( )

sin cos sin( ) ,

S S x y s

x y t

α

β

Ψ = − − −

+ −
 

[
]

12 2 2
0 3 cos sin cos( )

sin cos cos( ) .

S S x y s

x y t

α

β

Ψ = − − −

− −
 

При 4x y π= = /  имеем существенно более 
простые выражения  

01 0 3 0 31 ( )sin( ) ( )sin( ) ,
2

S S t S S sα β⎡ ⎤Ψ = − + − + − −⎣ ⎦  

23 0 3 0 31 ( )cos( ) ( )cos( ) ,
2

S S t S S sα β⎡ ⎤Ψ = + − + − −⎣ ⎦  

02 0 3 0 31 ( )cos( ) ( )cos( ) ,
2

S S t S S sα β⎡ ⎤Ψ = − + − − − −⎣ ⎦  

31 0 3 0 31 ( )sin( ) ( )sin( ) ,
2

S S t S S sα β⎡ ⎤Ψ = − + − − − −⎣ ⎦  

03 2 2
0 3

1 [ sin( ) sin( )]
2

S S s tα βΨ = − − − + − ,  

12 2 2
0 3 [cos( ) cos( )]S S s tα βΨ = − − − − .  

Заметим, что можно найти простые ограни-
чения, связывающие тензорные величины:  

ab a ab a
bbS S S S= −Ψ Ψ , = −Ψ .Ψ  

Таким образом, известное теоретико-
групповое описание способов построения 4-
тензоров из комплексного 4-спинора позволяет 

ввести определение для 4-спиноров Джонса для 
частично поляризованного света и связать этот 
объект с 4-вектором и 4-тензором Стокса для 
такого света. Обратим внимание еще раз на то, 
что в литературе используются, как правило, 
только 2-мерные спиноры Джонса, описываю-
щие полностью поляризованный свет. 
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СКАЛЯРНЫЕ АСТИГМАТИЧЕСКИЕ 3D СВЕТОВЫЕ ПУЧКИ 
КУММЕРА-ГАУССА 
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Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

KUMMER-GAUSSIAN SCALAR ASTIGMATIC THREE-DIMENSIONAL 
LIGHT BEAMS 

S.S. Girgel 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Предложен формализм для описания параксиальных 3D гауссовоподобных световых пучков Куммера-Гаусса c про-
стым астигматизмом. Сформулированы условия их физической реализуемости. Найдены новые типы пучков Куммера-
Гаусса. Такие пучки описываются произведением гауссиана на функции Куммера комплексного аргумента и целочис-
ленного индекса n. 
 
Ключевые слова: параксиальные пучки, пучки Эрмита-Гаусса, пучки Куммера-Гаусса, гауссовоподобные пучки. 
 
The formalism for the description of paraxial 3D Gaussian-like light Kummer-Gaussian beams by a simple astigmatism is of-
fered. Conditions of their physical realizability are formulated. New types of Kummer-Gaussian beams are found. Such beams 
are presented by Gaussian product on Kummer function of a complex argument and a nonnegative integer index n. 
 
Keywords: paraxial beams, Hermite-Gaussian beams, Kummer-Gaussian beams, Gaussian-like beams. 

 Введение 
В настоящее время наблюдается всплеск 

интереса к поиску новых решений для оптиче-
ских полей. Наибольший интерес представляют 
узконаправленные (пучковые) решения, реали-
зуемые экспериментально [1]–[2]. Такие пучки 
часто можно считать параксиальными. К ним 
относятся  гауссовы пучки [1]–[3], пучки Эрми-
та-Гаусса (H – G) [1]–[3] и многие другие [2]–[8]. 
Обычно для вывода таких пучков используют 
различные подходы, что затрудняет установле-
ние взаимосвязей между ними. 

В работах [7], [8] нами был предложен уни-
фицированный формализм, позволяющий вывес-
ти выражения для гауссовоподобных 2D пучков 
разных типов и установить взаимосвязи между 
ними. 

В настоящей работе этот формализм рас-
пространяется на 3D астигматические гауссово-
подобные пучки, описывается фундаментальная 
гауссова мода с простым астигматизмом. В раз-
деле 2 получены уравнения для скалярных гаус-
совоподобных мод высших порядков. В разделе 
3 выведены выражения для скалярных паракси-
альных 3D пучков Куммера-Гаусса (K – G) с 
простым астигматизмом. Подробно обсуждаются 
условия физической реализуемости 2D и 3D пуч-
ков K – G в разделе 4. Наиболее известные част-
ные случаи пучков K – G – стандартные (stan-
dart) H – G (sH – G) пучки и элегантные (elegant) 
H – G (eH – G) пучки кратко характеризуются в 
разделе 5. Наконец, в заключении сформулиро-
ваны основные результаты и выводы настоящей 
работы. 

1 Фундаментальная  астигматическая 
гауссова мода  

Для монохроматических волн вида 
( , ) exp( )f t f i tω= −r  скалярное параболическое 

уравнение, описывающие амплитуду f  паракси-
альных световых пучков, имеет вид [1] 

2 2
, ,( 2 ) 0,x x y y zik f∂ + ∂ + ∂ =             (1.1) 

где 0 0, .k k n k cω= =  
 В работах [7], [8] мы ограничились изуче-
нием двумерных (2D) пучков, полагая  0.y f∂ =  
В настоящей работе использованный подход  
обобщается на  3D световые пучки. Целесооб-
разно перейти к безразмерным переменным 

0 0 0/ , / , / .X x x Y y x Z z z= = =       (1.2) 
Здесь 0x  и 2

0 / 2z kx=  – некоторые характерные 
вещественные размеры пучка в направлениях, 
параллельных осям 0Х и 0Y соответственно. Те-
перь параболическое уравнение (1.1) приобрета-
ет простейшую форму 

2 2
, ,( 4 ) 0.X X Y Y Zi f∂ + ∂ + ∂ =              (1.3) 

Фундаментальным решением последнего урав-
нения является гауссиан [1] 

2 21( , , ) ,
X YX Y

X YG X Y Z exp i
Q QQ Q

⎛ ⎞⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

   (1.4) 

где XQ  и YQ  – введенные безразмерные ком-
плексные параметры пучка:  

, 0 ,0 ,X Y X YQ Z Q= −                  (1.5) 

причем ' ''
0 ,0 0 ,0 0 ,0 .X Y X Y X YQ Q iQ= +  Здесь и далее 

штрихами помечаем вещественные и мнимые 
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части различных величин. При 0OXQ′′ >  и 
0OYQ′′ >  данное решение удовлетворяет физиче-

ским принципам: ( , , ) 0G X Y Z →  при ,X → ±∞  
Y → ±∞  и квадратично интегрируемо. Гауссиан 

( , , )G X Y Z является [1] 3D основной гауссовой 
модой с простым астигматизмом. Полное поле 
светового пучка при этом имеет вид 

0 exp( ).E E G k z tω= −  
 

2 Гауссовоподобные моды высших порядков 
Для нахождения более сложных решений 

параболического уравнения (1.3) (гауссовопо-
добных мод высших порядков) применим под-
становку 

( , , ) ( , , ) ( , , ).f X Y Z G X Y Z h X Y Z= ⋅      (2.1) 
Здесь на некоторую функцию ( , , )h X Y Z  накла-
дывается гауссова функция ( , , ).G X Y Z  Поэтому 
пучки, описываемые функциями ( , , ),f X Y Z  бу-
дем называть 3D гауссовоподобными астигмати-
ческими световыми пучками.  

Новая функция ( , , )h X Y Z  удовлетворяет 
дифференциальному уравнению 

2 2
, , 4 0.X X Y Y X Y Z

X Y

X Yi h
Q Q

⎡ ⎤⎛ ⎞
∂ + ∂ + ∂ + ∂ + ∂ =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (2.2) 

Для его решения выполним нелинейную замену 
переменных 

1( , ) ( ),XX X Z X b Z= ⋅  

1( , ) ( ),YY X Z Y b Z= ⋅                   (2.3) 
где ( ),Xb Z  ( )Vb Y  – некоторые функции от .Z  
Тогда функция 1 1( , , )h X Y Z  удовлетворяет урав-
нению 

( )
( )

1 1 1

1 1 1

2 2
, 1 1

2 2
, 2 1

2

2 4 0,

X X X X

Y Y Y Y Z

b c X h

b c Y h i h

∂ − ∂ +

+ ∂ − ∂ + ∂ =
     (2.4)  

где 1,2c  соответственно равны 

2
1,2 ,2 2

,, ,

2 1 ( ) .Z X Y
X YX Y X Y

ic d b
Qb b

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
     (2.5) 

Уравнение (2.4) при произвольных зависимостях  
( )Xb Q  и ( )Yb Q  не имеет известных аналитиче-

ских решений. Оно решается, если множители  
1c  и 2c  в (2.4) не зависят от Z  и являются неко-
торыми комплексными константами. Интегрируя 
(2.5), находим ( )Xb Z  и ( )Yb Z   при постоянных  

1c  и 2:c  

,2
,

, , 1,2 ,

( ) .
( )

X Y
X Y

X Y X Y X Y

is
b Q

Q Q c s
=

−
           (2.6) 

Здесь ,X Ys  – некоторые комплексные постоян-
ные интегрирования.  

Выполним разделение переменных в (2.4), 
полагая, что 

1 1 1 1 2 1 3( , , ) ( ) ( ) ( ).h X Y Z h X h Y h Z= ⋅ ⋅        (2.7) 
Теперь уравнение (2.4) сводится к трем уравне-
ниям: 

2 23
1 2

3

( ) ;
2 X Y

dh i b b dZ
h

ν ν= − +             (2.8) 

1 1 1

2
, 1 1 1 1 1 12 2 0;X X Xd h c X d h hν− + =        (2.9) 

1 1 1

2
, 2 2 1 2 2 22 2 0,Y Y Yd h c Y d h hν− + =       (2.10) 

где 1ν  и 2ν – постоянные разделения перемен-
ных, в общем случае комплексные. 

Решения уравнений (2.8)–(2.10) описывают 
3D астигматические гауссовоподобные моды 
высших порядков и принципиально различаются 
при нулевых и ненулевых значениях комплекс-
ных параметров 1c  и 2 .c  
  

3 3D астигматические пучки Куммера-
Гаусса 

Если в уравнениях (2.9), (2.10) 1 0c ≠  и 

2 0,c ≠  то, без ограничения общности, можно 
положить 1 1,c =  2 1.c =  Целесообразно также 
обозначить 0 ,0 0 ,0 ,,X Y X Y X YP Q s= +  и ввести, наряду 
с XQ  и ,YQ  еще два комплексных безразмерных 
параметра пучка XP  и YP  соотношениями 

, 0 ,0 ,X Y X YP Z P= −                   (3.1) 
где 0 ,0 0 ,0 0 ,0 .X Y X Y X YP P iP′ ′′= +  
При этом функции , ( )X Yb Z  принимают простую 
форму [7], [8] 

( )2
, , ,1 / 1/ .X Y X Y X Yb i P Q= −  

Все параметры пучка ,XQ  ,YQ  ,XP  YP  линейно 
зависят от .Z  В итоге аргументы 1X  и 1Y  функ-
ций 1h  и 2h  в (2.9) и (2.10) зависят от попереч-
ных координат ,X Y  и четырех комплексных 
параметров пучка ,XQ  ,YQ  ,XP  :YP  

( )2 2
1 1 / 1/ ;X XX i P Q X= −  

( )2 2
1 1/ 1 / .Y YY i P Q Y= −               (3.2) 

Решение уравнения (2.8) имеет вид: 
1 2

2 2

3( ) .X Y

X Y

P P
h Z

Q Q

ν ν

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

             (3.3) 

Общие решения уравнений (2.9) и (2.10) для  
амплитуд 1 1( )h X  и 2 1( )h Y  3D гауссовоподобно-
го пучка можно выразить через одну конфлюэнт-
ную гипергеометрическую функцию 1 1F  [11], ко-
торая эквивалентна функции Куммера M [9]–[11]: 

21
1 1 1 1 1

1 3( ) , ,
2 2 2

h X A X M X
ν⎛ ⎞= ⋅ ⋅ − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

21
1 1 1 1

1, , ;
2 2

o eB M X h h
ν⎛ ⎞+ ⋅ − ≡ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
         (3.4) 
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22
2 1 2 1 1

1 3( ) , ,
2 2 2

h Y A Y M Y
ν⎛ ⎞= ⋅ ⋅ − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

22
2 1 2 2

1, , ,
2 2

o eB M Y h h
ν⎛ ⎞+ ⋅ − ≡ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
         (3.5) 

где 1 1 2 2, , ,A B A B  – некоторые произвольные 
постоянные. Индексы o и e отмечают соответст-
венно четность (even) и нечетность (odd) функ-
ций  eh  и oh  относительно изменения знаков их 
аргументов. 
 Общее решение для амплитуды f (X, Y, Z) 3D 
скалярного гауссовоподобного пучка имеет вид 

1 1 2 1 3

( , , )
( , , ) ( ) ( ) ( ),

f X Y Z
G X Y Z h X h Y h Z

=
= ⋅ ⋅ ⋅

    (3.6) 

где переменные 1,X  1Y  выражаются через ,X  Y  
согласно (3.2). Выражения (3.6) зависят от трех 
переменных (X, Y, Z) и шести комплексных па-
раметров ( 1 2 0 0 0 0, , , , , ).X Y X YQ Q P Pν ν  Они описы-
вают шестипараметрическое семейство решений 
для амплитуд гауссовоподобных астигматиче-
ских 3D пучков. Зависимости функций f (X,Y,Z) 
от поперечных координат Х и Y характеризуются 
функциями Куммера и Гаусса, поэтому такие 
пучки, определяемые формулами (3.1)–(3.6), бу-
дем называть пучками K – G. Пучки K – G пред-
ставляют обобщение пучков H – G, описываемых 
функциями Эрмита с комплексным аргументом 
[2]–[8]. Заметим также, что 3D скалярные реше-
ния для пучков K – G можно построить как про-
изведения соответствующих 2D решений. При 
этом возможна любая комбинация четностей 
функций 1h  и 2 .h  

Итак, в общем случае, амплитуда  скалярно-
го 3D астигматического пучка K – G зависит от 
трех координат и шести свободных комплексных 
параметров. 

 
4 Условия физической реализуемости 2D 

и 3D пучков Куммера-Гаусса 
Мы выяснили, что при заданных значениях 

переменных и параметров  всегда существуют 
два формальных решения для амплитуд 3D рас-
сматриваемых световых пучков K – G. Однако не 
все эти решения соответствуют физически реа-
лизуемым пучкам с переносимой конечной мощ-
ностью [1], [2].  

В [7], [8] нами подробно исследованы усло-
вия квадратичной интегрируемости (КИ) для 2D 
пучков K – G. Для удобства полученные резуль-
таты представим в таблице 4.1, проведем ее ана-
лиз и сформулируем основные выводы по усло-
виям КИ для 2D пучков K-G. 
 Чтобы 2D гауссов пучок был физически 
реализуем, как отмечалось выше, достаточно 
одного простого ограничения ''

0 0.XQ >  Для 2D 
пучков K – G, как видно из таблицы 4.1, условия 
их КИ более разнообразны. 

 Необходимые условия КИ для 2D пучков K – G  
– ''

0 0XQ >  либо ''
0 0.XR >  

 При произвольных значениях комплексных 
параметров 1,ν 0 ,XQ 0 XR  условия КИ для 2D 
пучков K – G, вообще говоря, не выполняются. 
Однако при определенных ограничениях на сво-
бодные параметры возможно удовлетворить ус-
ловиям КИ для обоих пучков, описываемых функ-
циями of  и ,ef  либо только для одного из них. 

Условия КИ для четных пучков ( )ef  и для 
нечетных ( )of  одинаковы только для пучков с 
нецелым индексом 1.ν  

Ограничений ''
0 0XQ >  и ''

0 0XR >  либо огра-
ничений ''

0 0,XQ >  ''
0 0XR =  и 1 ' 1 / 2ν > −  всегда 

достаточно для одновременной физической реа-
лизации 2D пучков K – G двух типов ( of  и ef ). 

Если 1ν  – целое число, то условия КИ для 
четных и нечетных пучков, вообще говоря, раз-
личны. 

При четном (нечетном) неотрицательном 
целочисленном индексе 1ν  пучки ,K G−  сопос-
тавляемые функциям ef  ( ),of  редуцируются к 
обобщенным (general) пучкам H – G ( ).gH G−  
При этом возможны новые типы пучков K – G, 
которые отсутствуют в работах Бандреса [6] и 
Торре [12]. На такие пучки в таблице 4.1 даются 
ссылки с пометкой а. 

Остановимся на 2D пучках K – G с положи-
тельным целочисленным индексом 1ν .  Пусть 

''
0 0.XQ >  Тогда при 1 2 1,mν = +  где 0,1, 2,...m =  

(пункты 1 и 2 в таблице 4.1), для пучков K G−  
имеет место следующая ситуация. Нечетные 
пучки K G−  1( )of  редуцируются к пучкам 

.gH G−  Последние при XP →∞  переходят в в 
eH G−  пучки, а при '' ''

0 0X XP Q= −  – к обычным 
sH G−  пучкам. Четные же пучки K G−  1( )of  
целочисленного индекса 1 2 1mν = +  при ''

0 0XP ≥  
физически реализуемы и являются новыми. 

Аналогичные рассуждения справедливы и 
при ''

0 0XQ >  и четных неотрицательных индек-
сах 1 2 .mν =  

В работах [7], [8] было отмечено, что любое 
решение f уравнений для пучков K – G инвари-
антно относительно преобразований 

,X XQ P↔  1 1( 1).ν ν↔ − −                (4.1) 
Используя соотношения симметрии (4.1), нахо-
дим, например, что условия КИ для пучков K – G, 
представленные под номерами 1 и 2 таблицы 4.1, 
переходят в условия КИ для пучков K – G, пред-
ставленные под номерами 7 и 8 таблицы 4.1. В 
итоге преобразования (4.1) приводят к следую-
щим взаимосвязям:  
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Таблица 4.1 – Возможные типы 2D пучков K G−  и их условия физической реализуемости  
                         (a – новые типы пучков K G− ) 
 

№ 
п/п 

Ограничения на 
параметры ''

0 XQ  
Ограничения на 
параметры ''

0 XP  
Ограничения 
на индекс 1ν  
( 0,1,2,...)m =  

Типы пучков, 
описываемые 
функцией 1

of  

Типы пучков, 
описываемые 
функцией 1

ef  

Число 
пучков 

1  ''
0 0XP <  ; ;

;
gH G   sH G

eH G
− −

−

– 
1
of  

2  

 
''
0 0XQ >  

''
0 0XP ≥  

 
1 2 1mν = +  

; ;gH G   eH G− − aK G−  
1 1
o ef f+  

3  ''
0 0XQ <  – ; ;

;
gH G   sH G

eH G
− −

−
 1

ef  

4  ''
0 0XQ ≥  

 
''

0 0XP >  
 

1 2 1mν = − −  
aK G−  ; ;gH G   eH G− −  

1 1
o ef f+  

5  ''
0 0XP <  – ; ;

;
gH G   sH G

eH G
− −

−
 1

ef  

6  

 
''
0 0XQ >  

''
0 0XP ≥  

 
1 2mν =  

aK G−  ; ;gH G   eH G− −  
1 1
o ef f+  

7  ''
0 0XQ <  ; ;

;
gH G   sH G

eH G
− −

−

– 
1
of  

8  ''
0 0XQ ≥  

 
''

0 0XP >  
 

1 2 2mν = − −  

; ;gH G   eH G− −  aK G−  
1 1
o ef f+  

9  ''
0 0XQ >  ''

0 0XP >  1ν  – произв. K G−  K G−  
1 1
o ef f+ 1

of

10  ''
0 0XQ >  ''

0 0XP =  1 1 / 2ν ′ > −  K G−  K G−  
1 1
o ef f+  

11  ''
0 0XQ =  ''

0 0XP >  1 1 / 2ν ′ < −  K G−  K G−  
1 1
o ef f+  

 
(1,2) (7,8);↔   (3, 4) (5,6);↔  

(10) (11);↔  (9) (9).↔                  (4.2) 
Отсюда следует, что возможны физически 

реализуемые пучки ,K G−  характеризуемые 
функциями f  с отрицательным целочисленным 
индексом 1.ν  
 Амплитуду ( , , )f X Y Z  общего 3D скаляр-
ного гауссовоподобного пучка с простым астиг-
матизмом можно представить как произведение 
соответствующих амплитуд 2D пучков, т. е.  

1 2 1( , , ) ( , ) ( , Z).f X Y Z f X Z f Y= ⋅           (4.3) 
Мы характеризовали 2D пучки ,K G−  распро-
страняющиеся в плоскости XZ и описываемые 
функцией 1( , ).f X Z  Такие рассуждения справед-
ливы также для 2D пучков ,K G−  распростра-
няющихся в плоскости YZ и описываемых функ-
цией 2 ( , ).f Y Z  Поэтому для 2D пучков K G−  в 
плоскостях XZ и YZ проявляются аналогичные 
закономерности, включая условия их физической 
реализуемости. Отсюда вытекает, что каждая из 
функций 1,2

of , 1,2
ef  3D пучка K G−  должна быть 

ограничена независимо и обладать свойствами 
КИ, которые обсуждались нами выше. 

Таким образом, при 1 0c ≠  и 2 0c ≠  иссле-
дуемые нами параксиальные 3D гауссовоподобные 

световые пучки в общем случае являются пучка-
ми ,K G−  зависящими от двух комплексных 
аргументов 1,X  1Y  и шести комплексных пара-
метров 1,ν  2 ,ν  0 ,XQ  0 ,YQ 0 ,XP 0 .YP  

Как функции 1( , ),f X Z  так и функции 

2 ( , )f Y Z  описывают соответствующие 2D пучки 
,K G−  которые в частных случаях могут редуци-

роваться к ,gH G−  sH G−  или eH G−  пучкам.  
В итоге возможна реализация 3 3 9× =  раз-

личных типов астигматических 3D пучков K G−  
с различными физическими свойствами в плос-
костях XZ и YZ.  

 
5 Стандартные и элегантные пучки Кум-

мера-Гаусса 
Рассмотрим далее некоторые частные слу-

чаи обобщенных 3D пучков K G−  с комплекс-
ным аргументом. Пусть переменная 1X  будет 
вещественной при любых .Z  Тогда параметр 

,X XP Q∗=  откуда 0 0" "X XP Q= −  и поэтому 

0
1

2 " 2 .X

XX

P XX X
WQ

= =               (5.1) 

Здесь 2 2
0 0 01 ( ) / /X X X xW Z Q Q w x′ ′′= + − =  – нор-

мированный поперечный размер (радиус) пучка 



Скалярные астигматические 3D световые пучки Куммера-Гаусса 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (14), 2013 23

вдоль оси ОХ. Выражения для вещественных 
переменных 1Y  аналогичны.  

Таким образом, при выполнении условий 
,OX OXP Q′′ ′′= −  OY OYP Q′′ ′′= −  3D пучки Куммера-

Гаусса редуцируются к 3D астигматическим sH – G 
пучкам c вещественным аргументом [1], которые 
можно представить в форме 

( )( )
( )( )

2 2

1 1 2 1

0 1

0 2

1( , ) exp

( , ) ( , )

exp 1/ 2

exp 1/ 2 ,

X YX Y

X

Y

X Yf X Z i
Q QW W

H X H Y

iФ

iФ

ν ν

ν

ν

⎛ ⎞⎛ ⎞
= + ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
× ⋅ ×

× − + ×

× − +

 (5.1) 

где ( )0 ,0 0 ,0 0 ,0arc tg ( ) /X Y X Y X YФ Z Q Q′ ′′= −  – фазы Гуи 

для соответствующих 2D пучков [1], а XW  и YW  
– соответствующие нормированные радиусы 
астигматического пучка. Чтобы sH – G пучки 
были физически реализуемы, достаточно, чтобы 

1ν  и 2ν  были целыми неотрицательными. 
Заметим попутно, что все пучки ,K G−  

кроме sH G−  пучков, – это волновые поля с 
изменяющейся пространственной геометрией. 
Распределение амплитуды такого пучка непре-
рывно изменяется по мере распространения его в 
пространстве. 

При 0 ,XP →∞  0YP →∞  пучки K G−  ком-
плексного аргумента сводятся к элегантным пуч-
кам К – G  (eК – G): 

1 2

2 2

1 1

( 1)/ 2 ( 1)/ 2
2 2

( , , ) exp

,

, .

X Y

X

X Y
Y

X Yf X Y Z i
Q Q

Xh
iQ

Yh Q Q
iQ

ν ν

ν

ν − + − +

⎛ ⎞⎛ ⎞
= + ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞

× ×⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
× ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

       (5.3) 

Если  1ν  и 2ν – целые, то eК – G редуцируются к 
eН – G пучкам, впервые введенным Сигманом [4]. 
 

Заключение 
В данной работе формализм для описания 

2D параксиальных световых пучков, предложен-
ный ранее нами в [7], [8], был распространен на 
3D астигматические пучки K – G с простым ас-
тигматизмом. Выявлены также взаимосвязи пуч-
ков K – G с обобщенными, стандартными и эле-
гантными пучками .H G−  

Показано, что выражения, характеризую-
щие 3D астигматические пучки K – G, являются 
произведением функций, описывающих 2D све-
товые пучки K – G. Поэтому число свободных 
комплексных параметров для 3D астигматических 
пучков K – G по сравнению с 2D пучками K – G 
удваивается и равно шести. 

Обсуждены ограничения на параметры, 
чтобы полученные решения соответствовали 
гауссовоподобным 3D пучкам с конечной пере-
носимой мощностью, или, как говорят, физиче-
ски реализуемым. Условия физической реали-
зуемости, сводящиеся с КИ, должны независимо 
выполняться для 2D полей в двух взаимно пер-
пендикулярных плоскостях ХОZ и YОZ. 

Найдено, что при целочисленных индексах 
1,ν  2 ,ν  наряду с известными решениями, описы-

вающими пучки H G−  с комплексным аргумен-
том, существуют также решения с теми же са-
мыми индексами 1,ν  2 ,ν  характеризующие но-
вые 3D пучки K G−  с целочисленными индек-
сами 1,ν  2 .ν  
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RELATIVISTIC BOUND STATE PROBLEM FOR TWO-PARTICLE SYSTEMS 
WITH ENERGY DEPENDENT ONE BOSON EXCHANGE POTENTIAL 

Yu.A. Grishechkin, V.N. Kapshai 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Найдены численные решения уравнений квантовой теории поля, описывающих связанные s-состояния системы двух 
скалярных частиц с одинаковой массой для потенциала однобозонного обмена, который зависит от энергии системы. 
Масса скалярного бозона обмена равна нулю. На основе полученных решений вычислены константы распада системы 
скалярной частицы и античастицы на два фотона. 
 
Ключевые слова: релятивистские двухчастичные уравнения, потенциал однобозонного обмена, волновые функции, 
связанные состояния, условие нормировки, собственные значения энергии, константа распада. 
 
Numerical solutions of quantum field theory equations describing bound s-states of two scalar particles with equal masses are 
found in the case of one-boson exchange potential dependent on the system energy. The mass of the scalar exchange boson is 
chosen to be equal to zero. The constants of scalar particle-antiparticle system decay into two photons are calculated based on 
obtained solutions. 
 
Keywords: relativistic two-particle equations, one-boson exchange potential, wave functions, bound states, normalization con-
dition, energy eigenvalues, decay constant. 

 
 

Introduction 
The expressions for relativistic potentials of 

two particle interactions by means of the one-boson 
exchange were obtained in the framework of differ-
ent variants of the quasipotential approach in quan-
tum field theory [1]–[3]. One of the main properties 
of these potentials is their dependence on the total 
energy of the system. The result of such dependence 
is the nonlinearity of the problem of system energy 
eigenvalues for the two-particle equations, which 
comprise these potentials; meaning that it is neces-
sary to apply special methods for solving this prob-
lem. 

In this paper numerical solutions of quantum 
field theory equations, describing the bound s-states 
of two scalar particles with equal masses [1], [4] in 
the case of the energy dependent one-boson ex-
change potential [2], were found. The mass of the 
scalar exchange boson is chosen to be equal to zero. 
The constants of scalar particle-antiparticle bound 
system decay into two photons are calculated based 
on these solutions. 
 

1 Two-particle equations and one-boson ex-
change potential 

The two-particle relativistic equations in the 
center of mass system have the following form in the 
momentum representation: 

2

0
2

2 2

(2 , )

2 (2 , , ) (2 , )

(2 , ),

,

p

k

p

E E p

m dk V E p k E k
E

E E p

E p m

ψ

λ ψ
π

ψ

∞

+

+ =

=

= +

∫      (1.1) 
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,
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p k
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m dk V E p k E k
E E

E E p

E k m

ψ

λ ψ
π

ψ

∞

+

+ =

=

= +

∫      (1.2) 

where (1.1) is the Logunov-Tavkhelidse equation, 
and (1.2) is the Kadyshevsky equation. The quantity 
2E  in these equations is the total energy of two-
particle system ( 0 2 2E m< < ), m  is the mass of 
each particle, λ  is the coupling constant, (2 , )E pψ  
is the wave function, (2 , , )V E p k  is the relativistic 
potential. 

The normalization condition for the relativis-
tic bound state wave functions in the case of energy 
depended potentials has a rather complicated form 
[5]. This condition for the s-states can be repre-
sented as: 
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– for the wave function of equation (1.1), and 
2
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0
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– for the wave function of equation (1.2). In this 
paper we consider one-boson exchange potential 
obtained in [1], which for the s-states (after partial 
decomposition) can be represented in the form [2] 

| | 21(2 , , ) ln .
2 2

p k

p k

E E p k E
V E p k

E E p k E
⎛ ⎞+ + − −

= ⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + −⎝ ⎠
  (1.5) 

It is obvious that in the non-relativistic limit (at 
m →∞ ) expression (1.5) transforms into the Cou-
lomb potential ( 2lim 2 2 ,

m
E m mκ

→∞
= −  where 0κ > ). 

 
2 Method of numerical solution and results 
To find numerical solutions of integral equa-

tions (1.1) and (1.2) the quadratures method was 
used. Herewith the infinite limit of the integral is 
replaced by a large value R  chosen based on the 
accuracy requirement of obtained results. All calcu-
lations are carried out at 1.m =  After replacing the 
integral by the sum following from the quadrature 
formula, the integral equations are reduced to the 
homogeneous systems of linear algebraic equations 
having the form 

2
1 2(2 ) ; (2 ) 2 ,K E E K E Eψ ψ ψ ψ= =      (2.1) 

where 1,2 (2 )K E  are the matrices obtained from the 
left parts of equations (1.1), (1.2), and ψ  is the vec-
tor of wave function values in the quadrature node. 
The energy eigenvalues 2E  are then found using the 
iteration  method  for  the  system of equations (2.1). 

This method has been discussed in detail in previous 
works, such as [6]. Let us explain briefly the main 
point of the iteration method. For the state under 
consideration one may choose some initial energy 
value (0)2E  and then calculate the next approxima-
tions using the formulas 

( )2( ) ( 1)
1

( ) ( 1)
2

(2 ) ,

(2 ) 2 ,
0, 1, 2,....

s s

s s

K E E

K E E
s

ψ ψ

ψ ψ

+

+

=

=
=

     (2.2) 

To find the eigenvalues of the matrices ( )
1,2 (2 )sK E  

one can use standard methods, such as the QR-me-
thod [7]. Process (2.2) has to be continued until the 
condition ( 1) ( )| 2 2 |s sE E ε+ − ≤  holds, where ε  is the 
required accuracy for finding the matrix eigenvalues. 

A problem that emerged during the process of 
solving the integral equations was the slow conver-
gence of numerical solutions to exact ones as the 
number of nodes increased. This is natural since the 
potential (1.5) contains a module of variable differ-
ence, i. e. the kernel derivative with respect to p  (or 
with respect to k ) is discontinuous. In order to ob-
tain the solution, first the rectangle method on three 
grids, with the numbers of nodes ,N  2 ,N  4N  was 
used. Then, the Aitken extrapolation process [7] was 
applied to the energy values 2 ,NE  22 ,NE  42 NE  ob-
tained with the rectangle method, and to the wave 
functions ,Nψ  2 ,Nψ  4Nψ  normalized using formu-
las (1.3) and (1.4): 

2 4 2
2

2 4

(2 2 )(2 2 )
2 2 ;

4 2 2
N N N N

N
N N N

E E E E
E E

E E E
− −

= +
− −

 

2 4 2
2

2 4

( )( )
.

2
N N N N

N
N N N

ψ ψ ψ ψ
ψ ψ

ψ ψ ψ
− −

= +
− −

 

This allowed to obtain more accurate values of 2E  
and .ψ  The energy eigenvalues and the wave func-
tions are represented in figures 2.1 and 2.2 for the 
first (ground) state and some higher states. 

 

 
 

Figure 2.1 – The bound state energies for: a) first states, b) second states; 
solid line – the Logunov-Tavkhelidze equation; dashed line – the Kadyshevsky equation 
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Figure 2.2 – The wave functions of the Logunov-
Tavkhelidze equation for 0.01:λ =  

solid line –first state; dashed line – second state; 
dotted line – third state 

 
It is seen in figure 2.2, that at 0p ≠  the first 

state wave function does not have zeros, the second 
state wave function has one zero and the third state 
wave function has two zeros. Subsequent calcula-
tions show that for the equations under consideration 
the number of wave function zeros is equal to the 
“state number minus one”. The wave functions ob-
tained by solving the two-particle relativistic equa-
tions for other potentials, for example for the poten-
tial discussed in [8], have the same properties. The 
non-relativistic wave functions have analogous 
property. In quantum mechanics this property is 
proved as a theorem [9]. In the relativistic two parti-
cle system case such proof is unknown. 
 

3 Decay constants 
As an example of possible applications of the 

numerical solutions obtained, let us adduce the re-
sults of calculations for the constants of the particle-
antiparticle system decay into two photons. In the 
single-time approach such decay constant is given 
by [10]: 

0

4 2( ) ln (2 , ),
2

p

p

p ES dpf E p
E E m
πλλ ψ

∞ +⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  (3.1) 

where the value of S  depends on the type of parti-
cles (in the case of scalar particles 1 2S = ).  

 
 

Figure 3.1 – The decay constant: solid line – ground 
state; dashed line –second state;  

dotted line – third state 
 

Results of numerical calculations for expression 
(3.1) in the case of the Kadyshevsky equation are 

shown in figure 3.1. Calculations for the Logunov-
Tavkhelidze equation give almost identical values 
of the decay constant and are therefore not pre-
sented here. 
 

Conclusion 
In this paper numerical solutions of the integral 

equations of quantum field theory, describing rela-
tivistic bound s-sates of two scalar particles with 
identical masses, have been found in the case of one-
boson exchange potential dependent on the total 
energy of the system. The mass of scalar exchange 
boson is equal to zero. The normalization conditions 
for spherically symmetric wave functions are dis-
cussed in the case of energy dependent potentials. 
As an example of application for found solutions, 
the constant of scalar particle-antiparticle system 
decay into two photons has been calculated. 
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Впервые сформированы тонкопленочные солнечные элементы c поглощающим слоем Cu(In,Ga)Se2 (CIGS) на специ-
ально разработанных непроводящих стеклокерамических подложках на основе перлита с целью создания фотоволь-
таических устройств, полностью интегрированных в элементы строительных конструкций. Данная стеклокерамика 
удовлетворяет как физическим требованиям к материалу подложки, так и требованиям снижения стоимости производ-
ства солнечных элементов. В данной работе представлены предварительные результаты, показывающие, что солнеч-
ные элементы подобного типа могут обладать эффективностью свыше 10 %. 
 
Ключевые слова: тонкие пленки, CIGS, солнечные элементы, стеклокерамика. 
 
For the first time thin film solar cells with CuInGaSe2 absorber layer were formed on a specially designed non-conductive ce-
ramic substrates on the basis of pearlite to produce photovoltaic devices fully integrated into building constructions. This glass 
ceramic satisfies the physical demands of the substrate material as well as the requirements of cost reduction of solar cells pro-
duction. This paper presents preliminary results which show that these type solar cells with the efficiency higher than 10 % may 
be designed. 
 
Keywords: thin films, CIGS, solar cells, glass ceramic. 

 
 

Введение 
Тонкопленочные солнечные элементы (СЭ) с 

активным слоем на основе поликристаллических 
пленок полупроводников Cu(In,Ga)Se2 (CIGS), 
обладающих коэффициентом поглощения свыше 
15 см-1 в ближней ИК и видимой области спек-
тра, являются фотопреобразователями нового 
поколения. Одним из основных преимуществ тон-
копленочных солнечных элементов этого типа по 
сравнению с кристаллическими кремниевыми 
солнечными элементами является то, что такие 
фотоэлектрические устройства, толщиной всего в 
несколько микрон, могут быть сформированы 
посредством низкотемпературных процессов на 
различных подложках таких, как стекло, сталь или 
керамика [1], [2]. CIGS-солнечные элементы на 
недорогих и стабильных керамических подложках 
являются перспективными с точки зрения сниже-
ния затрат на фотоэнергетику (общепринятый за 
рубежом термин «фотовольтаика» – photovoltaics 
– PV) и разработку элементов строительных кон-
струкций (например, крыша из «солнечных» 
плит), способных генерировать электрическую 

энергию [3]. Замена обычной плитки на «фото-
вольтаическую» или «солнечную» плитку позво-
лит иметь источник PV-энергии для здания без 
каких-либо дополнительных затрат по установке 
фотоэлектрических модулей на существующие 
или спроектированные строения. 

Высококачественная, изготовленная в лабо-
раторном масштабе, или коммерческая керамика 
такая, как муллит алюминия [4], [5], [7], силикат 
циркония [6], нитрид кремния [8] и карбид крем-
ния [9], уже успешно использовалась в качестве 
подложек для тонкопленочных кремниевых сол-
нечных элементов. В данной статье сообщается о 
CIGS-солнечных элементах, впервые сформиро-
ванных на специально разработанных непрово-
дящих керамических подложках на основе кри-
сталлизованного перлитного стекла. Такие стек-
локерамические пластины удовлетворяют физи-
ческим и химическим требованиям к материалу 
подложки для нанесения тыльного контакта из 
молибдена и CIGS-поглощающего слоя, а также 
удовлетворяют требованиям низкой стоимости 
материала подложки. По сравнению со стеклом, 
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они позволяют использовать более высокую 
температуру для напыления пленок, что обеспе-
чивает повышение температуры рекристаллиза-
ции осаждаемых слоев и увеличение размеров 
зерен, а это, в свою очередь, является желатель-
ным для получения высокоэффективных солнеч-
ных элементов [10]. Подложка не содержит при-
месей (кроме натрия), способных диффундиро-
вать в активный слой во время процесса осажде-
ния. Другим преимуществом стеклокерамики на 
основе перлита является то, что значение коэф-
фициента его термического расширения близко к 
величине коэффициента термического расшире-
ния CIGS-поглощающего материала и позволяет 
использовать данный материал в качестве под-
ложек для CIGS-солнечных элементов в крупно-
масштабном производстве. Результаты формиро-
вания и исследования таких солнечных элемен-
тов площадью 0,5 см2 представлены в данной 
статье. 

1 Эксперимент 
Одним из первых этапов формирования тон-

копленочного CIGS-солнечного элемента явля-
ется нанесение омического обратного контакта. 
Омический тыльный контакт для CIGS-сол-
нечных элементов традиционно представляет 
собой тонкий (0,5 мкм) слой молибдена (Mo), 
нанесенный ионно-плазменным напылением. В 
данном исследовании осаждение обратного Mo-
контакта производилось методом магнетронного 
распыления на постоянном токе. 

Перед нанесением тыльного Мо-контакта 
стеклокерамические подложки толщиной 2–3 мм 
были подвергнуты влажной химической обра-
ботке, промыты деионизованной водой и высу-
шены в потоке азота. Полированные подложки 
имеют сплошную поверхность без проколов и 
микротрещин (рисунок 1.1 а, б). Шероховатость 
поверхности, измеренная профилометром 
«ZAYGO – 7000» (рисунок 1.1, с), характеризу-
етcя средним интервалом профиля неровностей 
около 14 нм. 

 

 
а) 

 
б) 

 
с) 

Рисунок 1.1 – Микрофотографии с увеличением в ×500 раз (а), × 1000 (б),  
с) профиль шероховатости поверхности стекла керамической подложки 
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Исследование состава стеклокерамической 
подложки на основе перлита с помощью рентге-
новского микроанализатора «Bruker» XR выяв-
ляет наличие значительного количества примесей 
(рисунок 1.2). Наряду с основными составляющи-
ми компонентами Si, Ca, C, Al и O подложки со-
держат примеси K, F, N и Na (таблица 1.1). Как 
установлено рядом исследователей, внедрение 
Na в количестве ≈ 0,1  вес %. повышает эффек-
тивность преобразования CIGS-солнечного эле-
мента на 30–50 % [11], [12]. Это увеличение 
связано с улучшением напряжения холостого 
хода и фактора заполнения, вызванным элек-
тронными и структурными изменениями в по-
глощающем слое. Механизм воздействия Na 
многообразен: он увеличивает концентрацию 
дырок в поглощающем слое, улучшает структуру 
и морфологию пленки, приводя к увеличению 
размеров зерен. 

Обычно Na внедряется в CIGS-слой в 
процессе его формирования, диффундируя из 
Na-содержащих стеклянных подложек (soda – 
lime glass) через Mo-контакт. Этот метод непри-
меним в случае использования гибких, не содер-
жащих натрий подложек, но вполне применим на 
перлитовых подложках с учетом возможности 
управления концентрацией натрия за счет ис-
пользования барьерного слоя между подложкой 
и структурой солнечного элемента. Приведенные 
в таблице 1.1 данные показывают, что содержа-
ние натрия в стеклокерамической подложке, по-
ложительно влияющего на фотопребразование в 
поглощающем CIGS-слое, достигает 3,29 вес. %. 

 
Рисунок 1.2 – Состав стеклокерамической под-

ложки на основе перлита 
 

Кроме того, существенным достоинством 
перлитовых подложек по сравнению со стеклом 
является то, что они позволяют использовать 
более высокую температуру для напыления пле-
нок, что, как правило, приводит к увеличению 
размеров зерен и текстуры осаждаемых слоев. 
Разрастание зерен сопровождается снижением 
поверхностной рекомбинации на их границах, 
что является желательным для достижения высо-
кого преобразования энергии.  

Таблица 1.1 – Состав стеклокерамической 
подложки на основе перлита 
 

El Series unn.C, 
wt.% 

norm.C 
wt.% 

Atom.C 
at.% 

Error 
wt.% 

C K-series 37.64 33.10 43.56 4.1 
N K-series 2.53 2.22 2.51 0.4 
O K-series 47.37 41.66 41.15 5.1 
F K-series 1.82 1.60 1.33 0.3 

Na K-series 3.74 3.29 2.26 0.3 
Mg K-series 0.73 0.64 0.42 0.1 
Al K-series 3.00 2.64 1.54 0.2 
Si K-series 9.37 8.24 4.64 0.4 
P K-series 0.16 0.14 0.07 0.0 
S K-series 0.14 0.13 0.06 0.0 
Cl K-series 0.08 0.07 0.03 0.0 
K K-series 0.82 0.72 0.29 0.1 
Ca K-series 5.89 5.18 2.04 0.2 
Fe K-series 0.21 0.18 0.05 0.0 
Cu K-series 0.22 0.20 0.05 0.0 

 
Следующим этапом формирования CIGS-сол-

нечного элемента являлось нанесение светопо-
глощающего слоя. Поликристаллическая пленка 
CIGS толщиной около 1,7 мкм была нанесена на 
стеклокерамическую подложку с подслоем мо-
либдена (толщиной 0,8 мкм) методом вакуумного 
соиспарения меди, галлия, индия и селена. Темпе-
ратура подложки в процессе соиспарения состав-
ляла 500–550 0С.  

Последующие охлаждение подложки может 
вызвать существенные деформации в CIGS-слое 
при значительном различии коэффициентов тер-
мического расширения CIGS-слоя и подложки. 
Для натрийсодержащего стекла, как правило, ис-
пользуемого в качестве подложки для CIGS-сол-
нечных элементов, коэффициент термического 
расширения составляет 9,5⋅10-6 К-1 [2]. Значение 
коэффициента термической стеклокерамики на 
основе перлита составляет 7,9⋅10-6 К-1, которое 
очень близко к значению коэффициента терми-
ческого расширения CIGS (8.6⋅10-6 К). Таким 
образом, по этой характеристике стеклокерамика 
на основе перлита хорошо согласуется с пара-
метрами вышележащих слоев.  

На рисунке 1.3 (а, б) представлены микро-
фотография поверхности и вид поперечного се-
чения CIGS-слоя. Как видно из фотографий, 
осажденная поликристаллическая CIGS-пленка 
сформирована плотно упакованными кристалли-
тами без четко выраженных границ раздела c 
преимущественным направлением роста, пер-
пендикулярным подложке. Размеры кристалли-
тов составляют 2–5 мкм, а в направлении роста 
кристаллиты распространяются на всю толщину 
пленки и достигают 2 мкм.  
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а) 

 
б) 

Рисунок 1.3 – СЭМ изображения поверхности и поперечного сечения и CIGS-слоя 
 

Исследование химического состава и одно-
родности CIGS-слоя проводилось на основе анали-
за различных участков пленки с помощью «Bruker» 
XR микроанализатора, который дает усредненное 
содержание элементов Cu, In, Ga и Se в слое, при-
веденное в таблице 1.2 под рисунком 1.4. Из таб-
лицы 1.2 следует, что пленка имеет соотношение 
Ga/(Ga+In) = 0,17, являющееся оптимальным для 
формирования оптически активного CIGS-слоя с 
шириной запрещенной зоны, близкой к оптиму-
му фотопреобразования (1,2–1,4 эВ). 

 

 
Рисунок 1.4 – Состав CIGS-поглощающего слоя 

 

Таблица 1.2 – Содержание элементов Cu, In, 
Ga и Se в CIGS-слое 
 

El Series unn.C, 
wt.% 

norm.C 
wt.% 

Atom.C 
at.% 

Error 
wt.%

O K-series 0.52 0.57 2.89 0.1 
Si K-series 0.12 0.13 0.39 0.0 
Cu K-series 15.84 17.57 22.33 0.5 
Ga K-series 3.40 3.77 4.36 0.1 
Se K-series 42.81 47.47 48.57 1.3 
In L-series 27.50 30.49 21.45 0.9 

 
Формирование многослойной структуры 

фотоэлектрического преобразователя было за-
вершено нанесением буферного слоя CdS тол-
щиной 50 нм методом химического осаждения и 

последующим осаждением двухслойного про-
зрачного покрытия ZnO (50 нм нелегированного 
ZnO и 350 нм легированного алюминием прово-
дящего ZnO слоя), а также напылением двух-
слойного Ni/Al  верхнего контакта сетки. 
 

2 Результаты измерения  электрических 
характеристик и обсуждение 
 После того, как устройство было сформиро-
вано, было проведено исследование темновых 
ВАХ (рисунок 2.1, а) при освещении в условиях 
AM1.5, что соответствует 1000 Вт/м2 (рисунок 
2.2), а также вольт-емкостных характеристик 
(рисунок 2.2) и квантовой эффективности (рису-
нок 2.3). Некоторые параметры электрических 
характеристик солнечного элемента приведены в 
таблице 2.1. 
 

Таблица 2.1 – Электрические характеристи-
ки CIGS-солнечных элементов на стеклокерами-
ческой подложке 
 

S, см2 – площадь элемента 0.5 
Uxx, В – напряжение холостого хода 0.52 
Iкз, Ом – ток короткого замыкания 20.12 
U, В – напряжение в точке  
максимальной мощности, 

0.37 

I, мА – ток в точке максимальной 
мощности 

13.53 

FF, % – фактор заполнения 48.4 
η, % – эффективность 10.09 
Rп,, Ом – последовательное 
Сопротивление 

6.96 

Rш, Ом – шунтирующее сопротивление 70.6 
Ширина обедненной зоны 
при нулевом смещении, мкм 

0.34 

po, см-3 – концентрация дырок 2⋅1016 
 

Как видно из таблицы, несмотря на необхо-
димость значительного улучшения последователь-
ного и шунтирующего сопротивлений, лучшие 
элементы показывают эффективность более 10 %, 
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что является очень перспективным результатом, 
так как он был достигнут на стеклокерамической 
подложке при неоптимизированных условиях 
осаждения. Из полученных результатов видно, 
что эффективность созданных на таких подлож-
ках солнечных элементов в основном ограничена 
низким коэффициентом заполнения. С улучше-
нием этого показателя, а также увеличением на-
пряжения холостого хода элемента становится 
реальным достижение эффективности свыше 
15 % для этого типа элементов. 
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-60

-30
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30
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Рисунок 2.1 – ВАХ одного из лучших устройств 
в темноте (а) и при освещении (б) 

 
Рисунок 2.1 а) показывает, что увеличение 

напряжения при обратном смещении (U > 0) дио-
да приводит к увеличению тока. Возможной 
причиной этого является шунтирование, которое 
означает, что мы имеем высокую шунтирующую 
проводимость, которая может быть даже ответ-
ственной за относительно низкое напряжение 
холостого хода. Кроме того, это явление может 
также быть вызвано зависящим от напряжения 
сбором носителей. 

Используя измерение емкости C  гетеропере-
хода p CIGS n ZnO+− − −  как функции приложен-
ного напряжения, можно оценить плотность леги-
рования поглощающего слоя. В связи с асиммет-

ричным легированием, область пространственного 
заряда распространяется гораздо дальше в CIGS, 
и график зависимости 21 / C  от напряжения, 
должен давать прямую линию [13], а плотность 
легирования AN  р-типа поглощающего слоя мо-
жет быть определена по наклону этой прямой: 

( )2
2

0

2 .
A

Sd C
dV q Nεε

=                  (2.1) 

Здесь S  – это площадь элемента, q  – элемен-
тарный заряд, 12ε =  – диэлектрическая прони-
цаемость CIGS [2] и 12

0 8.85 10 /F mε −= ⋅  – элек-
трическая постоянная. 

 
Рисунок 2.2 – График  зависимости V  от 2 2/S C  

 
Плотность легирования поглощающего слоя, 

полученная из такого графика для лучшего сол-
нечного элемента, составила NA=1.12⋅1017см-1. 
Ширина обедненной зоны, например, при нуле-
вом смещении может быть найдена из емкости 

0 / 0.347 .d S C mεε μ= =  
Спектральная характеристика солнечного 

элемента (без антиотражающего покрытия) пока-
зана на рисунке 2.3. Это график нормированной 
внутренней квантовой эффективности (QE) в 
зависимости от энергии фотонов, показываю-
щий, что значительная часть фотонов в видимой 
и ближней инфракрасной области солнечного 
света преобразуется в полезный ток элемента. 

Используя график зависимости квадрата 
квантовой эффективности от энергии фотонов в 
области низких энергий (вставка на рисунке 2.3), 
можно оценить ширину запрещенной зоны по-
глощающего слоя. Пересечение с осью энергий 
дает значение  ширины запрещенной зоны CIGS, 
равное 1,2 эВ, что соответствует составу x ≈ 0.3 
при использовании для определения ширины за-
прещенной зоны твердого раствора CuIn1-xGaxSe2 
следующего выражения [2]: 

( )( ) 1.01 0.625 0.167 (1 ).gE x eV x x x= + − −  
Полученные результаты также находятся в 

соответствии с данными по исследованию состава 
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пленок (рисунок 1.4). Видно также, что некоторое 
поглощение фотонов имеет место в области ни-
же ширины запрещенной зоны, что может быть 
вызвано дефектами или вторичными фазами с 
меньшей шириной запрещенной зоны. 
 

 
 

Рисунок 2.3 – Спектральная характеристика 
устройства. Вставка показывает зависимость 
квадрата QE от энергии фотонов в области 

низких энергий для оценки ширины 
запрещенной зоны поглощающего слоя 

 
Заключение 
Показано, что стеклокерамика на основе 

перлита может быть успешно использована в 
качестве подложки для CIGS-солнечных элемен-
тов. Лучшие солнечные элементы показали эф-
фективность более чем 10 % с коэффициентом 
заполнения 48,4 % и напряжением холостого 
хода 518 мВ. Учитывая сложные свойства под-
ложки, этот результат можно рассматривать как 
важный шаг на пути развития фотоэлектриче-
ских преобразователей, интегрированных в эле-
менты строительных конструкций (например, 
«солнечной» плитки).  

Дальнейшее повышение эффективности сол-
нечных элементов на керамических подложках 
требует дополнительных исследований по опти-
мизации как поглощающего слоя, так и состав-
ляющих компонентов структуры солнечных эле-
ментов в целом.  
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ИССЛЕДОВАНИЕ ОПТИЧЕСКИХ СВОЙСТВ ТОНКИХ ПЛЕНОК 
ТВЕРДЫХ РАСТВОРОВ CUXInXZn2-2XSe2, ПОЛУЧЕННЫХ МЕТОДОМ 

ДВУХСТАДИЙНОЙ СЕЛЕНИЗАЦИИ 
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THE OPTICAL PROPERTIES OF THIN FILMS OF SOLID SOLUTIONS 

CuXInXZn2-2XSe2, OBTAINED BY A TWO-STAGE SELENIZATION 

I.N. Tsyrelchuk1, V.V. Khoroshko1, V.F. Gremenok2, V.A. Mishuto1 
1Belarusian State University of Informatics and Radioelectronics, Minsk 

2Institute of Solid State and Semiconductor Physics of NAS Belarus, Minsk 
 

В работе рассматриваются результаты исследований в температурном интервале 80 и 300 К спектров оптического по-
глощения и фотолюминесценции тонких пленок Zn2-2XCuXInXSe2 с концентрацией атомов цинка 0–10 ат.%. Поликри-
сталлические пленки р-типа проводимости получены на стеклянных подложках методом двухстадийной селенизации 
базовых слоев ZnSe/(Cu+In) в атмосфере инертного газа. Установлен характер зависимости ширины запрещенной зоны 
и спектров фотолюминесценции от концентрации атомов цинка. 
 
Ключевые слова: тонкие пленки, двухстадийная селенизация, коэффициент поглощения, фотолюминесценция, ширина 
запрещенной зоны. 
 
This paper discusses the results of studies in the temperature range of 80 and 300 K absorption spectra and photoluminescence 
spectra of thin films of Zn2-2XCuXInXSe2 with the concentration of zinc atoms 0–10 at.%. Polycrystalline films of p-type conduc-
tivity were obtained on glass substrates by a two-stage selenization base layers ZnSe / (Cu + In) under an inert atmosphere. The 
authors  established  the  character  of  the  width of the band gap and photoluminescence spectra of the concentration of zinc 
atoms. 
 
Keywords: thin film, two-stage selenization, absorption coefficient, photoluminescence, band gap. 

 
 

Введение 
Прогресс современной полупроводниковой 

электроники во многом определяется как соот-
ветствующим выбором исходных материалов для 
изготовления приборов, так и технологическими 
методами их получения. И если в начальный пе-
риод становления полупроводникового приборо-
строения в качестве исходных материалов ис-
пользовались, в основном, элементарные полу-
проводники (Ge, Si) и бинарные соединения 
(GaAs и др.), то в настоящее время внимание 
исследователей привлекают новые химические 
соединения и твердые растворы со свойствами 
полупроводников. Это обусловлено возможно-
стью изменять их физические свойства (а значит, 
функциональный диапазон и характеристики 
получаемых приборов) в широких пределах за 
счет управления атомным составом веществ. Так, 
например, использование тройных АIBIIICVI

2 и 
более сложных фаз с халькопиритной структурой 
уже позволило получить тонкопленочные сол-
нечные элементы (СЭ) на основе Cu(In,Ga)Se2 
(CIGS) с рекордной эффективностью до 21 % [1]. 
Дальнейшее улучшение характеристик таких 
фотопреобразователей лежит на пути исследова-
ний взаимосвязи технологических процессов со 

свойствами конкретных типов структур, а также 
освоения новых систем на основе АIBIIICVI

2 полу-
проводников. В рамках этих исследований твер-
дые растворы на основе тройных и АIIBVI (ZnSe, 
ZnS, ZnTe) соединений в последнее время при-
влекают внимание разработчиков приборов на их 
основе [2]–[5]. Полупроводники этой группы яв-
ляются прямозонными материалами, имеют наи-
больший для известных полупроводников коэф-
фициент оптического поглощения (до 105 см-1) и 
обнаруживают повышенную радиационную стой-
кость. Кроме того, использование цинка позволяет 
заменить такие дорогостоящие материалы, как 
индий и галлий. 

Вместе с тем широкому практическому при-
менению этих материалов на сегодняшний день 
препятствует ряд факторов, одним из которых яв-
ляются технологические трудности получения 
структурно-совершенных пленок этих соединений, 
а также неполная, а иногда и противоречивая ин-
формация об их физических свойствах. В послед-
нее время приоритетным направлением в области 
получения пленок АIBIIICVI

2 соединений является 
использование двухступенчатого технологическо-
го цикла: напыление металлов или их бинарных 
хальгогенидов (прекурсоры) с последующей их 
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cеленизацией [6]–[8]. Перспективность такого 
подхода обусловлена возможностью получения 
плёнок большой площади с контролируемым 
составом посредством хорошо развитых методов 
как на первой стадии напыления, так и на второй 
– реакции с галогеном.  

Целью настоящей работы являлось иссле-
дование влияния концентрации атомов цинка 
(NZn = 0–10 ат.%) и температуры на спектры оп-
тического поглощения и фотолюминесценции 
тонких пленок Zn2-2XCuXInXSe2. 
 

1 Методика эксперимента 
Для получения поликристаллических пле-

нок Zn2-2XCuXInXSe2 применялся метод двухста-
дийной селенизации, особенностью которого 
является то, что процесс синтеза протекает в ат-
мосфере одного из наиболее летучих компонент, 
образующих выбранную систему, тогда как ос-
тальные компоненты наносятся в виде тонких 
пленок на твердый носитель, в качестве которого 
применяются стеклянные пластины. При повы-
шении температуры компоненты пленок вступа-
ют в реакцию между собой и сосуществующей 
паровой фазой и образуют гомогенную пленку 
требуемого состава. В качестве паровой фазы 
использовался селен и поэтому в целом такой 
процесс получил название селенизация [9]. 

Базовые слои были нанесены термическим 
испарением в вакууме на стеклянные подложки. 
Температура подложек составляла 100–120 0С. 
Селенизация ZnSe/(Cu+In) слоев осуществлялась 
путем диффузии элементарного селена из твердо-
тельного источника Se в проточной атмосфере 
инертного газа N2. Первая стадия селенизации 
осуществлялась при температуре 240–270 0C в 
течение 10–30 минут, вторая стадия – при темпе-
ратуре 460–540 0С в течение 10–50 минут. Струк-
турные свойства и фазовый состав слоев до и по-
сле селенизации исследовались методом рентге-
новского фазового анализа (РФА) в области 
2θ = 15 ÷ 100 0 на CuKα излучении (λ = 1.5405 Å) с 

никелевым фильтром. Идентификация фаз в плен-
ках проводилась сравнением экспериментально 
установленных межплоскостных расстояний d с 
данными таблиц JCPDS. Все полученные пленки 
были р-типа проводимости. Толщина пленок со-
ставляла 1.0–1.5 мкм. Спектры оптического по-
глощения и фотолюминесценции регистрирова-
лись призменным спектрометром при температу-
рах 80К и 300 К. Исследование оптического по-
глощения при Т = 80 К проводилось при погру-
жении образцов в жидкий азот. При исследова-
нии фотолюминесценции образцы прижимались 
в вакуумной камере к медному хладопроводу, 
который охлаждался жидким азотом до темпера-
туры 80 К. 

Излучательные свойства пленок исследова-
лись методом фотолюминесценции (ФЛ) в тем-
пературном интервале 80–300 К. Исследования 
проводились на установке, описанной в [11]. ФЛ 
возбуждалась излучением Ar+-лазера (λ = 514.5 нм) 
при мощности возбуждения 10–50 мВт. Исследуе-
мые образцы прижимались диафрагмой к охлаж-
даемому жидким азотом медному хладопроводу в 
вакуумной камере. Спектры фотолюминесценции 
регистрировались призменным спектрометром. В 
качестве приемника излучения применялся охлаж-
даемый жидким азотом германиевый (p-i-n)-фо-
тодиод. Для построения графических зависимостей 
был применен метод аппроксимации полиномом 
второй степени. 
 

2 Результаты и их обсуждение 
Рентгеновские исследования показали, что 

при оптимальных условиях (Ts = 510–540 0C и 
времени селенизации 10–15 мин) формируется 
однофазное четверное соединение Zn2-2XCuXInXSe2 
без следов ZnSe или других фаз (рисунок 2.1). 
Кристаллическая структура соединения относит-
ся к упорядоченной структуре халькопирита, что 
следует из наличия типичных рефлексов 112, 
220/204, 116/312, 316/332 и рефлексов сверхре-
шетки халькопирита 101 и 103.  
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Рисунок 2.1 – Рентгенограмма и микрофотография скола пленок ZCIS 

 



Исследование оптических свойств тонких пленок твердых растворов CUXInXZn2-2XSe2, полученных методом двухстадийной… 
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Данные количественного анализа показали, 
что пленки были слегка обогащены индием. 
Микроструктура слоев состояла из плотноупако-
ванных зерен с размерами 1–2 мкм с направле-
нием роста кристаллитов перпендикулярно плос-
кости подложки (рисунок 2.1). 

На рисунке 2.2 приведены типичные зави-
симости коэффициента поглощения пленок ZCIS 
при температурах 80 К и 300 К.  
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Рисунок 2.2 – Спектральные зависимости 
коэффициента поглощения для пленок 
с концентрацией атомов цинка 6.28 ат.% 
при температурах: 1 – 300 K, 2 – 80 K 

 
Из приведенной зависимости видно, что с 

уменьшением температуры фундаментальный 
край поглощения сдвигается в коротковолновую 
область спектра. Такой характер зависимости 
сдвига края поглощения типичен для большин-
ства полупроводников [12]. Коэффициент опти-
ческого поглощения α рассчитывался по форму-
ле, учитывающей многократное внутреннее от-
ражение в плоскопараллельном образце: 

( ) 22 2
211 (1 )ln ,

2 2
R R R

d T T
α

⎛ ⎞− ⎛ ⎞−⎜ ⎟= + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 

где d – толщина пленки, Т – коэффициент про-
пускания, R – коэффициент отражения. Коэффи-
циент отражения принимался R = 0.25 во всем 
спектральном диапазоне, что является типичным 
для пленок полупроводников c халькопиритной 
структурой [10]. Ширина запрещенной зоны ис-
следуемых пленок Eg определялась экстраполя-
цией прямолинейного участка зависимости 
(αhυ)2 от энергии фотона (hυ) до пересечения с 
осью абсцисс. Согласно рассчитанным значени-
ям Еg была определена температурная скорость 
изменения ширины запрещенной зоны 
dEg/dT = 3.7×10-4 эВ/К. 

Спектры фотолюминесценции пленок со-
стояли из одной широкой полосы. На рисунке 2.3 
приведены спектры фотолюминесценции пленок 
при разных температурах. Из рисунка видно, что 

с уменьшением температуры спектральный мак-
симум полосы излучения незначительно смеща-
ется в длинноволновую область спектра. Полная 
ширина спектра на полувысоте изменяется в сто-
рону уменьшения с 115 мэВ при 300 К до 85 мэВ 
при 80 К. Такая зависимость спектра излучения 
характерна для оптических излучательных пере-
ходов с участием примесных уровней. В нашем 
случае  роль примеси играют собственные де-
фекты. Так как все исследованные пленки имели 
р-тип проводимости, то превалирующими в 
пленках являются акцепторные уровни и ответ-
ственными за излучательные переходы вероятно 
являются переходы зона проводимости – акцеп-
торный уровень. 
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Рисунок 2.3 – Спектры фотолюминесценции 

пленок с концентрацией атомов цинка 6.28 ат.% 
при различных температурах 

 
На рисунке 2.4 показаны зависимости вели-

чины ширины запрещенной зоны и энергетиче-
ского положения максимума интенсивности 
спектральной полосы фотолюминесценции при 
Т = 80 К от концентрации атомов цинка. 
 

0,9

0,95

1

1,05

1,1

1,15

0 2 4 6 8 10

Zn,  at.%

En
er

gy
,  

eV

Eg
PL

 
 

Рисунок 2.4 – Зависимости ширины запрещенной 
зоны (Eg) и энергетического положения 

максимума полосы фотолюминесценции (PL) 
в пленках Zn2-2XCuXInXSe2 при Т = 80 К 

от концентрации атомов цинка 
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C повышением концентрации атомов цинка 
величина запрещенной зоны сначала монотонно 
уменьшается и достигает минимальных значений 
при концентрации атомов цинка порядка 3–4 ат.%. 
При дальнейшем повышении концентрации ато-
мов цинка ширина запрещенной зоны начинает 
увеличиваться. Аналогичная тенденция наблю-
дается и в приведенной на этом рисунке зависи-
мости энергетического положения максимумов 
спектральных полос фотолюминесценции от 
концентрации атомов цинка. Следует отметить, 
что аналогичные зависимости ширины запре-
щенной зоны и максимумов спектральных полос 
излучения от концентрации атомов цинка сохра-
няются и при температуре Т = 300 К.  

Из рисунка 2.4 видно, что разность между ве-
личинами Еg и энергиями максимумов полос фо-
толюминесценции составляет порядка 70–75 мэВ. 
Такую величину имеют, в частности, энергии 
активации собственных дефектов, вакансии меди 
(VCu), в медьсодержащих соединениях халькопи-
ритной структуры [13]. Так как исследованные 
нами пленки имели избыток индия, то естест-
венно предположить, что ответственными за из-
лучательные переходы являются переходы зона 
проводимости – VCu. Уменьшение ширины за-
прещенной зоны при росте концентрации атомов 
цинка до 3–4 ат.% можно объяснить тем, что при 
небольших концентрациях атомов цинка они 
играют для пленки CuInSe2 роль легирующей 
примеси с небольшой энергией ионизации. 
Взаимодействие примесных атомов между со-
бой, неоднородность их распределения в пленке, 
наличие локальных деформаций обуславливают 
возникновение уровней у краев запрещенной 
зоны, что приводит к длинноволновым «хво-
стам» поглощения. Вследствие этого происходит 
сужение запрещенной зоны, обусловленное об-
менным и кулоновским взаимодействием носи-
телей [14]. При повышении концентрации ато-
мов цинка свыше 4 ат.% они начинают замещать 
атомы меди и индия в узлах кристаллической 
решетки, т. е. начинают образовываться твердые 
растворы Zn2-2XCuXInXSe2, ширина запрещенной 
зоны которых увеличивается.  
 

Заключение 
Методом двухстадийной селенизации на 

стеклянных подложках получены поликристалли-
ческие пленки Zn2-2XCuXInXSe2 p-типа проводимо-
сти с концентрацией атомов цинка 0–10 ат.%. Ис-
следованы спектры оптического пропускания и 
фотолюминесценции при комнатной температуре 
и температуре жидкого азота. При уменьшении 
температуры ширина запрещенной зоны увеличи-
вается со скоростью dEg/dT = 3.7×10-4 эВ/К. 
Спектры фотолюминесценции при Т = 300 К и 
80 К  имели вид одной спектральной полосы, 
обусловленной собственными дефектами типа 
вакансии меди. Установлено, что ширина запре-

щенной зоны пленок и энергетического положе-
ния максимумов спектральных полос фотолюми-
несценции при увеличении концентрации атомов 
цинка изменяется нелинейно и имеет минималь-
ное значение при концентрациях 3–4 ат.%.  
 

ЛИТЕРАТУРА 
1. A 21.5 % Efficient Cu(In,Ga)Se2 Thin-Film 

Concentrator Solar Cell / J.S. Ward [et. al.] // Prog. 
Photovolt. Res. Appl. – 2002. – Vol. 10. – P. 41–46. 

2. Photosensitivity of Thin-Film Stuctures 
Based on (CuInSe2)X (2ZnSe)1-X Solid Solutions / 
V.Yu. Rud’ [et. al.] // Semiconductors. – 2000. – 
Vol. 34, № 5. – P. 558–562. 

3. Formation and Investigation of Photosensi-
tive Structures Based on Laser- Deposited CuInSe2 – 
2ZnSe Films / V.Yu. Rud’ [et. al.] // Phys. Stat. 
Sol (a). – 2001. – Vol. 188, № 3. – P. 1077–1085. 

4. Preparation of Zn doped Cu(In,Ga)Se2 thin 
films by physical vapor deposition for solar cells / 
S. Nishiwaki [et. al.] // Solar Energy Materials & 
Solar Cells. – 2003. – Vol. 77. – P. 359–368. 

5. Lattice Parameters and Optical Energy Gap 
of Pure and Doped (CuInSe2)X(ZnSe)1-X / C.A. Du-
rante [et. al.] // Cryst. Res. Technol. – 1996. – 
Vol. 31. – Special Issue 2. – P. 241–246. 

6. Фотоэлектрические свойства поверхно-
стно  барьерных  структур  на основе пленок 
Zn2-2XCuXInXSe2, полученных селенизацией / В.Ю. 
Рудь [и др.] // Физика и Техника Полупроводни-
ков. – 2005. – Т. 39, вып. 9. – С. 1070–1074. 

7. Kazmerski, L.L. Photovoltaics: a review of 
cell and module technologies / L.L Kazmerski // 
Renewable and sustainable energy reviews. – 1997. 
– Vol. 1, № 1, 2. – Р. 71–170. 

8. Rau, U. Properties of Cu(In,Ga)Se2 hetero-
junction solar cells – recent achievements, current 
understanding, and future challenges / U. Rau, 
H.W. Schock // Appl. Phys. A. – 1999. – Vol. 69, 
№ 131–147. – P. 32–147. 

9. Rau, U. Cu(In,Ga)Se2 Sollar Cells / U. Rau, 
H.W. Schock // Series of Photoconversion of Solar 
Energy. – 2001. – Vol. 1. – P. 277–345. 

10. Коутса, T.М. Современные проблемы 
полупроводниковой фотоэнергетики / под ред. 
T.М. Коутса. – Мир, 1988. – 306 с. 

11. Иванов, В.А. Установка для возбуждения 
катодолюминесценции полупроводников / В.А. Ива-
нов, Н.Н. Корень // ПТЭ. – 1981. – № 6. – C. 161–163. 

12. Панков, Ж. Оптические процессы в полу-
проводниках / Ж. Панков. – М. : Мир, 1973, 455 c. 

13. Rogacheva, E.I. Nonstoichiometry in the I-
III-VI2 compounds / E.I. Rogacheva // Inst. Phys. 
Conf. Ser. № 152. – 1998. – P. 1–14. 

14. Грибковский, В.П. Теория поглощения и 
испускания света в полупроводниках / В.П. Гриб-
ковский. – Мн. : Наука и техника, 1975. – 464 c. 
 

Поступила в редакцию 01.11.12. 
 



Проблемы физики, математики и техники, № 1 (14), 2013 
 

© Чжубо Лю, Рогачев А.А., Ярмоленко М.А., Джанг Х.Н., Рогачев А.В., Горбачев Д.Л., 2013                37 

  
УДК 678.743.41:620.197:621.793 
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AT ELECTRON-BEAM DISPERSION ON THE MOLECULAR STRUCTURE 
OF POLYETHYLENE-SILVER NANOCOMPOSITE COATINGS 
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Методом осаждения из активной газовой фазы, образованной электронно-лучевым диспергированием полиэтилена и 
нитрида серебра, сформированы нанокомпозиционные покрытия на основе полиэтилена и серебра, изучены их моле-
кулярная структура и морфология. Определено влияние лазерного ассистирования при электронно-лучевом дисперги-
ровании и отжига покрытия на степень проявления плазмонного эффекта, химический состав и структуру слоев. Ус-
тановлено, что при лазерном ассистировании наночастицы металла, образовавшиеся на стадии диспергирования, ока-
зывают активное автокаталитическое влияние на процессы разложения соли. Нагрев покрытия  приводит к формиро-
ванию однородной структуры с меньшей высотой выступов. 
 
Ключевые слова: электронно-лучевое диспергирование, лазерное ассистирование,  нанокомпозиционное покрытие, 
полиэтилен, наночастицы серебра, термообработка. 
 
The paper deals with the study of the molecular structure and morphology of polyethylene-silver nanocomposite coatings. 
Polyethylene-silver nanocomposite coatings were prepared from active gas phase by electron-beam dispersion of polyethylene 
and silver nitride. The influences of laser assisted electron-beam dispersion and annealing on the formation degree of plasmon 
effect, the chemical composition and structure of the layer were determined. The results show that metal nanoparticles could be 
produced by laser assisting at the dispersion stage affecting the autocatalytic process of decomposition of the salt. Annealing 
leads to a more homogeneous structure with a smaller protuberance on the surface of the coatings. 
 
Keywords: electron-beam dispersion, laser assistant, nanocomposite coating, polyethylene, silver nanoparticles, heat treat-
ment. 

 
 

Введение 
Известно, что серебро является металлом, 

обладающим явно выраженными антибактери-
альными свойствами. При низкой концентрации 
серебро не токсично и при этом снижает актив-
ность бактерий [1], [2]. Серебро, его химические 
соединения используются в качестве бактери-
цидных препаратов для лечения ожогов и подав-
ления  глазных инфекций, вводится в состав сто-
матологических и полимерных упаковочных ма-
териалов [3]–[5]. 

Антибактериальные свойства серебра зави-
сят от размера частиц, их  концентрации [6] и 
объясняются воздействием на среду ионов Ag+, 
образующихся при контакте среды с металлом. 
При этом массивное состояние серебра (Ag0) 
является инертным. В работах [4], [7], [8] изучи-
ли поведение нано- и микрочастиц серебра  в 
полимерном покрытии, особенности проявления 

в такой системе антибактериального эффекта. 
Установлено, что скорость выхода ионов серебра 
в полимерном покрытии более медленная в срав-
нении с выходом ионов, например, в жидкую 
среду. При этом проявляется заметное влияние 
на эти процессы природы полимерной матрицы. 

Отметим, что, несмотря на большой науч-
ный и практический интерес, исследования по-
ведения наночастиц серебра в полиэтиленовом 
слое, особенностей структурного состояния  по-
лимерной матрицы отсутствуют. Это объясняет-
ся, прежде всего, трудностями формирования 
нанокомпозиционных систем на основе полиэти-
лена; растворные методы не применимы из-за 
высокой стойкости полимера к действию орга-
нических растворителей, а введение наночастиц 
в расплав не обеспечивает формирование одно-
родных тонких слоев. Вместе с тем, как показано 
в [9], формирование таких покрытий возможно 
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при использовании плазмохимического синтеза, 
включающего в качестве основных стадий элек-
тронно-лучевое диспергирование полимера, пе-
ревод в газовую фазу вещества-наполнителя и 
осаждение образовавшихся паров на поверхно-
сти подложки. Установлено, что структура и 
свойства покрытий, осажденных из активной 
газовой фазы, наряду с другими параметрами в 
значительной степени зависят от условий и ре-
жимов диспергирования. В частности, лазерное 
ассистирование процесса электронно-лучевого 
диспергирования оказывает влияние на молекуляр-
ную структуру и морфологию покрытия и его ис-
пользование расширяет технологические возмож-
ности синтеза слоев с заданными свойствами [10].   

Целью настоящей работы является изучение 
молекулярной структуры, морфологии наноком-
позиционных покрытий на основе полиэтилена и 
серебра, формируемых из активной газовой фазы, 
генерируемой электронно-лучевым диспергиро-
ванием, установление закономерностей влияния 
на процессы осаждения лазерного ассистирующе-
го воздействия, термообработки сформированных 
слоев.  

 
1 Методика эксперимента 
Покрытия осаждали из активной газовой 

фазы, генерируемой в процессе воздействия на 
однокомпонентный порошок или механическую 
смесь порошков потока электронов с энергией 
800–1600 эВ и плотностью 0,01–0,03 A/см2 по 
методике, приведенной в [10]. В качестве мате-
риала диспергируемой мишени использовали 
порошки серебра азотнокислого (AgNO3, ГОСТ 
1277–75), полиэтилена (ПЭ), механические смеси 
полимера и соли в массовом соотношении 1 : 1 и 
1 : 2. Эффективную толщину покрытий опреде-
ляли с помощью кварцевого измерителя толщи-
ны. Расстояние от электронной пушки до мише-
ни составляло 150 мм, а от мишени до подлож-
ки – 120 мм. Процесс осаждения покрытий про-
изводился при начальном давлении остаточных 
газов в вакуумной камере ≈4·10-3 Пa. В качестве 
источника лазерного излучения был выбран ла-
зер L-2137U+HG-5, генерирующий излучение с 
длиной волны λ = 266 нм. Длительность импульса 
накачки в режиме модулированной добротности 
составляла 6 нс. Энергия лазерного импульса в 
системе генератор-усилитель – 117 мДж. Диаметр 
пятна лазерного излучения – 7 мм. При осаждении 
покрытий в условиях лазерного ассистирующего 
воздействия использовали мишени диаметром, 
соответствующим пятну лазерного излучения. 
Термообработку сформированных слоев проводи-
ли на воздухе в печи при температуре 100 или 
200°С, длительность отжига – 30 минут.  

Подложками при осаждении слоев служили 
кварцевые пластины (при проведении спектро-
скопических измерений в видимой области), 
пленки металлизированного лавсана и пластины 

NaCl (при регистрации ИК-спектра, проведении 
отжига), пластины монокристалла кремния (при 
проведении микроскопических исследований). 

Спектроскопические исследования осуще-
ствляли с помощью УФ-Вид спектрофотометра 
Cary-50 (Varian) и ИК-Фурье спектрофотометра 
Vertex-70 (Bruker). Для исследования морфоло-
гии покрытия использовался сканирующий зон-
довый микроскоп Solver P47 PRO, в котором 
реализована схема сканирования образцом.  

 
2 Результаты и их обсуждение  
Приведенные на рисунках 2.1 и 2.2 ИК-спект-

ры покрытий AgNO3 и композиционных покры-
тий на основе AgNO3 и ПЭ, сформированных 
при отсутствии и в условиях лазерного ассисти-
рования, свидетельствуют о заметном влиянии 
условий диспергирования на молекулярную 
структуру. 

 

 
 

Рисунок 2.1 – ИК-спектр покрытий AgNO3,  
сформированных при отсутствии (а)  

и в условиях лазерного ассистирования (б) 
 
Как видно, ИК-спектр покрытий (рисунок 

2.1), полученных диспергированием соли AgNO3, 
характеризуется наличием интенсивной двойной 
полосы поглощения в частотной области 
1200…1500 см-1. Поглощение в указанной облас-
ти, помимо всего прочего, связывают с присут-
ствием ионов NO3

– и NO2
– [11]–[13]. В ИК-спект-

ре композиционных покрытий AgNO3 и ПЭ (ри-
сунок 2.2) присутствуют полосы поглощения, 
характерные для ПЭ. В частности, интенсивные 
полосы поглощения, расположенные вблизи 
1464 см-1 и ответственные за колебания C-H свя-
зей группы –CH2–; малоинтенсивные полосы 
поглощения вблизи 1378 см-1, обязанные дефор-
мационным колебаниям связей C-Н групп CН3 
[14]. В спектрах покрытий, полученных при дис-
пергировании серебросодержащей смеси, наблю-
даются полосы поглощения соли металла, кото-
рые в сравнении с полосами однокомпонентного 
покрытия AgNO3 смещаются в длинноволновую 
область вследствие влияния полиэтиленовой мат-
рицы на колебания молекул AgNO3 [15]. Интен-
сивность пиков поглощения, характерных для 
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соли металла и полиэтилена, возрастает при про-
ведении диспергирования в условиях лазерного 
воздействия, что объясняется формированием 
при этих режимах более толстых слоев.  

Определены особенности изменения моле-
кулярной структуры покрытий при их термооб-
работке. Сравнительный анализ приведенных на 
рисунке 2.2 спектров композиционных покрытий 
на основе AgNO3 и ПЭ, сформированных при 
отсутствии и в условиях лазерного ассистирова-
ния и подвергнутых термообработке при 100°С 

или 200°С в течение 30 мин, показывает, что при 
отжиге возрастает интенсивность пиков погло-
щения вблизи 1700 см-1, связанных с валентным 
колебанием карбонильных групп [13]. Измене-
ние интенсивности полос наблюдается и в облас-
ти 1200…1500 см-1, характерных для однокомпо-
нентных покрытий AgNO3, что указывает на раз-
ложение нитрита серебра. Отметим, что влияние 
лазерного излучения при диспергировании в 
меньшей степени сказывается на химическом со-
ставе покрытий, подвергнутых термообработке. 

 

 

 
Рисунок 2.2 – ИК-спектр композиционных покрытий AgNO3 и ПЭ, сформированных при отсутствии 

и в условиях лазерного ассистирования и подвергнутых отжигу при различных режимах 
 

1 2 
 

Рисунок 2.3 – Электронные спектры покрытий ПЭ (а, б) и композиционных покрытий AgNO3 и ПЭ  
(соотношение компонент AgNO3: ПЭ = 1 : 1 (в, г),  2 : 1 (д, е )), сформированных при отсутствии (а, в, д) 

и в условиях лазерного ассистирования (б, г, е); 1 – без термообработки; 2 – отжиг при 100°С 
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Электронные спектры покрытий ПЭ и ком-
позиционных покрытий на основе AgNO3 и ПЭ, 
сформированных при отсутствии и в условиях 
лазерного ассистирования, представленные на 
рисунке 2.4, также имеют свои особенности. По-
крытия ПЭ и композиционные покрытия при со-
отношении компонент в тигле 1 : 1 содержат в 
спектре характерные для полиэтилена полосы 
поглощения с λ = 231 нм (рисунок 2.3). В элек-
тронном спектре покрытия, сформированного при 
соотношении AgNO3: ПЭ = 2 : 1 без лазерного 
стимулирования, отсутствует пик плазменного 
поглощения, а в спектре покрытия, сформирован-
ного в условиях лазерного ассистирующего воз-
действия, наблюдается пик плазмонного погло-
щения с максимумом при длине волны λ = 410 нм, 
что указывает на образование в слое наночастиц 
серебра. После термообработки покрытия при 
100°С в течение 30 мин в спектре покрытия (ри-
сунок 2.3), сформированного при соотношении 
AgNO3: ПЭ = 2 : 1 в условиях лазерного стимули-
рования и без него, также появляется пик плаз-
монного поглощения. Известно, что нитрат сереб-
ра разлагается при температуре выше 300°С, тем-
пература его плавления – 209,6°С [14]. В этой свя-
зи появление пика поглощения при температуре 
отжига 100°С для покрытия, сформированного 
при соотношении AgNO3: ПЭ = 2 : 1 без лазерного 
стимулирования, показывает, что процесс образо-
вания частиц серебра является в определенной 
степени автокаталитическим; на его протекание 
оказывают влияние серебряные нанокластеры, 
образовавшиеся в результате диссоциации соеди-
нений на стадии электронно-лучевого дисперги-
рования.  

  

 
 

Рисунок 2.4 – Электронные спектры покрытий 
ПЭ (а, б) и композиционных покрытий на основе 

AgNO3 и ПЭ (соотношение компонент  
AgNO3: ПЭ = 1 : 1 (в, г), 2 : 1 (д, е )), покрытий  
AgNO3 (ж, з), сформированных при отсутствии 

(а, в, д и ж) и в условиях лазерного 
ассистирования (б, г, е и з) после  

термообработки при 200°С в течение 30 мин 
 

Термообработка композиционных покрытий 
интенсифицирует проявление плазмонного эф-
фекта. Из представленных на рисунке 2.4 элек-
тронных спектров покрытий, подвергнутых тер-
мообработке при 200°С, следует, что малоинтен-
сивные пики плазменного поглощения появля-
ются в области длин волн 380 нм при диспергиро-
вании смеси с соотношением AgNO3: ПЭ = 1 : 1. 
При этом лазерное стимулирование не оказывает 
заметного влияния на образование наночастиц 
серебра. Данный вывод согласуется и с результа-
тами анализа ИК-спектров покрытий, представ-
ленных на рисунке 2.2.  

Для композиционных покрытий, сформиро-
ванных при диспергировании смеси с соотноше-
нием AgNO3: ПЭ = 2 : 1, интенсивное плазмен-
ное поглощение появляется вблизи 410 нм. В 
сравнении с покрытием, сформированным в ре-
зультате диспергирования нитрата серебра в ус-
ловиях лазерного ассистирующего воздействия, 
пик плазмонного поглощения для композицион-
ного полимерного покрытия является более уз-
ким, что указывает на высокую монодисперс-
ность образующихся наночастиц [15].  

Условия диспергирования, состав мишени 
оказывают заметное влияние и на морфологию 
образующихся слоев. Из рисунка 2.5 видно, что 
на поверхности покрытия ПЭ, сформированного 
электронно-лучевым диспергированием при от-
сутствии лазерного ассистирующего воздейст-
вия, образуются сфероподобные частицы высо-
той 40…150 нм. Лазерное стимулирование про-
цесса диспергирования при осаждении покрытия 
ПЭ не приводит к заметному изменению морфо-
логии покрытия. С введением AgNO3 в матрицу 
ПЭ морфология покрытий характеризуется зна-
чительно меньшей шероховатостью (30…90 нм). 
Применение в этом случае лазерного стимулиро-
вания при диспергировании вызывает формиро-
вание на поверхности более монодисперсных 
образований. Отметим, что термообработка по-
крытия при температуре 200°С, как правило, 
смещает максимум распределения микровысту-
пов в область меньших значений и способствует 
формированию более однородной структуры.  

 
Выводы 
Определены особенности влияния условий 

диспергирования и термообработки покрытий, 
осажденных методом электронно-лучевого дис-
пергирования смеси полиэтилена и нитрида се-
ребра, на их молекулярную структуру и морфо-
логию. Показано, что при формировании покры-
тий в условиях лазерного ассистирования элек-
тронно-лучевого диспергирования более активно 
протекают процессы образования наночастиц 
серебра, которые при последующем отжиге ока-
зывают автокаталитическое влияние на процессы 
разложения соли. Структура поверхностного слоя 
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Рисунок 2.5 – АСМ-изображения поверхности и распределения по высоте элементов рельефа покрытий 
ПЭ (а) и композиционных покрытий AgNO3 и ПЭ (соотношение компонент  

AgNO3: ПЭ = 1 : 1 (б) и 2 : 1 (в)), сформированных электронно-лучевым диспергированием:  
′ – в условиях лазерного ассистирования; 1 – после термообработки 200°С 
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синтезируемых покрытий характеризуется шеро-
ховатостью с высотой микровыступов 40…100 
нм, практически не зависящей от условий гене-
рации активной газовой фазы. Термообработка 
приводит к формированию более однородной 
структуры с меньшей высотой выступов. 
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ELECTRODYNAMIC MODEL OF THE BENDING FIBER-OPTIC SENSOR 

I.V. Shilova1, О.А. Belskaya2, А.B. Sotsky2 
1Belarusian-Russian University, Mogilev 

2A.A. Kuleshov Mogilev State University, Mogilev 
 

На основании модели петлевой волоконно-оптической антенны исследованы изгибные потери излучения, вызванные 
эллиптической деформацией чувствительного элемента волоконно-оптического датчика давления. 
 
Ключевые слова: оптическое волокно, волоконно-оптический датчик давления. 
 
Bending radiation loss caused by elliptical deformation in the sensitive element of the fiber-optic pressure sensor was investi-
gated on the basis of the fiber-optic loop antenna model. 
 
Keywords: optical fiber, fiber optical sensor of pressure. 

 
 

Введение 
В некоторых областях промышленности, на-

пример в энергетике, высокий уровень электро-
магнитных полей создает помехи и наводки в тра-
диционных датчиках давления с электрическим 
выходным сигналом: тензометрических, ёмкост-
ных, пьезоэлектрических и т. д. Это затрудняет их 
практическое применение. Такая ситуация возни-
кает, например, при измерении давления в мало-
масляных выключателях на электростанциях. Для 
ряда приложений необходим также контроль дав-
ления в горючих и взрывоопасных средах. В ука-
занных ситуациях могут быть использованы во-
локонно-оптические датчики давления.  

В настоящее время разработано большое ко-
личество волоконно-оптических первичных пре-
образователей различных физических величин 
[1]–[4]. Из этого числа наиболее простыми и на-
дежными являются амплитудные датчики, ис-
пользующие модуляцию потерь в изогнутых оп-
тических волокнах. Главным недостатком таких 
датчиков является их низкая чувствительность по 
сравнению с интерференционными и поляризаци-
онными волоконно-оптическими датчиками. По-
этому не прекращаются поиски возможностей 
повышения чувствительности изгибных датчиков. 
Исследования идут в направлениях использования 
многоэлементных конструкций, содержащих в 
одном датчике различные типы оптических воло-
кон [5], применения микроструктурных волокон 
[6] и регистрации изменения спектральных харак-
теристик излучения при механическом воздейст-
вии на изогнутое оптическое волокно [7]. 

Решение оптимизационных задач по макси-
мизации чувствительности волоконно-оптичес-
ких датчиков изгибного типа требует разработки 
адекватных теоретических моделей сенсорных 
эффектов. В настоящей работе представлена та-
кого рода модель для датчика давления, в кото-
ром чувствительным элементом служит эллип-
тически деформируемая петля, состоящая из не-
скольких витков жгута многомодовых оптиче-
ских волокон. 

 
1 Постановка задачи 
При использовании оптических волокон в 

датчиках возникает проблема ввода излучения в 
волокно. С целью облегчения указанного ввода 
нами разработан датчик давления, содержащий 
волоконно-оптическую светопередающую часть 
в виде волоконно-оптического жгута, состоящего 
из нескольких многомодовых оптических воло-
кон. Жгут имеет круговое сечение на его концах 
и плоское сечение в середине. В этом случае 
ввод излучения в оптические волокна не требует 
применения прецизионных фокусирующих оп-
тических систем [8], [9]. 

Схема преобразования прогиба мембраны 
датчика давления в величину изменения кривиз-
ны колец оптических волокон приведена на ри-
сунке 1.1. 

Конструкция первичного преобразователя 
волоконно-оптического датчика давления содер-
жит корпус 1, прикрепляемый с помощью штуце-
ра к объекту, в котором измеряется давление жид-
кости или газа. В корпусе 1 закреплена мембрана 
2, которая при изменении давления прогибается и 
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смещает шток 3, который, в свою очередь, с по-
мощью поворотного механизма 4 деформирует 
кольца жгута оптических волокон 5. При этом 
локальная кривизна витков волокон внутри жгу-
та изменяется, что приводит к модуляции вы-
ходного сигнала вследствие изменения условий 
выхода энергии мод изогнутых оптических воло-
кон в защитную полимерную оболочку. В каче-
стве источника излучения используется светоди-
од с длиной волны 630–640 нм, а в качестве при-
емника излучения – фотодиод ФД-256. 

Светопередающая часть 5 в виде волокон-
но-оптического жгута содержит несколько от-
резков многомодового кварц-кварцевого волокна 
с диаметром сердцевины 50 мкм и диаметром 
кварцевой оболочки 125 мкм. Последняя покры-
та полимерной защитной оболочкой. Полный 
диаметр волокна в защитной оболочке составля-
ет 300 мкм. При разработке конструкции датчика 
были выбраны многомодовые оптические волок-
на, поскольку они имеют невысокую стоимость и 
большой радиус сердцевины, что облегчает ввод 
излучения в жгут. На концах жгута волокна соб-
раны и склеены вместе в виде цилиндров. 
 

2

1

3

4

5

6

 
 

Рисунок 1.1 – Схема преобразования прогиба 
мембраны под действием давления в величину 
изменения кривизны колец оптических волокон 

(1 – корпус; 2 – мембрана; 3 – шток;  
4 – поворотный механизм; 5 – светопередающая 
часть; 6 – измеряемая среда (жидкость или газ)) 

 
Поскольку работа датчика объясняется из-

лучением света из сердцевины каждого из воло-
кон жгута при изгибе жгута и поглощением этого 
света защитной полимерной оболочкой волокна, 
исследование светопропускания чувствительного 
элемента датчика сводится к расчету потерь из-
лучения, вызванных изгибом одного многомодо-
вого оптического волокна. 

При деформации петли волокна в датчике 
(рисунок 1.1) будут изменяться радиусы локаль-
ных изгибов волокна в пределах петли. Посколь-
ку свет распространяется вдоль волокна в виде 
его собственных мод, а затухание каждой из  
этих мод существенно зависит от радиуса изгиба 

волокна [10], деформация петли волокна в дат-
чике вызовет модуляцию пропускания волокна, 
представляющую собой сенсорный эффект. 

Для описания данного эффекта воспользуем-
ся известной скалярной теорией излучения коль-
цевой волоконно-оптической антенны [10], [11]. 

Предположим, что возбуждение волокна в 
датчике осуществляется широким световым пуч-
ком амплитуды ,A  падающим перпендикулярно 
входному торцу волокна. В этом случае оптиче-
ское поле внутри волокна, записанное в цилинд-
рических координатах, не зависит от угловой 
переменной. В результате в волокне будут воз-
буждаться только те моды, которые не имеют 
угловой структуры поля. Радиальная зависи-
мость поля ν -й собственной моды такого типа 
описывается цилиндрическими функциями: 

0 ( )cou J rν χ=  при 0 ,r r≤  
(2)

0 0 0
(2)
0 0

( ) ( )
( )

co cl

cl

J r H r
u

H rν
χ χ

χ
=  при 0 ,r r>  

где 0r  – радиус сердцевины волокна, 0 02 /k π λ=  
– волновое число вакуума, ,con  cln  – показатели 
преломления сердцевины и оболочки волокна, 

2 2
0 ,co cok n νχ β= −

  
2 2
0 ,cl clk n νχ β= −  

νβ  – постоянная распространения моды, 
удовлетворяющая дисперсионному уравнению  

(2) (2)
1 0 0 1( ) ( ) ( ) ( ).co co cl cl co clJ H J Hχ χ χ χ χ χ=   (1.1) 

Амплитуда ν -й собственной моды указан-
ного типа на входе в волокно может быть рас-
считана по формуле [10] 

1

2

0 0

,C AT u rdr u rdrν ν ν

−∞ ∞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫  

где T  – френелевский коэффициент прохожде-
ния светом границы раздела воздух – материал 
волокна. 

В рамках теории излучения кольцевой во-
локонно-оптической антенны затухание ν -й мо-
ды волокна, вызванное его круговым изгибом, 
характеризуется коэффициентом [10] 

0
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  (1.2) 

где cR  – радиус изгиба волокна, 2 2
0 0 ,co clV k r n n= −  

2 2 20.5( ) ,co cl con n n−Δ = −  
2 2

0 0 ,clW k r nνβ= −
 0 ( )I WR  – 

модифицированная функция Бесселя, 0/ .R r r=  
В рассматриваемом датчике давления проис-

ходит деформация изначально круговой петли оп-
тического волокна, вследствие которой форма пет-
ли становится близкой к эллипсу. На основании 
этого мы аппроксимировали указанную петлю 
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четырьмя радиальными участками с длинами iL  
и радиусами изгиба ( ) ,i

cR  где i  – номер участка 
(рисунок 1.2). 

1

2

3

4
a

 
 

Рисунок 1.2 – Аппроксимация петли волокна 
четырьмя радиальными участками 

с номерами 1, 2, 3, 4 
 

Этим участкам соответствуют параметры 
(1),(3) (2),(4) 1( )(2 1 cos ),c c cR R a R ϕ π ϕ−= + − − +  (1.3) 

 (1),(3)
1,3 ( 2 ) ,cL Rπ ϕ= −             (1.4) 

(2),(4) 1( )(2 1 cos )cos ,c cR a a R ϕ π ϕ ϕ−= − − − +  (1.5) 
 (2),(4)

2,4 2 ,cL Rϕ=                    (1.6) 
где a  – большая полуось эллипса. 

Значение параметра ϕ  в (1.3)–(1.6) мы вы-
бирали из соображений максимальной близости 
формы петли на рисунке 1.2 к эллипсу по крите-
рию наименьших квадратов. Выражения (1.3)–
(1.6) получены из условий сохранения неизмен-
ной длины петли волокна 

1 2 3 4 2 cL L L L L Rπ= + + + =  
( cR  – радиус исходной круговой петли) при ва-
риациях a  и сочленения радиальных участков 
петли без изломов. 

Пренебрегая взаимной трансформацией мод 
в местах сочленения указанных радиальных уча-
стков, используя соотношения ортогональности 
мод и предполагая, что моды оболочки волокна 
эффективно фильтруются поглощающим поли-
мерным покрытием, для мощности излучения на 
выходе волокна можем записать: 

,P Pν
ν

= ∑  

где 
4

2 ( ) 20

10 0

exp ,i
a i

i

P n C m L u rdrν ν ν ν
ε

π γ
μ

∞

=

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∫

 Pv – мощность ν -ой моды на выходе волокна, an  
– показатель преломления воздуха, 0ε  и 0μ  – ди-
электрическая и магнитная проницаемости вакуу-
ма, m  – число петель волокна в чувствительном 
элементе датчика, ( )i

νγ  – коэффициент затухания 

вида (1.2), отнесенный к i -му радиальному уча-
стку петли. 
  
 2 Результаты расчетов 

Рисунки 2.1–2.4 иллюстрируют применение 
описанной модели к расчету пропускания чувст-
вительного элемента датчика. Указанный эле-
мент представляет собой кварцевое многомодо-
вое волокно в полимерной оболочке. Радиус и 
показатель преломления сердцевины равны 
r0 = 25 мкм и nco = 1,472, показатель преломления 
кварцевой оболочки ncl = 1,4584. В качестве ис-
точника света использован He-Ne лазер 
(λ0 = 0,6328 мкм). 

В результате численного решения диспер-
сионного уравнения (1.1) мы нашли, что описан-
ное волокно направляет 16 собственных мод. 
Значения их постоянных распространения пред-
ставлены на рисунке 2.1. 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Постоянные распространения 
мод волокна 

 
Рисунок 2.2 иллюстрирует зависимость за-

тухания нескольких мод низшего порядка от ра-
диуса изгиба круговой петли волокна cR  при 

1.m =  Из рисунка 2.2 видно, что основная часть 
мощности излучения передается основной модой 
(кривая 0). 

На рисунке 2.3 сопоставлены теоретическая 
и экспериментальная зависимости нормирован-
ной мощности излучения Р/Р0 на выходе одной 
круговой петли волокна от радиуса петли cR  
(под 0P  понимается максимальное значение 
мощности на выходе волокна).  

В соответствии с рисунком 2.3, при 4cR мм<  
происходит резкое снижение пропускания волок-
на, называемое в литературе изгибной отсечкой 
(bend loss edge [11]). В целом принятая модель 
достаточно хорошо описывает эксперимент. Не-
которое расхождение теоретической и экспери-
ментальной зависимостей на рисунке 2.3 можно 
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объяснить неполной фильтрацией оболочечных 
мод экспериментального волокна, возбуждаемых 
при его изгибе, полимерным покрытием. 

 

 
 

Рисунок 2.2 – Зависимость относительной 
мощности семи мод низшего порядка на выходе 
волокна от радиуса изгиба cR  круговой петли 

волокна. Номера кривых совпадают 
с номерами мод 

 

 
Рисунок 2.3 – Теоретическая (сплошная кривая) 

и экспериментальная (дискретные точки) 
зависимости пропускания волокна 

от радиуса его изгиба 
 

На рисунке 2.4 сопоставлены расчетная и 
экспериментальная зависимости пропускания 
чувствительного элемента датчика в виде 10 де-
формируемых витков от большой полуоси эл-
липса a  (рисунок 1.2). 

Видимое из рисунка 2.4 расхождение тео-
рии и эксперимента можно связать как с указан-
ной выше причиной, так и с возникновением 
спиральности в реальной системе витков жгута в 

датчике, которая в рассмотренной модели не 
учитывалась. 

 

 
 

Рисунок 2.4 – Теоретическая (сплошная кривая) 
и экспериментальная (дискретные точки) 
зависимости пропускания чувствительного 

элемента датчика от большой полуоси а эллипса, 
аппроксимирующего деформируемые 

петли волокна 
 

Заключение 
Представленное сопоставление теории и 

эксперимента позволяет сделать вывод, что рас-
смотренная теоретическая модель в целом эф-
фективна для оценки потерь излучения в изгиб-
ном волоконно-оптическом датчике давления. В 
частности, она позволяет корректно оценить па-
раметры эллиптической петли чувствительного 
элемента датчика, при которых происходит из-
гибная отсечка пропускания устройства. В соот-
ветствии с теоретическим расчетом, рассматри-
ваемый датчик может обладать более высокой 
чувствительностью пропускания к деформации 
эллиптической петли жгута волокон по сравне-
нию с чувствительностью, полученной в работе 
экспериментально. Из представленного выше 
обсуждения следует, что чувствительность уст-
ройства может быть повышена за счет более эф-
фективной фильтрации оболочечных мод воло-
кон полимерной оболочкой и за счет дальнейшей 
оптимизации механической части чувствитель-
ного элемента датчика с целью устранения спи-
ральности в системе витков жгута волокон. 
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ВЫЧИСЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА ОСЛАБЛЕНИЯ 
ЗВУКОВОГО ПОЛЯ СФЕРИЧЕСКОГО ИЗЛУЧАТЕЛЯ 
ПРОНИЦАЕМОЙ СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКОЙ 

Г.Ч. Шушкевич, Н.Н. Киселева 

Гродненский государственный университет им. Я. Купалы, Гродно 
 

CALCULATION OF THE ATTENUATION COEFFICIENT  
OF THE SOUND FIELD OF A SPHERICAL RADIATOR  

BY PENETRABLE SPHERICAL SHELL 

G.Ch. Shushkevich, N.N. Kiseleva 
Y. Kupala Grodno State University, Grodno 

 
Построено аналитическое решение граничной задачи, описывающей процесс проникновения звукового поля сфериче-
ского излучателя, который расположен внутри тонкой незамкнутой сферической оболочки, через проницаемую сфери-
ческую оболочку. Численно исследуется влияние некоторых параметров задачи на значение коэффициента ослабления 
(экранирования) звукового поля внутри сферической оболочки. 
 
Ключевые слова: парные сумматорные уравнения по полиномам Лежандра, бесконечная система линейных алгебраи-
ческих уравнений второго рода с вполне непрерывным оператором, коэффициент ослабления звукового поля. 
 
The analytical solution of the boundary problem which describes the process of penetration of the sound field of a spherical 
radiator located inside a thin unclosed spherical shell, through the permeable spherical shell is constructed. The influence of 
some parameters of the problem on the value of the attenuation coefficient (screening) of a sound field inside the spherical shell 
is numerically investigated. 
 
Keywords: dual series equations for Legendre polynomials, infinite system of linear algebraic equations of the second kind with 
a completely continuous operator, attenuation coefficient of a sound field. 

 
 

Введение  
Задача о рассеянии звуковых волн на систе-

ме тел различной конфигурации имеет большое 
количество практических приложений в электро-
акустике, гидроакустике, медицинской диагно-
стике, биоакустике, конструировании много-
слойных звукопоглощающих панелей для защи-
ты от шума и вибрации [1]–[5]. 

Библиография по решению задач рассеяния 
весьма обширна. Рассмотрим лишь некоторые 
работы, имеющие отношение к данной теме ис-
следования.  

Рассеяние плоской звуковой волны на двух 
разнесенных идеальных (акустически мягких 
либо жестких) сферах одинаковых или разных 
радиусов исследовано в работах [6]–[8]. В [9] 
задача рассеяния плоской звуковой волны на 
двух проницаемых сферах, одна из которых име-
ет малый радиус, решена методом разделения 
переменных в сочетании с теоремами сложения 
для сферических волновых функций. Рассеяние 
звука на системе тел, ограниченных гладкими 
поверхностями, рассмотрено в работах [10]–[12]. 
Задача рассеяния сферической звуковой волны 
на плавающем твердом сферическом теле ме-
тодом граничных элементов решена в [13]. Ме-
тодом  разделения  переменных  решена  задача 

рассеивания плоской звуковой волны на порис-
той сфере [14] и сфере, покрытой эластичным 
пористым слоем [15]. В работах [16], [17] рас-
сматривается рассеяние плоской звуковой волны 
на двух упругих сферических оболочках. В рабо-
те [18] рассмотрена дифракция звука на радиаль-
но-слоистой изотропной термоупругой сфериче-
ской оболочке. В [19], используя интегральное 
преобразование типа Абеля, приведено решение 
задачи рассеяния плоской звуковой волны на 
сфере с отверстием. 

В данной работе построено точное осесим-
метричное решение задачи о проникновении 
звукового поля через сферическую оболочку. В 
качестве источника поля рассматривается точеч-
ный сферический излучатель, расположенный 
внутри тонкой незамкнутой сферической обо-
лочки. С помощью соответствующих теорем 
сложения [20] решение поставленной задачи 
сведено к решению парных сумматорных урав-
нений по полиномам Лежандра, которые преоб-
разуются к бесконечной системе линейных ал-
гебраических уравнений (СЛАУ) второго рода с 
вполне непрерывным оператором. Исследуется 
влияние некоторых параметров задачи на значе-
ние коэффициента ослабления (экранирования) 
звукового поля внутри сферической оболочки. 
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1 Постановка и представление решения 
задачи 

Пусть все пространство 3R  разделено кон-
центрическими сферами ( )1 1 1S r a=  и ( )2 1 2S r a=  
с центром в точке 1O  на три области 0 ,D  1,D  

2D  (рисунок 1.1). В области 0D  находится иде-
ально тонкая незамкнутая сферическая оболочка 

1Γ  с углом раствора 0 ,θ  расположенная на сфе-
ре Γ  радиуса a  с центром в точке .O  В точке 
O  расположен сферический излучатель с круго-
вой частотой .ω  Области ,jD  0,1,2,j =  запол-
нены материалом, в котором не распространяют-
ся сдвиговые волны. Плотность среды и скорость 
звука в области ,jD  0,1,2,j =  обозначим соот-
ветственно через ,jρ  .jc  Расстояние между точ-
ками O  и 1O  обозначим через .h  

Для решения задачи свяжем с точками O  и 
1O  сферические координаты. Сферическая обо-

лочка 1Γ  описывается следующим образом: 

1 0{ ,  0 ,  0 2 }.r a θ θ π ϕ πΓ = = ≤ ≤ < ≤ ≤  

 
Рисунок 1.1 – Геометрия задачи 

 
Обозначим через cp  давление исходного 

звукового поля, jp  – давление рассеянного зву-
кового поля в области ,jD  0,1,2.j =  

Решение дифракционной задачи сводится к 
нахождению давления ,jp  0,1,2,j =  удовлетво-
ряющего: 

– уравнению Гельмгольца 
2 0,j j jp k pΔ + =  

где 
2 2 2

2 2 2x y z
∂ ∂ ∂

Δ = + +
∂ ∂ ∂

 – оператор Лапласа, 

/j jk cω=  – волновое число;  

– граничному условию на поверхности сфе-
рической оболочки 1Γ  – акустически жесткой 
оболочки: 

( )
1

(0)
0 0,cp p

n Γ

∂
+ =

∂
                 (1.1) 

где n  – нормаль к поверхности 1 ;Γ  
– граничным условиям на проницаемой 

сфере 1:S  

11
0 1 ,SSp p=    

1 1

0 1

0 1

1 1 ,
S S

p p
n nρ ρ

∂ ∂
=

∂ ∂
  (1.2) 

где n  – нормаль к поверхности 1;S  
– граничным условиям на проницаемой 

сфере 2:S  

2 2
1 2 ,S Sp p=   

2 2

1 2

1 2

1 1 ,
S S

p p
n nρ ρ

∂ ∂
=

∂ ∂
  (1.3) 

где n  – нормаль к поверхности 2 ;S  
– условию на бесконечности [21]: 

0
0 0

( )
lim ( ) 0,

M

p M
r i k p M

r→∞

⎛ ⎞∂
− =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

     (1.4) 

где M  – произвольная точка пространства. 
 Потребуем также выполнения условия не-
прерывности давления на открытой части сфери-
ческой оболочки 1\Γ Γ  и производной по норма-
ли на сфере :Γ  

( ) ( )
1 1

(0) (1) (2)
0 0 0\ \

,cp p p p
Γ Γ Γ Γ

+ = +        (1.5) 

( ) ( )(0) (1) (2)
0 0 0 ,cp p p p

n nΓ
Γ

∂ ∂
+ = +

∂ ∂
     (1.6) 

где n  – нормаль к поверхности .Γ  
Реальные звуковые давления вычисляются 

по формуле  

( )Re ,i t
j jP p e ω−=  

i  – мнимая единица, 0,1,2.j =  
Давление исходного звукового поля пред-

ставим в виде ряда по сферическим волновым 
функциям [21] 

( )

( )

0
(1)

0 0

(1)
0

0

0 0

( , )

(cos ),

,

ik r

c

n n n
n

n n

ep r P ik Ph kr
r

P f h k r P

f ik

θ

θ

δ

∞

=

= = =

=

=

∑      (1.7) 

где ( )(1)
nh kr  – сферические функции Ханкеля, 

(cos )nP θ  – полиномы Лежандра [22], 0nδ  – сим-
вол Кронекера, P  – const [23]. 
 Представим давление jp  рассеянного зву-
кового поля в области ,jD  0,1,2,j =  в виде су-
перпозиции базисных решений уравнения 
Гельмгольца, принимая во внимание условие на 
бесконечности (1.4): 
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( ) ( )

(0)
0

0 0
0

(1) (2)
0 0 1 1

( , )

cos , ,

( , ) ( , ),

n n n
n

p r

p P c j k r P r a

p r p r

θ

θ

θ θ

∞

=

⎧ =
⎪
⎪= = <⎨
⎪
⎪ +⎩

∑   (1.8)  

( ) ( ) ( )(1) (1)
0 0

0
, cos ,n n n

n
p r P x h k r Pθ θ

∞

=

= ∑  ,r a>  

( )

( ) ( )

(2)
0 1 1

(1)
0 1 1 1 1

0

,

cos , ,n n n
n

p r

P y h k r P r a

θ

θ
∞

=

=

= >∑
  (1.9) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(1)
1 1 1 1 1 1

0

(1) (1)
1 1 1 1

0

, cos

cos в  ,

n n n
n

n n n
n

p r P a j k r P

P b h k r P D

θ θ

θ

∞

=

∞

=

= +

+

∑

∑
 (1.10) 

( ) ( ) ( )2 1 1 2 1 1
0

, cosn n n
n

p r P d j k r Pθ θ
∞

=

= ∑  в 2 ,D (1.11) 

где ( )nj k r  – сферические функции Бесселя пер-
вого рода [22]. 

Неизвестные коэффициенты ,nc  ,nx  ,ny  (1) ,na  
(1) ,nb  nd  подлежат определению из граничных 

условий. 
 

2 Выполнение граничных условий 
 Выполним граничные условия (1.1), (1.5), 
(1.6). Для этого представим функцию ( )(2)

0 1 1,p r θ  
через сферические волновые функции в системе 
координат с началом в точке ,O  используя фор-
мулу [20], [21] 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

(1)
0 1 1

0
0

cos

cos , ,

n n

nl l l
l

h k r P

A h j k r P r h

θ

θ
∞

=

=

= <∑
 

где ( ) ( ) ( )( 0 0) (1)
02 1 ,

l n
l n n l

nl
l n

A h l i b h k hσ
σ σ

σ

+
+ −

= −

= + ∑  

( 0 0) 2( 00 | 0) ,n qb nqσ σ=  ( 00 | 0)nq σ  – коэффициен-
ты Клебша-Гордона [21]. 
 Тогда  

( ) ( ) ( )(2)
0 0

0
, cos ,n n n

n
p r P T j k r Pθ θ

∞

=

= ∑  

    ( )
0

.n k kn
k

T y A h
∞

=

= ∑                   (2.1) 

 Принимая во внимание представления (1.7)–
(1.9), (2.1), граничное условие (1.6) с учетом ус-
ловия ортогональности полиномов Лежандра на 
отрезке [ ]0, π  примет вид 

( ) ( ) ( )(1) (1)
0 0 0n n n n n n

d d df h c j x h
d d d

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

+ = +  

( )0 ,n n
dT j

d
ξ

ξ
+   0 0 ,k aξ =   0,1,....n =    (2.2) 

Выполним граничные условия (1.1), (1.5). В 
полученных уравнениях исключим коэффициенты 

nc  с помощью представления (2.2) и, принимая во 

внимание вронскиан функций ( ),nj x  (1) ( )nh x  [22], 
получим парные сумматорные уравнения по по-
линомам Лежандра вида 

( ) ( )

( ) ( )

( )

(1)
0

0 0

0 0
0

0
0

0
0

cos

cos , 0 ,

(cos ) 0, .

n n n
n

n n n
n o

n n
n

n
n

dx h P
d

dT j P
d

x f
P

d j
d

ξ θ
ξ

ξ θ θ θ
ξ

θ θ θ π
ξ

ξ

∞

=

∞

=

∞

=

⎧
⎪
⎪ =
⎪
⎪
⎪= − ≤ <⎨
⎪
⎪ −⎪ = < ≤
⎪
⎪⎩

∑

∑

∑

  (2.3) 

 Для преобразования парных сумматорных 
уравнений (2.3) введем в рассмотрение новые 
коэффициенты nX  по формуле 

    ( )0
0

,n n n n
dx X j f

d
ξ

ξ
= +   0,1,...,n =       (2.4) 

и малый параметр ng  по формуле 

( ) ( )
3

(1)0
0 0

0 0

4
1 ,

2 1n n n
i d dg j h
n d d
ξ

ξ ξ
ξ ξ

= +
+

 

( )2 .ng O n−=                       (2.5) 

 В результате парные сумматорные уравне-
ния (2.3) преобразуются к виду: 

( ) ( ) ( )

( )

( )

0

0

0
0

2 1 1 cos

(2 1)( ) cos , 0 ,

cos 0, ,

n n n
n

n n n
n o

n n
n

n g X P

n f T P

X P

θ

θ θ θ

θ θ θ π

∞

=

∞

=

∞

=

⎧
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⎪
⎪⎪= + + ≤ <⎨
⎪
⎪
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⎪⎩

∑

∑

∑

  (2.6) 

где 

( )3
0 0

0
4 / (2 1),n n n

dT i T j n
d

ξ ξ
ξ

= +  

( )3 (1)
0 0

0
4 / (2 1).n n n

df i f h n
d

ξ ξ
ξ

= +  

 Используя интегральные представления для 
полиномов Лежандра, парные сумматорные уравне-
ния (2.6) преобразуются к бесконечной системе ли-
нейных алгебраических уравнений (СЛАУ) второго 
рода с вполне непрерывным оператором [19], [24] 

( )
0 0

,

0,1, 2,...,

n k nk k k k nk
k k

X g R X T f R

n

∞ ∞

= =

− = +

=

∑ ∑      (2.7) 

0

0

2 sin( 0,5) sin( 0,5) ,nsR n t s t dt
θ

π
= + +∫  
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( ) ( )0 0sin sin 11 ,
1ns

n s n s
R

n s n s
θ θ

π
− + +⎡ ⎤

= −⎢ ⎥− + +⎣ ⎦
 

( ) 0
0

sin
.

n s

n s
n s

θ
θ

=

−
=

−
 

 Для выполнения граничных условий (1.2), 
(1.3) представим функцию ( )(1)

0 ,p r θ  через сфери-
ческие волновые функции в системе координат с 
началом в точке 1,O  используя формулу [20], [21] 

(1)
0

0 1 1 1
0

( ) (cos )

( ) ( ) (cos ), ,

n n

nl l l
l

h k r P

B h j k r P r h

θ

θ
∞

=

=

= <∑
 

где  

( ) ( )0 0 (1)
0( ) 2 1 ( 1) ( ).

l n
n ll n

nl
l n

B h l i b h k hσ σ
σ σ

σ

+
+ −

= −

= + −∑  

Тогда 

( ) ( )(1)
0 1 1 0 1 1

0
, ( ) cos ,n n n

n
p r P Z j k r Pθ θ

∞

=

= ∑  

 ( )
0

.n p pn
p

Z x B h
∞

=

= ∑                    (2.8) 

Принимая во внимание представления дав-
лений (1.10), (1.11), (2.8), выполняя граничные 
условия (1.2), учитывая ортогональность поли-
номов Лежандра на отрезке [ ]0; ,π  получим сис-
тему линейных уравнений вида: 

(1) (1)
11 12 13 1

(1) (1)
21 22 23 2

(1) (1)
32 33 34

(1) (1)
42 43 44

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ,
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(2.9) 

где 
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Решая систему (2.9), получим 

1( ) ,n ny W n Z=   2 ( ) ,n nd W n Z=        (2.10) 
где  

1 1( ) ( ) / ( ),W n n n= Δ Δ    

2 4( ) ( ) / ( ),W n n n= Δ Δ  

( )
( )

11 23 13 21

34 42 44 32

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n m n m n m n m n

m n m n m n m n

Δ = − ×

× − +
 

( )
( )

11 22 21 12

44 33 34 43

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,

m n m n m n m n

m n m n m n m n

+ − ×

× −
 

( )
1 1 34

22 43 23 42

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n m n m n

m n m n m n m n

Δ = ×

× − −
 

( )1 44 22 33 23 32( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m n m n m n m n m n m n− − −  

( )2 34 12 43 13 42( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m n m n m n m n m n m n− − +  

( )2 44 12 33 13 32( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,m n m n m n m n m n m n+ −  

( )
( )

4 32 43 33 42

1 21 2 11

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

n m n m n m n m n

m n m n m n m n

Δ = − ×

× −
 

Из соотношений (2.1), (2.4), (2.8), (2.10) сле-
дует связь между коэффициентами nT  и :nX  

0
,n mn m n

m
T S X f

∞

=

= +∑   0,1,2...,n =       (2.11) 

где  

( ) ( ) ( )0 1
00

( ) ,mn m ms sn
s

dS j W s B h A h
d

ξ
ξ

∞

=

= ∑  

( ) ( )0 1 0
0

( ) .n s sn
s

f ik W s B h A h
∞

=

= ∑  

Преобразуем правую часть (2.7). Исключим 
из правой части коэффициенты nT  c помощью 
представления (2.11) и получим бесконечную 
СЛАУ второго рода 

0
( )n k nk nk k

k
X g R Xα

∞

=

− + =∑  

( )3
0 0

0 0
4 / (2 1) ,

0,1,2,...,

k k k nk
k

df i j f k R
d
n

ξ ξ
ξ

∞

=

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
=

∑  (2.12) 

( )3
0 0

0 0
4 / (2 1).nk p np kp

p

di j R S p
d

α ξ ξ
ξ

∞

=

= +∑  
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Коэффициенты ,nd  входящие в представле-
ние давления в области 2 ,D  вычисляются через 
решение системы (2.12) по формуле 

( ) ( )2 0
0 0

( ) .n p p p pn
p

dd W n X j f B h
d

ξ
ξ

∞

=

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  (2.13) 

Коэффициент ослабления звукового поля в 
области 2D  вычислим по формуле 

( )1 1 2 1 1 1 2( , ) , / , 0 ,cK r p r p r aθ θ= ≤ ≤  
где 

( ) ( )1 1 0 0 0 1 1
0

, ( ) ( ) cos .c n n n
n

p r Pik B h j k r Pθ θ
∞

=

= ∑  

Если незамкнутая сферическая оболочка 1Γ  
отсутствует, то решение задачи сводится к реше-
нию системы (2.9). В этом случае величина ,nZ  
входящая в правую часть, вычисляется по фор-
муле 0 0 ( ),n nZ ik B h=  а коэффициенты ,nd  вхо-
дящие в представление давления в области 2D  – 
по формуле 2 ( ) .n nd W n Z=  

 

3 Вычислительный эксперимент 
Используя систему компьютерной алгебры 

MathCAD [25], были проведены вычисления ко-
эффициента ослабления звукового поля в облас-
ти 2D  для некоторых параметров задачи.  

Сферические функции  
( ) ,nj x  ( ) ( )(1) ( )n n nh x j x iy x= +  

вычислялись с помощью встроенных функций 
( , )js n x  и ( , ).ys n x  Здесь ( )ny x – сферическая 

функция Бесселя второго рода [22]. Производные 
сферических функции вычислялись с помощью 
формулы [22, c. 258] 

1( ) ( ) / ( ),n n n
d f x nf x x f x
dx += −  0,1, 2,....n =  

Коэффициенты Клебша-Гордона ( 0 0)n qbσ  вы-
числялись по формуле (3.4.17) [21, с. 127]. 

Бесконечная система (2.12) решалась мето-
дом усечения [21]. Вычислительный эксперимент 
показал, что порядок усечения для рассмотренных 
параметров задачи можно взять равным 75. Это 
обеспечивает решение системы (2.12) с точностью 

410 .−  Все бесконечные суммы, входящие в пред-
ставление (2.12), вычислялись с точностью 510 .−  

На рисунке 3.1 изображены графики коэффи-
циента ослабления (экранирования) звукового поля 

1(0,2; ),K θ  10 ,θ π≤ <  для некоторых значений ра-
диуса 2 ,a  если области 0 2,D D  заполнены морской 
водой ( 0 2 1030ρ ρ= = кг/м3, 0 2 1533c c= = м/с), об-
ласть 1D  – льдом ( 1 900ρ = кг/м3, 1 3980c = м/с), 

0,1a= м, / 2,θ π=  1 1a = м, 2h= м, 100f = Гц, 
2 f .ω π=  

 
 

 

 
Рисунок 3.1 – Графики коэффициента 

ослабления звукового поля 1(0,2; ),K θ  10 ,θ π≤ <  
для некоторых значений радиуса 2a  

 
На рисунке 3.2 изображены графики коэф-

фициента ослабления звукового поля (экраниро-
вания) 1 1( , ),K r θ  10 ,θ π≤ <  для некоторых значе-
ний переменой 1 2 ,r a<  на рисунке 3.3 – 1 1( , ),K r θ  

1 20 ,r a≤ <  для некоторых значений переменной 

1,θ  если область 0D  заполнена морской водой 
( 0 1030ρ = кг/м3, 0 1533c = м/с), область 1D  – орга-
ническим стеклом ( 1 1200ρ = кг/м3, 1 2560c = м/с), 
область 2D  – воздухом ( 2 1,29ρ = кг/м3, 2 343c = м/с), 

0,3a= м, / 2,θ π=  1 1a = м, 2 0,95a = м, 2,5h= м, 
150f = Гц. 
На рисунке 3.4 изображены графики коэф-

фициента ослабления звукового поля (экраниро-
вания) 1(0,1; ),K θ  10 ,θ π≤ <  для некоторых зна-
чений угла раствора 0θ  сферической оболочки 

1,Γ  если область 0D  заполнена морской водой 
( 0 1030ρ = кг/м3, 0 1533c = м/с), область 1D  – ор-
ганическим стеклом ( 1 1200ρ = кг/м3, 1 2560c = м/с), 
область 2D  – льдом ( 2 900ρ = кг/м3, 2 3980c =  м/с), 

0,4a= м, 1 1a = м, 2 0,8a = м, 3h= м, 200f = Гц. 
 

 
Рисунок 3.2 – Графики коэффициента 

ослабления звукового поля 1 1( , ),K r θ  10 ,θ π≤ <  
для некоторых значений переменой 1r  
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Рисунок 3.3 – Графики коэффициента 

ослабления звукового поля 1 1( , )K r θ , 1 20 ,r a≤ <  
для некоторых значений переменой 1θ  

 

 
Рисунок 3.4 – Графики коэффициента 

ослабления звукового поля 1(0,1; ),K θ  10 ,θ π≤ <  
для некоторых значений угла раствора 0θ  

сферической оболочки 1Γ  
 

Заключение 
В работе показано, что решение задачи о 

проникновении звукового поля через проницае-
мую сферическую оболочку сведено к решению 
бесконечной системы линейных алгебраических 
уравнений второго рода с вполне непрерывным 
оператором. В качестве источника звукового поля 
рассматривается точечный сферический излуча-
тель, расположенный внутри тонкой незамкнутой 
сферической оболочки – акустически жесткой 
оболочки. 

Численно исследовано влияние геометриче-
ских параметров задачи, плотности сред и скоро-
сти звука на значение коэффициента ослабления 
(экранирования) поля. 

Разработанная методика и программное обес-
печение могут найти практическое использование в 
задачах экранирования звуковых полей. 
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УДК 512.548 

О ТЕОРЕМЕ ПОСТА-ГЛУСКИНА-ХОССУ 

А.М. Гальмак, Г.Н. Воробьев 

Могилёвский государственный университет продовольствия, Могилёв 
 

ON POST-GLUSKIN-HOSSZU THEOREM 

A.M. Gal'mak, G.N. Vorobiev 
Mogilev State University of Food Technologies, Mogilev 

 
Теоремой Поста-Глускина-Хоссу мы называем теорему, которую обычно называют теоремой Глускина-Хоссу или тео-
ремой Хоссу-Глускина. В формулировке этой теоремы присутствуют n-арная группа < A, [ ] > и некоторая бинарная 
группа < A, ° >, имеющие общий носитель А. Э. Пост сформулировал и доказал эту теорему, рассматривая вместо груп-
пы < A, ° > ее изоморфную копию А0 (associated group). На наш взгляд, отсутствие имени Э. Поста в названии указан-
ной теоремы является досадным недоразумением, которое должно быть устранено. По-видимому, М. Хоссу не знал о 
результате Э. Поста. Отметим, что Л.М. Глускин, вообще, специально n-арными группами не занимался. Он изучал 
более широкий класс алгебраических систем – позиционные оперативы, для которых получил ряд важных результатов. 
Среди многочисленных следствий одного из таких результатов находится и теорема Поста-Глускина-Хоссу. 
 
Ключевые слова: группа, n-арная группа, автоморфизм. 
 
Post-Gluskin-Hosszu theorem is known as Gluskin-Hosszu or Hosszu-Gluskin theorem. In the formulation of this theorem 
there is an n-ary group < A, [ ] > and some binary group < A, ° >. These groups have a common carrier A. E. Post formulated 
and proved this theorem considering isomorphous copy of А0 (associated group) instead of group < A, ° >. In our opinion the 
absence of the name of E. Post in the title of the theorem is an embarrassing mistake which must be corrected. Apparently, 
M. Hosszu didn’t know anything about the results of E. Post. It is necessary to note that L.M. Gluskin was not engaged in the 
study of n-ary groups. He investigated a large class of algebraic systems – positional operatives, and achieved a series of impor-
tant results. Post-Gluskin-Hosszu theorem is among numerous consequences of these results. 
 
Keywords: group, n-ary group, automorphism. 

 
 

Введение 
Согласно В. Дёрнте [1], универсальная ал-

гебра < A, [ ] > с одной n-арной (n ≥ 2) операцией 
[ ]: An → A называется n-арной группой, если 
операция [ ] ассоциативна, то есть в A для любо-
го i = 1, 2, ..., n – 1 выполняются тождества ассо-
циативности 

[[a1 … an]an+1 … a2n–1] = 
= [a1 … ai[ai+1 … ai+n]ai+n+1 … a2n–1], 

и для всех i = 1, 2, …, n и всех a1, …, ai–1, ai+1, …, 
…, an, b ∈ A в A однозначно разрешимы уравнения  

[a1 … ai–1xiai+1 … an] = b. 
Полагая в определении В. Дернте n = 2, по-

лучаем определение бинарной группы. 
Распознавать n-арные группы в классе всех 

универсальных алгебр можно различными спо-
собами. Один из них, наиболее естественный, 
состоит в том, что вначале из всех универсаль-
ных алгебр выделяют универсальные алгебры с 
одной ассоциативной n-арной операцией. Затем 
применяют следующую теорему. 

Теорема 0.1. Для универсальной алгебры 
< A, [ ] > с ассоциативной n-арной операцией [ ] 
следующие утверждения эквиваленты: 

1) < A, [ ] > – n-арная группа; 
2) (E. Post [2], 1940) для любых а1, …, аn, b ∈ A 

в A разрешимы уравнения  

[xa2 … an ] = b, [a1 … an–1 y] = b; 
3) (E. Post [2], 1940) для любых а1, …, аi–1,  

аi+1, …, аn, b ∈ A и некоторого i ∈ {2, ..., n – 1}, 
где n ≥ 3, в А разрешимо уравнение 

[a1 … ai–1xai+1 … an] = b; 
4) (А.Н. Скиба, В.И. Тютин [3], 1985) для 

любых а, b ∈ A в A разрешимы уравнения  
[xN

1n

a a
−

… ] = b, [N
1n

a a
−

… y] = b; 

5) (А.Н. Скиба, В.И. Тютин [3], 1985) для 
любых а, b ∈ A и некоторого i ∈ {2, ..., n – 1}, где 
n ≥ 3, в А разрешимо уравнение 

[N
1i

a a
−

… xN
n i

a a
−

… ] = b; 

6) (А.М. Гальмак [4], [5], 1991) для любых 
а, b ∈ A в А разрешимы уравнения 

[x1 … xn–1a] = b, [ay1 … yn–1] = b 
с n – 1 неизвестными; 

7) (А.М. Гальмак [4], [5], 1991) для любых  
а, b ∈ A в А разрешимо уравнение  

[ax1 … xn–2a] = b 
с n – 2 неизвестными, где n ≥ 3. 

Необходимые сведения из теории n-арных 
групп можно найти в книгах [5]–[7]. 

Теоремой Глускина-Хоссу или теоремой 
Хоссу-Глускина обычно называют следующую 
теорему. 

МАТЕМАТИКА
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Теорема 0.2 (Л.М. Глускин [8], M. Hosszu 
[9]). На всякой n-арной группе < A, [ ] > можно 
определить бинарную операцию °, отображение 
β, а также выбрать элемент d ∈ A так, что 
< A, ° > – группа, β – ее автоморфизм, и выпол-
няются следующие условия: 

[x1x2 … xn] = 

= x1 ° x β
2 ° … ° x

1βn

n

−

° d, x1, …, xn ∈ A;      (0.1) 

d β = d;                          (0.2) 

x
1βn−

= d ° x ° 1,d −  x ∈ A.               (0.3) 
Верна и обратная теорема Глускина-Хоссу. 
Теорема 0.3 (Л.М. Глускин [8], M. Hosszu 

[9]). Если элемент d группы < A, ° > и ее авто-
морфизм β удовлетворяют условиям (0.2) и (0.3), 
то < A, [ ] > – n-арная группа с n-арной операци-
ей (0.1). 

Краткое и красивое доказательство теоремы 
0.2 нашел Е.И. Соколов [10]. Он доказал эту тео-
рему, полагая  

x ° y = [xN
2n

a a
−

… y], 

β: x → xβ = [ a xN
2n

a a
−

… ], 

[  ... ]
n

d a a= �	
 , 

где a  – косой элемент для а, то есть решение 
уравнения [xN

1n

a a
−

… ] = а. 

Если в n-арной группе < A, [ ] > зафиксиро-
вать элемент a ∈ A, то в качестве операции °, ото-
бражения β и элемента d можно взять операцию 

 x °a y = [xa1 … an–2y],         (0.4) 
отображение 

 β = βa: x → [axa1 … an–2]              (0.5) 
и элемент 

 [  ... ]a

n

d d a a= = �	
 ,                (0.6) 

где а1 … аn–2 – обратная последовательность в 
n-арной группе < A, [ ] > для элемента а. 

Теперь теорему 0.2 можно переформулиро-
вать следующим образом (см., например, [5]). 

Теорема 0.4. В любой n-арной группе 
< A, [ ] > для любого а ∈ A выполняются следую-
щие условия: 

[x1x2 … xn] = 

= x1 °a β
2

ax  °a … °a 
1βn

a
nx

−

 °a ,ad  x1, …, xn ∈ A; (0.7) 
βa
ad = ;ad                             (0.8) 

1βn
ax
−

= ad  °a x °a 1,аd −  x ∈ A,    (0.9) 

где < A, °a > – группа, βa – её автоморфизм. 
При определении операции °a и отображе-

ния βa в качестве обратной последовательности 
a1 … an–2 можно взять любую из последователь-
ностей 

N
1i

a a
−

… aN
2

,
n i

a a
− −

…  i = 1, 2, …, n – 2, 

в частности, одну из последовательностей 

N
3n

a a
−

… ,a  aN
3

.
n

a a
−

…  

Замечание 0.1. Единицей группы < A, °a > 
является элемент a. Так как 

ad  °a a  = [[  ... ]
n

a a�	
 aN
3n

a a
−

… ]a  = a, 

то 1
аd −  = a  – обратный элемент в группе < A, °a > 

для элемента ad . 
Если в (0.4)–(0.6) элемент a заменить элемен-

том ,a  то получится конструкция Е.И. Соколова. 
Согласно Э. Посту [2], группа G называется 

обертывающей для n-арной группы < A, [ ] >, 
если множество A порождает группу G, а n-арная 
операция [ ] связана с бинарной операцией в 
группе G равенством: 

[x1x2 … xn] = x1x2 … xn, x1,  x2, …, xn ∈ A. 
Последнее равенство означает, что n-арная опе-
рация [ ] совпадает на множестве A с n-арной 
операцией, производной от операции в группе G. 
Для краткости будем говорить, что n-арная опе-
рация [ ] является производной от операции в 
группе G. Подмножество 

А0 = {x1x2 … xn–1 ⎪ x1, x2, …, xn–1 ∈ A} ⊆ G 
является нормальной подгруппой группы G [2] и 
называется соответствующей группой [6] (asso-
ciated group [2]) для n-арной группы < A, [ ] >. 

Если зафиксировать элемент а ∈ A, то не-
сложно убедиться [2] в том, что 

А0 = Аa–1 = {xa–1⎪x ∈ A}, 
где символ a–1 обозначает обратный элемент в 
группе G к элементу a. Сам элемент a–1 может 
быть представлен в группе G в виде произведения 

a–1 = a1a2 … an–2, a1, a2, …, an–2 ∈ A, 
где a1 … an–2 – любая обратная последователь-
ность в n-арной группе < A, [ ] > для элемента a. 

Отображение 
ϕa: и → иa, и ∈ A0 

является изоморфизмом группы A0 на группу 
< A, °a >, а отображение 

ψa: х → хa–1, х ∈ A 
является изоморфизмом группы < A, °a > на 
группу A0. Отсюда, в частности, следует, что для 
любых a, b ∈ A группы < A, °a > и < A, °b > изо-
морфны. Например, изоморфизм < A, °a > на 
< A, °b > осуществляется по правилу  

τ = ψaϕb: х → хa–1b = [xa1 … an–2b], х ∈ A. 
Ясно, что ϕa и ψa – взаимно обратные ото-

бражения. 
Замечание 0.2. Так как равенства 

1

1

[  ... ] , n

n

a a a a a a a−

−

= =�	
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равносильны, то a  = (a–1)n–2, где a–1 – обратный 
элемент к элементу a в группе G.  

Приведем оригинальную формулировку ре-
зультата Э. Поста. 

Теорема 0.5 (E. Post [2], с. 245). Given any 
abstract 2-group G0 to serve as associated group, an 
abstract element s0 subject to the condition 1

0
ms −  = t0, 

t0 in G0, and any automorphism T of G0, which carries 
t0 into itself, and whose (m – 1)-st power is the auto-
morphism of G0 under t0, to serve as the automor-
phism of G0 under s0, then there is one and only one 
corresponding abstract m-group G; conversely every 
m-group can be thus determined. 

При доказательстве прямого утверждения 
теоремы 0.5 [2, с. 246] (Э. Пост называет его пер-
вой частью) для любых элементов  

0 0, ,
j j ji i is t s t G= ∈  j = 1, …, m 

из смежного класса G = G0s0 вначале определяет-
ся элемент 

1 2 1 20 0 0( ) .
m mi i i i i ic s s s t s t s t s=… …  

Затем доказывается равенство 

1 2 1 2

1 ( 1)
0 0( ) ( ) ,

m m

m
i i i i i ic s s s t T t T t t s− − −= ⋅ ⋅… …  (0.10) 

где T – автоморфизм из условия теоремы 0.5, 
действующий по правилу 

1
0 0:  T Tt s ts−→ , t ∈ G0, 

а символом ( 1)
j

j
iT t− −  обозначается образ элемента 

jit при действии отображения ( 1)jT − − . После это-
го устанавливается, что смежный класс G = G0s0 
является m-арной группой относительно m-арной 
операции c. 

Если для обозначения образа элемента t при 
отображении 1T −  вместо символа 1T − t использо-
вать символ 

1Tt
−

 и положить 1T −  = β, то равенст-
во Э. Поста (0.10) примет вид 

 
1

1 2 1 2

β β
0 0( ) ( ) .

m

m mi i i i i ic s s s t t t t s
−

=… …    (0.11) 
Равенство (0.11) отличается от равенств (0.1) и 
(0.7) только обозначениями и множителем s0, с 
помощью которого осуществляется переход от 
элемента 

1

1 2

β β
0

m

mi i it t t t
−

…  множества G0 к элементу 

1 2
( )

mi i ic s s s…  множества G = G0s0. 
В следующих разделах мы подробно рас-

смотрим прямое и обратное утверждения теоре-
мы 0.5 и покажем эквивалентность равенств из 
теоремы 0.4 соответствующим равенствам из 
теоремы 0.5. 

 
1 Обратное утверждение теоремы 0.5 
Для доказательства обратного утверждения 

теоремы 0.5 (Э. Пост называл его второй частью) 
нам понадобится следующая 

Лемма 1.1. Пусть < A, [ ] > – n-арная груп-
па, G и A0 – ее обертывающая и соответствую-
щая группы, а – фиксированный элемент из A, 

γ : и → aиa–1, и ∈ G, 
di = ai, i = 1, 2, … . 

Тогда: 
1) сужение γ на A является автоморфизмом 

n-арной группы < A, [ ] >; 
2) сужение γ на A0 является автоморфиз-

мом группы A0; 
3) отображение γ оставляет неподвижным 

элемент di для любого i = 1, 2, …; 
4) i-ая степень автоморфизма γ действует 

на G как внутренний автоморфизм, определяе-
мый элементом di, то есть 

γi

и = id и 1,id −  и ∈ G. 
Доказательство. 1) Так как γ – внутренний 

автоморфизм группы G, A0 – нормальная под-
группа в G, то сужение γ на A0 является авто-
морфизмом группы A0. 

2) Ясно, что сужение γ на A является биек-
цией. A так как  

[x1x2 … xn]γ = a(x1x2 … xn)a–1 = 
= (ax1a–1)(ax2a–1) … (axna–1) = γ γ γ

1 2[ ]nx x x…  
для всех x1, x2, …, xn ∈ A, то γ – автоморфизм     
n-арной группы < A, [ ] >. 

3) Так как γ
id  = a(ai)a–1 = ai = di, то γ

id  = di. 

4) Так как γi

u  = aiu(a-1)i = aiu(ai)–1 = diu 1
id − , 

то γi

u  = diu 1
id − . Лемма доказана. 

Если в теореме 0.5 словесные формулировки 
записать в виде формул, то обратное утверждение 
этой теоремы может принять следующий вид. 

Теорема 1.1 (E. Post [2]). Пусть < A, [ ] > – 
n-арная группа, G и A0 – ее обертывающая и со-
ответствующая группы, a – фиксированный эле-
мент из A,  

b = an–1 ∈ A0,       (1.1) 
γ – сужение на A0 автоморфизма γ из леммы 1.1, 
то есть 

uγ = aиa–1, и ∈ A0.        (1.2) 
Тогда γ является автоморфизмом группы A0, и 
для любых x1, x2, …, xn ∈ A, и ∈ A0 выполняются 
следующие условия: 

1γ γ
1 2 1 2 2[ ] ,

n

nx x x u u u ba
−

=… …           (1.3) 
где ui = xi a–1, i = 1, 2, …, n; 

bγ = b;                           (1.4) 
1γn

u
−

 = bub–1.                       (1.5) 
Доказательство. То, что γ – автоморфизм 

группы A0, доказано в 1) леммы 1.1. 
Так как  

1γ γ
1 2

n

nu u u ba
−

=…  
=(xa–1)a(x2a–1)a–1aa(x3a–1)a–1a–1 … 

…an–2(xn–1a–1) N
1 1 1 1 1 1

12 1

( ) n
n

nn n

a a a a x a a a a a− − − − − −

−− −

=… … …��	�
 ��	�
  

= x1x2x3 … xn–1xn = [x1x2 … xn], 
то верно (1.3). 
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Полагая в 3) леммы 1.1 b = dn–1, получим (1.4). 
Полагая в 4) леммы 1.1 i = n – 1, b = dn–1, по-

лучим (1.5). Теорема доказана. 
Пусть < A, [ ] >, G, A0, a, b и γ – те же, что и 

в теореме 1.1. Во введении отмечалось, что об-
ратный элемент a–1 в группе G совпадает с про-
изведением элементов a1a2 … an–2, где a1 … an–2 – 
обратная  последовательность для элемента a в 
n-арной группе < A, [ ] >. Поэтому, учитывая, что 
n-арная операция [ ] является производной от 
операции в группе G, равенства (0.4)–(0.6) могут 
быть переписаны следующим образом: 

 x °a y = xa–1y,                     (1.6) 
 βa: x → axa–1                      (1.7) 

,n
ad a=                            (1.8) 

где в правых частях записанных равенств при-
сутствует произведение элементов в группе G. 

Покажем, что из равенств (1.3), (1.4) и (1.5) 
теоремы 1.1 следуют соответственно равенства 
(0.7), (0.8) и (0.9) теоремы 0.4. 

Отображение γ, являясь внутренним авто-
морфизмом группы G, определяемым элементом 
a, оставляет на месте элементы a и a–1,  то есть 
aγ = a, (a–1)γ = a–1. Кроме того, как уже отмеча-
лось, элемент a–1 совпадает с произведением 
элементов a1a2 … an–2, где a1 … an–2 – обратная 
последовательность для элемента a в n-арной 
группе < A, [ ] >. Будем использовать также ра-
венства (1.6) и (1.8), а также тот факт, что γ – 
автоморфизм группы G. Тогда из (1.3) последо-
вательно получаем цепочку равенств 

[x1x2 … xn] = (x1a–1)(x2a–1)γ … 
11 γ( )

n

nx a
−− an–1a, 

[x1x2 … xn] = (x1a–1) γ 1 γ
2 ( )x a−  … 

1 1γ 1 γ( )
n n

nx a
− −− an, 

[x1x2 … xn] = x1a–1 γ 1
2x a−

 … 
1γ 1n

nx a
− − an, 

[x1x2 … xn] = x1 °a γ
2x  °a … °a 

1γn

nx
−

 °a dа. 
Ввиду (1.7), сужение отображения γ на A совпа-
дает с отображением βa. Поэтому, заменяя в по-
следнем равенстве γ на βa, получим равенство 
(0.7). Таким образом, из (1.3) следует (0.7). 

Из (1.4) последовательно получаем 
bγa = ba, bγaγ = ba, 

(ba)γ = ba, (an–1a)γ = an–1a, (an)γ = an, 
откуда, из (1.8) и из отмеченного выше совпаде-
ния на множестве A отображений γ и βa вытекает 
справедливость равенства (0.8). Таким образом, 
из (1.4) следует (0.8). 

Аналогично, из (1.5) для u = xa–1 последова-
тельно получаем 

11 γ( )
n

xa
−−  = an–1xa–1(a–1)n–1, 

1γn

x
− 11 γ( )

n

a
−−  = ana–1xa–1(a–1)n–1, 

1γn

x
−

a–1 = ana–1xa–1(a–1)n–1, 
1γn

x
−

 = an °a x °a (a–1)n–2. 

Так как, ввиду замечаний 0.1 и 0.2, (a–1)n–2 = 1,ad −  
то из последнего равенства и совпадения на 
множестве A отображений γ и βa вытекает спра-
ведливость равенства (0.9). Таким образом, из 
(1.5) следует (0.9). 

Теперь мы можем утверждать, что теорема 
0.2 является следствием теоремы 1.1. На самом 
деле обе эти теоремы являются эквивалентными 
утверждениями, так как, проведя все рассуждения 
в обратном порядке, можно убедиться в том, что 
теорема 1.1 является следствием теоремы 0.2. 

 
2 Прямое утверждение теоремы 0.5 
Если в теореме 0.5 словесные формулировки 

записать в виде формул, то прямое утверждение 
этой теоремы может принять следующий вид. 

Теорема 2.1 (E. Post [2]). Пусть в группе G 
имеются подгруппа A0 и элемент a такие, что 
верно (1.1); пусть также подгруппа A0 обладает 
таким автоморфизмом γ, что верны (1.2), (1.4) 
и (1.5). Тогда  смежный класс A = A0a является 
n-арной группой с n-арной операцией [ ], произ-
водной от операции в группе G, и верно (1.3); 
кроме того, множество A0 может быть пред-
ставлено в виде 

А0 = {x1x2 … xn–1 ⎪ x1, x2, …, xn–1 ∈ A}. (2.1) 
Мы докажем более общую версию теоремы 0.5. 

Теорема 2.2 (E. Post [2]). Пусть в группе G 
имеются подгруппа A0 и элемент a такие, что 
верно (1.1); пусть также подгруппа A0 обладает 
таким автоморфизмом γ, что верны (1.4) и (1.5). 
Тогда < A = A0a, [ ] > – n-арная группа с n-арной 
операцией (1.3). Если действие автоморфизма γ 
определяется правилом (1.2), то n-арная опера-
ция [ ] является производной от операции в 
группе G; кроме того, множество A0 может 
быть представлено в виде (2.1). 

Доказательство.  Сразу же отметим, что из 
равенства A = A0a вытекает a ∈ A, A0 = Aa–1. То-
гда для любых x1, x2, …, xn ∈ A имеем  

u1 = x1a–1, u2 = x2a–1, …, un = xna–1 ∈ A0. 
Так как A0 – группа, γ – ее автоморфизм, то 

1γ γ
1 2 0 ,

n

nu u u b A
−

∈…  

откуда следует 
1γ γ

1 2 .
n

nu u u ba A
−

∈…  Так как n-ар-
ная операция [ ] определяется равенством (1.3), 
то [x1x2 … xn] ∈ A. Следовательно, множество A 
замкнуто относительно n-арной операции [ ]. 

Используя (1.3), (1.4) и (1.5), будем иметь 
для любого i = 0, 1, …, n – 1 

[xi … xi[xi+1 … xi+n]xi+n+1 … x2n–1] = 
1 1 1γ γ 1 γ γ γ

1 2 1 1 2 1([ ] )
i i i n

i i i n i n nu u u x x a u u ba
− + −−

+ + + + −= =… … …  
1 1 1 1γ γ γ γ 1 γ γ γ

1 2 1 2 1 2 1( )
i n i i n

i i i i n i n nu u u u u u baa u u ba
− − + −−

+ + + + + −= =… … …  

1 1 1 1γ γ γ γ γ γ γ
1 2 1 2 1 2 1( )

i n i i n

i i i i n i n nu u u u u u b u u ba
− − + −

+ + + + + −= =… … …  
1 1 1

1 1 1

γ γ γ γ γ γ
1 2 1 2 1

γ γ γ γ
1 2 1

(

)

i i i n n

n i i i n

i i i n n

i n i n n

u u u u u u u

u b u u ba

− + −

− + + −

+ + +

+ + + −

=

=

… … …

… …
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1 1 1 1γ γ γ γ γ γ γ
1 2 1 1 2 1( )

n i n i n

n n i n i n nu u u u u bu u ba
− − + −

+ + + + −= =… … …  
1 1 1γ γ γ γ 1 γ γ

1 2 1 1 2 1( )
n i i n

n n i n i n nu u u bu u b bu u ba
− + −−

+ + + + −= =… … …  
1 1 1γ γ γ γ γ γ

1 2 1 1 2 1

n i i n

n n i n i n nu u u bu u u a ba
− + −

+ + + + −= =… … …  
1 1γ γ γ γ

1 2 1 2 1 ,
n n

n n nu u u bu u ba
− −

+ −= … …  
то есть 

[x1 … xi[xi+1 … xi+n]xi+n+1 … x2n–1] = 
1 1γ γ γ γ

1 2 1 2 1 .
n n

n n nu u u bu u ba
− −

+ −= … …  
Следовательно, 

[x1 … xi[xi+1 … xi+n]xi+n+1 … x2n–1] = 
= [x1 … xj[xj+1 … xj+n]xj+n+1 … x2n–1] 

для любых i, j = 0, 1, …, n – 1, что означает ассо-
циативность n-арной операции [ ]. 

Для любого i = 1, 2, …, n и любых g1, …,gi–1, 
gi+1, …, gn, h ∈ A рассмотрим в < A, [ ] > уравнение  

[g1 … gi–1tgi+1 … gn] = h.                (2.2) 
Так как 

g1 = u1a, …, gi–1 = ui–1a, 
gi+1 = ui+1a, …, gn = una, h = wa, 

для некоторых u1, …, ui–1, ui+1, …, un, w ∈ A0, и, 
кроме того, γ – автоморфизм группы A0, то  

2 1γ γ γ γ
2 1 1 0, , , , , .

i i n

i i nu u u u A
− −

− + ∈… …  
В группе A0 разрешимо уравнение  

2 1γ γ γ γ
1 2 1 1 ,

i i n

i i nu u u s u u b w
− −

− + =… …  
то есть существует v ∈ A0 такой, что 

2 1γ γ γ γ
1 2 1 1 .

i i n

i i nu u u vu u b w
− −

− + =… …  
Обозначив через δ автоморфизм, обратный для 
автоморфизма γ, и положив 

1δ ,
i

iu v
−

=  последнее 
равенство можно переписать в виде 

2 1 1γ γ γ γ γ
1 2 1 1 ,

i i i n

i i i nu u u u u u b w
− − −

− + =… …  
откуда 

2 1 1γ γ γ γ γ
1 2 1 1 ,

i i i n

i i i nu u u u u u ba wa
− − −

− + =… …  
то есть  

2 1 1γ γ γ γ γ
1 2 1 1 .

i i i n

i i i nu u u u u u ba h
− − −

− + =… …  
Из последнего равенства, полагая gi = uia и учи-
тывая (1.3), получим 

[g1 g2 … gi–1gi gi+1 … gn] = 
2 1 1γ γ γ γ γ

1 2 1 1 .
i i i n

i i i nu u u u u u ba h
− − −

− += =… …  
Следовательно, gi – решение уравнения (2.2). Та-
ким образом, согласно определению В. Дернте, 
< A, [ ] > – n-арная группа. 

Используя (1.2) и (1.3), получим 
[x1x2 … xn] = 

1γ γ
1 2

n

nu u u ba
−

=…  

= x1a–1(ax2a–1a–1)(a2x3a–1a–2) … 
… (an–2xn–1a–1a–(n–2))(an-1xna–1a–(n–1))an–1a =  

= x1x2x3 … xn–1xn, 
то есть  

[x1x2 … xn] = x1x2 … xn. 

Следовательно, n-арная операция [ ] является 
производной от операции в группе G. 

Используя этот факт, а также замкнутость 
множества A относительно n-арной операции [ ], 
получим 

x1 … xn–1a = [x1 … xn–1a] ∈ A 
для любых x1, …, xn–1 ∈ A, откуда и из равенства 
A0 = Aa–1 следует  

x1 … xn = [x1 … xna]a–1 ∈ Aa–1 = A0. 
Следовательно, 

{x1 … xn–1 ⎪ x1, …, xn–1 ∈ A} ⊆ A0. 
Так как < A, [ ] > – n-арная группа, то существу-
ют a1, …, an–2 ∈ A такие, что  

[aaa1 … an–2] = a, 
откуда и из производности n-арной операции [ ] 
от операции в группе G, вытекает 

aaa1 … an–2 = a. 
Из последнего равенства следует 

a–1 = a1 … an–2. 
А так как A0 = Aa–1, то  

A0 = Aa1 … an–2 ⊆ {x1 … xn–1 ⎪ x1, …, xn–1 ∈ A}. 
Из доказанных включений следует равенство 
(2.1). Теорема доказана. 

Замечание 2.1. Так как n-арная операция [ ] 
n-арной группы < A = A0a, [ ] > из теорем 2.1 и 
2.2 является производной от операции в группе 
G, то подгруппа группы G, порожденная смеж-
ным классом A = A0a, является обертывающей 
группой для n-арной группы < A = A0a, [ ] >. Ес-
ли непосредственно в условия теорем 2.1 и 2.2 
включить требование, чтобы группа G порожда-
лась смежным классом A = A0a, то получим еще 
две версии прямого утверждения теоремы 0.5. 

Теорема 2.3 (E. Post [2]). Пусть в группе G 
имеются подгруппа A0 и элемент a такие, что 
группа G порождается смежным классом 
A = A0a и верно (1.1); пусть также подгруппа A0 
обладает таким автоморфизмом γ, что верны 
(1.2), (1.4) и (1.5). Тогда < A = A0a, [ ] > – n-арная 
группа с n-арной операцией, которая определя-
ется с помощью (1.3); обертывающей группой 
для этой n-арной группы является группа G, а 
соответствующей группой – ее подгруппа A0. 

Теорема 2.4 (E. Post [2]). Пусть в группе G 
имеются подгруппа A0 и элемент a такие, что 
группа G порождается смежным классом A = A0a 
и верно (1.1); пусть также подгруппа A0 облада-
ет таким автоморфизмом γ, что верны (1.4) и 
(1.5). Тогда  < A = A0a, [ ] > – n-арная  группа  с  
n-арной операцией, которая определяется с по-
мощью (1.3). Если действие автоморфизма γ оп-
ределяется правилом (1.2), то обертывающей 
группой для этой n-арной группы является группа 
G, а соответствующей группой – ее подгруппа A0. 

Проведенный выше сравнительный анализ 
теоремы Глускина-Хоссу и соответствующего 
результата Э. Поста (теорема 0.5) показывает, 



А.М. Гальмак, Г.Н. Воробьев 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (14), 2013 60 

что речь идет не просто об эквивалентных ут-
верждениях, а фактически об одном и том же 
результате. Небольшие отличия, существующие 
между сравниваемыми результатами, объясня-
ются тем, что Э. Пост в своей теореме использо-
вал группу A0, а в теореме Глускина-Хоссу фигу-
рирует некоторая изоморфная копия этой груп-
пы, например, группа < A, °a >, как в теореме 0.4. 
Замена группы A0 ее изоморфной копией приво-
дит к тому, что в теореме Глускина-Хоссу, в от-
личие от теоремы Поста, в равенстве, устанавли-
вающем связь между n-арной и бинарной опера-
циями, отсутствует множитель, с помощью кото-
рого определяется изоморфизм указанных групп. 

Таким образом, по нашему мнению, вклю-
чение в название теоремы Глускина-Хоссу фа-
милии Э. Поста не должно вызывать возражений, 
так как является обоснованным и восстанавлива-
ет историческую справедливость. 
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О КОНЕЧНЫХ π-РАЗРЕШИМЫХ ГРУППАХ 
С БИЦИКЛИЧЕСКИМИ СИЛОВСКИМИ ПОДГРУППАМИ 
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ON FINITE π-SOLVABLE GROUPS 

WITH BICYCLIC SYLOW SUBGROUPS 

D.V. Gritsuk1, V.S. Monakhov1, O.A. Shpyrko2 
1F. Scorina Gomel State University, Gomel, Belarus 

2Branch of the M.V. Lomonosov Moscow State University, Sevastopol, Ukraine 
 

Бициклической называют группу, являющуюся произведением двух циклических подгрупп. Доказывается, что произ-
водная π -длина конечной π -разрешимой группы с бициклическими силовскими p -подгруппами для всех p π∈  не 
превышает 6, а в случае, когда 2 ,π∉  не превышает 3. 
 
Ключевые слова: конечная группа, π -разрешимая группа, бициклическая группа, силовская подгруппа, производная 
π -длина. 
 
The group is called a bicyclic group if it is the product of two cyclic subgroups. It is proved that the π -solvable group with bi-
cyclic Sylow p -subgroups for any p π∈  is at most 6 and if 2 ,π∉  then the derived π -length of a π -solvable group with 
bicyclic Sylow p -subgroups for any p π∈  is at most 3. 
 
Keywords: finite group, π -solvable group, bicyclic group, Sylow subgroup, derived π -length. 

 
 

Введение 
Рассматриваются только конечные группы. 

Все используемые понятия и обозначения соот-
ветствуют [1], [2].  

Бициклической называют группу, являю-
щуюся произведением двух циклических под-
групп. Инварианты конечных разрешимых групп 
с бициклическими силовскими подгруппами по-
лучены в [3]. В частности, производная длина 
таких групп не превышает 6, а нильпотентная 
длина не превышает 4. Разрешимые группы, об-
ладающие нормальным рядом с бициклическими 
силовскими подгруппами, изучены в [4].  

Пусть G  – π -разрешимая группа. Тогда 
она обладает субнормальным рядом, факторы 
которого являются либо π ′ -группами, либо абе-
левыми π -группами. Наименьшее число абеле-
вых π -факторов среди всех таких субнормаль-
ных рядов группы G  называется производной 
π -длиной π -разрешимой группы G  и обозна-
чается через ( )al Gπ .  Ясно, что в случае, когда 

( ),Gπ π=  значение ( )al Gπ  совпадает со значени-
ем производной длины группы G.   

В настоящей статье исследуется производ-
ная π -длина π -разрешимой группы, у которой 
силовские p -подгруппы бициклические для всех 
p π∈ .  Доказывается, что ( ) 6al Gπ ≤ ,  а если 

2 π∉ ,  то ( ) 3al Gπ ≤ .  Отсюда вытекают некоторые 
результаты работы [3].  
 

1 Основные понятия  
Пусть P  – множество всех простых чисел, а 

π  – некоторое множество простых чисел. До-
полнение к π  во множестве P  обозначается че-
рез π ′.  Символом π  обозначается также функ-
ция, определенная на множестве всех натураль-
ных чисел N  следующим образом: ( )aπ  – мно-
жество простых чисел, делящих натуральное 
число a.  Для группы G  считаем, что 

( ) ( )G Gπ π= | | .   
Зафиксируем некоторое множество простых 

чисел π.  Если ( )mπ π⊆ ,  то натуральное число 
m  называется π -числом. Группа G  называется 
π -группой, если ( )Gπ π⊆ ,  и π ′ -группой, если 

( )Gπ π ′⊆ .  В последнем случае ( )Gπ π∩ = ∅.   
Пусть G – группа. Рассмотрим цепочку под-

групп группы G: 
0 1 21 tF F F … F …= ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ,  

где 1 ( ( ))i i iF F F G F G+ / = / .  Здесь ( )F X  – под-
группа Фиттинга группы X, т. е. наибольшая 
нормальная нильпотентная подгруппа группы X. 
Если группа G  разрешима, то существует нату-
ральное число k такое, что .kF G=  Наименьшее 

МАТЕМАТИКА



Д.В. Грицук, В.С. Монахов, О.А. Шпырко 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (14), 2013 62 

натуральное число с таким свойством называют 
нильпотентной длиной разрешимой группы G  и 
обозначают через ( )n G .  Наименьшее натураль-
ное число n,  для которого выполняется равенст-
во ( ) 1nG = ,  называют производной длиной раз-
решимой группы G  и обозначают через ( )d G .  
Здесь G′  – коммутант группы G  и 

( ) ( 1)( )i iG G − ′= .   
Группа G  называется π -разрешимой, если 

она обладает нормальным рядом  
 0 1 21 mG G G … G G= ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ = ,    (1.1) 

факторы которого являются либо разрешимыми 
π -группами, либо π ′ -группами. Ряд (1.1) будем 
называть ( )π π′, -рядом группы G.  Наименьшее 
число π -факторов среди всех нормальных 
( )π π′, -рядов группы G  называется π -длиной 
π -разрешимой группы G  и обозначается через 

( )l Gπ .   При  { }pπ =   определение  π -длины  
π -разрешимой группы превращается в опреде-
ление p -длины ( )pl G ,  предложенное Ф. Холлом 
и Г. Хигменом [5] для p -разрешимых групп. 
Элементарная теория p -длины изложена в мо-
нографии Хупперта [2].  

Поскольку π -факторы ( )π π′, -ряда π -раз-
решимой группы G  разрешимы, то каждая π -раз-
решимая группа обладает ( )nπ π′, -рядом, т. е. 
таким нормальным ( )π π′, -рядом, у которого все 
π -факторы нильпотентны. Наименьшее число ниль-
потентных π -факторов среди всех ( )nπ π′, -рядов 
группы G  называется нильпотентной π -длиной 
π -разрешимой группы G  и обозначается через 

( )nl Gπ .  Если ( )Gπ π⊆ ,  то π -разрешимая группа 
G  становится разрешимой и значение нильпо-
тентной π -длины группы G  совпадает со зна-
чением нильпотентной длины.  

Теперь введем понятие производной π -дли-
ны π -разрешимой группы. Обратим внимание 
на то, что здесь будут использоваться субнор-
мальные ряды. Пусть G  – π -разрешимая группа. 
Тогда она обладает субнормальным ( )aπ π′, -ря-
дом, т. е. таким рядом 

0 1 2 1 1n nG G G G … G G−= ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ = ,    (1.2) 
что подгруппа iG  нормальна в 1iG −  и факторы 

1i iG G− /  являются либо π ′ -группами, либо абе-
левыми π -группами для всех i.  Наименьшее 
число абелевых π -факторов среди всех субнор-
мальных ( )aπ π′, -рядов группы G  называется 
производной π -длиной π -разрешимой группы 
G  и обозначается через ( )al Gπ .  Ясно, что в слу-
чае, когда ( ),Gπ π=  значение ( )al Gπ  совпадает 
со значением производной длины группы G.  

Метациклическая группа – это группа, со-
держащая циклическую нормальную подгруппу, 
фактор-группа по которой также циклическая. 
Ясно, что метациклическая группа всегда явля-
ется бициклической. Бициклическая примарная 
группа нечетного порядка является метацикли-
ческой [2, III.11.5]. Бициклические 2-группы и 
непримарные бициклические группы нечетного 
порядка могут быть неметациклическими (см. 
примеры 2.2 и 2.3 в статье [4]). Общие свойства 
бициклических групп можно найти в моногра-
фии [2].  
 

2 Вспомогательные результаты  
Для доказательства теоремы понадобятся 

следующие леммы.  
Лемма 2.1 [3, следствие теоремы 2]. Группа  

нечетного порядка с метациклическими силов-
скими подгруппами дисперсивна по Оре и имеет 
нильпотентный коммутант.  

Из определений π -длины, нильпотентной 
π -длины и производной π -длины вытекает сле-
дующая лемма.  

Лемма 2.2. Если G  – π -разрешимая груп-
па, то ( ) ( ) ( )n al G l G l Gπ π π≤ ≤ .   

В дальнейшем под ( )l Gπ
∗  будем понимать 

либо всюду ( )l Gπ ,  либо всюду ( )nl Gπ ,  либо всю-
ду ( )al Gπ .   

Лемма 2.3 Пусть G  – π -разрешимая груп-
па. Тогда:  

1) если H  – подгруппа группы G,  то  
( ) ( );l H l Gπ π

∗ ∗≤  
2) если N – нормальная подгруппа группы G, 

то ( ) ( )l G N l Gπ π
∗ ∗/ ≤  и ( ) ( ) ( );l G l G N l Nπ π π

∗ ∗ ∗≤ / +  
3) если N  – нормальная π ′ -подгруппа груп-

пы G,  то ( ) ( );l G N l Gπ π
∗ ∗/ =  

4) если G  и V  – π -разрешимые группы, то 
( ) max{ ( ) ( )};l G V l G l Vπ π π

∗ ∗ ∗× = ,   
5) если 1N  и 2N  – нормальные подгруппы в G, 

то 1 2 1 2( ( )) max{ ( ) ( )}l G N N l G N l G Nπ π π
∗ ∗ ∗/ ∩ ≤ / , / .   
Доказательство. Для ( )l Gπ  и ( )nl Gπ  утвер-

ждения доказаны в [2] и [7] соответственно. До-
кажем справедливость утверждения для произ-
водной π -длины ( )al Gπ .   

Для π -разрешимой группы G  зафиксируем 
субнормальный ( )aπ π′, -ряд (1.2), в котором 
число абелевых π -факторов совпадает с 

( )al G tπ = .   
1. Пусть i iH G H= ∩ .  Ряд  

 0 1 2 1nH H H H … H= ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ =      (2.1) 
будет субнормальным для подгруппы H ,  при-
чем факторы  
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1 1

1 1

( ) ( )
( )

i i i i

i i i

H H G H G H
G H G G

+ +

+ +

/ = ∩ / ∩

∩ /
 

изоморфны подгруппам факторов ( )aπ π′, -ряда 
(1.2). Поэтому построенный ряд (2.1) будет 
( )aπ π′, -рядом группы H и число абелевых π -фак-
торов этого ряда не превосходит t.  Из определе-
ния производной π -длины заключаем, что 

( ) ( )a al H t l Gπ π≤ = .   
2. Ясно, что ряд  

0 1 1nG N G N G N N … G N N/ = / ⊇ / ⊇ ⊇ / =  (2.2) 
будет субнормальным рядом группы G N/  с 
факторами  

1 1

1 1

( ) ( )
( )

i i i i

i i i

G N N G N N G N G N
G G N G N

+ +

+ +

/ / / / =
= /

 

1 1

1 1 1

( ) ( ( ))
( ) ( ( ) )

i i i i i i

i i i i i

G G G N G G G N
G G G G N G

+ +

+ + +

/ ∩ = / ∩

/ / ∩ / ,
 

изоморфными фактор-группам групп 1i iG G +/ .  
Построенный ряд (2.2) будет ( )aπ π′, -рядом для 
группы ,G N/  и число его абелевых π -факторов 
не превосходит t.  Поэтому ( ) ( )a al G N t l Gπ π/ ≤ = .   

Пусть теперь ряды  
0 1 1nG N G N G N … G N/ = / ⊇ / ⊇ ⊇ / = ,   (2.3) 

 0 1 1mN N N … N= ⊇ ⊇ ⊇ =       (2.4) 
будут субнормальными ( )aπ π′, -рядами, в кото-
рых число абелевых π -факторов совпадает с 

( )al G Nπ /  и с ( )al Nπ  соответственно. Тогда ряд  

0 1

0 1 1
n

m

G G G … G
N N N … N
= ⊇ ⊇ ⊇ =

= = ⊇ ⊇ ⊇ =
 

будет субнормальнымы ( )aπ π′, -рядом группы 
G,  в котором число абелевых π -факторов равно 

( ) ( )a al G N l Nπ π/ + .  Из определения производной 
π -длины получаем, что ( ) ( ) ( )a a al G l G N l Nπ π π≤ / + .   

3. Пусть N – нормальная π ′ -подгруппа груп-
пы G  и пусть ряд (2.3) является ( )aπ π′, -рядом 
группы G N/ ,  в котором число абелевых π -фак-
торов совпадает с ( )al G Nπ / .  Тогда ряд  

0 1 1nG G G … G N= ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ ⊇  
будет ( )aπ π′, -рядом для группы G,  в котором 
число абелевых π -факторов равно ( )al G Nπ / .  Из 
определения производной π -длины следует, что 

( ) ( )a al G l G Nπ π≤ / .  Так как уже доказано, что 
( ) ( )a al G N l Gπ π/ ≤ ,  то ( ) ( )a al G N l Gπ π/ = .   

4. Поскольку G  и V  – подгруппы группы 
G V× ,  то из утв. 1 следует, что  

max{ ( ) ( )} ( )a a al G l V l G Vπ π π, ≤ × .  
Покажем, используя индукцию по G V| | + | |,  
обратное неравенство. Пусть  

 0 1 1nG G G … G= ⊇ ⊇ ⊇ = ,       (2.5) 
 0 1 1mV V V … V= ⊇ ⊇ ⊇ =              (2.6) 

– субнормальные ( )aπ π′, -ряды π -разрешимых 
групп G  и V ,  в которых число абелевых π -фак-
торов равно ( )al Gπ  и ( )al Vπ  соответственно. Пред-
положим, что одна из подгрупп 1G G/ ,  1V V/  яв-
ляется π ′ -подгруппой. Пусть, например, 1G G/  
– π ′ -подгруппа. Тогда 1( ) ( )a al G l Gπ π= ,  а по ин-
дукции  

1 1( ) max{ ( ) ( )}a a al G V l G l Vπ π π× = , .  
Поскольку  

1 1( ) ( )G V G V G G× / × /  
является π ′ -группой, то  

1( ) ( )a al G V l G Vπ π× = ×  
и утв. 4 справедливо.  

Пусть теперь 1G G/  и 1V V/  являются π -под-
группами. Из выбора рядов (2.5) и (2.6) следует, 
что  

1 1( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1a a a al G l G l V l Vπ π π π= − , = − .  
Действительно, у ( )aπ π′, -ряда  

1 1nG … G⊇ ⊇ =  
число абелевых π -факторов равно ( ) 1al Gπ − ,  
поэтому  

1( ) ( ) 1a al G l Gπ π≤ − .  
Но если 1( ) ( ) 1a al G l Gπ π< − ,  то у ряда (2.5) число 
абелевых π -факторов равно  

1( ) 1 ( )a al G l Gπ π+ < ,  
что противоречит выбору этого ряда. Поэтому  

1( ) ( ) 1a al G l Gπ π= − .  
Аналогично, 1( ) ( ) 1a al V l Vπ π= − .  Отсюда следует, 
что  

1 1max{ ( ) ( )} 1 max{ ( ) ( )}a a a al G l V l G l Vπ π π π, = + , .  
Используя индукцию, получаем:  

1 1 1 1( ) max{ ( ) ( )}a a al G V l G l Vπ π π× = , .  
Так как  

1 1 1 1( ) ( )G V G V G G V V× / × / × /  
является абелевой π -группой, то  

1 1( ) 1 ( ) max{ ( ) ( )}a a a al G V l G V l G l Vπ π π π× ≤ + × = , .  
Утв. 4 доказано.  

5. Пусть 1N  и 2N  – нормальные подгруппы 
в G.  По лемме Ремака группа 1 2( )G N N/ ∩  яв-
ляется подгруппой группы 1 2( ) ( )G N G N/ × / ,  
поэтому из утв. 1 и 4 следует, что  

1 2 1 2( ( )) max{ ( ) ( )}a a al G N N l G N l G Nπ π π/ ∩ ≤ / , / .  
Лемма доказана.  

Лемма 2.4 Если G  – π -разрешимая группа, 
то ( ) ( ) ( ) ( )nn G l G l G n Gπ π π π≤ ≤  и  

( ) ( ) ( ) ( )ad G l G l G d Gπ π π π≤ ≤ .  
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Доказательство. Для ( )nl Gπ  утверждение 
доказано в [7]. Докажем вторую цепочку нера-
венств. Пусть  

0 1 1nG G G … G= ⊇ ⊇ ⊇ =  
– нормальный ряд группы G,  факторы которого 
являются либо π ′ -группами, либо π -группами, 
причем число π -факторов совпадает со значени-
ем ( )l Gπ .  Пусть 1i iG G +/  – π -фактор этого ряда. 
Тогда  

1 1i i i iG G G G Gπ+ +/ ⊆ / ,  
где Gπ  – π -холлова подгруппа группы G.  По-
этому  

1( ) ( )i id G G d Gπ+/ ≤ .  
Для каждого натурального t  подгруппа ( )( ) t

iG  
является характеристической в iG ,  поэтому  

( )( ) ,t
iG G  ( )( ) 1 .t

i iG G G+  
Так как  

( ) ( )
1 1 1( ) ( )t t

i i i i iG G G G G+ + +/ = / ,  
то ряд  

0 1 1 1( ) ( )i i i i iG G G … G G G G G …′ ′′
+ += ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ ⊇  

1( ( ))
1 1( ) 1i id G G

i i i n… G G G … G+/
+ +⊇ = ⊇ ⊇ =  

будет нормальным рядом группы G  и на участке 
от iG  до 1iG +  число абелевых π -факторов не 
превышает числа ( )d Gπ .  Поступая так с каждым 
π -фактором исходного ряда, приходим к нор-
мальному ряду группы G,  факторы которого 
являются либо π ′ -группами, либо абелевыми 
π -группами, причем число абелевых π -фак-
торов не превысит числа ( ) ( )l G d Gπ π .  Следова-
тельно, ( ) ( ) ( )al G l G d Gπ π π≤ .  Из утв. 1 следует, что 

( ) ( ) ( )a ad G l G l Gπ π π π= ≤ .  
Лемма доказана.  

Напомним, что через ( )O Gπ  ( ( ))O Gπ ′  обо-
значается наибольшая нормальная π -подгруппа 
(π ′ -подгруппа соответственно) группы G,  а 

( ) ( ) ( ( ))O G O G O G O Gπ π π π π′ ′ ′, / = / .   
Лемма 2.5 Пусть G  – π -разрешимая груп-

па и t  – натуральное число. Предположим, что 
( )l G N tπ

∗ / ≤  для всех неединичных нормальных 
подгрупп N  группы G,  но ( )l G tπ

∗ > .  Тогда:  
1) ( ) 1;O Gπ ′ =  
2) в группе G  существует только одна ми-

нимальная нормальная подгруппа; 
3) ( ) ( ) ( ( ))pF G O G F O Gπ= =  для некоторо-

го простого ;p π∈  
4) ( ) 1pO G′ =  и ( ( )) ( )GC F G F G⊆ .   

Доказательство. Для ( )l Gπ  и ( )nl Gπ  утвер-
ждения доказаны в [2] и [7]. Докажем утвержде-
ния для ( )al Gπ .   

1. Предположим, что ( ) 1O Gπ ′ ≠ .  Тогда по 
условию леммы ( ( ))al G O G tπ π ′/ ≤ .  Теперь из лем-
мы 2.3 (2) заключаем, что  

( ) ( ( ))a al G l G O G tπ π π ′= / ≤ ,  
противоречие. Поэтому предположение неверно 
и ( ) 1O Gπ ′ = .   

2. Допустим, что в группе G  существуют 
две различные минимальные нормальные под-
группы 1N  и 2N .  Тогда 1 2 1N N∩ =  и по усло-
вию  

1 2( ) ( )a al G N t l G N tπ π/ ≤ , / ≤ .  
Теперь из леммы 2.3 (5) заключаем, что  

1 2( ) max{ ( ) ( )}a a al G l G N l G N tπ π π≤ / , / ≤ ,  
противоречие. Поэтому допущение неверно и в 
группе G  существует только одна минимальная 
нормальная подгруппа.  

3. Так как группа G  π -разрешима и 
( ) 1O Gπ ′ = ,  то ( ) 1O Gπ ≠ .  Подгруппа ( )O Gπ  раз-

решима и неединична, поэтому ее подгруппа 
Фиттинга ( ( ))F O Gπ  отлична от единичной под-
группы и, очевидно,  

( ( )) ( )F O G F Gπ ⊆ .  
Из утв. 1 следует, что ( )F G  является π -под-
группой, поэтому  

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))F G F O G F G F O Gπ π⊆ , = .  
Так как подгруппа ( )F G  нильпотентна, а со-
гласно утв. 2 в группе G  минимальная нормаль-
ная подгруппа единственна, то  

( ) ( ( )) ( )pF G F O G O Gπ= =  
для некоторого простого p π∈ .   

4. Если ( ) 1pO G′ ≠ ,  то в группе G  будут 
существовать две различные минимальные нор-
мальные подгруппы: p -подгруппа из ( )pO G  и 
p′ -подгруппа из ( )pO G′ .  Имеем противоречие с 
утв. 2. Поэтому ( ) 1pO G′ = .   

Так как подгруппа ( )pO G  нормальна в G,  
то ( ( ))G pC O G  нормальна в G.  Предположим, 
что  

( ( )) ( )G p pC O G O G⊆ ./  
Тогда фактор-группа  

( ( )) ( ) ( )G p p pC O G O G O G/  
будет неединичной нормальной подгруппой фактор-
группы ( )pG O G/ .  Поскольку ( ( )) 1p pO G O G/ = ,  
то минимальная нормальная в ( )pG O G/  под-
группа ( )pA O G/  из ( ( )) ( ) ( )G p p pC O G O G O G/  
будет p′ -группой. Пусть K – p′ -холлова подгруп-
па из A.  Тогда фактор-группа ( ) ( )p pKO G O G/  
будет p′ -холловой подгруппой в группе 

( )pA O G/ ,  поэтому  
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( ) ( )p pA KO G K O G= = × .  
Так как K  холлова, то K  – характеристическая 
подгруппа в A,  а подгруппа A  нормальна в G.  
Следовательно, подгруппа K  нормальна в G  и  

( ) 1
p

K O G′⊆ = .  

Имеем противоречие. Поэтому допущение не-
верно и ( ( )) ( )G p pC O G O G⊆ .  Лемма доказана.  

Лемма 2.6 Если G  – π -разрешимая группа 
и 1 2π π π= ∪ ,  то 

1 2
( ) ( ) ( )l G l G l Gπ π π

∗ ∗ ∗≤ + .   

Доказательство. Для ( )l Gπ  и ( )nl Gπ  утвер-
ждения доказаны в [6] и [7]. Докажем справедли-
вость утверждения для производной π -длины 

( )al Gπ .  Предположим, что утверждение неверно, 
и пусть G  – контрпример минимального поряд-
ка. Тогда для любой неединичной нормальной 
подгруппы N  группы G  по индукции  

 
1 2

( ) ( ) ( )a a al G N l G N l G Nπ π π/ ≤ / + / .      (2.7) 
По лемме 2.3 (2)  

1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ( )a a a al G N l G l G N l Gπ π π π/ ≤ , / ≤ ,  

поэтому  
 

1 2
( ) ( ) ( )a a al G N l G l Gπ π π/ ≤ + .        (2.8) 

Если существует нормальная неединичная под-
группа N  такая, что ( ) ( )a al G N l Gπ π/ = ,  то из (2.8) 
получаем, что  

1 2
( ) ( ) ( ) ( )a a a al G l G N l G l Gπ π π π= / ≤ + ,  

и лемма справедлива. Поэтому следует считать, 
что ( ) ( )a al G l G Nπ π> /  для любой неединичной 
нормальной в G  подгруппы N .  По лемме 2.5 

( ) 1O Gπ ′ = ,  в группе G  только одна минимальная 
нормальная подгруппа, ( ) ( ) ( ( ))pF G O G F O Gπ= =  
для некоторого простого p π∈ ,  ( ( )) ( )GC F G F G⊆ .  
Пусть ( )N F G=  и  

 ( ) ( )a al G N l G iπ π/ = −            (2.9) 
для некоторого натурального 0i > .  Фиксируем 
субнормальный ряд  

0 1 1nG N G N G N … G N/ = / ⊃ / ⊃ ⊃ / = ,   (2.10) 
где 1( ) ( )i iG N G N+/ / /  – либо абелева π -группа, 
либо π ′ -группа, причем число абелевых π -фак-
торов совпадает с ( )al G iπ − .   

Без ущерба для доказательства можно счи-
тать, что 1p π∈ .  Так как 1π π⊆ ,  то 1( )π π′ ′⊆ .  
Поэтому π ′ -факторы ряда (2.10) будут 1( )π ′ -фак-
торами. Если 1( ) ( )i iG N G N+/ / /  – абелевый π -фак-
тор ряда (2.10), то  

1

1 1 2 1

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

i i

i i i i

G N G N
G N G N G N G N

+

+ +

/ / / =
= / / / × / / / ,

 

где 1 1( ) ( )i iG N G N+/ / /  – 1π -холлова подгруппа, 
а 2 1( ) ( )i iG N G N+/ / /  – 1( )π ′ -холлова подгруппа 

группы 1( ) ( )i iG N G N+/ / / .  Теперь ряд (2.10) уп-
лотняем на участке от iG N/  до 1iG N+ /  следую-
щим образом  

1 1( )i i iG N G N G N+/ ⊃ / ⊃ / .  
Ясно, что первый фактор 1( )i iG N G N/ / /  будет 

1( )π ′ -группой, а второй фактор 1 1( ) ( )i iG N G N+/ / /  – 
абелевой 1π -группой. Поступая так с каждым 
абелевым π -фактором ряда (2.10), мы приходим 
к новому ряду группы G N/ ,  у которого факто-
ры либо абелевы 1π -группы, либо 1( )π ′ -группы, 
причем число абелевых 1π -факторов осталось 
прежним, т. е. совпадает с ( )al G iπ − .  Из опреде-
ления производной π -длины получаем, что  

 
1
( ) ( )a al G N l G iπ π/ ≤ − .        (2.11) 

Теперь имеем  

1 2

(2 9)

(2 7) (2 11)

( )

( ) ( ) ( )

a

a a a

l G

l G N i l G N l G N i

π

π π π

.

. .

= / + / + / +

=
≤ ≤

 

1 2 1 2

(2 11)

( ) ( ) ( ) ( )a a a al G i l G i l G l Gπ π π π

.

− + + = + .≤  
Лемма доказана.  

Лемма 2.7 Пусть G  – π -разрешимая груп-
па, Gπ  – ее π -холлова подгруппа. Если Gπ  абе-
лева, то ( ) 1al Gπ ≤ .   

Доказательство. Ясно, что в любой фактор-
группе группы G  π -холлова подгруппа абелева. 
По индукции ( ) 1al G Nπ / ≤  для каждой неединич-
ной нормальной подгруппы N  группы G.  По 
лемме 2.5 в группе G  только одна минимальная 
нормальная подгруппа, ( ) 1O Gπ ′ =  и  

( ) ( ( )) ( )pF G F O G O Gπ= =  
для некоторого простого p π∈ .  Так как 

( )F G Gπ⊆  и Gπ  абелева, то ( ( ))GG C F Gπ ⊆ .  Но 
из леммы 2.5 следует, что  

( ( )) ( )GC F G F G⊆ ,  
поэтому ( )G F Gπ =  и ( ) 1al Gπ ≤ .  Лемма доказана.  

Лемма 2.8 Пусть G  – p -разрешимая груп-
па c бициклической силовской p -подгруппой. 
Тогда  

1) если 2p > ,  то ( ) 1pl G ≤  и ( ) 2;a
pl G ≤  

2) если 2p = ,  то 2 ( ) 3al G ≤  и 2 2 ( )G O G′,/  
либо имеет нечетный порядок, либо изоморфна 

3 ;S  в частности, 2 ( ) 2l G ≤ .   
Доказательство. По условию в группе G  

силовская p -подгруппа pG  бициклическая, по-
этому подгруппа ( )pG ′  абелева [1] и ( ) 2pd G ≤ .  

Если ( ) 1pl G ≤ ,  то ( ) 2a
pl G ≤  по лемме 2.7. Пусть 

( ) 1pl G > .  Тогда по лемме из работы [3] число 
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2p =  и 2 2 ( )G O G′,/  изоморфна симметрической 
группе 3S .  Из леммы 2.7 следует, что 

2 2 2( ( )) 1al G O G′,/ ≤ .  Поскольку 2 2 2( ( )) 1l O G′, ≤  и 
силовская 2-подгруппа из 2 2 ( )O G′,  имеет абеле-

вый коммутант, то 2 2 2( ( )) 2al O G′, ≤  по лемме 2.4. 

Теперь из леммы 2.3 (2) получаем, что 2 ( ) 3al G ≤ .  
Лемма доказана.  
 

3 Основные результаты  
Теорема 3.1. Пусть G  – π -разрешимая груп-

па с бициклическими силовскими p -подгруппами 
для всех p π∈ .  Тогда справедливы следующие 
утверждения:  

1) если 2 π∉ ,  то ( ) 2l Gπ ≤ ,  ( ) 2nl Gπ ≤  и 
( ) 3;al Gπ ≤  

2) если 2 π∈ ,  то ( ) 4l Gπ ≤ ,  ( ) 4nl Gπ ≤  и 
( ) 6al Gπ ≤ .   
Доказательство. 1. Ясно, что в любой фак-

тор-группе группы G  силовские p -подгруппы 
являются бициклическими для всех p π∈ .  По-
этому можно воспользоваться индукцией по по-
рядку группы. По лемме 2.5  

( ) 1
( ) ( ) ( ( ))

( ) 1
p

p

O G
F G O G F O G

O G

π

π

′

′

= ,

= = ,

=

 

для некоторого простого p π∈ .  Так как силов-
ская p -подгруппа pG  бициклическая и 2p > ,  
то ( ) 1pl G ≤  по лемме 2.8. Поэтому ( )pG F G= .  
По лемме 2.1 подгруппа ( )Gπ ′  нильпотентна, по-
этому ( ) ( )G F Gπ π′ ⊆ ,  фактор-группа ( )G F Gπ /  
абелева и ( ( )) 1al G F Gπ / ≤  по лемме 2.7. Из леммы 
2.2 следует, что ( ( )) 1l G F Gπ / ≤  и ( ( )) 1nl G F Gπ / ≤ ,  
а значит ( ) 2l Gπ ≤  и ( ) 2nl Gπ ≤ .  Из того, что 

( )F G  нильпотентна и метациклическая следует, 
что ( ( )) 2d F G ≤ .  Следовательно, ( ) 3al Gπ ≤ .   

2. Под ( )l Gπ
∗  будем понимать всюду одну из 

длин: ( )l Gπ ,  ( )nl Gπ ,  ( )al Gπ .  Пусть 1 \{2}π π= .  То-
гда по лемме 2.6 

1 2( ) ( ) ( )l G l G l Gπ π
∗ ∗ ∗≤ + .  По первому 

пункту доказываемой теоремы 
1 1
( ) ( ) 2nl G l Gπ π≤ ≤  и 

1
( ) 3al Gπ ≤ ,  а по лемме 2.8 2 2( ) ( ) 2nl G l G= ≤  и 

2 ( ) 3al G ≤ .   
Поэтому ( ) ( ) 4nl G l Gπ π≤ ≤  и ( ) 6al Gπ ≤ .  Тео-

рема доказана.  
С учетом того, что ( ) ( )ad G l Gπ π≤  и 

( ) ( )nn G l Gπ π≤  при ( ),Gπ π=  из теоремы 3.1 по-
лучаем два следствия  

Следствие 3.2. [3] Если G  – разрешимая 
группа с бициклическими силовскими подгруппа-
ми, то ( ) 4n G ≤  и ( ) 6d G ≤ .   

Следствие 3.3. Если G  – группа нечетного 
порядка с метациклическими силовкими p -под-
группами для всех ( )p Gπ∈ ,  то ( ) 2n G ≤  и 

( ) 3d G ≤ .   
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СЛАБЫЕ РЕШЕНИЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ЧЕТНЫХ ПОРЯДКОВ С ПЕРЕМЕННЫМИ ОБЛАСТЯМИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

Ф.Е. Ломовцев, Д.А. Ляхов 

Белорусский государственный университет, Минск 
 

WEAK SOLUTIONS OF HYPERBOLIC EVEN-ORDER 
OPERATOR-DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH VARIABLE DOMAINS 

F.E. Lomovtsev, D.A. Lyakhov 
Belarusian State University, Minsk 

 
В работе доказаны теоремы существования и единственности слабых решений 2( ) (]0 [ )u t L T H∈ , ,  граничной задачи 
для двучленного гиперболического дифференциально-операторного уравнения произвольного четного порядка с неог-
раниченным операторным коэффициентом ( )A t ,  имеющим зависящую от t  область определения ( ( ))D A t .  Показано, 
что для более гладких правых частей слабые решения этой граничной задачи становятся гладкими, т. е. удовлетворяют 
уравнению почти всюду на ]0 [T,  в H  и граничным условиям в обычном смысле. Приведен пример новой корректной 
краевой задачи для уравнения в частных производных четвертого порядка при нестационарных граничных условиях 
по пространственной переменной. 
 
Ключевые слова: корректность по Адамару, дифференциально-операторное уравнение, неограниченный оператор, 
переменная область определения, слабое решение. 
 
We prove the existence and uniqueness of weak solutions 2( ) (]0 [ )u t L T H∈ , ,  of boundary value problem for a two-term even-
order hyperbolic operator-differential equation with unbounded operator coefficient ( )A t ,  having t-depending domain 

( ( ))D A t .  It is shown that for a smooth right-hand part the weak solutions of boundary value problem are smooth, i. e. they sat-
isfy the equation almost everywhere on ]0 [T,  in H  and the boundary conditions in the usual sense. An example of the new 
correct boundary value problem for fourth-order partial differential equation with unsteady boundary conditions on the space 
variables is given. 
 
Keywords: сorrectness by Hadamard, operator-differential equation, unbounded operator, variable domain, weak solution. 

 
 

Введение 
Пусть H  – гильбертово пространство со 

скалярным произведением ( )⋅, ⋅  и нормой | ⋅ | .  На 
ограниченном интервале ]0 [T, ,  0 T< < +∞,  изу-
чается дифференциально-операторное уравнение  

2
1

2

( )( ) ( 1) ( ) ( ) ( )

0 ]0 [

m
m

m m

d u tt u A t u t f t
dt

t T

λ

λ

−≡ − + = ,

> , ∈ , ,

L  (0.1) 

при граничном условии  
(0) ( ) 0

0 0 2 1 2

i j

i j

d u d u T
dt dt

i m j m m

= = ,

= , , = , − , = , ,...,

 (0.2) 

где u  и f  – соответственно неизвестная и за-
данная функции переменной t,  принимающие 
значения в гильбертовом пространстве H ,  ( )A t  
– линейные неограниченные операторы в H  с за-
висящими от t  областями определения ( ( ))D A t ,  
самосопряженные, т. е. ( ) ( )A t A t∗ =  в H ,  и по-
ложительные операторы, т. е. 

( ( ) ) 0 ( ( ))A t u u u D A t, ≥ ∀ ∈ .  

Условимся называть уравнение (0.1) гиперболи-
ческим. В случае зависящих от t  областей опре-
деления операторных коэффициентов изучались 
только сильные решения граничной задачи (0.1), 
(0.2) высших четных порядков в [1], [2]. Иссле-
дуем существование, единственность, устойчи-
вость по правой части и гладкость слабых реше-
ний граничной задачи (0.1), (0.2) в пространстве 
решений с интегральной нормой по времени.  
 

1 Существование слабых решений  
Обозначим пространства 

+H 2 (]0 [ )tL T H += , , ,  
H 2 (]0 [ )L T H= , , ,  

−H 2 (]0 [ )tL T H −= , , ,  
где tH −  – антидвойственные пространства к гиль-
бертовым пространствам tH +  – областям опреде-
ления 1 2( ( ))D A t/  квадратного корня 1 2 ( )A t/  опе-
раторов ( )A t  с эрмитовыми нормами  

[ ] 1 2
( )

( )
t

A t/⋅ = ⋅ .  
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Определение 1.1. Функция u∈H  называ-
ется слабым решением граничной задачи (0.1), 
(0.2) для параметра 0λ >  и правой части 
f −∈ ,H  если она удовлетворяет интегральному 
уравнению  

( ) ( )
2

1
2

0

( )
0

1

1 2 ,

T m
m

m

T

mt

du A t dt
dt

f dt m

ϕ λ ϕ

ϕ ϕ

−⎛ ⎞
, + =−⎜ ⎟

⎝ ⎠

= , ∀ ∈Φ , = , ,...

∫

∫
   (1.1) 

где множества 
{

2 2

( ) ( ( )) [0 ]

( ) 1 2 1

m

k k m m

t D A t t T

d dt td dt

A t k m

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

Φ = ∈ : ∈ , ∈ , ,

/ , / ,

∈ , = , − ,

H

H

 

}(0) ( ) 0 0 2 0i i j jd dt d T dt i m j mϕ ϕ/ = / = , = , − , = ,  

и под символом 
( )t

⋅, ⋅  понимается полуторали-

нейная форма двойственности между простран-
ствами tH +  и tH − .  

Докажем теорему существования слабых 
решений исследуемой граничной задачи, исполь-
зуя проекционную теорему Ж.-Л. Лионса [3].  

Для доказательства корректной разрешимо-
сти нам потребуется накладывать дополнитель-
ные условия на операторы ( )A t .   

1A .  При всех [0 ]t T∈ ,  существуют их огра-
ниченные обратные операторы 

1( ) ([0 ] ( ))A t T H− ∈ , , ,B L  
которые в H  сильно непрерывны по t  [4, c. 216] 
и имеют ограниченную сильную производную 

1( ) ([0 ] ( ))dA t dt T H− / ∈ , ,B L  [4, c. 218] такую, что  
1

1
1

1

( ) ( ( ) )

0

dA t g g c A t g g
dt

g H c

−
−⎛ ⎞

, ≤ ,⎜ ⎟
⎝ ⎠

∀ ∈ , ≥ ;

         (1.2) 

Теорема 1.1. Пусть при каждом [0 ]t T∈ ,  
операторы ( )A t  самосопряжены и положитель-
ны на ( ( ))D A t  в H и удовлетворяют условию 1A .  

Тогда существуют 1 0λ =  при 1m =  и 0mλ >  
при 2 3m = , ,...  такие, что для каждого mλ λ> ,  

1 2m = , ,...,  и каждого f −∈H  существует сла-
бое решение u∈H  граничной задачи (0.1), (0.2).  

Доказательство. В теореме Ж.-Л. Лионса за 
гильбертово пространство F  возьмём множество  

{ }( ) 0F w dw dt w T= ∈ : / ∈ , =H H  
с эрмитовой нормой  

1 22
2

0 0

T T

F

dww dt w dt
dt

/
⎡ ⎤

= + ,⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫  

за предгильбертово пространство Φ  – множест-
ва mΦ  из определения 1.1, наделенные эрмито-
выми нормами  

 
1 22

21 2

0 0

( )
T Tm

mm

d dt A t dt
dt
ϕϕ ϕ

/

/
⎡ ⎤
⎢ ⎥| | = + ,
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫  

за полуторалинейную форму ( )E w ϕ,  на произ-
ведении пространств mF ×Φ  – формы  

( ) ( )
2

1
2

0

( ) ( )1
T m

mct
m m

dE w e J t w A t dt
dt

ϕϕ λ ϕ−⎛ ⎞
, = , + ,−⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  

где ( ) ( ) ( 1)J t w t dw dt m w= − / + − ,  и за антилиней-
ный функционал L  на mΦ  – функционалы  

( ) ( )
0

T

m mt
L f dtϕ ϕ ϕ= , , ∈Φ .∫  

Имеет место непрерывное вложение про-
странств mΦ  в F .  Действительно, используя 
интерполяционное неравенство [5, c. 1647]  

( )( )

2 22( )

2
0 0

0 1

T Ti m i m

i m

m

d T ddt dt
dt dtm i

i m

ϕ ϕ

ϕ

−

≤ ,
− !

∈Φ , = , − ,

∫ ∫   (1.3) 

при 1i =  и равномерную по t  ограниченность в 
H  операторов 1 2 ( )A t− / ,  из которой следует не-
равенство 1 2

1 ( ) ma A t ϕ ϕ ϕ/| |≥| | ∀ ∈Φ ,  с посто-

янной 1 2
1 ( )0

sup ( ) 0
Ht T

a A t− /

< <
= > ,

L
 получаем оценку  

1
1max{ (( 1) ) }m

m F
T m a ϕ ϕ− / − ! , | | ≥ ,  

то есть непрерывное вложение пространств mΦ  в 
пространство F .   

В силу определения ( )J t w  при каждом 

mϕ ∈Φ  формы ( )mE w ϕ,  непрерывны по w  на 
F .  Вычислим удвоенную вещественную часть 
2Re ( )mE ϕ ϕ, ,  которую разобьем на сумму двух 
слагаемых  

( )1
0

2Re ( ) ( )
T

ctI e J t A t dtϕ λ ϕ= , ,∫  

( )
2

1
2 2

0

2Re ( ) 1
T m

mct
m

dI e J t dt
dt

ϕϕ −⎛ ⎞
= , .−⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  

Применяя свойства абстрактных сглажи-
вающих операторов  

( ) 11( ) 0( )A t I A tε εε −− = , > ,+  
из [6], первое слагаемое 1I  перепишем в виде  

1
1 0

0

2Relim ( 1) ( ) ( )
T

ct dI e t m A t A t dt
dt εε

ϕ ϕ λ ϕ−

→

⎛ ⎞= − + − , =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

( )

1

0
0

21 2

0

2 Relim ( ) ( )

2 1 ( )

T
ct

T
ct

dte A t A t dt
dt

m e A t dt

εε

ϕλ ϕ

λ ϕ

−

→

/

⎛ ⎞= − , +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ − .

∫

∫
 

Используя дифференцируемость по t  опе-
раторов 1( ) ( )A t A tε

−  в предпоследнем слагаемом, 
интегрируем по частям один раз по t,  переходим 
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к пределу при 0ε → ,  применяем неравенство 
(1.2), проводим элементарные оценки и для лю-
бого произвольно малого 0 0ε >  и любых 

mϕ ∈Φ  получаем  

( ) 21 2
1

0

21 2

0

2 1 ( )

( )

T
ct

T
ct

I m e A t dt

c te A t dt

λ ϕ

λ ϕ

/
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= − +

+ −

∫

∫
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T
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T
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dA tte A t A t dt
dt

e A t dt

λ ϕ ϕ

ε ϕ

−
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⎛ ⎞
− , ≥⎜ ⎟

⎝ ⎠

≥ +

∫

∫
 

( ) 2
1 0

0

21 2
1

0

2 1

( ) ( )

T
ct

T
ct

m a e dt

c c te A t dt

λ ε ϕ

λ ϕ

⎡ ⎤
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/

+ − − +

+ − .

∫

∫
 

Во втором слагаемом 2I  интегрируем по 
частям ( 1)m − -раз по t  с помощью формулы  

( )
1

1

( ( ) ) 1

1 1

k k k

k k k

d J t v d v d vt m k
dt dt dt

k m

+

+= − + − − ,

= , − ,

   (1.4) 

и однородных граничных условий, сопряженных 
к условиям (0.2), и получаем  

1 2

21 21
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Сначала здесь выбираем достаточно малые 
параметры 0 0m mε ε τ τ= > , = > ,  и достаточно 
большую постоянную (0) 0mc c= >  такими, чтобы 
коэффициент перед первым интегралом стал не 

меньше 0ε ,  а коэффициент перед третьим инте-
гралом был неотрицательным. Затем при фикси-
рованных (0)

m m mcε τ, ,  подбираем значение mλ λ=  
на столько большим, чтобы коэффициенты перед 
двумя последними интегралами были неотрица-
тельными. В итоге, отбрасывая три последние 
интеграла, при любых mλ λ>  имеем требуемые 
оценки  

( ) ( ) 20Re
2

2 3

m m m

m

E E

m

ε
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

| , |≥ , ≥ | |

∀ ∈Φ , = , ,...
 

При каждом f −∈H  антилинейный функционал 

mL  непрерывен по ϕ  на mΦ .  Из утверждения 
теоремы Лионса заключаем, что для любого 

mλ λ>  и для любого f −∈H  существует реше-
ние w F∈  интегрального уравнения 

( ) ( )m m mE w Lϕ ϕ ϕ, = , ∈Φ ,  
и, следовательно, слабое решение 

(0)exp{ } ( )mu c t J t w= ∈H  
граничной задачи (0.1), (0.2).  
 

2 Единственность слабых решений 
При доказательстве единственности слабых 

решений граничной задачи (0.1), (0.2) любая функ-
ция u∈H  сглаживается новыми операторами, 
дающими решения следующей краевой задачи:  

( )
1

1
1 ( ) ( )1

0 0

mm
m ct

m m m

d vdv e J t u t
dt dt

c

δ
δ δ

δ

−
−

−

⎡ ⎤
≡ = ,− ⎢ ⎥

⎣ ⎦
≥ , > ,

P
 (2.1) 

(0) ( )
0

0 2 0 1 1 2

i j

i j

d v d v T
dt dt

i m j m m

δ δ= = ,

= , − , = , − , = , ,...

   (2.2) 

Здесь  
( ) 11( ) 0( )J t I J tδ δδ −− = , > ,+  

вспомогательный сглаживающий оператор типа 
резольвенты, а операторы  

( ) ( ) ( 1)J t t d dt m= − / + −  
зависят от m  и действуют в гильбертовом про-
странстве H  с областей определения 

{ }( ) ( ) ( ) 0D J h t dh dt h T= ∈ : / ∈ , = .H H  
Для доказательства теоремы единственно-

сти мы наложим еще условия на операторы ( )A t .   

2A .  При всех [0 ]t T∈ ,  в H  существуют 
сильные производные 

( )
1( ) [0 ] ( ) 2 2

i

i

d A t B T H i m
dt

−

∈ , , , = , ,L  

удовлетворяющие неравенствам  
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1( )

1 2
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ii m t

d A t g h c g h
dt

g h H i m m

−

− ,

⎛ ⎞
, ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

∀ , ∈ , = + , ,

 

где постоянные ic  не зависят от g,  h  и t.   
Теорема 2.1. Пусть выполняются предпо-

ложения теоремы 1.1 и условие 2A .   
Тогда существуют 1 0λ =  при 1m =  и 
0mλ >  при 2 3m = , ,...  такие, что для каждого 

mλ λ>  и каждого f −∈H  слабое решение 
u∈H  граничной задачи (0.1), (0.2) единственно.  

Cогласно определению 1.1 слабых решений 
достаточно показать, что однородная граничная 
задача (0.1), (0.2), т. е. интегральное уравнение  

( )
2

1
2

0

( ) 01

1 2

T m
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m

m

du A t dt
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m

ϕ λ ϕ
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∀ ∈Φ , = , ,...,

∫     (2.3) 

имеет в H  только тривиальное решение 0u = .   
В уравнении (2.3) полагаем 1( )A t vδϕ −= ,  

ввиду (2.1) подставляем 
( ) 1 1( ) ( ) [ ( )]1 m m ct m m mu t J t d e d v dt dtδ δ

− −= / / ,−  
берем удвоенную вещественную часть и получа-
ем равенства  
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Оценим их левые части снизу. Разбиваем 
четные производные по t  на две суммы  
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для первой из которых справедливо представление  
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Положим  
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Непосредственными оценками показывается  
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Для второй суммы с помощью элементар-
ных преобразований находим миноранту  
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Проинтегрировав по частям m -раз по t,  соглас-
но граничным условиям (2.2) имеем равенства  
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в которых неотрицательные первые слагаемые для 
любых 0λ >  можно опустить при оценке снизу.  

Таким образом, главные члены равенств 
(2.4) оценены снизу, так как  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 3 0I δ δ δ δ δ= + + , > .T T T  

Ввиду свойств сглаживающих операторов 
1Jδ

−  легко показывается, что младшие члены ра-
венств (2.4) оцениваются снизу величинами, 
предел которых при 0δ →  для любых 

0 0c λ≥ , >  равен нулю.  
На основании проведенных преобразований 

и оценок и за счет выбора достаточно малых 
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значений параметра 0τ >  можно утверждать, 
что при каждых m  и 0δ >  существуют незави-
симые от c λ δ, ,  постоянные 0mc∗ >  и не зави-
сящие от λ δ,  постоянные * ( ) 0mc c T, >  такие, что 
равенства (2.4) дают неравенства  
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где слагаемые ( ) 4 6i iδ , = ,T  оцениваются снизу 
такими слагаемыми, часть из которых содержит 
производные от vδ  порядка 2m,  положительны 
и поэтому при оценке снизу могут быть опуще-
ны, а остальные слагаемые содержатпроизвод-
ные от vδ  не выше порядка 2 1m −  и поэтому в 
силу свойств сглаживающей задачи (2.1), (2.2) 
стремятся к нулю при 0δ → .  Выбрав здесь сна-
чала ( ) ( )( )

0 14 1 1 2 1m
mc c m c c m∗⎡ ⎤= = − + + / − ,⎣ ⎦  а 

затем * ( ) ( )
0 0max ( )m m

m m mc c T cλ λ λ⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

= = , / , ,  приме-

нив к ( ) 4 6i iδ , = , ,T  соответствующие оценки, 
опуская положительные слагаемые и переходя в 
полученных неравенствах к пределу при 0δ → ,  
в силу уравнения (2.1) получаем неравенства  

( )
0

2

0

0 1 2
m

T
c t

m t
e u dt m−

− ,
≤ , = , ,...,∫  

из которых следует, что 0u = .  Теорема 2.1 до-
казана.  
 

3 Гладкость слабых решений 
Покажем, что для более гладких правых 

частей f ∈H  уравнения (0.1) повышается глад-
кость слабых решений u∈H  граничной задачи 
(0.1), (0.2). Это мы осуществим методом вспомо-
гательной краевой задачи, обобщающей вспомо-
гательную задачу Коши в [6]. Сформулируем 
вспомогательную задачу.  

Определение 3.1. Функция w∈H  называ-
ется слабым решением вспомогательной задачи 
к граничной задаче (0.1), (0.2) для 0λ >  и 
f −∈ ,H  если она является решением интеграль-
ного уравнения  

( )
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11
2

0

( )
0

( ) ( )1

1 2

T m
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d wA t w A t dt
dt

f dt m
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⎝ ⎠

= , , = , ,...,

∫

∫
 (3.1) 

для любой функции ϕ  множества mΦ  из опре-
деления 1.1.  

Можно доказать [2, с. 45–53], что при каж-
дом [0 ]t T∈ ,  операторы 1 2 ( )A t/  – изометрии tH +  
на H ,  их обратные 1 2 ( )A t− /  – изометрии H  на 

tH + ,  их расширения 1 2 ( )A t/  и 1 2 ( )A t− /  по непре-
рывности с плотных множеств tH +  и H  – изо-
метрии H  на tH −  и tH −  на H  соответственно и 

1 1 21 2 ( ) ( )t A tA
− − // =  – обратные операторы к 

1 2 ( )A t/ ,  расширения ( )A t  и 1( )A t−  операторов 
( )A t  и 1( )A t−  по непрерывности с плотных мно-

жеств ( )( )D A t  и H  – изометрии tH +  на tH −  и 

tH −  на tH +  соответственно, 11( ) ( )A t tA
−− =  – об-

ратные операторы к ( )A t  и имеет место расщеп-

ление 1 1 2 1 2( ) ( ) ( )A t A t A t− − / − /=  на tH − .   
Пусть гильбертовы пространства ( )W tα  – 

множества значений дробных степеней 2 ( )mA tα /  
операторов 1( )A t−  с эрмитовыми нормами 

2 ( ) 2 0m
t

A t mα
α

α/
,

⋅ = ⋅ , − ≤ ≤ .  
Справедлива следующая теорема повыше-

ния гладкости слабых решений.  
Теорема 3.1.  Если справедливы предполо-

жения теоремы 2.1, выполняется неравенство 
(1.2) с минусом в левой части и сильные произ-
водные  

( )( )1( ) ]0 [ ( )

1 1

j j m jd A t dt L T W t H

j m

− − +
∞/ ∈ , , , ,

= , − ,

L
  

то слабые решения u∈H  граничной задачи 
(0.1), (0.2) обладают следующими свойствами  
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1 2 1 2( ) ( ( )) [0 ] ( ) 1u t D A t t T A t u m/ /∈ , ∈ , , ∈ , = .H  

Сначала убедимся в существовании реше-
ний уравнения (3.1). В проекционной теореме 
Ж.-Л. Лионса в качестве гильбертова простран-
ства F  берем пространства 

{
}1 1

k k
m

m m

F v d v dt

k m d v dt −

= ∈ : / ∈ ,

= , − , / ∈

H H

H
  

– замыкания множеств функций  
{ 1 }k kv d v dt k m∈ : / ∈ , = ,H H  

по эрмитовым нормам  
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∫  

и в качестве предгильбертова пространства Φ  – 
множества mΦ  из определения (1.1) с эрмитовы-
ми нормами  
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Пространства mΦ  непрерывно вложены в 
пространства mF  с постоянной ^

1 1c = .   
На произведениях m mF F×Φ = ×Φ  полуто-

ралинейной формой ( )E v ϕ,  будут формы  
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Ввиду интерполяционного неравенства (1.3) при 
0i =  и формулы (1.4) следует их непрерывность 

по v  на mF  при каждом mϕ ∈Φ .   
При 1m =  после использования неравенст-

ва (1.2) со знаком минус в левой части и элемен-
тарных оценок имеем неравенство  

( )

( )

1

2 2
22

1 0 0
1 1

2ReE

d dc c t c t
dt dt

ϕ ϕ

ϕ ϕ λ ϕ λ ϕ
− −

, ≥

≥ + − + + ,
 

где 
α−

⋅  – эрмитова норма гильбертовых про-

странств 2 (]0 [ ( )) 0 2L T W t mα α−, , , ≤ ≤ .  Техниче-
ски вывод несложный, но объемный, поэтому мы 
его опускаем. Из последнего неравенства видно, 
что при 1 1c c c= =  для любого 1 0λ >  веществен-
ная часть формы 1( )E ϕ ϕ,  и тем более ее модуль 
оцениваются снизу через 

2
1 11

(1 2) min{1 }λ ϕ φ/ , | | ∀ ∈Φ .  
При 1m >  доказательства проводятся ана-

логично.  
В теореме Ж.-Л. Лионса за антилинейный 

функционал L  на Φ  возьмём функционалы  
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которые очевидно непрерывны по ϕ  на mΦ .  Все 
остальные требования этой теоремы выполняют-
ся, и, следовательно, уравнение (3.1) имеет ре-
шение exp{ }m mw c t Jv F= ∈ .   

Сравнив уравнения (3.1) и (1.1), благодаря 
теореме 2.1 единственности слабых решений 
u∈H  граничной задачи (0.1), (0.2) выводим 
представление  

 1( ) 1 2mtcu e A t Jv m−= , = , ,...      (3.2) 
При 1m >  в этом представлении расширение 
операторов 1( )A t−  можно опустить 

1exp{ } ( )mu c t A t Jv−=  
и уже отсюда вывести свойства, указанные в 
теореме 3.1. При 1m =  представление (3.2) 
имеет вид 1 1 2 1 2( ) ( )tcu e A t A t Jv− / − /= ,  из которого 

следуют свойства, указанные в теореме 3.1. Тео-
рема 3.1 доказана.  
 

4 Пример новой корректной задачи 
Доказана корректность по Адамару новой 

смешанной задачи. В ограниченном прямоуголь-
нике ]0 [ ]0 1[G l= , × ,  независимых переменных t  и 
x  решается уравнение  

2 0( ) ( ) ( ) ( )
( ) { }

tttt xxxx xxu x t u x t a x t u x t
f x t x t G

λ− , + , + , , =

= , , , ∈ ,
 (4.1) 

с граничными условиями по x   
1

2

(0 ) ( ) (0 ) 0
( ) ( ) ( ) 0

xxx

xxx

u t t u t
u l t t u l t

β
β

, + , = ,
, − , = ,

              (4.2) 

3

4

(0 ) ( ) (0 ) 0
( ) ( ) ( ) 0

xx x

xx x

u t t u t
u l t t u l t

β
β

, − , = ,

, + , = ,
      (4.3) 

где коэффициенты ( ) 0 1 4i t iβ ≥ , = , ,  и граничны-
ми условиями по t   

( 0) ( 0) ( 0) 0
( 1) 0 ]0 [

t ttu x u x u x
u x x l

, = , = , = ,

, = , ∈ , .
         (4.4) 

Пусть ( )2
2

tW − , Ω  – антидвойственные про-

странства с нормами 
2 t− ,

⋅  к гильбертовым про-

странствам ( )2
2

tW , Ω ,  полученным замыканием 

всех функций ( )4( )v x C∈ Ω ,  удовлетворяющих 

условиям (4.3), по нормам  
1 2 2 2

1 22 0
( ) ( ) (0) ( ) ( )

t
v A t v t v t v lβ β/

,

⎡
= = | | + | | +⎢

⎣
 

2 2
3 4

1 2

2

0

( ) (0) ( ) ( )

( ) [0 1]

x x

l

xx

t v t v l

v x dx t

β β
/

+ | | + | | +

⎤
+ | | , ∈ , .⎥

⎦
∫

 

Проверкой предположений теоремы 2.1 до-
казывается  

Теорема 4.1. Пусть коэффициенты гранич-
ных условий 4( ) [0 1] ( ) 0i it C tβ β∈ , , ≥ ,  1 4i = , ,  и 
уравнения 0 ( ) ( )a x t L G∞, ∈ .  Тогда существует 

0λ >  такое, что для каждого λ λ>  и для каж-
дого ( )2

2 2(]0 1[ )tf L W − ,∈ , , Ω ,  смешанная задача 
(4.1)–(4.2) имеет единственное слабое решение 

2 ( )u L G∈ ,  удовлетворяющее априорной оценке  
1 1

2 ^* 2 ^*
2 ( ) 2

0 0 0 0

( ) [ ( )] 0
l l

tu x t dxdt с f x t dxdt с−, ≤ , , > ,∫ ∫ ∫ ∫  

где нормы ( ) ( )1 2[ ] t A t− /
−⋅ = ⋅ .   
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О ЧАСТИЧНО СОПРЯЖЁННО-ПРЕРЕСТАНОВОЧНЫХ 
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ON PARTIALLY CONJUGATE-PERMUTABLE 
SUBGROUPS OF FINITE GROUPS 

V.I. Murashka 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Пусть R  – подгруппа группы G.  Подгруппу H  группы G  назовём R -сопряжённо-перестановочной, если 

r rHH H H=  для любого r R∈ .  В работе изучаются свойства и влияние R -сопряжённо-перестановочных подгрупп 
(максимальных, силовских, циклических примарных) на строение конечных групп. В качестве R  рассматриваются 
подгруппа Фиттинга ( )F G ,  квазинильпотентный радикал ( )F G∗  и обобщённая подгруппа Фиттинга ( )F G ,  введенная 
П. Шмидом. В частности, было показано, что группа G  нильпотентна тогда и только тогда, когда все её максималь-
ные подгруппы ( )F G -сопряжённо-перестановочны. 
 
Ключевые слова: конечная группа, нильпотентная группа, сопряжённо-перестановочная подгруппа, R -сопряжённо-
перестановочная подгруппа, подгруппа Фиттинга. 
 
Let R  be a subgroup of a group G.  We shall call a subgroup H  of G  the R -conjugate-permutable subgroup if 

r rHH H H=  for all r R∈ .  In this work the properties and the influence of R -conjugate-permutable subgroups (maximal, Sy-
low, cyclic primary) on the structure of finite groups are studied. As R  we consider the Fitting subgroup ( )F G ,  quasinilpotent 

radical ( )F G∗  and the generalized Fitting subgroup ( )F G  that was introduced by P. Shmid. In particular, it was shown that 

group G  is nilpotent iff all its maximal subgroups are ( )F G -conjugate-permutable. 
 
Keywords: finite group, nilpotent group, R -conjugate-permutable subgroup, conjugate-permutable subgroup, the Fitting sub-
group. 

 
 

Introduction 
All groups considered here are finite. Recall [1] 

that subgroups H  and K  of a group G  are said to 
permute if HK KH= ,  which is equivalent to that 
the set HK  is a subgroup of G.   

The classic area of group theory is the study of 
subgroups of a group G  which permute with every 
subgroup of a dedicated system of subgroups of G.  
This trend goes back to O. Ore [2] who introduced 
the concept of quasinormal (permutable) subgroup 
in 1939. Recall that subgroup H  of a group G  is 
called quasinormal if it permutes with every sub-
group of G.  Every normal subgroup is quasinormal. 
It is known that every quasinormal subgroup is sub-
normal. There are examples showing that the con-
verse is false.  

Another important type of subgroups’ permu-
tability was proposed by O. Kegel [3] in 1962. 
A subgroup H  of a group G  is called S -permu-
table ( S -quasinormal, π -quasinormal) subgroup of 
G,  if H  permutes with every Sylow subgroup of 
G.  Note that every S -permutable subgroup is sub-
normal. The converse need not hold. Currently, the 

concept of quasinormal and S -permutable sub-
groups and their generalizations have been studied 
intensively by many authors (see monograph [4]).  

In 1997 T. Foguel [5] noted in the proof that a 
quasinormal subgroup is subnormal, one only needs 
to show that it is permutable with all of its conju-
gates. This led him to the following concept of sub-
groups’ permutability.  

Definition 0.1 [5]. A subgroup H  of a group 
G  is called the conjugate-permutable subgroup of 
G,  if x xHH H H=  for all x G∈ .  Denoted by 

C PH G−< .  
Clearly, every quasinormal subgroup is conju-

gate-permutable. In [5] there is an example showing 
that the converse is not true. On the other hand, 
every 2-subnormal subgroup (i. e. subgroup is a nor-
mal subgroup of some normal subgroup of the 
group) is a conjugate-permutable.  

Analyzing the proofs of some results of that 
works (for example see [5]) we have seen that we 
can replace conjugate-permutability by permutabil-
ity with a smaller number of conjugates for proving 
that results. This observation led us to the following 
definition.  

МАТЕМАТИКА
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Definition 0.2. Let R  be a subgroup of a 
group G.  We shall call a subgroup H  of G  the 
R -conjugate-permutable subgroup of G,  if 

x xHH H H=  for all x R∈ .   
The goal of this paper is to study the influence 

and the properties of R -conjugate-permutable sub-
groups on the structure of finite groups.  
 

1 Preliminaries 
We use standard notation and terminology, 

which if necessary can be found in [1], [4], [6] and 
except through E  we denote the unit group.  

We recall the following well-known definitions 
and results (see [1], [6], [7]).  

The Fitting subgroup ( )F G  is the maximal 
normal nilpotent subgroup of a group G.   

Definition 1.1. A subgroup ( )F G∗  of a group 
G  is defined by  

( ) ( ) ( ( ( )) ( ) ( ))GF G F G Soc C F G F G F G∗ / = / .  
Lemma 1.2. Let G  be a group. Then:  
(1) ( )F G∗  is the maximal normal quasinilpo-

tent subgroup of ;G   
(2) ( ( )) ( );GC F G F G∗ ⊆  
(3) ( ) ( ).F G F G∗⊆   
Definition 1.3 (see [6] or [8]). A subgroup 

( )F G  of a group G  is defined by  

1) ( ) ( );G F GΦ ⊆   

2) ( ) ( ) ( ( ))F G G Soc G G/ Φ = / Φ .   
Lemma 1.4. Let G  be a group. Then:   
(1) ( ( )) ( ) ( );F G G F G G/ Φ = / Φ   

(2) ( ( )) ( )GC F G F G⊆ .   
Lemma 1.5. Let G  be a solvable group. Then:  
(1) ( ) ( );G F GΦ ⊂   
(2) ( ( )) ( );GC F G F G⊆   

(3) ( ) ( ) ( )F G F G F G∗= = .   
Lemma 1.6. Let G  be a group. Then 

( ) ( ) ( )F G F G F G∗⊆ ⊆ .   
Proof. ( ) ( )F G F G∗⊆  is well known. Now we 

will show that ( ) ( )F G F G∗ ⊆  for every group G.  
The idea of the proof of lemma 1.6 belongs to 
L. Shemetkov (see also [9]).  

Let a group G  be the minimal order counter-
example for lemma 1.6. If ( )G EΦ ≠  then for 

( )G G/ Φ  the statement is true. From 
( ) ( ) ( ( ))F G G F G G∗ ∗/ Φ ⊆ / Φ  

and  
( ( )) ( ) ( )F G G F G G/ Φ = / Φ  

we have that ( ) ( )F G F G∗ ⊆ .  It is a contradiction 
with the choice of G.   

Let ( )G EΦ = .  Now ( ) ( )F G Soc G= .  By 
13.14.X [7] ( ) ( ) ( )F G E G F G∗ = .  Note ( ( ))E G EΦ = .  
Since 13.7.X [7] ( ) ( ( ))E G Z E G/  is the direct prod-
uct of simple nonabelian groups, 

( ( )) ( ( ))Z E G F E G= .  From it and theorem 10.6.A 
[1] we conclude that ( ) ( ( ))E G HZ E G=  where H  
is the complement to ( ( ))Z E G  in ( )E G .  Now H  is 
the direct product of simple nonabelian groups. 
Since ( )H char E G G,  we have H G.  From 
lemma 14.14.A [1] follows ( )H Soc G⊆ .  Since 

( ( )) ( ) ( )Z E G F G F G⊆ ⊆  and ( )H Soc G⊆ ,  it fol-

lows that ( ) ( )E G F G⊆ .  Now 

( ) ( ) ( ) ( )F G E G F G F G∗ = ⊆ .  
It is a contradiction with the choice of G.   

Example 1.7 [9]. Let 5G A  be the alternating 
group of degree 5 and 3K F=  be a field composed 
by three elements. We denoted by ( )KA A G=  the 
Frattini KG -module [10]. In view of [10], A  is the 
faithful irreducible KG -module of the dimension 4. 
By the known Gaschutz theorem, there exists a Frat-

tini extension A R G  such that ( )
G

A RΦ  and 
( )R R G/ Φ .  From the properties of module A  it 

follows that ( )F G R=  and ( ) ( )F G R∗ = Φ .   
 

2 Properties of R-conjugate-permutable sub-
groups 

First  we  begin  with  showing that if H  is 
R -congugate-permutable subgroup then H  need 
not to be H R, -conjugate permutable.  

Example 2.1. Let (1 3 6) (2 4)B = , , , ,  and 

(1 2)(3 4)(5 6)x = , , , ,  (2 4 5) (1 3)xB = , , , , .  One can 

check that x xB B BB=  (the author did it with the 
help of GAP). Let R x= .  It is easy to see that 

2R| |= .  Thus B  is R -conjugate-permutable. Con-
sider G B R= , .  Let (2 4 5)y = , , .  Again one can 

check that y yBB B B≠ .  Thus B  is not G -conju-
gate-permutable.  

Lemma 2.2 (Properties of R -conjugate-
permutable subgroups). Let H  and R  be a sub-
groups of a group G  and N  be a normal subgroup 
of G.  Then:  

(1) If H  is R -conjugate-permutable and 
HR RH=  then H  is conjugate-permutable in RH ,  
in particular subnormal in ;RH   

(2) If H  is R -conjugate-permutable then xH  
is xR -conjugate-permutable for all ;x G∈  

(3) If H  is R -conjugate-permutable then 
NH  is NR -conjugate-permutable;  



V.I. Murashka 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (14), 2013 76 

(4) If H  is R -conjugate-permutable then 
HN N/  is RN N/ -conjugate-permutable;  

(5) If H N/  is RN N/ -conjugate-permutable 
then H  is R -conjugate-permutable;  

(6) If H  is a maximal R -conjugate-
permutable subgroup then ( );GR N H⊆  

(7) If H  is R -conjugate-permutable and 

1 nr … r R, , ∈  then 1 nrrH …H  is R -conjugate-permu-
table;  

(8) If H  is R -conjugate-permutable then 
1 nrrRH H …H=  for some ;ir R∈  

(9) If iH  is iR -conjugate-permutable sub-
group of a group iG  , where 1 2i = , ,  then 1 2H H×  
is 1 2R R× -conjugate-permutable subgroup in the 
group 1 2 .G G×  

Proof. It is straightforward to check.  
Recall that a subgroup H  of a group G  is the 

pronormal subgroup if H  and xH  are conjugate in 
xH H, .  Moreover if xx H H∈ ,  for all x G∈  

then H  is called abnormal. Note that every abnor-
mal subgroup is pronormal.  

Lemma 2.3. Let R  be a subgroup of a group 
G.  If a pronormal subgroup H  of G  is R -con-
jugate-permutable then ( )GR N H⊆ .  In particular, 
if H  is also abnormal then R H⊆ .    

Proof. Let r R∈ .  Then r rH H HH= .  Since 
H  is pronormal in G,  H  and rH  are conjugate in 

rH H .  Hence there is ry HH∈  such that 
r yHH HH= .  But then there is 1 2h h H, ∈  such that 

1 2
yy h h= .  Hence 2 1y h h= ,  ie y rH H H= = .  Thus 
( )GR N H⊆ .  It is easy to see that if H  is abnormal 

in G  then ( )GH N H= .  Hence, if H  is abnormal 
and R -conjugate-permutable in G  then R H⊆ .  

 
3 Applications of R-conjugate-permutable 

subgroups 
The following example shows that ( )F G -con-

jugate-permutable subgroup need not to be conju-
gate-permutable, even subnormal.  

Example 3.1. Let 4G S  be the symmetric 
group of degree 4. Let H  be Sylow 2-subgroup of 
G.  Then H  is a maximal subgroup of G  which is 
not normal in G.  Note that 

( ) ( ) ( )F G F G F G H∗= = ⊆ .  
Hence H  is ( )F G -conjugate-permutable in G.  But 
H  is abnormal maximal subgroup of G,  hence H  
is neither conjugate-permutable nor subnormal sub-
group of G.  Now consider 4K G S= × .  Since 

4 ( )KS C G⊆ ,  H  is ( )F K -conjugate-permutable in 
K .  But ( )F K  is not subgroup of H .  Also H  is 

not self-normalizing in K  and not conjugate-
permutable in K .   

Theorem 3.2. A group G  is nilpotent if and 
only if every maximal subgroup of G  is ( )F G -con-
jugate-permutable.  

Proof. Let G  be a nilpotent group. Then 
( )F G G= .  Since G  is nilpotent, every maximal 

subgroup of G  is normal in G,  and hence, ( )F G -
conjugate-permutable.  

Conversely. Assume the result is false. Let a 
group G  be a counterexample of minimal order. 
Then all maximal subgroups of G  are ( )F G -con-
jugate-permutable but G  is not nilpotent group.  

Suppose that ( )G EΦ ≠ .  Consider the quotient 

( )G G/ Φ .  We have ( ( )) ( ) ( )F G G F G G/ Φ = / Φ .  
By lemma 2.2 it is easy to see that all maximal sub-
groups of ( )G G/ Φ  are ( ( ))F G G/ Φ -conjugate-
permutable. Since ( )G G G| |>| / Φ |,  we have 

( )G G/ Φ  is nilpotent. From Theorem 9.3(b) [1, 
p. 30] it follows that G  is nilpotent, a contradiction.  

Assume that ( )G EΦ = .  Then ( ) ( )F G Soc G= .   

Now assume that ( )F G  is not nilpotent. So there is 

a subgroup ( ( ))pS Syl F G∈  such that S  is not nor-

mal in ( )F G .  Let ( )pP Syl G∈  and ( )P F G S∩ = .  

Note that ( ) ( )x x xS P F G P F G S= ∩ = ∩ =  for 
every ( )Gx N P∈ .  It means that ( ) ( )G GN P N S⊆ .  
Since ( )GN S G≠ ,  we have ( )GN P G≠ .  Let M  be 
a maximal subgroup of G  such that ( )GN S M⊆ .  
By lemma 6.20 [1, p. 247]  M  is the abnormal 
subgroup of G. By Frattini’s argument 

( ) ( ) ( )GN S F G MF G G= = .  Since M  is the maximal 

and ( )F G -conjugate-permutable subgroup, M  is 
normal in G  by lemmas 2.2 and 2.3, a contradiction.  

Therefore we see that ( )F G  is nilpotent. Then 

1( ) ( ) ( ) tF G F G Soc G N N= = = ×...×  where iN  
runs over all minimal normal subgroups of G.  From 

( )G EΦ =  and nilpotency of ( )F G  it follows that 

iN  is an abelian subgroup for all 1i t= ,..., .  Then 
there is a maximal subgroup iM  such that 

i iN M G=  for all 1i t= ,..., .  Note that ( )iM F G G= .  

Since iM  is ( )F G -conjugate-permutable, iM  is 
normal in G  for all 1i t= ,...,  by lemmas 2.2 and 
2.3. Since iN  is abelian subgroup, we have 

( )i G iN C N⊆  and i iN M E∩ = .  Then iM G  im-
plies ( )i G iM C N⊆  for all 1i t= ,..., .  We show that 

( )i i G iG M N C N= ⊆  for every 1i t= ,..., .  Therefore 
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( )iN Z G⊆  for all 1i t= ,..., .  Then ( ) ( )F G Z G⊆ .  

Hence ( ( )) ( )GG C F G F G⊆ ⊆ .  Thus G  is nilpo-
tent, a contradiction.  

Corollary 3.3. If G  is not a nilpotent group 
then there is an abnormal maximal subgroup M  of 
G  such that ( )F G M .   

Proof. Assume the contrary. Then if 
( )F G M⊆  for all abnormal maximal subgroups M  

of G  then all of them are ( )F G -conjugate-
permutable. It means that all maximal subgroups of 
G  are ( )F G -conjugate-permutable. Thus G  is 
nilpotent, a contradiction.   

Corollary 3.4 (Foguel, [5]). If every maximal 
subgroup a group G  is conjugate-permutable then 
G  is nilpotent.  

From the example 1.7 it is follows that we can 
not use ( )F G∗  in place of ( )F G  in theorem 3.2.  

Theorem 3.5. The following statements for a 
group G  are equivalent:  

(1) G  is nilpotent;  
(2) Every abnormal subgroup of G is ( )F G∗ -con-

jugate-permutable subgroup of ;G  
(3) Normalizers of all Sylow subgroups of G  

are ( )F G∗ -conjugate-permutable subgroups of ;G  
(4) Sylow subgroups of G  are ( )F G∗ -

conjugate-permutable subgroups of group G.   
Proof. Prove that (1) implies (2). Since G  is 

nilpotent, ( )F G G∗ =  and any subgroup of G  is sub-
normal. It means that the subgroup G  is the only one 
abnormal subgroup in G.  It is clear that G  is the 

( )F G∗ -conjugate-permutable. Thus (1) implies (2).  
It is well known that normalizers of all Sylow 

subgroups of G  are abnormal in .G  Therefore (2) 
implies (3).  

Prove that (3) implies (4). By lemma 2.3 we 
see that ( ) ( )GF G N P∗ ⊆  for every Sylow subgroup 
P  of G.  Hence every Sylow subgroup of G  is the 

( )F G∗ -conjugate-permutable subgroup of G.  Thus 
(3) implies (4).  

Finally we show that (4) implies (1). Assume 
that (1) is not true and G  is a counterexample of 
least order.  

By lemma 2.3 we have that ( ) ( )GF G N P∗ ⊆  
for every Sylow subgroup P  of G.  By Baers’s re-
sult (see [11]), ( ) ( )F G Z G∗

∞⊆  the hypercenter of 
G.  Note that ( ) ( ) ( )F G F G Z G∗

∞= = .   
Assume that ( )G EΦ ≠ .   
Let ( ) ( ( ))H G F G G∗/ Φ = / Φ .   
Show that ( ) ( ) ( )H G F G G∗/ Φ = / Φ .  It is 

clear that ( ) ( ) ( )F G G H G∗ / Φ ⊆ / Φ .  Suppose that 

( ) ( ) ( ) ( )H G F G G H F G E∗ ∗/ Φ / / Φ / ≠ .  Note that 
( )H G/ Φ  and ( ) ( )F G G∗ / Φ  are quasinilpotent. It 

follows that ( )H F G∗/  is quasinilpotent. Now 
( ) ( ) ( ) ( )H Z G Z H Z G H Z H∞ ∞ ∞ ∞/ / / /  is qua-

sinilpotent. By theorem 13.6 [7, p. 125] H  is the 
normal quasinilpotent subgroup of G.  Hence 

( )H F G∗⊆ .  We have the contradiction with 
( )H F G E∗/ ≠ .  Thus ( ( )) ( ) ( )F G G F G G∗ ∗/ Φ = / Φ .   

Let ( )S G/ Φ  be a Sylow subgroup of 
( )G G/ Φ .  There is a Sylow subgroup P  of G  such 

that ( ) ( ) ( )P G G S GΦ / Φ = / Φ .  
From ( ( )) ( ) ( )F G G F G G∗ ∗/ Φ = / Φ  it follows 

that ( )S G/ Φ  is the ( ( ))F G G∗ / Φ -conjugate-
permutable subgroup of ( )G G/ Φ .  By minimality of 
G  we have that ( )G G/ Φ  is nilpotent. Hence, G  is 
nilpotent by theorem 9.3(b) [1, p. 30], a contradiction.  

Suppose now that ( )G EΦ = .  By theorems 8.6, 
8.8 [6, p. 96–97] we have ( ) ( )Z G Z G∞ = .  Therefore 

( ) ( )F G Z G∗ = .  Now we have 
( ( )) ( )GG C F G F G∗= ⊆ .  

Thus G  is nilpotent. This is the final contradiction.  
Corollary 3.6. A group G  is nilpotent if and 

only if the normalizers of all Sylow subgroups of G  
contains ( )F G∗ .  

Proof. If G  is nilpotent then for every Sylow 
subgroup P  of G  we have ( ) ( )GF G N P G∗ = = .  
Thus the normalizers of all Sylow subgroups of G  
contains ( )F G∗ .  If the normalizers of all Sylow 
subgroups of G  contains ( )F G∗  then they are 

( )F G∗ -conjugate-permutable. Thus G  is nilpotent.  
Corollary 3.7 (Foguel, [5]). If every Sylow sub-

group a group G  is conjugate-permutable then G  
is nilpotent.  

Theorem 3.8. If all cyclic primary subgroups 
of a group G  are ( )F G∗ -conjugate-permutable 
then G  is nilpotenet.  

Proof. Let ( )pP Syl G∈  and x P∈ .  Then the 

subgroup x  is the ( )F G∗ -conjugate-permutable 

subgroup. So ( )x x F G∗  by (1) of lemma 

2.2. Note that x P.  Since ( )x P x F G∗≤ ∩ ,  

by theorem 1.1.7 [4, p. 3] x  is the subnormal sub-

group in the product ( ( ))P x F G∗ .  Since P  is gen-

erated by its cyclic subnormal in ( )PF G∗  sub-
groups, by theorem 7.5 [6, p. 70] we have that 

( )P PF G∗ .  Thus every Sylow subgroup of G  is 
( )F G∗ -conjugate-permutable. Now theorem 3.8 

immediately follows from theorem 3.5.  
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Corollary 3.9 (Foguel, [5]). If every cyclic pri-
mary subgroup a group G  is conjugate-permutable 
then G  is nilpotent.  

As follows from example 1.2 [5] the converse 
of the theorem 3.8 are false.  

Remark. In theorems 3.5 and 3.8 we can not 
use ( )F G  in place of ( )F G∗ .  Let 5G A  be the 
alternating group of degree 5. Then ( )F G E=  and 
every subgroup of G  is ( )F G -conjugate-
permutable. But G  is not nilpotent.  
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Рассматриваются условия, при которых любая F-профраттиниева подалгебра мультикольца А принадлежат классу F. 
 
Ключевые слова: мультикольцо, F-центральный фактор, фраттиниевый главный фактор, F-профраттиниева под-
алгебра, F-нормализатор. 
 
Conditions at which any F-prefrattini subalgebra of multiring A belong to class F, are considered. 
 
Keywords: multirings, F-central factor, frattini chief factor, F-prefrattini subalgebra, F-normalizer. 

 
Введение 
Используются обозначения и определения 

из [1]. Все рассматриваемые мультикольца пола-
гаются принадлежащими некоторой формации  
φ-разрешимых мультиколец с главными рядами.  

В отличие от F-проекторов, F-полупроекто-
ров, F-нормализаторов F-профраттиниевы под-
алгебры не всегда принадлежат классу F. Это 
приводит к задаче, поставленной Л.А. Шеметко-
вым и А.Н. Скибой в [1], – описать условия, при 
которых F-профраттиниевы подалгебры мульти-
кольца А принадлежат классу F. Настоящая ра-
бота посвящена рассмотрению условий, при ко-
торых все F-профраттиниевы подалгебры муль-
тикольца принадлежат классу F. 

 
1 Критерий принадлежности F-профрат-

тиниевых подалгебр мультикольца классу F 
Для произвольного класса мультиколец F 

обозначим через (Ψ F)  класс мультиколец, у ко-
торых все F-профраттиниевы подалгебры при-
надлежат F; через ( )ϒ F  – класс мультиколец, у 
которых любой фраттиниевый главный фактор 
F-централен. 

Лемма 1.1. Для любой непустой формации 
мультиколец F класс (Ψ F)  – непустая формация. 

Доказательство. Пусть А∈ (Ψ F),  N  – 
идеал в ,A  /M N  – F-профраттиниева подалгебра 
в / .A N  Тогда по теореме 1 из [2] ,M N B= +  

где B  – некоторая F-профраттиниева подалгебра 
в .A  Поэтому / /M N B N N= + /B B N∩ ∈F.  

Предположим, что 1N  и 2N  – идеалы муль-
тикольца ,A  1/ ( ),A N ∈Ψ F  2/ ( ),A N ∈Ψ F  

1 2 {0},N N∩ =  Т – F-профраттиниева подалгебра 
в А, не принадлежащая F. По теореме 1 из [2] 

1 1/T N N+  и 2 2/T N N+  – F-профраттиниевы 
подалгебры в 1/A N  и 2/A N  соответственно. 
Следовательно, 1 1/T N N+ ∈F  и 2 2/T N N+ ∈F.  
Поэтому 1/T T N∩ ∈F  и 2/T T N∩ ∈F.  Так как 

1( )T N∩ ∩ 2( ) {0},T N∩ =  а F – формация, то 
T ∈F.  Получаем противоречие. Лемма доказана. 

Теорема 1.1. Пусть F – непустая формация 
мультиколец. Тогда любая F-профраттиниева подал-
гебра Т  произвольного мультикольца А  принадле-
жит F тогда и только тогда, когда ( ) {0}.T AΨ∩ =F  

Доказательство. Необходимость. Пусть 
( ).A∈Ψ F  Тогда ( {0}AΨ =F)  и ( {0}.T AΨ∩ =F)  
Достаточность. Пусть для любой F-про-

фраттиниевой подалгебры T  мультикольца A  
выполняется условие ( {0}.T AΨ∩ =F)  Так как 

( )/A AΨ ∈F F,  а по теореме 1 из [2] ( ) ( )/T A AΨ Ψ+ F F  
– F-профраттиниева подалгебра в ( )/ ,A AΨ F  то 

( ) ( )/T A AΨ Ψ+ ∈F F F.  Следовательно, 
( )/ {0} /T T T T AΨ= ∩ F ( ) ( )/T A AΨ Ψ+ F F ∈F.  

Значит, ( ).A∈Ψ F  Теорема доказана. 
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2 Пример класса мультиколец, у которых все 
F-профраттиниевы подалгебры принадлежат F 

Лемма 2.1. Если F – непустая формация 
мультиколец, то ( )ϒ F  – непустая формация.  

Доказательство. Пусть ( ),A∈ϒ F  N – идеал в 
A, / / /H N K N  – фраттиниевый главный фактор 
в / .A N  Тогда фактор /H K  фраттиниев в A  и 
так как ( ),A∈ϒ F  то /H K ⋋ / ( / )AA C H K ∈F.  
Поэтому  

( / / / )H N K N ⋋ // / ( / / / )A NA N C H N K N ∈F.  
Таким образом, / ( )A N ∈ϒ F  и, следовательно, 

( )ϒ F  – гомоморф. 
Пусть теперь A  – мультикольцо с наимень-

шей длиной главного ряда, для которого найдутся 
такие идеалы 1N  и 2 ,N  что 1/ ( ),A N ∈ϒ F  

2/ ( ),A N ∈ϒ F  но ( ).A∉ϒ F  В силу соображений 
индукции можно полагать, что 1 2 {0}.N N∩ =  
Пусть 1L  и 2L  – минимальные идеалы в ,A  со-
держащиеся в 1N  и 2N  соответственно. Тогда 

1 1 1/ / / ( )A L N L ∈ϒ F  и 1 1 2 1/ / / ( ).A L L N L+ ∈ϒ F  
По индукции 

1 1 1 1 2 1/ / ( / ( ) / )A L N L L N L∩ + =

1 1 1 2 1/ / ( ) /A L N L N L∩ + =  

1 1 1 2/ / ( ( ))A L L N N+ ∩ 1 1 1 1/ / / /L A L L L= ( ).∈ϒ F  
Следовательно, 1/ ( ).A L ∈ϒ F  Аналогично пока-
зывается, что 2/ ( ).A L ∈ϒ F  

Если хотя бы один из факторов 1 / {0}L  или 

2 / {0},L  например 1 / {0},L  нефраттиниев, то так 
как 1/ ( ),A L ∈ϒ F  любой фактор A-главного ряда, 
проходящего через 1,L  F-централен. Значит, ввиду 
леммы 3.34 из [1] ( ).A∈ϒ F  Полученное противо-
речие означает, что факторы 1 / {0}L  и 2 / {0}L  
фраттиниевы в .A  Тогда фактор 1 2 1 1 1/ / /L L L L L+  
фраттиниев в 1/ .A L  Так как 1/ ( ),A L ∈ϒ F  то фак-
тор 1 2 1 1 1/ / /L L L L L+  F-централен. А поскольку 
фактор 1 2 1/L L L+  проективен фактору 2 / {0},L  
то последний фактор F-централен. Таким обра-
зом, любой фактор A-главного ряда, проходяще-
го через 2 ,L  F-централен. Значит, ввиду леммы 
3.34 из [1] ( ).A∈ϒ F  Снова получили противо-
речие. Лемма доказана.  

Теорема 2.1. Пусть X – наследственная форма-
ция конечных мультиколец, F – непустая насыщен-
ная в X формация и ( ).A∈ ∩ϒX F  Если класс X 
регулярен в классе F, то любая F-профраттиниева 
подалгебра в A  является F-нормализатором. 

Доказательство. Пусть T  – F-профратти-
ниева подалгебра в .A  По теореме 13.8 из [1] в A 

найдется F-нормализатор ,H  содержащийся в T. 
Ввиду теорем 12.12 и 13.4 из [1], если A-главный 
фактор F-централен, то T  и H  его покрывают. 
Если А-главный фактор /H K  F-эксцентрален, 
то так как ( ),A∈ϒ F  фактор /H K  нефраттиниев. 
По лемме 1 из [3] фактор /H K  A-абелев. Зна-
чит, ввиду теорем 12.12 и 13.4 из [1]  T  и  H  его 
покрывают. По лемме 2 из [3] порядки T и H  
равны  произведению порядков F-центральных 
факторов A-главного ряда. Следовательно, .T H=  
Теорема доказана.  

Замечание 2.1. Так как F-нормализаторы 
мультиколец принадлежат классу F, из теоремы 
2 автоматически вытекает следующий результат: 

Следствие 2.1. Пусть X – наследственная 
формация конечных мультиколец, F – непустая 
насыщенная в X формация, класс X регулярен в 
классе F. Тогда ( ) (∩ϒ ⊆ ΨX F F).  

Замечание 2.2. В классе конечных групп с 
π(F)-разрешимым корадикалом условие регуляр-
ности класса X в классе F выполняется автома-
тически.  Кроме  того, каждая конечная группа 
φ-разрешима. Поэтому в этом случае из утвер-
ждений работы получаются новые результаты 
для конечных групп, имеющие более простой 
вид. Например, из теоремы 2.1 вытекает как ча-
стный случай следующее утверждение: 

Следствие 2.2. Пусть F – непустая насы-
щенная формация конечных групп. Тогда 

( )( ) (πϒ ∩ ⊆ ΨFF S F)  и любая F-профраттиниева 
подалгебра  группы  ( )( )А π∈ϒ ∩ FF S  является 
F-нормализатором в А . 

 

Заключение 
Таким образом, в работе получен критерий 

принадлежности F-профраттиниевых подалгебр 
мультикольца классу F и приведен конструктив-
ный пример класса мультиколец, у которых все 
F-профраттиниевы подалгебры принадлежат F. 
Для конечных групп из утверждений статьи ав-
томатически вытекают новые результаты, имею-
щие в этом случае более простой вид. 
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В работе изучаются асимптотические свойства интегралов Эрмита. В частности, при 1 2j k= , ,...,  и n →∞  найдены 

асимптотики диагональных аппроксимаций Эрмита-Паде ( )j j
kn kn z e ξπ , ;  для системы экспонент 1{ } .jz k

je =  Аналогичные 

результаты получены и для системы вырожденных гипергеометрических функций { }1 1 1
(1 ) k

j
F jzγ

=
, ; .  

 
Ключевые слова: интегралы Эрмита, совместные аппроксимации Паде, аппроксимации Эрмита-Паде, асимптоти-
ческие равенства. 
 
The paper deals with asymptotic properties of Hermite integrals. In particular, the asymptotics of diagonal Hermite-Pade ap-
proximations ( )j j

kn kn z e ξπ , ;  for the system of exponents 1{ }jz k
je =  are determined when 1 2j k= , ,...,  and n →∞.  Similar results 

are proved for the system of confluent hypergeometric functions { }1 1 1
(1 ) k

j
F jzγ

=
, ; .  

 
Keywords: Hermite integrals, joint Pade approximations, Hermite-Pade approximations, asymptotic equality. 

 
 

Введение  
Рассмотрим набор вырожденных гипергео-

метрических функций  
1 1

0

( ) (1 )

1 2
( )

j
j

p
j p

p p

F z F z

z j k

γ γ λ

λ
γ

∞

=

= , ; =

= , = , ,..., ,∑
          (0.1) 

где γ  – произвольное комплексное число, отлич-
ное от 0 1 2,− ,− ,...,  0( ) 1γ = ,  ( ) ( 1) ( 1)p pγ γ γ γ= + ⋅⋅⋅ + − ,  

1{ }k
j jλ =  – различные комплексные числа. Прини-

мая во внимание равенство ( ) ( ) ( )p p pγ γ= Γ + / Γ ,  
где ( )Γ ⋅  – гамма-функция Эйлера, видим, что 
гипергеометрические функции (0.1) являются 
функциями Миттаг-Леффлера [1, гл. 5, § 2.7, ра-
венство 16]. При 1γ =  набор (0.1) представляет 

собой систему экспонент 1{ }j z k
jeλ
= .   

В данной статье исследуется асимптотика 
совместных приближений функций (0.1) рацио-
нальными дробями с общим знаменателем (ап-
проксимациями Эрмита-Паде). Впервые такие 
конструкции рациональных функций (для систе-
мы экспонент 1{ }jz k

je = ) рассматривались Ш. Эр-
митом [2] в связи с доказательством трансцен-
дентности числа e.  Строгое определение появи-
лось позже [3], [4]. В настоящее время интерес к 
таким аппроксимациям значительно возрос [5]–[9].  

Традиционными приложениями аппрокси-
маций Эрмита-Паде являются теория аппрокси-
мации аналитических функций [10], [11] и тео-
рия диофантовых приближений чисел [12]. В 
частности, они активно применяются в исследо-
ваниях алгебраической природы математических 
констант (значений дзета функции Римана в нату-
ральных точках, постоянной Эйлера и др. [12]). 
Вместе с тем, совместные рациональные аппрок-
симации оказались полезными в спектральной 
теории несимметричных разностных операторов 
[13], [14] и в теории случайных матриц [15]–[17].  

Зафиксируем произвольные целые неотри-
цательные числа n,  1m ,  2 km … m, , .  По определе-

нию полагаем 
1

k
ii

m m
=

= ,∑  j jn n m m= + − ,  

1 2j … k= , , , .  Известно [4], что для любого набора 

1{ ( )}k
j jf z =  голоморфных в нуле функций при 
1 2j k= , ,...,  существуют такие многочлены 
( )mQ z ,  ( )

j

j
nP z ,  mdegQ m≤ ,  

j

j
n jdegP n≤ ,  для кото-

рых  

1

( ) ( ) ( ) ( )
j

j j
n m m j n

n m
j

R z Q z f z P z

A z …
,

+ +

= − =

= + .
      (0.2) 

Если 1k = ,  то согласно теореме Паде [3, 
теорема 1.1.1]  многочлены ( )mQ z ,  1( )nP z  опре-
деляются с точностью до однородной константы, 
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а их отношение задает единственную рациональ-
ную функцию 1

1( ) ( ) ( )n m n mz f P z Q zπ , , = / ,  которую 
называют аппроксимацией Паде для 1( )f z .   

При 2k ≥  дроби 
( ) ( ) ( ) ( )

j j

j j j
n m n m j n mz z f P z Q zπ π, ,= ; = / ,  1 2j k= , ,...,  

условиями (0.2) определяются, вообще говоря, не 
однозначно. В случае единственности множества 

1{ ( )}j k
n m jzπ , =  его элементы называют аппроксима-

циями Эрмита-Паде (совместными аппроксима-
циями Паде) для системы функций 1{ ( )}k

j jf z = .  
Единственность имеет место, например, для со-
вершенных систем функций (определение и при-
меры совершенных систем см. в [4]). В частности, 
при 1γ =  система 1 ( ) j zjF z eλ= ,  1 2j k= , ,...,  явля-
ется совершенной [4, теорема 2.1]. Без формаль-
ного определения этот факт был установлен Эр-
митом.  

Эрмит [2] ввел в рассмотрение интегралы, 
которые после небольших преобразований [4] 
приводят к решению системы (0.2) для набора 
экспонент 1 1{ ( ) } :j zj k

jF z eλ
==  

1

0
1

( ) [ ( ) ]
( )

i

n m k
mn zx

m i
i

zQ z x x e dx
n m

λ
+ + ∞ −

=

= − ,
+ ! ∏∫  

1

1

( ) [ ( ) ]
( )

j

i

j
j

z n m k
mj n zx

n i
i

e zP z x x e dx
n m

λ

λ
λ

+ + ∞ −

=

= − ,
+ ! ∏∫  (0.3) 

1

0
1

( ) [ ( ) ]
( )

j
j

i

z n m k
mj n zx

n m i
i

e zR z x x e dx
n m

λ
λ

λ
+ +

−
,

=

= − .
+ ! ∏∫  

В первых двух интегралах (0.3) интегрирование 
осуществляется по контуру, идущему в +∞  и 

0Rez > .  При 0Rez ≤  значения ( )mQ z ,  ( )
j

j
nP z  

находятся с помощью аналитического продол-
жения. В интеграле, определяющем ( )j

n mR z, ,  ин-
тегрирование проводится по любой кривой, со-
единяющей точки 0  и jλ .   

При j jλ = ,  1 2j k= , ,...,  и 1 2n m m= = =  

km= ... =  значения (1)mQ ,  (1)
j

j
nP  являются ра-

циональными числами и легко вычисляются, а 
(1)j

n mR ,  убывает к нулю при n →∞.  Эти и дру-
гие свойства интегралов (0.3) были виртуозно 
использованы Эрмитом для обоснования транс-
цендентности числа e  [2], [18]. Несколько ус-
ложнив рассуждения Эрмита, Линдеман 
(1882 год) доказал трансцендентность числа π ,  
решив, тем самым, одну из самых старых задач 
математики – «задачу о квадратуре круга». 
Предложенное им доказательство [18] сущест-
венно опирается на соответствующие свойства 
интегралов (0.3), порожденных системой функ-
ций 1{ }j z k

jeλ
= ,  где jλ  – различные алгебраиче-

ские числа.  

Важным стимулом для дальнейшего изуче-
ния свойств интегралов Эрмита (0.3) стала задача 
Е.М. Никишина об исследовании сходимости 
аппроксимаций Эрмита-Паде для системы экс-
понент. Ее решение было получено А.И. Аптека-
ревым [19], который описал асимптотику пове-
дения первого из интегралов в (0.3) и, опираясь 
на полученный результат, показал, что при 
n m+ → +∞  для любого 1 2j k= , ,...,  ( )j

j

j
n m z eλ ξπ , ;  

сходится равномерно на компактах в C  к j zeλ .  
Ранее при 1k =  равномерная сходимость 

( )n m z eξπ , ;  к ze  была доказана Перроном [20].  
В [21] А.И. Аптекарев существенно обоб-

щил предыдущие результаты. Он установил, что 
система 1{ ( )}j k

jF zγ =  является совершенной при 
произвольном {0 1 2 }\γ ∈ ,− ,− ,... ,C  кроме того, для 
фиксированных n  и jm  таких, что 1jn m≥ − ,  

1 2 ,j k= , ,...,  общий знаменатель i ( )
m

zQ  и остаток 

, ( )j
n mR z�  в этом случае имеют вид:  

i

1

0
1

( )
( )

[ ( ) ]i

kn n

m

k
mn zx

i
i

zzQ
kn n

x x e dx

γ

γ

γ

λ

+ +

∞ + − −

=

= ×
Γ + +

× − ,∏∫
        (0.4) 

i
1

1

1

0
1

( )
( ) ( )

[ ( ) ]

j

j
i

z kn n
j
n m

j kn n

k
mn zx

i
i

e zzR

x x e dx

λ

γ

λ γ

λ γ

λ

+ +

, −
+

+ − −

=

= ×

× − ,∏∫
        (0.5) 

где интегралы имеют тот же смысл, что и в фор-
мулах (0.3). В [21], в частности, показано, что 
при z L| |≤  и n m+ → +∞   

i 1( ) exp
1

11

k
i ii

m

m
z zQ

n m

O
n m

λ
γ

=
⎧ ⎫⎪ ⎪= − ×⎨ ⎬

+ + −⎪ ⎪⎩ ⎭
⎛ ⎞⎛ ⎞× + .⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠

∑
      (0.6) 

Здесь и далее L  – положительная постоянная.  
Из (0.6) вытекает [21] равномерная сходи-

мость ( )
j

j j
n m z Fγπ , ;  к ( )jF zγ  на компактах в C  

при n m+ → +∞  и 1 2j k= , ,..., .   
В данной работе изучаются асимптотиче-

ские свойства обобщенных интегралов Эрмита, 
определяющих в (0.5) функции i ( )j

n m zR , .  В част-
ности, при 1 2 kn m m m= = = ... =  и n →∞  для 
произвольного набора 1{ }k

j jλ =  различных и от-
личных от нуля действительных чисел найдена 
асимптотика аппроксимаций Эрмита-Паде для 
системы функций Миттаг-Леффлера 1{ ( )}j k

jF zγ = .   
В случае, когда 1k =  и {0 1 2 }\γ ∈ ,− ,− ,...R  

асимптотические свойства аппроксимаций Паде 
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( )n m z Fγπ , ;  функций 1
1 1( ) ( ) (1 )F z F z F zγ γ γ= = , ;  

исследовались в [22]. В этой работе установлено, 
что для любого z∈ ,C  z L| |≤  при m n≤  и 
n m+ → ∞   

2 ( )
1

1

( ) ( )

( )
( 1) (1 (1))

( ) ( )

n m

mz n m
m n mn

n m n m

F z z F

m e
z o

γ γπ

γ
γ γ

,

/ +
+ +

+ + +

− ; =

!
= − + .

   (0.7) 

При 1γ =  равенство (0.7) ранее было доказано 
Д. Браессом [23].  

Первый результат об асимптотике аппрок-
симаций Эрмита-Паде к набору из двух марков-
ских функций был получен В.А. Калягиным [24]. 
Главный член асимптотики, а также сходимость 
аппроксимаций Эрмита-Паде для набора марков-
ских функций, порожденных системой Анжеле-
ско, были исследованы в работе А.А. Гончара и 
Е.А. Рахманова [25]. Вопросы единственности, а 
также свойства главного члена асимптотики ап-
проксимаций Эрмита-Паде марковских функций 
для системы Никишина интенсивно исследова-
лись рядом авторов [26]–[32]. Отметим также 
работы А.И. Аптекарева [33], [34] и А.И. Апте-
карева с соавторами [35], [36], в которых рас-
сматривались близкие задачи.  
 

1 Формулировка основных результатов  
Далее, считаем, что 1{ }k

j jλ =  – отличные от нуля 
различные действительные числа. Обозначим 
через 0{ }k

j jλ∗
=  множество чисел 1{ } {0},k

j jλ = ∪  за-
нумерованных в порядке возрастания, т. е. 

0 1 kλ λ λ∗ ∗ ∗< < ... < ,  и определим функции:  

0 1

1

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

k

k

x x x x
x x x

ϕ λ λ λ
λ λ

∗ ∗ ∗= − − ⋅... ⋅ − =

= − ⋅... ⋅ − ,
 

( )1
1( ) ln ( 1) ( ) ( )k i

i iS x x xϕ λ λ+ + ∗ ∗
−= − , ∈ , ,  

( ) 0 1iS i kλ = −∞, = , ,..., .  
Многочлен ( )xϕ  имеет нули в точках 

0 1 kλ λ λ∗ ∗ ∗, , ..., .  Следовательно, на каждом из интерва-
лов 0 1 1 2 1( ) ( ) ( )k kλ λ λ λ λ λ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

−, , , ,..., ,  производная 
( )xϕ′  обращается в ноль. Пусть 1 2 kx x x, ,...,  – нули 
( )xϕ′ ,  занумерованные в порядке возрастания, т. е. 

1( )i i ix λ λ∗ ∗
−∈ , ,  1 2i k= , ,..., .  Так как ( )deg x kϕ′ = ,  

то других нулей у ( )xϕ′  нет. Нетрудно заметить, 
что на интервале 1( )i iλ λ∗ ∗

− ,  функция ( )S x  принима-
ет наибольшее значение в точке ix ,  т. е. 

( ) ( )iS x S x<  при 1( ) \{ }i i ix xλ λ∗ ∗
−∈ , .  На каждом из 

интервалов 1( )i iλ λ∗ ∗
− ,   

( )( )
( )

xS x
x

ϕ
ϕ
′

′ = ,  

[ ]2

2

( ) ( ) ( )
( )

( )
x x x

S x
x

ϕ ϕ ϕ
ϕ

′′ ′−
′′ = =  

2 2 2
1

1 1 1
( ) ( )kx x xλ λ

= − − − ... − .
− −

 

Отсюда, в частности, следует, что 
( ) ( ) ( ) 0i i iS x x xϕ ϕ′′ ′′= / < .  

Сформулируем основные результаты работы.  
Теорема 1.1. Пусть 1 2 kn m m m= = = ... =  и 

( )jj
kn kn z eλ ξπ , ;  – аппроксимации Эрмита-Паде для 

системы экспонент 1{ }j z k
jeλ
= ,  где 1{ }k

j jλ =  – раз-
личные и отличные от нуля действительные 
числа. Тогда для любого комплексного z,  z L| |≤  
при 1 2j k= , ,...,  и n → +∞   

1
1

1

( )

( 1) sign( )
( )

j j

k ii
j k

z j
kn kn

kn n
z zkn

j

e z e

z e e
kn n

λ

λ λ ξ

λ

π

λ
∑ =

+

,

+ +

− ; =

= − ×
+ !

 

( )( )( 1) 2( 1) 1 (1 )
( )

i inS x zxi n
i

i i

e e O n
nS x

π∗ −+
′′× − − + / ,∑  

где в сумме *

i
∑  суммирование распространяется 

только на те значения i  из {1 2 }k, , ..., ,  для которых 

ix  лежит в интервале с концами в точках 0  и jλ .  
Теорема 1.2. Пусть 1 2 kn m m m= = = ... =  и 
( )j j

kn kn z Fγπ , ;  – аппроксимации Эрмита-Паде для 

системы функций Миттаг-Леффлера 1{ ( )}j k
jF zγ = ,  

где 1{ }k
j jλ =  – различные и отличные от нуля дей-

ствительные числа. Тогда для любого комплекс-
ного z,  z L| |≤  при 1 2j k= , ,...,  и n → +∞   

1
1

1

( ) ( )

( 1) sign( )
( )

k ii
j k

j j j
kn kn

kn n
z zkn

j
kn n

F z z F

z e e
λ

γ γ

λ

π

λ
γ

∑ =
+

,

+ +

+

− ; =

= − ×
 

( )

( 1)

1

( )

2( 1)
( )

1 (1 )i i

i n

i i

nS x zx i
i

j

nS x

x
e e O n

γ

π

λ

∗ +
′′

−

−

× − − ×

⎛ ⎞
× + / ,⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑
 

где в сумме *

i
∑  суммирование распространяется 

только на те значения i  из {1 2 }k, , ..., ,  для которых 

ix  лежит в интервале с концами в точках 0  и jλ .    
В частности, при 1k =  и 1 1λ =   

( ) ( 1)
( ) ln[ ( 1)] (0 1)

x x x
S x x x x

ϕ = − ,
= − − , ∈ , ,

 

1 1 11 2 ( ) ln 4 ( ) 8x S x S x′′= / , = − , = − .  
Поэтому из теоремы 1.2 следует, что  

( )
2 1

2
2

( ) ( )

1( 1) 1 (1 )
( ) 2

n n

n
n z

n
n

F z z F

z e O n
n

γ γ

γ

π

π
γ

,

+

+

− ; =

= − + / .
 (1.1) 
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Напомним, что бесконечно малые (б. м.) 
0{ }n nα ∞

= ,  0{ }n nβ ∞
=  называют эквивалентными 

( ),n nα β∼  если 1n nα β/ →  при n → +∞.   
Применяя при действительных 0 1 2γ ≠ ,− ,− ,...  

формулу Стирлинга и учитывая равенство 
( ) ( ) ( )k kγ γ γ= Γ + / Γ ,  нетрудно показать, что при 
n → +∞   

2
2 1

( ) 1
( ) 2

n
n

n

n
n γ

γ π
γ +

+

!
.∼  

Это значит, что при n m=  и \{0 1 2 }γ ∈ ,− ,− ,...R�  
асимптотические равенства (0.7) и (1.1) согласу-
ются. Таким образом, в диагональном случае 
получено другое доказательство теоремы 1 из 
[22], которое, к тому же, справедливо и при 

\{0 1 2 }.γ ∈ ,− ,− ,...C  
Подробнее остановимся на следствиях из 

теорем 1.1 и 1.2 в случае, когда 2 3k = , ,  j jλ = ,  
1 2j k= , ,..., .   
Следствие 1.1. Пусть 2{ }z ze e,  – набор из 

двух экспонент и 1 2n m m= = .  Тогда для любого 
комплексного z,  z L| |≤  при n → +∞   

( )

1
2 2

3 1
3

( )

2 2 1 (1)
(3 ) 9 3 3

z
n n

nn
z z

e z e

z e e o
n n

ξπ

π

,

+
/

− ; =

⎛ ⎞
= + ,⎜ ⎟! ⎝ ⎠

    (1.2) 
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2 1 2
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3 3
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(3 ) 9 3 3

( 1) 1 (1)

z
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e z e

z e
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e e o
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⎩ ⎭
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/ − /
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⎛ ⎞
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× + − + .

         (1.3) 

Следствие 1.2. Пусть 2
1{ ( )}j

jF zγ =  – набор из 
двух функций Миттаг-Леффлера при 1 1λ = ,  

2 2λ =  и 1 2n m m= = .  Тогда для любого ком-
плексного z,  z L| |≤  при n → +∞   

( )

1 1 1
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nγ γ γ
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( )
1 1

3 31 11 ( 1) 1 1 (1)
3 3

z z
ne e o

γ γ− −
−⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪× − + − + + .⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
 

Для доказательства следствий 1.1 и 1.2 дос-
таточно заметить, что при 2k = ,  j jλ = ,  1 2j = ,   

1 2

( ) ( 1)( 2)

1 1 3 1 1 3

x x x x

x x

ϕ = − − ,

= − / , = + / ,
 

1 2

1 2

( ) ( ) ln 2 (3 3)

( ) ( ) 9

S x S x

S x S x

⎡ ⎤= = / ,⎣ ⎦
′′ ′′= = − .

 

При 1γ =  равенства, аналогичные (1.2) и 
(1.3), ранее другим методом были получены в 
[37]. В них вместо б.м. 2 9 [2 (3 3)]nnπ / ⋅ /  в 
качестве множителя правой части стоит эквива-
лентная ей б. м. (( 1) 2 1)B n n+ / ; + ,  где ( )B ⋅;⋅  – 
бета-функция Эйлера.  

Следствие 1.3. Пусть 3
1{ }jz

je =  – набор из 
трёх экспонент и 1 2 3n m m m= = = .  Тогда для 
любого комплексного z,  z L| |≤  при n → +∞   
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Следствие 1.4. Пусть 3
1{ ( )}j

jF zγ =  – набор из 
трёх функций Миттаг-Леффлера при j jλ = ,  

1 2 3j = , ,  и 1 2 3n m m m= = = .  Тогда для любого 
комплексного z,  z L| |≤  при n → +∞   
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Для доказательства следствий 1.3 и 1.4 дос-
таточно заметить, что при 3k =  и j jλ = ,  

1 2 3j = , ,  в теоремах 1.1 и 1.2  

1 3

( ) ( 1)( 2)( 3)

(3 5) 2 (3 5) 2

x x x x x

x x

ϕ = − − − ,

= − / , = + / ,
 

2 1 3 23 2 ( ) ( ) 0 ( ) ln(9 16)x S x S x S x= / , = = , = / ,  

1 3 2( ) ( ) 10 ( ) 80 9S x S x S x′′ ′′ ′′= = − , = − / .  
 

2 Доказательство теорем 1.1 и 1.2  
Интегралы вида  

 ( )( ) ( ) S x

I

F f x e dxλλ = ∫          (2.1) 
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называют интегралами Лапласа. Здесь I  либо 
отрезок [ ]a b, ,  либо интервал ( )a b, ,  λ  – боль-
шой параметр. Будем считать, что функция ( )S x  
принимает только действительные значения. 
Функция ( )f x  может быть комплекснозначной. 
Считаем также, что ( )f x  и ( )S x  непрерывны 
при x I∈ .  Нас интересует асимптотическое по-
ведение интеграла ( )F λ  при λ → +∞.   

Следующее утверждение [38, § 43, п. 1, лем-
ма 1] дает грубую экспоненциальную оценку для 
интеграла Лапласа.  

Утверждение 2.1. Пусть ( )I a b= ,  – ко-
нечный или бесконечный интервал, ( )S x c≤  при 
x I∈  и интеграл (2.1) сходится абсолютно при 
некотором 0 0λ > .  Тогда при 0Reλ λ≥   

1( ) cReF c e λλ ≤ ,  
где 1c  – положительная постоянная.  

В дальнейшем ограничимся случаем, когда 
( )S x  достигает наибольшего значения на отрезке 

[ ]I a b= ,  в единственной точке, лежащей внутри 
этого отрезка. Справедливо [38, § 43, п. 4, теоре-
ма 2] следующее  

Утверждение 2.2. Пусть 0( ) ( )S x S x< ,  

0x x≠ ,  0a x b< < ,  0( ) 0S x′′ ≠  и функции ( )f x ,  
( )S x  бесконечно дифференцируемы в некоторой 

окрестности точки 0x .  Тогда при λ → +∞  
справедливо асимптотическое равенство  

{ }0( ) 1
0

0

2( ) ( ) ( )
( )

xF e f x O
nS x

πλ λ−= − + .
′′

  (2.2) 

Перейдем непосредственно к доказательст-
ву теоремы 1.2. Теорема 1.1 получается из тео-
ремы 1.2, если положить 1γ = .   

Лемма 2.1. Пусть 1 2 kn m m m= = = ... =  и 

( )j
n mR z,
�  – функции, определяемые равенством 

(0.5) для системы 1{ ( )}j k
jF zγ = ,  где 1{ }k

j jλ =  – раз-
личные и отличные от нуля действительные 
числа. Тогда для любого комплексного z,  z L| |≤  
при 1 2j k= , ,...,  и n → +∞   
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zR z eλλ
γ

+ +

,
+

= − ×�  
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∑  (2.3) 

где в сумме *

i
∑  суммирование распространя-

ется только на те значения i  из {1 2 }k, ,..., ,  для 
которых ix  лежит в интервале с концами в 
точках 0  и jλ .    

Доказательство. В условиях леммы  
1

1( )
( ) ( )

j

kn n
zj

n m
j kn n

zR z eλ
γλ γ

+ +

, −
+

= ×�  

 1
10

( ) ( )j n n n zx
kx x x x e dx

λ γλ λ − −× − ⋅... ⋅ − .∫  (2.4) 

Интеграл в правой части равенства (2.4) обозна-
чим через ( )jI z  и представим в виде  

 ( ) sign( ) ( )i
j j j

i

I z I zλ ∗= ,∑     (2.5) 

где  

1

1
1( ) ( ) ( )i

i

i n n n zx
j kI z x x x x e dx

λ γ

λ
λ λ

∗

∗
−

− −= − ⋅... ⋅ −∫  

и сумма *

i
∑  состоит только из тех интегралов i

jI ,  

у которых область интегрирования 1( )i iλ λ∗ ∗
− ,  при-

надлежит промежутку с концами в точках 0  и jλ .   
Заметим, что  

( 1)( ) ( 1)i kn i n
jI z + += − ×  

1
1
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ln[( 1) ( ) ( )]1 k ii
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+ + − −= − .∫  

В последнем интеграле разобьём область интег-
рирования 1( )i iλ λ∗ ∗

− ,  на три части: 1 1( ]i iλ λ τ∗ ∗
− −, + ,  

1[ ]i iλ τ λ τ∗ ∗
− + , − ,  [ )i iλ τ λ∗ ∗− , ,  где 0 1τ< <  и вы-

брано так, чтобы 1[ ]i i ix λ τ λ τ∗ ∗
−∈ + , − .  Поскольку 

на интервале 1( )i iλ λ∗ ∗
− ,  функция ( )S x  принимает 

наибольшее значение в единственной точке ix ,  
то, в силу утверждения 2.1, несобственные инте-
гралы по первому и третьему промежуткам экс-
поненциально малы по сравнению с ( )inS xe .  
Асимптотика интеграла по отрезку 

1[ ]i iλ τ λ τ∗ ∗
− + , −  вычисляется по формуле (2.2), 

если положить в ней 1( ) zxf x x eγ − −= .  Поэтому 
при n → +∞   
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nS x zx
i i

I z
nS x

e x e O nγ

π+ +

−−

= − − ×
′′

× + / .

 

Отсюда и из равенств (2.4), (2.5) следует (2.3). 
Лемма 2.1 доказана.  

Утверждения теоремы 1.2 легко получить, 
опираясь на лемму 2.1. Для этого нужно вос-
пользоваться равенствами (0.2) и учесть, что при 

1 2 kn m m m= = = ... =  и n → +∞  из (0.6) следует, 
что  

i ( )1( ) exp 1 (1)
1

k
ii

m
z z oQ

k
λ

=
⎧ ⎫⎪ ⎪= − + .⎨ ⎬

+⎪ ⎪⎩ ⎭

∑  

Теорема 1.2 доказана.  
В заключении заметим, что при целых 1{ }k

j jλ =  
теорема 1.1 позволяет получать эффективные 
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оценки для совместных приближений рацио-
нальными числами значений показательной 
функции 1 2 ke e eλλ λ, , ..., .  В этом смысле получен-
ные результаты могут быть полезными в теории 
диофантовых приближений [39]. 
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УДК 517.977 

МЕТОД КОРРЕКТИРОВКИ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ВОЗМУЩЕННЫХ 
ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ЛИНЕЙНО-КВАДРАТИЧНЫХ ЗАДАЧ 

ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ В ОКРЕСТНОСТИ 
НЕРЕГУЛЯРНОГО ЗНАЧЕНИЯ ПАРАМЕТРА 

Н.М. Федорцова 

Конструкторско-технический центр Белорусской железной дороги, Минск 
 

CORRECTION METHOD FOR SOLVING PERTURBED 
PARAMETRIC LINEAR-QUADRATIC OPTIMAL CONTROL 

PROBLEMS IN THE NEIGHBOURHOOD 
OF IRREGULAR PARAMETER VALUE 

N.M. Fedartsova 
Design and Technology center of the Belarusian railway, Minsk 

 
Рассматривается семейство однопараметрических линейно-квадратичных задач оптимального управления с особыми 
участками. Приводится метод, позволяющий строить решения возмущенных задач в окрестности нерегулярного зна-
чения параметра при условии, что известно решение невозмущенной задачи. 
 
Ключевые слова: оптимальное управление, параметрическая оптимизация, возмущенные задачи, линейно-квадратич-
ные задачи, особые участки. 
 
A family of one-parametric linear-quadratic optimal control problems with singular arcs is considered. A method for solving 
perturbed problems in the neighbourhood of irregular parameter value on condition that unperturbed problem solution is known 
is given. 
 
Keywords: optimal control, parametric optimization, perturbed problems, linear-quadratic problems, singular arcs. 

 
 

Введение  
В последние годы наблюдается активное 

изучение параметрических задач оптимального 
управления, поскольку данного рода задачи воз-
никают во многих приложениях. Так, их можно 
встретить в экономике, медицине, ядерной энер-
гетике, робототехнике. Однако, несмотря на ог-
ромное количество публикаций (см., например, 
[1]–[6]) и достигнутые успехи, исследования в 
этой области не завершены, поскольку в основном 
они проводятся в предположении, что выполня-
ются достаточно сильные условия регулярности, 
обеспечивающие устойчивость структуры реше-
ния и его регулярную зависимость от параметра. 
Хорошо известно, что нарушение этих условий 
существенно усложняет характер зависимости 
решений от параметра и тем самым затрудняет 
проведение анализа чувствительности. Часто на 
практике условия регулярности нарушаются. Так, 
при построении управлений типа обратной связи, 
при решении задач методом продолжения по па-
раметру неизбежно возникают ситуации, когда 
значения параметров становятся нерегулярными. 
Поэтому исследование нерегулярных случаев, 
несомненно, является актуальной тематикой.  

Цель настоящей работы – на основании иссле-
дований свойств решений линейно-квадратич-
ной задачи оптимального управления с особыми 

участками в окрестности нерегулярного пара-
метра, результаты которых отражены в работе 
[7], построить метод корректировки для решения 
возмущенных задач в окрестности нерегулярного 
параметра.  
 

1 Постановка задачи  
В классе измеримых функций ( )u t ,  t T∈ =  

[0 ]t∗= , ,  рассматривается семейство параметри-
ческих задач оптимального управления ОУ ( )α ,  

0( ) :Eα α∈   

0

0

1 ( ) ( ) ( ) min
2

ОУ( ) ( ) ( ) ( ) (0) ( )
( ) ( ) 1

t T Tx t Dx t dt c x t

x t Ax t bu t x x
Hx t g u t t T

α α

∗

∗

∗

⎧ + → ,⎪
⎪
: = + , = ,⎨
⎪ = , | |≤ , ∈ ,⎪
⎩

∫
 (1.1) 

где α  – параметр семейства, ( )x x t=  – n -век-
тор состояния, ( )u u t=  – скалярное управление, 

n nD ×∈R  ( D  – симметричная неотрицательно 
определенная матрица), n nA ×∈ ,R  nb∈ ,R  

m nH ×∈ ,R  nc∈ ,R  mg ∈R  – заданные матрицы 
и векторы, 0 ( ) nx α ∈R  – заданная достаточно 
гладкая вектор-функция параметра ;α  0Tb Db ≠ ,  

МАТЕМАТИКА
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0 0 0( ) [ ]α α δ α δ= − , + ,E  0α  – фиксированное чис-
ло. Здесь и далее 0δ >  – достаточно малое чис-
ло, символ T  означает транспонирование.  

Предположение 1.1. Выполняется следую-
щее включение:  

0 0

int{ ( )
( ) ( ) ( ) (0) ( )

( ) 1 }

mg z z Hx t
x t Ax t bu t x x

u t t T
α

∗∈ ∈ : = ,
= + , = ,

| |≤ , ∈ .

R
 

Понятия допустимых и оптимальных управ-
лений и соответствующих им траекторий вводятся 
стандартно [8]. Результаты из [8] позволяют ут-
верждать, что задача (1.1) имеет решение, если 
существуют допустимые управления.  

Пусть известно решение задачи 0ОУ( )α ,  
которую будем называть невозмущенной. Требу-
ется построить метод, позволяющий находить 
решение возмущенной задачи ОУ( )α ,  где α  
принадлежит окрестности 0( )αE  нерегулярного 
значения параметра 0α ,  на основе известного 
решения невозмущенной задачи.  
 

2 Условия оптимальности. Структура и 
определяющие элементы  

Для задачи ОУ( )α  справедлив Принцип 
максимума [8], согласно которому для опти-
мальности в задаче ОУ( )α  допустимых управ-
ления ( ) ( ( ) )u u t t Tα α⋅ = , ∈  и траектории ( )xα ⋅  
необходимо и достаточно существование такого 
m -вектора ( )y α ,  что вдоль решения ( )tαψ ,  
t T∈ ,  сопряженной системы  

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

T

T

t A t Dx t

t H y c
αψ ψ

ψ α∗

= − + ,

= − ,
             (2.1) 

выполняются соотношения  
 

1
( ) ( ) max ( )T T

u
t bu t t bu t Tα α αψ ψ

| |≤
= , ∈ .   (2.2) 

Вектор ( )y α ,  удовлетворяющий (2.1)–(2.2), 
будем называть вектором Лагранжа.  

Рассмотрим оптимальное управление ( )uα ⋅  
и соответствующую ему траекторию ( )xα ⋅  зада-
чи (1.1), а также вектор Лагранжа ( )y α .  Найдем 
соответствующее им решение ( )tαψ ,  t T∈ ,  со-
пряженной системы (2.1) и построим функцию 
коуправления  

 ( ) ( )Tt t b t Tα αψΔ = , ∈ .           (2.3) 
В общем случае в задаче (1.1) функция (2.3) 

имеет изолированные нули, а также существуют 
особые участки, где она обращается тождествен-
но в нуль:  

( ) 0 [ ( ) ( )]

( ) ( ) 1 ( )

i
i

i
i

t t T

i p
α τ α τ α

τ α τ α α

Δ ≡ , ∈ , ⊂ ,

< , = , .
 

Здесь ( )p α  – количество отрезков [ ( ) ( )]i
iτ α τ α, ,  

где функция (2.3) обращается тождественно в 

нуль. Далее без ограничения общности будем 
считать, что 1( ) 0τ α > ,  ( ) ( )p tατ α ∗< ,  ( ) 1p α ≥ .   

Из принципа максимума следует, что вне 
особых участков управление ( )uα ⋅  принимает 
граничные значения 1± ,  а на особых участках 
лежит в диапазоне от 1−  до 1+ .   

Обозначим через  
( )ijt α ,  1 ( )ij s α= , ,  0 ( )i p α= , ,  

изолированные нули функции коуправления, 
которые упорядочим следующим образом  

( )

0
( ) 1

01 ( ) ( )

1

1

( ) 1

( ) 0

0 ( ) ( )

( ) ( ) 1 ( ) 1 0 ( )

( ) ( ) 1 ( )

( ) ( ) 0 ( ) 1

p

i

p

p s

ij ij i

i
i

is i

t

t t t

t t j s i p

t i p

t i p

α

α

α α

α

τ α τ

α α

α α α α

τ α α α

α τ α α

+ ∗

∗

+

+

≡ , ≡ ,

≤ , ≤ ,

< , = , − , = , ,

< , = , ,

< , = , − .

 

Предположение 2.1. Верны соотношения: 
( )p α < ∞,  ( )is α < ∞,  0 ( )i p α= , .   

Определение 2.1. Значение параметра α  и 
оптимальное управление ( )uα ⋅  будем называть 
регулярными, если выполняются следующие ус-
ловия  

а) (0) 0 ( ) 0tα α ∗Δ ≠ , Δ ≠ ,   
б) ( ) 0tα τ∂Δ / ∂ ≠ ,  

    { ( ) 1 ( ) 0 ( )}ij it j s i pτ α α α∈ , = , , = , ,   

в) ( ) 1 ( ( ) ( ))i
iu t tα τ α τ α| |< , ∈ , ,  

    
( ( ) 0) 1

( ( ) 0) 1 1 ( )
i

i

u

u i p
α

α

τ α

τ α α

| + |< ,

| − |< , = , .
  

Положим  
( ) {0 1 ( )}

( ) ( ( ) 0) ( ) ( ) (0)i
i

P p
l u i Pα α

α α

α τ α α φ α ψ

= , ,..., ,

= + , ∈ , = .
 

Рассмотрим совокупности параметров  
( ) { ( ) ( ) ( ) ( )}

( ) ( ( ) 1 ( ) ( )

( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ))

i i

ij i

i
i

S p l s i P

t j s i P

i p y

α α α α α

θ α α α α

τ α τ α α φ α α

= , , , ∈ ,

= , = , , ∈ ;

, , = , ; ; .

 

Определение 2.2. Множества ( )S α  и ( )θ α  
назовем структурой и определяющими эле-
ментами задачи ОУ( )α  соответственно.  

Зная множества ( )S α  и ( )θ α ,  можно одно-
значно восстановить управление ( )uα ⋅  задачи 
ОУ ( )α  и проверить его оптимальность. Следо-
вательно, задача построения решений возмущен-
ных задач ОУ ( )α  сводится к построению конеч-
номерных наборов данных ( )S α  и ( )θ α .   

Свойства решений параметрических задач 
ОУ ( )α  в окрестности 0( )α α∈E  регулярного 
значения 0α  параметра исследованы в работе [9]. 
Показано, что в регулярном случае задачи ОУ ( )α ,  
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0( )α α∈ ,E  имеют постоянную структуру 

0( ) ( )S Sα α≡ ,  функция определяющих элемен-
тов ( )θ α  является единственным решением сис-
темы нелинейных уравнений, которая однознач-
но задается структурой 0( )S α .   

В нерегулярном случае сколь угодно малые 
вариации параметра могут повлечь изменение 
структуры и вектора определяющих элементов:  

0 0 0

0 0 0

( 0) ( ) ( 0)
( 0) ( ) ( 0)

S S Sα α α
θ α θ α θ α

− ≠ ≠ + ,
− ≠ ≠ + .

 

В работе [7] доказаны теоремы, позволяющие, не 
решая явно возмущенные задачи, а используя 
только решение невозмущенной задачи, опреде-
лить 0( 0)S α ±  и 0( 0)θ α ± .  Целью данной рабо-
ты является обоснование метода, который на 
основании теорем из [7] позволит строить реше-
ние возмущенной задачи ОУ ( )α  при α  из окре-
стности 0( )αE  нерегулярного значения парамет-
ра 0α  путем корректировки известного решения 
невозмущенной задачи ОУ 0( )α .   
 

3 Свойства решений в окрестности нере-
гулярного значения параметра  

Пусть для нерегулярного значения парамет-
ра 0α  известны структура и определяющие эле-
менты задачи 0ОУ( ) :α  

0 0 0
0 0 0

0 0
0 0

( ) { ( ) ( )

( ) ( ) }
i i

i i

S S p p l l

s s i P P

α α α

α α

= = = , = ,

= , ∈ = ,
   (3.1) 

0 0 0 0
0 0

0 0 0
0 0 0 0

( ) ( ( ) 1

( ) ( ) 1 ( ) ( ))

ij ij i

i i
i i

t t j s i P

i p y

θ α θ α

τ α τ τ α τ ϕ α α

= = = , = , , ∈ ,

= , = , = , ; ; .
 

Предполагается, что при 0α α=  нарушается 
только одно из условий регулярности, приведен-
ных в определении 2.1, и при 0α α=  для точки 
t T∈ ,  где нарушаются условия регулярности, 
выполняются условия  

1) если 0

0
[ ( ) ( )]i

it τ α τ α∈ , ,  где 01 ( ),i p α≤ ≤  то:  

а) при 0

0
( ) ( )i

it τ α τ α≠ ∨  из ( ) 1u tα| |=  сле-

дует, что 2 2( ) 0;u t tα∂ / ∂ ≠  
б) при 

0
( )it τ α=  из 

0
( ( ) 0) 1iuα τ α| + |=  сле-

дует, что 
0

( ( ) 0) 0;iu tα τ α∂ + / ∂ ≠  

в) при 0 ( )it τ α=  из 0( ( ) 0) 1iuα τ α| − |=  сле-

дует, что 0( ( ) 0) 0;iu tα τ α∂ − / ∂ ≠   

2) если 0

0 1[ ( ) ( ))i
it τ α τ α+∈ , ,  где 00 ( )i p α≤ ≤ ,  то:  

а) при 0t t∗≠ ∨  из ( ) 0tαΔ = ,  ( ) 0t tα∂Δ / ∂ =  
следует, что 2 2( ) 0;t tα∂ Δ / ∂ ≠  

б) при 0t t∗= ∨  из ( ) 0tαΔ =  следует, что 
( ) 0t tα∂Δ / ∂ ≠ .   

Введем необходимые обозначения. Пусть 
{ }i iS p l s i P= , , , ∈ ,  p∈ ,N  1il = ± ,  is ∈ ,N  

{0 1 }i P p∈ = , ,..., ,  – некоторая структура, 

( 1 1 )i
ij i it j s i P i p yθ τ τ φ= , = , , ∈ , , , = , ; ;  – соответ-

ствующий ей вектор определяющих элементов,  
2 2

0

2 2

2
0 0

2 2
0

( )

n n n n
T

nn n

n

T T T

T n n

A
D A

b
b

q

q

γ β

β β γ

γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟× ×
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

×
∗

= ∈ ,
−

⎛ ⎞
= ∈ , = ∈ ,⎜ ⎟

⎝ ⎠
= − / ,

= + ∈ .

0
0

O
R

R R

R

A

A A

A A

 

Здесь k n×O  – нулевая k n× -матрица, n0  – нуле-
вой n -вектор.  

Обозначим через ( )z S tθ α, , | ,  t T∈ ,  траек-
торию системы  

0 1

0

( 1) [ [ 0

[ [ 1

( )
(0)

j
i ij ij i

i
i

z l t t t j s i P
z

z t i p

x
z

γ

τ τ

α
ϕ

+

∗

⎧ + − , ∈ , , = , , ∈ ,⎪= ⎨
, ∈ , , = , ,⎪⎩

⎛ ⎞
= ,⎜ ⎟
⎝ ⎠

A

A (3.2) 

где 0
0 1 1 10

i

i
i is i pt t i P tτ τ τ τ+ + + ∗:= , := , ∈ , = , = .   

Рассмотрим 
0

( ) 2
p

i
i

d S m n p s
=

⎛ ⎞
:= + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ -век-

тор-функцию  
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

m n
T

n n n
T

ij i

S

H z S t g
z S t H y c

z S t j V i P

θ α

θ α
θ α

β θ α

× ∗

× ∗

Ψ , , =

⎛ ⎞, , , | −
⎜ ⎟

= , , , | − + ,⎜ ⎟
⎜ ⎟, , | , ∈ , ∈⎝ ⎠

O
O E

   (3.3) 

где nE  – единичная n n× -матрица, множества 

iV i P, ∈ ,  строятся по структуре S  по правилу  

0 0{1 1}

{0 1} 1 1
{0 }

i i

p p

V s

V s i p
V s

= ,..., + ,

= ,..., + , = , − ,

= ,..., .

      (3.4) 

Подчеркнем, что вид вектора θ  и вектор-функ-
ции ( )S θ αΨ , , ,  а также их размерности задаются 
параметрами il ,  is ,  i P∈ ,  и p,  которые опреде-
ляются структурой S.   

Рассмотрим случай, когда при 0α α=  усло-
вие регулярности б) нарушается в точке 0 :krt t=  

0 0

0 0( ) ( ) 0kr krt t tα αΔ = ∂Δ / ∂ = ,   

0

2 0 2( ) 0krt tα∂ Δ / ∂ ≠ ,  
0 0 0

1( )k
kr kt τ τ +∈ , ,  0{1 }kr s∈ ,.., ,  0k P∈ .  

Для определенности и с целью упрощения изло-
жения материала будем полагать, что 0k p= ,  

0
0
p

r s=  (см. рисунок 3.1, сплошная линия).   
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Рисунок 3.1 – Поведение функции коуправления 
при возмущении нерегулярного значения 
параметра 0α  в окрестности точки t   

 
При возмущении 0α  может реализоваться 

одна из следующих ситуаций.  
I. При 0 0( ) \α α α+∈E  структура ( ) IS Sα =  

задач ОУ( )α  изменится по отношению к струк-
туре 0S  (см. (3.1)) задачи 0ОУ( )α ,  поскольку 
нуль коуправления 0

krt t=  не породит новой точ-
ки переключения управления (см. рисунок 3.1, 
крупнопунктирная линия). Новая структура бу-
дет выглядеть следующим образом:  

0 0

0 0 0

0 0 0

{ }

\ 1

I I I I I
i i

I I I I
i i

I I I
i i p p

S p l s i P
p p P P l l i P

s s i P p s s

= , , , ∈ ,

= , = , = , ∈ ,

= , ∈ , = − .

  (3.5) 

II. При 0 0( ) \α α α+∈E  структура ( ) IIS Sα =  
задач ОУ( )α  изменится по отношению к структу-
ре 0S  задачи 0ОУ( )α ,  поскольку нуль коуправле-
ния 0

krt t=  породит две новые точки переключе-
ния управления – изолированные нули функции 
коуправления (см. рисунок 3.1, штрихпунктир-
ная линия). Новая структура будет иметь вид  

0 0

0 0 0

0 0 0

{ }

\ 1

II II II II II
i i

II II II II
i i

II II II
i i p p

S p l s i P
p p P P l l i P

s s i P p s s

= , , , ∈ ,

= , = , = , ∈ ,

= , ∈ , = + .

    (3.6) 

III. При 0 0( ) \α α α+∈E  структура 
( ) IIIS Sα =  задач ОУ( )α  изменится по отноше-

нию к структуре 0S  задачи 0ОУ( )α ,  поскольку 
нуль коуправления 0

krt t=  породит отрезок, на 
котором функция коуправления обращается тож-
дественно в нуль (см. рисунок 3.1, мелкопунк-
тирная линия). Новая структура будет выглядеть 
следующим образом  

0 0

0 0 0

0 0

0 0
1

0 0 0
1

{ }
1

0 ( 0)

0 1 1 0

III III III III III
i i

III III III

III III
i i p

III III III
i i p p p

S p l s i P
p p P P p

l l i p l u t

s s i p s s s

α+

+

= , , , ∈ ,

= + , = ∪ ,

= , = , , = + ,

= , = , − , = − , = .

 (3.7) 

Надо определить, какая из ситуаций – I, II 
или III – будет иметь место при возмущении па-
раметра 0α .  Для этого по имеющейся в данный 
момент информации, используя структуру IS  
(3.5), момент 0

krt t=  и вектор  
0 0

0 0
0 0

( 1 0

1 ( ) ( ))

I I I
ij i

i I
i

t j s i p

i p y

θ

τ τ φ α α

= , = , , = , ,

, , = , ; ; ,
        (3.8) 

подсчитаем вектор  
0 0

0 0 0( ) ( ) ( )I I I I I

I

z S t d z S t
Z

d
θ α θ α θ α

α αθ
∗ ⎛ ⎞∂ , , | ∂ , , |
= ⋅ + .⎜ ⎟∂∂⎝ ⎠

 

Здесь ( )I Iz S tθ α, , |  – решение системы (3.2),  

( 1

1 )

I I I
ij i

i I n m
i

t j s i P

i p y y

θ

τ τ φ φ

= , = , , ∈ ,

, , = , ; ; , ∈ , ∈ ,R R
    (3.9) 

вектор-функция  
( ) ( ( ) 1

( ) ( ) 1 ( ) ( ))

I I I I
ij i

I Ii I I I
i

t j s i P

i p y

θ α α

τ α τ α φ α α

= , = , , ∈ ,

, , = , ; ;
 (3.10) 

сформирована по структуре IS  и удовлетворяет 
соотношениям  

( )

0
0 0

( ( ) )

( ) ( 0)

I
I I

d S

I I

S θ α α

α α θ α θ

Ψ , , ≡ ,

∈ , + = .

0

E
 

Обозначим  

 

0

0

2 2

2

2

( )
0

2
( )

sign

T

T

t t
b Db

t
Z

t

α

α

ξ

ν β ∗

| ∂ Δ / ∂ |
:= > ,

⎛ ⎞∂ Δ
:= .⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

     (3.11) 

Теорема 3.1 [7]. Предположим, что задача 
0ОУ( )α  имеет оптимальное управление со 

структурой 0( )S α  и определяющими элемента-
ми 0( )θ α ,  для которых нарушается условие ре-
гулярности б): 

0

0( ) 0krt tα∂Δ / ∂ = ,  и числа 0ν ≠ ,  

1ξ ≠ .  Тогда при 0 0( ]α α α δ∈ , + :  
1) задачи ОУ( )α  имеют постоянную стру-

ктуру ( ) { }i iS S p l s i Pα ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = , , , ∈ ,  где   

при 0
при 0 1
при 0 0 1

I

II

III

S S
S S
S S

ν

ν ξ

ν ξ

∗

∗

∗

= > ;

= < , > ;

= < , < < ;

 

2) существует единственная непрерывно 
дифференцируемая функция  

( ) ( ( ) 1

( ) ( ) 1 ( ) ( ))

ij i

i
i

t j s i P

i p y

θ α α

τ α τ α φ α α

∗ ∗ ∗

∗

= , = , , ∈ ,

, , = , ; ; ,
 

удовлетворяющая соотношениям  

( )

0 0 0

( ( ) )

[ ] ( )
d S

S θ α α

α α α δ θ α θ

∗
∗ ∗

∗∗

Ψ , , = ,

∈ , + , = ,

0
     (3.12) 

где * 0Iθ θ=  при 0ν > ,  * 0IIθ θ=  при 0ν < ,  1ξ >  
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и * 0IIIθ θ=  при 0ν < ,  0 1ξ< < ,  векторы 0IIθ ,  
0IIIθ  строятся по данным 0θ ,  t  и структурам 

IIS ,  IIIS  соответственно.  
3) оптимальное управление ( )uα ⋅  задачи 

ОУ( )α  находится по правилу  

1

( ) ( 1)

[ ( ) ( )[ 0

( ) ( ( ) )

[ ( ) ( )[ 1

j
i

ij ij i

T

i
i

u t l

t t t j s i P

u t q z S t

t i p

α

α

α α

θ α α

τ α τ α

∗

∗ ∗
+

∗ ∗

∗

= − ,

∈ , , = , , ∈ ,

= , , | ,

∈ , , = , ,

 

где 0 ( ) ( )i
it α τ α≡ ,  11

( ) ( )
i

iis
t α τ α∗ ++

≡ ,  i P∗∈ ,  
0 ( ) 0τ α ≡ ,  

1
( )

p
tτ α∗ ∗+

≡ ,  ( ( ) )z S tθ α α∗ ∗, , | ,  t T∈ ,  – 

решение системы (3.2).   
 

4 Построение решения возмущенной за-
дачи методом коррекции решения невозму-
щенной задачи  

Пусть для невозмущенной задачи 0ОУ( )α  
известно оптимальное управление со структу-
рой и определяющими элементами (3.1), для 
которых нарушается условие регулярности б): 

0

0( ) 0krt tα∂Δ / ∂ = ,  0k p= ,  0
0
p

r s= .  Опишем пра-

вила построения решения возмущенной задачи 
0ОУ( )α ,  где 0 0( ]α α α δ∈ , + ,  основываясь на 

Теореме 3.1.  
 

4.1 Конструктивные правила вычисления 
T Zβ ∗   

Сформируем набор параметров IS  (см. (3.5)), 
векторы параметров 0 ,Iθ  Iθ  (см. (3.8), (3.9)), а 
также функцию  

^

^

^ ^

( )

( ) ( )

( )

где ( )

I I

T I I

T I I

I

S

W z S t

z S t t

t t

θ α

θ α β θ α ρ

β θ α

θ ρ θ ρ

⎛ ⎞Ψ , ,
⎜ ⎟
⎜ ⎟, = , , | − ,
⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ , , | / ∂⎝ ⎠

= , , , , ∈ .R

 

Здесь функция ( )I IS θ αΨ , ,  определяется со-

гласно (3.3), ^( )I Iz S tθ α, , |  – состояние системы 

(3.2) в момент времени ^t .  Подсчитаем матрицу 
Якоби  

0
0( )I W

G
θ α
θ

∂ ,
=

∂
 

в точке 0 0
0(0 )Itθ θ α α= , , , = .  Она имеет вид  

( )1 2
I IG d d G ∗= ,  

где  

( )0
0

1
( )

1
0

Id S
W

d
θ α
ρ

⎛ ⎞
⎜ ⎟∂ ,

= = − ,⎜ ⎟
∂ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

0

 

0

( )0
0

2 ^
2

2

0
0

1

2

( )
0

( )

( )

Id S

I
I

W
d

t t
t
G

W
G f

f

α

θ α

θ α
θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

∗ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ , ⎜ ⎟= = ,
⎜ ⎟∂ ∂ Δ⎜ ⎟
⎜ ⎟

∂⎝ ⎠

∂ ,
= = ,

∂

0

 

0
0

0
0

1

2 0
0

2

( )

( )

( )

I I

I

I I
T

I

I I
T

I

S
G

z S t
f

z S t
f

t

θ α
θ
θ α

β
θ
θ α

β
θ

∂Ψ , ,
= ,

∂
∂ , , |

= ,
∂

∂ , , |
= .

∂ ∂

 

Правила вычисления матриц G  и 
0

0( )I I Iz S tθ α θ∂ , , | / ∂  приведены в [9]. Там же 
доказано, что det 0G ≠ .  С учетом этого и усло-
вия 

0

2 2( ) 0t tα∂ Δ / ∂ ≠  легко показать, что 

det 0IG ≠ .   
Подсчитаем вектор  

(

)

0
0

0 0 0

0 0

( )

( )( ) ( )( )

( ) 0 1

( ) \ ( ) ( )

T

T T
m n n n n

T
ij i

T T T
kj k

W
w

Z t H Z t

Z t j V i p

Z t j V r Z t Z t

θ α
α

β

β β β

∗ × ∗ ×

∂ ,
= =

∂
= , , , ,

, ∈ , = , − ;

, ∈ ; ; ,

O O E  

где 0k p= ,  0
0
p

r s= ,  ( )Z t ,  t T∈ ,  – решение сис-

темы  
0 0 0

0 1

0 0 0

0 0

( ) [ [ 1
( )

( ) [ [ 1

( )
(0)

i
i

i
i

n

Z t t i p
Z t

Z t t i p

xZ

τ τ

τ τ

α

+

∗

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎧ , ∈ , , = , ,⎪= ⎨
, ∈ , , = , ,⎪⎩

= .
0

A

A  

Нетрудно убедиться в том, что 
1

1
T T IZ e G wβ

−∗ ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − ,  

где 1e  – единичный вектор с единицей на первом 
месте.  
 

4.2 Правила нахождения структуры и оп-
ределяющих элементов решения возмущенной 
задачи ОУ ( )α   

Зная T Zβ ∗  и данные (3.1), легко вычислить 
ν  и ξ  согласно (3.11).  

Предположим, что 0ν > .  Согласно теореме 
3.1, при 0 0( ]α α α δ∈ , ,+  решение возмущенной 
задачи будет иметь структуру ( ) IS Sα = ,  соот-
ветствующий вектор определяющих элементов 

( )Iθ α  будет решением системы определяющих 
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уравнений (3.12) при IS S∗ = .  Можно показать, 
что матрица Якоби этой системы уравнений 
совпадает с матрицей G,  определенной выше, и 
является невырожденной. Следовательно в дан-
ном случае вектор ( )Iθ α  можно найти, решая 
систему (3.12) с IS S∗ =  методом Ньютона, ис-
пользуя в качестве начального приближения век-
тор 0Iθ ,  определенный в (3.8).  

Предположим теперь, что 0ν < ,  1ξ > .  
Сформируем структуру IIS  по правилам (3.6). 
Согласно теореме 3.1, при 0 0( ]α α α δ∈ , ,+  реше-
ние возмущенной задачи будет иметь структуру 

( ) IIS Sα = ,  соответствующий вектор опреде-
ляющих элементов ( )IIθ α  будет решением сис-
темы (3.12), где IIS S∗ = .   

В отличие от случая I, в случае II матрица 
Якоби системы уравнений (3.12) при 0IIθ θ=  
вырождена. Поэтому нет возможности использо-
вать метод Ньютона для ее решения.  

Чтобы преодолеть эти трудности, поступим 
следующим образом.  

1. В векторе параметров  
( 1 1 )II II II i II

ij i i

n m

t j s i P i p y

y

θ τ τ φ

φ

= , = , , ∈ , , , = , ; ; ,

∈ , ∈ ,R R
 

сформированном по структуре IIS ,  делается за-
мена переменных 1kr krt t τ+ → + Δ .  В результате 
искомый вектор определяющих элементов  

( ) ( ( ) 1

( ) ( ) 1 ( ) ( ))

II II II
ij i

i II
i

t j s i P

i p y

θ α α

τ α τ α φ α α

= , = , , ∈ ,

, , = , ; ;
 

заменится на эквивалентный вектор  
^ ( ) ( ( ) ( ) 1 0

( , ) ( , 1),

( ) ( ) 1 ( ) ( ))

II II II
ij i

i II
i

t j s i p

i j k r

i p y

θ α τ α α

τ α τ α φ α α

= Δ , , = , , = , ,

≠ +

, , = , ; ; ,

 

которому соответствует вектор параметров  
^ ( 1 0

( , ) ( , 1) 1 )

II II II
ij i

i II
i

t j s i p

i j k r i p y

θ τ

τ τ φ

= Δ , , = , , = , ,

≠ + , , , = , ; ; .
 

Обозначим через  
^( ) ( )II II IIz t z S tθ α θ α, | := , , | ,  t T∈ ,  

траекторию системы (3.2). Здесь векторы пара-
метров ^ IIθ  и IIθ  отличаются только заменой 
переменных 1kr krt t τ+ → + Δ .   

2. В уравнениях (3.12) (при IIS S∗ = ) равенство  

1( ( ) ) 0T
krz S tβ θ α α∗ ∗
+, , | =  

заменим равенством 
( ( ( ) )

( ( ) )) 0

T
kr

kr

z S t

z S t

β θ α α τ

θ α α τ

∗ ∗

∗ ∗

, , | + Δ −

− , , | / Δ = .
 

В результате получим систему  

^ ^

^

^

( )
^

( )

( ) ( )
: ( ) ( )

( )
II

II

II
m n

II T
n n n d S

II II II
ij i

H z t g
z t H y c

j V i P

θ α

θ α
θ α

φ θ α

⎛ ⎞
⎜ ⎟× ∗⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟× ∗
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ψ , :=

, , | −
= , , | − + = ,

, , ∈ , ∈
0

O
O E

(4.1) 

где множества II II
iV i P, ∈ ,  построены согласно 

(3.4) по структуре IIS ,   
^ ^( ) ( )

( ) ( 1)

II T II
ij ij

II II
i

z t

j V i P i j k r

φ θ α β θ α, = , | ,

∈ , ∈ , , ≠ , + ;
 

^
1

^ ^

( )

( ( ) ( ))

II
kr

T II II
kr krz t z t

φ θ α

β θ α τ θ α τ
+ , =

= , | + Δ − , | / Δ .
 

Можно показать, что функция ^
1( )II

krφ θ α+ ,  и 
ее производные могут быть доопределены при 

0τΔ =  по непрерывности.  
Кроме того, можно показать, что матрица 

Якоби ^ ^ ^0
0( )II IIθ α θ∂Ψ , / ∂ ,  где  

 ^ 0 0(0 )IIθ θ= , ,                      (4.2) 
является невырожденной. Формулы для ее под-
счета аналогичны формулам, приведенным для 
случая I.  

Следовательно, для нахождения вектора оп-
ределяющих элементов возмущенной задачи 
ОУ ( )α  вместо системы (3.12) можно решать 
систему нелинейных уравнений (4.1). Решение 

^ ( )IIθ α  этой системы можно найти методом 
Ньютона, взяв в качестве начального приближе-
ния вектор (4.2). Зная ^ ( )IIθ α ,  легко восстановить 
искомый вектор определяющих элементов 

( )IIθ α  задачи ОУ ( )α .   
Рассмотрим теперь случай, когда 0ν < ,  

0 1ξ< < .  Согласно теореме 3.1, при 

0 0( ]α α α δ∈ , ,+  решение возмущенной задачи 
будет иметь структуру ( ) IIIS Sα = ,  построенную 
по правилам (3.7), соответствующий вектор оп-
ределяющих элементов ( )IIIθ α  будет решением 
системы (3.12) при IIIS S∗ = .  Матрица Якоби 
уравнений (3.12) при 0IIIθ θ=  является вырож-
денной. Поэтому при решении этой системы 
уравнений возникают такие же трудности, как и 
в случае II. Для преодоления этих трудностей 
осуществим следующие действия.  

1. В векторе параметров  
( 1 1 )III III III i III

ij i i

n m

t j s i P i p y

y

θ τ τ φ

φ

= , = , , ∈ , , , = , ; ; ,

∈ , ∈ ,R R
 

сформированном по структуре IIIS ,  cделаем за-
мену переменных k

kτ τ τ→ + Δ ,  где IIIk p= .  В 
результате искомый вектор определяющих эле-
ментов  



Н.М. Федорцова 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (14), 2013 94 

( ) ( ( ) 1

( ) ( ) 1 ( ) ( ))

III III III
ij i

i III
i

t j s i P

i p y

θ α α

τ α τ α φ α α

= , = , , ∈ ,

, , = , ; ;
 

заменится на эквивалентный вектор  
^ ( ) ( ( ) ( ) 1 0

( ) ( ) 1 1 ( ) ( ) ( ))III

III III III
ij i

i III
i p

t j s i p

i p y

θ α τ α α

τ α τ α τ α φ α α

= Δ , , = , , = , ;

, , = , − , ; ; ,
 

которому соответствует вектор параметров  
^ ( 1 0

1 1 )III

III III III
ij i

i III
i p

t j s i p

i p y

θ τ

τ τ τ φ

= Δ , , = , , = , ,

, , = , − , ; ; .
 

Обозначим через 
^( ) ( )III III IIIz t z S tθ α θ α, | := , , | ,  t T∈ ,  

траекторию системы (3.2). Здесь векторы пара-
метров ^ IIIθ  и IIIθ  отличаются только заменой 

переменных k
kτ τ τ→ + Δ .   

2. В уравнениях (3.12) при IIIS S∗ =  равенство  
( ( ) ) 0T III III kz Sβ θ α α τ, , | =  

заменяется равенством  
( ( ( ) )

( ( ) )) 0

T III III
k

III III
k

z S

z S

β θ α α τ τ

θ α α τ τ

, , | + Δ −

− , , | / Δ = .
 

В результате получаем систему  

 ^ ^

( )
( ) III

III
d S

θ αΨ , = ,0               (4.3) 

где функция ^ ^( )IIIθ αΨ ,  формируется по прави-

лам (4.1) с заменой ^ II IIPθ ,  на ^ ;III IIIPθ ,   
^

^

( )

( ) ( ) ( 0)

III
ij

T III III III III
ij iz t j V i P i j p

φ θ α

β θ α

, =

= , | , ∈ , ∈ , , ≠ , ;
 

^

0
^ ^

( )

( ( ) ( ))

III
k

T III III
k kz z

φ θ α

β θ α τ τ θ α τ τ

, =

= , | + Δ − , | / Δ
 

при IIIk p= .   

Можно показать, что функция ^

0 ( )III
kφ θ α,  и 

ее производные могут быть доопределены при 
0τΔ =  по непрерывности. Кроме того, можно 

показать, что матрица  
^ ^ 0 0

^

( )III

III

θ α

θ

∂Ψ ,
,

∂
 

где  
^ 0 0

0 0 0
0 0

(0 1 0

1 1 ( ) ( ))

III III III
ij i

i III
i kr

t j s i p

i p t y

θ

τ τ φ α α

= , , = , , = , ,

, , = , − , ; ; ,
   (4.4) 

является невырожденной. Формулы для ее под-
счета аналогичны формулам, приведенным для 
случая I. Следовательно, для нахождения вектора 
определяющих элементов возмущенной задачи 
ОУ ( )α  вместо системы (3.12) можно решать 
систему нелинейных уравнений (4.3). Решение 

^ ( )IIIθ α  этой системы можно найти методом 

Ньютона, взяв в качестве начального приближе-
ния вектор (4.4). Очевидно, что зная вектор 

^ ( )IIIθ α ,  легко восстановить вектор определяю-
щих элементов ( )IIIθ α  задачи ОУ ( )α .   
 

4.3 Правила построения решения возму-
щенной задачи  

В результате описанных выше действий для 
возмущенной задачи ОУ ( )α  будут найдены 
структура решения  

{ } i
i iS p l s i P S∗ ∗ ∗ ∗ ∗:= , , , ∈ =  

и вектор определяющих элементов  
( 1 1 )

( )

i
ij i i

i

t j s i P i p yθ τ τ φ

θ α

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗:= , = , , ∈ , , , = , , , =

= ,
 

где i I= ,  либо i II= ,  либо i III=  в зависимости 
от того, какая из ситуаций I–III реализовалась.  

Зная структуру S ∗  и вектор θ ∗,  найдем ре-
шение ( ) ( )z t z S t t Tθ∗ ∗ ∗= , | , ∈ ,  системы (3.2).  

Оптимальное управление ( )uα ⋅  задачи 
ОУ ( )α  находится по правилу  

1( ) ( 1) [ [ 0

( ) ( ) [ [ 1

j
i ij ij i

T i
i

u t l t t t j s i P

u t q z t t i p

α

α τ τ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
+

∗ ∗ ∗ ∗

= − , ∈ , , = , , ∈ ,

= , ∈ , , = , ,
 

где 0
i

it τ∗ ∗= ,  11i
iis

t τ∗
∗ ∗

++
= ,  i P∗∈ ,  0 0τ ∗ = ,  

1p
tτ ∗

∗
∗+

= .  

Можно проверить, что данное управление явля-
ется допустимым в задаче ОУ ( )α  и для него вы-
полняются достаточные условия оптимальности 
(2.2), где ( )t t Tαψ , ∈ ,  – решение сопряженной 
системы (2.1) при ( )y yα ∗= .   
 

Заключение  
В работе рассмотрено семейство однопара-

метрических линейно-квадратичных задач опти-
мального управления с особыми участками. При-
веден метод корректировки для построения реше-
ний возмущенных задач в окрестности нерегуляр-
ного значения параметра при условии, что извест-
но решение невозмущенной задачи. Результаты 
работы могут быть использованы в задачах иден-
тификации, при построении управляющих воз-
действий типа обратной связи, для обоснования 
алгоритмов построения решений методом про-
должения решения по параметру и т. д.  
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ЭТАПЫ ПРИМЕНЕНИЯ ИМИТАЦИОННЫХ МОДЕЛЕЙ СТАНЦИЙ 
ДЛЯ РАСЧЕТА НОРМАТИВНЫХ ЗНАЧЕНИЙ ПРОСТОЕВ ВАГОНОВ 
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TECHNOLOGICAL STAGES OF IMITATING MODELING 
TRAFFIC VOLUME PROCESSING BY RAILWAY STATION 

E.A. Erofeeva 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Дано определение и особенности технологической линии переработки (поездо) вагонопотока. Сформулированы ос-
новные требования, которым должны удовлетворять разрабатываемые средства имитационного моделирования работы 
сортировочной станции. Приведен состав разработанного программного комплекса. Описана технология применения 
программного комплекса для решения производственных задач. 
 
Ключевые слова: имитационное моделирование, сортировочная станция. 
 
In the paper the definition and features of the technological line of processing of train a traffic volume are presented. The basic 
requirements with which the developed means of imitating modeling of work of a switchyard should satisfy are formulated. 
The structure of the developed program complex is given. The technology of application of a program complex for the solution 
of production tasks is described. 
 
Keywords: simulation of complex engineering systems, switchyard. 

 
 

Введение 
Технологический процесс работы сортиро-

вочной станции разделяется на следующие тех-
нологические линии обслуживания транспортно-
го потока: пропуск всех категорий пассажирских 
и пригородных поездов; обработка и пропуск 
транзитных грузовых поездов без изменения 
массы и длины; обработка и пропуск частично 
перерабатываемых поездов; сортировка вагоно-
потоков в соответствии с установленным планом 
формирования поездов; переработка и отправле-
ние местного вагонопотока.  

В качестве предмета исследования выбран 
технологический процесс сортировки вагонопо-
токов, как наиболее важный для решения задач, 
связанных c расчетом плана формирования.  

Перечень и порядок выполнения технологи-
ческих операций, производимых на сортировоч-
ной станции Белорусской железной дороги, изло-
жен в типовом технологическом процессе сорти-
ровочной станции. В общем виде переработку 
вагонопотока на станции можно представить сле-
дующим образом. Поезда, прибывшие на стан-
цию, обрабатываются и разбиваются на группы 
вагонов в соответствии с назначениями, форми-
руемыми станцией, и правилами технической 
безопасности. Вагоны накапливаются на путях 
сортировочного парка. Когда на одном из назна-
чений плана формирования накопится достаточ-
ное для создания состава поезда число вагонов, 
производится формирование поезда для отправ-
ления со станции. На станции также формируются 

местные назначения, окончание накопления ваго-
нов на состав местных назначений производится 
по графику в фиксированные моменты времени.  

Специализация путей сортировочного парка 
определяется назначениями, формируемыми 
станцией, которые, в свою очередь, регламенти-
руются планом формирования поездов и схемой 
регулировки порожних вагонов. 

Для выполнения ряда технологических опе-
раций используются станционные ресурсы. Вы-
делены три типа ресурсов: путевые, маневровые, 
людские. Особенностью путевых и маневровых 
ресурсов является то, что один и тот же путевой 
(маневровый) ресурс может использоваться по-
следовательно и параллельно в нескольких тех-
нологических операциях. Кроме того, одна тех-
нологическая операция может использовать по-
следовательно несколько путевых ресурсов.  

Сформулируем основные требования, кото-
рым должны удовлетворять разрабатываемые 
средства имитационного моделирования работы 
сортировочной станции при исследовании тех-
нологии обработки транзитного вагонопотока с 
переработкой, планировании поездообразования 
и прогнозного нормирования показателей работы 
станции: 

1. Автоматизация процесса построения мо-
дели работы станции (процессы поездообразо-
вания). Предоставление последовательности 
выполнения технологических операций в виде 
графа типового технологического процесса с 
возможностью исключения некоторых операций. 

ИНФОРМАТИКА
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2. Возможность изменения вероятностных 
характеристик структуры и интенсивности вход-
ного потока на уровне отдельных вагонов. 

3. Возможность настройки приоритета и 
времени выполнения  каждой операции. 

4. Возможность ввода количественных по-
казателей ресурсов, используемых на станции. 

5. Возможность корректировки списка ре-
сурсов, необходимых для выполнения каждой 
операции, и настроек последовательного исполь-
зования ресурса одним транзактом в разных опе-
рациях. 

6. Возможность управления технологией 
работы станции посредством изменения назна-
чений плана формирования и специализации 
путей накопления. 

7. Предоставление как качественных, так и 
количественных оценок технологии работы стан-
ции, используемых в предметной области. 

8. Возможность анализа и интерпретации 
состояний некоторых компонентов модели во 
времени (временные диаграммы, графики); 

9. Автоматическое документирование ре-
зультатов моделирования. 
 

1 Состав программного комплекса  
Программный комплекс состоит из двух 

приложений. Первое представляет собой мони-
торинг и обработку данных о структуре входя-
щего потока поездов (СМВП). Второе реализует 
построение имитационной модели, настройку и 
проведение имитационного эксперимента, обра-
ботку выходных данных и построение отчетов 
(СИМ ТП ПТВ ЖДС). Структура программного 
комплекса представлена на рисунке 1.1.  

Исходными данными для СМВП являются 
файлы сообщения 02 автоматизированной сис-
темы управления станцией. В результате СМВП 
формирует табличные функции распределения 
параметров структуры сложносоставного тран-
закта, которые являются исходными данными 
для генерирования входного потока модели. 
Средствами СИМ ПТ ПТВ ЖДС настраивается 
модель работы конкретной станции. Для постро-
енной модели задаются параметры и произво-
дится  реализация плана эксперимента. Во время 
реализации плана эксперимента производится 
сбор статистик по информационным транзактам, 
технологическим операциям и ресурсам. Итогом 
реализации являются файлы отчетов.  

Если в настройках проведения эксперимен-
та указано выводить верификационные данные, 
то в рабочие директории выводятся верификаци-
онные данные динамики проведения экспери-
мента в файлы формата xml. Также для верифи-
кации выводятся статистики по входящим и ис-
ходящим составным транзактам. Основной ре-
зультат эксперимента представляет структуриро-
ванный текстовый файл с агрегированными век-
торами откликов имитационной модели. Кроме 
структурированных текстовых файлов, в процес-
се выполнения эксперимента могут формиро-
ваться файлы векторной графики с отображени-
ем динамики выполнения операций, использова-
ния пулов физического и логического накопле-
ния. Также выходными данными являются вре-
менные диаграммы состояния пулов физическо-
го и логического накопления на каждый i-й пе-
риод моделирования. 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Структура программного комплекса  
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2 Адаптация имитационной модели к вы-
бранной станции  

Для построения модели выбранной желез-
нодорожной сортировочной станции необходимо 
выполнить следующие шаги:  

– в соответствии с технологией работы 
станции преобразовать последовательность вы-
полнения операций; 

– для каждой операции задать параметры 
моделирования времени выполнения;  

– сформировать таблицу ресурсов станции; 
– для каждой операции указать состав, по-

следовательность захвата и количество единиц 
ресурсов, требуемых для выполнения;  

– заполнить таблицы путей сортировочного 
парка и назначений плана формирования стан-
ции с указанием их специализации;  

– подготовить файлы увязки назначений пла-
на формирования с путями сортировочного парка; 

– подготовить исходные файлы для модели-
рования входного потока при помощи средства 
мониторинга и преобразования входного потока. 
 

3 Состав задач апробации 
Применение разработанной модели предла-

гается в области решения производственных за-
дач, относящихся к категории «что – если». То 
есть в ситуациях, когда имеется план (прогноз) 
изменения входного потока или требуется оце-
нить показатели работы при этих изменениях. 
Выделен ряд эксплуатационных задач, решение 
которых достигается применением разработан-
ных средств имитационного моделирования ра-
боты станции:  

– определение ограничивающих элементов 
технологического процесса при заданных пара-
метрах;  

– исследование варьирования показателей 
работы станции при изменении параметров тех-
нологического процесса или входного потока; 

– исследование влияния интенсивности 
входного потока на показатели работы станции; 

– исследование влияния числа и состава ре-
сурсов на показатели работы станции при раз-
личной интенсивности входного потока; 

– установление зависимости времени нахо-
ждения вагонов на станции от изменения нормы 
длины формируемых поездов; 

– установление зависимости времени нахо-
ждения вагонов на станции от числа назначений 
плана формирования;  

– нормирование показателей работы стан-
ции при различных вариантах организации тех-
нологического процесса.  

Основные этапы технологии решения выде-
ленных задач приведены на рисунке 3.1 и состо-
ят в следующем. При помощи средств имитаци-
онного моделирования формируется модель вы-
бранной железнодорожной сортировочной стан-
ции. Далее для модели проводится исследование 

чувствительности и решается задача определе-
ния ограничивающих элементов. На основании 
проведенного исследования чувствительности 
модели и найденных ограничивающих элементов 
формируется список значимых управляемых па-
раметров (переменных) модели. Затем для каж-
дой задачи исследования строится план экспери-
мента с учетом интересующих исследователя 
факторов. На основании реализованных планов 
эксперимента для каждой задачи производится 
анализ результатов.  

Все управляемые параметры моделирования 
разделяются на три группы. В первую группу 
выделены интенсивность и характеристики 
структуры входного потока. К характеристикам 
составных транзактов относятся: канал прибытия 
(DIRID); число вагонов в составе поезда (m); со-
стояние вагона: груженый, порожний (STATUS); 
код ЕСР станции назначения (ESR); код рода под-
вижного состава (kind); код администрации при-
надлежности (adm). Во вторую группу вынесены 
количество и состав ресурсов, время выполнения 
технологических операций. К третьей группе 
отнесены количество и структура назначений 
плана формирования станции, специализация 
путей назначения, нормы веса и длины форми-
руемых составов. В зависимости от выбранной 
задачи часть параметров принимает роль пере-
менных имитационного эксперимента, остальные 
параметры фиксируются. 

Таким образом, для решения выделенной 
эксплуатационной задачи параметры одной из 
трех выделенных групп (полностью или часть из 
них) становятся переменными, остальные пара-
метры модели фиксируются. Для переменных 
устанавливаются варианты изменения и строится 
план имитационного эксперимента.  

Для решения выделенных типов задач в ка-
честве переменных могут быть использованы 
каждая из трех групп параметров.  

 
4 Технология изменения выделенных групп 

параметров  
Табличная функция распределения интер-

вала прибытия составных транзактов находится в 
файле Flow_int.td. В средствах построения моде-
ли также предусмотрена возможность задавать 
интенсивность входящего потока (интервал при-
бытия), выбрав один из законов распределения: 
равномерное, нормальное (гаусовское), логнор-
мальное, экспоненциальное, распределение Пу-
ассона, Эрланга. Функции табличного распреде-
ления параметров структуры ССТ находятся в 
следующих файлах:  

– канал прибытия (Flow_dir.td); канал при-
бытия определяется вручную специалистом-
экспертом на основании кода станции формиро-
вания поезда; 

– для каждого канала прибытия число ваго-
нов в составе поезда (Flow_cVag[i].td);  
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Рисунок 3.1 – Основные этапы технологии применения средств имитационного моделирования  

для решения эксплуатационных задач 
 

– состояние вагона (Flow_status[i].td); 
– для каждого канала прибытия: для груже-

ных вагонов – распределение станции назначе-
ния вагона (Flow_ESR1[i].td); для порожних ва-
гонов – распределение рода подвижного состава 
и администрации принадлежности вагона 
(Flow_ESR0[i].td). 

Требуемые файлы параметров входного по-
тока формируются программным средством мо-
ниторинга входного потока. Помимо получения 
параметров из существующих данных о входном 
потоке, это программное средство позволяет на-
правленно изменять структуру входного потока 
на уровне назначения каждого вагона в соответ-
ствии с разработанной методикой обработки ста-
тистических данных мониторинга потока поез-
дов, поступающих на станцию в расформирова-
ние. Например, увеличить долю вагонопотока на 
направлении «Россия – Калининград» в среднем 
на 35%, увеличив число вагонов назначением на 
соответствующие станции в таблице «Распреде-
ление ESR». 

Данные о составе и структуре ресурсов на-
ходятся в базе данных. При первичном решении 
задачи поиска узких мест предлагается в качестве 
переменных использовать ресурсы станции, то 
есть для каждого ресурса задать максимальное и 
минимальное количество и провести эксперимент, 

меняя поочередно каждый ресурс при фиксации 
остальных. 

Разработанное техническое средство ими-
тационного моделирования позволяет создавать 
и использовать конфигурационные файлы со-
стояния ресурсов станции.  

Под управляющими характеристиками по-
нимается план формирования и норма длины 
формируемых составов по назначениям. 

Методика построения вариантов плана 
формирования:  

– выделяются назначения плана формиро-
вания станции, по  которым формируется более 
3-х составов в сутки;  

– проводят анализ вагонопотоков выбран-
ного назначения с целью выявить вагонопотоки, 
мощность которых позволяет формировать не 
менее 0,7 состава в сутки;  

– если таковых не обнаружено, вагонопото-
ки объединяются в струи с уменьшением даль-
ности следования; 

– иначе найденные струи вагонопотоков 
выделяются в самостоятельное назначение и ис-
ключаются из исходного. 

Влияние изменения нормы длины форми-
руемых составов целесообразно исследовать при 
изменении интенсивности и структуры входного 
потока. 
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 Заключение 
Общая методика исследования технологи-

ческого процесса переработки транзитного ваго-
нопотока железнодорожной сортировочной 
станции состоит в следующем. На первом шаге 
решается задача поиска узких мест. На основа-
нии проведенного исследования чувствительно-
сти модели и найденных узких мест формируется 
список значимых управляемых параметров мо-
дели. Затем для каждой задачи исследования 
строится план имитационного эксперимента с 
учетом интересующих исследователя факторов. 
На основании реализованных планов экспери-
мента для каждой задачи производится анализ 
результатов. Предложено разделение параметров 
модели на 3 группы. Для каждой группы пред-
ложена методика планирования эксперимента в 
условиях, когда эта группа становится перемен-
ной, остальные параметры фиксируются. Впер-
вые в методиках решения эксплуатационных 
задач предложены способы изменения структуры 
входного потока на высоком уровне детализа-
ции. Предложены методики планирования ИЭ: 
при изменении интенсивности входящего потока 
и/или структуры его динамических единиц; чис-
ла и состава ресурсов; управляющих параметров 
технологического процесса (назначения плана 

формирования, длины формируемых поездов, 
специализации путей сортировочного парка).  

Имитационные модели технологии работы 
станций использованы в системе планирования 
работы на железнодорожном транспорте, мето-
дике факторного анализа простоя вагонов на же-
лезнодорожных станциях различных категорий, 
при организации эксплуатационной работы Цен-
тра управления перевозками Белорусской желез-
ной дороги. 
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АЛГОРИТМ ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ В РЕЧЕВОЙ СИСТЕМЕ 
БЕЗОПАСНОСТИ НА ОСНОВЕ НЕЧЕТКОЙ ЛОГИКИ 
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DECISION MAKING ALGORITHM IN THE SAFETY SYSTEM 
BASED ON THE FUZZY LOGIC 

D.V. Pekar, V.S. Sadov 
Belarusian State University, Minsk 

 
В настоящее время происходит стремительный рост количества передаваемой информации. Обработка значительных 
объемов голосовой информации невозможна без вовлечения в процесс анализа различных автоматических речевых 
систем с возможностью принятия решения на основе результатов анализа речевого сигнала и языковой компоненты 
сообщения. В настоящей работе предлагается алгоритм принятия решений с использованием методов нечеткой логи-
ки, достоинствами которого являются такие качества как гибкость, легкость составления нечетких правил на естест-
венном языке, вычислительная эффективность, схожесть с процессом принятия решения у человека. 
 
Ключевые слова: принятие решений, нечеткая логика, обработка речи. 
 
At the present time the volume of handled data is rapidly growing. A large volume of voice data processing is impossible 
without usage of automatic speech systems with the ability to make decision based on speech signal analysis and lingual com-
ponent processing. In this paper fuzzy logic based decision making algorithm is proposed. Described algorithm has a lot of ad-
vantages such as ability to be configured to meet certain requirements, easiness of creating a set of fuzzy rules, computational 
effectiveness and similar decision making process as in human beings. 
 
Keywords: decision making, fuzzy logic, speech processing. 

 
 

Введение 
Уровень потенциальной опасности, вообще 

говоря, является абстрактным понятием, и оно не 
может быть применено в своем первоначальном 
виде для машинной обработки или автоматиче-
ского принятия решений. Таким образом, фор-
мализация и придание количественной оценки 
уровню потенциальной опасности являются 
ключевыми вопросами при разработке эксперт-
ных и анализирующих речевых систем. 

В данной работе за уровень потенциальной 
опасности принята степень соответствия инфор-
мационного содержания и характеристик речево-
го сигнала некоторым заданным значениям, ко-
торые априорно принимаются в качестве инди-
катора или предпосылки появления потенциаль-
ной опасности, угрозы или деструктивного пове-
дения говорящего человека. Под информацион-
ным содержанием сообщения понимается смы-
словая составляющая фраз, выраженная естест-
венным языком, а также значение параметров 
речевого сигнала, отражающих эмоциональную 
окраску речевого сигнала и несущих невербаль-
ную информацию о внутреннем эмоциональном 
состоянии говорящего.  

Поскольку не существует объективной воз-
можности задания или строгого определения 
количественной меры степени потенциальной 
опасности исходя из анализа речевого фрагмен-
та, то оправданно использование ее словесных 

определений типа «малая опасность», «средняя 
опасность», «высокая опасность» для отражения 
качественной стороны этой характеристики. Для 
решения подобного рода задач успешно приме-
няются методы принятий решений на основе 
нечеткой логики. Можно отметить следующие 
прикладные сферы, в которых целесообразно 
использование нечеткой логики: 

– сложные процессы, для которых нет про-
стой математической модели; 

– обработка словесно сформулированных 
экспертных знаний. 

В решаемой задаче сложность процесса при-
нятия решения выражается тем, что необходимо 
анализировать разнородную информацию, кото-
рая является результатом обработки физических 
параметров речевого сигнала и языковой состав-
ляющей сообщения. Дополнительной особенно-
стью рассматриваемого вопроса является то, что 
при анализе поведения человека эксперты-
психоаналитики обычно оперируют качественны-
ми оценками, например: «повышенное эмоцио-
нальное возбуждение, ведущее к возможному 
проявлению агрессии». Таким образом, методы 
принятий решений на основе нечеткой логики, 
благодаря наличию лингвистических переменных 
(рассмотрены ниже) и «мягких» условий, позво-
ляют использовать результаты специализирован-
ных исследований, характеризующих качествен-
ную сторону поведения человека. 

ИНФОРМАТИКА
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1 Принятие решений на основе нечеткой 
логики 

Необходимо отметить, что существует 
сложность в принятии окончательного решения 
человеком в случаях, когда нет четкого разгра-
ничения между свойствами или значениями ат-
рибутов различных классов решений. Примером 
может служить выбор одежды по погоде – теп-
лой или холодной. Что является теплой погодой, 
а что можно считать холодной? Какое значение 
температуры окружающего воздуха позволяет 
объективно разграничить два класса решений? 

Для решения подобного рода задач может 
быть применен математический аппарат приня-
тий решений на основе нечеткой логики, кото-
рый вместе с теорией нечетких множеств состав-
ляют раздел математики, представляющий собой 
обобщение классической логики и теории мно-
жеств. Понятие нечеткой логики было впервые 
введено Л. Заде [1]. Согласно классической тео-
рии множеств непустое подмножество A  из уни-
версального множества U  однозначно опреде-
ляется характеристическим функционалом AI  
следующего вида: 

1, если ;
( )

0, если .A

u U
I u

u U
∈⎧

= ⎨ ∉⎩
   (1.1) 

Нововведением в существующие классиче-
ские представления было то, что для описания 
множества применяется не функционал вида 
(1.1), а характеристическая функция, отражаю-
щая степень принадлежности элемента к тому 
или иному множеству. Эта функция  может при-
нимать любые значения в интервале [0;1], вклю-
чая фиксированные значения 0 или 1, характери-
зующие принадлежность или ее отсутствие.  

Основным положением в разработанной 
теории является понятие нечеткого множества. 
Под данным термином понимается строгая фор-
мализация нечеткой информации при построе-
нии математической модели, основой которой 
является утверждение о том, что составляющие 
данное множество элементы обладают общим 
свойством, которое выраженно в той или иной 
степени а, следовательно, и принадлежат к тому 
или иному множеству с различной мерой. При 
использовании  приведенных понятий теряют 
смысл выражения типа «к какому множеству или 
классу относится данный элемент» и в то же 
время приобретают смысл выражения типа «в 
какой мере или степени данный элемент принад-
лежит к тому или иному множеству, классу». В 
таком случае определение нечеткого множества 
может быть сформулировано следующим обра-
зом: нечетким множеством Â  на универсальном 
множестве U  является множество пар вида: 

{ , ( ) },u MF u u U= ∈Â  
где значение функции принадлежности ( )MF u  
отражает степень принадлежности элемента 

u U∈  к нечеткому множеству Â.  Функция при-
надлежности может иметь треугольную, трапе-
циевидную, кусочно-линейную, сигмоидную 
форму или вид распределения Гаусса. Поскольку 
функция ( )MF u  показывает меру принадлежно-
сти элемента к тому или иному множеству, то ее 
область значений находится в диапазоне [0;1]. 
Универсальное множество U  может быть как 
дискретным, так и непрерывным.  

Одним из основополагающих понятий тео-
рии нечеткой логики является термин лингвис-
тическая переменная. Согласно Л. Заде, лингвис-
тической переменной называется такая перемен-
ная, значениями которой являются слова или 
выражения естественного языка. Такие перемен-
ные не могут иметь точного количественного 
значения или строгой формализации. Примером 
лингвистической переменной могут служить вы-
ражения типа «температура воздуха», а также и 
«уровень потенциальной опасности», «эмоцио-
нальная окраска речи». Лингвистическая пере-
менная может принимать набор допустимых зна-
чений – термов, которые образуют терм-мно-
жество данной лингвистической переменной. В 
рассматриваемом алгоритме термами для лин-
гвистической переменной «эмоциональная окра-
ска речи» являются выражения «негативная эмо-
циональная окраска», «нейтральная эмоциональ-
ная окраска», «позитивная эмоциональная окра-
ска». На рисунке 1.1 представлен пример функ-
ций принадлежности для описания эмоциональ-
ной окраски речи. 

Характеристический коэффициент эмоции 
численно характеризует эмоциональную окраску 
речевого фрагмента и вычисляется согласно сле-
дующему выражению: 

,

N N

i i i i i i
i i

emotion N

i
i

I S P I S P
K

NN P

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= =

⋅

∑ ∑

∑
 

где N  – число возможных эмоций; iP  – вероят-
ность того, что анализируемый фрагмент при-
надлежит i -ой эмоции; iI  – вес i -ой эмоции, 
отражающий ассоциированный с ней уровень 
потенциальной опасности; iS  – полярность i -ой 
эмоции, принимающая значения 1 или –1, по-
скольку, согласно современной трактовке эмо-
ций, положительный и отрицательный типы 
эмоций принимаются как противоположные, и 
человек, в отдельный взятый момент, может на-
ходиться либо в радостном, либо в грустном 
эмоциональном состоянии [2]. На рисунке 1.1 
представлены три различные функции принад-
лежности, описывающие различные значения 
лингвистической переменной «эмоциональная 
окраска речи». Приведенный пример хорошо 
иллюстрирует реальную ситуацию, а именно: 
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отсутствие объективной возможности разграни-
чить различные типы эмоциональной окраски на 
основе неких количественных параметров рече-
вого сигнала. Подобным образом задается опи-
сание лингвистической переменной «смысловая 
близость сообщения», отражающей смысловую 
близость речевого сообщения к некоторому за-
данному целевому контексту (рисунок 1.2). 

Основой для проведения семантического 
анализа языковой компоненты речевого сообще-
ния является контекстный граф, узлы которого 
представляют собой множества слов семантиче-
ски связанных с априорно заданными понятиями, 
задающими некий интересующий целевой кон-
текст. Связи между отдельными узлами подоб-
ного графа отражают реальные семантические 
связи между понятиями. 

Процесс семантического анализа заключа-
ется в поиске общих понятий из семантического 
графа и исследуемого речевого сообщения с оп-
ределением их положения в иерархии и смысло-
вых связей с исходными априорно заданными 
понятиями. Логично положить, что слова с раз-
ных уровней контекстного графа, а также поня-
тия, связанные разными семантическими связями, 
имеют различную близость к исходному смыслу, 
а следовательно, они должны иметь и разные веса. 
Таким образом, каждый отдельно взятый узел 
контекстного графа имеет свой собственный вес. 

Для придания разрабатываемому алгоритму до-
полнительной гибкости предусмотрена возмож-
ность задания различных весовых коэффициен-
тов различным частям речи при прочих равных 
условиях. Таким образом, в качестве результи-
рующего коэффициента смысловой близости, 
характеризующего найденные семантические 
признаки, принимается средний вес, вычислен-
ный по всем признакам согласно выражению: 

1 ,

SemFeaturesN

i
i

SemFeatures

w
w

N
==
∑

 

где SemFeatureN  – число найденных семантических 
признаков, iw  – вес i-ого семантического призна-
ка с учетом его положения в контекстном графе и 
части речи, к которой принадлежит слово. 

Функции принадлежности для описания 
лингвистической переменной «уровень потенци-
ально опасной ситуации», отражающие вероят-
ность наступления некой целевой ситуации, изо-
бражены на рисунке 1.3. 

Важно отметить, что вид функций принад-
лежности, а также мощность терм-множества для 
любой лингвистической переменной может зада-
ваться произвольно, исходя из конкретных ре-
шаемых задач и условий. 

 

 
Рисунок 1.1 – Функции принадлежности лингвистической переменной «эмоциональная окраска речи» 

 

 
Рисунок 1.2 – Функции принадлежности лингвистической переменной «смысловая близость сообщения» 
 



Д.В. Пекарь, В.С. Садов 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (14), 2013 104 

 

 
Рисунок 1.3 – Функции принадлежности лингвистической переменной  

«уровень потенциально опасной ситуации» 
 

Таблица 1.1 – Множество нечетких правил 
 

Значение термы 
для лингвистической 

переменной 
«эмоциональная 
окраска речи» 

Логическая 
операция 

Значение термы для 
лингвистической 

переменной «смысловая 
близость сообщения» 

Значение термы для 
лингвистической 

переменной «уровень 
потенциальной 
опасности» 

негативная эмоциональная 
окраска И очень высокая  

смысловая близость 
очень высокая  
вероятность 

негативная эмоциональная 
окраска И высокая 

смысловая близость 
очень высокая  
вероятность 

негативная эмоциональная 
окраска И низкая 

смысловая близость 
высокая 

вероятность 
нейтральная эмоциональная 

окраска И очень высокая  
смысловая близость 

очень высокая 
вероятность 

нейтральная эмоциональная 
окраска И высокая  

смысловая близость 
высокая 

вероятность 
нейтральная эмоциональная 

окраска И низкая 
смысловая близость 

низкая 
вероятность 

позитивная эмоциональная 
окраска ИЛИ очень низкая 

смысловая близость 
очень низкая 
вероятность 

 
Первым шагом алгоритма принятия решений 

на основе нечеткой логики является процесс фа-
зификации входных значений, то есть представ-
ление четкого значения в нечетком виде путем 
вычисления для каждой функции принадлежности 
значения соответствующей лингвистической пе-
ременной. Полученные значения отражают сте-
пень принадлежности входных данных к той или 
иной терме лингвистической переменной. 

Следующим шагом алгоритма является про-
цесс составления нечетких правил, которые по-
зволяют найти результирующее нечеткое значе-
ние. В таблице 1.1 приведены правила, которые 
использовались при построении рассматривае-
мого алгоритма. 

При анализе приведенных нечетких правил 
можно заметить, что они отображают процесс при-
нятия решения человеком, когда исходным явля-
ется некое множество параметров и возможных 

решений. Дополнительным преимуществом та-
кого рода правил является то, что они выражены 
на естественном человеческом языке, с помощью 
которого можно легко отразить качественные 
значения этих параметров, а также производить 
их анализ. Правила могут модифицироваться и 
составляться исходя из конкретной решаемой 
задачи. 

Для оценки значения принадлежности каж-
дого из правил используются специальные мате-
матические операции для работы с нечеткой ло-
гикой. Логическое И при составлении нечетких 
правил эквивалентно пересечению соответст-
вующих нечетких множеств, а результирующее 
значение принадлежности равно минимальному 
значению функций принадлежности для каждого 
множества: 

( ) min[ ( ), ( )].A B A BMF u MF u MF u∩ =  
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Рисунок 1.4 – Иллюстрация процесса ограничения нечеткого множества 
финальной лингвистической переменной 

 
 
 

 
 

Рисунок 1.5 – Структурная схема алгоритма принятия решений на основе нечеткой логики 
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Рисунок 2.1 – Поверхность решений 

 

Логическое ИЛИ соответствует объединению 
нечетких множеств, а результирующее значение 
принадлежности равно максимальному значению 
функций принадлежности для каждого множества:  

( ) max[ ( ), ( )].A B A BMF u MF u MF u∪ =    
Важно отметить, что все правила выполня-

ются последовательно, для получения значения 
оценки принадлежности каждого правила, кото-
рое используется для ограничения соответст-
вующего нечеткого множества финальной лин-
гвистической переменной «уровень потенциаль-
ной опасности». 

Графической иллюстрацией такой операции 
для последнего нечеткого правила является ри-
сунок 1.4. 

Процесс ограничения нечеткого множества 
для целевой лингвистической переменной осу-
ществляется для каждого правила с последую-
щим объединением всех найденных решений.  

Заключительным шагом процесса принятия 
решения на основе нечеткой логики является 
дефазификация найденного нечеткого множест-
ва, то есть преобразование нечеткого значения в 
четкое. Существуют различные методы дефази-
фикации, однако наибольшее применение полу-
чил метод на основе вычисления центра тяжести, 
с использованием следующего выражения: 

1

1

( )
,

( )

K

i i
i

K

i
i

u MF u
a

MF u

=

=

⋅
=
∑

∑
 

где K  – число элементов в дискретном нечетком 
множестве. Таким образом, на выходе предло-
женного алгоритма на основе нечеткой логики 
имеется дискретное значение, отражающее ко-
личественную меру вероятности наступления 
потенциально опасной ситуации. На рисунке 1.5 
представлена структурная схема рассмотренного 
выше алгоритма.  
 

2 Результаты испытания алгоритма при-
нятия решений 

Как можно видеть из выше изложенного, 
предложенный алгоритм обладает высокой гиб-
костью и способностью быть адаптированным к 
конкретным решаемым задачам и условиям, а 
следовательно, вычисленный уровень потенци-
альной опасности будет зависеть от текущих 
настроек алгоритма.  

Для оценки результатов работы алгоритма 
на основе нечеткой логики можно использовать  
поверхность решений – множество решений при 
всех допустимых значениях входных парамет-
ров. Отдельно взятая точка подобной поверхно-
сти соответствует значению уровня потенциаль-
ной опасности при фиксированных значениях 
входных параметров.  

На рисунке 2.1 представлена поверхность 
решений для рассмотренных параметров алго-
ритма. 
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 Заключение 
В представленной работе предложен алго-

ритм принятий решений на основе использова-
ния математического аппарата нечеткой логики. 
Также был предложен подход к формализации 
понятия уровня потенциальной опасности, эмо-
ции и смысловой близости речевого сообщения с 
целевым контекстом. Конкурентным преимуще-
ством предложенного алгоритма является его 
гибкость и схожесть с процессом принятия ре-
шения человеком, отсутствие предопределенных 
пороговых значений и наличие «мягких» усло-
вий, небольшие вычислительные затраты.  
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ных подписчиков), 013952 (для предприятий и 
организаций). 
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GUIDELINES FOR AUTHORS 
 

In order for papers submitted to be published in 
the journal “Problems of Physics, Mathematics and 
Technics” the following rules should be taken into 
account: 
 – the paper should be in agreement with the 
type of the journal; 

– the paper should be an original work, it 
should not have been submitted for consideration or 
previously published in the bulk over 25% in an-
other scientific edition and (or) electronic publica-
tions with the exception of preprint publication 
(manuscript) of the paper of the authors (coauthors) 
on their own website; 
 – the paper should contain all statutory refer-
ences to the cited authors and published sources of 
the borrowed material. The author (coauthors) must 
obtain all the necessary permissions for the use of 
materials in the article, in the event that he is (they 
are) not their right holder (right holders). 

The paper should not contain the materials 
suppressed for publication in the press in accordance 
with the laws of the Republic of Belarus. 

Contents of a paper should be written in line 
with the scope of the journal. The paper should be 
written in Russian, Belarusian and English, edited 
thoroughly and submitted in two copies to the Edito-
rial Office. The manuscript should be printed on A4 
white paper with all pages numbered. In addition, 
the  authors  must  submit  the  electronic  version  
of their manuscript  either  on a CD or by e-mail  
(e-mail: pfmt@gsu.by). 

To prepare a paper it is possible to use MS 
Word for Windows (2000/2003), Times New Roman 
type, 14 pt. All margins are 2 cm. The author may 
also use 12pt LaTeX in standard style article without 
redefinition of the margins and introduction of the 
author’s commands. 

Index UDC is sited in the left corner of the first 
page. The title of the paper in capital letters is fol-
lowed by the name(s) of the author(s), authors' af-
filiations and full postal addresses next to which are 
an abstract of no more than ten lines and keywords. 
Relevant keywords should be placed just after the 
Abstract. 

A paper, as a rule, should include Introduction, 
Body Text, Conclusion and Literature. The title of 
the paper must be concise. It describes the main idea 
of your research. 

In the Introduction the author gives a brief re-
view of literature, his grounds and specific objec-
tives, he describes links with scientific and practical 
branches. All background information such as refer-
ence to the papers of others authors and some 
previous publications (including foreign ones) in the 
field of investigation is necessary. 

The main part should contain description of the 
techniques used and objects of investigation within a 
large scientific framework. This part may be divided 
into subsection (with explanatory headings). It pro-

vides the readers with the analysis of the publica-
tions on the problem described in these subsections. 

Formulas, figures and tables should be sequen-
tially numbered in the framework of the section, for 
example: (1.1), (2.3), figure 1.1, table 2.1. The author 
should number only the formulas with appropriate 
references. The formula number is placed on the right 
side of the page and the formula itself is centred. 

Figures and tables should be put into a contex-
tual framework. The size of figures and charts does 
not exceed 10х15 cm. Halftone photos should be 
glossy and contrast. Do not repeat extensively in the 
text the data you have presented in tables and figures. 

Each table should have the heading, in which 
units of measure describe the values under consid-
eration. All measurements and data should be given 
in SI units, or if SI units do not exist, in an interna-
tional accepted unit. The authors are advised to 
avoid abbreviations except for generally accepted 
ones (i. e., etc.). Define all abbreviations the first 
time they are used. 

In the Conclusion the received data are de-
scribed in concise form. The novelty of these results, 
advantages and possibility of practical use are pre-
sented. 

Publications cited in the text should be pre-
sented in a list of references following the text of the 
manuscript. References should be given in their 
original spelling, numbered in the order they appear 
in the text and contain full bibliography. Please, do 
not cite unpublished papers. The numbers of refer-
ences are sited in square brackets (e.g. [1], [2]). 

The paper should be signed by all authors. 
The following documents should be attached to 

the article: 
– covering letter of the organization in which 

the work was done with a request for publication; 
– information about the authors; 
– expert opinion on the possibility of publish-

ing an article in the press; 
– treaty on the transfer of the copyright (two 

copies). 
The authors should provide the following in-

formation on a separate sheet: surname, first name, 
patronymic, science degree, rank and correct postal 
address for correspondence, organization or com-
pany name and position, title, research field, home 
or office phone numbers, and e-mail address. 

Then the paper is sent to the Editorial Board to 
be reviewed. The Editorial Office informs the au-
thors of paper denial and the reviewer's conclusion 
without returning the manuscript. A request to revise 
the manuscript does not imply that the paper is ac-
cepted for publication since it will be re-reviewed 
and considered by the Editorial Board. The authors 
of the rejected paper have the right to apply for its 
reconsideration. 

The Editorial Board has the right to edit the 
manuscript and abridge it without misrepresenting 
the paper contents. 
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Papers not meeting the above requirements are 
denied and returned to the authors. The date of re-
ceipt of the final version by the Editorial Office is 
considered as the submission date. 

Authors are responsible for the submission of 
their publication because submission is a representa-
tion that the paper has not been previously published 
and is not currently under consideration for publica-
tion elsewhere. The Editorial Board charters top-
priority for postgraduate students (postgraduate 
course, persons working for doctor's degree, com-
petitors for scientific degree) during the current year 

of the completion of a course. Publication of the 
paper is free of charge. 

Samples of the preparation of an article, infor-
mation about the authors, expert opinion and the text 
of the treaty on the transfer of the copyright are 
placed on the site http://pfmt.gsu.by. 

The journal «Problems of Physics, Mathemat-
ics and Technics» is included in the mass media 
catalogue of the Republic of Belarus. Index: 01395 
(for personal subscribers), 013952 (for enterprises 
and organizations). 
 


	Обложка_1(14)2013.jpg
	Титул содержание выходные данные 2013-1.pdf
	Балмаков АП Семченко ИВ Хахомов СА Нагатсу М 2013-1.pdf
	Веко ОВ Овсиюк ЕМ Редьков ВМ 2013-1.pdf
	Гиргель CC 2013-1.pdf
	Гришечкин ЮА Капшай ВН 2013-1.pdf
	Залесский ВБ Кравченко ВМ Леонова ТР Поликанин АМ Зарецкая ЕП Петросян СГ Кечиянц АМ 2013-1.pdf
	Цырельчук ИН Хорошко ВВ Гременок ВФ Мишуто ВА 2013-1.pdf
	Чжубо Лю Рогачев АА Ярмоленко МА Джанг ЧН Рогачев АВ Горбачев ДЛ 2013-1.pdf
	Шилова ИВ Бельская ОА Сотский АБ 2013-1.pdf
	Шушкевич ГЧ Киселева НН 2013-1.pdf
	Гальмак АМ Воробьев ГН 2013-1.pdf
	Грицук ДВ Монахов ВС Шпырко ОА 2013-1.pdf
	Ломовцев ФЕ Ляхов ДА 2013-1.pdf
	Мурашко ВИ 2013-1.pdf
	Новиков СП 2013-1.pdf
	Старовойтов АП 2013-1.pdf
	Федорцова НМ 2013-1.pdf
	Ерофеева ЕА 2013-1.pdf
	Пекарь ДВ Садов ВС 2013-1.pdf
	Правила для авторов 2013-1.pdf

