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УДК 530.1; 539.12 

ПОЛЯРИЗУЕМОСТЬ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЧАСТИЦ 
В ТЕОРЕТИКО-ПОЛЕВОМ ПОДХОДЕ 

В.В. Андреев, Н.В. Максименко 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

POLARIZABILITY OF ELEMENTARY PARTICLES 
IN THE THEORETICAL-FIELD APPROACH 

V.V. Andreev, N.V. Maksimenko 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
На основе теоретико-полевого подхода и решений электродинамических уравнений ковариантным методом функций 
Грина получены лагранжианы и амплитуды комптоновского рассеяния на пионе и нуклоне с учетом электрической и 
магнитной поляризуемостей. Проведен расчет магнитной и электрической квазистатических поляризуемостей для 
спинорной частицы с использованием методики вычисления матричных элементов комптоновского рассеяния. 
 
Ключевые слова: поляризуемость, лагранжиан, комптоновское рассеяние, функция Грина. 
 
The effective Lagrangians and amplitudes of Compton scattering on pion and nucleon with the account of electric and magnetic 
polarizabilities are obtained on the basis of the theoretical-field approach and solutions of electrodynamic equations by means 
of Green functions covariant method. Calculations of magnetic and electric quasi-static polarizabilities of spinor particle were 
evaluated on the basis of matrix elements calculation for Compton scattering amplitudes. 
 
Keywords: polarizability, Lagrangian, Compton scattering, Green function. 

 
 

Введение 
При описании взаимодействия электромаг-

нитного поля со средами с определенными физи-
ческими свойствами эффективно использовались 
ковариантные теоретико-полевые методы [1]. В 
свою очередь, такие элементарные частицы, как 
адроны, также являются структурными объекта-
ми. Поэтому фундаментальные оптические ха-
рактеристики, такие как электрическая и магнит-
ная поляризуемости, естественным образом воз-
никают при описании взаимодействия низко-
энергетического электромагнитного поля с адро-
нами [2]–[4].  

Одной из сложных задач, возникающих при 
исследовании таких характеристик, является по-
следовательное ковариантное описание вкладов 
поляризуемостей в амплитуды и сечения элек-
тродинамических процессов на адронах. Подоб-
ную проблему можно решить, построив теорети-
ко-полевой ковариантный формализм взаимо-
действия электромагнитного поля с адронами с 
учетом их поляризуемостей.  

На протяжении многих лет Ф.И. Федоро-
вым, Л.Г. Морозом и их учениками активно раз-
вивались ковариантные методы получения ла-
гранжианов и уравнений взаимодействия элек-
тромагнитного поля с адронами, в которых элек-
тромагнитные характеристики этих частиц явля-
ются основополагающими [5]–[9]. В рамках не-
релятивистской электродинамики в монографии 
[10] проведено построение амплитуд и сечений с 
учетом поляризуемости ядер.  

Цель работы: получить в рамках ковариант-
ного теоретико-полевого подхода лагранжиан, 
тензор энергии-импульса и уравнения взаимо-
действия электромагнитного поля с адронами 
спина 0  и 1 2/  с учетом поляризуемостей.  

В работе также вычисляются структуры, ко-
торые аналогичны поляризуемостям, но возни-
кающие не за счет сильных взаимодействий. 
Анализируется их возможный вклад в поляри-
зуемости адронов.  

 
1 Ковариантное представление амплиту-

ды комптоновского рассеяния на π -мезоне с 
учетом вклада поляризуемостей 

Для определения низкоэнергетической час-
ти амплитуды комптоновского рассеяния (АКР) 
на π -мезоне с учетом его поляризуемостей вос-
пользуемся ковариантным формализмом Ла-
гранжа. Из низкоэнергетической теоремы следу-
ет, что АКР в области низких энергий определя-
ется  борновской  частью,  а также вкладом по-
ляризуемостей и среднеквадратичного радиуса 
мезона. 

Определим лагранжиан взаимодействия 
электромагнитного поля со структурной части-
цей с учетом поляризуемостей следующим обра-
зом:  

( )2 ( ) ( )

1
4

e
I I

L F F

m L L

μν μ
μν μ

α

φ φ

φ φ

+

+

= − + ∂ ∂ −

− + + .
             (1.1) 

В уравнении (1.1) введены обозначения:  
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( )

( )

( ) ( )

e
I

I

L j A e A

L L P M L P M F

μ
μ

α μν μν
μν

φ φ+= + ,

⎡ ⎤= , ,∂ + ∂, , ,⎣ ⎦
HJ HJJ G H JG JJG   (1.2) 

где P
JG

 и M
JJG

 – операторы электрической и маг-
нитной поляризаций структурной частицы и  

( )( )
4
iL P M P P Mm

ν μμ νμν μνρσ
ρ σε, ,∂ = − − + ,∂ ∂ ∂

HJ HJJ G G G GHJ HJ HJJ  

( )( )
4
iL P M P P Mm

ν μμ νμν μνρσ
ρσε∂, , = − − + .∂ ∂ ∂

H JG JJG H H HJG JG JJG  

Стрелки указывают направления действия опе-
раторов  (производных) на волновые функции 
π -мезона ( ),xφ  а сокращенная запись  под-

разумевает следующее: l l† ( ) ( ).Q x Q xφ φ=  

Выражение (1.2) согласовано с классиче-
ским определением взаимодействия электромаг-
нитного поля с частицей с учетом ее электриче-
ской и магнитной поляризаций [11], [12].  

Воспользуемся уравнениями Лагранжа-
Эйлера для того, чтобы найти уравнения движе-
ния структурной заряженной частицы спина 0  в 
электромагнитном поле. В итоге приходим к со-
отношению  

l l( )( ) ( )2( ) ( ) ( ) ( ) ( )em x x x xV V
αμ

μ φ φ∂ ∂ + = − + ,   (1.3) 

где  
l l l( )( ) ( ) ( ) 2 2( ) ( )e

Ix x ieA ieA e AV V
α α νν ν

ν νπ+ = ∂ + + ∂ − ,  

l ( )
† ( )

( )

( ) .

I L P M

L P M F

α ν ρσ

ν

ρσ
ρσ

π φ
∂ ⎡= , ,∂ +⎣∂ ∂

⎤+ ∂, , ⎦

HJ HJJ G

H JG JJG        (1.4) 

Соотношения выше позволяют нам вычис-
лить АКР на π -мезоне с учетом поляризуемо-
стей. Для этого определим S -матричные эле-
менты согласно работам [13], [14]:  

l

l

( )4

( )4

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

c
fi p pt

p p

S f x d x x x x f xV

i d xf x x f xV

α

α

=+∞

∗

′ ′= , Δ − =

= −

∫
∫

(1.5) 

с ( )c x x′Δ −  – функцией Грина и с волновыми 
функциями мезонов в виде плоских волн  

( )
3 2

exp
( )

(2 ) 2p
p

ipx
f x

Eπ /

−
= .  

Далее, используя асимптотические условия, 
в которых пренебрегается взаимодействиями при 
t = ±∞  для S -матричных элементов (1.5), нахо-
дим, что  

l ( )4

4

( )

( ) ( )

fi p IS i d x f x

d x L P M L P M F

α μ
μ

μν μν
μν

π
∗= ∂ =

⎡ ⎤= , ,∂ + ∂, , .⎣ ⎦

∫
∫

HJ HJJ G H JG JJG  

 Для операторов электрической и магнитной 
поляризаций структурной частицы P

JG
 и M
JJG

 нами 
предлагается использовать выражения:  

4 ( ) 4 ( )E MP F i M iF
ρμρ

μρρπα πβ= , = ,∂ ∂
JG JJGG G�  

где Eα  и Mβ  – электрическая и магнитная поля-
ризуемости π -мезона, а тензор 

1 2 .FF
μν μνρσ

ρσε= /�  
Тогда для S -матричного элемента получим:  

42
fi

E M

S i d x
m

F F F F

ν ν
ρ ρ

μρμρ
μνμν

π

α β

⎡ ⎤= + ×∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

⎡ ⎤× + .⎣ ⎦

∫
H G H G

� �
    (1.6) 

Используя соотношение  
21 ,

2
F F FF F

μρ μρ ρ
μν μν νδ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= −� �  

уравнение (1.6) можно представить в виде [15]:  
4

2

2

( )
2

fi

M
E M

S i d x
m

F F F

ν ν
ρ ρ

μρ ρ
μν ν

π

βα β δ
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= + ×∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

× + − .

∫
H G H G

     (1.7) 

В импульсном представлении амплитуда 
(1.7) после выделения нормировочных множите-
лей запишется следующим образом:  

( ) ( )
( )

4
1 1 2 2

6
1 2 1 2

(2 )
162fi

i k p k p
S M

E E
π δ

ωωπ
− + − −

=   (1.8) 

с матрицей :M  

[2 1 2 1

(2) (1) (1)
(1) (2) (2)

2 ( )E M

M

M p p p p
m

F F F F F F

μ μ
ν ν

ρν ρν ν μν
μρ μρ μ μν

π α β

β δ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − + + ×

⎤× + − .⎦

 (1.9) 

В соотношениях (1.8) и (1.9) использованы 
обозначения: 

1 1(1) 1 1 ;F k e k eμν μ ν ν μ
λ λ= −   

2 2(2) 2 2 ;F k e k eμν μ ν ν μ
λ λ= −  

1 2k ,  – 4-импульсы фотонов с энергиями 1 2ω ,  и 
векторами поляризаций 

1 2
eλ ,

 соответственно.  
Ковариантное уравнение (1.9) является ка-

либровочно-инвариантным выражением для AKP 
на частице спина 0 с учетом поляризуемостей.  

 
2 Ковариантное представление АКР на 

нуклоне с учетом вклада поляризуемостей 
Определим лагранжиан взаимодействия 

электромагнитного поля с частицей спина 1 2/  
(для определенности с нуклоном) следующим 
образом:  

( )

( ) ( ) l ( )

21
4

1 1
2 4

L x F

x i m eA F xL
μν

μν

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

= − +

+ Ψ ∂ − − − Ψ −
G JG

 

( ) ( ) l ( )1 1
2 4

x i m eA F xL
μν

μν

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

− Ψ ∂ + + + Ψ ,
H HJ (2.1) 

где  

( )i
L P P Mm

ν μμν μ ν μνρσ
ρ σε⎡ ⎤= − − + ,∂ ∂ ∂⎣ ⎦

G G GJG HJ HJ HJJ   (2.2) 

( )i
L P P Mm

ν μμν μ ν μνρσ
ρσε⎡ ⎤= − + .∂ ∂ ∂⎣ ⎦

H H HHJ JG JG JJG    (2.3) 
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Так же как и в предыдущем случае, используя 
уравнения Лагранжа-Эйлера и лагранжиан (2.1), 
приходим к уравнениям:  

( ) l ( )1 0
4

i m eA F xL
μν

μν

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∂ − − − Ψ = ,
G JG  

( ) ( ) l 1 0
4

x i m eA FL
μν

μν

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Ψ ∂ + + + = .
H HJ  

Чтобы получить согласование с низкоэнер-
гетическим представлением амплитуды компто-
новского  рассеяния  на  нуклоне,  операторы 
поляризации частицы определим следующим 
образом:  

l m4 4E MF FP M
μ μ μνμν

ν νπα γ πβ γ= , = ,�  
где Eα  и Mβ  – электрическая и магнитная поля-
ризуемости нуклона.  

С помощью уравнений (2.1)–(2.3) найдем 
лагранжиан взаимодействия IL   

( ) 2
I E ML x F F F Fm

μμ νρ
μν ρμν ρ

π α β θ⎡ ⎤= + ,⎣ ⎦� �   (2.4) 

где  

( ) ( )
2
i x xνρ ν ρθ γ= Ψ ∂ Ψ .  

Тогда на основе определения S -матрицы рас-
сеяния через лагранжиан взаимодействия IL   

� ( ) 4
IS i L x d x= ∫  

можно рассчитать дифференциальное сечение 
комптоновского рассеяния на угол 0θ =  в лабо-
раторной системе отсчета c точностью до 2:ω  

22 ( )QED QED
E M

d
d m m

α ασ ω α β
⎡ ⎤

= − + ,⎢ ⎥Ω ⎣ ⎦
   (2.5) 

где ω  – частота излучения и 2 (4 ).QED eα π= /  Вы-
ражение (2.5) совпадет с раннее известными для 
случая 0Nκ =  (см., например, [16]), что под-
тверждает правильность разработанной в данной 
статье методики построения лагранжиана с уче-
том поляризуемостей.  
 

3 Тензоры энергии-импульса  взаимодей-
ствия электромагнитного поля спина 1/2 с 
учетом электрической поляризуемости 

В электродинамике при описании взаимо-
действия электромагнитного поля с заряженной 
частицей спина 1 2/  используется лагранжиан 
[17], [18]:  

1
4 2 2

i iL F F D D mμν
μν= − + Ψ Ψ − Ψ Ψ − ΨΨ,

JJG HJJ
 (3.1) 

где  
ieAD μμ μ= −∂

GJJG  и .ieAD μμ μ= +∂
HHJJ  

Соответствующие (3.1) уравнения Лагран-
жа-Эйлера имеют вид:  

( ) ( )0 0iD m iD m− Ψ = , Ψ + = ,
JJG HJJ

      (3.2) 

F jμν μ μ
μ γ∂ = ≡ Ψ Ψ.                (3.3) 

Канонический и метрический тензоры энер-
гии-импульса выражаются через операторы по-
лей [18]:  

( ) 1
4

canT F A g F Fρ ρσ
μν μρ ν μν ρσ μνθ= − ∂ + + ,�   (3.4) 

( ) 1
4

1
2

metrT F F g F F

j A j A

ρ ρσ
μν μρ ν μν ρσ

μ ν ν μμνθ ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + +

+ − + ,�
      (3.5) 

где  

2
i μ

μν νμ μν νμν θ θ θ γθ ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + , = Ψ ∂ Ψ.�    (3.6) 

Проделаем аналогичные построения ла-
гранжиана, но уже для частицы, имеющей элек-
трическую поляризуемость Eα  ( 0Mβ = ). Для 
этого объединим лагранжианы (2.4) и (3.1)  

1
4 2 2

i iL F F mD D
μν

μν
′ ′= − + Ψ Ψ − Ψ Ψ − ΨΨ,

JJG HJJ (3.7) 

в котором операторы D  переопределены с уче-
том поляризуемости  

2 Eg F F ieAD m
νσ

μν σν μ μμ
πα⎛ ⎞

′ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + − ,∂
GJJG  

2 Eg F F ieAD m
ν σ

μν μ σν μμ
πα⎛ ⎞

′ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + + .∂
HHJJ      (3.8) 

Следуя методике, с помощью которой были 
получены выражения (3.4) и (3.5), найдем метри-
ческий тензор энергии-импульса с учетом поля-
ризуемости частицы спина 1 2/ :  

( )
1
4

1
2

metr

I

T F F g F F

j A j A T

μν μρ ν μν ρσ
ρ ρσ

μν
μ ν ν μ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + −

− + + ,
         (3.9) 

где  

,
4I

gT J F F J
μν

μν μρ ν ρσ
ρ ρσ= +           (3.10) 

а вспомогательный тензор J  пропорционален 
электрической поляризуемости  

( )4 EJ F F
m

μσ μρρσ ρ σ
μ μ

πα
θ θ= − − .� �      (3.11) 

Из соотношений (3.10) и (3.11) следует, что 
при взаимодействии электромагнитного поля с 
частицей большой массы плотность энергии пе-
реходит в классическое выражение при 0Mβ =  
[16]:  

00 22 ET πα= − ,E                   (3.12) 
где E  – вектор напряженности электрического 
поля.  
 

4 Квазистатические поляризуемости час-
тиц спина 1/2 в КЭД  

Интересной особенностью частиц, не 
имеющих структуру за счет сильных взаимодей-
ствий (поляризуемости, среднеквадратичный 
радиус и др.), является наличие аналогичных 
характеристик, но за счет электромагнитных или 
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слабых взаимодействий. Так, хорошо известно, 
что аномальный магнитный момент электрона 
«индицируется» высшими порядками теории 
возмущений, в то время как у протона он имеет-
ся изначально.  

В данном разделе найдем квазистатические 
поляризуемости бесструктурных фермионов, 
которые возникают в комптоновском рассеянии 
за счет высших порядков.  

Хорошо известно, что в общем случае AKP 
T  вперед ( 0θ = ) и назад (θ π= ) с точностью до 

2ω  запишутся в виде:  
( )2( 0) 8 f E MT mλ σ

λ σ λ λ σ σθ π ω α β δ δ′ ′,
′ ′, , ,= = + ,    (4.1) 

( )2( ) 8 f E MT mλ σ
λ σ λ λ σ σθ π π ω α β λδ δ′ ′,

′ ′, − , ,−= = − .  (4.2) 
Здесь λ  и λ′  – спиральности начального и ко-
нечного фермионов со спиральностями λ  и λ′  
соответственно; σ , σ ′  – спиральности входяще-
го и исходящего фотонов; fm  – масса фермиона.  

С другой стороны, существует возможность 
рассчитать матричные элементы и, соответст-
венно, амплитуду комптоновского рассеяния в 
рамках КЭД, включая следующий за борновским 
порядок теории возмущений по константе QEDα  
(cм., например, [19], [20]). В работах [21], [22] 
разработана методика вычисления поляризуемо-
стей фермионов в рамках квантово-полевых мо-
делей и теорий, путем сравнения соответствую-
щих матричных элементов.  

Итогом этой процедуры в данном случае 
являются соотношения:  

2 2

3 3

811 2
3 6 3

QED QEDq s q s
E M

f f f

ln
m m m

α α ωα β
π π

− −
⎛ ⎞

+ = + ,⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (4.3) 

2 2

3 3

459 2
3 6 3

QED QEDq s q s
E M

f f

ln
m m

α α ωα β
π π λ

− − ⎛ ⎞− = − + ,⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4.4) 

где параметр λ  представляет собой бесконечно 
малую массу фотона.  

Отметим следующий факт: в силу того что 
структуры, аналогичные поляризуемостям, появ-
ляются за счет электромагнитных взаимодейст-
вий, имеет смысл говорить о полученных выше 
величинах как о неких «квазиполяризуемостях», 
которые представляют собой поправки к поляри-
зуемостям в общем случае. По этой причине для 
них и введены обозначения .q s q s

E Mα β− −,  
Как следует из (4.3) и (4.4), квазистатиче-

ские поляризуемости помимо постоянных чле-
нов, содержат и неаналитические слагаемые 

,lnω∼  которые расходятся в томпсоновском 
пределе ( 0ω → ). Именно вышеуказанное свой-
ство и послужило причиной того, что в работах 
[23], [24] структуры (4.3) и (4.4) были названы 
квазистатическими поляризуемостями.  

Уравнение (4.3) совпадает с выражением, 
полученным в работах [23], [24], а формула (4.4) 
получена впервые. И если в работе [23] методика 

потребовала значительных усилий по расчету 
сечений и взятия интегралов в правиле сумм 
Балдина [3], то в предлагаемой методике проце-
дура фактически свелась к разложению выраже-
ний матричных элементов по частоте фотона .ω  

Из соотношений (4.3) и (4.4) легко найти 
электрическую ( q s

Eα
− ) и магнитную ( q s

Mβ
− ) квази-

статические поляризуемости и оценить их вклад 
в поляризуемости «дираковского» протона (то-
чечный фермион с нулевым аномальным маг-
нитным моментом).  

Полагая ,f pm m=  а параметр 0 1 ,pmω = , ⋅  
находим, что  

7 35 8 10 Фм .q s q s
E Mα β− − −+ ≈ − , ×           (4.5) 

Сравнивая полученный результат с эксперимен-
тальными данными [25]:  

( )( ) ( ) 4 313 8 0 4 10 Фм ,p p
E Eα β −+ = , ± , ×  

можно  заметить,  что вклад данных поправок 
мал и не превышает даже экспериментальных 
ошибок.  

 
Заключение 
На основе теоретико-полевого подхода и 

решений электродинамических уравнений мето-
дом функции Грина получены в ковариантной 
форме лагранжианы и амплитуды комптоновско-
го рассеяния на пионе и нуклоне с учетом их 
поляризуемостей.  

Установлено, что в случае пиона операторы 
электрической и магнитной поляризаций струк-
турной частицы P

JG
 и M

JJG
 определяются через 

тензоры электромагнитного поля:  
4 ( )EP F i

μ μρ
ρπα= ∂

JG G
 и 4 ( )MM iF

ρ

μρπβ= ∂
JJG G

�  
для адронов спина 0  и  

l 4 ,EP F
μ μν

νπα γ=  m 4 MM F
μ μν

νπβ γ= �  
адронов спина 1 2./  

Выполнено релятивистское обобщение под-
хода [10] для получения АКР на скалярных и 
спинорных частицах с учетом их поляризуемо-
стей. Получены соответствующие тензоры энер-
гии-импульса взаимодействия электромагнитно-
го поля с адронами спина 1 2./   

Показано, что разработанный ковариантный 
формализм Лагранжа для взаимодействия элек-
тромагнитного поля с адронами согласуется с 
низкоэнергетической теоремой комптоновского 
рассеяния как для спина 0,  так и для спина 1 2./  

На основе оригинальной методики воспро-
изведен известный результат для комбинации 
квазистатических поляризуемостей q s q s

E Mα β− −+  в 
рамках КЭД и получено новое выражение для 

.q s q s
E Mα β− −−  Несомненным достоинством методи-

ки выделения  «поляризуемостей»,  упомянутой 
в  разделе 4,  является ее относительная просто-
та. Данный подход открывает более широкие 
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возможности для изучения внутренней структу-
ры нуклонов и может быть применен в рамках 
различных квантово-полевых теорий и моделей.  

 
ЛИТЕРАТУРА 

1. Бокуть, Б.В. О сохранении момента им-
пульса электромагнитного излучения в оптиче-
ски активных средах / Б.В. Бокуть, А.Н. Сердю-
ков // ЖПС. – 1970. – Т. XII. – Вып. 1. – С. 139–
141.  

2. Klein, A. Low-energy theorems for renor-
malizable field theories / A. Klein // Phys. Rev. –
1955. – Vol. 99. – P. 998–1008.  

3. Baldin, А.М. Polarizability of nucleons / 
А.М. Baldin // Nucl. Phys. – 1960. – Vol. С18. –
P. 310–317.  

4. Петрунькин, В.А. Рассеяние фотонов ма-
лой энергии на системе со спином 1 2/  / 
В.А. Петрунькин // ЖЭТФ. – 1961. – Т. 40. – № 4. 
– С. 1148–1154.  

5. Мороз, Л.Г. Матрица рассеяния с учетом 
взаимодействия Паули / Л.Г. Мороз, Ф.И. Федо-
ров // ЖЭТФ. – 1960. – Т. 39. – Вып. 2. – С. 293–
303.  

6. Крылов, Б.В. Спиновые частицы в поле 
плоской электромагнитной волны / Б.В. Крылов, 
А.Ф. Радюк, Ф.И. Федоров // Препринт АН 
БССР. Ин-т физики. – 1976. – №  113. – 60 с.  

7. Максименко, Н. В. Поляризуемость и ги-
рация элементарных частиц / Н.В. Максименко, 
Л.Г. Мороз // Вопросы атомной науки и техники. 
Серия: общая и ядерная физика. – 1979. – 
№ 4 (10). – С. 26–27.  

8. Левчук, М. И. Гирация нуклона как одна 
из характеристик его электромагнитной структу-
ры / М.И. Левчук, Л.Г. Мороз // Весцi АН БССР. 
Сер. фiз.-мат. наук. – 1985. – № 1. – С. 45–54.  

9. Андреев, В.В. Поляризуемости псевдоска-
лярных мезонов в пуанкаре-ковариантной квар-
ковой модели / В.В. Андреев, Н.В. Максименко // 
Becнiк Брэсцкага ýнiверсiтэта. Сер. Прырода-
знаýчых навук. – 2009. – № 2 (33). – С. 36–45.  

10. Барышевский, В.Г. Ядерная оптика по-
ляризованных сред / В.Г. Барышевский. –М. : 
Энергоатомиздат , 1995. – 315 с.  

11. де Гроот, С.Р. Электродинамика / 
С.Р. де Гроот, Л.Г. Сатторп. – М. : Наука, 1982. – 
560 c.  

12. Anandan, J.S. Classical and quantum inter-
action of the dipole / J.S. Anandan // Phys. Rev. 
Lett. – 2000. – Vol. 85. – P. 1354–1357.  

13. Богуш, А.А. Введение в теорию класси-
ческих полей / А.А. Богуш, Л. Мороз. – 
Минск : Наука и техника , 1968. – 387 с.  

14. Богуш, А. А. Введение в калибровочную 
полевую теорию электрослабых взаимодейст-
вий / А. А. Богуш. – Минск : Наука и техника, 
1987. – 359 с.  

15. Максименко, Н.В. Низкоэнергетическое 
комптоновское рассеяние и поляризуемость ад-
ронов спина 0 в калибровочно –инвариантном 
подходе / Н.В. Максименко, Е.В. Вакулина // 
Известия вузов. Физика. – 2010. – Т. 53. – № 7. – 
С. 84–88.  

16. Петрунькин, В.А. Электрическая и маг-
нитная поляризуемости адронов / В.А. Петрунь-
кин // ЭЧАЯ. – 1981. – Т.  12. – С. 692–753.  

17. Бьеркен, Д.Д. Релятивистская квантовая 
теория: в 2 т. / Д.Д. Бьеркен, С.Д. Дрелл. – 
М. : Наука, 1978. – Т.1: Релятивистская кванто-
вая механика. – 296 c.  

18. Полубаринов, И.В. Уравнения квантовой 
электродинамики / И.В. Полубаринов // ЭЧАЯ. – 
2003. – Т. 32.– Вып. 3. – С. 738–811.  

19. Tsai, W.-Y. Compton scattering. ii. differen-
tial  cross-sections  and   left-right   asymmetry /  
W.-Y. Tsai, L. L. Deraad, K. A. Milton // Phys. Rev. 
– 1972. – Vol. D6. – P. 1428–1438.  

20. Denner, A. Complete O(alpha) QED cor-
rections to polarized Compton scattering / A. Den-
ner, S. Dittmaier // Nucl. Phys. –1999. – Vol. B540. 
– P. 58–86.  

21. Андреев, В.В. Электрические и магнит-
ные квазистатические поляризуемости спинор-
ной частицы в КЭД / В.В. Андреев, А.М. Сейт-
лиев // В сб. науч. трудов «Ковариантные методы 
в теоретической физике. Физика элементарных 
частиц и теория относительности» / под ред. 
Ю.А. Курочкина [и др.] Институт физики НАН 
Беларуси. – Вып. 7. – Минск : Институт физики 
НАН Беларуси, 2011. – С. 8–15.  

22. Андреев, В.В. Инвариантные амплитуды 
комптоновского рассеяния в КЭД / В.В. Андреев, 
А.М. Сейтлиев // Весцi НAH Беларусi. Сер.фiз.-
мат. навук. – 2011. – 3. – С. 60–65.  

23. Llanta, E. Polarizability sum rules in QED / 
E. Llanta, R. Tarrach // Phys.Lett. – 1978. – Vol. 
B78. – P. 586– 589.  

24. Holstein, B.R. Sum rules for magnetic mo-
ments and polarizabilities in QED and chiral effec-
tive-field theory / B.R. Holstein, V. Pascalutsa, 
M. Vanderhaeghen // Phys. Rev. – 2005. – Vol. D72, 
№  9. –P. 094014.  

25. Review of Particle Physics / K. Nakamura 
[et al.] // Journal of Physics G. – 2010. – Vol. 37. –
P. 075021.  
 

Поступила в редакцию 17.11.11. 
 
 



Проблемы физики, математики и техники, № 4 (9), 2011 
 

© Андрусевич П.П., Плетюхов В.А., Стражев В.И., 2011             
12 

  

УДК 539.12:530.145 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ТИПА ПАУЛИ-ГЮРШИ В SU(3)-МОДЕЛИ 
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TRANSFORMATIONS OF THE PAULI-GÜRSEY TYPE IN SU(3)-MODEL 

P.P. Andrusevich1,V.A. Pletyukhov2, V.I. Strazhev1 
1Belarusian State University, Minsk 
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Показано, что наиболее полной группой непрерывных преобразований внутренней симметрии лагранжевой формули-
ровки теории безмассовой дираковской частицы с тремя внутренними степенями свободы является группа SU(3,3). В 
рамках релятивистской квантовой механики группа цветовой симметрии представляет собой максимальную непре-
рывную компактную подгруппу последней. 
 
Ключевые слова: преобразования, внутренняя симметрия, дираковское поле, генераторы, группа, инвариантность. 
 
It is shown that the group SU(3,3) is the complete continuous group of internal symmetry of the Lagrangian formulation of the 
theory of the massless Dirac fermion with three internal degrees of freedom. The color symmetry group SU(3) can be consid-
ered as a compact subgroup of the latter. 
 
Keywords: transformations, internal symmetry, Dirac field, generators, group, invariance. 

 
 

Введение 
Симметрии уравнения Дирака, не связанные 

с преобразованиями пространственно-временых 
координат, обсуждаются в литературе в различ-
ных математических подходах достаточно давно 
(см. [1]–[3] и цитированную здесь литературу). 
Известно, что лагранжева формулировка массив-
ного дираковского поля инвариантна относи-
тельно преобразований группы внутренней сим-
метрии SO(2,1), получившей в работе [1] назва-
ние зарядовой симметрии. Для безмассового ди-
раковского поля известна также симметрия, опи-
сываемая группой SO(3) и получившая название 
группы Паули-Гюрши [4], [5]. При использова-
нии матричной формы записи уравнения Дирака 
для безмассовых микрообъектов 

0μ μγ ψ∂ =  ( 1,2,3,4)μ =              (0.1) 
преобразования группы Паули-Гюрши имеют 
вид: 

5
* *

5

,

,

a b C

b C a

ψ ψ γ ψ

ψ γ ψ ψ

′ = +

′ = +
                  (0.2) 

где 4 ,ψ ψ γ+=  5 1 2 3 4,γ γ γ γ γ=  2 4C γ γ=  – матрица 
зарядового сопряжения, a  и b  – произвольные 
комплексные числа, удовлетворяющие условию 

2 2| | | | 1.a b+ =  В свою очередь, в работах [5], [6] 
отмечается, что при переходе к безмассовому 
дираковскому полю группа зарядовой симметрии 
расширяется до 6-параметрической группы 
SO(3,1) (будем называть ее полной группой Пау-
ли-Гюрши), включающей в себя вышеуказанные 
группы SO(2,1) и SO(3) в качестве подгрупп. 

Как видно из (0.2), для нахождения наибо-
лее полной группы внутренней симметрии без-
массового дираковского поля в соответствующие 
преобразования надо включить, помимо волно-
вой функции ,ψ  также сопряженную функцию 

,ψ    что  фактически  означает  использование  
8-компонентной волновой функции 

.
ψ
ψ
⎛ ⎞

Ψ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                           (0.3) 

В работе [7] показано, что данный прием 
эквивалентен вещественному описанию дира-
ковского поля, при котором вещественные и 
мнимые компоненты комплексной функции ψ  
разделены. В рамках такого описания в [8] уста-
новлено, что полная группа Паули-Гюрши со-
стоит из двух принципиально разных типов пре-
образований, которые коммутируют (три генера-
тора) или антикоммутируют (три генератора) с 
матрицами μΓ  8х8 уравнения Дирака, представ-
ленного в вещественной форме. Группа зарядо-
вой симметрии SO(2,1) задается генераторами 
преобразований, коммутирующими с вышеука-
занными матрицами. Группа Паули-Гюрши 
включает в себя генератор фазовых преобразова-
ний дираковского поля, который присутствует и 
в группе зарядовой симметрии, а также преобра-
зования, которые антикоммутируют с матрицами 

.μΓ  Иными словами, расширение группы заря-
довой симметрии до группы SO(3,1) связано, как 
и  в  случае перехода от группы вращений к 
группе Лоренца, с вовлечением в рассмотрение 

ФИЗИКА
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преобразований, имеющих иное физическое ис-
толкование и следствия. В частности, это приво-
дит к возможности рассмотрения внутренней 
симметрии SO(3,1) в теории двух типов полей 
Дирака с отличной от нуля массой [9], а также в 
теории вещественного поля Дирака-Кэлера [10]. 

В настоящей работе подход к установлению 
наиболее полной группы внутренней симметрии 
дираковских полей, базирующийся на использо-
вании вещественной формы их описания, приме-
няется к системе из трех уравнений Дирака с 

0,m =  лежащей, как известно, в основе SU(3)-
калибровочной модели сильных взаимодействий. 
 

1 Вещественная форма системы трех 
уравнений Дирака 

Рассмотрим систему трех уравнений Дирака 
для безмассовых частиц ( 0m ≠ ): 

1

2

3

0,

0,

0.

μ μ

μ μ

μ μ

γ ψ

γ ψ

γ ψ

∂ =

∂ =

∂ =

                       (1.1) 

Метрику пространства gμν  и матрицы μγ  выбе-
рем в виде: 

(1,1,1,1),g diagμν =                  (1.2) 

2

4 3 2

,
( 1,2,3).

i i

I i
γ σ σ

γ σ
= ⊗

= ⊗ =
              (1.3) 

Беря от (1.1) комплексное сопряжение и учиты-
вая мнимый характер временной координаты 4 ,x  

для сопряженных функций * * *
1 2 3, ,ψ ψ ψ  получим 

уравнения: 
( )
( )
( )

*
1 1 2 2 3 3 4 4 1

*
1 1 2 2 3 3 4 4 2

*
1 1 2 2 3 3 4 4 3

0,

0,

0.

γ γ γ γ ψ

γ γ γ γ ψ

γ γ γ γ ψ

− ∂ + ∂ − ∂ − ∂ =

− ∂ + ∂ − ∂ − ∂ =

− ∂ + ∂ − ∂ − ∂ =

     (1.4) 

Рассматривая системы (1.1) и (1.4) совместно, 
придем к 24-компонентной системе уравнений, 
которую можно представить в универсальной 
матричной форме: 

0.μ μΓ ∂ Ψ =                         (1.5) 
При выборе волновой функции Ψ  в (1.5) в виде  

* * *
1 2 3 1 2 3( , , , , , ) столбецψ ψ ψ ψ ψ ψΨ = −   (1.6) 

для матриц μΓ  будем иметь выражения: 
           1 3 3 1,Iσ γΓ = ⊗ ⊗  2 6 2 ,I γΓ = ⊗   

3 3 3 3,Iσ γΓ = ⊗ ⊗  4 3 3 4.Iσ γΓ = ⊗ ⊗     (1.7) 
Для дальнейшего удобно перейти к пред-

ставлению, в котором вещественные и мнимые 
компоненты волновой функции разделены: 

1 2 3 1 2 3

1,2,3 1,2,3 1,2,3

1,2,3 1,2,3 1,2,3

( , , , , , ) столбец,
1 ( ),
2
1 ( ).
2

r r r i i i

r

i

ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ

ψ ψ ψ

∗

∗

Ψ = −

= +

= −

 (1.8) 

Указанный переход от представления (1.6) 
осуществляется с помощью унитарного преобра-
зования базиса в пространстве волновой функ-
ции :Ψ  

12 12

12 12

12 121

12 12

1 ,
2

1 .
2

I I
u

I I

I I
u u

I I
− +

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟−⎝ ⎠

            (1.9) 

Матрицы μΓ  при этом принимают вид: 

1 1 3 1,Iσ γΓ = ⊗ ⊗  2 6 2 ,I γΓ = ⊗  

3 1 3 3,Iσ γΓ = ⊗ ⊗  4 1 3 4.Iσ γΓ = ⊗ ⊗   (1.10) 
Лагранжиан уравнения (1.5) 

L μ μ μ μη+= −ΨΓ ∂ Ψ = −Ψ Γ ∂ Ψ          (1.11) 
эквивалентен лагранжиану исходной системы 
(1.1) 

1 1 2 2 3 3

1 4 1 2 4 2 3 4 3

L μ μ μ μ μ μ

μ μ μ μ μ μ

ψ γ ψ ψ γ ψ ψ γ ψ

ψ γ γ ψ ψ γ γ ψ ψ γ γ ψ+ + +

= − ∂ − ∂ − ∂ =

= − ∂ − ∂ − ∂
 (1.12) 

при выборе матрицы билинейной формы η  в 
(1.11) в виде 

6 4 ,Iη γ= ⊗                         (1.13) 
который инвариантен относительно преобразо-
вания (1.9). 

Уравнение (1.5) с волновой функцией (1.8), 
матрицами μΓ  (1.10) и лагранжианом (1.11), 
(1.13) будем называть вещественной формой ис-
ходной системы (1.1) с лагранжианом (1.12), по-
скольку соответствующая матричному уравне-
нию (1.5) система 24-х уравнений, записанных в 
явном виде, является вещественной. Эту форму 
мы и будем использовать при установлении 
группы внутренней симметрии лагранжевой 
формулировки системы (1.1). 

Как уже отмечалось во введении, данный 
подход аналогичен подходу Паули, который 
применялся в работе [4] при установлении пол-
ной группы внутренней симметрии безмассового 
уравнения Дирака, и является в определенном 
смысле его модифицированным обобщением на 
случай дираковских полей различных размерно-
стей. 

 
2 Внутренняя симметрия лагранжиана 
Для решения поставленной задачи будем 

использовать фермионный базис, в котором ди-
ракоподобные матрицы ,μΓ  по определению, 
имеют следующую блочную форму: 

6 .Iμ μγΓ = ⊗                        (2.1) 
Переход от представления (1.8) в фермионный 
базис может быть осуществлен посредством 
унитарного преобразования: 

[ ]6 4 2 1 3 4 2
1 ( ) ( ) ( )
2

A I I i I I iγ σ γ= ⊗ − + ⊗ ⊗ + ,  (2.2) 

[ ]1
6 4 2 1 3 4 2

1 ( ) ( ) ( )
2

A A I I i I I iγ σ γ− += = ⊗ + + ⊗ ⊗ − .  



П.П. Андрусевич, В.А. Плетюхов, В.И. Стражев 
 

                   Проблемы физики, математики и техники, № 4 (9), 2011 14 

Матрица билинейной формы η  принимает при 
этом вид: 

1 3 4( ) .Iη σ γ= ⊗ ⊗                      (2.3) 
Инвариантность уравнения (1.5) с матрица-

ми μΓ  (2.1) относительно преобразований внут-
ренней симметрии 

( ) ( )x Q xμ μ′Ψ = Ψ                    (2.4) 
обеспечивается матрицами двух типов 

(1)
1 4 ,Q q I= ⊗                          (2.5) 

(2)
2 5,Q q γ= ⊗                         (2.6) 

где (1) (2),q q  – комплексные матрицы 6х6, на 
которые накладываются ограничения, связанные 
с сохранением вещественного характера уравне-
ния (1.5). При этом матрицы 1 2,Q Q  удовлетво-
ряют следующим перестановочным соотношени-
ям с матрицами μΓ  (2.1): 

1[ , ] 0,Q μ −Γ =                            (2.7) 

2[ , ] 0.Q μ +Γ =                           (2.8) 
Матричные преобразования (2.5), (2.6) 

можно параметризовать посредством 72-х базис-
ных операторов  

00 24 0 3 4

0 2 4 4

( )
( ) ( )

i i

A A iA i A

J I J I I
J I I J I

σ
α σ α

= , = ⊗ ⊗ ,

= ⊗ ⊗ , = ⊗ ⊗ ,
    (2.9) 

00 6 5 0 3 5

0 2 5 5

( )
( ) ( )

i i

A A iA i A

L I L I
L I L

γ σ γ
α γ σ α γ

= ⊗ , = ⊗ ⊗ ,

= ⊗ ⊗ , = ⊗ ⊗ ,
  (2.10) 

где ( 1 8)A Aα = ÷  – генераторы группы SU(3), 
которые выберем в виде: 

11 33 22 33
1 2

23 32 13 31
3 4

12 21 23 32
5 6

31 13 12 21
7 8

( )

( ) ( )

e e e e

e e e e

e e i e e

i e e i e e

α α

α α

α α

α α

= − , = − ,

= + , = + ,

= + , = − − ,

= − − , = − − ,

 (2.11) 

ije  –элементы полной матричной алгебры [11, 
с. 307]. 

Возвращаясь теперь обратно в базис (1.8), 
получим для операторов (2.9), (2.10) выражения: 

00 24 10 1 3 4

20 3 3 2 30 2 3 2

0 2 4 1 1 4

2 3 2 3 2 2

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ;

A A A A

A A A A

J I J I I
J I J I
J I I J I

J J

σ
σ γ σ γ

α σ α
σ α γ σ α γ

= , = ⊗ ⊗ ,

= − ⊗ ⊗ , = ⊗ ⊗ ,

= ⊗ ⊗ , = ⊗ ⊗ ,

= − ⊗ ⊗ , = ⊗ ⊗

(2.12) 
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2 2 2 5

3 3 2 5
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( )
( )
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( )
( )
( ) .

A A

A A

A A

A A

L I
L I

L i I
L i I

L
L I

L i
L i

σ γ
γ

σ γ γ
σ γ γ
σ α γ

α γ
σ α γ γ
σ α γ γ

= ⊗ ⊗ ,

= ⊗ ,

= − ⊗ ⊗ ,

= − ⊗ ⊗ ,
= ⊗ ⊗ ,

= ⊗ ⊗ ,

= − ⊗ ⊗ ,
= − ⊗ ⊗

            (2.13) 

Условие сохранения вещественного харак-
тера уравнения (1.5) относительно преобразова-
ний, задаваемых базисными операторами (2.12), 
(2.13), накладывает на соответствующие пара-
метры N N

N NJ Lω θ↔ , ↔  следующие ограни-
чения: 

00 20 30 01 05 16 17

18 21 25 31 35

10 06 07 08 11 15 26 27

28 36 37 38

...,
..., , , ...,

...,
, , вещественные;

ω ω ω ω ω ω ω
ω ω ω ω ω

θ θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ

, , , , , , ,

, ,
, , , , , , , ,

, −

   (2.14) 

10 06 07 08 11 15 26

27 28 36 37 38

00 20 30 01 05 16 17

18 21 25 31 35

...,
, , ,
...,

..., , , ..., мнимые.

ω ω ω ω ω ω ω
ω ω ω ω ω

θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ

, , , , , , ,

, ,
, , , , , , ,

, , −

  (2.15) 

Требование инвариантности лагранжиана 
(1.11) относительно преобразований внутренней 
симметрии (2.4) приводит к условию 

,Q Qμ μη η+ Γ = Γ                    (2.16) 
которое для матриц 1 2,Q Q  принимает соответ-
ственно вид: 

1 1 ,Q Qη η+ =                           (2.17) 

2 2 .Q Qη η+ = −                         (2.18) 
 Каждое из условий (2.17), (2.18) наклады-
вает по 15 связей на параметры этих преобра-
зований (мы их не будем выписывать ввиду 
громоздкости). В результате получаем 42-пара-
метричекую группу матричных преобразований, 
задаваемую 72 базисными операторами (2.12), 
(2.13), на параметры которых (2.14), (2.15) 
накладывается 30 условий, вытекающих из 
(2.17), (2.18). 

Для того чтобы выяснить структуру данной 
группы преобразований, выделим из них непре-
рывные преобразования, представимые в форме 
Ли. С этой целью запишем условие (2.16) для 
бесконечно малых преобразований 

1 21 , 1 .Q J Q Lω θ= + = +             (2.19) 
В результате получим соотношения 

( ) ,J Jω η ωη+ = −                     (2.20) 

( ) ,L Lθ η θη+ =                       (2.21) 
в которых базисные операторы ,J L  (за исклю-
чением единичного 00J ) выступают в качестве 
генераторов. Непосредственная проверка пока-
зывает, что условия (2.20), (2.21) выполняются 
для 36 однопараметрических преобразований, 
задаваемых генераторами 

0 06 07 08 11 15

21 25 31 35

...
... , , ..., ;

iJ J J J J J
J J J J
, , , , , ,

, , , ,
        (2.22) 

00 01 05 16 17

18 26 27 28 36 37 38

...,
, , , .
L L L L L

L L L L L L L
, , , , ,

, , ,
       (2.23) 

Остальные 6 однопараметрических преоб-
разований  представляют  собой  дискретные 
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преобразования, являющиеся аналогом 5γ -пре-
образования,  которое  в случае трех безмассо-
вых уравнений Дирака реализуется в 3! 6=  ва-
риантах. 

Что касается непрерывной группы Ли, зада-
ваемой генераторами (2.22), (2.23), то один из них 
( 00L ) коммутирует со всеми остальными и пред-
ставляет собой непрерывный аналог 5γ -преобра-

зования ( 00 00Leθ ) для системы из трех безмассовых 
уравнений Дирака. Оставшиеся 35 генераторов об-
разуют унитарную группу SU(3,3) с 18 веществен-
ными ( 20 30 21 25 31 35 26 27 28..., , ,..., , ,ω ω ω ω ω ω θ θ θ, , , , ,  

36 ,θ 37 ,θ 38θ ) и 17 мнимыми ( 10ω , 06 07ω ω, , 08ω ,  

11 15 01 05 16 17 18..., , ..., , ,ω ω θ θ θ θ θ, , , ) параметрами. 
 
Заключение 
Итак, наиболее полной непрерывной груп-

пой внутренней симметрии лагранжевой форму-
лировки теории безмассовых дираковских фер-
мионов с тремя внутренними степенями свободы 
является группа SU(3,3). Она состоит из преоб-
разований двух типов 1Q  и 2 ,Q  соответственно 
коммутирующих и антикоммутирующих с мат-
рицами μΓ  уравнения (1.5), представляющего 
собой вещественную матричную форму исход-
ной системы (1.1). Генераторы (2.22), относя-
щиеся к преобразованиям 1Q , образуют в группе 
SU(3,3) 21-параметрическую подгруппу с 12-тью 
вещественными ( 20 30 21 25 31 35..., , , ...,ω ω ω ω ω ω, , , ) 
и 9-тью мнимыми ( 10 06 07 08 11 15...,ω ω ω ω ω ω, , , , , ) 
параметрами, изоморфную группе SO(4,3) и яв-
ляющуюся наиболее полной группой внутренней 
симметрии лагранжиана системы трех уравнений 
Дирака для частиц с ненулевой массой [13]. В 
свою очередь, группа SU(3) цветовой симметрии 
является максимальной компактной подгруппой 
последней и задается генераторами 06 07J J, ,  

08 11 12 13 14 15J J J J J J, , , , ,  [7]. Тем самым допуска-
ется возможность трактовать происхождение 
цветовой симметрии как результат спонтанного 
нарушения симметрии SО(4,3), что является 
предметом исследования авторов в настоящее 
время. 

Что же касается преобразований 2 ,Q  которые 
задаются генераторами (2.23), антикоммутирую-
щими с матрицами ,μΓ  то они представляют рас-
ширение типа Паули-Гюрши симметрии SO(4,3) до 
группы SU(3,3). Возможные физические следствия 

наличия такого расширения также будут рассмот-
рены в последующих работах авторов. В первую 
очередь, представляет интерес вопрос, какие из 
вышеуказанных симметрий, помимо цветовой, 
«выживают» на квантовом уровне. 
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SELF-ASSEMBLED NANOPLASMONICS 
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NanoSciences Group, CEMES/CNRS UPR 8011, 29 rue Jeanne Marvig, 31055 Toulouse Cedex 4, France 

 
Известные к настоящему времени плазмонные структуры можно разделить на два класса в зависимости от того, полу-
чены ли они с использованием традиционных микро-технологических методов, как например, электронной и фотоли-
тографии (top-down), или в процессе химического синтеза (bottom-up). Первые интенсивно изучаются вплоть до на-
стоящего времени, но остаются большими и простыми в смысле размеров и особенностей архитектуры соответствен-
но. Плазмонные структуры, формирующиеся в результате bottom-up процессов, стали доступными для исследования 
только недавно, и необходимо исследовать их оптические свойства в ближней зоне. Bottom-up подход расширяет воз-
можности объединения малых наноструктур в сложные по архитектуре системы. Самоорганизация наночастиц в 
сложные суперструктуры – один из предложенных процессов, связанных с усложнением структуры. В данной статье 
мы обсуждаем проблемы синтеза самоорганизующихся наноструктур, оптической адресации в таких структурах и 
вводим понятие многомерных плазмонных структур. 
 
Ключевые слова: субволновая оптика, нанофотоника, наноструктуры, коллоид металла, оптика ближнего поля, 
плазмоника, самоорганизующиеся наноструктуры. 
 
State-of-the-art plasmonic structures can be splitted into two classes depending on whether they were obtained by top-down or 
bottom-up processes. The former have been extensively studied but they remain to be large and simple in terms of feature size 
and architecture, respectively. The latter have only been made available recently and need much investigation of their near-field 
optical properties, yet they push the integration limit further and provide a new approach to complex architectures. Self-
assembling of nanoparticles in complex superstructures is one of the suggested bottom-up approaches. We discuss the challeng-
ing problem of the light evanescent wave optical addressing in such structures and introduce a concept of multi-scale plasmonic 
architectures. 
 
Keywords: sub-wavelength optics, nanophotonics, nanostructures, metal colloid, near-field optics, plasmonics, self-assembled 
nanostructures. 

 
 

Introduction 
The prospect of combining small dimensions of 

an electronic circuit with the large bandwidth of a 
photonic network has driven rapid expansion of re-
search into the area of nanoplasmonics and light 
flow control particularly at the sub-wavelength 
scale. The metal nanoscale features that can carry 
both optical signals and electric currents are surface 
plasmons (SPs). SPs are collective oscillation of 
surface electrons that can interact strongly with light 
resulting in optical energy confinement and en-
hancement of the near metal-dielectric surface. SPs 
coupled with light can propagate along the metallic 
structure and transport optical energy below the pho-
ton diffraction limit. By tailoring optical properties 
of metallic nanostructures it is possible to guide 
propagating SPs and thereby optically address single 
nanoscale and molecular systems with an unprece-
dented degree of spatial resolution lacking in con-
ventional photonic devices [1]. The advances in 
nanoplasmonics and nanofabrication will lead to 
further miniaturization of electro-optic photonic de-
vices and their implementation in molecular elec-
tronics, nano-resolution optical imaging, ultra-
sensitive sensors and information technology. The 

latter includes future all-optical integrated circuits, 
novel optical components for electro-optic devices, 
optical data transmission and communication.  

 
1 State-of-the-art of the plasmonics nanos-

tructures 
1.1 Top-down and bottom-up approaches 
The top-down approach to fabricate plasmonic 

structures is mainly based on electron beam lithog-
raphy and has been ubiquitous for implementation of 
the plasmonics ideas. The approach allows produc-
ing structures of the desired but rather simple shape 
and geometry. Moreover it suffers from lack of spa-
tial control (dimensions and definition of shapes and 
interstices) and energy dissipation due to poorly de-
fined objects’ structure. Chemically synthesized 
crystalline plasmonic nanostructures (so called bot-
tom-up approach) have defined surfaces and mor-
phology better than the top-down amorphous or 
polycrystalline nanostructures, exhibit lower losses 
and superior enhancement [2]. They also allow more 
accurate tuning of nanostructure’s optical properties 
due to precisely known morphological features 
which also makes theoretical investigation be more 
straightforward.  In spite of the superior  optical  

ФИЗИКА



Self-assembled nanoplasmonics 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 4 (9), 2011 17

properties of crystalline nanostructures their applica-
tion has been limited by difficulties in assembling of 
colloidal nanoparticles (NPs) of arbitrary shapes and 
sizes and in transferring from colloid onto a solid 
substrate. Thus, another approach is being devel-
oped, such as growing the desired nanoscale plas-
monic systems right on the substrate surface.  

 
1.2 Self-assembly of NP architectures 
Higher order architectures can be obtained by 

spontaneous self-assembly which yields, for exam-
ple, metal NP short chains or extended networks 
(figure 1.1). We foresee that the diversity of colloi-
dal chemistry principles that can be applied to such 
systems will not only allow the design and produc-
tion of well-defined superstructures such as dimers, 
trimmers, short chains with controlled length and 
topology but also offer a versatile platform for post-
assembly functionalization with active molecular 
moieties [3].  

 
Figure 1.1 – Formation of plasmonic particle net-
works from colloidal gold. Isolated 13nm diameter 
gold nano-crystals are self-assembled by addition of 
mercaptoethanol (MEA). The self-assembly into 
chains and then branched networks by induced dipo-
lar interactions (scheme in the upper insert) is fol-
lowed in time by UV-VIS spectrophotometry, which 
shows the decrease of the 520 nm band as the 
700 nm band emerges. After 24-48 hours, the net-
works are fully formed and can be observed in the 
transmission electron microcopy (image in the lower 
insert, bar 500nm). Spectra are taken at (i) 0 min, (ii) 
30 min, (iii) 1 h, (iv) 1.5 h, (v) 2 h, (vi) 2.5 h and 
(vii) 24 h after addition of MEA [5]. Spectra repro-
duced from [5] with permission of John Wiley and 
Sons, Inc. All rights reserved. 
 

Dipolar interactions are common for magnetic 
NPs, which bear an intrinsic dipole moment, lead-
ing, for example, to the alignment of iron oxide NPs 
inside magnetotactic bacteria [4]. In the case of 
spherical metallic NPs no intrinsic electric dipole 
should be expected. Nevertheless, citrate-capped 
NPs can be seen as highly negatively charged 
spheres. When a fraction of the citrates is replaced 
by another neutral capping group prone to forming a 

self-assembled monolayer on gold surfaces, one may 
expect the molecules to segregate into domains. 
Provided that the spatial distribution of the domains 
is slightly non-uniform, an induced electric dipole 
will be generated on the NP surface and linear self-
assembly and branching will proceed as for the pre-
vious systems. This is precisely what we observed 
when we mixed enough 2-mercaptoethanol (MEA) 
with  13 nm  citrate-capped  gold  NPs  to  cover 
60% of the gold surface with a SAM as shown in 
figure 1.1 [5]. 
 

2 Multi-scale plasmonic architectures 
By combining different bottom-up approaches 

such as self-assembling and self-organizing with 
lithography and other top-down methods, it becomes 
conceivable to produce integrated multi-scale plas-
monic architectures able to channel light from a mi-
cron-sized laser beam to nanoscopic entities (fig-
ure 2.1) [3]. To date, several approaches to explore 
capabilities of multi-scale plasmonic structures to 
propagate and confine light at nanoscale have been 
tested. In the pioneering work of J.C. Weeber fo-
cused beam launched SP polaritons (electromagnetic 
surface waves resulting from the coupling of inci-
dent light and SPs) on a homogeneous wide metal 
film which further propagated on thin metal stripes 
[5]. Direct excitation of SPs in metallic nanowires 
by a tightly focus beam [6] and electromagnetic en-
ergy transfer in chains of weakly coupled metal NPs 
upon excitation by the tip of the near-field scanning 
optical microscope [7] have been studied. Hybrid 
approaches combining plasmonic and dielectric 
wave guiding have been demonstrated by coupling 
light propagating along the microscopic polymer 
waveguide into a nanoscopic plasmonic waveguide, 
when two waveguides are perpendicular to each 
other [8] and by hybrid compact near-field interac-
tion between plasmonic and photonic waveguides 
[9]. However, in spite of the great effort applied by 
research groups worldwide in the area, the problems 
of high propagation losses and spatial control in 
plasmonic NP systems are still unsolved. 

Optical energy propagation in plasmonic nano- 
and micro-structures is at the heart of the plasmonic 
based future electro-optic devices, which may offer 
new solutions for optical signal processing and data 
transmission. Therefore the capacities of plasmonic 
nanostructures to (i) confine (ii) propagation and 
funnel light and (iii) optically address nanoscale 
entities are being studied by research groups world-
wide. In pursuing the goal of effective light flow 
control at nanoscale the major challenges have been 
formulated, such as: (i) synthesis, fabrication and 
manipulation of metal nanosystems with desired 
optical properties, (ii) fabrication  and manipulation 
of complex multi-scale plasmonics based electro-
optic devices, (iii) optical energy plasmonic nano-
systems coupling and decoupling, (iv) optical ad-
dressing spatial resolution control, (v) propagating 
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optical energy dissipation and losses decrease and 
compensation. 

 
Figure 2.1 – Underlying principle and chal-

lenges of self-assembled nanoplasmonics. Laser 
beam is incident on one end of the complex metal 
NP network. Optical energy is transported to another 
end of the network via near-field coupling. Fluores-
cence of the coupled to metal fluorophore is due to 
interaction of the transported light with the fluoro-
phore [5]. Inside front cover reproduced with per-
mission of John Wiley and Sons, Inc. All rights re-
served. 
 

The investigation of fundamental aspects and 
optimization of functionalities of the bottom-up 
plasmonic nanostructures require intensive support 
of both theoretical modeling and numerical simula-
tions. For example, understanding how plasmon 
couple with each other and with nearby molecules, 
accurate evaluation of dissipation in the developed 
multi-scale plasmonic structures, study of the disor-
der consequences on the efficiency of self-
assembled plasmonic structures will be among the 
major questions associated with future bottom-up 
plasmonics. In order to realize these objectives nu-
merical tools mainly based on the Green dyadic 
methods (GDM) will enable us to compute accu-
rately the local electromagnetic properties of three-
dimensional metal superstructures with complex 
geometries lying on the substrate [3]. 

Techniques for optical characterization of such 
multi-scale fabricated devices include near-field, far-
field, single molecule and electron loss spectroscopy 
methods. To investigate near-field optical properties 
of nano-objects, near-field experimental methods 
such as photon scanning tunneling microscopy and 
scanning near-field optical microscopy were initially 
developed. They, however, need to accurately locate 
a near-field detector (tip) in the vicinity of the sam-
ple, making the system difficult to describe theoreti-
cally since the detector has the influence on the sys-
tem itself. Recently, an alternative method based on 
two photon luminescence has been developed to 
give access to near field information through a far 
field measurement [10]. Together with GDM, TPL 
microscopy will be used to probe near and far field 

optical properties of  the developed self-assembled 
metal superstructures. 

 

Conclusion 
We discussed the advantages and disadvan-

tages of bottom-up and top-down approaches to syn-
thesize and fabricate plasmonic nanostructures. Bot-
tom-up structures possess superior optical, structural 
and morphological properties as compared with their 
top-down counterparts and present a promising solu-
tion for nanoplasmonics applications requiring opti-
cal addressing of nano and molecular systems with 
sub-wavelength spatial resolution, better control of 
optical energy propagation and reduced energy dis-
sipation at nanoscale. Example of a bottom-up sys-
tem of self-assembled gold nanoparticles was given. 
Finally, we presented a concept of multi-scale plas-
monic architectures and outlined the associated sci-
entific and technological challenges. 
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ФИЗИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА СКАЛЯРНЫХ 2D ПУЧКОВ КУММЕРА – ГАУССА 

С.С. Гиргель 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

PHYSICAL PROPERTIES OF SCALAR 2D BEAMS OF KUMMER – GAUSS 

S.S. Girgel 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Развит унифицированный формализм, с использованием которого можно вывести общие выражения для параксиаль-
ных двумерных световых пучков Куммера – Гаусса, подобных гауссовым, и установить взаимосвязь между ними. Де-
тально исследованы условия их физической реализуемости. Найдены новые типы пучков Куммера – Гаусса. Такие 
пучки представляют в виде произведения гауссиана на функции Куммера комплексного аргумента и целочисленного 
индекса n. 
 
Ключевые слова: параксиальные пучки, пучки Эрмита – Гаусса, пучки Куммера – Гаусса; пучки, подобные гауссовым; 
квадратичная интегрируемость. 
 
The unified formalism allowing to deduce common expressions for paraxial two-dimensional Gaussian-like light Kummer –
Gaussian beams and discover correlations between them is developed. Сonditions of their physical realizability are explored in 
details. New types of Kummer – Gaussian beams are discovered. Such beams are presented as Gaussian product on Kummer 
function of complex argument and a n integer index. 
 
Keywords: paraxial beams, Hermite – Gaussian beams, Kummer – Gaussian beams, Gaussian-like beams, square integrability. 

 
 

Введение 
 В настоящее время повысился интерес к 
поиску решений нового типа  для оптических 
полей. Наибольший интерес представляют реше-
ния, которые соответствуют локализованным в 
малом объёме направленным пучкам излучения, 
реализуемым экспериментально [1]–[2]. Обычно 
для вывода уравнений таких пучков используют 
различные подходы, поэтому установление 
взаимосвязей между ними затруднено. В нашей 
работе [3] был предложен унифицированный 
формализм, придерживаясь которого можно вы-
вести выражения для пучков, подобных гауссо-
вым, разных типов и установить взаимосвязь 
между ними. В настоящей работе этот форма-
лизм обобщен и представлен аналогично тому, 
как это реализовано в [4]. Подробно рассмотре-
ны условия физической реализации исследуемых 
пучков. Установлена также возможность суще-
ствования новых типов пучков и сформулирова-
ны условия квадратичной интегрируемости (КИ) 
сопоставляемых им выражений.  
 

1 Фундаментальная гауссова мода 
Для монохроматических волн вида 

( , ) exp( )f t f kz i tω= −r  
скалярное параболическое уравнение, решением 
которого является амплитуда f  параксиального 
светового 2D пучка, имеет вид [1]–[5]: 

2
,( 2 ) 0.x x zik f∂ + ∂ =                 (1.1) 

Целесообразно далее перейти к безразмерным 
переменным  

0 0/ , / .X x x Z z z= =               (1.2) 

Здесь 0 0,x >  2
0 0 / 2z k x=  – некоторые характер-

ные размеры пучка в направлениях, параллель-
ных осям ОХ и ОZ соответственно. Вместо стан-
дартного комплексного параметра пучка  

0 ,q z q= −  
где z  –расстояние от начала координат до точки, 
лежащей на оси пучка, в которой определяются 
характеристики волнового поля, введем ком-
плексный безразмерный параметр пучка 

0/Q q z=  и запишем, учитывая формулы (1.2):  

0 ,Q Z Q= −  где   ' ''
0 0 0.Q Q iQ= +       (1.3) 

Теперь параболическое уравнение (1.1) можно 
записать в безразмерном виде: 

2
,( 4 ) 0.X X Qi f∂ + ∂ =                    (1.4) 

 Из множества решений этого уравнения 
только одно является фундаментальным решени-
ем – гауссиан [1], [3], [5] 

2( , ) exp ) .G X Q iX /Q Q= (          (1.5) 
Данное решение удовлетворяет физическим 
принципам: при X →±∞  ( , ) 0;G X Q →  функция 
(1.5) квадратично интегрируема, если 

''
0 0Im( ) 0.Q Q= >  Гауссиан ( , )G X Q  представляет 

двумерную основную гауссову моду [5]. 
 

2 Подобные гауссиану моды высших по-
рядков 

Для нахождения более сложных решений 
параболического уравнения (1.4) используем 
подстановку 
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( , ) ( , ) ( , ).f X Q G X Q h X Q= ⋅            (2.1) 
Здесь на некоторую функцию ( , )h X Q  наклады-
вается гауссова функция ( , ).G X Q  Поэтому пуч-
ки, которым сопоставляются функции ( , ),f X Q  
будем  называть подобными гауссовым световы-
ми пучками.  
 Новая функция ( , )h X Q  удовлетворяет диф-
ференциальному уравнению 

2
,

4 4 0.X X X Q
ih X h i h

Q
∂ + ∂ + ∂ =         (2.2) 

Для его решения произведём нелинейную замену 
переменных: 

1( ) ( ),X Q X b Q= ⋅                    (2.3) 
где ( )b Q  – некоторая функция от Q. Тогда функ-
ция 1( , )h X Q  удовлетворяет уравнению 

1 1 1

2 2
, 12 4 0,X X X Qh c X h ib h−∂ − ∂ + ∂ =      (2.4)  

где 
2

2 2
2 1 ( ) .Q

ic d b
Qb b

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
           (2.5) 

Уравнение (2.4) при произвольной зависимости 
( )b Q  не имеет известных аналитических реше-

ний. Оно решается, если множитель с в (2.5) не 
зависит от Q и является некоторой комплексной 
константой. Интегрируя (2.5), находим ( )b Q  при 

:c const=  
2( ( )) .

( )
isb Q

Q Q cs
=

−
                (2.6) 

Здесь s – некоторая комплексная константа ин-
тегрирования.  
 Выполним разделение переменных в (2.4), 
предполагая, что 

1 1 1 3( , ) ( ) ( ).h X Q h X h Q= ⋅            (2.7) 
При этом условии уравнение (2.4) сводится к 
двум уравнениям: 

2
3

3
;

2
dh i b dQ
h

ν
= −                   (2.8) 

1 1 1

2
, 1 1 1 12 2 0,X X Xd h X d h hν− + =         (2.9) 

где ν – постоянная разделения переменных, в 
общем случае комплексная. 

Решения уравнений (2.8) и (2.9) соответст-
вуют параксиальным подобным гауссовым мо-
дам высших порядков и принципиально разли-
чаются при  c=0   и при  c≠0. Оба варианта об-
суждались в [3]; более подробно остановимся на 
модах, для которых c=0 .   

 
 3 Пучки Куммера – Гаусса с комплексным 
аргументом 

Если c≠0,  то, без ограничения общности, 
можно положить 1c =  и функцию ( )b Q  пред-
ставить в форме 

( )2 1/ 1/ .b i Q Q= −                    (3.1) 

Здесь введен второй комплексный безразмерный 
параметр пучка: .Q Q s= −  Тогда, полагая 

0 0 ,Q Q s= +  имеем  

0 ,Q Z Q= −   где  ' ''
0 0 0.Q Q iQ= +          (3.2) 

Теперь аргумент 1X  функции 1 1( )h X  зависит от 
поперечной координаты X  и двух комплексных 
параметров пучка Q  и :Q  

( )2 2
1 1/ 1/ .X i Q Q X= −                (3.3) 

Решение уравнения (2.8) имеет вид: 

( ) / 2
3( ) / .h Z Q Q

ν
=                   (3.4) 

 Общее решение 1 1( )h X  уравнения (2.9) – 
скалярную амплитуду подобного гауссиану пуч-
ка здесь удобно представить [3] через конфлю-
энтную гипергеометрическую функцию 1 1F  [6]–
[10] – функцию Куммера M:  

2
1 1 1 1 1 1

1 3( ) , ,
2 2 2

h X A X F Xν⎛ ⎞= ⋅ ⋅ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠  
2

1 1 1
1, ,

2 2
B F Xν⎛ ⎞⋅ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
1 1 ,e oh h≡ +       (3.5) 

где А и В – некоторые произвольные постоянные. 
Индексы o и e отмечают соответственно чет-
ность (even)  и нечетность (odd) функций  1

eh  и 

1
oh  относительно изменения знака аргумента 1.X  

Общее решение для амплитуды ( )f X  в 
(2.1) скалярного пучка, подобного гауссову, име-
ет вид [3]: 

( ) / 2
1 1( , , , ) ( , ) / ( ).f X Q Q G X Q Q Q h X

ν
ν = ⋅  (3.6) 

Зависимость функции f  от поперечной коорди-
наты 1X  определяется функциями Куммера и 
Гаусса, поэтому пучки, которым сопоставлены 
формулы (3.2)–(3.6), будем называть пучками 
Куммера – Гаусса (K-G). Функции (3.2)–(3.6) 
зависят от трех произвольных комплексных па-
раметров 0 ,Q  0Q  и .ν  Пучки K-G представляют 
обобщение пучков Эрмита – Гаусса (H-G) с ком-
плексным аргументом [1]–[5], [11]–[13]. Функ-
циям 1

eh  и 1
oh  соответствуют амплитуды ef  и 

,of  сопоставляемые пучкам K-G различной чет-
ности. Подчеркнем, что, в соответствии с (3.5)–
(3.6), для произвольного набора комплексных 
параметров ( 0 ,Q 0,Q ν ) всегда существуют два 

независимых решения ef  и of  – четное и не-
четное относительно изменения знака перемен-
ной Х. 

Схожие с полученными здесь решениями 
для амплитуды f  параболического  уравнения 
для скалярных 2D пучков были представлены в 
[4], (см. также [5], [12], [13]).  
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Заметим, что в [3] вместо Q  нами исполь-
зовалась переменная ,L iQ=  где ,Q Z i= −  т. е. 
характерный поперечный размер ox  выбирался 

так, чтобы выполнялось равенство ''
0 0.Q =  В на-

стоящей работе обсуждается более общий слу-
чай, когда 0 ,Q Z Q= −  где ' ''

0 0 0Q Q iQ= +  – неко-
торый комплексный скаляр. Отметим также, что 
в работе [3] допущена опечатка: формулу (3.15) в 
[3] следует записывать как Re(1/ ) 1.p > −   

Таким образом, при 0c ≠  параксиальные 
двумерные световые пучки, подобные гауссо-
вым, в общем случае являются пучками K-G, и 
им сопоставляются функции комплексного аргу-
мента 1,X  которые зависят от трех произволь-

ных комплексных параметров: 0 ,Q  0Q  и .ν  
Пучки K-G отличаются от гипергеометриче-

ски-гауссовых мод, рассмотренных в [14]–[16]. 
Заметим, что трехмерные скалярные реше-

ния для пучков K-G можно построить как произ-
ведения 2D решений типа (3.6): 

( , , )

( , , , ) ( , , , ).X X X Y Y Y

f X Y Z

f X Q Q f Y Q Qν ν

=

= ⋅
   (3.7) 

При  этом  возможна  любая  комбинация   чет-
ностей. Итак, в общем случае амплитуда 3D ска-
лярного пучка K-G  зависит от трех координат и 
шести свободных  комплексных параметров. 

 
4 Условия физической реализуемости 

пучков Куммера – Гаусса 
 Наибольший практический интерес пред-
ставляют физически реализуемые пучки конеч-
ной мощности [1], [2]. Амплитуда такого пучка 
должна быть ограниченной при всех Х. Более 
того, при X →±∞  амплитуда f должна стре-
миться к нулю и быть квадратично интегрируе-

мой, т.е. интеграл 22
1k f dX

∞

−∞
∫  должен сходить-

ся. Чтобы гауссов пучок был физически реали-
зуемым, как отмечалось выше, достаточно одно-
го простого ограничения: ''

0 0.Q >  
В работе [4] отмечено, что полученные  её 

авторами решения уравнений для пучков, при 
математическом описании представляемых как 
произведение функций параболического цилин-
дра на гауссиан G, инвариантны относительно 
преобразований (записаны с использованием 
введённых нами выше обозначений) 

,Q Q↔  ( 1).ν ν↔ − −                 (4.1) 
Несложно показать, что соотношения симметрии 
(4.1) выполняются и для пучков K-G. Поэтому 
будем использовать их далее. 

Проведем анализ условий КИ для пучков K-
G. Для этого исследуем асимптотическое пове-
дение функций f при f →∞ . Асимптотическое 

поведение конфлюэнтной гипергеометрической 
функции  ( )1 , ,F a b Φ  при Φ →∞  описывается 
формулой [7], [10] 

( )1
exp( ) ( ), ,

( )
ai a Г bF a b

Г b a
π −− ⋅

Φ = Φ
−

 

exp( ) ( ) ,
( )

a bГ b
Г a

−Φ ⋅
+ Φ                  (4.2) 

где Г – гамма-функция и 0, 1, 2,... .a m≠ − − = −  
Учитывая (4.2) применительно к (3.6), получим 
условия КИ для пучков K-G, соответствующие 
различным частным ситуациям, рассмотренным 
ниже.  

1. ν  – целое число. При этом возможны 
следующие частные случаи: 
 1.1. ''

0 0Q > . При 1,3,5,... 2 1mν = = +   выра-

жения для of  описывают стандартные, элегант-
ные и обобщенные пучки H-G. При выполнении 
дополнительного условия ''

0 0Q ≥  выражения для 
ef  соответствуют пучкам K-G нового типа, от-

меченным нами в [3] и отсутствующим в [4]. 
 1.1.1. При ''

0 0Q >  и каждом значении 

1, 3, 5, ... 2 1mν = − − − = − −  выражения для ef  
соответствуют различным пучкам H-G. При до-
полнительном ограничении ''

0 0Q ≥  функции of  
обладают  КИ и соответствуют пучкам K-G но-
вого типа, не описанным ранее в научной лите-
ратуре. 
 1.2. ''

0 0.Q >  При 0,2,4, ... 2mν = =  выраже-

ния для ef  описывают стандартные, элегантные 
и обобщенные пучки H-G. При дополнительном 
условии ''

0 0Q ≥  выражения для функций of  
представляют математический образ пучков K-G 
нового типа, отмеченных нами в [3]. 
 1.2.1. При ''

0 0Q >  при каждом значении  

2, 4, 6, ... 2 2mν = − − − = − −  выражения для of  
получаем различные по типу пучки H-G. При 
дополнительном условии ''

0 0Q ≥  функции ef  
обладают КИ и соответствуют пучкам K-G ново-
го типа, не описанным ранее в литературе. 
 В рассмотренных далее частных случаях 
2.1–2.4 условия физической реализуемости, т. е. 
КИ для четных и нечетных мод K-G одинаковы, 
поэтому далее индексы  o и e при f  опускаем. 

 2.1. При ''
0 0Q >  и ''

0 0Q >  пучки K-G обла-
дают  КИ при произвольных комплексных ин-
дексах ν.  
 2.2. Если ''

0 0,Q >  ''
0 0,Q =  то при различных 

значениях 'ν  вопрос о КИ решается по-разному: 
 2.2.1. Функция f является КИ, если 

' 1/ 2;ν > −  
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 2.2.2. 0f →  при ,x →∞  но не является 
КИ, если ' [ 1/ 2, 1);ν ∈ − −   
 2.2.3. 0f const→ ≠  и не является КИ при 

,x →∞  если ' 1;ν =−   

 2.2.4. f →∞  и не является КИ при 

,x →∞  если ' 1.ν < −  

 2.3. Если ''
0 0,Q =  ''

0 0,Q >  тогда решение 
вопроса о КИ функции f  неоднозначно:  
 2.3.1. пучок является КИ, если ' 1/ 2;ν < −   
 2.3.2. 0f →  при ,x →∞  но не КИ, если 

' [ 1/ 2,0);ν ∈ −  
 2.3.3. 0,f const→ ≠  но не КИ при ,x →∞  
если ' 0;ν =  
 2.3.4. f →∞  и не КИ при ,x →∞  если 

' 0.ν >  
 Варианты 2.3 получаются из 2.2 в результа-
те выполнения преобразований симметрии (4.1). 
 2.4. Наконец, если '' ''

0 0 0,Q Q= =  мы имеем 
снова различные варианты.  
 2.4.1. 0f →  при ,x →∞  но не КИ, если  

' ( 1,0);ν ∈ −  
 2.4.2. 0f const→ ≠  и не является КИ, если 

' 0ν =  или ' 1;ν =  
 2.4.3. f →∞  и не КИ при ,x →∞  если 

' 1ν < −  или ' 0.ν >  
 Все найденные выше условия КИ для функ-
ций, используемых при описании пучков K-G, 
подтверждаются при графическом моделирова-
нии их свойств.  
 Подчеркнем, что в варианте 2.4.3 при ' 0ν >  
получаем ,f →∞  а в варианте 2.4.2 при ' 0ν =  

функции 0.f const→ ≠  В работе [4] в обеих 

этих ситуациях авторы полагают, что 0,f →  но 
это неверно. Наши выводы, сформулированные в 
2.4, также соответствуют свойствам инвариант-
ности (4.1) пучков K-G. 

 
 5 Пучки K-G  целочисленного индекса ν 
 Остановимся на некоторых частных вариан-
тах пучков K-G целочисленного индекса ν, кото-
рые сводятся к пучкам H-G. Если 

1,3,5,... 2 1,mν = = +  то функции 1 1F  редуциру-
ются к полиномам Эрмита [6]–[8] нечетного ин-
декса: 

2
1 1 1 1

2 1 1

1 (2 1) 3, ,
2 2

( 1) ! ( ).
2(2 1)!

m

m

mX F X

m H X
m +

− +⎛ ⎞⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
=

+

        (5.1) 

Поэтому 1 1 2 1 1( ) ~ ( )o
mh X H X+  и функции  

2 1 1~ ( ).o
mf G H X+  

 Таким образом, если 1,3,5,... 2 1,mν = = +  то 

нечетные функции ,of  соответствующие пуч-
кам K-G, редуцируются в известные [2], [4], [5] 
нечетные функции комплексного аргумента, со-
поставляемые обобщенным пучкам H-G. 
 Аналогично, при 0,2,4,... 2mν = =  функции 

1 1F  редуцируются к полиномам Эрмита [6]–[8] 
четного индекса: 

2
1 1 1 2 1

1 ( 1) !, , ( ).
2 (2 )!

m

m
mF m X H X

m
−⎛ ⎞− =⎜ ⎟

⎝ ⎠
     (5.2) 

При этом 1 1 2 1( ) ~ ( )e
mh X H X  и функции  

2 1~ ( ).e
mf G H X  

 Следовательно, если 0,2,4,... 2 ,mν = =  то 

чётные  функции  ,ef  сопоставляемые пучкам 
K-G, сводятся к известным [2], [4], [5] четным 
функциям комплексного аргумента, посредством 
которых описывают обобщенные пучки H-G. 
 Пучки K-G, которым соответствуют нечёт-
ные функции of  при 0,2,4,... 2 ,mν = =  и пучки 
K-G, которым сопоставляют  чётные функции 

ef  при 1,3,5,... 2 1,mν = = +  являются новыми и 
не описаны в [4], [12], [13]. Например, авторы 
работы [4] искали решения параболического 
уравнения в виде функций параболического ци-
линдра, умноженных на гауссиан. Поэтому есте-
ственно, что те пучки K-G, которые не выража-
ются через функции параболического цилиндра, 
в [4] отсутствуют. 
 Используя соотношения инвариантности 
(4.1), получим аналогичные выводы относитель-
но условий существования новых пучков K-G, 
которым соответствуют функции ,of  снабжён-
ные отрицательным целочисленным индексом ν  
(варианты 1.1.1 и 1.2.1).  
 Аргумент 1X  функций Эрмита при описа-
нии пучков H-G может быть вещественным при 
любых Z только при выполнении условия  

0 0* .Q Q=  При этом обобщенные пучки H-G реду-
цируются к двумерным стандартным H-G  (sH-G)  
пучкам [1], [2] с вещественным аргументом. 
 В пределе при 0Q →∞  обобщенные пучки 
H-G комплексного аргумента сводятся к эле-
гантным пучкам H-G  (eHG), впервые введенным 
Сигманом [11].  
 Заметим, что только sH-G пучки распро-
страняются в свободном пространстве, сохраняя 
свою форму. Остальные пучки K-G в процессе 
распространения изменяют свой поперечный 
профиль. Поэтому их можно назвать пучками с 
изменяющейся геометрией профиля. К их числу 
относятся и eH-G пучки.  
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 Заключение 
 В данной работе унифицированный форма-
лизм использован для решения скалярного дву-
мерного параболического уравнения для пара-
ксиальных световых пучков. В этих целях после 
предварительного перехода к безразмерным пе-
ременным произведена нелинейная замена пере-
менных. Получены общие решения, пригодные 
для описания параксиальных пучков, подобных 
гауссову и  названных пучками K-G, так как для 
их математического описания используются 
произведения функций Куммера и Гаусса. Функ-
ции, соответствующие пучкам K-G, зависят от 
трёх свободных комплексных параметров – 0 ,Q  

0Q  и ν – и являются обобщением известных 
функций комплексного аргумента, сопоставляе-
мых обобщенным пучкам H-G. 
 Установлено, что при каждом наборе трёх 
свободных комплексных параметров 0 ,Q  0 ,Q  ν 
всегда  существуют  два  типа световых пучков 
K-G – описываемых четными ( ef ) и нечетными 

( of ) функциями аргумента Х. 
 Выявлено, что даже при целочисленных 
значениях индексов ,nν =  наряду с известным 
решением в виде функции H-G комплексного 
аргумента,  всегда существует второе (новое) 
решение, представляемое функцией K-G проти-
воположной чётности с таким же индексом 

.nν =  
 Установлена взаимосвязь пучков K-G с 
обобщенными, стандартными и элегантными 
пучками H-G. 
 Фазовая и амплитудная поверхности пучков 
K-G даже при распространении в свободном 
пространстве непрерывно деформируются. Все 
2D пучки K-G, кроме пучков sH-G, являются 
пучками c изменяющейся геометрией. 
 Найдены ограничения на параметры, при 
соблюдении которых полученные решения соот-
ветствуют пучкам с конечной энергией, подоб-
ным гауссовым, то есть физически реализуемым. 
Установлено, что условия физической реализуе-
мости различны для пучков K-G, описываемых 
чётными и нечётными функциями с целочислен-
ным индексом ν, и одинаковы – при нецелочис-
ленном индексе ν.  
 Показано, что выражения, полученные для 
описания 2D пучков K-G, легко обобщаются в 
формулы, соответствующие 3D пучкам. 
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GRAVITATIONAL WAVES IN THE EXTERNAL GRAVITATIONAL FIELD 
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В рамках релятивистской калибровочно-инвариантной модели скалярного гравитационного поля развивается теория 
распространения неоднородных по своей природе плоских гравитационных волн в свободном пространстве и в 
сплошной среде при воздействии внешнего поля тяготения. 
 
Ключевые слова: гравитационные волны, калибровочно-инвариантная модель, скалярное поле, волновое уравнение, 
частотная дисперсия, нейтронная звезда. 
 
The  theory  of  propagation  of  non-uniform plane gravitational waves in the free space and in the continuous medium at the 
influence  of  the  external gravitational field on the basis of relativistic gauge-invariant model of scalar gravitational field is 
developed. 
 
Keywords: gravitational waves, gauge-invariant model, scalar field, wave equation, frequency dispersion, neutron star. 

 
 

Введение 
Исследование проблемы гравитационного 

излучения в метрических теориях тяготения со-
пряжено с известными математическими трудно-
стями, возникающими из-за существенно нели-
нейного характера полевых уравнений. Поэтому 
при изучении гравитационных волн, как в общей 
теории относительности [1]–[3], так и в реляти-
вистской теории гравитации [4] принято ограни-
чиваться рассмотрением слабых полей и строить 
приближенную теорию гравитационных волн на 
основе поддающихся аналитическому решению 
линеаризованных уравнений. В общей теории 
относительности (ОТО) это соответствует, как 
известно, приближению малых возмущений мет-
рики пространства-времени, где гравитационные 
волны рассматриваются как мелкая «рябь» на 
фоне крупномасштабной кривизны, характерной 
для внешних полей тяготения [3]. 

Калибровочно-инвариантная модель тяго-
тения со скалярным потенциалом [5], [6], пред-
ставляющая последовательное минимальное ре-
лятивистское обобщение гравистатики Ньютона 
в рамках стандартных ограничений теории клас-
сических полей [7], [8] и восходящая к ранним 
попыткам построения релятивистской теории 
гравитационного поля со скалярным потенциа-
лом [9]–[12], допускает естественную и строгую 
линеаризацию уравнений поля простой заменой 
полевых переменных. При этом, как показано в 
[5], [6], можно обходиться без отмеченных выше 
упрощающих приближений и развивать точную 
теорию гравитационных волн в свободном про-
странстве без ограничения их интенсивности.  

В настоящем сообщении в рамках предло-
женной в [5], [6] модели гравитационного поля 
решена важная для астрофизических приложе-
ний задача распространения гравитационных 
волн в свободном пространстве и в плотной ма-
териальной среде при наличии сильного внешне-
го поля тяготения.  

 
1 Волновое уравнение 
Для получения полевого уравнения грави-

тационных волн, распространяющихся в услови-
ях воздействия внешних полей тяготения, при-
меним тот же, что и при учете гравитационного 
взаимодействия в механике и электродинамике 
[6], [13], способ мультипликативного подключе-
ния внешнего гравитационного поля к функции 
Лагранжа свободной физической системы. Ото-
ждествляя свободное гравитационное поле с 
классическим линейным скалярным безмассо-
вым полем U, в качестве его лагранжиана при-
мем выражение [6] 

( )
4 2

0 .
2
cL U

G μπ
= − ∂                    (1.1) 

«Подключение» к (1.1) внешнего поля тяготения  
g = −∇Φext.                            (1.2) 

приводит к модифицированному лагранжиану  

( )
4 2 ext.

2exp .
2
cL U

G cμπ
Φ⎛ ⎞= − ∂ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (1.3)  

Потенциал внешнего поля Φext в дальней-
шем будем считать заданным. Поэтому при по-
строении уравнения поля гравитационных волн 
ограничимся варьированием только волновой 
полевой переменной U. Таким образом, уравне-
ние Эйлера − Лагранжа 
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( )
L L

UUμ
μ

∂ ∂
∂ =
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с учетом (1.3) примет вид:  

ext.
2exp 0.U

cμ μ
⎛ Φ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

Переходя к трёхмерным обозначениям и учиты-
вая (2), получаем линейное волновое уравнение 
для потенциальной функции гравитационных 
волн во внешнем поле тяготения следующего 
вида: 

2
2

2 2 2
1 1 0.U
c t c

⎛ ⎞∂
∇ − − ∇ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

g          (1.4) 

 

2 Плоские волны 
Решения уравнения (1.4) будем искать в ви-

де плоских волн  
( )

0
i tU U e ω−= kr                     (2.1) 

с постоянной амплитудой U0. Подставляя (2.1) в 
(1.4), получим 

2
2

2 2 0.i U
c c
ω⎛ ⎞

− + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

kgk              (2.2) 

Как видно из (2.2), условием существования не-
тривиальных решений для U будет дисперсион-
ное уравнение  

 
2

2
2 2 0.i

c c
ω

− + =
kgk                  (2.3) 

Очевидно, никакие вещественные значения – 
одновременно для k и ω –при условии kg ≠ 0 не 
могут удовлетворить этому уравнению. Поэтому 
при вещественных частотах ω его решения для k 
следует искать в комплексной форме: 

,i= +k K N  где K и N − некоторые вещественные 
векторы, которые предстоит определить. 

Допуская комплексную форму волнового 
вектора k, мы, тем самым, переходим к поиску 
решений волнового уравнения (1.4) для скаляр-
ного поля U в виде неоднородных плоских волн 

( )
0 .i tU U e e ω−−= KrNr                (2.4) 

Таким образом, из (2.3) получаем уравнение 
2

2 2
2 2 22 0,ii

c c c
ω

− − − + + =
Ng KgK N KN  

которое преобразуется в систему уравнений для 
K  и N − вещественной  и  мнимой частей векто-
ра k: 

2
2 2

2 2 0,
c c
ω

− − − =
NgK N             (2.5) 

2 0.
2c

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

gK N                  (2.6) 

Эти соотношения должны выполняться для всех 
направлений волновой нормали n. Поскольку 

|| ,K n  то из (2.6) следует 

2 .
2c

= −
gN                            (2.7) 

Подставляя далее (2.7) в (2.5), получим дис-
персионное уравнение для волнового вектора K 
неоднородной гравитационной волны 

2 2
2

2 4 0.
4c c

ω
− + =

gK                  (2.8) 

Отсюда находим значение модуля K  
2

2 21 .
4

K
c c
ω

ω
= −

g                  (2.9) 

Аналогично теории электромагнитных волн 
введем для рассматриваемых волн показатель 
преломления n(ω), полагая  

( ) .
n
c

ω ω
=K n  

Из (2.9) при этом следует  

( )
2
0
21 ,n ω

ω
Ω

= −                   (2.10) 

где  

0 .
2
g
c

Ω =                         (2.11) 

Как видим, показатель преломления гравитаци-
онных волн, распространяющихся во внешнем 
поле тяготения, зависит от частоты. Это означа-
ет, что пространство, заполненное полем тяготе-
ния, в отношении условий распространения гра-
витационных волн проявляет себя как среда, об-
ладающая частотной дисперсией. 

Из (2.7), (2.10), (2.11) окончательно находим 
комплексный волновой вектор i= +k K N  грави-
тационной волны во внешнем поле тяготения g: 

( )
2 .

2
n

i
c c
ω ω

= −
gk n               (2.12) 

С учётом (2.12) для потенциальной функции (2.1) 
можем записать следующее выражение: 

 0 2exp exp .
2

nU U i t
cc
ω ω⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

gr nr   (2.13) 

Эта функция описывает плоскую неоднородную 
волну с постоянным амплитудным коэффициен-
том U0, распространяющуюся в направлении 
фазовой волновой нормали n и затухающую в 
направлении, противоположном вектору напря-
жённости g внешнего поля, с таким же коэффи-
циентом экстинкции, как и в случае электромаг-
нитных волн [13], [14].  

Как видно из (2.10), особенностью частот-
ной дисперсии гравитационных волн во внешнем 
поле тяготения является наличие критической 
частоты (2.11). В диапазоне частот 0ω < Ω  вол-
новой вектор (2.12) оказывается мнимым, и вол-
новой процесс вырождается в затухающее в про-
странстве колебание поля. Таким образом, вол-
новой процесс на частотах, меньших критиче-
ской, подавляется полем тяготения. 

 

3 Энергия гравитационного излучения  
Определим скорость переноса энергии не-

однородной гравитационной волной во внешнем 



А.Н. Годлевская, Н.Н. Егоров, А.Н. Сердюков 
 

                   Проблемы физики, математики и техники, № 4 (9), 2011 26 

поле тяготения. Канонический тензор энергии-
импульса скалярного поля [7], [8] 

,
( )

LT L U
Uμν μν ν

μ
δ ∂

= − ∂
∂ ∂

 

определяемый функцией Лагранжа (1.3), имеет 
вид: 

 
( )

4
2

ext.
2

1
2

 exp .

cT U U U
G

c

μν μ ν σ μνδ
π

⎛ ⎞= ∂ ⋅∂ − ∂ ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

Φ⎛ ⎞× ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3.1) 

Из (3.1) получаем положительное выражение для 
плотности энергии 44W T= −  

( )
24

2 ext.
2 2

1  exp
2
c UW U

G tc cπ

⎛ ⎞ Φ∂ ⎛ ⎞⎛ ⎞= ∇ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
  (3.2) 

и  формулу   для   плотности   потока   энергии 
Si = − icTi4: 

4
ext.
2 exp .c U U

G t cπ
Φ∂ ⎛ ⎞= − ∇ ⋅ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

S        (3.3) 

Отделяя вещественную часть в комплексном 
решении (2.13) и подставляя ее в формулы (3.2), 
(3.3), после усреднения по периоду колебаний 
поля найдем  

 
2 2

2
0 ,

2
cW U

G
ω
π

=                     (3.4) 

 ( )
2 2

2
0 .

2
c U cn

G
ω ω
π

=S n               (3.5) 

Из выражений (3.4) и (3.5) следует соотношение 
 ( ) ,Wcn ω=S n                      (3.6) 

которое означает, что перенос энергии гравита-
ционными волнами при их распространении во 
внешнем поле тяготения осуществляется в на-
правлении фазовой нормали n со скоростью 

( )эн. .cn ω=v  Эта величина, как легко убедиться, 
совпадает с групповой скоростью  

( ) 1

гр
( )

.
d n

c
d
ω ω
ω

−
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

v  

 
4 Гравитационные волны в сплошной сре-

де нейтронной звезды 
При решении задач об излучении гравита-

ционных волн в свободное пространство возни-
кает необходимость рассмотрения их распро-
странения в сплошной среде плотного источника 
(например, внутри нейтронной звезды) при на-
личии сверхмощного поля тяготения. Поле гра-
витационного излучения в этом случае будет 
описываться полным лагранжианом системы 
«поле – материя» [5], [6], модифицированным с 
учетом внешнего поля тяготения: 

( )
4 2 2 ext.

0 2exp ,
2
cL U c

G cμ μ
π

⎛ ⎞ Φ⎛ ⎞= − ∂ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
   (4.1) 

где μ0 – плотность звезды. Для упрощения задачи 
будем рассматривать ограниченный участок 
звездной среды вблизи поверхности, считая μ0 в 
его пределах постоянной величиной. 

Применяя вариационный принцип, из (4.1) 
получим волновое уравнение 

 
22

2 0
2 2 2 2

1 1 0,U
c t c c

ω⎛ ⎞∂
∇ − − ∇ − =⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

g        (4.2) 

где для удобства введено обозначение 
 0 02 .Gω π μ=                        (4.3) 

По-прежнему ограничиваясь рассмотрением 
плоских волн вида (2.1), переходим от (3.6) к 
алгебраическому уравнению 

 
2 2

2
2 2 0,i U

c c
ω⎛ ⎞−Ω

− + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

kgk            (4.4) 

которое имеет ненулевое решение при ком-
плексном волновом векторе 

2

2 21 .
2

i
c c
ω

ω
Ω

= − ⋅ −
gk n               (4.5) 

Здесь принято обозначение 

 2 2
0 0 ,ωΩ = Ω +                      (4.6) 

где, как и прежде, 0 / 2 .g cΩ =  
Как и в предыдущей задаче, в действитель-

ной части вектора (4.5) можно выделить показа-
тель преломления гравитационной волны при ее 
распространении в сплошной среде звездной 
материи с учетом поля тяготения: 

( )
2

21 .n ω
ω
Ω

= −                     (4.7) 

Из (4.6), (4.7) видно, что для волн в сплош-
ной среде сверхплотных звезд также существует 
критическая частота ,Ω  которая сдвинута в об-
ласть более высоких частот по сравнению с кри-
тической частотой в пространстве вне звезды 
( 0Ω >Ω ). 
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РЕЗОНАНСНАЯ СТРУКТУРА СЕЧЕНИЙ РАССЕЯНИЯ И ЭКСТИНКЦИИ 
В ПРОБЛЕМЕ МИ ДЛЯ БИИЗОТРОПНОГО ШАРА 

В.Н. Капшай1, А.А. Шамына1, В.В. Кондратюк2 

1Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
2Гомельский государственный технический университет им. П.О. Сухого, Гомель 

 
RESONANCE STRUCTURE OF THE SCATTERING AND EXTINCTION CROSS 

SECTIONS IN THE MIE PROBLEM FOR BIISOTROPIC SPHERE 

V.N. Kapshai1, A.A. Shamyna1, V.V. Kondratjuk2 
1F. Scorina Gomel State University, Gomel 

2P. Sukhoi Gomel State Technical University, Gomel 
 

На основе точного решения задачи Ми рассчитаны сечения экстинкции и рассеяния плоской монохроматической цир-
кулярно поляризованной волны на биизотропном шаре, помещённом в биизотропную среду. Зависимости сечений от 
отношения радиуса шара к длине волны проанализированы численно. Обнаружена резонансная структура сечений 
рассеяния и экстинкции с узкими и очень узкими пиками, которые накладываются на медленно осциллирующую ди-
фракционную зависимость. 
 
Ключевые слова: биизотропная среда, материальные уравнения, теория Ми, сферические электромагнитные волны, 
сечение рассеяния, сечение экстинкции, резонансная структура. 
 
The extinction and scattering cross sections for the case of the plane monochromatic circularly polarized electromagnetic wave 
scattered by a biisotropic sphere embedded in a biisotropic medium are calculated on the basis of the exact solution of the Mie 
problem. Scattering and extinction cross section dependences on the ratio of the sphere radius to the wavelength are analyzed 
numerically. The resonance structure of the scattering and extinction cross sections is revealed. These cross sections have nar-
row and very narrow peaks which are superimposed upon slowly oscillating diffraction background. 
 
Keywords: biisotropic medium, constitutive relations, Mie theory, spherical electromagnetic waves, scattering cross section, 
extinction cross section, resonance structure. 

 
 

Introduction 
This paper is devoted to the study of the 

extinction cross section behavior in the problem of 
electromagnetic plane monochromatic wave 
scattering by a biisotropic homogeneous sphere of 
radius R  imbedded in another biisotropic medium. 
The study of biisotropic media whose 
electromagnetic properties are described by the 
constitutive relations of the form  

( ) ;D E i Hε χ α= + +   ( )B i E Hχ α μ= − +  
[1]–[5], is important due to the fact that remaining 
isotropic these media, nevertheless, may have 
electromagnetic properties that are significantly 
different from the properties of simple isotropic 
media like isotropic dielectrics. 

 
1 Analytical solution of the Mie problem 
At first we discuss briefly the results of the 

corresponding scattering problem solving and 
present analytical expressions for the coefficients of 
scattered and internal fields [6]. Solving boundary 
problems with spherical symmetry it is convenient to 
use the theory of spherical vectors ( )L

JM rY n  [7] and 

define the spherical waves ( ) ( )|z
J MF k rν  [8]–[12]. 

Taking into account the spherical wave expansion of 

a plane monochromatic circularly polarized wave 
which  is  incident  on the biisotropic sphere [6], 
[10], [12]: 

( ) ( ) ( )
1

|jin
J J

J

E r E F k rν ννν

∞

=

=∑ ; 

( ) ( ) ( )
1

| ,jin
J J

J

H r E b F k rν ν ννν

∞

=

= −∑  

one should use analogous expansions for the scat-
tered and internal fields [6], [10], [12]: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1 1

1

1 1

| ,

| .prt

hsct J
J J

J

zJ
J J

J

E r E f F k r

E r E g F k r

ν σν σσν
σ

ν σν σσν
σ

∞

= =±
∞

= =±

= −

=

∑ ∑

∑ ∑
 

( ) ( ) ( )
1

1 1

| ,
hsct J

J J
J

H r E f b F k rν σν σ σσν
σ

∞

= =±

=∑ ∑  

( ) ( ) ( )1 1

1 1

| .prt zJ
J J

J

H r E g b F k rν σν σ σσν
σ

∞

= =±

= −∑ ∑  (1.1) 

0 2 (2 1) ;J
JE E J iπ= +  

( )2 / ;b iσ χ σ εμ χ μ= + −  

ФИЗИКА
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( )2 .k cν εμ χ να ω= − +  

The continuity of the tangential components of 
the electric and magnetic fields at the interface 
between two media yields a system of algebraic 
equations for the expansion coefficients from which 
one can determine the coefficients Jfσν  and Jgσν  of 
the scattered and internal fields. The solution of this 
system can be written as: 

;
f

J kf
k
σ σν

σν
ν

Δ
=

Δ
 

1
,

g
J kg

k
σ σν

σν
ν

Δ
=

Δ
                      (1.2) 

where 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 1 1 1

1 1
1 1 1 1

1 1
1 1 1 1

1 1

;

; ; ,JJ J

b b b b h h z z

b b b b W h z W h z

b b b b h z h z

j j k R h h k R z j k Rσσν σ σν

+ −+ −+ − + −

+ −+ −+ + − −

+ −− ++ − − +

⎡ ⎤Δ = + Π Π +⎣ ⎦

⎡ ⎤+ + −⎣ ⎦

⎡ ⎤− + Π Π⎣ ⎦

= = =

 (1.3) 

( )( )
1 1

1 1
f b b b b

z z j h j h

σν ν σ

σ σν ννσ

− + −

+ − − −

⎡ ⎤Δ = + ×⎣ ⎦

′ ′×Π + +
      (1.4) 

( )( )
( )( )

1 1

1 1 ,

b b b b W h z j z j z

b b b b h z j z j z

σ σ σσσ σ ν σ ν ν

σ σ σσσ σ ν σ ν ν

νσ

νσ

−−− −

− −−− −

⎡ ⎤ ′ ′+ + − −⎣ ⎦

⎡ ⎤ ′ ′− + Π +⎣ ⎦

 

( )( )
1g b b b b

h h j z j z

σν ν σ

σ σν ννσ

− + −

− −+ −

⎡ ⎤Δ = + ×⎣ ⎦

′ ′×Π + −
       (1.5) 

( )( )
( )( )

1

1 .

b b b b W h z j h j h

b b b b h z j h j h

σσ σ σν σ σ σ ν ν

σσ σ σν σ σ σ ν ν

νσ

νσ

−−− −

− − −− −

⎡ ⎤ ′ ′− + − −⎣ ⎦

⎡ ⎤ ′ ′− + Π +⎣ ⎦

 

Writing the determinants we use the denotation 
( )1 2 1 2 1 2,W y y y y y y′ ′= −  

( )1 2 1 2 1 2y y y y y y′ ′Π = + . 
Formulae (1.2)–(1.5) altogether constitute the solu-
tion of the coefficients determination problem for 
the scattered and internal field expansions. 
 

2 Absorption, scattering and extinction cross 
sections  

Now let us turn to the calculation of the 
scattering, absorption, and extinction cross sections. 
The Pointing vector for the field outside the 
scattering particle can be represented as the sum of 
three terms:  

*Re , ,in sct extS E H S S S⎡ ⎤= = + +⎣ ⎦       (2.1) 

{ }* *Re , , ;ext in sct sct inS E H E H⎡ ⎤ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

*

*

Re , ;

Re , ,

sct sct sct

in in in

S E H

S E H

⎡ ⎤= ⎣ ⎦
⎡ ⎤= ⎣ ⎦

 

where inS  is the Pointing vector of the incident 
wave, sctS  is the Pointing vector of the scattered 
field, extS  is the term due to the interaction between 
the incident and scattered waves. Therefore, the 
energy fluxes trough a sphere of radius r R>  

( )abs SdσΦ = −∫  may be written as the sum of three 

terms:          ,abs in sct extΦ = Φ −Φ +Φ  
where 

,sct sctS dσΦ = ∫  

,ext extS dσΦ = −∫  

.in inS dσΦ = −∫                       (2.2) 

For the nonabsorbing surrounding medium 
0,inΦ =  consequently ,ext abs sctΦ =Φ +Φ  which 

means that the extinction of the electromagnetic 
wave is due to the absorption and scattering. 
Calculating the fluxes sctΦ  and extΦ  (2.2) and 
dividing them by the intensity of the incident wave 

,in inSΙ =  one can obtain the scattering cross 

section and the extinction cross section. The explicit 
form of the Pointing vector of the incident wave 
(2.1) is 

2
2
0 ;inS E k

εμ χ
μ
−

=  

2
2
0 .in inS E

εμ χ
μ
−

Ι = =               (2.3) 

Using formulae (2.1) and (2.2) one can easily 
calculate the scattered energy flux: 

{ }
*

*

* 2

Re ,

Re ,

Re , .

sct sct sct

sct sct

sct sct

E H n d

E H n d

H n E r d

σ

σ

⎡ ⎤Φ = =⎣ ⎦

⎡ ⎤= =⎣ ⎦

⎡ ⎤= Ω⎣ ⎦

∫
∫
∫

 

Considering the scattered field in the far field zone 
( 1k rσ >> ) for the scattered flux we get the 
following expression: 

( )0 0
1

* *

1 1

Re 2

2

sct
J

J

J J
J

J

E i E

f f bσν σν σ
σ

γ π
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∞

=

∞
′
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∑
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* *
2

1 1

12 J J
J

J
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kσν σν σ
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γ π
∞

′
′ ′

′= =±

× ×∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( ) }1 * 1 0 * 0 2
J JJ JY Y Y Y r dν νν νσ σ′ ′ ′ ′

⎡ ⎤× − − Ω =
⎣ ⎦∫  

( )22 2
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4 1Re
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J

J
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∑ ∑  

Dividing the scattered flux (2.4) by the incident 
irradiance (2.3) for the scattering cross section we 
obtain 

( )
2

2
1 1

14 2 1 .
sct

sct J
in

J

J f
kν σν
σσ

σ π
∞

= =±

Φ
= = +

Ι ∑ ∑   (2.5) 

Similarly, one can calculate the extinction 
cross section starting with the flux :extΦ  

{ }
{ }

* *

* * 2

Re , ,

Re , , .

ext in sct sct in

in sct in sct

E H n E H n d

E n H H n E r d

σ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Φ = − + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − Ω⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫
∫

 

Taking into account the expansions for the vectors 
E  and H  one can find the following analytical 
expression for the flux extΦ : 
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Finally, for the extinction cross section we obtain  

( )
1 1

12 2 1 Re .

ext
ext

n

J

J

J f
k k

ν

σν
σ νσ

σ

σνπ
∞

= =±

Φ
= =

Ι
⎡ ⎤+

= + ⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑
   (2.6) 

The absorption cross section .abs ext sctσ σ σ= −  
 

3 Results of numerical calculations 
The results obtained for the scattering cross 

section (2.5) and extinction cross section (2.6) have 

been studied by numerical calculations performed in 
the Mathematica system. It should be noted that de-
scribing electromagnetic processes it is convenient 
to use the efficiency factor of extinction (scattering), 
which is defined as the cross section divided by the 
particle radius squared (or by 2Rπ ). The depend-
ence of this factor on the parameter R λ  was calcu-
lated, the frequency dispersion was not taken into 
account, and this corresponds to the efficiency factor 
dependence on the radius at the fixed frequency of 
the incident radiation. In order to emphasize the ef-
fects associated with the parameters α  and χ  we 
used their overestimated values.  

For small values of the ratio R λ  the effi-
ciency factor increases initially from zero to some 
maximum, and then shows slow oscillations about 
some mean value. Such oscillations are usually re-
ferred to as the interference structure (interference 
between incident and scattered waves). Figure 3.1 
shows interference behaviour of the efficiency factor 
in the case when the incident wave is left circularly 
polarized. For the right circular polarization of the 
incident wave the refractive index for which 

( 2nν με χ να= − + ) is higher than for the left at 
the same values of the media parameters, the inter-
ference structure is changed drastically by the addi-
tional resonance structure. Consideration of a 
smaller area allows specifying the structure. The 
figure clearly shows that the additional peaks can be 
of two types – narrow and very narrow. 

Structures of this kind in the cross sections of 
the atomic and nuclear processes are of particular 
interest. In our opinion they require special attention 
in case of electromagnetic scattering as well. It 
should be also noted that numerical calculations 
show the same behaviour of the scattering cross sec-
tion. Moreover, in the case under consideration 
(non-absorbing media) the scattering cross section 
coincides with the extinction cross section with high 
accuracy. 
 

Conclusion 
In this paper the scattering and extinction cross 

sections of the plane circularly polarized electro-
magnetic wave on a biisotropic sphere embedded in 
another biisotropic environment are calculated on 
the basis of the exact solution of the Mie problem. 
The efficiency factor of extinction (and scattering) 
calculated numerically shows the interference struc-
ture on which the additional resonance structure of 
narrow and very narrow peaks is imposed. In our 
opinion the explanation of the existence of such nar-
row peaks is that the behaviour of individual partial 
terms of the cross sections has a pronounced reso-
nant character due to the existence of the poles of 
the amplitudes Jfσν  (2) near the real R λ -axis. 
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a)                                                                                                    b) 

 
c)                                                                                                   d) 

 
e)                                                                                               f) 

 
g)                                                                                             h) 

Figure 3.1 – The extinction cross section of a circularly polarized incident wave for the next parameters: 
а) 1; 0.1; 1.1; 1; 0.1ν χ ε μ α= − = = = =  and 1 1 1 10.1; 1.5; 1.1; 0.4;χ ε μ α= = = =  

b) 1; 0.1; 1.1; 1; 0.1ν χ ε μ α= − = = = =  and 1 1 1 10.1, 1.1; 1; 2;χ ε μ α= = = =  
c), d) 1; 0.1; 1.1; 1; 0.1ν χ ε μ α= = = = =  and 1 1 1 10.1; 1.3; 1.1; 0.3;χ ε μ α= = = =  

e), f), g), h) 1; 0.1; 1.1; 1; 0.1ν χ ε μ α= = = = =  and 1 1 1 10.1; 2; 2; 0.4χ ε μ α= = = =  
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РЕЗОНАНСНЫЕ СОСТОЯНИЯ РЕЛЯТИВИСТСКИХ СИСТЕМ 
И КОВАРИАНТНЫЕ ДВУХЧАСТИЧНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

В.Н. Капшай, К.П. Шиляева, Ю.А. Гришечкин 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

RESONANCE STATES OF RELATIVISTIC SYSTEMS 
AND COVARIANT TWO-PARTICLE EQUATIONS 

V.N. Kapshai, K.P. Shilyaeva, Yu.A. Grishechkin 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
В работе описан метод, позволяющий находить резонансные состояния для релятивистских двухчастичных систем и 
исследовать их влияние на сечение рассеяния. Метод основан на решении интегральных уравнений в релятивистском 
конфигурационном представлении. Данный метод применён для идентификации структур сечения рассеяния для мо-
дельного потенциала. 
 
Ключевые слова: двухчастичные интегральные уравнения, релятивистское конфигурационное представление, ком-
плексный поворот, резонансное состояние, амплитуда рассеяния, сечение рассеяния. 
 
Method for determination of resonance states of the relativistic two-particle system and analysis of their influence on the cross 
section is presented. The method is based on the integral equations in the relativistic configurational representation. This 
method is applied for the identification of the scattering cross sections structures for a model potential. 
 
Keywords: two-particle integral equations, relativistic configurational representation, complex scaling, resonance states, scat-
tering amplitude, cross section. 

 
 

 Introduction 
 One of the quantum field theory approaches 
used to describe two-particle systems is based on 
two-particle equations of the quasipotential type [1], 
[2]. Initially these equations were obtained in the 
momentum representation where they have integral 
form analogous to the Schrodinger integral equation. 
Alternatively, the so called relativistic configura-
tional representation (RCR) [3], [4] for the two-
particle quasipotential equations is commonly used. 
The RCR is introduced by means of expansion of all 
values in the equations over matrix elements of the 
principal series of the Lorentz group irreducible uni-
tary representations [5]. One of the advantages of the 
RCR equations in comparison with the equations in 
the momentum representation is the physical sense 
transparency of the potentials. For example the ana-
lytic dependence of the potential V(r) on the RCR-
variable r may indicate the probable presence of 
resonant or bound states for the considered system. 
In this paper we describe model-potential study of 
the RCR integral equations for the resonance states 
of the two particle systems. 
 
 1 Complex scaling for the relativistic integral 
equations 
 Two-particle integral equations for the scatter-
ing s-states in the RCR have the following form [6] 

 
( )

( )

( )
0

( , ) sin

( , '( ), , ') ( ' '.)j

j q q

q j qG r

r mr

r dV r rr

ψ χ χ

χ ψ χ
∞

= +

+∫
    (1.1) 

Here j = 1 (j = 3) corresponds to the Logunov-
Tavkhelidze equation (modified equation), j = 2 
(j = 4) corresponds to the Kadyshevsky equation  
(modified equation), ( ) ( , )j q rψ χ  – wave function, 

( )V r  – relativistic potential, ( ) ( , , ')qjG r rχ  – Green 
function (GF). The rapidity qχ  is connected to the 
relativistic energy 2 qE  through 2 2 cos .hq qE m χ=  
Green functions for the specific j are written as [6] 
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Here we use the denotations  
(1) (2) sinh ,2q q qK K m χ= =  
(3) (4) 2 sinh .q q qK K m χ= =  

ФИЗИКА
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 In quantum mechanics the resonance states are 
defined as the S-matrix (or scattering amplitude) 
poles located in the fourth quadrant of the complex 
momentum p plane [7]. In this work we investigate 
the existence of such poles in the complex rapidity 

qχ  plane. Relativistic integral equations for the 
resonance states have to be homogeneous by anal-
ogy with non-relativistic case. In these equations GF 
for the states with complex energy 

2 22 2qE q m= +  (m – mass of each particle) has to 
be used, where real part of the energy is greater than 
the rest energy 2m of two considered particles. 
 The integral equations for the resonance states, 
i.e. states with complex rapidities q q qiwχ ξ= + ,  
where ,q qwξ   are real parameters have the form 

( )

( ) ( )
0

( , )

( , , ) ( ) ( , ).

j q q

j q q j q q

iw r

dr G iw r r V r iw r

ψ ξ

ξ ψ ξ
∞

+ =

′ ′ ′ ′= + +∫
 (1.3) 

 One can solve integral equations (1.3) 
numerically only for sufficiently fast decreasing 
analytical potentials, because GF and wave function 
in integrals generally do not decrease at .r →∞  
Moreover numerical solution of this equations is 
possible only in the band ,min q maxw w w≤ ≤  which is 
dependent on the properties of the potential. 
However, resonant rapidities may be found outside 
this area. In order to solve (1.3) in other domain of 
complex ,qχ  we will use the well known non-
relativistic complex scaling method [8], [9]. After 
transformation of the real variables r, r′ to the 
complex variables exp( ),z r iθ=  ' 'exp( ),z r iθ=  
0 maxθ θ≤ ≤  the equations for the resonance states 
are expressed as 

( )
( ) ( , )j q qiw rθψ ξ + =                       (1.4) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0

( , , ) ( ) ( , ),j q q j q qdr G iw r r V r iw rθ θ θξ ψ ξ
∞

′ ′ ′ ′= + +∫  

where 
( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( , ) ( , ), ( )

exp( ) ( ), ( , , ) ( , , ).
j q j q

j q j q

r z V r

i V z G r r G z z

θ θ

θ

ψ χ ψ χ

θ χ χ

′= =

′ ′ ′= =
 

 In the non-relativistic theory resonance states 
correspond to sudden changes of the scattering am-
plitude in some resonance energy real part neighbor-
hood. Scattering amplitude in the quantum mechan-
ics is defined as the coefficient divided by momen-
tum in front of the scattered wave exp(ipr), when 
asymptotic form of the wave function at r →∞  is 
considered. Let us consider the analogous asymp-
totes of the relativistic wave function. Taking into 
account asymptotic behavior of the GFs 

( ) ( )

2( , , ) sin exp( )j q q qjr
q

G r r mr i mr
K

χ χ χ
→∞

′ ′≅ −  

integral equation (1.1) at r →∞  yields: 

( ) ( )( ) sin ( )exp( ),j q j q qr
r mr qf i mrψ χ χ χ

→∞
≅ +  

where sinh qq m χ=  is the relativistic momentum 
and scattering amplitude ( ) ( )j qf χ  has the following 
form 

( )

( )( )
0

( )

2 sin ( ) ( , ).

j q

q j qj
q

f

dr mr V r r
qK

χ

χ ψ χ
∞

=

′ ′ ′ ′= − ∫
  (1.5) 

Partial scattering amplitude is connected to the par-
tial s-wave cross section ( ) )(j qσ χ  

 2
( ) ( )( ) 4 | ( ) | .j q j qfσ χ π χ=               (1.6) 

  
2 Resonance contributions into the scattering 

amplitude 
In order to study the influence of the reso-

nances on the scattering amplitude (or the cross sec-
tion) let us define the contribution of the R-th reso-
nance to the scattering amplitude by analogy with 
the non-relativistic case [10] 

 ( )Res[ ( )]
.

R
j q

R
q q

f χ
χ χ−

                       (2.1) 

The residue ( )Res[ ( )]R
j qf χ can be found using the 

Cauchy’s theorem [11] 
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f f d
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∫
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Contour C is a circle in the complex qχ  plane with 

the center at resonant rapidity ,R
qχ  ρ is the radius of 

this circle, chosen in such a way that inside the con-
tour only one resonance of interest is located. Defin-
ing the reduced scattering amplitude ( )jf  and re-
duced cross section ( )jσ   
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and then comparing ( )jσ  and ( )jσ  one can identify 
possible feature in the cross section and investigate 
the influence of the desired resonance. 
 For the numerical treatment we approximate 
integrals in (1.1) and (1.4) by one of the quadrature 
formulas 

1
( ) ( ),

b N
k kka

F r dr F rω
=

≅∑∫  where ,k krω  – 

are weights and grid points. After approximation we 
obtain the systems of N linear algebraic equations 
with respect to ( ) ( , )k j q krψ ψ χ=  and 

( ) ( )
( ) ( , ),k j q q kiw rθ θψ ψ ξ= +  correspondingly: 

1

,
N

s k k s
k

M bψ
=

=∑                    (2.4) 
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( )

( ) ( )

1

( ) ( ) ( )
( )

( , , ) ( ), sin ,

0,

( , , ) ( ),

s k s k k j q s k k s q s

N

s k k
k

s k s k k j q s k k

M G r r V r b mr

M

M G r r V r

θ θ

θ θ θ

δ ω χ χ

ψ

δ ω χ
=

= − =

=

= −

∑  

where skδ  are elements of the identity matrix. Non-
trivial solution of the homogeneous system exists if 
the following condition holds: 
 ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) det( ) 0.j q j q q jd d iw M θχ ξ= + = =  (2.5) 
This condition is satisfied only for some complex 

qχ  values, which are the rapidities corresponding to 
the resonance states. Separating real and imaginary 
parts of ( ) ( )qjd χ  we rewrite equation (2.5) as the 
system of nonlinear equations 

 ( ) ( )Re[ ( )] 0, Im[ ( )] 0.j q j qd dχ χ= =     (2.6) 
Computing ( ) ( )qjd χ  for different rapidity values (on 
the grid in the complex qχ  plane) we find the ap-
proximate position of the determinant zeroes, and 
then use these values as start values for solving sys-
tem (2.6) by the continuous analog of the Newton’s 
method [12]. Solving non-homogeneous system 
(2.4) and using approximation of the integrals we are 
able to compute scattering amplitudes and cross sec-
tions and obtain residues of the scattering amplitudes 
at resonant rapidities. 
 
 3 Results of the calculations 
 In tables 3.1 and 3.2 we present the results of 
the calculations of the resonant rapidities and scat-
tering  amplitude  residues  for  the  following  po-
tentials  

2
1

2
2

cosh( )( ) 30 ,
cosh

sinh( )( ) 30 ,
sinh

mrV r r
mr

mrV r r
mr

π β
π

π β
π

−
=

−
=

  (3.1) 

where β π<  and 1.m =  These potentials are possi-
ble relativistic generalization of the well known non-
relativistic potential 2

0 exp( ).V r rα−  
 In figure 3.1 cross sections, scattering ampli-
tudes, reduced cross sections, reduced scattering 
amplitudes and contributions of the resonances to 
the scattering amplitudes for the potential 1V  with 
j = 2, / 4β π=  are presented. The first three plots 
correspond to the case when contribution from the 
first resonance is excluded, the second and third 
plots correspond to the pictures obtained when con-
tributions from the second and third resonances are 
omitted. For the considered potential the first and the 
second resonances lie very close to the real axis (see 
table 3.1). These structures completely disappear for 
the reduced cross sections and amplitudes. In the 
figures for the cross section and for the scattering 
amplitude one can see narrow peak and narrow 
trough at the corresponding rapidity values. The 
third resonance has lager imaginary part and has 
influence on the wider area of the cross section. In 
figure 3.1 one can see that the contribution of this 
resonance to the scattering amplitude is much more 
delocalized. The wide trough disappeare in the re-
duced cross section, but it is reasonable that struc-
tures assigned to the narrow resonances are still 
visible. 
 

 
Table 3.1 – Resonant rapidities for the potentials (3.1) 
 

j = 2, potential 1V  j = 4, potential 2V  β  R 
[ ]Re qχ  Im[ ]qχ  [ ]Re qχ  Im[ ]qχ  

4
π  

1 
2 
3 

2.399071 
2.767267 
2.569008 

–0.001305 
–0.007430 
–0.192597 

2.801659 
3.339097 
3.425283 

–4.2×10−11 
–0.013728 
–0.187849 

 j = 1, potential 1V  j = 3, potential 2V  

2
π  

1 1.720483 –0.134337 1.868578 –0.257724 

 
Table 3.2 – Scattering amplitude residues for the potentials (3.1) 
 

j = 2, potential 1V  j = 4, potential 2V  β  R 
[ ]Re qχ  Im[ ]qχ  [ ]Re qχ  Im[ ]qχ  

4
π  

1 
2 
3 

–1.9698×10-4 
  8.6100×10-4 
–7.5494×10-3 

1.3114×10-4 
 4.9217×10-4 
 6.1202×10-2 

– 
  6.6597×10-4 
  9.8482×10-2 

– 
   1.0657×10-3 
–3.4470×10-2 

 j = 1, potential 1V  j = 3, potential 2V  

2
π  

1 –3.4617×10-2 5.1932×10-2 7.4375×10-2 6.4391×10-2 
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Figure 3.1 – Cross sections and scattering amplitudes 

––– – cross section/scattering amplitude; – – – – reduced cross section/reduced scattering amplitude; 
– – – – contribution of the resonance into the scattering amplitude 

 
 Conclusion 
 The complex scaling method, widely used in 
the non-relativistic theory and applied to the RCR 
two particle integral equations allows the calculation 
of resonant rapidities for the analytical potentials. 
Defining the contribution of resonance into the scat-
tering amplitude through its residue gives the possi-
bility to assign the structure in the cross section to 
the particular resonance. It is shown that analysing 
the influence of the resonance on the cross section 
with the use of the presented method it is possible to 
distinguish the contributions from the overlapping 
resonance structures. The proposed method may be 
applied for the study of more realistic systems in the 
presence of resonance states. 
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ПОГЛОЩАЮЩИЕ ОПТИЧЕСКИ АКТИВНЫЕ КРИСТАЛЛЫ 
МОНОКЛИННОГО КЛАССА 2 
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MONOCLINIC OPTICALLY ACTIVE ABSORBING CRYSTALS OF CLASS 2 

A.F. Konstantinova, T.G. Golovina,  
E.A. Evdischenko, B.V. Nabatov, K.K. Konstantinov 

A.V. Shubnikov Institute of Crystallography, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia 
 

В статье содержится описание исследований, основанных на научных идеях и результатах академика Б.В. Бокутя, по-
лученных с использованием ковариантных методов Ф.И. Федорова. Представлены результаты изучения моноклинных 
оптически активных поглощающих кристаллов класса 2. Проведено сравнение c ромбическими кристаллами класса 
222. Последовательно рассмотрены особенности поляризации собственных волн в кристаллах вблизи оптических осей 
– в прозрачных оптически активных, поглощающих, в оптически активных и поглощающих кристаллах. Для этих же 
случаев приведены зависимости азимута поляризации света, прошедшего через пластинку при нормальном падении. В 
моноклинных кристаллах рассмотрено два случая, когда при отсутствии поглощения ось симметрии второго порядка 
(2) лежит в одной плоскости с оптическими осями и ось 2 перпендикулярна оптическим осям. Основные особенности 
заметны в случае, когда ось 2 перпендикулярна оптическим осям. 
 
Ключевые слова: ковариантные методы, прозрачные и поглощающие кристаллы, двуосные кристаллы, моноклинные 
кристаллы класса 2, гиротропия, азимут поляризации, тензор гирации, собственные волны. 
 
The article contains results of the research based on the scientific ideas and results of academician B.V. Bokut which were ob-
tained using covariant methods of F.I. Fedorov. Results of the study of monoclinic optically active absorbing crystals of class 2 
are presented. Comparison with rhombic crystals of class 222 is made. Peculiarities of polarization of eigenwaves near optical 
axes in crystals such as transparent optically active, absorbing, optically active and absorbing are consecutively considered. 
Dependencies of the azimuth of polarization of transmitted light with the incidence angle equal to zero are presented for these 
cases. Two cases for monoclinic crystals are considered. The first case is when there is absorption and symmetric axis number 2 
lies in the same plane as optical axes and the second case is when axis number 2 is perpendicular to the optical axes. The main 
peculiarities are noticed when axis number 2 is perpendicular to the optical axes. 
 
Keywords: covariant methods, transparent and absorbing crystals, biaxial crystals, monoclinic crystals of class 2, gyrotropy, 
azimuth of polarization, gyration tensor, eigen wave. 

 
 

Введение 
После лекций о ковариантных методах, про-

читанных Ф.И. Фёдоровым на физическом фа-
культете МГУ им. М.В. Ломоносова [1], многие 
исследователи стали применять их для решения 
задач кристаллооптики. В результате появились 
работы, выполненные в сотрудничестве не толь-
ко с Ф.И. Фёдоровым, но и с его учениками – в 
первую очередь с его аспирантом Б.В. Бокутем. 
После совместно выполненной с Б.В. Бокутем 
работы [2] по исследованию поглощающих оп-
тически активных (гиротропных) кристаллов 
началось систематическое экспериментальное и 
теоретическое изучение таких кристаллов; под-
робный обзор работ Ф.И. Фёдорова и его учени-
ков по этой проблеме содержится в [3]. Наши 
исследования, совместно выполненные с Б.В. Бо-
кутем, завершились написанием книги [4], из-
данной в Беларуси. 

Тем не менее, в большинстве эксперимен-
тальных  и  теоретических   работ   исследова-
лись свойства одноосных кристаллов и были 

предложены методы определения показателей 
преломления и поглощения, а также параметров 
гирации [5]. Что касается двуосных кристаллов, 
то проводились только исследования кристаллов 
ромбической сингонии аксиального класса 222 
[6], [7]. Б.В. Бокуть много внимания уделял ис-
следованию оптически активных кристаллов – 
свойства именно таких кристаллов были изучены 
в его докторской диссертации [8]. Нам показа-
лось интересным рассмотреть более сложный 
случай – когда кристалл относится не к ромбиче-
ской, а к моноклинной сингонии (класса 2) и яв-
ляется одновременно поглощающим и оптически 
активным. Настоящая обзорная статья написана 
на основе результатов исследования именно та-
ких кристаллов, которое было непростым. 

Прежде чем описать свойства кристаллов 
класса 2, сначала сделаем обзор результатов ис-
следования прозрачных активных кристаллов 
этого класса, затем – результатов изучения по-
глощающих неактивных кристаллов, и только 
после   этого   рассмотрим  распространение  
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световой волны через моноклинные поглощаю-
щие оптически активные кристаллы. 

Помимо ковариантного метода при расчетах 
будем использовать также метод Берремана, 
описанный нами в [9].  

Известно, что в двуосных кристаллах глав-
ные показатели преломления обозначаются Ng – 
наибольший, Nm – средний, Np – наименьший. 

Расчеты для моноклинного кристалла про-
ведены для двух случаев: I – направление, соот-
ветствующее наибольшему значению показателя 
преломления Ng, параллельно оси симметрии 2; 
II – направление, соответствующее Ng, ортого-
нально оси 2 [8].  

 
1 Прозрачный гиротропный кристалл 

класса 2 
 В моноклинных прозрачных гиротропных 
кристаллах класса 2 направление одной из глав-
ных осей тензоров ε и α совпадает с осью сим-
метрии второго порядка (осью 2). Направления 
двух других главных осей тензоров ε и α в общем 
случае по-разному ориентированы в плоскости, 
перпендикулярной оси 2 [10]. 

В случае I ось Z параллельна оси 2, тензоры 
ε и α записываются в виде [10] 

11 12 11 12

12 22 21 22

33 33

0 0
0 ,   0 .

0 0 0 0

ε ε α α
ε ε ε α α α

ε α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (1.1) 

После поворота кристалла вокруг оси Z на 
угол 

0 12 11 22(2 /( )) / 2arctgϕ ε ε ε= −  
тензор ε принимает диагональный вид, т. к. все 
его главные направления теперь совпадают с 
направлениями осей X, Y, Z. После поворота на 
угол φ0 тензора α его компоненты изменятся, но 
вид останется тем же, что и в (1.1).

 В случае II ось Y параллельна оси 2, ε и α 
имеют вид  

11 13 11 13

22 22

31 33 31 33

0 0
0 0 ,  0 0 .

0 0

ε ε α α
ε ε α α

ε ε α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  (1.2) 

После поворота кристалла вокруг оси Y на 
угол 

0 13 11 33(2 /( )) / 2arctgθ ε ε ε= −  
тензор ε принимает диагональный вид, т. к. те-
перь все его главные направления совпадают с 
направлениями осей X, Y, Z. После поворота на 
угол θ0 тензора α его компоненты изменятся, но 
вид останется тем же, что и в (1.3). 

Рассмотрим теперь, как изменяется эллип-
тичность собственных волн вблизи оптических 
осей кристалла класса 2. Определим также, как 
изменяется азимут поляризации прошедшего 
света tχ  в зависимости от ориентации оптиче-
ских осей кристалла относительно нормали к 
поверхности.  

При прохождении световой волны вдоль 
оптической оси рассматриваемой кристалличе-
ской пластинки толщины d имеет место враще-
ние плоскости поляризации, т. е. изменение ази-
мута прошедшей волны при сохранении ее эл-
липтичности. Угол поворота плоскости поляри-
зации maxχ  = ρd (ρ, (град/мм) – удельное враще-
ние вдоль оптической оси кристалла), при этом 

max /( ),d Gd nρ χ π λ= =                (1.3) 
[( ) ] ,cG α α= − m n                    (1.4) 

где G – скалярный параметр гирации [8], 
1 2 3( ) / 3,n n n n= + +  1 2 3, ,n n n  – главные значения 

показателей преломления кристалла, λ – длина 
волны излучения, m = n n – вектор рефракции, n 
– единичный вектор волновой нормали, α  – 
транспонированный  тензор ,α  cα  – след тензо-
ра .α  

Приближённо можно записать:  
2 2

22 33 1 11 33 2
2

11 22 3 12 21 1 2

[( ) ( )

( ) ( ) ],

G n α α θ α α θ

α α θ α α θ θ

= + ⋅ + + ⋅ +

+ + ⋅ − + ⋅ ⋅
 (1.5) 

где 1 1 2 2 3 3,  ,  ,θ θ θ= = =nc nc nc  c1, c2, c3 – орты 
координатных осей. 

Рассмотрим две частные ориентации глав-
ных осей оптической индикатрисы относительно 
оси 2 кристалла. 

Случай I. Главные значения тензора ε удов-
летворяют условию ε11<ε22<ε33, т.е. орты с1 и с2 
его оптических осей лежат в плоскости XZ: 

1

2

{ sin ,  0,  cos },
{sin ,  0,  cos },

V V
V V

= −
=

c
c

                (1.6) 

где 33 22 11

11 33 22

( )arctg
( )

V ε ε ε
ε ε ε

−
=

−
 – угол между опти-

ческой осью кристалла и осью Z. 
 При ориентации оптических осей, опреде-
лённой в (1.6), скалярный параметр гирации (1.5) 
принимает вид: 

2 2
22 33 11 22[( )sin ( )cos  ],G n V Vα α α α= + + +  (1.7) 

одинаковый для волн, распространяющихся 
вдоль оптических осей (рисунок 1, а). 

Случай II. Главные значения тензора ε 
удовлетворяют условию ε11<ε22<ε33, и направле-
ние, соответствующее наибольшему значению 
показателя преломления Ng, ортогонально на-
правлению оси 2 кристалла. 

В этом случае тензоры ε и α имеют вид 
(1.2). Тензор гирации имеет вид:  

11 13

22

31 33

0
0 0 ,

0

α α
α α

α α

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

               (1.8) 

c1 = {– sinV, 0, cosV},  
c2 = {sinV, 0, cosV}. 

 В этом случае удельное вращение плоско-
сти поляризации при распространении излучения 
вдоль разных оптических осей разное: 
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1 1

2 2
1 22 33 11 22

13 31

/( ),

[( )sin ( )cos
( )sin cos ] ,

G n

G V V
V V n

ρ π λ

α α α α
α α

=

= + + + +

+ +

 

2 2
2 2

2 22 33 11 22

13 31

/( ),

[( )sin ( )cos
( )sin cos  ] .

G n

G V V
V V n

ρ π λ

α α α α
α α

=

= + + + −

− +

 (1.9) 

Следовательно, могут быть разными и эл-
липтичности k1, k2 собственных волн, и азимут 

поляризации tχ  света, прошедшего вдоль двух 
разных оптических осей (рисунок 2.1, а – 2.4, а). 

В случае I из (1.7) и рисунков 1.1, а –1.3, а 
видно, что для прозрачных гиротропных кри-
сталлов класса 2 характер изменения эллиптич-
ностей обеих собственных волн в окрестности 
оптических осей одинаков, вдоль каждой из осей 
эллиптичности равны k1,2 = ± 1. Видно также, что 
в этом случае максимумы азимута поляризации 
прошедшего света χmax одинаковы (рисунок 
1.4, а).   

 

Моноклинный кристалл класса 2 (случай I) 
а) Прозрачный гиротропный кристалл, n1=1,5397, n2=1,5667, n3=1,5716, 

α11=7,4·10-5, α22=3,76·10-4, α33= – 3,04·10-4, α12=-6,91·10-5 
1.1 а 1.2 а 1.3 а 1.4 а 

    
б) Поглощающий негиротропный кристалл, 

N1 = 1,5397+1,1316·i·10-3, N2=1,5667+ i·1,3707·10-3; N3=1,5716+ i·2·10-3, 
(ε12)1/2 =1,87 10-2+ i 1,87·10-2 

1.1 б 1.2 б 1.3 б 1.4 б 

  

 

 

 

 

  
в) Поглощающий гиротропный кристалл, 

N1 = 1,5397+1,1316·i·10-3, N2=1,5667+ i·1,3707·10-3; N3=1,5716+ i·2·10-3, 
α11=7,4·10-5+ i·2,05·10-6, α22 = 3,76·10-4+i·2,95·10-6, α33= – 3,04·10-4 + i·3,5·10-6; 

(ε12)1/2 =1,87 10-2+ i 1,87·10-2, α12 = – 6,91·10-5 – i·2,08·10-6 . 
1.1 в 1.2 в 1.3 в 1.4 в 

  

  

  
 

Рисунок 1 – Зависимости эллиптичностей k1, k2 собственных волн от угла Δθ вблизи каждой 
из оптических осей (положение оптической оси – вертикаль), и для двух оптических осей – зависимости 

k1, k2 и азимута поляризации излучения, прошедшего пластинку из моноклинного кристалла класса 2, 
(случай I) от θ  

а – прозрачный гиротропный кристалл; б –  поглощающий негиротропный кристалл; 
в – поглощающий гиротропный кристалл; 

—– – правая собственная волна;  - - -  – левая собственная волна. 
Подробности смотри в тексте. 
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Моноклинный кристалл класса 2 (случай II) 
а) Прозрачный гиротропный кристалл, n1=1,5397, n2=1,5667, n3=1,5716, 

α11=7,4·10-5, α22= – 3,04·10-4, α33=3,76·10-4, α13=-6,91·10-5 
2.1 а 2.2 а 2.3 а 2.4 а 

    
б) Поглощающий негиротропный кристалл, 

N1 = 1,5397+1,2604·i·10-3, N2=1,5667+ i·1,5·10-3; N3=1,5716+ i·1,7449·10-3, 
(ε13)1/2 =2,635 10-2 + i 2,635 10-2. 

2.1 б 2.2 б 2.3 б 2.4 б 

  

 
 

 

 
 

 

  
в) Поглощающий гиротропный кристалл, 

N1 = 1,5397+1,2604·i·10-3, N2=1,5667+ i·1,5·10-3; N3=1,5716+ i·1,7449·10-3, 
α11=7,4·10-5+ i·2,05·10-6, α22 = – 3,04·10-4 + i·3,5·10-6, α33= 3,76·10-4+i·2,95·10-6; 

(ε13)1/2 =2,635 10-2 + i 2,635 10-2, α13 = – 6,91·10-5 – i·2,08·10-6 
2.1 в 2.2 в 2.3 в 2.4 в 

  

 
 

 

 
 

 

  
 

Рисунок 2 – Зависимости эллиптичностей k1, k2 собственных волн от угла Δθ вблизи каждой 
из оптических осей (положение оптической оси – вертикаль), и для двух оптических осей – зависимости 

k1, k2 и азимута поляризации излучения, прошедшего пластинку из моноклинного кристалла класса 2, 
(случай II) от θ.  

а – прозрачный гиротропный кристалл; б –  поглощающий негиротропный кристалл; 
в – поглощающий гиротропный кристалл; 

—– – правая собственная волна;    - - -  – левая собственная волна. 
Подробности смотри в тексте. 

 
 В случае II из (1.9) и рисунков 2.1, а – 2.3, а 
видно, что для прозрачных гиротропных кри-
сталлов эллиптичность собственных волн по-
разному изменяется в окрестности разных опти-
ческих осей.  Максимумы азимута χmax прошед-
шего света имеют разные значения (рисунок 
2.4, а) при распространении вдоль разных опти-
ческих осей и могут иметь одинаковые или раз-
ные знаки в зависимости от знаков компонент α. 

2 Поглощающий кристалл класса 2 
Рассмотрим теперь зависимости тех же ве-

личин для поглощающего кристалла. Тензор ди-
электрической проницаемости такого кристалла 
имеет действительную и мнимую части [1]: 
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Обратный тензор ε-1 можно записать в ковари-
антном виде [1]: 

1 ( ),a bε − ′ ′′ ′′ ′= + ⋅ + ⋅c c c c               (2.2) 
где ′ ′′⋅c c – диада [11]. 

 Направляющие вектора оптических осей n± 
определяются в соответствии с формулой  

2 2

2 2
( *) * [ *]

,
| | | |

i
±

+ ± ⋅
=

+
c c c c cc

n
c c

      (2.3) 

где ′=c c  или .′′=c c  
 Обсудим общий случай, когда имеются че-
тыре круговые оси. Те ситуации, когда 2 0′ =c  
или 2 0,′′ =c  здесь рассматривать не будем. 

Обозначим 1ε β− =  и запишем 

33 1 2 1 2,    c { ,  ,  0},   c { ,  ,  0};a c c c cβ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′= = =  

12 1 2 1 2 11 33 1 1
2 2

22 33 2 2

( ),   2 ,

2 ,   1,   1.

b c c c c bc c

bc c

β β β

β β

′ ′′ ′′ ′ ′ ′′= + − =

′ ′′ ′ ′′− = = =c c
  (2.4) 

Из системы уравнений (2.4) найдём ′c  и ′′c  
(можно использовать любое из получаемых ре-
шений).  

Расчёты были проведены для тех же случаев 
I и II (Ng || оси 2 и Ng ⊥ оси 2, соответственно), 
что и для оптически активных кристаллов. Ре-
зультаты расчетов проиллюстрированы на ри-
сунках 1, б и 2, б.  
 Как и следует из результатов, полученных в 
[1], [9], [12], каждая из оптических осей, харак-
терных для непоглощающего кристалла, в по-
глощающем кристалле распадается на две, при 
этом углы между компонентами расщепления 
каждой из исходных осей (углы между «новыми» 
осями) разные, и расположены «новые» оси не-
симметрично относительно плоскости, содержа-
щей исходные оси. В обоих рассматриваемых 
случаях эллиптичности двух собственных волн 
совпадают и в направлении осей близки к ± 1 
(рисунки 1.1, б; 1.2, б и 2.1, б; 2.2, б ). На рисун-
ках 1.1, б и 1.2, б для поглощающих кристаллов 
виден выход только одной из оптических осей. 
На верхних и нижних рисунках 1.3, б и 1.4, б 
показаны изменения эллиптичностей собствен-
ных волн и азимута поляризации прошедшего 
света в двух плоскостях, каждая из которых от-
клонена от плоскости оптических осей прозрач-
ного кристалла так, что полностью содержит 
одну из оптических осей поглощающего кри-
сталла, «отошедшую» от одной из осей прозрач-
ного кристалла. Эллиптичность собственной 
волны для нее равна 1. При этом в каждой плос-
кости видна проекция другой оптической оси. 
 

3 Поглощающий гиротропный кристалл 
класса 2 

Рассмотрим кристалл класса 2, которому 
одновременно свойственны поглощение и опти-
ческая активность. 

Расчёты для поглощающего гиротропного 
кристалла проведены для тех же частных случаев 
I и II (соответственно Ng || оси 2 и Ng ⊥ оси 2), 
что и для оптически активных кристаллов (ри-
сунки 1, в и 2, в ). Расположение осей аналогично 
тому, которое свойственно поглощающим кри-
сталлам. 
 На рисунках 1.1, в, 1.2, в и 2.1, в, 2.2, в, хо-
рошо видно, что при наличии оптической актив-
ности вдоль каждой из оптических осей погло-
щающего кристалла распространяется уже две 
волны. В отличие от ситуации, реализуемой для 
прозрачного оптически активного кристалла, 
эллиптичности волн, распространяющихся вдоль 
разных осей, различны. В силу этих обстоя-
тельств, как и следовало ожидать, азимуты поля-
ризации волн, распространяющихся вдоль каж-
дой из оптических осей различны. 
 

4 Ромбический кристалл класса 222 
Чтобы сравнить особенности изменения эл-

липтичностей и азимутов поляризации прошед-
шего света вблизи оптических осей в кристаллах 
аксиальных классов, приведём теперь на рисунке 
3 соответствующие зависимости для ромбиче-
ских кристаллов класса 222 [7], [8]. Видно, что 
все зависимости, характерные для этого кристал-
ла, более симметричны, чем те, которые соответ-
ствуют кристаллам моноклинной сингонии. 
 

Заключение 
Если оптические оси прозрачного гиро-

тропного моноклинного кристалла класса 2 ле-
жат в одной плоскости с осью симметрии второ-
го порядка, эллиптичность собственных волн 
изменяется вблизи оптических осей так же, как и 
в ромбическом кристалле класса 222, и удельное 
вращение плоскости поляризации одинаково 
вдоль обеих оптических осей. В моноклинном 
поглощающем кристалле в указанной ситуации 
оптические оси расположены несимметрично 
относительно плоскости оптических осей про-
зрачного кристалла.  

Если оптические оси прозрачного гиро-
тропного моноклинного кристалла класса 2 пер-
пендикулярны оси симметрии второго порядка, 
эллиптичность собственных волн изменяется 
вдоль разных оптических осей неодинаково, и 
удельное вращение плоскости поляризации 
вдоль разных осей различно. Величина этого 
различия зависит от параметров гирации кри-
сталла. Оптические оси моноклинного погло-
щающего кристалла при указанных условиях 
отклоняются на разные углы от плоскости опти-
ческих осей прозрачного кристалла, оставаясь 
симметричными относительно этой плоскости. 

В гиротропном поглощающем моноклинном 
кристалле оптические оси расположены так же, 
как  и  в  поглощающем кристалле такой же син-
гонии. 
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Ромбический кристалл класса 222 

а) Прозрачный гиротропный кристалл, N1 = 1,5397, N2 = 1,5667, N3=1,5716, 
α11=5,89·10-5, α22 = 3,91·10-4, α33= – 3,04·10-4 

3.1 а 3.2 а 3.3 а 3.4 а 

    
б) Поглощающий негиротропный кристалл, 

N1 = 1,5397 + i 10-3, N2 = 1,5667+1,5 i 10-3, N3=1,5716+2 i 10-3 
3.1 б 3.2 б 3.3 б 3.4 б 

  

 
 

 

 
 

 

  
в) Поглощающий гиротропный кристалл, 

N1 = 1,5397 +i·10-3, N2 = 1,5667 + i·1,5·10-3, N3=1,5716+ i·2·10-3 ; 
α11=5,89·10-5+ i·2·10-6, α22 = 3,91·10-4+i·3·10-6, α33= – 3,04·10-4 + i·3,5·10-6 

3.1 в 3.2 в 3.3 в 3.4 в 

  

 
 

 

 
 

 

  
 

Рисунок 3 – Зависимости эллиптичностей k1, k2 собственных волн от угла Δθ вблизи каждой 
из оптических осей (положение оптической оси – вертикаль), и для двух оптических осей – зависимости 

k1, k2 и азимута поляризации излучения, прошедшего пластинку из ромбического кристалла 
класса 222, от θ.  

а – прозрачный гиротропный кристалл; б –  поглощающий негиротропный кристалл; 
в – поглощающий гиротропный кристалл; 

—– – правая собственная волна;  - - -  – левая собственная волна. 
Подробности смотри в тексте. 
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УДК 539.23:621.383.51 

ПОЛУЧЕНИЕ ПЛЁНОК ZnO:B С РАЗЛИЧНЫМ ОПТИЧЕСКИМ 
РАССЕЯНИЕМ И ИХ ВЛИЯНИЕ НА ФОРМИРОВАНИЕ a-Si:H/µc-Si:H СЛОЁВ 

И СОБИРАНИЕ СВЕТА В ТОНКОПЛЁНОЧНЫХ КРЕМНИЕВЫХ 
СОЛНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТАХ 

Ф.В. Курдесов 

Оэрликон Солар, Трюббах, Швейцария 
 

PREPARATION OF ZnO:B FILMS WITH DIFFERENT OPTICAL HAZE 
AND THEIR INFLUENCE ON a-Si:H/µc-Si:H LAYERS FORMATION 

AND LIGHT TRAPPING IN THIN FILM SILICON SOLAR CELLS 

F.V. Kurdzesau 
Oerlikon Solar Ltd., Trübbach, Switzerland 

 
Гидрогенизированные слои микроморфного кремния (a-Si:H/μc-Si:H) были получены на плёнках ZnO:B прозрачного 
проводящего оксида (ППО) с различной морфологией поверхности (различная шероховатость и оптическое рассея-
ние). Необходимая структура плёнок оксида цинка былa достигнута вариацией их толщины. Данная работа изучает за-
висимость структурных и оптических свойств слоёв Si от топографии ZnO. Наблюдается незначительное влияние мор-
фологии поверхности подложек на рамановский фактор кристалличности. Он уменьшается примерно на 5% при уве-
личении оптического рассеяния на ППО от 2 до >40%, при этом значительно увеличивается общее собирание света в 
ZnO:B/a-Si:H/μc-Si:H структурах (их коэффициент поглощения возрастает с 50 до 70%). Оптимальная комбинация 
структурных и оптических свойств обнаружена при >20% уровне рассеяния света на ППО. 
 
Ключевые слова: прозрачный проводящий оксид (ППО), собирание света, рамановский фактор кристалличности, 
гидрогенизированный микроморфный кремний (a-Si:H/μc-Si:H), оптическое рассеяние. 
 
Hydrogenated micromorph silicon layers (a-Si:H/μc-Si:H) were prepared on ZnO:B transparent conductive oxide (TCO) films 
with different surface morphology (roughness and optical haze value). The required structure of zinc oxide films was obtained 
varying their thickness. This study reveals the dependence of structural and optical properties of Si layers on the ZnO topogra-
phy. The minor influence of the substrate surface morphology on the silicon Raman crystallinity factor was observed. It was 
~5% decreased, when the TCO haze value was increased from 2 to >40%, while the light trapping properties were significantly 
increased (the absorption coefficient of ZnO:B/a-Si:H/μc-Si:H was grown from 50 to 70%). The optimum combination of struc-
tural and optical properties was found at >20% TCO haze level. 
 
Keywords: transparent conductive oxide (TCO), light trapping, Raman crystallinity factor, hydrogenated micromorph silicon 
(a-Si:H/μc-Si:H), optical haze. 

 
 

 Introduction 
 In the recent years ZnO films have found a 

wide application as transparent conductive elec-
trodes in thin film a-Si and μc-Si solar cells [1]. One 
of the main factors limiting the efficiency of such a 
kind of cells is a low light absorption coefficient 
which could be significantly improved using a light 
trapping effect on the boundary between silicon ab-
sorber films and transparent conductive oxide (TCO) 
layers [2]. Considering the case of ZnO films, the 
desired texture interface required for the light trap-
ping can be obtained via post deposition etching 
(when initial smooth surface structures from stan-
dard sputtering processing are used) [3] or via an 
adjustment of the growth procedure within chemical 
vapour deposition (CVD) methods, where the re-
quired surface structures are normally appeared as it 
is grown [4]. The latter fact makes CVD processes 
more attractive for TCO layers production regarding 
their further applications in Si thin film solar cells.  

Besides the light trapping effect normally de-
scribed by optical haze value [5], the ZnO surface 
structure may play a certain role over the formation 
of a-Si/μc-Si films (mainly, affecting the proportion 
between crystalline and amorphous silicon phases), 
which can be efficiently tracked via Raman crystal-
linity measurements [6], [7]. As a strong relationship 
is observed between Raman crystallinity and output 
parameters of microcrystalline silicon solar cells [6], 
the studies of the role of the substrate morphology 
on the Si nucleation are of great importance [7]. 
Therefore, more detailed researches on both light 
trapping properties of ZnO films and their surface 
effect over the microcrystalline silicon layer growth 
are required. In the present work the combined opti-
cal (transmittance/absorption/haze spectra) and 
structural (XRD/AFM/Raman) studies on ZnO:B 
and ZnO:B/a-Si:H/μc-Si:H structures are reported 
considering the light trapping effects and silicon 
layer crystallization depending on the surface mor-
phology of TCO front contact films. 
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1 Experimental details 
 The ZnO:B layers were deposited by a low 
pressure (0.5 mbar) chemical vapour deposition 
(LPCVD) on 5x5 cm2 glass substrates at 174 oC with 
TCO-1200 production set-ups (Oerlikon Solar, 
130x110 cm² processing area, 2.4 nm/s deposition 
rate), where H2O/DEZ (water/di-ethyl zinc vapours) 
were used as gas precursors while B2H6/hydrogen 
mixture was applied for boron doping. The optical 
haze of formed ZnO:B layers varied from 2 to 50% 
via their thickness adjustment at different deposition 
times, which allows efficient control of those pa-
rameters (see figure 1.1 (a)). Although the depend-
ence of optical haze value on the layer thickness in 
general case is described by a complex polynomial 
function, within the 1400–3000 nm interval (which 
corresponds to 12–50% optical haze values) it can 
be approximated as linear which simplifies a process 
control (figure 1.1 (b)). 

The obtained ZnO:B films with different haze 
level were then used as substrates, where silicon 
layers were simultaneously deposited following the 
same process recipe. They were grown by a plasma 
enhanced chemical vapour deposition (PECVD) 
using KAI-1200 production set up (Oerlikon Solar, 
130x110 cm² processing area) at 40 MHz plasma 
excitation mode in SiH4/H2 gas mixture (2.5 mbar 
gas discharge pressure with 1500/3200 W power 
levels respectively).  

The layers optical properties (transmittance, re-
flection) were measured by Lambda 950 Perkin 
Elmer spectrometer in the integration sphere con-
figuration with subsequent derivation of absorption 
spectra and cut-off frequency (in order to estimate 
the band-gap value). In the case of TCO films their 
diffuse transmittance was also studied in order to 
find the optical haze value (as a relationship between 
total and diffuse transmittance at 600 nm [1]). The 
structural studies were performed using x-ray dif-
fraction (XRD) and atomic force microscopy (AFM) 
methods, while the layers cross-section interface was 
studied by scanning-electron microscopy (SEM) 
technique. The obtained a-Si:H/µc-Si:H structures 

were additionally investigated by Raman spectros-
copy using 514 nm excitation light with a subse-
quent estimation of their Raman crystallinity factor 
following the standard fitting procedure [6], [7]. 

 
2 Results and discussion  
2.1 Structural properties 
The AFM images obtained from initial ZnO:B 

and ZnO:B/a-Si/µc-Si:H structures deposited on 
them are presented in figure 2.1. As one can see, the 
silicon films surface morphology in all cases signifi-
cantly depends on their substrate textures. The AFM 
roughness of microcrystalline silicon layers is found 
to be in a linear proportion to the roughness level of 
their TCO substrates (see figure 2.2 (a)). Neverthe-
less, the dependences between the optical haze value 
and film roughness for both ZnO:B and silicon lay-
ers are not linear. It is growing fast at low haze val-
ues (<20%) with subsequent saturation above 40% 
(see figure 2.2 (b)).  

Such a morphology behavior is well detected 
on ZnO:B/a-Si:H/μc-Si:H cross-section SEM images 
where the formed silicon layers are repeating the 
initial surface structure of TCO films (see fig-
ure 2.3 (a–c)). The obtained results are in good 
agreement with data reported in [6], [7], where the 
microcrystalline silicon phase consists of cones 
growing perpendicularly to the local substrate plane. 
Such mechanism provides proportional repeating of 
the morphology of underlying layers by formed sili-
con film and results in the liner proportion between 
their roughness values, which was observed in our 
experiments (see figure 2.2 (a)). 
 The gathered Raman spectra for silicon layers 
grown on the ZnO films with different optical haze 
are presented in figure 2.4. These measurements 
were performed following the front (irradiation from 
the Si surface side) and back (irradiation from the 
glass/ZnO side) configurations with a subsequent 
estimation of integrated intensities of peaks corre-
sponding to crystalline (at 510 and 520 cm-1) and 
amorphous (at 480 cm-1) silicon phases. The Raman 
crystallinity  coefficient  (Rc)  was  then  found  as a 

 

y = -7.303E-11x 4  + 1.592E-07x 3  - 7.220E-05x 2  + 2.510E-02x - 3.635E+00
R 2  = 1.000E+00

0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300
Deposition time (sec)

H
az

e 
at

 6
00

 n
m

 (%
)

Real Values
Polinomial fit

 

y = 0.0266x - 26.122

0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

55

600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000 3200
Thickness (nm)

H
az

e 
at

 6
00

 n
m

 (%
)

 
a) b) 

Figure 1.1 – Optical haze value of ZnO:B layers (at 600 nm) as a function of CVD process time (a)  
and obtained film thicknesses (b) 
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a) b) c) 

 
d) e) f) 

Figure 2.1 – AFM pictures from ZnO:B layers (upper line) and a-Si:H/μc-Si:H structures deposited on them 
(bottom line). The ZnO:B and ZnO:B/a-S:H/μc-Si:H AFM pictures for <2% substrate haze level (measured 

at 600 nm) are given as (a) and (d); for 20% haze as (b) and (e); for 40% haze as (c) and (f) respectively 
 

y = 0.625x + 10.804

10

15

20

25

30

35

40

45

50

55

60

65

70

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90
ZnO roughness (nm)

a-
Si

:H
/ μ

c-
Si

:H
 ro

ug
hn

es
s 

(n
m

)

 

10

20

30

40

50

60

70

80

90

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
Haze value (%)

A
FM

 ro
ug

hn
es

s 
(n

m
)

ZnO substrate layers
ZnO:B/a-Si:H/uc-Si:H

 
a) b) 

Figure 2.2 – Dependence of AFM roughness of grown a-Si/μc-Si layers on the roughness of ZnO:B substrate 
films (a) and both roughness as a function of TCO optical haze value (b) 

 
relation between crystalline peaks signal (I520+I510) 
and total spectra integration efficiency 
(I520+I510+I480) following the same algorithm as in 
[6], [7]. As main disadvantages of this method one 
has to mention low locality of those measurements 
(~20–30 nm deep from the light excitation surface 
[8]) and neglecting the differences in Raman diffu-
sion cross-section values between c-Si and a-Si:H 
phases, which have to be taken into account for pre-
cise calculations [9]. Nevertheless, the Raman crys-
tallinity factor found in such a way can also provide 
the sufficient information about the variations of 
silicon phases [6], [7]. 
 The summarized Raman measurements data for 
Si deposited on the substrates with different haze 
level are presented in figure 2.4 (b). As one can see 
from this figure, there is no significant variation in 
the silicon Raman crystallinity factor (all values stay 

within 0.54–0.61 interval) for these structures. As a 
general tendency, the layer crystallinity is becoming 
slightly worse for higher haze values (both in front 
and back side measurement configurations), while 
its behavior at low haze stays unclear (the big oscil-
lation range is then observed). The obtained varia-
tions are appeared to be significantly smaller com-
paring to data reported in [7], where Raman crystal-
linity factor was decreasing from 50 to 20% follow-
ing the transition between flat (low haze) and rough 
(large haze) layers (unfortunately, no roughness/haze 
values were then reported). The reason of this differ-
ence can be connected with similar surface state of 
all our layers, which were grown by the identical 
CVD process (only the deposition time was then 
varied), while different TCO materials and deposi-
tion methods were tested in [7]. 



F.V. Kurdzesau 
 

                   Проблемы физики, математики и техники, № 4 (9), 2011 48 

 

 
a) b) c) 

Figure 2.3 – Cross-section SEM of a-Si:H/μc-Si:H layers grown on ZnO:B films at their different 
optical haze levels: a) >2%; b) ~20%; d) ~40 % 
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Figure 2.4 – Raman spectra (a) and recalculation of silicon Raman crystallinity factor (Rc) as a function 
of haze of underlying ZnO:B layers (b) 
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Figure 2.5 – XRD spectra of ZnO:B film (a) and deposited a-Si/μc-Si layers (b) 
 

 The additional XRD studies performed on the 
samples with maximum variations of Raman micro-
crystalline factors (corresponding to <2%, 20% and 
40% haze levels of TCO) did not show any signifi-
cant structural difference (see figure 2.5 (b)). All 
layers are appeared to be amorphous without any 
clear trace of XRD peaks of silicon phases, while 
ZnO underlying films have well resolved crystalline 
structure with a preferable orientation along (11–20) 
crystallographic plane (see figure 2.5 (a)). Such a 

kind of ZnO layer structure is typical for LPCVD 
processes at selected temperature/DEZ flow process 
conditions [10], [11]. 

Thus, regardless of the significant difference in 
the underlying ZnO layers surface morphology, the 
amorphous/microcrystalline silicon films grown on 
them are appeared to have very similar crystalline 
structure with minor changes in their crystallinity 
factors (see figure 2.4) under the proportional in-
crease of the surface roughness (see figure 2.2). 
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2.2 Optical/light trapping properties  
The light trapping properties of deposited 

ZnO:B and resulting ZnO:B/a-Si:H/μSi:H structures 
were studied by optical measurements of their 
transmittance (T) and reflectance spectra (R) in vis-
ual and close IR range (300–2000nm). The optical 
absorption (A) was then subsequently recalculated 
from the measured transmittance/reflectance values 
as A(λ)= 1–T(λ)–A(λ) (see figure 2.6).  
 The obtained optical spectra were then treated 
in order to get the average optical reflection and ab-
sorption values in 400-1100 nm wavelength interval 
(see figure 2.7). As one can see from these data, the 
optical absorption of ZnO layers (corrected over the 
glass substrate) increases from 2 to 5% for the haze 
value grown till 25% (700–1900 nm thickness (fig-
ure 2.1 (b)) with a subsequent slow approximation to 
5.8% in 25–50% haze interval (see figure 2.7 (a)). 
Similar  behavior  is   observed   for   glass/ZnO:B/ 
/a-Si:H/μc-Si:H layers but with much higher varia-
tion amplitudes: from 53 to 66% over 2–20% sub-
strate haze values and from 66 to 69% in subsequent 

20–40% haze interval (see figure 2.7 (b)). Thus, the 
light trapping effect is close to the optimum at 20% 
TCO haze level and its further rising does not bring 
any significant improvement, while the absorption 
losses in ZnO:B are increased. 
 An interesting effect was observed following 
the a-Si/μc-Si band-gap values at the different opti-
cal haze level of ZnO layers, which was measured 
deriving their cut-off frequencies from the corre-
sponding spectral curves (see figure 2.6 (b)). The 
band-gap values of corresponding silicon films are 
found to be dramatically decreased (from 1.37 to 
1.12 eV) under the TCO substrate haze increased 
from 0 to 20% with a subsequent stabilization 
around ~1.1 eV (see figure 2.8). Regarding the pre-
vious data, where no significant structural change of 
grown silicon films was occurred at different ZnO 
surface morphology (see figure 2.4–2.5), one can 
link the observed variations to the difference be-
tween the hydrogen content of grown a-Si:H/μc-Si:H 
layers [12]. 
 

 

  
a) b) 

Figure 2.6 – Absorption spectra of index matched [1] ZnO:B layers (a) and absorption spectra of resulting 
glass/ZnO:B/a-Si:H/μc-Si:H structures grown on those layers (b). Note the difference in the maximum optical 

absorption and cut off wavelength 
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Figure 2.7 – The average optical absorption/reflection within 400-1100 nm interval (visual and close 
infrared light) for ZnO:B front contacts (a) and glass/ZnO:B/a-Si:H/μc-Si:H layers processed on them (b). 

The ZnO:B absorption is measured under index matched conditions with a subsequent correction to the glass 
substrate transparency 
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Figure 2.8 – Band-gap of a-Si:H/μc-Si:H layers as a 
function of optical haze of underlying ZnO:B films 

(derived from the data in figure 2.6 (b)) 
 

Thus, the low haze TCO film leads to the 
higher hydrogenization level of grown silicon layers, 
which approximates to the maximum value of 
1.46 eV corresponding to the reference sample 
grown on the clean (without ZnO coating) glass sub-
strates. The thicker TCO films with the higher opti-
cal haze lead to the simultaneous hydrogen content 
decrease and it reduces the band-gap level of formed 
a-Si/μc-Si films up to 1.1 eV, which corresponds to 
the value of non-hydrogenized silicon [12]. Since all 
a-Si:H/μc-Si:H films grew at the same process con-
ditions, the observed hydrogen loss can only be con-
nected to its extraction by ZnO:B layers at the inter-
face area. The intensity of that process is affected by 
the substrate surface morphology, which is directly 
linked to the optical haze value.       
 

 Conclusion 
The influence of CVD deposited ZnO:B layer 

morphology (attributed to their optical haze value) 
on optical (light trapping effect) and structural 
(mainly, degree of crystallization) properties of 
ZnO:B/a-Si:H/μc-Si:H structures has been studied. 
The TCO substrate haze values varied between 2 
and 50% by the adjustment of their thickness via 
CVD process time.  

It was found that the crystallinity of deposited 
a-Si:H/µc-Si:H structures has a poor correlation with 
an optical haze value of ZnO:B substrate layers on 
which they were deposited. Normally, the Raman 
crystallinity factor is only ~5% decreased for the 
optical haze increasing from 2 to 50%. One can ex-
pect this dependence from the effect of the TCO 
substrate’s roughness on the PECVD growth of 
microcrystalline silicon layers.  

The light trapping effect of TCO layers was 
found to be close to the optimum at their optical 
haze value above 20% (~65% light absorption of 
corresponding glass/ZnO:B/a-Si/μc-Si structures in 
400–1100 nm wavelength interval). This was ac-
companied by a  significant  decrease  of  a-Si:H/ 
/μc-Si:H band-gap values, which can be connected 
to the lowered hydrogen dilution within the silicon 
layers formed on rough ZnO:B substrates.  
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Для исследования образования молекулярных двойных кор-дырочных состояний при последовательном двухфотонном 
поглощении рентгеновских лучей используются очень интенсивные, сверхкороткие мягкие рентгеновские импульсы 
LCLS-рентгеновского лазера на свободных электронах. Влияние критических параметров LCLS – таких, как число фо-
тонов в импульсе, длительность импульса и размер фокусного пятна – на фотоэлектронный и оже-спектры моделиру-
ется в деталях, и результаты этого моделирования используются как вспомогательные в интерпретации эксперимен-
тально полученных спектров. Представлен обзор результатов двухфотонных экспериментов на LCLS. 
 
Ключевые слова: лазер на свободных электронах, рентгеновский лазер, многоатомная молекула, двойное состояние 
кор-дырка. 
 
We use extremely intense, ultrashort soft X-Ray pulses generated by the LCLS X-Ray Free Electron Laser to investigate the 
production of molecular double core-hole states by sequential two-photon X-Ray absorption. The effect of critical LCLS pa-
rameters such as the number of photons per pulse, the pulse duration, and the focal spot size on the photoelectron and Auger 
spectra is modeled in detail and the results of these simulations are used as an aid in the interpretation of the experimental spec-
tra obtained. We review here the results from the two-photon experiments at LCLS. 
 
Keywords: free electron laser, X-ray laser, polyatomic molecule, double core-hole state. 

 
 

Introduction 
The discovery of chemical shifts in photoelec-

tron spectroscopy [1], [2] was an important conse-
quence of the development of this technique, and for 

which Kai Siegbahn was awarded the 1981 Nobel 
Prize in physics. Chemical analysis by means of 
electron  spectroscopy  is  well  established  for 
many years, and there are commercially available 
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instruments. The basic principle is the absorption of 
one photon by a molecule, and the ejection of one 
electron, which is energy analyzed. If the photon 
energy is sufficient to ionize a K-shell electron, the 
exact energy of the electron provides information 
about the local chemical environment. The ioniza-
tion energy depends on where in a molecule an atom 
is located. 

Cederbaum et al. [3] realized that two-site 
Double Core Hole States (tsDCHs) could be a more 
sensitive probe of the local chemical environment 
than are the usual single core-hole states. However, 
in 1986 it was not known how to produce K-shell 
vacancies on two different atoms in a molecule. The 
cross section for creating holes in the K-shell at two 
different atomic sites by the absorption of one pho-
ton is vanishingly small, and the photon flow from 
synchrotron radiation sources is too low to allow the 
absorption of a second photon while the first core-
hole still exists. The reason is that the first core-hole 
is extremely short-lived owing to the Auger effect, 
which fills the core vacancy within less than 10 fs. 
This puts huge demands on the light source, de-
mands that a synchrotron light source cannot fulfil. 
The advent of free electron lasers in the X-ray re-
gime has changed the situation. Free electron lasers, 
so far only the Linac Coherent Light Source (LCLS) 
at the SLAC National Accelerator Laboratory, oper-
ated by Stanford University, can deliver so many   
X-ray  photons  (1012)  during  such time duration 

(10 fs) so that a molecule can absorb two photons 
during one photo pulse. The second photon can be 
absorbed before the first vacancy is filled, thus creat-
ing a molecule with a tsDCH state. Theoretical pre-
dictions showing that this should be possible was 
presented [4], and it was first verified experimen-
tally shortly after [5]. 
 

Experiment 
Figure 1 shows the electron accelerator at the 

SLAC National Accelerator Laboratory, the undula-
tor which produces the X-rays, the AMO (Atomic, 
Molecular, Optical) hutch, and the electron and ion 
time-of-flights that are used to record and energy 
analyze the photoelectrons and photoions [6]. 

The free-electron laser was running with com-
pressed 40 pC electron bunches at a repetition rate of 
60 Hz to generate laser pulses of ~10 fs duration 
with a pulse energy of approximately 0.2 mJ, a pho-
ton energy of between 520 and 705 (±15) eV, and a 
pulse energy width of about 0.5%. The laser pulse 
length is difficult to measure directly for short X-ray 
pulses and was estimated from the peak electron 
current of the electron bunch. The photon energy is 
determined indirectly from the electron bunch ki-
netic energy. The pulse energy is given from detec-
tors located upstream of the beamline optics which 
overestimate the pulse energy at the experiment by 
about 85% due to losses downstream. 

 

 
Figure 1 – LCLS at SLAC and the AMO instrument 
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 Each laser pulse intersects a synchronized 
stream of sample gas with a diameter of about 4 mm, 
originating from a skimmed, supersonic beam 
source. The measurements were performed both 
with a focused and unfocused laser beam in the in-
teraction region. The unfocused data are then sub-
tracted from the focused in order to extract the pure 
non-linear contributions. Focusing is achieved with 
Kirkpatrick-Baez (KB) mirrors to an elliptical spot 
size with a major and minor semi axis of 2.2 μm and 
1.2 μm FWHM respectively which corresponds to a 
beam intensity of roughly 1018 W/cm2 at the focal 
spot. For the unfocused measurements the stage of 
the KB mirrors were shifted 20 mm with respect to 
the position of the optimal focus. This results in a 
beam spot with major and minor semi axis of 
37.5 μm and 20.6 μm FWHM respectively and an 
intensity of around 3x1015 W/cm2.   
 The ions and electrons produced by the interac-
tion are analyzed with the Atomic, Molecular and 
Optical (AMO) instrument [7], [8]. It consists of an 
ion time-of-flight spectrometer (iTOF) to determine 
charge states and kinetic energies of generated ions, 
and five eTOFs for measuring the electron kinetic 
energies at various angles. In these experiments we 
used two eTOFs oriented at 0o and 54.7o (magic an-
gle) with respect to the polarization of the laser 
beam. Generally the latter detector provided more 
non-linear signals, probably because of a better 
alignment to the laser focal spot but also more noise. 
Except for CO2, all presented results originate from 
the experiments performed with the eTOF oriented 
at magic angle. The CO2-data were however taken 
from measurements with the detector oriented at 0o, 
due to excessive noise with the other detector. In 
order to align the iTOF and eTOFs to the interaction 
region, neon gas was used and the spectrometers 
were oriented so that a maximum signal from a neon 
Auger peak was achieved. The electron spectrome-
ters are equipped with multi-element electrostatic 
lenses and a retardation voltage may be applied in 
order to increase the energy resolution.  

Conclusions 
We were successful in the experiment on CO, 

which was recently performed at LCLS [9]. In this 
paper the observation of two-site DCH states in CO 
was demonstrated. This is an important first step 
towards observations of tsDCH in molecules with 
atoms having the same atomic number but located at 
different sites in the molecule, which would allow 
measurements of chemical shifts that are more sensi-
tive to the chemical environment. 
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METHODS AND MEANS OF THE ELECTROOPTICAL MODULATION 
OF INFRARED SPECTRUM RADIATHION 

V.A. Pilipovich, A.I. Konojko, A.M. Polikanin 
B.I. Stepanov Institute of Physics NAS of Belarus, Minsk 

 
Рассматриваются методы и средства амплитудно-поляризационной модуляции плоско поляризованного излучения, ко-
торые можно осуществить за счет расщепления плоско поляризованного светового пучка на два, их фазовой модуля-
ции и последующего суммирования. 
 
Ключевые слова: электрооптический эффект, амплитудная модуляция, фазовая модуляция, поляризационный расще-
питель, двулучепреломление, изотропный угол. 
 
Means and methods of amplitude-polarization modulation of plane-polarized light are considered. These methods can be real-
ized by means of the splitting plane-polarized light beam on two beams, their phase modulation and subsequent summation. 
 
Keywords: electrooptical effect, amplitude modulation, phase modulation, polarization splitter, birefringence, isotropic angle. 

 
 

Введение 
Общим недостатком электрооптических по-

ляризационных модуляторов с поперечным при-
ложением управляющего поля является тот факт, 
что вносимая им управляемая разность фаз меж-
ду ортогональными составляющими электриче-
ского вектора проходящей световой волны наво-
дится за счет управляемого смещения только 
одной из составляющих электрического вектора 
световой волны [1], [2]. Это приводит к невысо-
кой эффективности их работы, т. к. величина 
управляющего напряжения в этом случае в два 
раза больше, нежели в случае, если бы осущест-
влялось управляемое смещение обоих состав-
ляющих электрического вектора световой волны. 
Поэтому представляет интерес рассмотреть ме-
тод поляризационной модуляции плоско поляри-
зованного излучения, который бы исключил этот 
недостаток, что позволило уменьшить величину 
управляющего напряжения электрооптического 
модулятора с поперечным приложением управ-
ляющего поля в два раза и при этом минимизи-
ровать влияние температурной флуктуации фи-
зических параметров электрооптических кри-
сталлов на светомодуляционные характеристики. 
 

1 Низковольтные поляризационные элек-
трооптические модуляторы с поперечным 
приложением управляющего поля 

Сущность метода состоит в уменьшении ве-
личины управляющего напряжения электроопти-
ческого модулятора с поперечным приложением 
управляющего  поля,  которая достигается за 
счет фазовой модуляции обеих разнесенных в 

пространстве ортогональных составляющих 
электрического вектора падающей на поляриза-
ционный расщепитель световой волны с их по-
следующим суммированием. 

Оптическая схема низковольтного электро-
оптического модулятора с поперечным прило-
жением управляющего поля изображена на ри-
сунке 1.1. Причем главная плоскость поляриза-
ционного расщепителя повернута на угол 45° 
относительно главной плоскости поляризатора, а 
активная ось оптической анизотропии второго 
электрооптического элемента повернута на угол 
45° относительно главной плоскости поляриза-
тора и на угол 90° относительно активной оси 
оптической анизотропии первого электрооптиче-
ского элемента, которая перпендикулярна глав-
ной плоскости поляризационного расщепителя.  

 
1 – поляризатор; 2 – поляризационный  

расщепитель; 3 – первый электрооптический 
элемент; 4 – второй электрооптический элемент; 

5 – зеркало 
 

Рисунок 1.1 – Оптическая схема низковольтного 
амплитудного модулятора излучения видимой и 

ближней ИК области спектра 

ФИЗИКА
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Направление вектора напряженности управ-
ляющего электрического поля в первом электро-
оптическом элементе параллельно, а во втором 
электрооптическом элементе противоположно 
соответствующим кристаллографическим осям, 
кроме того, разность оптических путей, прой-
денных ортогонально поляризованными свето-
выми пучками в одном направлении, должна 
быть кратна λ/4. 

Электрооптический модулятор с попереч-
ным приложением управляющего поля работает 
следующим образом. В исходном состоянии на 
вход электрооптического модулятора с попереч-
ным приложением управляющего поля поступает 
неполяризованный световой пучок. Пройдя по-
ляризатор, световой пучок становится плоско 
поляризованным, причем его плоскость поляри-
зации ориентирована под углом 45° к вертикали 
(к плоскости рисунка). Данный плоско поляризо-
ванный пучок поступает на входную грань поля-
ризационного расщепителя, в котором расщепля-
ется на два ортогонально поляризованных свето-
вых пучка. Световой пучок (обыкновенный), 
поляризованный перпендикулярно главной плос-
кости поляризационного расщепителя, поступает 
на входную грань первого электрооптического 
элемента, а световой пучок (необыкновенный), 
поляризованный параллельно главной плоскости 
поляризационного расщепителя, – на входную 
грань второго электрооптического элемента. Оба 
названных световых пучка проходят через соот-
ветствующие электрооптические элементы, от-
ражаются от зеркала и возвращаются в обратном 
направлении. При этом каждый из них при двой-
ном прохождении через соответствующие элек-
трооптические элементы испытывает одинако-
вую фазовую задержку Г, определяемую выра-
жением 

0
2 2 ,n lπ
λ

Γ =    (1.1) 

где n0 – показатель преломления электрооптиче-
ского элемента в направлении активной оси оп-
тической анизотропии, l – длина электрооптиче-
ского элемента.  

Это является следствием того, что электро-
оптические элементы имеют одинаковый линей-
ный размер вдоль направления распространения 
света вследствие их совместного изготовления. 
При прохождении ортогонально поляризованных 
световых пучков через поляризационный расще-
питель в обратном направлении они приобрета-
ют разность хода, кратную λ/2, что может быть 
достигнуто соответствующим подбором толщи-
ны поляризационного расщепителя, так как 
np ≠ n0, где np – фазовый показатель преломления 
необыкновенного  светового пучка.  Поэтому 
суперпозиция  ортогонально  поляризованных 
световых пучков дает результирующую выход-
ную плоско поляризованную световую волну, 

ориентированную перпендикулярно плоскости 
поляризации падающей на поляризационный 
расщепитель световой волны. В результате, в 
случае  отсутствия на электрооптических эле-
ментах управляющего напряжения световой пу-
чок не проходит поляризатор в обратном направ-
лении. 

Если на первый и второй электрооптические 
элементы подать управляющее напряжения ве-
личиной 

3
0 63

1 ,
4

dU
n r l
λ

=    (1.2) 

что в два раза меньше, чем управляющее напря-
жение существующих лазерных затворов на базе 
поперечного электрооптического эффекта, то 
после прохождения ортогонально поляризован-
ными световыми пучками соответствующих 
электрооптических элементов в обратном на-
правлении они приобретут дополнительную оп-
тическую разность хода, равную λ/2. Поэтому 
суперпозиция ортогонально поляризованных 
световых пучков на выходе поляризационного 
расщепителя даст результирующую выходную 
плоско поляризованную световую волну, ориен-
тированную параллельно плоскости поляризации 
падающей на поляризационный расщепитель 
световой волны. В результате, в случае наличия 
на электрооптических элементах управляющего 
напряжения световой пучок проходит поляриза-
тор в обратном направлении. 

Аналогичная задача может быть решена, ес-
ли между поляризационным расщепителем и 
первым электрооптическим элементом размес-
тить вращатель плоскости поляризации в соот-
ветствие с рисунком 1.2, который будет вращать 
плоскость поляризации обыкновенного светово-
го пучка на 90°. Таким вращателем может слу-
жить фазовая пластинка, вносящая оптическую 
разность хода, равную λ/2, оси анизотропии ко-
торой ориентированны к плоскости поляризации 
проходящего светового потока под углом 45°. 
При этом, чтобы получить амплитудную моду-
ляцию на выходе, необходимо изменить ориен-
тацию электрооптических элементов. Оси опти-
ческой анизотропии первого и второго электро-
оптических элементов должны быть параллель-
ны главной плоскости поляризационного расще-
пителя. Направление вектора напряженности 
управляющего электрического поля в первом 
электрооптическом элементе параллельно, а во 
втором электрооптическом элементе противопо-
ложно соответствующим кристаллографическим 
осям. Это позволяет формировать данные элек-
трооптические элементы на одном кристалле.  

Общим недостатком вышеприведенных оп-
тических схем низковольтного амплитудного 
модулятора излучения видимой и ближней ИК 
области  является  их  низкая температурная  
стабильность. Так как вследствие флуктуации 
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температуры происходит изменение толщины 
поляризационного расщепителя (l`), что приво-
дит к смещению рабочей точки модулятора на 
модуляционной характеристике. Это проиллюст-
рировано на осциллограмме, приведенной на 
рисунке 1.3 а). Осциллограмма светового сигна-
ла на выходе модулятора, изображенная на ри-
сунке 1.3 б), соответствует случаю отсутствия 
смещения рабочей точки модулятора. 

Кроме того, такие модуляторы могут рабо-
тать только в параллельных световых пучках. 
Это является следствием того, что в сходящихся 
световых пучках плоскости фокусировки обык-
новенного и необыкновенного световых пучков 
не совпадают. Причиной этому является, во-
первых, оптическая разность хода обыкновенно-
го и необыкновенного световых пучков, во-
вторых, разность дополнительных смещений δ, 
возникающая вследствие прохождения обыкно-
венным и необыкновенным световыми пучками 
через плоско параллельный кристаллический 
элемент. Величина этого смещения может быть 
определена из выражения [3]:  

0 2 2 2 2
0

cos cos ,
sin sin

e p

p

l
n n

ω ωδ δ δ
ω ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − = −
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 (1.3) 

где ω – половина угловой апертуры.  
А оптическая разность хода обыкновенного 

и необыкновенного световых пучков в поляриза-
ционном расщепителе равна  

( )` `,p on n lΔ = −                      (1.4) 

где               
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ne, no – фазовые показатели преломления, соот-
ветственно для необыкновенного и обыкновен-
ного световых пучков; θ  − угол, образуемый 
нормалью к фронту световой волны с оптиче-
ской осью поляризационного расщепителя.  
 

 
 

1 – поляризатор; 2 – поляризационный 
расщепитель; 3 – первый электрооптический 

элемент; 4 – второй электрооптический элемент; 
5 – зеркало; 6 – вращатель плоскости 

поляризации 
 

Рисунок 1.2 – Оптическая схема низковольтного 
амплитудного модулятора излучения видимой и 
ближней ИК области спектра с параллельными 

электродами 

 

 
а) 

 
б) 

а) – в случае наличия смещения рабочей точки, 
б) – в отсутствии смещения. 

 

Рисунок 1.3 – Осциллограммы оптического 
отклика модуляторов, оптические схемы 

которых соответствуют схемам, 
изображенным на рисунках 1.1 и 1.2 

 
Поэтому результирующее смещение плос-

кости фокусировки обыкновенного и необыкно-
венного световых пучков вдоль направления 
распространения (ΔZΣ) света будет равно их 
сумме, то есть [4], [5] 

`Z δΣΔ = Δ + =                        (1.5) 
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Это смещение приведет к резкому снижению 
эффективности светомодуляционных характери-
стик рассматриваемых электрооптических моду-
ляторов. 

Эти недостатки могут быть ликвидированы 
за счет использования в качестве поляризацион-
ного расщепителя двух двулучепреломляющих 
кристаллов, оптические оси которых ориентиро-
ваны по отношению друг к другу под углом 45°. 
Тогда оптическая схема, изображенная на рисун-
ке 1.1, трансформируется в оптическую схему, 
представленную на рисунке 1.4 а). Пунктирными 
линиями показаны плоскости, в которых лежат 
оптические оси кристаллов поляризационного 
расщепителя.  

При необходимости базирования электро-
оптических элементов на одной плоскости в оп-
тическую систему необходимо ввести вращатель 
плоскости поляризации, обеспечивающий пово-
рот плоскости поляризации в прямом ходе на 
плюс 45°, а в обратном – на минус 45°. В этом 
случае оптическая схема низковольтного высо-
коэффективного амплитудного модулятора излу-
чения примет вид, показанный на рисунке 1.4 б). 

В вышеприведенных оптических схемах в 
качестве поляризационного расщепителя исполь-
зовались плоскопараллельные кристаллические 
призмы, в которых оптическая ось ориентирова-
на под углом к направлению распространения 
света. Использование таких расщепителей в не-
параллельных световых пучках требует, чтобы 
этот угол имел строго определенную величину 



Методы и средства электрооптической модуляции излучения ИК области спектра 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 4 (9), 2011 57

θi, которую можно определить из следующего 
выражения [6]: 
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а, следовательно, угол расщепления ψi в этом 
случае можно найти из выражения 
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.
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o e i i

i
e o e i

n n
arctg
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θ θ
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       (1.7) 

Такие углы называются изотропными. Изотроп-
ные углы расщепления и среза некоторых кри-
сталлов приведены в таблице 1.1. 
 

Таблица 1.1 – Изотропные углы расщепле-
ния и среза некоторых кристаллов 

 

Материал кристалла ψi(град.) θi(град.) 
NaNO3 9,17 49,34 
CaCO3 5,90 51,27 

KH2PO4 1,48 53,87 
 

 
а) 

 
б) 

 
а) 1 – поляризатор; 2 –поляризационный 

расщепитель; 3 – первый электрооптический 
элемент; 4 – второй электрооптический элемент; 

5 – зеркало 
 

б) 1 – поляризатор; 2 – поляризационный 
расщепитель; 3 – первый электрооптический 

элемент; 4 – второй электрооптический элемент; 
5 – зеркало; 6 – вращатель плоскости 

поляризации 
 

Рисунок 1.4 – Оптическая схема низковольтного 
высокоэффективного амплитудного модулятора 
излучения видимой и ближней ИК области 

спектра 
 
В качестве поляризационного расщепителя 

в модуляторе высокоэффективной модуляции 

непараллельных световых пучков, работающего 
по описанному принципу, может быть использо-
вана призма Глана. Оптическая схема такого мо-
дулятора представлена на рисунке 1.5. Использо-
вание призмы Глана требует введения в оптиче-
скую схему второго зеркала. Основным требова-
нием к такому затвору является равенство опти-
ческих путей в каналах модуляции, то есть ми-
нимизировать температурные градиенты. Это 
может быть обеспечено за счет базирования оп-
тических элементов системы на общем основа-
нии из диэлектрического материала, обладающе-
го высокой теплопроводностью и помещенного в 
металлический корпус.  
 

 
 

1 – поляризатор; 2 – поляризационный 
расщепитель; 3 – первый электрооптический 

элемент; 4 – второй электрооптический элемент; 
5 – первое зеркало; 7 – второе зеркало. 

 

Рисунок 1.5 – Оптическая схема низковольтного 
высокоэффективного амплитудного модулятора 
излучения видимой и ближней ИК области 
спектра с использованием призмы Глана 

 
2 Метод электрооптической амплитуд-

ной модуляции на базе двухлучевой интерфе-
ренции 

Теперь представляет интерес рассмотреть 
случай использования в качестве расщепителя 
объемной голограммы, образованной двумя на-
ложенными друг на друга голографическими 
решетками с параллельными штрихами. В этом 
случае в корне меняется принцип работы опти-
ческой схемы лазерного затвора, так как для 
обеспечения максимальной дифракционной эф-
фективности расщепителя плоскость поляриза-
ции падающего излучения должна быть перпен-
дикулярна штрихам обеих решеток. Поэтому в 
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результате объединения световых пучков мы 
будем иметь в наличии не поляризационную мо-
дуляцию, а амплитудную модуляцию, являю-
щуюся следствием электрооптического измене-
ния разности фаз объединяемых пучков. Факти-
чески в данном случае имеет место двухлучевая 
интерференция фазово-модулированных свето-
вых пучков.  

Увеличение эффективности модуляции та-
кого лазерного электрооптического затвора при 
одновременном уменьшении величины его 
управляющего напряжения достигается за счет 
расщепления падающего на модулятор излуче-
ния, что позволяет, во-первых, осуществлять 
индивидуальную фазовую модуляцию разнесен-
ных в пространстве равных по амплитуде свето-
вых пучков с последующим их суммированием; 
во-вторых, за счет компактного размещения всех 
оптических элементов модулятора в одной плос-
кости и помещения их в диэлектрический кор-
пус, материал которого обладает высокой тепло-
проводностью, минимизировать влияние возни-
кающих в электрооптических кристаллах темпе-
ратурных градиентов на модуляционные харак-
теристики; в-третьих, подавать управляющее 
напряжение только в момент генерации лазерно-
го излучения. 

Оптическая схема низковольтного электро-
оптического модулятора с поперечным прило-
жением управляющего поля на базе двухлучевой 
интерференции изображена на рисунке 2.1. При-
чем первый и второй электрооптические элемен-
ты повернуты относительно голографического 
расщепителя на углы, равные углам дифракции 
падающих на них дифрагировавших световых 
пучков (на углы Брэгга), разность оптических 
путей пройденных дифрагировавшими световы-
ми пучками кратна λ/2, направление вектора на-
пряженности управляющего электрического по-
ля в первом электрооптическом элементе парал-
лельно, а во втором – противоположно оптиче-
ской оси. 
 Такой лазерный электрооптический затвор 
на базе двухлучевой интерференции работает 
следующим образом. 
 В исходном состоянии на голографический 
расщепитель поступает плоско поляризованный 
световой пучок, плоскость поляризации которого 
ориентирована в плоскости перпендикулярной 
оптической оси электрооптического кристалла. В 
результате дифракции исходного светового пуч-
ка на голографическом расщепителе в первом и 
втором электрооптических элементах в результа-
те расщепления будут распространяться два рав-
ных по амплитуде и одинаково поляризованных 
световых пучка. Пройдя первый и второй элек-
трооптические элементы, дифрагированные све-
товые пучки отражаются от первого и второго 
отражателей и возвращаются в обратном направ-
лении. При этом они приобретают оптическую 

разность хода, равную λ/2. После прохождения 
голографического расщепителя в обратном на-
правлении дифрагированные световые пучки 
объединяются и в результате интерференции 
гасят друг друга. 
 При подаче на первый и второй электрооп-
тические элементы управляющего напряжения U 
величиной 

( )3 3
0 13 33

1 ,
4 e

dU
ln r n r

λ
=

−  

которая в два раза меньше, чем у существующих 
электрооптических лазерных затворов, световые 
пучки при возвращении к голографическому 
расщепителю приобретают оптическую разность 
хода, равную нулю. В результате прохождения 
голографического расщепителя они интерфери-
руют, поэтому в направлении, противоположном 
исходному световому пучку, распространяется 
встречный световой пучок максимальной ампли-
туды. 
 

 
 

1 – голографический расщепитель;  
2 – первый электрооптический элемент;  
3 – второй электрооптический элемент;  

4 – первый отражатель; 5 – второй отражатель;  
6 – диэлектрический корпус 

 

Рисунок 2.1 – Оптическая схема низковольтного 
высокоэффективного амплитудного модулятора 
излучения видимой и ближней ИК области 
спектра с использованием двух лучевой 

интерференции 
 
 Расчеты показывают, что предлагаемые ла-
зерные электрооптические затворы могут рабо-
тать в световых пучках с угловой апертурой по-
рядка ±4′. При этом, величина уменьшения све-
топропускания из-за влияния дифракционной 
эффективности голографического расщепителя 
составит не более 1%. 
 

Заключение 
 Предложен метод амплитудно-поляризаци-
онной модуляции плоско поляризованного излу-
чения, который можно осуществить за счет рас-
щепления плоско поляризованного светового 
пучка на два ортогонально поляризованных, их 
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фазовой модуляции и последующего суммирова-
ния. Предложен метод амплитудной модуляции 
плоско поляризованного излучения, который 
можно осуществить за счет расщепления свето-
вого пучка при помощи объемной голограммы, 
представляющей собой две брэгговские решетки 
с параллельными штрихами, на два поляризо-
ванных в одной плоскости, их фазовой модуля-
ции и последующего их суммирования. 

Научная новизна полученных результатов 
заключается: в разработке метода высокоэффек-
тивной модуляции оптического излучения на 
базе поперечного электрооптического эффекта, 
отличительной особенностью которого является 
высокая стабильность светомодуляционных ха-
рактеристик, кроме того, он, в отличие от из-
вестных методов, позволяет снизить величину 
управляющего напряжения не менее чем в 2 раза, 
что имеет очень важное значение для модуляции 
добротности лазерных резонаторов, генерирую-
щих излучение с длиной волны порядка 1,5 мкм. 
Практическая новизна полученных результатов 
заключается: в том, что на основе метода высо-
коэффективной модуляции оптического излуче-
ния могут быть созданы высокоэффективные 
лазерные затворы для видимой и ближней ИК 
области спектра, обладающие величиной управ-
ляющего напряжения вдвое меньшей, чем суще-
ствующие. 
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ELECTROPLASTIC EFFECT AT TWINNING METALS 

V.S. Savenko 
I.P. Shamyakin Mozyr State Pedagogical University, Mozyr 

 
Использование импульсов тока высокой плотности, электрических и магнитных полей, ионной имплантации позволи-
ли интенсифицировать пластическую деформацию металлов, предоставив принципиальную возможность управления 
двойникованием, с помощью немеханических сил, влияющих на условия и характер упрочнения материала. 
 
Ключевые слова: двойникование, двойникующие дислокации, металл, электропластический эффект, деформация, дис-
локация, индентор. 

 
Use of pulses of a current of high density, electric and magnetic fields, ionic implantation allowed intensifying plastic deforma-
tion of metals, thus, giving basic opportunity for management of plastic deformation twinning with the help of forces of the 
nonmechanical nature, influencing on conditions and character of hardening of a material by means of controllable twinning. 
 
Keywords: twinning, twinning dispositions, metals, electroplastic effect, deformation, disclosing, indentor. 

 
 

Introduction 
 Fundamental and applied problems of modern 
materiology on increase of production efficiency, 
and increase of its technological level are defined by 
necessity of creation of complex of high physic me-
chanical properties of materials for extreme physical 
conditions with high service characteristics. The 
basic kinds of plastic deformation of crystal bodies 
are sliding and twinning. In spite of the fact that 
twinning concerns the basic kinds of deformation of 
crystals, as against sliding, the given kind of plastic 
deformation is investigated insufficiently full. At the 
same time experimental results of the twinning study 
prove to be true discovery of all new phenomena 
taking place at the given kind of deformation. De-
formation of metals at low temperatures and great 
speeds load results in the fragile destruction. These 
processes of plastic deformation have no time to be 
realized. Therefore studying the processes of plastic 
deformation twinning is an actual task, both in scien-
tific, and in the applied plan. 

Twinning realization is carried out in the case 
of orientation and interdiction for usual disposition 
sliding, and also at great speeds load and at low 
temperatures. Sources of generating twinning dispo-
sitions are concentrators of tension, and the devel-
opment of doubles is carried out with great speeds 
and the subsequent deformation processes on bor-
ders of doubles frequently result in the destruction of 
a material. In this connection management kinetics 
controllable twinning for creation uniform disposi-
tion structures on borders of doubles with the pur-
pose of reduction in concentration of load, gives a 
real opportunity to use twinning as a reserve of in-
crease of  plasticity of a material. On the other hand 

systems of thin doubles at the subsequent deforma-
tion will create natural obstacles for full disposi-
tions. The creation of twinning structures in the ma-
terial will probably promote effective hardening of 
the material which is an independent way and the 
channel of the twinning metals hardening. 

 
Results and discussion 
Influence of pulses of a current on twinning 

metal crystals, on analogy to sliding and for brevity 
electroplastic effect (EPE) at twinning was revealed 
by the author in 1978. It served as the certain im-
pulse for studying the electroplastic effect at twin-
ning, as well as sliding, and is crucial for realization 
of plastic deformation of metal. The study of the 
influence of ionic implantation, alloy, and electronic 
irradiation on physicomechanical properties of mate-
rials are of great scientific and practical value as 
they in many respects define their operational char-
acteristics. From the practical point of view actual 
researches of joint influence of ionic irradiation and 
electric field on deformation processes in metals are 
represented. It is known, that the specified kinds of 
power influences are effective ways of influence on 
the condensed system of the metal which in the cer-
tain conditions improve and modify its physical 
characteristics. 

By this time there are practically no ways of 
hardening twinning materials that constrain practical 
use of some perspective metals and alloys on their 
basis. According to this statement, it is clear that the 
research of the ways of increase of plasticity and 
durability of twinning materials represents the im-
portant practical task. 
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The decision of this task can be carried out in 
three directions: 

1. Increase in plasticity of twinning materials 
due to the initiation and development of additional 
twinning under the influence of external power in-
fluences. 

2. Decrease in the role of twinning borders as 
concentrators of internal tension in metal by their 
reduction, or updating. 

3. Creation of the structures at electroplastic 
deformation twinning, capable of strengthening the 
material without decrease in its plasticity. 

Thus, in the true work in a counter balance to 
the existing practice the structural and mechanics 
thermal influences on a crystal lattice of metal, the 
new way of management is offered due to non-
mechanical forces – pulses of a current of high den-
sity, electric and magnetic and fields and ionic im-
plantation. 

The purpose of this work is finding-out physi-
cal mechanisms of plastic deformation of metals 
twinning in conditions of external power influences 
electric and magnetic fields, ionic implantation, 
electronic irradiation, creation of physical bases of 
hardening of twinning materials and technological 
receptions on the basis of electroplastic processing 
of metals by pressure, in difficult field conditions 
and in the crossed fields, in particular. 

Twinning, as well as sliding, develops only on 
certain crystallography to planes, and these proc-
esses are mutually causing. 

Twinning and sliding are not in a thermody-
namic equilibrium condition, and at any tempera-
tures their structural sensitivity depends on updating 
defects. 

At deformation of a crystal by the concentrated 
loading on the plane cleavage concentrators of ten-
sion a system of the wedge doubles appears on cer-
tain crystallographic directions. The double wedge 
represents a set of planes in which the process of 
reorganization of a lattice in twinning position starts, 
but  up to the end it is not realized if each plane  
(figure 1) comes  to  the  end of  the  twinning  dis-
position. 

Passing through metal monocrystals the im-
pulses of an electric current with density from 50 – 
1000A/mm2 and duration 10-4s , deformation redis-
tribution twinning in vicinities of concentrators of 
mechanical pressure is observed.  

Comparison of pictures of deformation with an 
impulse of a current and without it shows that at 
joint action of electric and mechanical pressure there 
is a stimulation of plastic deformation twinning. 

Under the influence of the concentrated loading 
on a crystal the occurrence of doubles is provided 
with excitation of dot sources twinning dispositions. 
Twinning germs have double wedge. Their devel-
opment follows the bill of simultaneous moving of 
regional making dispositions in a plane of shift and 
screw in a plane unity. Such doubles can arise in the 

volume of a deformable material near concentrators 
of pressure at any kind of loading. 

One of the features of development of the dou-
bles arising «in a point» is the sequence of elemen-
tary certificates of development: at a short-term ac-
tion of loading there is a thin double of final length. 
At increase in time of influence on a crystal generat-
ing twinning dispositions and their translation on 
borders of section without increase in the length a 
twin wedge is observed. It is natural, that moving 
from a mouth to top twinning dispositions one can 
meet an obstacle and form congestion. This will 
sharply increase incoherent twin borders in planes 
(III), and internal pressure can lead to disclosing of 
cracks in a secondary plane unity. 

 

 
Figure 1 – Disposition model wedge the double 

 

 
Figure 2 – A microphoto of doubles on a plane (III) 
monocrystals of bismuth, х 530. The print at the left 
is received at loading 10g. The print on the right is at 
the same loading, but when the deformation through 
a crystal was passed, the density of a current pulse 

was 600 А/mm2 
 

A new kind of interaction screw twinning dis-
positions with an obstacle is observed when the cur-
rent impulse passes through a crystal at deformation. 
Excitation of an electronic subsystem of the sample 
leads to the intensive reproduction of twinning dis-
positions on borders of the section and to collective 
interaction screw making twinning dispositions with 
an obstacle. As a result there is a phenomenon of 
branching of doubles not observed earlier. 

Branching of doubles always arises on curve 
borders of the section where the degree of the inco-
herent twinning borders is the greatest. 

Doubles usually arise on dispositions conges-
tions and relaxations of internal pressure at a print 
lead. Till now it was known, that the relaxation of 
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internal pressure can be carried out at the expense of 
sliding development, for example, in the areas of the 
crystal adjoining twinning borders. In the given 
work it is revealed for the first time that under the 
influence of electric impulses the relaxation of the 
internal pressure is carried out as a result of the de-
velopment of new doubles, and new doubles arise 
not only on congestions of full dispositions but also 
on borders twinning layers, i. e. on congestions of 
twinning dispositions. Doubles arising in places of 
concentration of pressure discharge dislocation con-
gestions thereby reduce the probability of fragile 
destruction in reintense places of a crystal lattice. 

In the absence of external power influences 
«branchy» doubles arise on twins’ borders with 
small degree coherent (figure 3) more often. 

 

 
Figure 3 – Origin of the double on the twin border 

with small degree of coherency 
 

The curvature twinning borders appear owing 
to superfluous concentration of twinning disposi-
tions on them. The raised density of dispositions on 
the twin border conducts localization of the internal 
pressure on it whose sources are twinning disposi-
tions. Thus, in places of the congestion of disposi-
tions there can be pressure comparable in the vol-
ume with the occurrence of the threshold aspect of 
the double wedge. The relaxation of the given pres-
sure occurs in the origin of the twin border and in 
the new double which develops in a new energeti-
cally favourable direction (figure 4). 

 

 
Figure 4 – Branching of the double at a stopper 

 

The picture of fields of pressure at the aspect of 
the double wedge (figure 5) which is received as the 
assumption that the twin’s border consists of from 
full [1]–[3], instead of partial dispositions. Fields of 
pressure around of the congestion of such disposi-
tions of looking like wedge can be calculated under 
the formula: 
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Where xyσ  – chopping off pressure, b – mod-
ule of vector Burgersa, G – shift module, v – factor 
Puassona, п – summation index, N1 and N2 – number 
of dispositions on twin borders. In our case at the 
computer plotting, presented on figure 5, it was ac-
cepted N1 = N2 = 10. 

Figure 5 – Fields of pressure at aspect wedge the 
double 

 
Figure 3 shows that the pressure increased 

when approaching to twin border. Moreover, at the 
top of the double they have the same order, as at 
direct affinity twin borders, but on the dist the aspect 
wedge is two-three times more. As a result, in the 
presence of stoppers on the propagation of the aspect 
double wedge, there is a redistribution of pressure at 
its top in such a manner that the size of their projec-
tions to a new direction twin becomes comparable 
with the threshold value of the occurrence of the 
double. 

It is possible to stimulate dislocation processes 
at twinning crystals by passing impulses of an elec-
tric current through them [4]–[7]. With the growth of 
density of the current in the impulse, generating 
processes of twins’ dispositions amplify. Thus, the 
collective moving on twinning to borders twinning 
dispositions can co-operate with an obstacle not only 
with formation of the new double, but also overcome 
resistance of the stopped dispositions with formation 
of the second top. 

It is possible to explain stimulation by impulses 
of  the electric current. Branching of the doubles 
increases  the internal pressure in a crystal at the 
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expense of pinch-effect realization. As a result of the 
occurrence of additional pressure in a crystal the 
probability of occurrence of the second top of the 
double raises. 

Figure 6 – Formation of the second top 
of the double in a crystal Be. Density of a current 

700 А/мм2; х 600 
 

Thus, with the help of the elektroplastic 
method of research and method of computer simula-
tion of the fields of pressure around the aspect dou-
ble wedge, it is established that the relaxation of 
internal pressure in bismuth monocrystals can occur 
due to realization of twinning at the expense of 
branching of doubles. And, the new top of the dou-
ble arises not on full dispositions, but on partial 
twins. 

With the increase in time of influence, the in-
dentor before passing a current impulse leads to the 
density growth of twinning dispositions on borders 
and branch strengthening. Thus, the density twin-
ning on borders of section of each new generation of 
doubles is less than dispositions in the previous 
cases (figure 6). 

The growth of density of the current in the im-
pulse amplifies generating processes in twinning 
dispositions. Thus, the collective moving of the twin 
to borders twinning dispositions can co-operate with 
an obstacle not only with formation of the new dou-
ble, but also overcome resistance of the stopped dis-
positions with formation of the second top. In figure 
4 formation of the second top of the double in a 
crystal Be is shown. 

 
Conclusion 
The described phenomena testify the additional 

possibility of  plasticization of mechanically  twin-
ning materials  at  creation, in the course of deforma-
tion,  the  conditions favorable for reproduction 

twinning of dispositions. Such conditions can be 
created in the process of deformation when impulses 
of a current of high density pass through a material. 
Thus, the relaxation of the internal pressure arising 
at dislocations of congestions on borders of section 
can occur not only at the expense of formation of 
new doubles. Therefore the reserve of plasticity in-
creases, and the probability of fragile destruction 
and the result of the partial destruction in twinning 
decreases. 
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ПРЕИМУЩЕСТВА ИСКУССТВЕННЫХ СЛАБО ОТРАЖАЮЩИХ СТРУКТУР 
НА ОСНОВЕ ОПТИМАЛЬНЫХ СПИРАЛЕЙ ПРИ ПРЕЛОМЛЕНИИ 

И ПОГЛОЩЕНИИ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН 
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ADVANTAGES OF ARTIFICIAL LOW-REFLECTING STRUCTURES 
BASED ON THE OPTIMAL HELICES AT THE REFRACTION 

AND ABSORPTION OF ELECTROMAGNETIC WAVES 

I.V. Semchenko1, S.A. Khakhomov1, A.L. Samofalov1, S.A. Tretyakov2 
1F. Scorina Gomel State University, Gomel, Belarus 

2Aalto University School of Electrical Engineering, Finland 
 

Проведено аналитическое исследование преломляющих и поглощающих свойств образца искусственной среды, со-
стоящей из оптимальных спиралей с равными диэлектрическими и магнитными проницаемостями. На основе полу-
ченных результатов показано значительное преимущество такой среды по сравнению с «чистыми» диэлектриками и 
магнетиками. 
 
Ключевые слова: композитные среды, киральность, спиральный элемент, диэлектрическая проницаемость, магнит-
ная проницаемость. 
 
The analytical study of refractive and absorbing properties of a sample of the artificial medium consisting of the optimal helices 
with equal permittivity and permeability has been carried out. Significant advantage of this medium in comparison with «pure» 
dielectric and magnetic materials was shown on the basis of the obtained results. 
 
Keywords: composite materials, chirality, helical element, permittivity, permeability. 

 
 

Введение 
При характеристике сред, у которых число-

вые значения диэлектрической и магнитной про-
ницаемости одинаковы, традиционно основное 
внимание уделяется отсутствию отражения элек-
тромагнитных волн на поверхности среды. До-
полнительным стимулом для изучения этой про-
блемы стало создание  новых искусственных 
анизотропных структур – метаматериалов, про-
являющих особые свойства, которыми не обла-
дают естественные среды [1]. Искусственные 
структуры с равными диэлектрической и маг-
нитной проницаемостями могут быть созданы на 
основе металлических спиралей  оптимальной 
формы. В результате исследований, проведенных 
в настоящей работе, показано, что представляю-
щие научный и практический интерес свойства 
таких систем не ограничиваются аномально сла-
бым отражением электромагнитных волн на гра-
нице с окружающим воздухом. Рассматриваемые 
структуры имеют входной импеданс, близкий к 
волновому импедансу свободного пространства, 
но это не единственное их достоинство. В статье 
обосновано, что среды, для которых ,ε μ=  име-
ют преимущества перед обычными диэлектри-
ками и магнетиками, обусловленные более силь-
ным преломлением и поглощением электромаг-
нитных волн. Эти свойства искусственных сред 

могут быть использованы при создании поглоти-
телей волн сверхвысокой частоты (СВЧ волн).  

В работе [2] на примере образца, разрабо-
танного авторским коллективом из Института 
физики полупроводников Сибирского отделения 
РАН, проведено численное моделирование ки-
ральных свойств искусственной анизотропной 
структуры, образованной из микроспиралей. По-
казано, что такая искусственно созданная перио-
дическая структура может проявлять значитель-
ные киральные свойства в терагерцовом диапа-
зоне. Получены аналитические выражения для 
вычисления диэлектрической и магнитной про-
ницаемостей, а также киральной восприимчиво-
сти структуры, отличающейся существенной 
гиротропией. Проведено сравнение теоретиче-
ских и экспериментальных результатов. Сделан 
вывод об удовлетворительном  описании свойств 
искусственной структуры с большой кирально-
стью на основе предложенной модели.  

 
1 Моделирование 
Для теоретического описания частотной за-

висимости диэлектрических, магнитных и ки-
ральных свойств искусственной структуры в 
СВЧ диапазоне (вблизи главного резонанса) на-
ми использована модель Лоренца – Друде. При 
этом учтены следующие факторы: скин-эффект, 
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ослабление напряженности падающей электро-
магнитной волны внутри металлической спира-
ли, неоднородное распределение электрического 
тока по спирали. 

Зависимость диэлектрической ε  и магнит-
ной μ  проницаемости от частоты для среды с 
сильными киральными свойствами имеет вид [2]: 
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Величина κ  является невозмущенным зна-
чением параметра киральности, вычисленным в 
первом приближении, с учетом уравнения связи 

0 ;μ=B H ; e – модуль заряда электрона, me – мас-
са электрона, r – радиус спирали, q  – удельное 
кручение спирали, ω – циклическая частота  па-
дающего  излучения,  ω0 − резонансная частота, 
ρ – удельное сопротивление металла, 0N  – кон-
центрация электронов проводимости в металле, 

sN  – объемная доля скин-слоя в спирали, 0r  – 
радиус проволоки, hN  – концентрация спиралей, 

hV  – объем проволоки, из которого изготовлена 
одна спираль, τ  – коэффициент ослабления па-
дающего поля внутри металла, прS  – площадь 
сечения проводника, α  – угол подъема спирали; 

meα  – магнитоэлектрическая  восприимчивость, 
содержащаяся в материальных уравнениях для 
отдельной спирали: 

0 0 0 ,ee emjε α ε μ α= −p E H  
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μ
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Здесь eeα  и mmα  – тензоры диэлектрической 
и магнитной восприимчивости спирали; 

T
em meα α=  − псевдотензор, характеризующий ки-

ральные свойства спирали; 0ε  и 0μ  – электриче-
ская  и  магнитная  постоянные; символом T  

обозначена операция транспонирования. При 
записи этих выражений полагается, что электри-
ческое и магнитное поле являются монохрома-
тическими, и зависимость их напряженности от 
времени описывается функцией exp(jωt), как 
принято в радиофизике [2]. 

Оптимальные параметры спиралей опреде-
лены нами в работах [3], [4]. В частности, для 
электромагнитного поля с длиной волны, равной 
10 см, оптимальными являются спирали с пара-
метрами:  

Nв = 1, r = 7,73⋅10-3 м, α = 13,65°, L = 0,05 м, 
Н = 0,012 м, d = 9⋅10-4 м, 

где Nв – число витков спирали, r – радиус витка, 
α − угол подъема спирали относительно плоско-
сти, перпендикулярной оси спирали, L – длина 
медной проволоки, свитой в спираль (соответст-
вует условию главного частотного резонанса), Н 
– высота спирали (в рассматриваемых условиях 
она равна шагу спирали), d – диаметр проволоки. 

В работах [5], [6] нами проведены экспери-
ментальные исследования поляризационных 
свойств искусственного образца, состоящего из 
оптимальных одновитковых спиралей с углом 
подъема 13,65°. В настоящей работе проведено 
исследование преломляющих и поглощающих 
свойств такой же искусственной структуры.  

 
2 Обсуждение результатов 
Для определения зависимости диэлектриче-

ской ε  и магнитной μ  проницаемости данного 
образца от частоты необходимо предварительно 
определить магнитоэлектрическую восприимчи-
вость meα  отдельной спирали.  

В работе [6] для образца среды, состоящей 
из парных взаимно ортогональных спиралей оп-
тимальных параметров, на основании экспери-
ментальных результатов получена зависимость 
мнимой части диэлектрической проницаемости 
от частоты. При использовании в  первом при-
ближении эмпирического значения параметра 
киральности образца 0,42 0,42jκ = − + ⋅  нами 
получено достаточно точное соответствие анали-
тической зависимости, представленной на ри-
сунке 2.1 сплошной кривой и экспериментальной 
зависимости («точечная» кривая), полученной в 
[6]. Смещение графиков друг относительно друга 
вдоль шкалы частот, возможно, обусловлено за-
медлением электромагнитных волн в рассматри-
ваемой среде. 

В рассматриваемых условиях коэффициент 
ослабления  падающего поля внутри металла 
τ =–2,329·10-5– j·2,329·10-5, толщина скин-слоя на 
резонансной частоте составляет Ns=4,754·10-5 м. 

С учётом полученных значений параметров 
κ  и τ построим частотные зависимости действи-
тельной (рисунок 2.2) и мнимой (рисунок 2.3) 
части диэлектрической, магнитной проницаемо-
стей  и  показателя преломления для образца, 
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состоящего из одновитковых парных спиралей с 
углом подъема 13,65°.  

 

 
Рисунок 2.1 − Зависимость мнимой части диэлек-

трической проницаемости от частоты 
(… экспериментальная зависимость, 

–– аналитическая зависимость) 
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Рисунок 2.2 − Частотная зависимость 

действительной части диэлектрической Re(ε(ω)), 
магнитной Re(μ(ω)) проницаемостей 
и показателя преломления Re(n(ω)). 
Образец среды из одновитковых 

парных спиралей с углом подъема 13,65° 
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Рисунок 2.3 − Графики частотной зависимости 
мнимой части диэлектрической Im(ε(ω)),  
магнитной Im(μ(ω)) проницаемостей  
и показателя преломления Im(n(ω)).  
Образец среды из одновитковых  

парных спиралей с углом подъема 13,65° 

На рисунках 2.2 и 2.3 видно, что для образ-
ца, состоящего из оптимальных спиралей, равен-
ство значений диэлектрической и магнитной 
проницаемости имеет место при резонансной 
частоте (3·109 ГГц). При частотах, близких к ре-
зонансной, значения диэлектрической и магнит-
ной проницаемостей очень мало различаются. 

В целях сравнения преломляющих свойств 
исследуемого в настоящей работе искусственно-
го образца, состоящего из одновитковых парных 
спиралей с углом подъема 13,65°, с преломляю-
щими свойствами «чистых» диэлектриков (μ = 1) 
и «чистых» магнетиков (ε = 1) на рисунке 2.4 для 
них приведены частотные зависимости действи-
тельной части показателя преломления.  

 

 
Рисунок 2.4 − Частотная зависимость 

действительной части показателя преломления 
искусственной среды (сплошная кривая), 

«чистого» диэлектрика (штриховая кривая), 
«чистого» магнетика («точечная» кривая) 

 
На рисунке 2.4 видно, что искусственная 

среда, состоящая из оптимальных спиралей, зна-
чительно превосходит «чистые» диэлектрики и 
магнетики по преломляющим свойствам.  

В области нормальной дисперсии макси-
мальное значение действительной части показа-
теля преломления искусственной среды равно 
1,41 (при частоте 2,93 ГГц), у «чистых» диэлек-
триков оно не превышает 1,194 (на 15,3% мень-
ше, чем у искусственного образца), у «чистых» 
магнетиков – 1,186 (на 15,9% меньше, чем у ис-
кусственного образца).  

В области аномальной дисперсии искусст-
венной среды (3,21 ГГц) минимальное  значение 
действительной части показателя преломления 
равно 0,914. На этой же частоте у «чистых» ди-
электриков оно равно 0,964 (отличие от едини-
цы, взятое по модулю, на 58% меньше, чем у 
искусственного образца), у «чистых» магнетиков 
− 0,959 (отличие от единицы, взятое по модулю, 
на 52% меньше, чем у искусственного образца). 

Для сравнения поглощающих свойств об-
разца искусственной среды с поглощающими 
свойствами «чистых» диэлектриков и магнети-
ков воспользуемся частотными зависимостями 
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мнимой части показателя преломления искусст-
венной среды, «чистого» диэлектрика и «чисто-
го» магнетика, приведенными на рисунке 2.5. 

 

 
Рисунок 2.5 − Графики частотной зависимости 

мнимой части показателя преломления 
искусственной среды (сплошная кривая), 

«чистого» диэлектрика (штриховая кривая), 
«чистого» магнетика («точечная» кривая) 

 
Анализируя зависимости, изображённые на 

рисунке 2.5, видим, что искусственная среда, 
состоящая из оптимальных спиралей, в значи-
тельно большей степени поглощает излучение, 
чем «чистые» диэлектрики и магнетики. Это 
свойство искусственной структуры может быть 
использовано при создании поглотителей излу-
чения СВЧ диапазона.  

Вблизи резонансной частоты искусственной 
среды (3,02 ГГц) максимальное значение модуля 
мнимой части показателя преломления равно 
0,435; у «чистых» диэлектриков оно равно 0,196 
(то  есть  в 2,22 раза меньше, чем у искусствен-
ного образца), у «чистых» магнетиков − 0,199 
(что в 2,18 раза меньше, чем у искусственного 
образца).  

 
Заключение 
С использованием аналитических выраже-

ний, полученных для диэлектрической и магнит-
ной  проницаемости  в  работе [2], проведено 
моделирование преломляющих и поглощающих 

свойств образца искусственной среды, состоя-
щей из оптимальных спиралей, с равными значе-
ниями диэлектрической и магнитной проницае-
мости. Показано значительное преимущество 
образца искусственной среды по сравнению с 
«чистыми» диэлектриками и магнетиками по 
абсорбционным и рефракционным свойствам в 
отношении СВЧ излучения. 
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ПРЕОБРАЗОВАТЕЛИ ЛАЗЕРНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ НА ОСНОВЕ КРИСТАЛЛОВ 

Н.А. Хило, Н.С. Казак, С.В. Солоневич, А.А. Рыжевич 

Институт физики им. Б.И. Степанова НАН Беларуси, Минск 
 

LASER RADIATION CONVERTERS ON THE BASE OF CRYSTALS 

N.A. Khilo, N.S. Kazak, A.A. Ryzhevich, S.V. Solonevich 
B.I. Stepanov Institute of Physics NAS of Belarus, Minsk 

 
Разработан и изготовлен компактный преобразователь лазерного излучения на основе двуосного кристалла, ориенти-
рованного вдоль бинормали. Устройство предназначено для аподизации и уменьшения расходимости лазерных пуч-
ков, а также для формирования полых световых пучков с дислокацией волнового фронта. Оптические элементы пре-
образователя пригодны для трансформации мощного импульсного и непрерывного лазерного излучения. Полученные 
при этом пучки могут распространяться в прозрачных средах на большое расстояние. Устройство перспективно в ис-
пользовании для манипуляции частицами по принципу лазерного пинцета, для лазерной обработки материалов, для 
воздействия на органические клетки и их компоненты, а также в интерферометрии и профилометрии. 
 
Ключевые слова: лазерный пучок, преобразователь лазерного излучения, кристалл, аподизация, многокольцевой све-
товой пучок. 
 
We designed and made a compact laser radiation converter on the basis of a biaxial crystal oriented along its binormal. The 
deviсe is designed for apodization and decreasing laser beam divergence, as well as for shaping hollow light beams with a wave 
front dislocation. Optical elements of the converter allow to transform both pulsed, and continuous powerful laser radiation. It 
is possible to transfer converted beams at large distance in transparent media. The device holds much promise for manipulation 
by particles on the principle of a laser tweezer, for laser processing of materials, for influence on organic cells and its compo-
nents, and in interferometry and profilometry. 
 
Keywords: laser beam, laser radiation converter, crystal, apodization, multi-ring light beam. 

 
 

Введение  
При использовании лазерных пучков часто 

требуется плавно регулировать диаметр их попе-
речного сечения. Конструкция подавляющего 
большинства лазеров не позволяет этого сделать 
непосредственно. Для увеличения диаметра пуч-
ка обычно применяют телескопы. При увеличе-
нии поперечного размера пучка посредством 
телескопа его расходимость уменьшается, но при 
уменьшении поперечного размера пучка этим 
способом расходимость излучения увеличивает-
ся, что в большинстве случаев нежелательно. 
Для уменьшения диаметра пучка применяют так-
же круглые диафрагмы, однако их применение 
влечет за собой существенные дифракционные 
искажения в распределении интенсивности пуч-
ка, что во многих случаях нежелательно, особен-
но при управлении движением частиц малых 
размеров. Кроме того, круглые диафрагмы име-
ют фиксированный размер, вследствие чего не-
возможно оперативно перестраивать диаметр 
выходного пучка. С применением ирисовых 
диафрагм удаётся плавно изменять размер пучка, 
однако не устраняются дифракционные искаже-
ния. Во избежание дифракционных искажений 
при одновременном уменьшении диаметра ла-
зерного пучка во многих случаях применяют так 
называемые аподизирующие диафрагмы различ-
ных конструкций [1]–[5], коэффициент пропус-
кания которых плавно изменяется при изменении 

радиальной координаты, например, вследствие 
соответствующего изменения коэффициентов 
поглощения и/или отражения. «Мягкие» диа-
фрагмы в большинстве случаев также имеют 
фиксированные размеры. Актуальной является 
задача изменения диаметра выходного лазерного 
пучка без увеличения при этом его расходимости 
и без внесения нежелательных искажений в рас-
пределение интенсивности в его поперечном 
сечении. В настоящей работе описан созданный 
авторами преобразователь на основе двуосного 
кристалла, пригодный для решения этой и неко-
торых других задач по формированию световых 
пучков. 

 
1 Конструкция и принцип работы преоб-

разователя лазерного излучения на основе дву-
осного кристалла 

При распространении циркулярно поляри-
зованной световой волны в двуосном кристалле, 
ориентированном вдоль его бинормали, проис-
ходит ее преобразование в две волны, циркуляр-
но поляризованные в противоположных направ-
лениях, одна из которых имеет дислокацию вол-
нового фронта [6]–[8]. Парциальные коэффици-
енты преобразования зависят от угла между би-
нормалью кристалла и направлением распро-
странения света. При распространении расходя-
щегося  аксиально симметричного светового 
пучка вдоль бинормали двуосного кристалла он 
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может быть преобразован в многокольцевой све-
товой пучок (МКСП), обладающий или не обла-
дающий винтовой дислокацией волнового фрон-
та (ВДВФ) [8].  В целях практического использо-
вания этого полезного свойства двуосных кри-
сталлов нами разработан компактный преобразо-
ватель лазерного излучения, сборочный чертеж 
которого приведен на рисунке 1.1. Преобразова-
тель предназначен для трансформации обычного 
линейно поляризованного лазерного пучка в 
МКСП необходимой конфигурации. Нами соб-
ран действующий макет преобразователя, опти-
ческая схема которого приведена на рисунке 1.2, 
а фотография – на рисунке 1.3. Механические 
элементы преобразователя изготовлены с уча-
стием авторов данной работы на производствен-
ной базе Государственного научного учреждения 
«Институт физики им. Б.И. Степанова Нацио-
нальной академии наук Беларуси». 

Для демонстрации работы макета использо-
вался гелий-неоновый лазер типа ГН-2П-1, гене-
рирующий одномодовый линейно-поляризован-
ный гауссов пучок, угловая расходимость кото-
рого составляла около 0,5 градуса по уровню ½, 
и  степень поляризации превышала 0,99. Для 

получения циркулярно-поляризованного излуче-
ния применялась четвертьволновая пластинка, 
просветленная для излучения с длиной волны 
633 нм и специальным образом ориентированная 
относительно плоскости поляризации исходного 
линейно-поляризованного пучка. В качестве 
двуосного кристалла применялся кристалл KTP − 
титанил фосфат калия KTiOPO4 – с размерами 
8×8×12 мм3. Последний габарит является толщи-
ной (длиной) кристалла; параллельно этому реб-
ру кристаллического параллелепипеда ориенти-
рована бинормаль кристалла. После кристалла 
располагалась еще одна четвертьволновая пла-
стинка, идентичная первой по размерам и ориен-
тации. В качестве поляризатора использовался 
поляризатор – призма Глана. Все оптические 
элементы схемы стойки к воздействию лазерного 
излучения большой мощности. Перед преобразо-
вателем и после него могут устанавливаться 
сферические линзы. Посредством их перемеще-
ния при необходимости можно регулировать 
расходимость и диаметр светового пучка, па-
дающего на преобразователь и выходящего из 
него [8]. 

 

 
1 – юстировочный держатель кристалла с двумя вращательными степенями свободы, 2 – держатель 
четвертьволновой пластинки, 3 – держатель поляризатора (призмы Глана), 4 – двуосный кристалл,  
5 – зажимной винт, 6 – втулка, 7 – короткая втулка, 8 – шток, 9 – короткий шток, 10 – основание,  

11 – упор для крышки, 12 – основание держателя, 13 – крышка, 14 – болт, 15 – винт,  
16 – винт, 17 – шайба  

 

Рисунок 1.1 – Чертеж преобразователя 
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1 – лазер; 2 – поляризатор; 3 – четвертьволновая пластинка; 4 – двуосный кристалл  

 

Рисунок 1.2 – Оптическая схема действующего макета преобразователя  
 

 

Рисунок 1.3 – Действующий макет преобразователя 

В зависимости от взаимной ориентации в 
схеме четвертьволновых пластинок и поляриза-
торов на выходе преобразователя формируется 
световой пучок, имеющий или не имеющий 
ВДВФ (рисунок 2.1). Выходной однокольцевой 
пучок с ВДВФ, на оси которого интенсивность 
минимальна, может быть полезен для проведе-
ния импульсной лазерной сварки, после его пре-
образования в бесселев световой пучок ненуле-
вого порядка – для управления микро- и наноча-
стицами [9], а также для создания профиломет-
ров [10]. Вследствие низкой интенсивности света 
вблизи оси кольцевого пучка в профилометрии 
цилиндрических изделий удаётся существенно 
ослабить влияние нежелательной дифракции на 
торце изделия, обусловливающей искажение 
результатов измерений при использовании 
обычных гауссовых пучков. Конструкция преоб-
разователя приспособлена для лёгкой замены 
двуосного кристалла одноосным, ориентирован-
ным соответствующим образом [11]–[13], и по-
лучения таким образом МКСП с ВДВФ второго 
порядка, так как при распространении циркуляр-
но-поляризованного светового пучка в одноос-
ном кристалле происходит изменение порядка 

винтовой дислокации сразу на 2 единицы. При 
этом приосевая область низкой интенсивности 
полого пучка увеличивается в диаметре. 

 

2 Аподизация лазерных световых пучков с 
применением преобразователя лазерного излу-
чения на основе двуосного кристалла 

Рассмотрим возможность применения 
МКСП без ВДВФ. Пучок без ВДВФ имеет рас-
пределение интенсивности, которая модулирова-
на вдоль радиальной оси координат ρ в соответ-
ствии с функцией квадрата косинуса: 

I(ρ) ~ cos2(Z2παLρ /λ), 
где λ − длина волны излучения; α − параметр 
анизотропии  двуосного кристалла, L – длина 
кристалла, Z – коэффициент пропорционально-
сти, в силу расходимости пучка зависящий от 
продольной координаты [6]–[8]. На оси выход-
ных многокольцевых пучков без ВДВФ форми-
руется максимум интенсивности, окруженный 
темным кольцом, в пределах которого при уве-
личении значения радиальной координаты ин-
тенсивность света сначала плавно уменьшается 
до  0  и  затем  вновь  возрастает.  Основная идея 
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Рисунок 2.1 – Распределения интенсивности света в поперечных сечениях пучков  

 
метода аподизации состоит в том, чтобы размес-
тить в поперечном сечении выходного много-
кольцевого пучка без ВДВФ круглую диафрагму 
с диаметром апертуры, равным диаметру окруж-
ности, охватывающей центральный максимум 
пучка без ВДВФ, на которой интенсивность из-
лучения равна нулю. При этом выполняется ус-
ловие Z2παLρ /λ = π/2, т.е. 4ZαLρ /λ = 1. На ри-
сунке 2.1, а показаны зарегистрированные рас-
пределения интенсивности в начальном пучке, 
не проходившем через систему «поляризатор – 
кристалл – анализатор»  (рисунок 2.1, а; кривая 
1), в пучке без ВДВФ (рисунок 2.1, а; кривая 2), в 
отделяемом пучке с ВДВФ (рисунок 2.1, а; кри-
вая 3) и рассчитанное суммарное распределение 
интенсивности, полученное в результате сложе-
ния значений функций, представленных на ри-
сунке 2.1, а кривыми 2 и 3, при каждом значении 
их аргумента.  

Расходимость МКСП, полученных в резуль-
тате преобразования, не отличается от расходи-
мости исходных пучков, падающих на преобра-
зователь. Для увеличения количества колец не-
обходимо увеличить расходимость пучка, прохо-
дящего через кристалл, что легко достигается 
использованием сферической линзы, установ-
ленной в любом месте перед кристаллом. Изме-
нение диаметрального распределения интенсив-
ности МКСП за преобразователем при увеличе-
нии расстояния (в см) от фокусирующей линзы 
продемонстрировано на рисунке 2.2. При аподи-
зации диафрагмированием выделяется только 
осевой максимум интенсивности, расходимость 
которого всегда меньше, чем расходимость ис-
ходного пучка. После кристалла в любом месте 
может быть установлена вторая сферическая 
линза, посредством которой регулируется расхо-
димость выходного пучка.  

Для аподизации методом диафрагмирования 
МКСП без ВДВФ нами вначале была использо-
вана ирисовая диафрагма с десятью лепестками, 
посредством которой можно варьировать диа-
метр апертуры пропускаемого пучка. На рисун-
ке 2.3 приведены для сравнения распределения 
интенсивностей в пучках, диафрагмированных 

ирисовой диафрагмой оптимальной апертуры 
(2,84 мм) –прошедшем через преобразователь 
пучке без ВДВФ (а) и исходном пучке (б).  
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Рисунок 2.2 – Поперечные распределения интен-
сивности в МКСП вдоль диаметра поперечного 
сечения пучка за преобразователем на различных 

расстояниях от линзы (в см) 
 

Аподизированный с применением кристал-
ла преобразователя пучок имеет гораздо более 
однородное распределение интенсивности и су-
щественно меньшую расходимость, чем  диа-
фрагмированный без использования кристалла 
исходный пучок. Если диаметр отверстия диа-
фрагмы оптимален, в выходном аподизирован-
ном пучке дополнительные модуляции, связан-
ные с дифракцией света на краю диафрагмы, 
проявляются слабее всего (рисунок 2.3, а). Одна-
ко, несмотря на довольно высокое качество апо-
дизированного пучка, применяя ирисовую диа-
фрагму, не удается достичь полной гладкости 
распределения интенсивности пучка в силу от-
личия формы отверстия от круглой. В распреде-
лении интенсивности наблюдается азимутальная 
модуляция с осевой симметрией 10-го порядка, 
обусловленная тем, что выходное отверстие ири-
совой диафрагмы представляет собой правиль-
ный десятиугольник. Даже при максимальной 
близости многоугольного края ирисовой диа-
фрагмы к окружности с нулевой интенсивностью 
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вблизи углов многоугольной диафрагмы свет 
пропускается, а вблизи середин сторон – проис-
ходит его отсечение, пусть и небольшой, но всё 
же ненулевой интенсивности.  

Пучки, аподизированные с применением 
круглой диафрагмы, имеют более гладкое рас-
пределение интенсивности. На рисунках 2.4 и 2.5 
представлены распределения интенсивности в 
пучках – диафрагмированных круглой диафраг-
мой оптимального диаметра и недиафрагмиро-
ванных. 

Из полученных результатов следует, что 
наилучшие  возможности   для   аподизации   

световых пучков обеспечиваются при примене-
нии диафрагмы с отверстием, наиболее близким 
по форме к круглому. Однако, если можно до-
пустить небольшие по контрасту модуляции ин-
тенсивности в выходном пучке, то для осуществ-
ления  оперативного  изменения  параметров  
схемы более удобно использование ирисовой 
диафрагмы. 

Аподизированные световые пучки без 
ВДВФ при распространении в пространстве 
столь же устойчивы, как и гауссовы световые 
пучки соответствующих поперечных размеров. 
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а – без кристалла, без диафрагмы, б – с кристаллом, без диафрагмы,  
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Рисунок 2.4 – Распределение интенсивности в поперечном сечении диафрагмированного 

и недиафрагмированного светового пучка  



Преобразователи лазерного излучения на основе кристаллов 
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Кроме того, полученные описанным методом 
пучки отклоняются и фокусируются так же, как и 
обычные гауссовы, что делает возможным их 
применение в различных технологических и из-
мерительных установках, а также в целях управ-
ления микро- и наночастицами.  

Предложенная оптическая схема преобразо-
вателя проверена в работе с мощным непрерыв-
ным аргоновым лазером ЛГН-512. В силу до-
вольно большой мощности лазерного излучения 
(до 4 Вт) работа с пучком этого лазера представ-
ляет высокую опасность для зрения исследовате-
ля, поэтому преобразователь обязательно должен 
быть заключен в кожух, препятствующий рас-
пространению излучения, отраженного от граней 
оптических элементов.  

Для минимизации потерь излучения и пре-
дотвращения нагрева оптических элементов их 
входные и выходные грани должны быть про-
светлены для излучения используемого лазерно-
го источника. Во избежание повреждения опти-
ческих элементов на них не должна попадать 
пыль, поэтому входное и выходное отверстия 
кожуха должны быть закрыты просветленными 
защитными стеклами. Начальный лазерный пу-
чок имеет видимый диаметр около 4 мм, что 
обусловливает необходимость использования 
кристалла с достаточно большой апертурой. 

Аналогичные требования предъявляются к кон-
струкции преобразователя при работе с им-
пульсными лазерами с модулированной доброт-
ностью. При аподизации излучения высокой 
мощности необходимо применять только метал-
лические диафрагмы, предпочтительно охлаж-
даемые, посредством которых обеспечивается 
эффективное рассеяние поглощаемой световой 
энергии. Заметим, что все отмеченные выше за-
кономерности аподизации с применением двуос-
ного кристалла выполняются и при преобразова-
нии мощных лазерных пучков. 

 
Заключение 
На основе двуосного кристалла, ориентиро-

ванного вдоль бинормали, разработан компакт-
ный преобразователь лазерного излучения, срав-
нительно простой в изготовлении и сборке. Все 
оптические элементы, входящие в состав устрой-
ства, обладают высокой лучевой прочностью и 
пригодны для преобразования мощного лазерно-
го излучения.  

Авторами собран действующий макет пре-
образователя, с применением которого на основе 
сингулярных свойств кристаллов реализовано 
формирование многокольцевых световых пуч-
ков, которым свойственно наличие или отсутст-
вие винтовой дислокации волнового фронта. 
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Рисунок 2.5 – Диаметральное распределение интенсивности в поперечном сечении  
диафрагмированного и недиафрагмированного пучка при различных расстояниях от диафрагмы  

(указаны в сантиметрах числами в рамках)  
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Продемонстрирован метод аподизации све-
товых пучков, обеспечивающий получение каче-
ственного распределения интенсивности в попе-
речном сечении светового пучка, который отли-
чается от исходного меньшим диаметром и рас-
ходимостью.  

Исследованы особенности световых пучков, 
аподизированных с применением кольцевой и 
ирисовой диафрагмы. Выявлены основания для 
выбора оптических и механических элементов в 
зависимости от требований к качеству выходно-
го пучка. Оптические элементы схемы пригодны 
для аподизации мощных лазерных пучков – как 
импульсных, так и непрерывных. Отделяемое 
лазерное излучение является линейно поляризо-
ванным и также может быть использовано в со-
путствующих процессах.  

Разработанный метод аподизации аксиально 
симметричных световых пучков достаточно 
прост в реализации, характеризуется достаточно 
высоким (около  50%) КПД преобразования и не 
приводит к таким нежелательным явлениям, как 
дифракционное увеличение расходимости и ра-
диальная модуляция интенсивности. Этими осо-
бенностями метода обусловлены перспективы 
его использования в нанотехнологиях для мани-
пулирования частицами по принципу лазерного 
пинцета, для технологической обработки мате-
риалов, для воздействия на органические клетки 
и ее составляющие, а также возможности приме-
нения в интерферометрии и профилометрии.  

Схема аподизирования с применением дву-
осного кристалла пригодна для формирования 
как сходящихся и расходящихся, так и коллими-
рованных МКСП. Этим обеспечена возможность 
передачи их на большие расстояния и примене-
ния для исследования протяженных прозрачных 
сред, таких, например, как газы и жидкости. 
Вследствие малости поперечного размера сфоку-
сированных световых пучков возможно их при-
менение в различных нанотехнологиях в целях 
создания высокоградиентных оптических лову-
шек, а также для лазерной обработки материа-
лов. Аподизированные световые пучки высокого 
качества, обладающие или не обладающие 
ВДВФ, с применением аксикона легко могут 
быть трансформированы в качественные бессе-
левы световые пучки (соответственно ненулево-
го и нулевого порядков). Полученные таким об-
разом бесселевы пучки также можно применять 
для управления движением микрочастиц и орга-
низации нелинейно-оптических процессов.  
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КУБИЧЕСКИЕ НЕАВТОНОМНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ, 
ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ В СМЫСЛЕ СОВПАДЕНИЯ ОТРАЖАЮЩИХ ФУНКЦИЙ 

ВЛОЖИМЫМ СИСТЕМАМ 

М.С. Белокурский 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

THE CUBIC NONAUTONOMOUS DIFFERENTIAL SYSTEMS, EQUIVALENT 
IN SENSE OF COINCIDENCE 

OF REFLECTING FUNCTIONS TO EMBEDABLE SYSTEMS 

M.S. Belokursky 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Получены необходимые и достаточные условия, при которых неавтономные дифференциальные системы с кубической 
правой частью эквивалентны в смысле Мироненко вложимым системам. 
 
Ключевые слова: отражающая функция, вложимая система, дифференциальная система, двухточечная краевая за-
дача. 
 
Necessary and sufficient conditions for nonautonomous differential system with cubic right-hand side  to be  equivalent  to  
embedable system in sense of Mironenko were obtained. 
 
Keywords: reflecting function, embedable system, differential system, two-point boundary-value problem. 

 
 

Введение  
Рассмотрим дифференциальную систему 

( , ),x S t x=  ,t R∈  1( ,..., )T n
mx x x R= ∈  (0.1) 

с непрерывно дифференцируемой правой ча-
стью. Отражающей функцией [1] системы (0.1) 
называется функция, определяемая формулой 

( , ) ( ; , ),F t x t t xϕ= −  
где ( ; , )t xϕ τ  есть общее решение системы (0.1) в 
форме Коши. Для любого решения ( )x t  этой 
системы верно тождество 

( , ( )) ( ).
t

F t x t x t≡ −  
Это свойство можно принять и за определение 
отражающей функции [2, с. 16]. Несмотря на то, 
что отражающая функция определяется через 
решения системы, разработаны методы, которые 
позволяют находить отражающую функцию, не 
используя определение. Более того, даже зная 
лишь некоторые свойства (например, периодич-
ность) отражающей функции можно уже иссле-
довать поведение решений самой системы, не 
прибегая к построению отражающей функции. 
Больше о методе отражающей функции и его 
применении можно найти в [2]–[7], а также на 
сайте www.reflecting-function.narod.ru. 
 Простейшим квазимногочленом называется 
комплекснозначная функция переменного t  вида 

,k tt eν   где  0 , .k N Cν∈ ∈   Всякая  линейная ком-
бинация  простейших  квазимногочленов   с  
комплексными коэффициентами называется  

квазимногочленом. Компонента ix  системы  
(0.1) называется вложимой [8, с. 47], если для 
любого решения 1( ) ( ( ),..., ( ))mx t x t x t=  этой сис-
темы функция ( )ix t  является квазимногочленом 
(говоря о решениях системы, мы имеем в виду, 
что они действительны). Компонента ix  системы  
(0.1) вложима тогда и только тогда, когда для 
каждого решения ( )x t  этой системы существует 
линейное стационарное уравнение вида  

( ) ( 1)
1 0... 0,n n

n na z a z a z−
−+ + + =  

для которого ( )ix t  является решением. Когда 
компонента ( )ix t  любого решения ( )x t  системы 
(0.1) является одновременно и решением некото-
рого общего для всех решений ( )x t  линейного 
стационарного уравнения, то эта компонента 
называется сильно вложимой. Дифференциаль-
ная система называется вложимой (сильно вло-
жимой) если любая ее компонента вложима 
(сильно вложима). 
 Как вложимые, так и сильно вложимые сис-
темы, как правило, являются существенно нели-
нейными системами. В, частности, как показано 
в [8] они могут иметь несколько положений рав-
новесия, предельные циклы и иметь другие каче-
ственные свойства, присущие только нелиней-
ным системам. 
 С другой стороны, эти системы интегриру-
ются в элементарных функциях. Правило нахож-
дения  решений  задач  Коши  для  этих систем 
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см. в [8, c. 45]. Таким образом, мы можем найти 
отражающую функцию вложимой системы, и, 
значит, можем построить целый класс диффе-
ренциальных систем с такой же отражающей 
функцией [3, с. 71]: 

0.5 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),x t xx F t F F F t F R t x R t F= − − + − − −  
где ( , )R t x  есть произвольная вектор-функция. 
Дифференциальные системы из этого класса не 
обязаны быть вложимыми и интегрируемыми в 
квадратурах, однако они будут иметь те же каче-
ственные свойства, что и эквивалентная им вло-
жимая система. 
 

1 Полученные результаты 
 Ниже приведены теоремы, которые позво-
ляют легко проверить любую кубическую отно-
сительно координат фазового вектора систему на 
предмет ее эквивалентности (в смысле совпаде-
ния отражающей функции) вложимым автоном-
ным системам 

2 2,x x y y xy= = −  
или 

2 2 2 2( ), ( ).x y x y y x x y= + = − +  
 Теорема 1.1. Из всех кубических относи-
тельно координат фазового вектора систем 
лишь непрерывно дифференцируемая по t  диф-
ференциальная система вида 

2

2

( ) ( ) ,
( ) ( ) ,

x a t x b t x y
y c t y b t xy
= +

= −
                 (1.1) 

для коэффициентов которой выполнены условия: 
1) функции ( )a t  и ( )c t  – нечетные; 
2) справедливо соотношение 

( ) ( ) 2 2 ( ( ) ( )),b t b t t a t c t+ − = + +  
эквивалентна вложимой автономной системе 

2 2, ,x x y y xy= = −    (1.2) 
и при этом отражающая функция обеих этих 
систем имеет вид 

2 2( , , ) ( , ) .txy txy TF t x y xe ye−=  
Доказательство этой теоремы разбивается 

на два этапа. Сначала необходимо убедиться, что 
данная функция ( , , )F t x y  действительно являет-
ся отражающей функцией вложимой автономной 
системы (1.2). Для этого достаточно проверить 
выполнение основного соотношения для отра-
жающей функции этой системы. Затем мы берем 
произвольную кубическую дифференциальную 
систему 

2 3
00 10 01 20 03

2 3
00 10 01 20 03

... ,

...

x m m x m y m x m y

y n n x n y n x n y

= + + + + +

= + + + + +
 

и подставляем ее правую часть в основное соот-
ношение для отражающей функции ( , , ).F t x y  
Приводим подобные члены относительно степе-
ней 0 2 3, , , ,...,x x y x y  и приравниваем их к нулю, 
чтобы  основное  соотношение выполнялось. 

Отсюда получаем систему вида (1.1) и ограниче-
ния на ее коэффициенты ( ),a t  ( )b t  и ( ).c t  Тем 
самым доказано, что только для кубических диф-
ференциальных систем вида (1.1), функция 

( , , )F t x y  будет отражающей функцией. И, сле-
довательно, система (1.1) и вложимая автоном-
ная система (1.2) эквивалентны.  

Замечание 1.1. Из условий 1) и 2) теоремы 
следует, что коэффициент ( )b t  имеет вид 

( ) 1 ( ) ( ( ) ( ) ( )),b t t t a t c t tα β= + + + +  
где ( )tα  – нечетная функция, а ( )tβ  – четная 
функция. Действительно, из условия 2) мы полу-
чаем четную часть функции ( ) :b t  

( ) ( ) 1 ( ( ) ( )).
2

b t b t t a t c t+ −
= + +  

Тогда нечетную часть функции ( )b t  можно за-
писать в виде ( ) ( ),t t tα β+  где ( )tα  – нечетная 
функция, а ( )tβ  – четная  функция. 

Примером может служить дифференциаль-
ная система 

2 3

2 3

sin (1 sin ),
sin (1 sin ).

x x t x y t
y y t xy t
= − + +

= − +
           (1.3) 

Первое условие теоремы, очевидно, выполняет-
ся. Проверим второе условие: 

3 31 sin 1 sin ( ) 2 2 ( sin sin ).t t t t t+ + + − = + − +  
Оба условия теоремы выполнены, поэтому диф-
ференциальная система (1.3) эквивалентна вло-
жимой автономной системе (1.2). 
 Теорема 1.2. Дифференциальная система 
(1.1) с 2ω -периодической по t  правой частью не 
имеет других периодических решений, кроме ре-
шений, начинающихся при t ω= −  на координат-
ных осях. 

Доказательство. Правая часть системы 
(1.1) 2ω -периодична по ,t  а ее решения одно-
значно определяются своими начальными дан-
ными. Согласно основной лемме [3, с. 65] реше-
ние ( ; , )t xϕ ω−  системы (1.1) будет 2ω -перио-
дическим тогда и только тогда, когда x есть ре-
шение системы 

2

2

,
.

xy

xy

xe x
ye y

ω

ω−

=

=
   (1.4) 

Если 0,x =  то оба уравнения системы (1.4) об-
ращаются в верные равенства для любого y: 

0 0, .y y= =  
Поэтому 0, ( )x y y t= =  есть решение системы 
(1.4). Если 0,x ≠  то можно разделить на него обе 
части первого уравнения системы (1.4): 

2 1.xye ω =  
Отсюда 0.y =  Но 0y =  является решением и 
второго уравнения системы (1.4) при любом x. 
Имеем еще одно решение системы (1.4): 

( ), 0.x x t y= =  
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Рассматривая второе уравнение системы (1.4) 
получаем те же самые решения. 
 Таким образом, 2ω -периодическими будут 
лишь те решения системы (1.1), которые начи-
наются на координатных осях. Теорема доказана. 
 Согласно основной лемме [2, c. 12], если мы 
знаем отражающую функцию ( , , ),F t x y  то ото-
бражение за период [ ; ]ω ω−  имеет вид 

( , , ).F x yω−  Периодическое решение устойчиво 
по Ляпунову (асимптотически устойчиво) тогда 
и только тогда, когда неподвижная точка ото-
бражения Пуанкаре устойчива по Ляпунову 
(асимптотически устойчива) [9, с. 177]. Исследо-
вание устойчивости неподвижной точки уже яв-
ляется алгебраической задачей. 
 Теорема 1.3. Отображение за период 
[ ; ]ω ω−  системы (1.1) имеет вид: 

2 2( , ) ( , ) .xy xy TП x y xe yeω ω−=  
 Можно утверждать, что периодические ре-
шения системы (1.1) не будут устойчивыми, так 
как функция 2txyye  неограниченно возрастает 
при росте .t  
 Граничное условие двухточечной краевой 
задачи всегда можно записать в виде 

( ( ), ( )) 0.x xβ αΦ =  

С помощью замены 
2

t α βτ +
= −  любая двухто-

чечная задача вида ( ( ), ( )) 0x xβ αΦ =  сводится к 
задаче вида 

( ( ), ( )) 0,x s x sΦ − =                 (1.5) 

где .
2

s β α−
=  В дальнейшем нам понадобятся 

некоторые сведения из статьи [10, с. 775], кото-
рые можно сформулировать в виде утверждения. 
 Утверждение 1.1. Решение системы (0.1) 

( ),x t  удовлетворяющее начальному условию 

0( ) ,x s x=  будет решением задачи (0.1), (1.5) 
тогда и только тогда, когда оно продолжимо на 
[ , ]s s−  и является решением системы 

0 0( , ( , )) 0.x F s xΦ =  
 Теорема 1.4. Решение системы (1.1) 
( ( ), ( )) ,Tx t y t  удовлетворяющее начальному усло-
вию 0 0( ) , ( ) ,x s x y s y= =  будет решением задачи 
(1.1), (1.5) тогда и только тогда, когда оно явля-
ется решением системы 

0 0 0 0

0 0 0 0

2 2
1 0 0 0 0

2 2
2 0 0 0 0

( , , , ) 0,

( , , , ) 0.

sx y sx y

sx y sx y

x x e y y e

x x e y y e

−

−

Φ =

Φ =
 

 Доказательство состоит в ссылке на утвер-
ждение 1.1. 
 Как было упомянуто выше, метод отра-
жающей функции позволяет нам построить це-
лый класс дифференциальных систем, решения 
которых будут иметь те же качественные свойст-
ва,  что  и  вложимая  автономная система (1.2). 

В этом классе будут не только кубические сис-
темы вида (1.1), но и дифференциальные систе-
мы, решения которых мы не сможем записать в 
виде отношений, содержащих только квадратуры 
функций, задающих систему. 
 Теорема 1.5. Из всех кубических относи-
тельно координат фазового вектора систем 
лишь непрерывно дифференцируемая по t  диф-
ференциальная система вида 

2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ) ( ),

x a t x c t y b t y x y
y a t y c t x b t x x y
= + + +

= − − +
       (1.6) 

для коэффициентов которой выполнены условия: 
1) функции ( )a t  и ( )c t  – нечетные; 
2) имеет место соотношение 

( ) ( ) 2 4 ( ),b t b t ta t+ − = +  
эквивалентна вложимой автономной системе 

2 2

2 2

( ),
( ),

x y x y
y x x y
= +

= − +
 

и при этом отражающая функция обеих этих 
систем имеет вид 

2 2 2 2

2 2 2 2

( , , ) ( cos 2( ) sin 2( ) ,
sin 2( ) cos 2( ) ) .T

F t x y x x y t y x y t
x x y t y x y t

= + − +

+ + +
 

Доказательство теоремы проводится анало-
гично доказательству теоремы 1.1. 

Замечание 1.2. По аналогии с замечанием к 
теореме 1 из условий 1) и 2) теоремы 1.5 следует, 
что коэффициент ( )b t  имеет вид 

( ) 1 ( ) 2 ( ( ) ( )),b t t t a t tα β= + + +  
где ( )tα  – нечетная функция, а ( )tβ  – четная 
функция.  
 Теорема 1.6. Дифференциальная система 
(1.6) имеет бесконечно много 2ω -периодических 
решений. Это те и только те решения, которые 
удовлетворяют начальному условию 

2 2( ) ( ) ,kx y πω ω
ω

− + − =  

где ω  есть полупериод коэффициентов правой 
части. 

Доказательство. Правая часть системы 
(1.6) 2ω -периодична по ,t  а ее решения одно-
значно определяются своими начальными дан-
ными. Согласно основной лемме [3, с. 65] реше-
ние ( ; , )t xϕ ω−  системы (1.6) будет 2ω -периоди-
ческим тогда и только тогда, когда ( , )Tx y  есть 
решение системы 

2 2 2 2

2 2 2 2

cos2( ) sin 2( ) ,
sin 2( ) cos2( ) .

x x y y x y x
x x y y x y y

ω ω

ω ω

+ + + =

− + + + =
 (1.7) 

Систему (1.7) можно записать иначе: 
 

2 2 2 2

2 2 2 2

(cos2( ) 1) sin 2( ) 0,
sin 2( ) (cos 2( ) 1) 0.

x x y y x y
x x y y x y

ω ω

ω ω

+ − + + =

− + + + − =
 

 

Эта система будет иметь не только нулевое ре-
шение, если определитель системы равен нулю: 
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2 2 2 2

2 2 2 2

cos 2( ) 1 sin 2( )
0.

sin 2( ) cos 2( ) 1
x y x y

x y x y
ω ω
ω ω

+ − +
=

− + + −
 

Следовательно, 
2 2 2 2 2 2(cos2( ) 1) sin 2( ) 0.x y x yω ω+ − + + =  

Раскроем скобки и упростим уравнение: 
2 22 2cos2( ) 0.x y ω− + =  

Или 
2 2cos 2( ) 1.x y ω+ =  

Решив это уравнение, получаем 
2 2

0, .kx y k Nπ
ω

+ = ∈  

Теорема доказана. 
 Теорема 1.7. Отображение за период 
[ ; ]ω ω−  системы (1.6) имеет вид: 

2 2 2 2

2 2 2 2

( , ) ( cos 2( ) sin 2( ) ,
sin 2( ) cos2( ) ) .T

П x y x x y y x y
x x y y x y

ω ω

ω ω

= + + +

− + + +
 

 Теорема 1.8. Решение системы (1.6) 
( ( ), ( )) ,Tx t y t  удовлетворяющее  начальному  ус-
ловию  

0 0( ) , ( ) ,x s x y s y= =  
 будет решением задачи (1.6), (1.5) тогда и 
только тогда, когда оно является решением 
системы 

2 2 2 2
1 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2
2 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0

( , cos2( ) sin 2( ) ,

, sin 2( ) cos 2( ) ) 0,

( , cos2( ) sin 2( ) ,

, sin 2( ) cos2( ) ) 0.

x x x y s y x y s

y x x y s y x y s

x x x y s y x y s

y x x y s y x y s

Φ + − +

+ + + =

Φ + − +

+ + + =

 

 Доказательство состоит в ссылке на утвер-
ждение 1.1 

В качестве примера системы вида (1.6) 
можно рассмотреть дифференциальную систему 

5 2 2

5 2 2

sin 7 cos (1 sin ) ( ),

sin 7 cos (1 sin ) ( ).

x y t t t y x y

y x t t t x x y

= + + +

= − − + +
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О ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ ВОЗМУЩЕНИЯХ УРАВНЕНИЯ АБЕЛЯ, 
НЕ ИЗМЕНЯЮЩИХ ОТРАЖАЮЩЕЙ ФУНКЦИИ 
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REFLECTING FUNCTION PRESERVING POLINOMIAL 

PERTURBATIONS OF ABEL EQUATION 

V.A. Belsky1, V.I. Mironenko2 
1Gomel Engineering Institute of the 

Ministry for Emergency Situations of the Republic of Belarus, Gomel 
2F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Получены необходимые и достаточные условия, при которых для заданного уравнения Абеля 

2 3
0 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )x a t a t x a t x a t x= + + +�  можно построить отличное от него уравнение Абеля с такой же отражающей функ-

цией Мироненко, как и у исходного уравнения. Рассмотрены случаи, когда такие уравнения могут быть эффективно 
построены. 
 
Ключевые слова: уравнение Абеля, отражающая функция, эквивалентные уравнения, полиномиальные возмущения. 
 
In this paper the method of constructing of Abel differential equations possessing the same Mironenko reflecting function is 
studied. For another equation with the same reflecting function to be constructed, the necessary and sufficient conditions for 
given Abel equation 2 3

0 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )x a t a t x a t x a t x= + + +�  are achieved. 
 
Keywords: Abel equation, reflecting function, equivalence of differential equations, polynomial perturbations. 

 
 

 Введение 
Приведем здесь необходимые для понима-

ния данной работы сведения из теории отра-
жающей функции [1], [2, с. 62–69], [3, с. 11–16], 
[4]. Для дифференциальной системы 

1 2

( , ), ,
( , ,..., ) ,T n

n

x X t x t R
x x x x D R

= ∈

= ∈ ⊂

�
          (0.1) 

с общим решением 0 0( ; , )x t t xϕ=  отражающая 
функция (ОФ) определяется формулой 

( , ) ( ; , ).F t x t t xϕ= −  Если ( , )F t x  – ОФ дифферен-
циальной системы (0.1), а ( )x t  – любое ее реше-
ние, определенное при 0,t =  то ( , ( )) ( ).F t x t x t≡ −  
Различные дифференциальные системы могут 
иметь одну и ту же ОФ. Системы с одной и той 
же ОФ называются эквивалентными. Все сис-
темы этого класса эквивалентности и только они 
могут быть записаны в виде 

1 11 ( , ) ( , ),
2 x t xx F F F R t x R t F− −= − + − −�  

где ( , )F t x  – ОФ, характеризующая этот класс, 
( , )R t x  – произвольная  вектор-функция, tF  и xF  

– производные функции F  по соответствующим 
переменным.  Если система (0.1)  2ω -периодич-
на по ,t   то ( , )F xω−    является  отображением 
за  период  [ , ]ω ω−   (отображение Пуанкаре). 

Эквивалентные дифференциальные системы 
имеют одинаковые операторы сдвига [5, c. 11] 
вдоль решений на симметричном промежутке 
времени [ ; ],ω ω−  и, значит, начальные данные 

( )x ω−  решений краевых задач вида 
( ( ), ( )) 0,x xω ωΦ − =  где Φ  – любая функция для 

этих систем, совпадают. Дифференцируемая 
функция ( , )F t x  будет ОФ дифференциальной 
системы (0.1) тогда и только тогда, когда она 
удовлетворяет основному соотношению 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ( , )) 0F t x F t x X t x X t F t x
t x

∂ ∂
+ + − ≡

∂ ∂
 

и начальному условию (0, ) .F x x≡  
В основной части данной работы будем ши-

роко использовать также следующую теорему 
Теорема А [6] (см. также [2, с. 171]). Пусть 

непрерывно дифференцируемые вектор-функции 

1 2( , ) [ ( , ), ( , ), , ( , )] , 1,T
i i i nit x t x t x t x i kΔ = Δ Δ Δ =…  

являются решениями  дифференциальной сис-
темы 

( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) 0.t x t x X t xX t x t x
t x x

∂Δ ∂Δ ∂
+ − Δ =

∂ ∂ ∂
 (0.2) 

Тогда все возмущенные системы вида 

1

( , ) ( ) ( , ),
k

i i
i

x X t x t t xα
=

= + Δ∑�           (0.3) 
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где ( ), 0, ,i t i kα =  – произвольные непрерывные 
скалярные нечетные функции, эквивалентны 
системе (0.1) ( k  – любое число или ∞ ). 

Для изучения дифференциальных систем, 
кроме работ Мироненко В.И., ОФ применялась 
также в работах Альсевич Л.А., Вересовича П.П., 
Кастрицы О.А., Мусафирова Э.В., Чжоу Чжинь-
синь и других. В [2] приведен достаточно пол-
ный список работ по данной тематике. 

 
1 Возмущения нестационарного уравне-

ния Абеля 
Опираясь на результаты теоремы А, для 

решения поставленных задач мы будем действо-
вать следующим образом. Для исходного урав-
нения Абеля 

2 3
0 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )x a t a t x a t x a t x= + + +�      (1.1) 

мы будем строить множество возмущенных 
уравнений (0.3). Как уже отмечалось, все эти 
уравнения эквивалентны уравнению (1.1). Тогда 
для того чтобы установить, будет ли другое 
уравнение Абеля эквивалентно исходному, дос-
таточно будет проверить, содержится ли оно 
среди построенного класса уравнений (0.3). Или, 
другими словами, может ли оно быть записано в 
виде (0.3). Для построения возмущенных урав-
нений мы будем находить решения уравнения 
(0.2). Уравнение (0.2) имеет бесконечное множе-
ство решений, и найти их все в большинстве 
случаев невозможно. Поэтому мы ограничимся 
поисками только полиномиальных ( , )t xΔ  вида 

0 1( , ) ( ) ( ) ( ) ,m
mt x r t r t x r t xΔ = + + +…      (1.2) 

где коэффициенты ( ), 0, ,jr t j m=  будем считать 
нужное число раз дифференцируемыми на R  
функциями. Такая задача оказывается значи-
тельно проще. Далее в уравнениях (0.2) и (0.3) 
мы будем считать ( , )X t x  правой часть уравне-
ния (1.1). 

Лемма 1.1. Пусть в уравнении (1.1) множе-
ство нулей коэффициента 3 ( )a t  нигде не плотно 
на R . Тогда если уравнение (0.2) имеет ненуле-
вое решение в виде многочлена (1.2), то 3.m =  

Доказательство. В уравнении (0.2) заменим 
( , )X t x  и ( , )t xΔ  соответствующими выражения-

ми, причем ( )mr t  считаем отличным от тождест-
венного нуля. Получим соотношение 

0 1
1 2 3

1 2 0 1 2 3( 2 )( )

m
m

m
m

r r x r x

r r x mr x a a x a x a x−

+ + + +

+ + + + + + + −

� � �…
…

 

2
1 2 3 0 1( 2 3 )( ) 0.m

ma a x a x r r x r x− + + + + + =…  
Коэффициент при старшей степени в получен-
ном равенстве 3 ( 3) 0,mr a m − ≡  а это может быть 
только при 3,m =  что и требовалось доказать. 

Итак, ( , )t xΔ  для уравнения (1.1) мы будем 
искать в виде 

2 3
0 1 2 3( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) .t x r t r t x r t x r t xΔ = + + +    (1.3) 

Естественно, что нас интересуют функции 
( , ),t xΔ   отличные  от  тождественного нуля.  

Поэтому всюду в дальнейшем мы считаем ( )ir t  
не обращающимися в нуль одновременно. Кроме 
того, мы будем считать функции 

( ), ( ), 0,3,i ia t r t i =  необходимое число раз диффе-
ренцируемыми, чтобы все осуществляемые ниже 
действия имели смысл. При этом нам наверняка 
достаточно будет существования непрерывных 
производных третьего порядка, как у функций 

( ),ia t  так и у ( ).ir t  
Лемма 1.2. Функция ( , )t xΔ  вида (1.3) явля-

ется решением уравнения (0.2) тогда и только 
тогда, когда функции 0 1 2 3( ), ( ), ( ), ( )r t r t r t r t  явля-
ются решением системы 

2 3 2 3

3 1 3 1 3

2 0 3 0 3

1 2 2 1

1 0 2 2 0

0 0 1 1 0

( ) ( ) ( ) ( ) 0,
( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 0,
( ) 3 ( ) ( ) 3 ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0,
( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 0,
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.

r t a t a t r t
r t r t a t a t r t
r t r t a t a t r t

a t r t a t r t
r t a t r t a t r t
r t a t r t a t r t

− + =
− + =
− + +

+ − =
+ − =
+ − =

�
�

�
�

      (1.4) 

Доказательство. Пусть функция ( , )t xΔ  яв-
ляется решением уравнения (0.2). Заменим в 
уравнении (0.2) ( , )t xΔ  в соответствии с выраже-
нием (1.3), а ( , )X t x  – правой частью уравнения 
(1.1). Получим 

2 3
0 1 2 3[ ( ) ( ) ( ) ( ) ]

XX
t x x

r t r t x r t x r t x
t

∂Δ ∂Δ ∂
+ − Δ =

∂ ∂ ∂
∂

= + + + +
∂

 

2 3
0 1 2 3

2 3
0 1 2 3

[ ( ) ( ) ( ) ( ) ]

[ ( ) ( ) ( ) ( ) ]

r t r t x r t x r t x
x

a t a t x a t x a t x

∂
+ + + + ⋅
∂

⋅ + + + −
 

2 3
0 1 2 3

2 3
0 1 2 3

[ ( ) ( ) ( ) ( ) ]

[ ( ) ( ) ( ) ( ) ].

a t a t x a t x a t x
x
r t r t x r t x r t x

∂
− + + + ⋅
∂

⋅ + + +
 

Выполняя дифференцирование, приводя 
подобные слагаемые по степеням x  и приравни-
вая полученное выражение к нулю, имеем 

4 3
2 3 2 3 3 1 3 1 3

2
2 0 3 0 3 1 2 2 1

( ) ( 2 2 )

( 3 3 )

a r r a x r r a a r x

r r a a r a r a r x

− + − + +

+ − + + − +

�
�

 

1 0 2 2 0 0 0 1 1 0( 2 2 ) 2 0.r a r a r x r a r a r+ + − + + − =� �  
Таким образом, если ( , )t xΔ  является реше-

нием уравнения (0.2), то каждое слагаемое в по-
следнем уравнении обращается тождественно в 
нуль, и, значит, функции ( ), 0,3ir t i =  являются 
решением  системы (1.4). Очевидно, что обрат-
ное утверждение также имеет место. Лемма до-
казана. 
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Таким образом, функции ( ), 0,3,ir t i =  
должны удовлетворять переопределенной линей-
ной дифференциально-алгебраической системе, 
дифференциальная часть которой – линейная 
система четвертого порядка. Любому решению 

0 1 2 3( ( ), ( ), ( ), ( ))Tr t r t r t r t  этой переопределенной 
системы соответствует полиномиальное решение 
(1.3) уравнения (0.2) и наоборот. Так как любые 

5n =  решений такой системы линейно зависи-
мы, то у уравнения (0.2), если ( , )X t x  – много-
член третьей степени, не может существовать 
более четырех линейно независимых решений. 

Введем обозначение 
2 3

0 3 2 1 2 3 3 2 3 2( ) : 27 2 9 9( ).t a a a a a a a a a aϕ = + − − −� �  
Лемма 1.3. В точках, где 3 ( ) 0,a t ≠  система 

(1.4) эквивалентна системе 
2 3 2 3 ,r a a r=  1 3 3 3 12 2 ,r a r r a= +�           (1.5) 

3 2
0 3 3 2 3 0 3 2 3 2 3 36 (6 2 2 ) ,r a r a a a a a a a a r= + + −� � �  

2 2 2
3 3 3 1 2 3 3 3 33 [ 6 2 3 ]r a a a a a a a r= − + + +�� � �  

3 3 1 3 1 2 3 2 3 2 3[6 ( ) 4 ( )] ,a a a a a a a a a a r+ − − −� � � �  

3 3 3 3 33 2 (3 ).a r r a aϕ ϕ ϕ= − �� �  
Доказательство. Пусть функции ( ),ir t  

0,3i =  являются решением системы (1.4). Пока-
жем, что из (1.4) следует (1.5). Первые два урав-
нения 

2 3 2 3,r a a r=                         (1.6) 

1 3 3 3 1
1
2

r a r r a= +�                     (1.7) 

системы (1.5) совпадают с первыми уравнениями 
системы (1.4). Продифференцируем (1.6), по-
множим обе части на 3( )a t  и, используя само 
соотношение (1.6), приходим к соотношению 

2
2 3 3 3 2 3 2 3 2 3( ) .r a r a a a a a a r= + −� � � �          (1.8) 

Проделав аналогичные действия с (1.7), 
приходим к соотношению 

2
1 3 3 3 3 1 3 3 3 1 3 1 3

1 1( ) ( ) .
2 2

r a r a a a a r a a a a r= + − − −� �� � � � �   (1.9) 

Умножим третье уравнение системы (1.4) на 
2
3a  и, используя соотношения (1.6)–(1.9), преоб-

разуем его к виду 
3 2

0 3 3 2 3 0 3 2 3 2 3 36 (6 2 2 ) .r a r a a a a a a a a r= + + −� � �  (1.10) 
Умножим четвертое уравнение системы 

(1.4) на 3
3a  и, используя соотношения (1.6)–

(1.10), преобразуем его к виду 
2 2 2

3 3 3 1 2 3 3 3 3

3 3 1 3 1 2 3 2 3 2 3

3 [ 6 2 3 ]
[6 ( ) 4 ( )] .

r a a a a a a a r
a a a a a a a a a a r

= − + + +
+ − − −

�� � �
� � � �

   (1.11) 

Наконец, последнее уравнение системы 
(1.4) умножим на 3

3a  и, используя предыдущие 
соотношения, запишем его в виде 

2 2 3
3 0 3 2 1 2 3 3 2 3 2 3

2
3 2 3 3 1 3 2 1 2 3

(27 2 9 9( ))

2 [ 3 3 6

a a a a a a a a a a a r

r a a a a a a a a a

+ − − − =

= − − + +

� � �
�� � �

 

2 3 2 2 2
2 3 0 3 2 3 0 3 1 1 3 1

2 3
2 3 2 2 3 3 3 2

9 9 3 9 3

2 2 9 ],

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a

+ + + − − +

+ − −

� � �� � �
� � � �

 

или, с учетом принятых обозначений, 
 3 3 3 3 33 2 (3 ).a r r a aϕ ϕ ϕ= − �� �             (1.12) 

Итак, после преобразований мы из системы 
(1.4) получили систему (1.5). Покажем теперь, 
что и систему (1.5) можно преобразовать в сис-
тему (1.4). Пусть функции ( ), 0,3,ir t i =  являются 
решением системы (1.5). Ранее было показано, 
что из первых двух уравнений системы (1.5) сле-
дуют соответственно соотношения (1.6)–(1.7). 
Умножим третье уравнение системы (1.4) на 2

3a  
и заменим в полученном уравнении 2 3

2 3 0 3,r a r a�  в 
соответствии с (1.6) и (1.10). Тогда указанное 
уравнение обратится в тождество. Умножим чет-
вертое  уравнение  системы (1.4) на 3

3a  и заме-
ним в полученном уравнении 2 3

2 3 1 3 0 3, ,r a r a r a�  в 
соответствии с тождествами (1.6), (1.9), (1.10). 
При этом четвертое уравнение обращается в то-
ждество. 

Осталось показать, что пятое уравнение 
системы (1.4) также обращается в тождество в 
силу системы (1.5). Продифференцируем третье 
тождество системы (1.5) и выразим из него 3

0 3r a� . 
Умножим пятое уравнение системы (1.4) на 4

3a  и 
заменим в полученном уравнении 3

0 3 ,r a�  2
3 3 ,r a��  

3
0 3 1 3,r a r a  согласно соответствующим соотноше-
ниям. При этом рассматриваемое уравнение так-
же обращается в тождество. Итак, мы показали, 
что, если 3 ( ) 0,a t ≠  решение системы (1.4) явля-
ется решением системы (1.5) и наоборот. Лемма 
доказана. 

Наша задача состоит в построении уравне-
ния Абеля, эквивалентного заданному уравне-
нию (1.1). Для решения этой задачи нам необхо-
димо и достаточно знать функцию ( , ),t xΔ  удов-
летворяющую уравнению (0.2). Ниже мы приво-
дим ряд утверждений, раскрывающих, при каких 
условиях такие функции существуют, а также в 
некоторых случаях выпишем эти функции в яв-
ном виде. 

Теорема 1.1. Для того чтобы для уравнения 
Абеля (1.1) существовала хотя бы одна полино-
миальная, тождественно не равная нулю, функ-
ция ( , )t xΔ  вида (1.3), удовлетворяющая уравне-
нию (0.2), необходимо, чтобы функция ( )tϕ  
удовлетворяла соотношению 

3 3 3 3 1 3 1
2 2

1 3 2 2 3 2

3 9 ( )

6 ( ) 5 2 0.

a a a a a a a

a a a a a a

ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕϕ

+ − − − +

+ + − − =

�� � � �� � �
� � ��

  (1.13) 

Доказательство. Пусть  функция  ( , )t xΔ , 
не равная тождественно нулю и удовлетворяю-
щая уравнению (0.2), существует. Согласно лем-
мам  1.2 и 1.3,  это  означает,  что существует 
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нетривиальное решение системы (1.5). Рассмот-
рим два последних тождества этой системы. Ум-
ножая тождество (1.11) на ( ),tϕ  получим 

2 2 2
3 3 3 1 2 3 3 3 3

3 3 1 3 1 2 3 2 3 2 3

3 [ 6 2 3 ]
[6 ( ) 4 ( )] .
r a a a a a a a r

a a a a a a a a a a r
ϕ ϕ

ϕ
= − + + +

+ − − −

�� � �
� � � �

 (1.14) 

Теперь продифференцируем равенство 
(1.12) и умножим полученное соотношение на 

3 ( ) ( ).a t tϕ  Получим соотношение 
2 2

3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3

(3 5 )
2 (3 2 ) 0.
r a r a a a

r a a a a
ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ
+ − +

+ + − =

��� � �
� ���� �

      (1.15) 

Заменим в равенстве (1.15) выражения 
3 3r a ϕ�  и 2 2

3 3r a ϕ��  в соответствии с соотношениями 
(1.12) и (1.14). В результате получим тождество 

 

3 3 3 3 1 3 1
2 2

1 3 2 2 3 2 3

(3 9 ( )

6 ( ) 5 2 ) 0,

a a a a a a a

a a a a a a r

ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕϕ

+ − − − +

+ + − − =

�� � � �� � �
� � ��

 
 

которое может выполняться в двух случаях: 
1) функция 

3 3 3 3 1 3 1
2 2

1 3 2 2 3 2

( ) : 3 9 ( )

6 ( ) 5 2

t a a a a a a a

a a a a a a

ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕϕ

Φ = + − − − +

+ + − −

�� � � �� � �
� � ��

 

тождественно равна нулю. Тогда теорема спра-
ведлива. 

2) 3 0r ≡  на некотором интервале. В этом 
случае, как следует из первых трех соотношений 
системы (1.5), на этом интервале 2 1 0 0,r r r≡ ≡ ≡  
т. е. ( , ) 0.t xΔ ≡  Таким образом, в этом случае 
нужного нам ( , )t xΔ  не существует. Но по наше-
му предположению ненулевое ( , )t xΔ  существу-
ет. А потому имеет место (1.13). 

Кроме того, могут быть случаи, когда 3 ,r  не 
являясь тождественным нулем, обращается в 
нуль в отдельных изолированных точках. Тогда, 
как и ранее, мы докажем что функция ( )tΦ  об-
ращается в нуль всюду, кроме этих изолирован-
ных точек. Тогда из непрерывности ( )tΦ  следу-
ет, что она будет равна нулю и в рассматривае-
мых точках. Теорема доказана. 

Замечание 1.1. Мы доказали теорему 1.1 в 
том случае, когда 3 ( )a t  не обращается в нуль. Но 
она будет справедлива и в том случае, когда 

3 ( )a t  обращается в нуль лишь в изолированных 
точках. Доказательство этого достигается дооп-
ределением найденной функции ( , )t xΔ  до не-
прерывности. 

Замечание 1.2. Из доказанных ниже теорем 
1.2 и 1.3 следует, что соотношение (1.13) являет-
ся не только необходимым, но и достаточным 
условием для существования уравнения Абеля, 
эквивалентного данному и несовпадающего с 
ним. 

Теорема 1.2. Пусть коэффициенты уравне-
ния (1.1) удовлетворяют соотношению (1.13), 
причем ( )tϕ  может обращаться в нуль лишь в 

изолированных точках. Тогда для уравнения (1.1) 
существует единственное с точностью до по-
стоянного множителя ( , )t xΔ  вида (1.3), причем 
всюду там, где ( )tϕ  отлично от нуля, его ко-
эффициенты находятся по формулам 

3 0 2 2
0 53

3 1 3 3
1 53

3 2
2 23

2
3

3 23

3 (3 )( ) ,
9

3 ( )( ) ,
3

( ) ,

( ) ,

a a a ar t c

a a a ar t c

a ar t c

ar t c

ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ
ϕ

ϕ

ϕ

+ −
=

+ −
=

=

=

��

��

       (1.16) 

где c – произвольная постоянная. 
Доказательство. Из лемм 1.2 и 1.3 следует, 

что существование функции ( , )t xΔ  вида (1.3) 
равносильно существованию нетривиального 
решения системы (1.5). Последнее уравнение си-
стемы (1.5) представляет собой линейное урав-
нение относительно неизвестной функции 3 ( ).r t  
При выполнении условий теоремы его решение 
всегда существует, единственно и имеет вид 

2
3

3 23

( )( ) .
( )

a tr t c
tϕ

=                   (1.17) 

Выполнение условия (1.13) означает, что 
найденная функция 3 ( )r t  удовлетворяет четвер-
тому уравнению системы (1.5). Используя выра-
жение (1.17), из первых трех уравнений системы 
(1.5) определяем остальные коэффициенты 

0 1 2, ,r r r  функции ( , ).t xΔ  Вычисления показыва-
ют, что они имеют вид (1.16). Тогда из (1.16) 
следует, что функция ( , )t xΔ  вида (1.3) единст-
венна и определена с точностью до постоянного 
множителя. Теорема доказана. 

Из теоремы А следует, что, при выполнении 
условий теоремы 1.2, любое уравнение Абеля, 
которое может быть записано в виде 

3 0 2 2
0 53

3 1 3 3
1 53

3 (3 )( )
9

3 ( )( )
3

a a a ax a t

a a a aa t x

ϕ ϕα
ϕ

ϕ ϕα
ϕ

+ −
= + +

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟+ + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

���

��
 

2
2 33 2 3

2 32 233
( ) ( ) ,a a aa t x a t xα α

ϕ ϕ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + +

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 (1.18) 

где ( )tα  – произвольная непрерывная скалярная 
нечетная функция, эквивалентно исходному 
уравнению Абеля (1.1). Т.е. построен класс урав-
нений (1.18), эквивалентных уравнению (1.1). 

Замечание 1.3. В теореме 1.2 мы полагали, 
что ( ) 0.tϕ ≠  В тех точках ,it  где ( ) 0itϕ =  урав-
нение (1.18) также может быть определено, но не 
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для любой произвольной непрерывной нечетной 
функции ( ),tα  а лишь для таких ( ),tα  для кото-
рых существуют пределы 

3 0 2 2
53

3 (3 )lim ( ) ,
9it t

a a a at ϕ ϕα
ϕ→

+ − ��
 

 

3 1 3 3
53

2
3 2 3

2 233

3 ( )lim ( ) ,
3

lim ( ) , lim ( ) ,

i

i i

t t

t t t t

a a a at

a a at t

ϕ ϕα
ϕ

α α
ϕ ϕ

→

→ →

+ − ��

 

и поэтому коэффициенты уравнения (1.18) в точ-
ках it  можно доопределить до непрерывности. 

Теорема 1.3. Пусть для уравнения Абеля 
(1.1) имеет место соотношение ( ) 0.tϕ ≡  Тогда 
для этого уравнения существуют две линейно 
независимые функции ( , )t xΔ  вида (1.3), удовле-
творяющие уравнению (0.2). 

Доказательство. Из лемм 1.2 и 1.3 следует, 
что существование функции ( , )t xΔ  равносильно 
существованию решения системы (1.5). При 

( ) 0tϕ ≡  последнее уравнение системы (1.5) об-
ращается в тождество, а необходимое условие 
(1.13) выполняется автоматически. Таким обра-
зом, неизвестная функция 3 ( )r t  является реше-
нием дифференциального уравнения второго 
порядка 

2 2 2
3 3 3 1 2 3 3 3 3

3 3 1 3 1 2 3 2 3 2 3

3 [ 6 2 3 ]
[6 ( ) 4 ( )] .

r a a a a a a a r
a a a a a a a a a a r

= − + + +
+ − − −

�� � �
� � � �

    (1.19) 

В силу сделанных предположений о коэф-
фициентах уравнения (1.1) решение уравнения 
(1.19) существует и может быть записано в виде 

3 1 31 2 32( ) ( ) ( ),r t c r t c r t= +  где 31 32( ), ( )r t r t  – два ли-
нейно независимых решения этого уравнения. 
Заменим в первых трех уравнениях системы (1.5) 

3( )r t  на найденную функцию 31( ).r t  Из получен-
ных соотношений определим остальные коэффи-
циенты 01 11 21( ), ( ), ( )r t r t r t  функции 1( , ).t xΔ  Заме-
няя в рассматриваемых уравнениях 3 ( )r t  на 

32 ( )r t  и действуя аналогично, вычислим осталь-
ные коэффициенты 02 12 22( ), ( ), ( )r t r t r t  функции 

1( , ).t xΔ  Таким образом, нами построены две 
линейно независимые функции 

2 3
1 01 11 21 31

2 3
2 02 12 22 32

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

t x r t r t x r t x r t x

t x r t r t x r t x r t x

Δ = + + +

Δ = + + +
 

Теорема доказана. 
Основываясь на доказанной теореме, а так-

же в силу теоремы А в случае, когда ( ) 0,tϕ ≡  
мы для уравнения Абеля (1.1) можем построить 
множество эквивалентных ему уравнений 

2 3
0 1 2 3

1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( , ) ( ) ( , ),

x a t a t x a t x a t x
t t x t t xα α

= + + + +
+ Δ + Δ

�
 

где 1 2( ), ( )t tα α  – пробегают класс непрерывных 
скалярных нечетных функций. 

Пример 1.1. Любое уравнение вида 
3

1 2cos ( sin ) (1 ( ) ( ) )x t x t t t tα α= + − + + +�  

2
1 ( )( sin )
2

t x tα+ −                 (1.20) 

где 1 2( ), ( )t tα α  – произвольные непрерывные 
скалярные нечетные функции, эквивалентно 
уравнению 

 3( sin ) cos .x x t t= − +�               (1.21) 
Действительно, для уравнения (1.21) имеем 

( ) 0.tϕ ≡  Уравнение (1.19) принимает вид 3 0,r =��  
откуда 31 321, .r r t= =  Из трех первых формул сис-
темы (1.5) определяем остальные коэффициенты 
функций 1( , ),t xΔ  2 ( , ).t xΔ  Эти функции имеют 
вид 

3
1( , ) ( sin ) ,t x x tΔ = −  

3
1

1( , ) ( sin ) ( sin )
2

t x x t t x tΔ = − + − . 

Возмущая уравнение (1.21) с помощью най-
денных 1( , )t xΔ  и 2 ( , ),t xΔ  получим (1.20). 

Замечание 1.4. Пусть в уравнении (1.1) ко-
эффициенты 1 2 3( ), ( ), ( )a t a t a t  заданы и не могут 
быть изменены, а 0 ( )a t  – произвольный коэффи-
циент. Тогда нетрудно показать, что 0 ( )a t  можно 
подобрать таким образом, что система (1.5) все-
гда будет иметь решение. При этом если 

3
0 2 1 2 3 3 2 3 22

3

1( ) ( 2 9 9( )),
27

a t a a a a a a a a
a

≡ − + + −� �  

то, согласно теореме 1.3, существуют две линей-
но независимые функции 1( , ),t xΔ  2 ( , )t xΔ  с ука-
занными выше свойствами. Если 

3
0 2 1 2 3 3 2 3 22

3

1( ) ( 2 9 9( )),
27

a t a a a a a a a a
a

ϕ≡ − + + −� �  

где ( )tϕ ϕ=  не равное тождественно нулю ре-
шение уравнения (1.13), то, согласно теореме 1.2, 
существует лишь одна функция ( , ),t xΔ  не изме-
няющая ОФ уравнения (1.1). 

Итак, мы показали, что теоремы 1.2 и 1.3 
дают нам необходимые и достаточные условия 
существования функции (или двух линейно-
независимых функций) ( , )t xΔ  такой, что возму-
щенное уравнение вида  

2 3
0 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( , )i ii

x a t a t x a t x a t x
t t xα

= + + + +

+ Δ∑
�

   (1.22) 

будет эквивалентно данному уравнению Абеля 
(1.1). В частности, когда выполнено условие 
(1.13), а ( )tϕ  может обращаться в нуль лишь в 
изолированных точках, мы можем эффективно 
построить  функцию ( , ),t xΔ  вычислив ее коэф-
фициенты  в  соответствии  с формулами (1.16), 
и  затем  построить  уравнения  вида   (1.22).  
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Рассмотрим некоторые другие случаи, когда мы 
можем эффективно построить функцию ( , ),t xΔ  
не изменяющую ОФ уравнения (1.1). 

Теорема 1.4. Пусть для уравнения (1.1) вы-
полняется условие ( ) 0tϕ ≡  и, кроме того, 

3 3 1 3 1 2 3 2 3 23 ( ) 2 ( ) 0.a a a a a a a a a a− − − ≡� � � �    (1.23) 
Тогда  существуют две линейно независи-

мые функции 1 2( , ), ( , )t x t xΔ Δ  вида (1.3), такие 
что уравнение 

2 3
0 1 2 3

1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( , ) ( ) ( , ),

x a t a t x a t x a t x
t t x t t xα α

= + + + +

+ Δ + Δ

�
 

где 1 2( ), ( )t tα α  – произвольные непрерывные ска-
лярные нечетные функции, эквивалентно исход-
ному уравнению (1.1). При этом там, где 

3 ( ) 0,tα ≠  коэффициенты этих функций вычис-
ляются, соответственно, по формулам 

0 2
01

3 3 3

1 2
11 21 31

3 3

1 ,
3

, , 1,

a adr
a a dt a

a ar r r
a a

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠

= = =

              (1.24) 

02 2
02 3

3 3 3 3

1
12 3

3

2
22 3 32 3

3

( ) 1 ( ) ,
6 3

( ) ( ) ,
2

( ) , ( ) ,

aa t adr a t dt
a a a dt a

atr a t dt
a

ar a t dt r a t dt
a

ψ ψ

ψ ψ

ψ ψ
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= + −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

= +

= =

∫

∫

∫ ∫

 (1.25) 

где 
2
2 3 1

3

2 6( ) : exp .
3

a a at dt
a

ψ
⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  

Доказательство. Существование двух ли-
нейно независимых функций 1 2( , ), ( , )t x t xΔ Δ  
вида (1.3) следует из теоремы 3. Функцию 3 ( )r t  
определим из уравнения (1.19), которое в силу 
тождества (1.23) принимает вид 

2
2 3 1 3

3 3
3 3

2 6 ,
3

a a a ar r
a a

⎛ ⎞−
= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

��� �  

а его фундаментальная система решений 
 31 32 31, ( ) ( ) .r r a t t dtψ= = ∫             (1.26) 

Заменяя поочередно в трех первых уравне-
ниях системы (1.5) 3( )r t  в соответствии с (1.26), 
определим из них остальные коэффициенты 
функций 1 2( , ), ( , ).t x t xΔ Δ  Вычисления показы-
вают, что эти коэффициенты имеют вид (1.24), 
(1.25). Таким образом, построены две линейно 
независимые функции вида (1.3). Теорема дока-
зана. 

Пример 1.2. Рассмотрим уравнение 
 3 2 2 31 3 3 .x t t x tx x= − + + +�            (1.27) 

Для него выполняются все условия теоремы 1.4. 
Для построения функций 1 2( , ), ( , )t x t xΔ Δ  вос-
пользуемся формулами (1.24) и (1.25). Получим 

3 2 2 3
1

4 3 2 2 3
2

( , ) 2 3 3 ,
3 1( , ) (3 ) 3 .
2 2

t x t t x t x x

t x t t t x t x t x

Δ = − + + +

Δ = − + + + +
 

Тогда все уравнения вида 
[ ]3

1 2 1( 1) 1 ( ) ( ) ( )x t t t t tα α α= − + + − −�  

2
2 1 2 2

1 1( ) 3 [1 ( ) ( ) ( )]
2 2

t t t t t t t xα α α α− + + + +  

[ ] [ ]2 3
1 2 1 23 1 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ,t t t t x t t t xα α α α+ + + + + +  

где 1 2( ), ( )t tα α  – произвольные непрерывные 
скалярные нечетные функции, эквивалентны 
уравнению (1.27) и между собой. 

 
2 Возмущения уравнения Абеля с посто-

янными коэффициентами 
Пусть в уравнении (1.1) все коэффициенты 

3( ) , 0.ia t const a= ≠  В этом случае для уравнения 
(1.1) всегда существует эквивалентное ему дру-
гое уравнение Абеля, и мы можем его построить. 

Обозначим 2 3
0 0 3 2 1 2 3: 27 2 9 .a a a a a aϕ = + −  От-

метим, что для уравнения (1.1) с постоянными 
коэффициентами тождество (1.13) всегда выпол-
няется. 

Пусть 0 0.ϕ ≠  Тогда, как следует из теоремы 
1.2, для такого уравнения существует единствен-
ная функция ( , )t xΔ  вида (1.3). Легко показать, 
что ее можно записать в виде 

 2 3
0 1 2 3( ) ,x a a x a x a xΔ = + + +            (2.1) 

и поэтому любое уравнение вида 
2 3

0 1 2 3( )(1 ( ))x a a x a x a x tα= + + + +�  
эквивалентно уравнению (1.1). Этот случай три-
виален и не представляет для нас интереса, так 
как к нему можно придти заменой независимого 
переменного. 

Обозначим 
2

3 1 2
0

3

6 2: .
3

a a a
a

ψ − +
=  

Пусть 0 0.ϕ =  Этот случай представляет собой 
следствие теоремы 1.3. 

Теорема 2.1. Пусть 0 0.ϕ =  Тогда для урав-
нения (1.1) с постоянными коэффициентами 

2 3
0 1 2 3x a a x a x a x= + + +�  

существуют две линейно независимые функции 
1 2( , ), ( , )t x t xΔ Δ  вида (1.3), такие что уравнение 

2 3
0 1 2 3

1 1 2 2( ) ( , ) ( ) ( , ),
x a a x a x a x

t t x t t xα α
= + + + +

+ Δ + Δ

�
 

где 1 2( ), ( )t tα α  – произвольные непрерывные ска-
лярные нечетные функции, эквивалентно урав-
нению (1.1). При этом эти функции могут быть 
записаны в виде 

1) при 0 0ψ =  1( , )t xΔ  определяется форму-
лой (2.1), 

2 32 0 3 1 2
2 2

3 3 3

6 1 2( , ) ,
6 2

a a a t a t a tt x x x t x
a a a

+ +
Δ = + + +  
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2) при 0 0ψ ≠  1( , )t xΔ  определяется форму-
лой (2.1), 

0
2 30 2 0 3 0 1 2

2 2
0 3 3 3

6 2( , ) .
6 2

t a a a a aet x x x x
a a a

ψ ψ ψ
ψ

⎛ ⎞+ +
Δ = + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Доказательство. Существование двух ли-
нейно независимых функций 1 2( , ), ( , )t x t xΔ Δ  
следует из теоремы 1.3. При этом последнее 
уравнение системы (1.5) обращается в тождест-
во, а остальные уравнения принимают вид 

2 3 2 3 1 3 3 3 1
3 2

0 3 3 2 3 0 3 3
2 2 2

3 3 3 1 2 3 3

, 2 2 ,

6 6 ,
3 [ 6 2 ] .

r a a r r a r r a

r a r a a a a r
r a a a a a r

= = +

= +

= − +

�
�

�� �
          (2.2) 

Четвертое уравнение принимает вид 3 0r =��  
при 0 0ψ =  или 3 0 3r rψ=�� �  при 0 0.ψ ≠  Это уравне-
ние имеет два линейно независимых решения. 
Вычисляя эти функции и подставляя их в ос-
тальные уравнения системы (2.2), построим ли-
нейно независимые функции 1 2( , ), ( , )t x t xΔ Δ  в 
каждом из случаев 1) и 2). Теорема доказана. 

Пример 2.1. Воспользуемся доказанной 
теоремой и построим эквивалентные уравнения 
для уравнения 2 310 3 6 .x x x x= − + + +�  

Имеем 0 0ϕ =  и 0 0.ψ ≠  Тогда  
2 3

1
18 2 3

2

( , ) 10 3 6 ,

( , ) (8 12 6 ).t

t x x x x

t x e x x x

Δ = − + + +

Δ = + + +
 

Поэтому любое уравнение, которое может 
быть записано в виде 

18
1 2

18
1 2

[ 10 10 ( ) 8 ( ) ]

[3 3 ( ) 12 ( ) ]

t

t

x t t e

t t e x

α α

α α

= − − + +

+ + + +

�
 

18 2 18 3
1 2 1 26[1 ( ) ( ) ] [1 ( ) ( ) ] ,t tt t e x t t e xα α α α+ + + + + +  

где 1 2( ), ( )t tα α  – произвольные непрерывные 
скалярные нечетные функции, эквивалентно ис-
ходному уравнению. 
 

Заключение 
Итак, мы показали, что если для уравнения 

Абеля (1.1) существует полиномиальное возму-
щение ( , ),t xΔ  удовлетворяющее уравнению (0.2) 
и потому не изменяющее отражающей функции 
исходного уравнения, то это ( , )t xΔ  является 
многочленом  третьей  степени.   При  этом  если 

коэффициенты уравнения удовлетворяют соот-
ношению ( ) 0,tϕ ≡  то для такого уравнения су-
ществуют две линейно независимые функции 

1( , )t xΔ  и 2 ( , )t xΔ  с указанными выше свойства-
ми. Если же указанное соотношение не выполня-
ется, то существует и притом единственное 

( , )t xΔ  (с точностью до постоянного множителя) 
только в случае, если коэффициенты уравнения 
удовлетворяют тождеству (1.13). Последнее со-
отношение, как показано, является необходимым 
и достаточным условием существования ненуле-
вого решения уравнения (0.2) в виде многочлена 
третьей степени. Также мы установили, что для 
любого стационарного уравнения Абеля сущест-
вуют две линейно независимые полиномиальные 
функции 1( , )t xΔ  и 2 ( , ),t xΔ  не изменяющие от-
ражающей функции исходного уравнения. 
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ON FINITE GROUPS WITH GENERALLY SUBNORMAL SYLOW SUBGROUPS 
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Пусть F – непустая формация. Подгруппа H группы G называется F-субнормальной в G, если либо H = G, либо суще-
ствует максимальная цепь подгрупп H = H0 ⊂ H1 ⊂ … ⊂ Hn = G такая, что Hi

F ⊆ Hi-1 для всех i = 1, ... , n. В работе изу-
чается класс групп wF = (G | π(G) ⊆ π(F) и всякая силовская подгруппа группы G является F-субнормальной подгруп-
пой в G). Получены свойства класса wF. В частности, для наследственной насыщенной формации F доказано, что 
класс wF  является  наследственной насыщенной формацией. Найдены необходимые и достаточные условия, при кото-
рых wF = F. 
 
Ключевые слова: конечная группа, силовская подгруппа, F-субнормальная подгруппа, наследственная формация, на-
сыщенная формация. 
 
Let F be a non-empty formation. A subgroup H of group G is called F-subnormal in G if either H = G or there is a chain of sub-
groups H = H0 ⊂ H1 ⊂ … ⊂ Hn-1 ⊂ Hn = G such that Hi

F ⊆ Hi-1  for every i = 1, … , n.  In the work  the class of groups 
wF = (G | π(G) ⊆ π(F) and every Sylow subgroup of G is F-subnormal in G) are studied. Properties of the class wF are ob-
tained. In particular, for hereditary saturated formation F it is proved that the class wF is a hereditary saturated formation. Nec-
essary and sufficient conditions are found, at which wF = F. 
 
Keywords: finite group, Sylow subgroup, F-subnormal subgroup, hereditary formation, saturated formation. 

 
 

Введение  
Знание свойств вложения силовских под-

групп в группу позволяет во многих случаях 
найти структуру самой группы. Например, груп-
па нильпотентна, если любая ее силовская под-
группа субнормальна в ней. В 1969 году 
T.O. Хоукс [1], используя формационный под-
ход, ввел понятие F-субнормальной подгруппы в 
конечной разрешимой группе. Предложенная им 
идея состояла в выделении в группе с помощью 
непустой насыщенной формации F семейства 
подгрупп, которые имеют свойства, аналогичные 
свойствам субнормальных подгрупп, и совпада-
ют с последними в случае, когда F есть форма-
ция N всех нильпотентных групп. В 1978 году 
Л.А. Шеметков в монографии [2] распространил 
понятие F-субнормальной подгруппы на произ-
вольные конечные группы.  

Пусть F – непустая формация. Подгруппа H 
группы G называется F-субнормальной в G (обо-
значается H F-sn G), если либо H = G, либо су-
ществует цепь максимальных подгрупп  

H = H0 ⊂ H1 ⊂ … ⊂ Hn = G 
такая, что Hi

F  ⊆ Hi-1 для всех i = 1, ... , n.  
Понятие F-субнормальной подгруппы ак-

тивно изучалось в различных направлениях и 

нашло многочисленные приложения (см., на-
пример, [3], [4]).  

В работе [5] было начато рассмотрение сле-
дующей проблемы. Пусть F – формация. Что 
можно сказать о структуре группы G, если все 
ее силовские подгруппы F-субнормальны в G? В 
[6]–[9] были продолжены исследования по дан-
ной проблеме. Следующие полученные нами 
результаты относятся к этому направлению.  

 

Определение. Пусть F – непустая форма-
ция. Определим класс групп wF следующим обра-
зом: wF = (G | π(G) ⊆ π(F) и всякая силовская 
подгруппа группы G является F-субнормальной 
подгруппой в G. 

 

По определению, единичная группа при-
надлежит wF. 

 

Теорема A. Пусть X – наследственная на-
сыщенная формация. Тогда следующие утвер-
ждения эквивалентны:  

 

1) для любой наследственной насыщенной 
формации F выполняется равенство  

 

wF ∩ X = F ∩ X; 
 

2) для любой насыщенной формации F, со-
стоящей из метанильпотентных групп, выпол-
няется равенство wF ∩ X = F ∩ X; 

МАТЕМАТИКА
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3) формация X состоит из метанильпо-
тентных групп. 

Ввиду того что формация U всех сверхраз-
решимых групп состоит из метанильпотентных 
групп, получается 

Следствие A.1. wU ∩ N2 = U. 
Teoрема B. Если F – наследственная насы-

щенная формация, то wF – наследственная на-
сыщенная формация. 

Teoрема C. Пусть F – наследственная на-
сыщенная формация. Тогда следующие утвер-
ждения эквивалентны: 

1) wF = F; 
2) если G – разрешимая минимальная не F-

группа, то G является либо группой простого 
порядка, либо бипримарной дисперсивной груп-
пой; если G – неразрешимая минимальная не F-
группа и Φ(G) = 1, то G – такая монолитическая 
группа, что Soc(G) – неабелева группа и 
G/Soc(G) – примарная группа.  

Напомним, что формация F называется 
формацией с условием Шеметкова, если любая 
минимальная не F-группа является либо группой 
Шмидта, либо группой простого порядка.   

Следствие C.1. Пусть F – наследственная 
насыщенная формация с условием Шеметкова. 
Тогда wF = F. 

Следствие C.2 [9]. Пусть F – формация 
всех π-нильпотентных групп. Тогда wF = F. 

Следствие C.3 [9]. Пусть F – формация 
всех ϕ-дисперсивных групп. Тогда wF = F. 

Формация F называется решеточной форма-
цией, если в каждой группе множество всех F-
субнормальных подгрупп образует подрешетку 
решетки всех подгрупп группы. Из описания 
таких формаций (см. [3] либо [4]) следует, что 
любая разрешимая минимальная не F-группа 
является либо группой Шмидта, либо группой 
простого порядка; любая неразрешимая мини-
мальная не F-группа G с Φ(G) = 1 является моно-
литической группой, такой, что Soc(G) – неабе-
лева группа и G/Soc(G) является циклической 
примарной группой.  

Применяя теорему C, получаем  
Следствие C.4. Пусть F – наследственная 

насыщенная решеточная формация, тогда 
wF = F. 

Следствие C.5 [9]. Пусть F – формация 
всех π-разложимых групп. Тогда wF = F. 

Существуют наследственные насыщенные 
формации F, для которых wF ≠ F. Например, как 
установлено в [7], для формации U всех сверх-
разрешимых групп wU ≠ U. 

Согласно теореме Гашюца-Любедезер-
Шмида, любая насыщенная формация является 
локальной, и наоборот. В связи с теоремой B 
возникает следующая задача. Пусть F – локаль-
ная формация и h – ее максимальный внутренний 

локальный экран. Как с помощью h построить 
максимальный внутренний локальный экран 
формации wF? Ниже предлагается решение дан-
ной задачи в случае, когда F – разрешимая ло-
кальная формация полной характеристики. 

Пусть F – локальная формация и h – ее мак-
симальный внутренний локальный экран. Обо-
значим через h* – локальный экран, такой, что 
h*(p) = (G ∈ S | любая силовская подгруппа из G 
принадлежит h(p)).  

Teoрема D. Пусть F – наследственная на-
сыщенная разрешимая формация, h – ее макси-
мальный внутренний локальный экран, π(F) = P. 
Тогда wF = LF(h*) и h* – максимальный внут-
ренний локальный экран формации wF. 

Следствие D.1. Пусть A – формация всех 
групп с абелевыми силовскими подгруппами. То-
гда w(NA) = NA  ∩ S. 

Следствие D.2. wN2 = S. 
 
1 Предварительные результаты  
Используются обозначения и терминология 

из [2], [10]. Напомним некоторые понятия, суще-
ственные в данной работе. Через P обозначается 
множество всех простых чисел; для группы G 
через π(G) обозначается множество всех различ-
ных простых делителей порядка группы G; Op(G) 
– наибольшая нормальная p-подгруппа группы G 
для некоторого простого числа p; F(G) – под-
группа Фиттинга, F*(G) – обобщенная подгруппа 
Фитинга группы G; Fp(G) – p-нильпотентный 
радикал группы G, т. е. произведение всех нор-
мальных p-нильпотентных подгрупп группы G. 
Формация F называется насыщенной, если из 
G/Φ(G) ∈ F всегда следует, что G ∈ F; наследст-
венной, если F вместе с каждой группой содер-
жит и все ее подгруппы. Через GF обозначается 
F-корадикал группы G, т. е. наименьшая нор-
мальная подгруппа из G, для которой G/GF ∈ F. 
Пусть X – некоторый класс групп, тогда M(X) – 
класс всех минимальных не X-групп, т. е. групп, 
у которых данному классу X принадлежат все 
собственные подгруппы и только они; π(X) – 
множество всех различных простых делителей 
порядков групп, которые принадлежат X; гомо-
морф – класс групп, содержащий с каждой груп-
пой все ее гомоморфные образы.  

Используются следующие обозначения для 
конкретных классов групп: S – класс всех раз-
решимых групп; U – класс всех сверхразреши-
мых групп; A – класс всех абелевых групп; N – 
класс всех нильпотентных групп; N2– класс всех 
групп G, у которых GN ∈ N; Nπ – класс всех 
нильпотентных π-групп, π – некоторое множест-
во простых чисел; Np = Nπ для π = {p}. Нам по-
требуются известные свойства F-субнормальных 
подгрупп, которые собраны в следующих двух 
леммах. 
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Лемма 1.1. Пусть F – непустая наследст-
венная формация, G – группа. Тогда справедливы 
следующие утверждения: 

1) если H – подгруппа из G и GF ⊆ H, то 
H  F-sn G; 

2) если H  F-sn G, K – подгруппа из G, то 
H ∩ K  F-sn K; 

3) если H  F-sn G, то Hx  F-sn G для любого 
x ∈ G. 

Лемма 1.2. Пусть F – непустая формация, 
H – подгруппа группы G и N  G. Тогда справед-
ливы следующие утверждения: 

1) если H  F-sn G, то HN/N  F-sn G/N; 
2) если HN/N  F-sn G/N, то HN  F-sn G; 
3) если H  F-sn K и K  F-sn G, то H  F-sn G. 
Через snF(G) обозначается множество всех 

F-субнормальных подгрупп группы G. 
Замечание 1.1. Пусть F = N и sn(G) означа-

ет множество всех субнормальных подгрупп 
группы G. Тогда snN(G) ⊆ sn(G) для любой груп-
пы G. В общем случае равенство не имеет места, 
как показывает пример знакопеременной группы 
на 5 символах Alt(5) = G и 1 ∈ sn(G) \ snN(G). 
Однако, если G разрешима, то snN(G) = sn(G). 

Замечание 1.2. Пусть F = U и sn*(G) означа-
ет множество {H ∈ S(G) | либо H = G, либо суще-
ствует цепь подгрупп H = H0 ⊂ H1 ⊂ ⋅⋅⋅ ⊂ Hn = G 
такая, что | Hi : Hi-1| есть простое число для i = 1, 
…, n}. Тогда snU(G) ⊆ sn*(G) для любой группы 
G. Если G разрешима, то snU(G) = sn*(G). 

Будем обозначать через Syl(G) множество 
всех силовских подгрупп группы G. Тогда для 
непустой формации F класс групп  

wF = (G| π(G) ⊆ π(F) и Syl(G) ⊆ snF(G)). 
Из свойств силовских подгрупп группы 

ввиду леммы 1.2 получается  
Лемма 1.3. Если F – непустая формация, то 

wF – гомоморф. 
Лемма 1.4. Пусть F – наследственная фор-

мация и π = π(F). Тогда  
1) F ⊆ wF; 
2) Nπ ⊆ wF; 
3) wF – наследственная формация; 
4) w(wF) = wF. 
Доказательство. Утверждение 1) следует 

из леммы 1.1. Утверждение 2) доказывается про-
веркой определения класса wF. 

Докажем утверждение 3). По лемме 1.3, wF 
– гомоморф.  

Пусть G – группа наименьшего порядка, та-
кая, что в G существуют нормальные подгруппы 
N1 и N2, для которых G/N1 ∈ wF, G/N2 ∈ wF, а 
G/N1 ∩ N2 ∉ wF.   

Не нарушая общности рассуждений, можно 
считать, что N1 ∩ N2 = 1.  

Покажем, что π(G) ⊆ π(F). Пусть p ∈ π(G). 
Если  p ∈ π(G/Ni),  то  из  G/Ni ∈ wF,  i = 1, 2   

следует, что p ∈ π(F). Предположим, что p ∉ 
π(G/Ni) для i = 1, 2.  Если p ∈ π(N1), то P ∩ N1 – 
силовская p-подгруппа из N1 для любой силов-
ской p-подгруппы P из G. Так как  

|G : P ∩ N1| = |G : N1| ⋅ |N1 : P ∩ N1| 
не делится на p, то P ∩ N1 – силовская p-
подгруппа из G. Отсюда ввиду N1 ∩ N2  = 1 и 
нормальности N2 в G следует, что p ∉ π(N2). То-
гда p делит |G : N2|. Аналогично показывается, 
что если p ∈ π(N2), то p делит |G : N1|. Это проти-
воречит с тем, что p ∉ π(G/Ni) для i = 1, 2. Итак, 
π(G) ⊆ π(F). 

Возьмем любую силовскую p-подгруппу R 
группы G. Так как RNi/Ni – силовская p-под-
группа в G/Ni и G/Ni ∈ wF, то RNi/Ni  F-sn  G/Ni, 
i = 1, 2. Ввиду теоремы A.6.4 из [10], утвержде-
ния 2) леммы 1.1 и утверждения 3) леммы 1.2 
подгруппа RN1 ∩ RN2 = R(N1 ∩ N2) = R  F-субнор-
мальна в G. Получаем, что G/N1 ∩ N2 ≅ G ∈ wF. 
Это противоречит выбору G. Таким образом, wF 
является формацией. 

Для доказательства наследственности wF 
возьмем G ∈ wF и любую подгруппу K из G. По 
теореме Силова, силовская q-подгруппа T из K 
содержится в некоторой силовской q-подгруппе 
Q группы G. Из Q  F-sn G по утверждению 2) 
леммы 1.1 следует F-субнормальность T ∩ Q = T 
в K. Утверждение 3) доказано. 

Докажем утверждение 4). Пусть H = wF.  
Из утверждений 3) и 1) леммы следует, что 

H ⊆ wH. Докажем обратное включение. Пусть G 
– группа наименьшего порядка из wH \ H. Возь-
мем любую Q ∈ Syl(G). 

Допустим, что G = Q. Тогда |G| = qn для не-
которого простого числа q. Если n > 1, то по вы-
бору G ее любая собственная подгруппа H ∈ H. 
Так как H = wF, то π(H) ⊆ π(F). По утверждению 
2) леммы получаем, что G ∈ Nπ(F) ⊆ H. Это про-
тиворечит выбору G. Значит, n = 1. Из G ∈ wH 
заключаем, что {q}= π(G) ⊆ π(H). Тогда G ∈ H, 
что противоречит выбору G. 

Итак, G ≠ Q, т.е. |π(G)| > 1. Так как G ∈ wH, 
то в G найдется максимальная подгруппа M, та-
кая, что Q ⊆ M и GH ⊆ M. Пусть N – минимальная 
нормальная подгруппа группы G, содержащаяся 
в GH. По лемме 1.3, G/N ∈ wH. Из |G/N| < |G| сле-
дует, что G/N ∈ H. Поэтому QN/N  F-sn G/N. От-
сюда QN  F-sn G ввиду 2) леммы 1.2.  

Из наследственности wH и G ∈ wH следует, 
что QN ∈ wH. Так как QN ≠ G, QN ∈ H. Ввиду 
того, что H = wF и Q ∈ Syl(QN), Q  F-sn QN. По 
3) леммы 1.2 Q  F-sn G. Получили, что G ∈ H. 
Это противоречит выбору G. Лемма доказана. 

Лемма 1.5. Для формации A всех абелевых 
групп wA = N.  

Доказательство. Так как A – наследствен-
ная формация и π(A) = P, то из утверждения 2) 
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леммы 1.4 вытекает, что N ⊆ wA. Докажем об-
ратное включение. Пусть G – группа наименьше-
го порядка, такая, что G ∈ wA \ N. Тогда 
|π(G)| > 1. Возьмем любую P ∈ Syl(G). Из G ≠ P и 
Syl(G) ⊆ snA(G) следует, что найдется макси-
мальная подгруппа M из G, такая, что P ⊆ M и 
коммутант G' ⊆ M. Ввиду наследственности wA 
и выбора G заключаем, что M ∈ N. Так как P ∈ 
Syl(M) и M нормальна в G, то подгруппа P нор-
мальна в G. Получили, что G ∈ N. Это противо-
речие завершает доказательство леммы. 

Лемма 1.6. Пусть F – наследственная раз-
решимая формация. Тогда wF ⊆ S. 

Доказательство. Пусть G – группа наи-
меньшего порядка, такая, что G ∈ wF, но G ∉ S. 
Тогда для силовской подгруппы H из G найдется 
цепь максимальных подгрупп  

H = H0 ⊂ H1 ⊂ … ⊂ Hn-1 ⊂ Hn = G 
такая, что Hi

F  ⊆ Hi-1 для всех i = 1, ... , n. По 3) 
леммы 1.4 и выбору G подгруппа Hn-1 ∈ S. От-
сюда и из разрешимости G/GF заключаем, что 
G ∈ S. Получили противоречие с выбором G. 
Лемма доказана. 

 
2 Доказательства основных результатов 
Доказательство теоремы A. Очевидно, что 

из утверждения 1) следует утверждение 2).  
Предположим, что выполняется утвержде-

ние 2) теоремы и из него не следует утверждение 
3). Пусть G – группа наименьшего порядка, та-
кая, что G ∈ X и G ∉ N2. Из наследственности 
класса X и насыщенности формации N2 следует, 
что G – минимальная не N2-группа и Φ(G) = 1. 
Рассмотрим два случая.  

1. Группа G не является простой. Пусть N – 
минимальная нормальная подгруппа группы G. 
Так как N ∈ N2⊆ S и G/N ∈ N2⊆ S, то группа G 
разрешима. Тогда N – абелева p-группа для неко-
торого простого числа p. Поскольку N2 – форма-
ция, то N – единственная минимальная нормаль-
ная подгруппа группы G и N – N2-корадикал 
группы G. Из G/N ∈ N2 и G ∉ N2 следует, что 
G/N не является нильпотентной группой. 

Пусть R ∈ Syl(G). Обозначим K = NR. Тогда 
K ≠ G. Так как N – N2-корадикал группы G, из 
утверждения 1) леммы 1.1 получаем, что K – N2-
субнормальная подгруппа группы G. Отсюда и 
из K ∈ N2 по лемме 1.1 следует, что R является 
N2-субнормальной подгруппой группы G. Это 
означает, что G ∈ wN2. Ввиду выполнения ут-
верждения  2) теоремы получаем, что G ∈ N2. 
Это противоречит выбору G. Тем самым доказа-
но, что всякая разрешимая X-группа принадле-
жит N2. 

2. Группа G является простой. Тогда G – не-
абелева группа. В G найдется группа Шмидта S. 
По  теореме  26.1 из [2],  S = PQ, где P – нор-
мальная  силовская p-подгруппа, Q – силовская 

q-подгруппа группы S, p ≠ q. Обозначим 
A = AK(G) фраттиниев модуль [11] группы G над 
полем K = Fq. Из q ∈ π(G) следует, что A ≠ Q. 
Ввиду теоремы 3 из [11] и Oq'(G) = 1 получаем, 
что A – точный FqG-модуль. Тогда по известному 
результату Гашюца [12] существует групповое 
расширение A → E → G с A ⊆ Φ(E). В группе E 
имеется элементарная абелева q-группа N, такая, 

что E/N ≅ G, N 
G
≅ A и N ⊆ Φ(E). Из E/N ≅ G ∈ X 

следует, что E/Φ(E) ∈ X. Поэтому E ∈ X, так как 
формация X насыщена. 

Обозначим через S  прообраз подгруппы S 
группы G при естественном гомоморфизме  

ϕ : E → E/N. 
Так как E/N ≅ G, то группы E/N и G можно 

отождествить. Из S ∈ N2, точности действия G на 

модуле A и N 
G
≅ A следует, что S  ∈ N3 \ N2. Вви-

ду E ∈ X и наследственности X получаем, что 
S  ∈ X. Отметим, что группа S  разрешима. По 
доказанному выше, разрешимая X-группа S  при-
надлежит N2. Полученное противоречие завер-
шает доказательство того, что из утверждения 1) 
следует 2).  

Допустим теперь, что выполняется утвер-
ждение 3) и из него не следует утверждение 1). 
Пусть G – группа наименьшего порядка, такая, 
что G ∈ X, π(G) ⊆ π(F), любая силовская под-
группа группы G является F-субнормальной под-
группой в G, но G ∉ F для некоторой насыщен-
ной формации F. Из X ⊆ N2 следует, что G ∈ N2. 
Так как насыщенная формация является локаль-
ной и Nπ(F) ⊆ F, то G – ненильпотентная группа. 
Пусть N – минимальная нормальная подгруппа 
группы G. Ввиду леммы 1.2 любая силовская 
подгруппа из G/N является F-субнормальной 
подгруппой группы G/N. Тогда G/N ∈ F. Из на-
сыщенности формации F следует, что Φ(G) = 1 и 
N = GF – единственная минимальная нормальная 
подгруппа группы G. Поэтому в G найдется мак-
симальная подгруппа M, такая, что G = NM, 
N ∩ M = 1. Отметим, что N – элементарная абе-
лева p-группа для некоторого простого числа p и 
N = CG(N) = F(G). Учитывая, что G ∈ N2, получа-
ем G/N ≅ M ∈ N. Отсюда, согласно лемме 3.9 из 
[2], M является холловой p'-подгруппой в G. 

Если M – силовская q-подгруппа для неко-
торого простого числа q ≠ p, то из F-субнор-
мальности M в G следует, что N = GF ⊆ M. Полу-
чили противоречие. 

Значит, M не является силовской подгруп-
пой группы G. Обозначим через Q произвольную 
силовскую q-подгруппу группы G, где q ≠ p. 
Подгруппа H = NQ ≠ G. Из G ∈ wF и наследст-
венности формации wF по лемме 1.1 следует, что 
любая силовская подгруппа группы H является 
F-субнормальной подгруппой в H. Ввиду выбора 
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G подгруппа H ∈ F. Из N = CG(N) получаем 
N = Fp(H). Ввиду леммы 4.5 из [2] для некоторого 
локального экрана f формации F факторгруппа 
H/Fp(H) ≅ Q ∈ f(p). Поэтому любая силовская q-
подгруппа группы M принадлежит f(p). Так как 
M нильпотентна, то M ∈ f(p). Отсюда и из 
G/N ≅ M следует, что N является f-центральным 
главным фактором группы G. Учитывая это и 
G/N ∈ F, имеем G ∈ F. Это противоречит выбору 
G. Теорема доказана. 

Доказательство теоремы B. По лемме 1.4, 
wF является наследственной формацией. Дока-
жем насыщенность wF. Пусть G – группа наи-
меньшего порядка, такая, что G/Φ(G) ∈ wF, но 
G ∉ wF. 

Пусть N – минимальная нормальная под-
группа группы G. Так как Φ(G)N/N ⊆ Φ(G/N) и 
G/Φ(G)N ∈ wF, то G/N/Φ(G/N) ∈ wF. По выбору 
G получаем, что G/N ∈ wF. 

Класс wF является формацией, поэтому N – 
единственная минимальная нормальная под-
группа группы G. Значит, N ⊆ Φ(G). Отсюда сле-
дует, что N – p-группа для некоторого простого 
числа p и Op'(G) = 1. Пусть Q – произвольная си-
ловская q-подгруппа группы G.  

Если q = p, то QN/N – F-субнормальная под-
группа группы G/N. Из N ⊆ Q и леммы 1.2 следу-
ет F-субнормальность QN = Q в G. 

Пусть q ≠ p. Обозначим H = Q F~ (G), где 
F~ (G) – такая подгруппа группы G, что 
F~ (G) ⊇ Φ(G) и F~ (G)/Φ(G) является цоколем 
группы G/Φ(G). Тогда F~ (G)/Φ(G) квазинильпо-
тентна. Поэтому F~ (G)/Φ(G) ⊆ F*(H/Φ(G)). От-
сюда H/Φ(G) = QΦ(G)/Φ(G)F*(H/Φ(G)).  

Так как QΦ(G)/Φ(G) F-субнормальна в 
H/Φ(G) и QΦ(G)/Φ(G)∈F ввиду π(G/Φ(G)) ⊆ π(F) 
и локальности F, то по теореме 6.1.11 из [4] 
H/Φ(G) ∈ F. Тогда для максимального внутрен-
него локального экрана f формации F H действу-
ет f-стабильно на F~ (G)/Φ(G). Отсюда ввиду 
Op'(G) = 1 по  теореме  9.18  из  [2]  H  действует 
f-стабильно на Φ(G). Таким образом, H ∈ F. По 
лемме 1.1 получаем, что Q – F-субнормальная 
подгруппа группы QN. Так как QN F-субнор-
мальна в G, то по лемме 1.2 Q F-субнормальна в 
G. Итак, G ∈ wF. Это противоречие завершает 
доказательство теоремы. 

Доказательство теоремы C. Установим, 
что из утверждения 1) следует 2). Допустим, что 
группа G ∈ M(F).  

Предположим вначале, что Φ(G) = 1. Пусть 
N – минимальная нормальная подгруппа из G. 

Если N = G, то либо |G| = p для некоторого 
простого p, либо G – простая неабелева группа, 
G = Soc(G) и G/Soc(G) ≅ 1.  

Допустим, что N ≠ G. В G найдется макси-
мальная подгруппа M, такая, что G = NM. Из 

G/N ≅ M/M ∩ N ∈ F следует, что GF = N. Так как 
F – формация, то N – единственная минимальная 
нормальная подгруппа в G. Если NQ ≠ G для лю-
бой силовской подгруппы Q группы G, то 
NQ ∈ F. Тогда из утверждения 1) леммы 1.1 и 
утверждения 3) леммы 1.2 следует, что Q  F-sn G. 
Поэтому G ∈ wF. Ввиду выполнимости утвер-
ждения 1) теоремы получаем, что G ∈ F. Это 
противоречит выбору G. Значит, NQ = G для не-
которой Q ∈ Syl(G).  

Если G разрешима, то N – элементарная 
абелева p-группа для некоторого простого числа 
p. Из |π(G)| > 1 следует, что Q – q-группа для 
простого q ≠ p. Так как π(G) ⊆ π(F) и Nπ(F) ⊆ F, 
группа G ненильпотентна. 

В случае неразрешимости G получаем, что 
N = Soc(G) – неабелева группа, G/N ≅ Q/Q ∩ N – 
примарная группа. Итак, при Φ(G) = 1 для груп-
пы G утверждение 2) выполняется. 

Предположим теперь, что Φ(G) ≠ 1. Из на-
сыщенности F следует, что G/Φ(G) ∉ F. Тогда 
G/Φ(G) ∈ M(F) и при этом Φ(G/Φ(G)) = 1. Если G 
разрешима, то по доказанному выше либо 
G/Φ(G) – группа простого порядка, либо G/Φ(G) 
– ненильпотентная бипримарная дисперсивная 
группа. Отсюда и из выбора G следует, что G – 
ненильпотентная бипримарная дисперсивная 
группа. 

Если G неразрешима, то G/Φ(G) неразре-
шима и, по доказанному выше, G/Φ(G) – моно-
литическая группа, такая, что Soc(G/Φ(G)) – не-
абелева группа и G/Φ(G)/Soc(G/Φ(G)) либо явля-
ется примарной группой, либо изоморфна 1. 
Итак, доказано, что из 1) следует 2). 

Докажем, что из 2) следует 1). Допустим 
противное. Пусть группа G – контрпример ми-
нимального порядка. Тогда π(G) ⊆ π(F), любая 
силовская подгруппа группы G F-субнормальна в 
G, но G не принадлежит формации F. Так как wF 
– гомоморф, то G/Φ(G) ∈ wF. Если Φ(G) ≠ 1, то 
G/Φ(G) ∈ F ввиду выбора G. Из насыщенности F 
следует, что G ∈ F. Это противоречит выбору G. 
Итак, Φ(G) = 1. Из наследственности wF заклю-
чаем, что любая собственная подгруппа группы 
G принадлежит wF, а значит, и F ввиду выбора 
G. Следовательно, G ∈ M(F).  

Предположим, что G разрешима. Из утвер-
ждения 2) теоремы и π(G) ⊆ π(F) заключаем, что 
G – ненильпотентная бипримарная дисперсивная 
группа.  По  теореме  24.5 из [2],  GF – силовская 
p-подгруппа группы G для некоторого простого 
p. Так как в G для q ≠ p силовская q-подгруппа 
Q ≠ G и G ∈ wF, то в G найдется максимальная 
подгруппа M, такая, что GFQ ⊆ M. Получили про-
тиворечие G ⊆ M ⊂ G. 

Допустим, что G неразрешима. Так как 
G ∈ wF и G непримарна, то для любой силовской 
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подгруппы Q группы G найдется максимальная 
подгруппа, содержащая Q и GF. Так как GF ≠ 1, то 
G – непростая группа. Ввиду выполнения утвер-
ждения 2) теоремы G – монолитическая группа, 
G/Soc(G) – примарная группа. Так как 
π(G) ⊆ π(F) и Soc(G) – единственная минималь-
ная нормальная подгруппа в G, то GF = Soc(G). 
Значит, G = GFQ для некоторой силовской под-
группы Q из G. Но тогда найдется максимальная 
подгруппа M группы G, такая, что G = GFQ ⊆ M. 
Полученное противоречие завершает доказатель-
ство того, что из 2) следует 1). Теорема доказана. 

Доказательство теоремы D. Обозначим 
через F* = LF(h*). Покажем, что wF = F*. Внача-
ле покажем, что wF ⊆ F*. Допустим противное. 
Пусть G – группа наименьшего порядка из 
wF \ F*. Так как wF и F* – наследственные на-
сыщенные формации, то группа G имеет единст-
венную минимальную нормальную подгруппу 
N = G F* и Φ(G) = 1. Кроме того, G является ми-
нимальной не F*-группой. Можно показать, что 
|π(G)| ≤ 2 и G = NM, где N ∩ M = 1, M – некото-
рая максимальная подгруппа группы G, являю-
щаяся минимальной не h*(p)-группой. Отметим 
также, что M является q-группой, где q – некото-
рое простое число, отличное от p. Из G ∈ wF и G 
∈ N2 по теореме A следует, что G ∈ F. Но тогда 
G ∈ F ⊆ F*. Получили противоречие с выбором 
группы G. 

Покажем, что F* ⊆ wF. Допустим против-
ное. Пусть G – группа наименьшего порядка из 
F* \ wF. Так как F* и wF – наследственные на-
сыщенные формации, то G имеет единственную 
минимальную нормальную подгруппу N, N = GwF 
и Φ(G) = 1. Кроме того, G является минимальной 
не wF-группой.  

По 4) леммы 1.4, w(wF) = wF. Тогда из 2) 
теоремы C и выбора G следует, что G является 
бипримарной дисперсивной группой. Нетрудно 
показать, что G – минимальная не F-группа. По-
этому G = NM, где N ∩ M = 1, N – единственная 
минимальная нормальная подгруппа в G, 
N = F(G) = CG(N), а M – максимальная подгруп-
па, являющаяся q-группой, где q – некоторое 
простое число, отличное от p. Так как G ∈ F*, то 
G/N = G/Fp(N) ≅ M ∈ h*(p). Ввиду построения 
экрана h* получаем, что M ∈ h(p). Отсюда следу-
ет, что G ∈ F. Значит, G ∈ wF. Получили проти-
воречие. Теорема доказана. 
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Введение 
Вектор-матрицы над произвольным коль-

цом впервые были определены в [1], они обоб-
щают понятие m-адической матрицы Э. Поста 
[2]. Изучению различных свойств вектор-матриц 
посвящены работы [3]–[5]. В частности, в [3] 
введено понятие σ-согласованной вектор-матри-
цы, где σ – подстановка из Sk, и доказано [3, тео-
рема 6.1], что если подстановка σ удовлетворяет 
условию σl = σ, то подмножество M множества 
всех  k-компонентных  вектор-матриц  над   ас-
социативным кольцом, замкнутое относительно 
l-арной операции [ ]l, σ, k, является l-арной полу-
группой, в которой все вектор-матрицы имеют 
один и тот же размер и согласованы с подстанов-
кой σ. Изучению операции [ ]l, σ, k, определенной 
в [6], посвящена также книга [7]. 

В данной  статье  продолжено  начатое  в  
[3] изучение свойств σ-согласованных вектор-
матриц.  

Приведем вначале определения некоторых 
понятий, встречающихся в работе. 

n-Арный группоид < A, [ ] >, в котором для 
любого i = 1, 2, …, n – 1 выполняется тождество 

[[a1 … an]an+1 … a2n–1] = 
= [a1 … ai[ai+1 … ai+n]ai+n+1 … a2n–1], 

называют n-арной полугруппой, а n-арную опера-
цию [ ] в этом случае называют ассоциативной. 

n-Арную  полугруппу  < A, [ ] >  называют 
n-арной группой, если в ней для всех 
а1, ..., аn, b ∈ A разрешимы уравнения  

[xa2 … an ] = b, [a1 … an–1y] = b. 
Элемент a n-арного группоида < A, [ ] > на-

зывают: 
1) идемпотентом, если [N...

n

a a ] = a; 

2) нулем, если для всех x1, …, xn–1 ∈ A верно 
[ax1 … xn–1] = [x1ax2 … xn–1] = … 

… = [x1 … xn–1a] = a; 
3) единицей, если для любого x ∈ A верно 
[xN

1

...
n

a a
−

] = [axN
2

...
n

a a
−

] = … = [N
1

...
n

a a
−

x] = x. 

Понятно, что n-арный группоид не может 
иметь   более  одного  нуля,  а  всякая  единица  
n-арного группоида является его идемпотентом.  

Элемент a n-арного группоида < A, [ ] > с 
нулем 0 называют его i-ым делителем нуля, где 
i ∈ {1, …, n}, если существуют b1, …, bi–1, 
bi+1, …, bn ∈ A, отличные от нуля, такие, что  

[b1 … bi–1abi+1 … bn] = 0. 
Если элемент a является i-ым делителем ну-

ля для каждого i ∈ {1, …, n}, то a называют де-
лителем нуля в < A, [ ] >. 

Понятно, что сам нуль является делителем 
нуля. 

Если в n-арном группоиде < A, [ ] > для лю-
бой подстановки σ множества {1, 2, …, n} вы-
полняется тождество 

[a1a2 … an] = [aσ(1)aσ(2) … aσ(n)], 
то  n-арный  группоид  < A, [ ] >  называют абе-
левым. 

n-Арный группоид < A, [ ] >, в котором вы-
полняется тождество 

[aa1 … an–2b] = [ba1 … an–2a], 
называют полуабелевым.  

Более подробную информацию об n-арных 
полугруппах и n-арных группах можно найти в 
[2], [8]–[10]. 

Универсальная алгебра < A, +, [ ] > с бинар-
ной операцией + и n-арной операцией [ ]: An → A 
называется (2, n)-кольцом [11], [12], если выпол-
няются следующие условия: 

1) < A, + > – абелева группа; 
2) в < A, +, [ ] > для любого i = 1, …, n вы-

полняется тождество дистрибутивности 
[a1 … ai–1(b1 + b2)ai+1 … an] = 

МАТЕМАТИКА
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= [a1 … ai–1b1ai+1 … an] + [a1 … ai–1b2ai+1 … an]. 
При n = 2 определение (2, n)-кольца пре-

вращается в определение обычного кольца. 
Линейное пространство A над полем P с оп-

ределенной на этом пространстве n-арной опера-
цией [ ] называется (2, n)-алгеброй над P, если 
выполняются следующие условия: 

1) для любого λ ∈ P и любых a1, …, an ∈ A 
верно 

λ[a1 … an] = [(λa1)a2 … an] = 
= [a1(λa2)a3 … an] = … = [a1 … an–1(λan)]; 
2) n-арная  операция [ ] дистрибутивна от-

носительно операции + сложения векторов, то 
есть  в  A для любого i = 1, …, n выполняется 
тождество дистрибутивности из определения 
(2, n)-кольца. 

Ясно, что при n = 2 определение (2, n)-ал-
гебры над полем P совпадает с определением 
обычной бинарной алгебры. 

(2, n)-Кольцо называется ассоциативным, 
если определенная на нем n-арная операция ас-
социативна. Аналогично определяется ассоциа-
тивная (2, n)-алгебра. 
 

1 Используемые результаты 
Вектор-матрицей размера  

(m1 × n1, …, mk × nk) 
над кольцом P называется [1, определение 1] 
всякий упорядоченный набор A = (A1, …, Ak) 
матриц A1, …, Ak размеров m1 × n1, …, mk × nk с 
элементами из P. Вектор-матрица, у которой 
квадратные компоненты A1, …, Ak имеют поряд-
ки n1, …, nk, называется [1] квадратной вектор-
матрицей порядка (n1, …, nk). Вектор-матрица, у 
которой все компоненты A1, …, Ak – квадратные 
матрицы одного и того же порядка n, называется 
[1] квадратной вектор-матрицей порядка n. 

Множество всех k-компонентных вектор-
матриц над P обозначается символом M(k, P), а 
множество всех k-компонентных вектор-матриц 
размера (m1 × n1, …, mk × nk) над P – символом 
M

1 1 , , k km n m n× ×… (P). Символ 
1, , ( )

kn n PM …  использу-
ется для обозначения множества всех k-компо-
нентных вектор-матриц порядка (n1, …, nk) над P, 
а символ Mn(k, P) – для обозначения всех k-
компонентных квадратных вектор-матриц по-
рядка n над P. 

Определение вектор-матрицы обобщает по-
нятие m-адической (m-арной) матрицы Э. Поста 
[2], которую он определил как упорядоченный 
набор m – 1 квадратных матриц одного и того же 
порядка над полем комплексных чисел. 

В [1, определение 4] для всех k ≥ 2, l ≥ 2 и 
любой подстановки σ ∈ Sk на множестве M(k, P) 
всех  k-компонентных вектор-матриц над ассо-
циативным  кольцом  P  определена  частичная  
l-арная операция [ ]l, σ, k и доказана  
 Теорема 1.1  [1, теорема 1]. Пусть 

Am = (Am1, …, Amk), m = 1, …, 2l – 1 

– k-компонентные вектор-матрицы над ассо-
циативным кольцом P, σ – подстановка из Sk, 
удовлетворяющая условию σl = σ. Тогда, если для 
некоторого i = 0, 1, …, l – 1 определена k-компо-
нентная вектор-матрица 

[A1 … Ai[Ai+1 … Ai+l]l, σ, k Ai+l+1 … A2l–1]l, σ, k, 
то для любого j = 0, 1, …, l – 1 определена k-ком-
понентная вектор-матрица 

[A1 … Aj[Aj+1 … Aj+l]l, σ, k Aj+l+1 … A2l–1]l, σ, k, 
и верно равенство 

[A1 … Ai[Ai+1 … Ai+l]l, σ, k Ai+l+1 … A2l–1]l, σ, k = 
= [A1 … Aj[Aj+1 … Aj+l]l, σ, k Aj+l+1 … A2l–1]l, σ, k. 

Согласно теореме 1.1, если P – ассоциатив-
ное кольцо, а подстановка σl–1 – тождественная, 
то на множестве М(k, P) определена частичная 
ассоциативная l-арная операция [ ]l, σ, k, то есть 
М(k, P), рассматриваемое вместе с этой l-арной 
операцией, является частичной l-арной полу-
группой. 

Из теоремы 1.1 вытекает 
 Предложение 1.1. Если  P – ассоциативное 
кольцо, подстановка σ ∈ Sk удовлетворяет усло-
вию σl = σ, то < Мn(k, P), [ ]l, σ, k > – l-арная полу-
группа. 
 Во множестве Mn(k, P), где P – ассоциатив-
ное коммутативное кольцо с единицей, выделим 
подмножество GLn(k, P) всех k-компонентных 
квадратных вектор-матриц порядка n над P, у 
которых все компоненты обратимы в кольце 
Mn(P). Ясно, что обратимость компонент в Mn(P) 
можно заменить обратимостью определителей 
этих компонент в P. 

Теорема 1.2 [4, теорема 4.2]. Если подста-
новка σ ∈ Sk удовлетворяет условию σl = σ, то 
< GLn(k, P), [ ]l, σ, k > – l-арная группа. В частно-
сти, < GLn(k, P), [ ]k+1, (12 … k), k > – (k + 1)-арная 
группа. 

l-Арную группу < GLn(k, P), [ ]l, σ, k > по ана-
логии с бинарным случаем естественно называть 
полной линейной l-арной группой, соответст-
вующей данным k и σ. 

Во множестве GLn(k, P) выделим подмно-
жество SLn(k, P) всех k-компонентных вектор-
матриц, у которых определитель каждой компо-
ненты равен единице кольца P. Так как множест-
во SLn(k, P) совпадает с k-ой декартовой степе-
нью специальной линейной группы SLn(P), то, 
применяя теорему 2.9.3 [7], получим следующий 
результат. 

Предложение 1.2. Если подстановка σ ∈ Sk 
удовлетворяет условию σl = σ, то множество 
SLn(k, P) замкнуто  относительно  l-арной опе-
рации [ ]l, σ, k, а универсальная алгебра 
< SLn(k, P), [ ]l, σ, k > является l-арной группой. 

l-Арную группу < SLn(k, P), [ ]l, σ, k > по ана-
логии с бинарным случаем назовем специальной 
линейной l-арной группой, соответствующей 
данным k и σ. 
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Так как множество Mn(k, P) совпадает с k-ой 
декартовой степенью мультипликативной полу-
группы Mn(P), которая при n > 1 неабелева, то, 
ввиду предложения 3.5.4 из [7], имеет место 

Предложение 1.3. Если P – ассоциативное 
кольцо с единицей, подстановка σ ∈ Sk удовле-
творяет условию σl = σ, то l-арная полугруппа 
Mn(k, P) при n > 1 не является полуабелевой. В 
частности, она не является абелевой. 

Для всякой подстановки σ ∈ Sk положим: 
σ = σ1 … σpσp+1 … σq                            (1.1) 

– разложение σ в произведение независимых 
циклов, где σp+1, …, σq – все циклы длины 1; 

X1 = {i11, …, 
11li }, …, Xp = {ip1, …, 

ppli }, 

Xp+1 = {ip+1}, …, Xq = {lq}             (1.2) 
– σ-орбиты, соответствующие циклам σ1, …, σp, 
σp+1, …, σq. Длина цикла σr (r = 1, …, q) обозна-
чается через lr. В частности, lp+1 = … = lq = 1. 

Определение 1.1 [3, определение 3.1]. Упо-
рядоченный набор пар ((m1, n1), …, (mk, nk)) це-
лых положительных чисел называется σ-согла-
сованным или согласованным с подстановкой 
σ ∈ Sk, имеющей разложение (1.1), если: 

1) для каждой орбиты Xr = {ir1, …, 
rrli }, где 

r = 1, …, p, и любого ее элемента irs, где 
s = 1, …, lr, верны равенства 

2( ) ( ) ( )
, , ,

rs rs rs rs
i i i i

n m n mσ σ σ
= = …  

…, 2 1 1( ) ( ) ( )
, ;l l lr r r rsrs rs rs

ii i i
n m n m

σ σ σ− − −= =     (1.3) 

2) 
1 1

, , .
p p q qi i i im n m n

+ +
= =…  

Замечание 1.1. Если условие 1) определе-
ния 1.1 распространить на одноэлементные цик-
лы, то для орбит  

Xp+1 = {ip+1}, …, Xq = {iq} 
равенства (1.3) примут вид 

1 1 1 01 1 11 11 ( ) ( )( )
,lp p pp pp

i ii ii
n n n n m

σ σσ − −+ + ++ ++

= = = = …  

1 1 1 0( ) ( )( )
, .lq q qq qq

i ii ii
n n n n m

σ σσ − −= = = =…  

Таким образом, в определении 1.1 можно обой-
тись без условия 2), если в условии 1) считать 
r = 1, …, q. 

Замечание 1.2. Можно показать [3], что из 
выполнимости условия (1.3) для некоторого 
irs ∈ Xr следует его выполнимость для любого 
irs ∈ Xr. 

Теорема 1.3 [3, теорема 4.1]. Пусть P –
ассоциативное кольцо, упорядоченный набор 
((m1, n1), …, (mk, nk)) согласован с подстановкой 
σ ∈ Sk, удовлетворяющей условию σl = σ. Тогда 
множество M

1 1 , , k km n m n× ×… (P) замкнуто относи-

тельно l-арной операции [ ]l, σ, k, а универсальная 
алгебра   < М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]l, σ, k >   является   
l-арной полугруппой. 

Приведем критерий σ-согласованности век-
тор-матрицы. 

Теорема 1.4. Если подстановка σ ∈ Sk удов-
летворяет условию σl = σ, то вектор-матрица 

A = (A1,  …, Ak) ∈ M(k, P) 
над ассоциативным кольцом P является σ-сог-
ласованной тогда и только тогда, когда опреде-
лена вектор-матрица [

l

A A…�	
 ]l, σ, k. 

Доказательство. Пусть (m1 × n1, …, mk × nk) 
– размер вектор-матрицы A = (A1,  …, Ak). 

Необходимость. Следует из теоремы 1.3. 
Достаточность. Пусть для подстановки σ 

имеет место разложение (1.1) с σ-орбитами (1.2), 
и пусть [

l

A A…�	
 ]l, σ, k = {Υ1, …Yk}, 

где 
Υj = AjAσ(j) … 2 1( ) ( )l lj j

A A
σ σ− − , j = 1, …, k.   (1.4) 

В частности, это верно для любого элемента j из 
любой σ-орбиты Xr (r = 1, …, p) с числом элемен-
тов lr, большим единицы. Так как lr < l = tlr + 1, 
то, выписав первые lr + 1 компонент из правой 
части (1.4), видим, что существует произведение 

AjAσ(j) 2 ( )j
A

σ
 … 2 1( ) ( ) ( )l l lr r rj j j

A A A
σ σ σ− − . 

Это означает, что для вектор-матрицы A, имею-
щей размер (m1 × n1, …, mk × nk), верно  

nj = mσ(j), nσ(j) =  
2 ( )

,
j

m
σ

= 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )
, ,l l l lr r r rj j j j
n m n m

σ σ σ σ− − −= =… , 

а так как rlσ  – тождественная подстановка, то 
последние равенства принимают вид 

nj = mσ(j), nσ(j) =  
2 ( )

,
j

m
σ

= 2 1 1( ) ( ) ( )
, ,l l lr r r jj j j
n m n m

σ σ σ− − −= =… . 

Таким образом, выполняется условие 1) опреде-
ления 1.1. 

Если j – элемент из любой σ-орбиты Xr 

(r = p + 1, …, q) с числом элементов, равным 
единице, то (1.4) принимает вид Υj = j j

l

A A…
��	�


. В 

частности, определено произведение AjAj, откуда 
следует совпадение размеров матрицы Aj. Таким 
образом, условие 2) определения 1.1 также вы-
полняется. Следовательно, набор ((m1, n1), …, 
(mk, nk)) согласован с подстановкой σ. Теорема 
доказана. 

 
2 Перестановочность элементов в l-арной 

полугруппе < М × ×… k km n , , m n1 1
(P), [ ]l, σ, k > 

Положим, 1 ≤ μ ≤ min{m1, n1, …, mk, nk}, и 
выделим во множестве М

1 1 , , k km n m n× ×… (P) подмно-

жество 
1 1

(μ)
, , ( )

k km n m n P× ×M "  всех вектор-матриц 
вида 

A = 1
1

0 0
, ,

0 0 0 0
k

k

B B
A A

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
… , 

где B1, …, Bk – квадратные матрицы порядка μ 
над P: 
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M(μ) = {A = 1 0 0
, ,

0 0 0 0
kB B⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

… ⎪ 

A ∈ М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), B1 … Bk ∈ Mμ(P)}, 

где для сокращения записей использовано обо-
значение M(μ) = 

1 1

(μ)
, , ( )

k km n m n P× ×M " , которое ино-
гда будет употребляться, если из контекста ясно, 
о чем идет речь. 

Предложение 2.1. Пусть P – ассоциатив-
ное кольцо, набор ((m1, n1), …, (mk, nk)) согласо-
ван с подстановкой σ ∈ Sk, удовлетворяющей 
условию σl = σ,  

1 ≤ μ ≤ min{m1, n1, …, mk, nk}. 
Тогда множество M(μ) замкнуто относительно 
l-арной операции [ ]l, σ, k, а универсальная алгебра 
< M(μ), [ ]l, σ, k > является l-арной полугруппой, 
изоморфной l-арной полугруппе < Mμ(k, P), 
[ ]l, σ, k >. 

Доказательство. Заметим, что по теореме 
1.3 < М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]l, σ, k > – l-арная полу-
группа. Пусть 

Ai = 1
1

0 0
, , ,

0 0 0 0
i ik

i ik

B B
A A

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
…  i = 1, …, l 

– произвольные вектор-матрицы из M(μ), 
A = [A1 … Al]l, σ, k = (Y1, …, Yk). 

Согласно определению операции [ ]l, σ, k и ввиду 
тождественности подстановки σl–1, имеем 

Yj = A1jA2σ(j) … 2( 1) ( )l ljl j
A A

σ −−
, j = 1, …, k, 

откуда получаем Yj = 
0

,
0 0

jD⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 где 

B1jB2σ(j) … 2( 1) ( )l lj jl j
B B D

σ −−
=  ∈ < Mμ(P). 

Таким образом, 

A = 1 0 0
, ,

0 0 0 0
kD D⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

…  ∈ M(μ). 

Следовательно, множество M(μ) замкнуто 
относительно l-арной операции, а универсальная 
алгебра < M(μ), [ ]l, σ, k > является l-арной полу-
группой. 

Определим отображение f : M(μ) → Mμ(k, P) 
по правилу 

f : U = 1 0 0
, ,

0 0 0 0
kV V⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

… →f(U) = (V1, …, Vk). 

Ясно, что f – биекция M(μ) на Mμ(k, P). Так как  
f([A1…Ak]l, σ, k) = f(A) = f(Y1,…,Yk)=(D1,…,Dk) = 

=(B11B2σ(1)… 2 21 1 2σ( )( 1)σ (1) ( 1)σ ( )
, , )l ll k k lkl l k

B B B B B B− −− −
=… …  

= [(B11, …, B1k) … (Bl1, …, Blk)]l, σ, k = 
= [f(A1) … f(Ak)]l, σ, k, 

то есть 
f([A1 … Ak]l, σ, k) = [f(A1) … f(Ak)]l, σ, k, 

то f – изоморфизм l-арной полугруппы 
< M(μ), [ ]l, σ, k > на l-арную полугруппу 
< Mμ(k, P), [ ]l, σ, k >. Предложение доказано. 

Теорема 2.1. Пусть P – ассоциативное 
кольцо с единицей, набор ((m1, n1), …, (mk, nk)) 
согласован с подстановкой σ ∈ Sk, удовлетво-
ряющей условию σl = σ,  

min{m1, n1, …, mk, nk} ≥ 2. 
Тогда l-арная полугруппа < M

1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

[ ]l, σ, k > не является полуабелевой 
Доказательство. По предложению 1.3 l-ар-

ная полугруппа < Mμ(k, P), [ ]l, σ, k >, где 
2 ≤ μ ≤ min{m1, n1, …, mk, nk}, 

не является полуабелевой, но тогда, ввиду пред-
ложения 2.1, неполуабелевой будет и изоморф-
ная ей l-арная полугруппа < M(μ), [ ]l, σ, k >. А так 
как M(μ) ⊆ M

1 1 , , k km n m n× ×… (P), то l-арная полугруп-

па < M
1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]l, σ, k > также не является 

полуабелевой. Теорема доказана. 
Далее в следствиях 2.1–2.5 P – ассоциатив-

ное кольцо с единицей. Кроме того, в следствиях 
2.1–2.3  

min{m1, n1, …, mk, nk} ≥ 2. 
Следствие 2.1. Если набор  

((m1 ×n1), …, (mk × nk)) 
согласован с подстановкой σ ∈ Sk порядка d, то  
(d + 1)-арная полугруппа < М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

[ ]d+1, σ, k > не является полуабелевой. 
Следствие 2.2. Если σ – цикл длины k из Sk,  

n1 = mσ(1), nσ(1) = 2(1)
, ,m

σ
… 2 1 1 1(1) (1) (1)

, ,k k kn m n m
σ σ σ− − −= =  

то (k + 1)-арная полугруппа < М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

[ ]k+1, σ, k > не является полуабелевой. 
Следствие 2.3. Если 

n1 = m2, n2 = m3, …, nk–1 = mk, nk = m1, 
то (k + 1)-арная полугруппа < М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), 
[ ]k+1, (12 … k), k > не является полуабелевой. 

Следствие 2.4. Если min{m, s, r} ≥ 2, то 4-
арная полугруппа 

< Mm × s, s × r, r × m(P), [ ]4, (123), 3 > 
не является полуабелевой. 

Следствие 2.5. Если min{m, n} ≥ 2, то тер-
нарная полугруппа < Mm × n, n × m(P), [ ]3, (12), 2 > не 
является полуабелевой. 

Справедливость следующей леммы уста-
навливается простой проверкой. 

Лемма 2.1.  Пусть полугруппа P содержит 
единицу и элемент, отличный от единицы. Если 
σ – тождественная подстановка из Sk, то l-
арный группоид < Pk, [ ]l, σ, k > является абелевым 
тогда и только тогда, когда полугруппа P ком-
мутативна. 

Теорема 2.2. Если P – ассоциативное кольцо 
с единицей, набор 

((m1 ×n1), …, (mk × nk)) 
согласован с подстановкой σ ∈ Sk, удовлетво-
ряющей условию σl = σ, то l-арная полугруппа 
< М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]l, σ, k > является абелевой 
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тогда и только тогда, когда σ – тождествен-
ная подстановка, m1 = n1 = … = mk = nk = 1, P – 
коммутативное кольцо. 

Доказательство. Необходимость. Если σ – 
нетождественная подстановка, то по предложе-
нию 3.5.1 [7] l-арная полугруппа 
< М1(k, P) = Pk, [ ]l, σ, k > не является абелевой, 
откуда, ввиду предложения 2.1, следует неабеле-
вость изоморфной ей l-арной полугруппы 
< М(1), [ ]l, σ, k >. А так как М(1) ⊆ М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

то l-арная полугруппа < М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]l, σ, k > 

также не является абелевой, что противоречит 
условию. Следовательно, σ – тождественная под-
становка. 

Согласно предложению 3.8 [3], вектор-
матрица согласована с тождественной подста-
новкой тогда и только тогда, когда все ее компо-
ненты являются квадратными матрицами. Таким 
образом, m1 = n1, …, mk = nk, 

М
1 1 , , ( )

k km n m n P× ×…  = М
1 , , ( ).

kn n P…  
Предположим, что nj > 1 для некоторого 

j ∈ {1, …, k}, и положим  
A = 

1 1 1
( , , , , , , ),

j j kn n n nE E A E E
− +

… …  

B = 
1 1 1

( , , , , , , ),
j j kn n n nE E B E E
− +

… …  

E = 
1

( , , ),
kn nE E…  

где A, B ∈ ( ),
jn PM  AB ≠ BA, а 

1
, ,

kn nE E…  – еди-
ничные матрицы соответствующих размеров. 
Так как, ввиду тождественности подстановки σ, 

, σ,

2

[ ]l k

l−

ABE E…�	
  = 
1 1 1

( , , , , , , ),
j j kn n n nE E AB E E
− +

… …  

, σ,

2

[ ]l k

l−

BAE E…�	
  = 
1 1 1

( , , , , , , ),
j j kn n n nE E BA E E
− +

… …  

то, учитывая AB ≠ BA, получим 
, σ,

2

[ ]l k

l−

ABE E…�	
  ≠ , σ,

2

[ ] ,l k

l−

BAE E…�	
  

что противоречит абелевости l-арной полугруп-
пы < 

1, , , σ,( ), [ ]
kn n l kPМ … >. Следовательно, nj = 1 

для любого j ∈ {1, …, k}, то есть 
1, , ( )

kn n PМ …  = Pk. Осталось применить лемму 2.1, 
согласно которой P – коммутативное кольцо.  

Достаточность. Используется лемма 2.1. 
Теорема доказана. 

 
3 Отсутствие единиц в l-арной полугруп-

пе <М × ×… k km n , , m n1 1
(P), [ ]l, σ, k > 

Теорема 3.1. Пусть P – ассоциативное 
кольцо, набор ((m1 ×n1), …, (mk × nk)) согласован с 
нетождественной подстановкой σ ∈ Sk, удовле-
творяющей условию σl = σ. Тогда в l-арной полу-
группе < М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]l, σ, k > нет единиц. 

Доказательство. По условию σ(j) ≠ j для 
некоторого j ∈ {1, …, k}.  Предположим,  что 
вектор-матрица     I = (I1, I2, …, Ik) –  единица   в 

< М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]l, σ, k >. Тогда 

N , ,[ ]l k
l

σ =I I I…  = (I1, …, Ij, …, Ik), 

откуда, согласно определению операции 
[ ]l, σ, k, получаем 

IjIσ(j) 2 1( ) ( )
.l jj j

I I I
σ σ − =…                 (3.1) 

Рассмотрим вектор-матрицу 
(I1, …, Ij–1, A, Ij +1, …, Ik) = (B1, …, Bk) 

из М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), где матрица A размера mj × nj 

отлична от матрицы Ij того же размера. 
Так как I – единица в < М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

[ ]l, σ, k >, то 
(I(I1, …, Ij, A, Ij +1, …, Ik) N , σ,

2

]l k
l−

=I I…  

= (I1, …, Ij–1, A, Ij +1, …, Ik), 
откуда, снова применяя определение операции 
[ ]l, σ, k, получим 

IjBσ(j) 2 1( ) ( )lj j
I I A

σ σ − =" .                (3.2) 

Так как при t ≠ j верно Bt = It, то для σ(j) ≠ j име-
ем Bσ(j) = Iσ(j). Поэтому (3.2) может быть перепи-
сано в виде 

IjIσ(j) 2 1( ) ( )
.lj j

I I A
σ σ − ="                 (3.3) 

Из (3.1) и (3.3) вытекает, A = Ij, что противоречит 
выбору A ≠ Ij. Таким образом, предположение о 
наличии единиц в < М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]l, σ, k > 
неверно. Теорема доказана. 

Далее в следствиях 3.1–3.5 P – ассоциатив-
ное кольцо. 

Следствие 3.1. Если набор  
((m1 ×n1), …, (mk × nk)) 

согласован с нетождественной подстановкой 
σ ∈ Sk порядка d, то в (d + 1)-арной полугруппе 
< М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]d+1, σ, k > нет единиц. 

Следствие 3.2. Пусть σ – цикл длины k из 
Sk, числа m1, n1, …, mk, nk удовлетворяют равен-
ствам из следствия 2.2. Тогда в (k + 1)-арной 
полугруппе 

< М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]k+1, σ, k > 

нет единиц. 
Следствие 3.3. Пусть числа m1, n1, …, mk, nk 

удовлетворяют равенствам из следствия 2.3. 
Тогда в (k + 1)-арной полугруппе  

< М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]k+1, (12 … k), k > 

нет единиц. 
Следствие 3.4. В 4-арной полугруппе 

< Mm × s, s × r, r × m(P), [ ]4, (123), 3 > нет единиц. 
Следствие 3.5. В тернарной полугруппе 

< Mm × n, n × m(P), [ ]3, (12), 2 > нет единиц. 
Замечание 3.1. При доказательстве теоремы 

3.1 условие σl = σ не использовалось. Это усло-
вие, согласно теореме 1.3, обеспечивает ассоциа-
тивность операции [ ]l, σ, k. 
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4 Делители нуля в l-арной полугруппе 
< М × ×… k km n , , m n1 1

(P), [ ]l, σ, k > 

 Суммой вектор-матриц A = (A1, …, Ak) и 
B = (B1, …, Bk) одинаковых размеров называется 
вектор-матрица  

A + B = (A1 + B1, …, Ak + Bk) 
того же размера. 

Замечание 4.1. Так как множество 
М

1 1 , , k km n m n× ×… (P) совпадает с декартовым произ-
ведением 

1 1
( ) ( ),

k km n m nP P× ×× ×M M…  
в котором каждый сомножитель является абеле-
вой группой относительно операции сложения 
матриц, то множество 

1 1
, , ( ),

k km n m n P× ×M …  рас-
сматриваемое вместе с операцией сложения век-
тор-матриц, является абелевой группой. Ясно, 
что вектор-матрица 

0 = 
1 1

(0 , , 0 ),
k km n m n× ×…  

где все компоненты – нулевые матрицы указан-
ных размеров, является нулем этой абелевой 
группы < М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), + >. 
Теорема 4.1. Пусть P – ассоциативное 

кольцо, набор ((m1 ×n1), …, (mk × nk)) согласован с 
подстановкой σ ∈ Sk, удовлетворяющей условию 
σl = σ. Тогда 0 – нуль l-арной полугруппы 
< М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]l, σ, k >. Если к тому же σ – 

нетождественная подстановка, l ≥ 3, то в этой 
l-арной полугруппе все элементы являются де-
лителями ее нуля. 

Доказательство. Зафиксируем i ∈ {1,2,…,l} 
и положим 

[A1 … Ai–1AiAi+1 … Al]l, σ, k = (Y1, Y2, …, Yk), 
где 
At = (At1, …, Atk) ∈ М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), t = 1, 2, …, l, 

Ai1 = 
1 1

0 , , 0 ,
k km n ik m nA× ×=…  

то есть  
Ai = 0 = 

1 1
(0 , , 0 ).

k km n m n× ×…  

Согласно определению операции [ ]l, σ, k,  
Yj = A1jA2σ(j) … 

… 2 1 1( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )i i i li j i j i j l j
A A A A

σ σ σ σ− − −− +
=…  

= A1jA2σ(j) … 2 1 1( ) ( )( 1) ( )
0i i ij j

m ni j
A

σ σσ −
− −×−

1( 1) ( ) ( )
0i l j jm ni j l j

A A
σ σ − ×+

=…  

для любого j ∈ {1, 2, …, k}. Тем самым доказано 
равенство 

[A1 … Ai–10Ai+1 … Al]l, σ, k = 0, I = 1, 2, …, l. 
Следовательно, 0 – нуль l-арной полугруппы 
< М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]l, σ, k >. 

Пусть теперь l ≥ 3, i ∈ {1, …, l}, 
C = (С1, …, Ck) – произвольная вектор-матрица 
из М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

[A1 … Ai–1CAi+1 … Al]l, σ, k = (Z1, Z2, …, Zk), 

где 
At = (At1, At2, …, Atk) ∈ М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

t ∈ {1, …, i – 1, i +1, …, l}. 
Если i ≥ 3, то положим 

A1=(A11 = 
1 1 1 11( 1) 10 , , 0 , 0

k k k km n k m n k m nA A
− −× − × ×= ≠… ), 

A2 = (A21, A22, …, A2k) ≠ 0, A2σ(k) = 
σ ( ) σ ( )

0
k km n× , 

As ≠ 0, s ∈ {3, …, i – 1, i + 1, …, l). 
Тогда для j = 1, …, k – 1 имеем 
Zj = A1jA2σ(j) … 2 1 1( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )i i i li j j i j l j

A C A A
σ σ σ σ− − −− +

…  = 

= 22 ( ) ( 1) ( )
0 ij jm n j i j

A Aσ σ −× −
…  

1 1( ) ( 1) ( ) ( )
0 ,i i i j jm nj i j l j

C A A
σ σ σ− − ×+

=…  

а для j = k имеем 
Zk = A1kA2σ(k) 2 23 ( ) ( 1) ( )ik i k

A A
σ σ −−

…  

1 1( ) ( 1) ( ) ( )i i lk i k l k
C A A

σ σ σ− −+
…  = 

= 2 2( ) ( )1 3 ( ) ( 1) ( )
0 ik kk m n k i k

A A A
σ σ σ σ −× −

…  

1 1( ) ( 1) ( ) ( )
0i i i k km nk i k l k

C A A
σ σ σ− − ×+

=… . 

Таким образом, если i ≥ 3, то  
[A1 … Ai–1CAi+1 … Al]l, σ, k = 0, (4.1) 

где все вектор-матрицы A1, …, Ai–1, Ai+1, …, Al 
отличны от нуля 0. 

Если i = 2, то положим A1 таким же, как в 
случае i ≥ 3, в A3 ≠ 0 компонента 23 ( )k

A
σ

 равна 

нулевой матрице 
2 2( ) ( )

0 ,
k k

m n
σ σ

×  вектор-матрицы 

A4, …, Al отличны от 0. Тогда снова 
Z1 = 

1 1
0m n× , …, Zk–1 = 

11
0

−− × kk nm , 

и, кроме того, 
Zk = A1kCσ(k) 2 3 13σ ( ) 4σ ( ) σ ( )lk k l k

A A A −…  =  

= A1kCσ(k) 3 12 2( ) ( ) 4 ( ) ( )
0 0l k kk k

m n m nk l k
A A

σ σ σ σ −× ×=… . 

Таким образом, для i = 2 равенство (4.1) также 
верно. 

Если i = 1, то положим 
A2σ(1) = 

(1) (1) 2 ( 1)0 , ,m n kA
σ σ σ× − =…

( 1) ( 1)
0 ,

k km nσ σ− −×  

( ) ( )2 ( ) 0
k kk m nA

σ σσ ×≠ , 

A3, …, Al такие же, как и в случае i = 2. Тогда для 
j = 1, …, k – 1 имеем 

Zj = CjA2σ(j) 2 13 ( ) ( )lj l j
A A

σ σ − =…  

= 2 1( ) ( ) 3 ( ) ( )
0 0 ,lj j j jj m n m nj l j

C A A
σ σ σ σ −× ×=…  

а для j = k имеем 
Zk = CkA2σ(k) 2 2 13 ( ) 4 ( ) ( )lk k l k

A A A
σ σ σ − =…  

= 3 1
2 2( ) ( )

2 ( ) 4 ( ) ( )
0 0l

k kk k
k k m n m nk l k

C A A A
σ σ

σ σ σ −× ×=… . 

Таким образом, и в случае i = 1 верно равенство 
(4.1). Следовательно, С – делитель нуля l-арной 
полугруппы < М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]l, σ, k >. Теорема 
доказана. 

Для теоремы 4.1 можно сформулировать 
следствия, аналогичные следствиям 2.1 – 2.5. 
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5 (2, l)-кольцо < М × ×… k km n , , m n1 1
(P), +,[ ]l, σ, k > 

Предложение 5.1. Пусть i = 1, …, l, 
Am = (Am1, …, Amk), m = 1, …, i – 1, i + 1, …, l, 

B = (B1, …, Bk), 
C = (C1, …, Ck) 

– k-компонентные вектор-матрицы над ассо-
циативным кольцом P. Тогда, если определена 
одна из k-компонентных вектор-матриц 

[A1 … Ai–1(B + C)Ai+1 … Al]l, σ, k,       (5.1) 
[A1 … Ai–1BAi+1 … Al]l, σ, k +  
+ [A1 … Ai–1CAi+1 … Al]l, σ, k,          (5.2) 

то определена и вторая вектор-матрица и верно 
равенство 

[A1 … Ai–1(B + C)Ai+1 … Al]l, σ, k =  
= [A1 … Ai–1BAi+1 … Al]l, σ, k +  
+ [A1 … Ai–1CAi+1 … Al]l, σ, k.  (5.3) 

Доказательство. Положим 
[A1…Ai–1(B + C)Ai+1 … Al]l, σ, k = U = (U1, …, Uk), 

[A1 … Ai–1BAi+1 … Al]l, σ, k +  
+ [A1 … Ai–1CAi+1 … Al]l, σ, k = V = (V1, …, Vk), 
[A1 … Ai–1BAi+1 … Al]l, σ, k  = G = (G1, …, Gk), 
[A1 … Ai–1BAi+1 … Al]l, σ, k  = H = (H1, …, Hk). 
Предположим, что определена вектор-

матрица (5.1). Тогда для любого j = 1, …, k опре-
делена матрица. 

Uj = A1jA2σ(j) … 2 1( 1) ( ) ( )
(i ii j j

A B
σ σ− −−

+  

+ 1 1( ) ( 1) ( ) ( )
) .i i lj i j l j

C A A
σ σ σ− −+

…  

Из последнего равенства, используя дистрибу-
тивность умножения матриц относительно их 
сложения, получим 
Uj = A1jA2σ(j) … 2 1 1( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )i i i li j j i j l j

A B A A
σ σ σ σ− − −− +

…  + 

+ A1jA2σ(j) … 2 1 1( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )i i i li j j i j l j
A C A A

σ σ σ σ− − −− +
… , 

где в правой части первое слагаемое совпадает с 
Gj, а второе – с Hj, то есть 

Uj = Gj + Hj = Vj, j = 1, …, k. 
Следовательно, определена вектор-матрица (5.2) 
и верно (5.3). 

Если определена вектор-матрица (5.2), то 
для любого j = 1, …, k определена матрица 

Vj = Gj + Hj = A1jA2σ(j) …  
… 2 1 1( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )i i i li j j i j l j

A B A A
σ σ σ σ− − −− +

…  + 

+ A1jA2σ(j) … 2 1 1( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )i i i li j j i j l j
A C A A

σ σ σ σ− − −− +
… . 

Из последнего равенства, снова используя дист-
рибутивность умножения матриц относительно 
их сложения, получим 

Vj = A1jA2σ(j) … 2 1( 1) ( ) ( )
(i ii j j

A B
σ σ− −−

+  

+ 1 1( ) ( 1) ( ) ( )
)i i l jj i j l j

С A A U
σ σ σ− −+

=… , 

то есть Vj = Uj , j = 1, …, k. Следовательно, опре-
делена вектор-матрица (5.1) и верно (5.3). Пред-
ложение доказано. 

Теоремы 1.3, 2.1, 3.1, 4.1, замечание 4.1 и 
предложение 5.1 позволяют сформулировать 
следующую теорему. 

Теорема 5.1. Пусть P – ассоциативное 
кольцо, набор ((m1 ×n1), …, (mk × nk)) согласован с 
подстановкой σ ∈ Sk, удовлетворяющей условию 
σl = σ. Тогда:  

1) универсальная алгебра < М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

+ , [ ]l, σ, k > является ассоциативным (2, l)-коль-
цом; 

2) если в P есть единица, 
min{m1, n1, …, mk, nk} ≥ 2, 

то (2, l)-кольцо из 1) не является полуабелевым; 
3) если σ – нетождественная подстановка, 

то в (2, l)-кольце из 1) нет единиц, а  при l ≥ 3 все 
его элементы являются делителями нуля.  

Для теоремы 5.1 можно сформулировать 
следствия, аналогичные следствиям 2.1–2.5. 
 

6 (2, l)-алгебра < М × ×… k km n , , m n1 1
(P),+,[ ]l, σ, k > 

 Напомним [1], что произведением скаляра 
λ ∈ P на вектор-матрицу A = (A1, …, Ak) называ-
ется вектор-матрица λA = (λA1, …, λAk). Легко 
проверяется (см. например, предложение 1 из 
[1]), что множество М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), где P – по-
ле, является линейным пространством над P с 
операциями сложения вектор-матриц и умноже-
ния вектор-матриц на скаляр. Нулем этого ли-
нейного пространства является вектор-матрица 
0 = (01, …, 0k), где компоненты 01, …, 0k – нуле-
вые матрицы размеров m1 × n1, …, mk × nk соот-
ветственно. Противоположной для вектор-
матрицы A = (A1, …, Ak) является вектор-матрица 

– A = (– A1, …, – Ak), 
у которой компоненты – A1, …, – Ak являются 
противоположными для матриц A1, …, Ak соот-
ветственно. 
 Предложение 6.1. Если для k-компонентых 
вектор-матриц 

Am = (Am1, …, Amk), m = 1, …, l 
над ассоциативным коммутативным кольцом P 
определена вектор-матрица [A1A2 … Al]l, σ, k, 
то                       λ[A1 … Al]l, σ, k = 

= [A1 … Ai–1(λAi)Ai+1 … Al]l, σ, k (6.1) 
для всех λ ∈ P и любого i = 1, …, l. 
 Доказательство. Ясно, что правая часть 
равенства из формулировки предложения опре-
делена. Положим 

[A1 … Al]l, σ, k = (B1, …, Bk), 
[A1 … Ai–1(λAi)Ai+1 … Al]l, σ, k = (C1, …, Ck). 

Так как, согласно определению операции [ ]l, σ, k, 
Сj=A1jA2σ(j)… 2 1 1( 1)σ ( ) σ ( ) ( 1)σ ( ) σ ( )

(λ )i i i li j i j i j l j
A A A A− − −− +

… = 

= λ(A1jA2σ(j) … 2 1 1( 1)σ ( ) σ ( ) ( 1)σ ( ) σ ( )i i i li j i j i j l j
A A A A− − −− +

… ) = 

= λBj , 
то есть Сj = λBj для любого j = 1, …, k, то 

λ[A1 … Al]l, σ, k = λ(B1, …, Bk) = (λB1, …, λBk) = 
= (C1, …, Ck) = [A1 … Ai–1(λAi)Ai+1 … Al]l, σ, k. 

Предложение доказано. 
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Теорема 6.1. Пусть P – поле, набор 
((m1×n1), …, (mk × nk)) согласован с подстановкой 
σ ∈ Sk, удовлетворяющей условию σl = σ. Тогда: 

1) универсальная алгебра < М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

+ , [ ]l, σ, k > является ассоциативной (2, l)-алгеб-
рой над P; 

2) если min{m1, n1,…,mk, nk} ≥ 2, то (2, l)-ал-
гебра из 1) не является полуабелевой; 

3) если σ – нетождественная подстановка, 
то в (2, l)-алгебре из 1) нет единиц, а  при l ≥ 3 
все ее элементы являются делителями нуля. 

Доказательство. 1) По теореме 1.3 линей-
ное пространство М

1 1 , , k km n m n× ×… (P) замкнуто от-
носительно ассоциативной l-арной операции 
[ ]l, σ, k, которая по предложению 5.1 дистрибу-
тивна относительно операции сложения вектор-
матриц. Кроме того, согласно предложению 6.1, 
в этом линейном пространстве выполняется ус-
ловие (6.1). Следовательно, < М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

+ , [ ]l, σ, k > – ассоциативная (2, l)-алгебра. 
2), 3) Следует из 2) и 3) теоремы 5.1. Теоре-

ма доказана. 
Следствие 6.1. Пусть P – поле, набор 

((m1 ×n1), …, (mk × nk)) согласован с подстанов-
кой σ ∈ Sk порядка d. Тогда: 

1) универсальная алгебра < М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

+ , [ ]d+1, σ, k > является ассоциативной (2, d + 1)-
алгеброй над P; 

2) если min{m1, n1, …, mk, nk} ≥ 2, то 
(2, d + 1)-алгебра из 1) не является полуабелевой; 

3) если σ – нетождественная подстановка, 
то в (2, d + 1)-алгебре из 1) нет единиц, а при 
d ≥2 все ее элементы являются делителями нуля. 

Следствие 6.2. Пусть P – поле, σ – цикл 
длины k из Sk, числа m1, n1, …, mk, nk удовлетво-
ряют равенствам из следствия 2.2 Тогда: 

1) универсальная алгебра < М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

+ , [ ]k+1, σ, k > является ассоциативной (2, k + 1)-
алгеброй над P; 

2) если min{m1, n1, …, mk, nk} ≥ 2, то 
(2, k + 1)-алгебра из 1) не является полуабелевой; 

3) если σ – нетождественная подстановка, 
то в (2, k + 1)-алгебре из 1) нет единиц, а при 
k ≥2 все ее элементы являются делителями нуля. 

Следствие 6.3. Пусть P – поле, числа 
m1, n1, …, mk, nk удовлетворяют равенствам из 
следствия 2.3. Тогда: 

1) универсальная алгебра < М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

+ , [ ]k+1, (12 … k), k > является ассоциативной 
(2, k + 1)-алгеброй над P; 

2) если min{m1, n1, …, mk, nk} ≥ 2, то 
(2, k + 1)-алгебра из 1) не является полуабелевой; 

3) если σ – нетождественная подстановка, 
то в (2, k + 1)-алгебре из 1) нет единиц, а при 
k ≥2 все ее элементы являются делителями нуля. 

 

Следствие 6.4. Пусть P – поле. Тогда: 
1) универсальная алгебра < Mm × s, s × r, r × m(P), 

[ ]4, (123), 3 > является ассоциативной (2, 4)-ал-
геброй над P, в которой нет единиц, а все ее 
элементы являются делителями нуля; 

2) если min{m, s, r} ≥ 2, то (2, 4)-алгебра из 
1) не является полуабелевой. 

Следствие 6.5. Пусть P – поле. Тогда: 
1) универсальная алгебра < Mm × n, n × m(P), 

[ ]3, (12), 2 > является ассоциативной (2, 3)-ал-
геброй над P, в которой нет единиц, а все ее 
элементы являются делителями нуля; 

2) если min{m, n} ≥ 2, то (2, 3)-алгебра из 1) 
не является полуабелевой 

 

ЛИТЕРАТУРА 
1. Гальмак, А.М. Вектор-матрицы / 

А.М. Гальмак // Веснiк МДУ iм. А.А. Куляшова. 
– 2011. – № 1 (37), серия B. – С. 30–37. 

2. Post, E.L. Polyadic groups / E.L. Post // 
Trans. Amer. Math. Soc. – 1940. – Vol. 48, № 2. – 
P. 208–350.  

3. Гальмак, А.М. σ-Согласованные вектор-
матрицы / А.М. Гальмак // Веснiк МДУ iм. А.А. Ку-
ляшова. – 2011. – № 2 (37), серия B. – С. 30–37. 

4. Гальмак, А.М. Транспонированные век-
тор-матрицы / А.М. Гальмак // Проблемы физи-
ки, математики и техники. – 2011. – № 1 (6). – 
С. 52–56. 

5. Гальмак, А.М. Вектор-определители и оп-
ределители вектор-матриц / А.М. Гальмак // 
Проблемы физики, математики и техники. – 
2011. – № 2 (7). – С. 58–64. 

6. Гальмак, А.М. Многоместные ассоциа-
тивные операции на декартовых степенях / 
А.М. Гальмак // Весцi НАН Беларусi. – 2008. – 
№ 3. – С. 28 – 34. 

7. Гальмак, А.М. Многоместные операции 
на декартовых степенях / А.М. Гальмак. – 
Минск : Изд. центр БГУ, 2009. – 265 с. 

8. Русаков, С.А. Алгебраические n-арные 
системы / С.А. Русаков. – Мн. : Навука i тэхнiка, 
1992. – 245 с. 

9. Гальмак, А.М. n-Арные группы. Часть 1 / 
А.М. Гальмак. – Гомель : ГГУ им. Ф. Скорины, 
2003. – 202 с. 

10. Гальмак, А.М. n-Арные группы. Часть 2 / 
А.М. Гальмак. – Минск : Изд. центр БГУ, 2007. – 
324 с. 

11. Cupona, G. On [n, m]-rings / G. Cupona // 
Bull. Soc. Math. Phys. Mased. – 1965. – Vol. 16. – 
P. 5–10. 

12. Сrombez, G. On (n, m)-rings / G. Сrombez 
// Abh. Math. Sem. Univ. – Hamburg. – 1972. – 
Vol. 37. – P. 180–199. 

 

 Работа выполнена при поддержке Белорус-
ского республиканского фонда фундаменталь-
ных исследований (проект Ф10РА-002). 
 

Поступила в редакцию 10.09.11. 

1 
 



Проблемы физики, математики и техники, № 4 (9), 2011 
 

© Дашкова О.Ю., 2011             
100 

  

УДК 512.544 

О МОДУЛЯХ НАД ГРУППОВЫМИ КОЛЬЦАМИ 
ЛОКАЛЬНО КОНЕЧНЫХ ГРУПП 

О.Ю. Дашкова 
Днепропетровский национальный университет им. О. Гончара, Днепропетровск, Украина  

 

ON MODULES OVER GROUP RINGS OF LOCALLY FINITE GROUPS 
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Пусть A   – GR -модуль, такой, что R  – коммутативное кольцо с единицей, ( )AA C G/  не является артиновым R -мо-

дулем, ( ) 1,GC A =  G   – локально конечная группа. Рассматривается система ( )nad GL  всех подгрупп ,H G≤  для кото-

рых фактор-модули ( )AA C H/  не являются артиновыми R -модулями. Автор изучает GR -модуль ,A  такой, что 

( )nad GL  удовлетворяет либо слабому условию минимальности, либо слабому условию максимальности как упорядо-
ченное множество. Описаны свойства локально конечной группы ,G  удовлетворяющей заданным условиям. Также 
получены некоторые свойства локально разрешимой периодической группы G  рассматриваемого вида при условии, 
что R  – дедекиндово кольцо. 
 
Ключевые слова: артинов R -модуль, групповое кольцо, локально конечная группа. 
 
Let A  be an GR -module, where R  is a commutative ring with the unit, ( )AA C G/  is not an artinian R -module, ( ) 1GC A =  

and G  is a locally finite group. Let ( )nad GL  be a system of all subgroups H G≤  such that quotient modules ( )AA C H/  are 

not artinian R -modules. The author studies GR -module A  such that ( )nad GL  satisfies either weak minimal condition or 
weak maximal condition as an ordered set. The properties of the locally finite group G  with these conditions are described. 
Some properties of a locally soluble periodic group G  under consideration are obtained if R  is a dedekind ring. 
 
Keywords: an artinian R -module, a group ring, a locally finite group. 

 
 

 Введение 
Пусть A  – векторное пространство над по-

лем .F  Подгруппы группы ( )GL F A,  всех авто-
морфизмов пространства A  называются линей-
ными группами. Если A имеет конечную размер-
ность над полем ,F  ( )GL F A,  можно рассматри-
вать как группу невырожденных n n× -матриц, 
где .Fn dim A=  Конечномерные линейные груп-
пы играют важную роль в различных областях 
науки, и изучались достаточно много. В случае, 
когда пространство A  имеет бесконечную раз-
мерность над полем ,F  ситуация кардинально 
меняется. Бесконечномерные линейные группы 
исследовались мало. Изучение этого класса 
групп требует дополнительных ограничений. К 
таким ограничениям относятся различные усло-
вия конечности. Одним из таких ограничений, 
которое достойно особого внимания, является 
финитарность линейной группы. Группа G  на-
зывается финитарной, если для каждого ее эле-
мента g  подпространство ( )AC g  имеет конеч-
ную коразмерность в A  (см., например [1], [2]). 
Финитарные линейные группы изучались мно-
гими алгебраистами, и в этом направлении был 
получен ряд интересных результатов [2]. В [3] 

было введено другое условие конечности, нала-
гаемое на бесконечномерные линейные группы. 
Авторы ввели понятие центральной размерности 
бесконечномерной линейной группы. Пусть H  – 
подгруппа группы ( ).GL F A,  H  действует на 
фактор-пространстве ( )AA C H/  естественным 
образом. Авторы определяют Fcentdim H  как 

( ( )).F Adim A C H/  Говорят, что подгруппа H  име-
ет конечную центральную размерность, если 

Fcentdim H  конечна, и H  имеет бесконечную 
центральную размерность, если Fcentdim H  бес-
конечна.  

Пусть ( ).G GL F A≤ ,  В [3] была рассмотрена 
система ( )id GL  всех подгрупп группы ,G  
имеющих бесконечную центральную размер-
ность. Чтобы исследовать бесконечномерные 
линейные группы, которые по своей структуре 
близки к конечномерным, следует рассмотреть 
случай, когда система ( )id GL  «достаточно ма-
ла». Так, в [3] изучались локально разрешимые 
бесконечномерные линейные группы, у которых 

( )id GL  удовлетворяет условию минимальности 
как  упорядоченное  множество. Разрешимые 
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бесконечномерные линейные группы, у которых 
( )idL G  удовлетворяет условию максимальности 

как упорядоченное множество, исследовались в 
работе [4].  

Слабое условие минимальности и слабое 
условие максимальности являются наиболее ес-
тественными теоретико-групповыми обобще-
ниями обычных условий минимальности и мак-
симальности. Слабое условие минимальности 
было введено в рассмотрение Д.И. Зайцевым [5], 
а слабое условие максимальности – Р. Бэром [6]. 
Пусть G   – группа, M   – некоторое семейство 
подгрупп группы .G  Говорят, что группа G  
удовлетворяет слабому условию минимальности 
для M -подгрупп, если M  удовлетворяет слабо-
му условию минимальности, т. е. если для любо-
го убывающего ряда подгрупп из множества M   

0 1 1n nG G G G +≥ ≥ ≥ ≥ ≥  
существует натуральное число ,m∈N  такое, что 
индекс 1n nG G +| : |  конечен для каждого .n m≥  
Группа G  удовлетворяет слабому условию мак-
симальности для M -подгрупп, если M  удовле-
творяет слабому условию максимальности, т. е. 
если для любого возрастающего ряда подгрупп 
из множества M  

0 1 1n nG G G G +≤ ≤ ≤ ≤ ≤  
существует натуральное число ,m∈N  такое, что 
индекс 1n nG G +| : |  конечен для каждого .n m≥  В 
[7] авторы изучали бесконечномерные периоди-
ческие локально радикальные группы, у которых 

( )id GL  удовлетворяет либо слабому условию 
минимальности, либо слабому условию макси-
мальности.  

Если ( ),G GL F A≤ ,  то A  можно рассмат-
ривать как FG -модуль. Естественным обощени-
ем этого случая является рассмотрение GR -мо-
дуля ,A  где R  – кольцо, структура которого 
близка к структуре поля. При этом обобщением 
понятия центральной размерности подгруппы 
линейной группы является понятие коцентрали-
затора подгруппы, введенное в [8]. Пусть A  – 

GR -модуль, где R  – кольцо, G  – группа. Если 
,H G≤  то фактор-модуль ( ),AA C H/  рассматри-

ваемый как R -модуль, называется коцентрали-
затором подгуппы H в модуле A. Следует отме-
тить, что в теории модулей существует ряд обоб-
щений конечномерного векторного пространст-
ва. Это модули, обладающие конечными компо-
зиционными рядами, конечно порожденные мо-
дули, нетеровы модули, артиновы модули.  

В [9] исследовался GR -модуль ,A  такой, 
что R  – дедекиндово кольцо, ( ) 1,GC A =  и ко-
централизатор группы G  в модуле A  не являет-
ся артиновым R -модулем. Была рассмотрена 
система  ( )nad GL   всех  подгрупп группы ,G  

коцентрализаторы которых в модуле A не явля-
ются артиновыми R -модулями, упорядоченная 
относительно обычного включения подгрупп. 
Изучался такой GR -модуль ,A  что система 

( )nad GL  удовлетворяет условию минимальности 
как упорядоченное множество, а группа G ло-
кально разрешима. Также рассматривался слу-
чай, когда система ( )nad GL  удовлетворяет усло-
вию максимальности как упорядоченное множе-
ство, ( ) 1,GC A =  группа G  разрешима, а R  яв-
ляется кольцом целых чисел [10] и дедекиндо-
вым кольцом [11].  

Пусть A  – GR -модуль, где R  – коммута-
тивное кольцо с единицей, ( )nad GL  – система 
всех подгрупп группы G, коцентрализаторы ко-
торых в  модуле  A не  являются  артиновыми 
R -модулями, упорядоченная относительно 
обычного включения подгрупп. Если ( )nad GL  
удовлетворяет слабому условию минимальности 
как упорядоченное множество, будем говорить, 
что группа G  удовлетворяет условию .min nadW −  
Если же ( )nad GL  удовлетворяет слабому усло-
вию максимальности как упорядоченное множе-
ство, будем говорить, что группа G удовлетворя-
ет условию .max nadW −  

Целью настоящей работы является изучение 
локально конечных групп, удовлетворяющих 
либо условияю ,min nadW −  либо условию .max nadW −  
Основными результатами работы являются тео-
ремы 2.1 и 2.2.  
 
 1 Предварительные результаты 

В настоящем разделе мы получим некото-
рые элементарные свойства групп рассматривае-
мого вида. Далее в разделах 1, 2 рассматривается 

GR -модуль ,A  такой, что ( ) 1,GC A =  и коцен-
трализатор группы G в модуле A не является ар-
тиновым R -модулем. Кроме того, всюду, кроме 
леммы 2.2 и теоремы 2.2, в качестве R  рассмат-
ривается коммутативное кольцо с единицей.  

Лемма 1.1. Пусть A  – GR -модуль. Тогда 
имеют место следующие утверждения:  

(i) Если L H G≤ ≤  и коцентрализатор под-
группы H  в  модуле  A  является  артиновым  
R -модулем, то и коцентрализатор подгруппы 
L  в модуле A  – артинов R -модуль.  

(ii) Если L H G, ≤  и коцентрализаторы под-
групп L и H в модуле A являются артиновыми 
R -модулями, то коцентрализатор подгруппы 
L H,  в модуле A  – артинов R -модуль.  

Следствие 1.1. Пусть A  – GR -модуль. 
Множество ( )AD G  всех элементов ,x G∈  таких, 
что коцентрализатор группы x  в модуле A   – 
артинов R -модуль, является нормальной под-
группой группы G.  
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Доказательство. По лемме 1.1 (ii), ( )AD G  
является подгруппой группы .G  Так как 

( ) ( )g
A AC x C x g=  для всех ,x g G, ∈  отсюда выте-

кает, что ( )AD G  нормальна в группе .G  След-
ствие доказано.  

Лемма 1.2. Пусть A  – GR -модуль, H  – 
подгруппа группы .G  Предположим, что H  
содержит нормальную подгруппу ,K  коцентра-
лизатор которой в модуле A  не является арти-
новым R -модулем. Тогда:  

(1) если G  удовлетворяет условию ,min nadW −  
то фактор-группа H K/  удовлетворяет слабому 
условию минимальности для подгрупп;  

(2) если G  удовлетворяет условию ,max nadW −  
то фактор-группа H K/  удовлетворяет слабому 
условию максимальности для подгрупп.  

Лемма 1.3. Пусть A  – GR -модуль, ,L  K  
и H  – подгруппы группы ,G  такие, что:  

(i) K  – нормальная подгруппа группы ;L  
(ii) K  и L  – H -инвариантные подгруппы;  
(iii) 1 ;L K HK K/ ∩ / =  

(iv) nL K Dr ∈/ = N  ,nL K/  где 1nL K/ ≠  – H -
инвариантная подгруппа для любого .n∈N  
Тогда имеют место следующие утверждения:  

(1) если G  удовлетворяет условию ,max nadW −  
то коцентрализатор подгруппы HL  в модуле A  
является артиновым R -модулем;  

(2) если G  удовлетворяет условию ,min nadW −  
то коцентрализатор подгруппы HK  в модуле 
A  является артиновым R -модулем.  

Доказательство. Существуют два беско-
нечных подмножества Σ  и Δ  множества ,N  
такие, что ,Σ∪Δ = N  Σ∩Δ =∅ . Поскольку 
множество Δ  бесконечно, существует бесконеч-
ный строго возрастающий ряд подмножеств 
множества Δ   

(1) (2) ( )kΔ ⊂ Δ ⊂ ⊂ Δ ⊂ ,  
а также существует бесконечный строго убы-
вающий ряд подмножеств множества Δ   

(1) (2) ( )k∗ ∗ ∗Δ ⊃ Δ ⊃ ⊃ Δ ⊃ ,  
такие, что множества ( 1) \ ( )k kΔ + Δ  и 

( ) \ ( 1)k k∗ ∗Δ Δ +  бесконечны для каждого .n∈N  
Пусть  

( )k t k tD K Dr L K∈Σ∪Δ/ = /  
и  

( )k tt k
D K Dr L K∗

∗
∈Σ∪Δ

/ = / .  

Сначала рассмотрим строго возрастающий 
ряд подгрупп  

1 2 kHD HD HD< < < < .  
По построению индексы 1k kHD HD+| : |  беско-
нечны. Если группа G  удовлетворяет условию 

,max nadW −  тогда коцентрализатор подгруппы mHD  

в модуле A  является артиновым R -модулем 
для каждого .m∈N  Поскольку 

,t mH L t HD, | ∈Σ ≤  из леммы 1.1 следует, что 

коцентрализатор подгруппы tH L t, | ∈Σ  в мо-
дуле A  также является артиновым R -модулем. 
Аналогично устанавливаем, что коцентрализатор 
подгруппы tH L t, | ∈Δ  в модуле A  является 
артиновым R -модулем.  

Учитывая равенство ,Σ∪Δ = N  получаем, 
что  

,t t

t

H L t H L t

H L t HL

, | ∈Δ , | ∈Σ =

= , | ∈Σ∪Δ = .
 

По лемме 1.1, коцентрализатор подгруппы HL  в 
модуле A  является артиновым R -модулем.  

Аналогично можно построить строго убы-
вающий ряд подгрупп  

1 2 kHD HD HD∗ ∗ ∗> > > > ,  
такой, что индексы 1k kHD HD∗ ∗

+| : |  бесконечны. 
Если группа G  удовлетворяет условию ,min nadW −  
то существует такое ,m∈N  что коцентрализатор 
подгруппы mHD∗  в модуле A  является артино-
вым R -модулем. Поскольку ,mHK HD∗≤  по 
лемме 1.1, коцентрализатор подгруппы HK  в 
модуле A  также является артиновым R -мо-
дулем. Лемма доказана.  

Следствие 1.2. Пусть A  – GR -модуль, и 
пусть ,L  K  и H  – подгруппы группы ,G  та-
кие, что:  

(i) K  – нормальная подгруппа группы ;L  
(ii) K  и L   – H -инвариантные подгруппы;  
(iii) nL K Dr ∈/ = N ,nL K/   где  1nL K/ ≠  –  

H -инвариантная подгруппа для любого ;n∈N  
(iv) множество \ ( )Supp L K HK K/ ∩ /N�  бес-

конечно.  
Если группа G  удовлетворяет условию 

min nadW −  или условию ,max nadW −  то коцентрализа-
тор подгруппы HK  в модуле A  является арти-
новым R -модулем. В частности, коцентрали-
затор подгруппы H  в модуле A  является ар-
тиновым R -модулем.  

Доказательство. Пусть  
\ ( ),Supp L K HK KΔ = / ∩ /N  

и пусть nT K Dr ∈Δ/ = .nL K/  Тогда 1 .T K HK K/ ∩ / =  
Применим лемму 1.3. Следствие доказано.  

Следствие 1.3. Пусть A  – GR -модуль, и 
пусть ,L  K  и H  – подгруппы группы ,G  та-
кие, что:  

(i) K   – нормальная подгруппа группы ;L   
(ii) K  и L   – H -инвариантные подгруппы;  
(iii) n NL K Dr ∈/ = ,nL K/  где 1nL K/ ≠   – H -

инвариантная подгруппа для любого .n∈N  
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Если группа G  удовлетворяет условию 
min nadW −  или условию ,max nadW −  то коцентрализа-

тор подгруппы h K  в модуле A  является ар-
тиновым R -модулем для каждого .h H∈  В ча-
стности, ( ).H AD G≤  

Доказательство. Пусть .h H∈  Поскольку 
nL K/  – H -инвариантная подгруппа для любого 

,n∈N  то nL K/  – h -инвариантная подгруппа 
для любого .n∈N  В частности, множество 

( )Supp h K K L K/ ∩ /  конечно. По следствию 1.2, 

коцентрализатор подгруппы h K  в модуле A яв-
ляется артиновым R -модулем. Лемма доказана.  
 
 2 О структуре  локально конечных   групп, 
удовлетворяющих либо условию W min nad− , либо 
условию max nadW −   

Очевидно, что черниковская группа удовле-
творяет как слабому условию максимальности 
для подгрупп, так и слабому условию минималь-
ности для подгрупп. Отсюда следует, что при 
изучении GR -модуля A  в случае, когда группа 
G  является черниковской, G  удовлетворяет как 
условию ,min nadW −  так и условию .max nadW −  

Лемма 2.1. Пусть A  – GR -модуль, и пред-
положим, что группа G  удовлетворяет либо 
условию ,min nadW −  либо условию .max nadW −  Пусть 
K  и H  – подгруппы группы ,G  такие, что K  – 
нормальная подгруппа ,H  и H K/  – бесконечная 
элементарная абелева p -группа для некоторого 
простого числа .p  Предположим также, что 
подгруппы K  и H  g -инвариантны для неко-

торого .G∈g  Если ( )k
GC H K∈ /g  для некоторо-

го ,k∈N  то ( ).AD G∈g  
Доказательство. Пусть .M H K= /  Выберем 

11 ,b M≠ ∈  и положим 1 1 .gB b=  Поскольку 
элемент g  индуцирует на M  автоморфизм ко-
нечного порядка, подгруппа 1B  конечна. Спра-
ведливо равенство 1 1M B C= ×  для некоторой 
подгруппы 1.C  Множество 1{ }yC y| ∈ g  конеч-
но. Пусть  

1 1{ } { }y
mC y U … U| ∈ = , , .g  

Отсюда следует, что g -инвариантная под-
группа  

1 1 1( )mD U U Core C= ∩ ∩ = g  

имеет конечный индекс в .M  Пусть 2 11 ,b D≠ ∈  

и 2 2 .B b= g  Тогда 1 2 1 2.B B B B, = ×  Как и ранее, 
устанавливаем, что 1 2 2( )M B B C= × ×  для неко-
торой подгруппы 2C . Продолжив рассуждения 

аналогичным  образом, можно построить беско-
нечное  семейство  { }nB n| ∈N  неединичных 
g -инвариантных подгрупп, такое, что 

nB n| ∈N nDr ∈= N .nB  Согласно следствию 1.3, 
( ).AD G∈g  Лемма доказана.  

Далее через ( )Gπ  обозначается множество 
всех простых делителей порядков элементов 
группы .G  

Следствие 2.1. Пусть A  – GR -модуль, и 
предположим, что группа G  удовлетворяет 
либо условию ,min nadW −  либо условию .max nadW −  
Пусть K  и H  – подгруппы группы ,G  такие, 
что K  – нормальная подгруппа ,H  и H K/ – 
периодическая почти локально разрешимая 
группа. Если фактор-группа H K/  не является 
черниковской, то ( ).H AD G≤  

Доказательство. Пусть L K/  – локально 
разрешимая нормальная подгруппа H K/  конеч-
ного индекса. Поскольку фактор–группа H K/  не 
является черниковской, то L K/  также не являет-
ся черниковской. Пусть g  – произвольный эле-
мент подгруппы .H  Тогда L K/  содержит абеле-
ву g -инвариантную подгруппу ,C K/  которая 
не является черниковской [12]. Если множество 

( )C Kπ /  бесконечно, по следствию 1.3, 
( ).AD G∈g  Если же ( )C Kπ /  конечно, то суще-

ствует простое число ,p  для которого силовская 
p -подгруппа P K/  фактор-группы C K/  не явля-
ется черниковской. Отсюда вытекает, что ниж-
ний слой B K/  подгруппы P K/  бесконечен, и 
поэтому L K/  содержит g -инвариантную бес-
конечную элементарную абелеву подгруппу 

1 .B K/  Согласно лемме 2.1, ( ).AD G∈g  Следствие 
доказано.  

Следствие 2.2. Пусть A  – GR -модуль, и 
предположим, что группа G  удовлетворяет 
либо условию ,min nadW −  либо условию .max nadW −  
Пусть K  и H  – подгруппы группы ,G  такие, 
что K  – нормальная подгруппа ,H  и H K/  – 
локально конечная группа. Если фактор-группа 
H K/  не является черниковской, то ( ).H AD G≤   

Доказательство. Пусть g  – произвольный 
элемент подгруппы ,H  и пусть ( ).H KC K C K// = g  
Если фактор-группа C K/  не является черников-
ской, то по теореме 5.8 [13] C K/  содержит абе-
леву подгруппу ,D K/  являющуюся прямым про-
изведением бесконечного множества нетриви-
альных циклических подгрупп. Согласно следст-
вию 1.3, ( ).AD G∈g  Предположим, что фактор-
группа C K/  является черниковской. Согласно 
[14], H K/  – почти локально разрешимая группа. 
Применяя следствие 2.1, получаем, что 
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( ).AD G∈g  Следовательно, ( ).H AD G≤  Следст-
вие доказано.  

Отсюда вытекает справедливость следую-
щей теоремы.  

Теорема 2.1. Пусть A  – GR -модуль. 
Предположим, что группа G  локально конечна и 
удовлетворяет либо условию ,min nadW −  либо усло-
вию .max nadW −  Тогда либо группа G  черниковская, 
либо ( ).G AD G=  

Напомним, что кольцо R  называется деде-
киндовым кольцом, если выполняются следую-
щие условия:  

1) R  – область целостности;  
2) R  – нетерово кольцо;  
3) каждый ненулевой простой идеал кольца 

R  является максимальным идеалом;  
4) кольцо R  целозамкнуто.  
Лемма 2.2. Пусть A  – GR -модуль, G  – 

периодическая локально разрешимая группа, R  
– дедекиндово кольцо. Предположим, что ко-
централизатор группы G  в модуле A  является 
артиновым R -модулем. Тогда группа G  разре-
шима.  

Доказательство. Справедливость леммы 
следует из леммы 4.1 [15]. Лемма доказана.  

Если G  – группа, через GS  обозначим пе-
ресечение всех нормальных подгрупп K  группы 
G , для которых фактор-группа G K/  разрешима. 
В случае, если группа G  разрешима, через ( )s G  
обозначим ступень разрешимости группы .G  

Теорема 2.2. Пусть A  – GR -модуль, G  – 
периодическая локально разрешимая группа, R  
– дедекиндово кольцо. Предположим, что группа 
G  удовлетворяет либо условию ,min nadW −  либо 
условию .max nadW −  Тогда фактор-группа G G/ S  
разрешима.  

Доказательство. Предположим противное. 
Пусть фактор-группа H G G= / S  неразрешима. 
Пусть 1F  – произвольная конечная подгруппа 

.H  Поскольку H  аппроксимируется разреши-
мыми группами, существует нормальная под-
группа 1K  группы ,H  такая, что 1 1 1 ,F K∩ =  и 
фактор-группа 1H K/  разрешима. Из нашего 
предположения вытекает, что подгруппа 1K  не-
разрешима. Поэтому ступени разрешимости ко-
нечных подгрупп группы 1K  не ограничены кон-
кретным числом, и, следовательно, 1K  содержит 
конечную подгруппу 1,D  такую, что 

1 1( ) ( ).s F s D<  Подгруппы 1F  и 1D  конечны, и 
поэтому разрешимы. Пусть 1

2 1 .FF D=  Тогда 2F  – 
конечная 1F -инвариантная подгруппа, такая, что 

1 2( ) ( ).s F s F<   В частности, подгруппа 1 2F F  ко-
нечна,  и  поэтому  существует   нормальная  

подгруппа 2K  группы ,H  такая, что 

1 2 2 1 ,F F K∩ =  и фактор-группа 2H K/  разре-
шима. Как и ранее, подгруппа 2K  неразрешима, 
и поэтому можно выбрать конечную 1 2F F -инва-
риантную подгруппу 3F  группы 2 ,K  такую, что 

2 3( ) ( ).s F s F<  Продолжив наши рассуждения, 
построим строго возрастающий ряд конечных 
подгрупп 1 1 2 1 2 nF F F F F F< < < < ,  таких, 
что:  

(i) nF  – jF -инвариантная подгруппа для 
;j n<  
(ii) ( ) ( )j ns F s F<  для ;j n<   

(iii) 1 2 1n jF F F F j n∩ | > =  для любого 
.n∈N  
Из этих условий вытекает, что для любого 

бесконечного подмножества Δ  множества N  
подгруппа jF j| ∈Δ  разлагается в прямое про-

изведение подгрупп .jF j, ∈Δ  Следовательно, 

подгруппа jF j n| >  неразрешима.  
Предположим сначала, что G удовлетворяет 

условию .min nadW −  Существует бесконечный стро-
го убывающий ряд подмножеств  

(1) (2) ( )N k= Δ ⊃ Δ ⊃ ⊃ Δ ⊃ ,  
таких, что множество ( ) \ ( 1)k kΔ Δ +  бесконечно 

для любого .k∈N  Пусть ( )k jL F j k= | ∈Δ  для 

любого .k∈N  Получим строго убывающий ряд 
подгрупп фактор-группы H   

1 2 kL L L> > > > ,  
такой, что индексы 1k kL L +| : |  бесконечны. Пусть 

kR  – прообраз kL  в группе .G  Тогда 

1 2 kR R R> > > >  – строго убывающий ряд 
подгрупп группы ,G  такой, что индексы 

1k kR R +| : |  бесконечны. Следовательно, сущест-
вует ,m∈N  такое, что коцентрализатор под-
группы  mR   в модуле A  является артиновым 
R -модулем. По лемме 2.2 подгруппа mR  разре-
шима, и поэтому разрешима фактор-группа 

.m mL R G= / S  Ранее мы показали, что подгруппа 

( )m jL F j m= | ∈Δ  для любого k∈N  неразре-
шима. Противоречие.  

В случае, когда группа G удовлетворяет ус-
ловию ,max nadW −  мы строим строго возрастающий 
ряд подмножеств множества N  и проводим ана-
логичные рассуждения. Теорема доказана. 
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УДК 512.542 

О ПРОИЗВОДНОЙ ДЛИНЕ КОНЕЧНОЙ РАЗРЕШИМОЙ ГРУППЫ 

Д.А. Ходанович 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

ON THE DERIVATIVE LENGTH OF A FINITE SOLVABLE GROUP 

D.A. Hodanovich 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Получены верхние оценки производной длины фраттиниевой фактор-группы в зависимости от индексов максималь-
ных подгрупп разрешимой группы, не содержащих подгруппу Фиттинга. 
 
Ключевые слова: конечная группа, разрешимая группа, максимальная подгруппа, подгруппа Фиттинга, подгруппа 
Фраттини, производная длина. 
 
The upper estimations of the derivative length of the Frattini quotient group depending on the indices of the maximal subgroups 
which do not contain a Fitting subgroup in the solvable group have been obtained. 
 
Keywords: finite group, solvable group, maximal subgroup, Fitting subgroup, Frattini subgroup, derivative length. 

 
 

Введение 
Рассматриваются только конечные группы. 

Все обозначения и используемые определения 
соответствуют [1], [2].  

Любая разрешимая группа обладает нор-
мальным рядом с абелевыми факторами. Длина 
самого короткого такого ряда называется произ-
водной длиной группы G  и обозначается через 

( )d G  [1, глава 4.2]. Ясно, что ( ) 1d G =  тогда и 
только тогда, когда G  – неединичная абелева 
группа. Для любого натурального числа 1k >  и 
разрешимой группы G  в точности тогда 

( ) ,d G k=  когда 1\ .k kG −∈A A  Здесь A  – форма-
ция всех абелевых групп, а kA  – произведение k 
копий формации A  [1, глава 5.1], [2, глава 1.1].  

Для натурального k  через ( )kρ  и ( )kσ  
обозначают соответственно максимум производ-
ных длин вполне приводимых разрешимых под-
групп и вполне приводимых подгрупп нечетного 
порядка полной линейной группы ( ),GL k,F  где 
F  – поле. Согласно [3] такие функции  

( ) ( )k kρ σ: → , : →N N N N  
существуют и не зависят от поля .F  Значения 
функций ( )kρ  и ( )kσ  известны для каждого 
натурального .k  

Хорошо известно, что в разрешимой группе 
индекс каждой максимальной подгруппы являет-
ся степенью некоторого простого числа. На ос-
нове этого факта в 2004 году В.C. Монахов [4] 
ввел следующую функцию 

max( )
( ) max{log }a

pp G
m G G M M G G M p

π∈
= | : | | < , | : |=  

и установил  общую  закономерность  [4,  теоре-
ма 1 (2)]  между производной длиной каждой 

разрешимой группы G и значениями функций 
( )kρ  и ( ) :m G   

( ( )) 1 ( ( )) 3 ( )d G G m G m Gρ/Φ ≤ + ≤ + .  
Здесь ( )Gπ  – множество всех простых делите-
лей порядка разрешимой группы .G  Запись 

maxM G<  означает, что M  – максимальная под-
группа группы ,G  а ( )GΦ  – подгруппа Фратти-
ни группы .G   

В другой статье В.С. Монахова [5] показа-
но, что наибольшее значение m(G) достигается 
на индексах тех максимальных подгрупп разре-
шимой группы G, которые не содержат подгруп-
пу Фитинга F(G). Поэтому вполне естественно 
исследовать влияние индексов не всех, а только 
некоторых выделенных максимальных подгрупп 
на производную длину разрешимой группы. К 
данной тематике относится настоящая заметка. 

Для любого натурального k  в каждой раз-
решимой группе G  выделим следующие множе-
ства подгрупп:  

max( ) { | ( ) }G M G F G M= < ⊆ ;/M  

( ) ( ) { ( ) | ( ) ( )}.k G M G d M kρ ρ= ∈ >M M  
Множество ( )GM  состоит из всех макси-

мальных подгрупп группы ,G  не содержащих 
подгруппу Фиттинга ( )F G  группы ,G  и в силу 
[5] оно непусто в каждой неединичной разреши-
мой группе .G  В зависимости от значения k  
множество ( ) ( )k GρM  может быть как пустым, 
так и не пустым. Например, 

4 (1) 4 3 4( ) ( ) { | }xS S S x Sρ= = ∈M M  непусто, а 

( ) 4( )k SρM  пусто для любого натурального 2.k ≥  
Здесь nS  – симметрическая группа степени .n  

МАТЕМАТИКА
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1 Вспомогательные утверждения 
Как обычно, подгруппу Фраттини и Фит-

тинга обозначаем через ( )GΦ  и ( )F G  соответ-
ственно, а полупрямое произведение групп A  и 
B  с нормальной в AB  подгруппой A  через 
[ ] .A B  Коммутант группы G  обозначается через 

,G′  а ( ) ( 1)( )i iG G − ′=  – i -й коммутант группы .G  
Согласно [1, лемма 4.6] выполняется равенство 

( ) ( )( ) i iG N G N N/ = /   для  любого натурального i  
и любой нормальной  подгруппы  .N   Для  лю-
бой группы G  можно построить цепочку комму-
тантов  

(2) ( ) ( 1)i iG G G … G G …′ +⊇ ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ .  
Если существует номер n  такой, что ( ) 1,nG =  то 
группа G  называется разрешимой. Наименьшее 
натуральное ,n  для которого ( ) 1,nG =  называет-
ся производной длиной группы G и обозначается 
через ( ).d G  Несложно проверить, что значение 

( )d G  совпадает с длиной самого короткого нор-
мального ряда группы G с абелевыми факторами.  

Лемма 1.1. Для разрешимой группы G спра-
ведливы следующие утверждения:  

1)  если H  – подгруппа группы ,G  то 
( ) ( );d H d G≤  

2)  если N  – нормальная подгруппа группы 
,G  то ( ) ( ) ( ) ( );d G N d G d N d G N/ ≤ ≤ + /   

3)  ( ( )) 1 ( ( ));d G G d G F G/Φ ≤ + /   
4)  если ,t∈N  ( ),t d G≤  то  

( )( ) ( )td G d G t= −  и ( )( ) ;td G G t/ =  
5)  ( ( ) 1) ( )d GG F G− ⊆  и ( ( )) ( ) 1.d G F G d G/ ≤ −   
Доказательство. 1. Утверждения 1–2 выте-

кают непосредственно из определения производ-
ной длины и равенства ( ) ( )( ) .i iG N G N N/ = /  

3. Согласно [1, теорема 4.24] фактор-группа 
( ) ( )F G G/Φ  абелева. Применим утверждение 2 к 

группе ( )G G/Φ  с нормальной подгруппой 
( ) ( ) :F G G/Φ  

( ( )) ( ( ) ( ))
(( ( ) ( ( ) ( )) 1 ( ( ))

d G G d F G G
d G G F G G d G F G

/Φ ≤ /Φ +
+ /Φ / /Φ ≤ + / .

 

 4. Пусть ( ),n d G=  ,t∈N  .t n≤  Тогда  
(2) ( 1) ( )

( 1) ( 1) ( ) 1

t t

t n n

G G G … G G
G … G G

′ −

+ −

⊃ ⊃ ⊃ ⊃ ⊃

⊃ ⊃ ⊃ ⊃ = ,
( ) ( 1) ( 1) ( ) 1t t n nG G … G G+ −⊃ ⊃ ⊃ ⊃ =  

и ( )( ) ( ) .td G n t d G t= − = −  Поскольку  
( ) ( )

(2) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) 1

t t

t t t t t

G G G G
G G … G G G G

′

−

/ ⊃ / ⊃

⊃ / ⊃ / ⊃ / = ,
 

то ( )( ) .td G G t/ =  
5. Подгруппа ( ( ) 1)d GG −  абелева и нормальна 

в ,G  поэтому  

( ( ) 1) ( )d GG F G− ⊆  и ( ( )) ( ) 1d G F G d G/ ≤ −  
по 4. Лемма доказана.  

В доказательствах будут использоваться 
фрагменты теории формаций. Пусть E  – форма-
ция всех конечных групп, F  – некоторая форма-
ция и G  – группа. Тогда GF  – F -корадикал 
группы ,G  т. е. Пересечение всех тех нормаль-
ных подгрупп N из G, для которых G/N .∈F  Про-
изведение { }G G= ∈ ∈HH E|F F  формаций F  и 
H  состоит из всех групп ,G  для которых H -ко-
радикал принадлежит формации .F  Как обычно, 

2 =F FF  и 1n n−=F F F  для любого натурального 
1.n >  Формация F  называется насыщенной, 

если из условия ( )G G/Φ ∈F  следует, что .G∈F  
Формации всех абелевых и нильпотентных групп 
обозначают через A  и N  соответственно.  

Лемма 1.2. Пусть G  – разрешимая группа 
и k  – натуральное число.  

1. Тогда и только тогда ( ) ,d G k≤  когда 
.kG∈A  

2. Тогда и только тогда ( ) ,d G k=  когда 
1\ .k kG −∈A A  

3. Тогда и только тогда ( ( )) ,d G G k/Φ ≤  ко-
гда 1.kG −∈NA  

Доказательство. Утверждения 1 и 2 непо-
средственно вытекают из определений произ-
водной длины и произведения формаций.  

3. Пусть ( ( )) .d G G k/Φ ≤  Тогда ( ) .kG G/Φ ∈A  
Согласно [1, лемма 4.21 (2)] справедливо равен-
ство ( ( )) ( ) ( ),F G G F G G/Φ = /Φ  поэтому из леммы 
1.1 (5) следует, что 1( ) kG F G −/ ∈A  и 1.kG −∈NA  
Обратно, пусть 1.kG −∈NA  Тогда 1( ) ,kG F G −/ ∈A  
а так как ( ) ( )F G G/Φ  абелева, то ( ) .kG F G/ ∈A  
Лемма доказана.  

Лемма 1.3. Если F  – формация, то NF  – 
насыщенная формация.  

Доказательство. Согласно [2, c. 36], произ-
ведение NF  является локальной формацией. 
Поскольку насыщенная формация и локальная 
формация – эквивалентные понятия, то NF  – 
насыщенная формация.  

Лемма 1.4 [5]. Пусть G – разрешимая не-
единичная группа. Тогда справедливы следующие 
утверждения:  

1)  подгруппа Фраттини группы G совпада-
ет с пересечением максимальных подгрупп, не 
содержащих подгруппу Фиттинга;  

2)  если maxH G<  и ,hG H p| : |=  p  – про-
стое, то существует подгруппа maxM G<  та-
кая, что выполняются следующие утверждения:  

2 1).  ( )F G  не содержится в ;M  
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2 2).  ,mG M q| : |=  q  – простое, и .h m≤   
Лемма 1.5 [6], [7].  
1.  Если 1,n =  то ( ) 1.nρ =   
2.  Если {2 3 4},n∈ , ,  то ( ) 2.n nρ = +  
3.  Если {5 6 7},n∈ , ,  то ( ) 7.nρ =  
4.  Если {8 9},n∈ ,  то ( ) .n nρ =   
5.  Если {10 17},n∈ ,...,  то ( ) 10.nρ =   
6.  Если {18 25},n∈ ,...,  то ( ) 11.nρ =  
7.  Если {26 33},n∈ ,...,  то ( ) 12.nρ =  
8.  Если {34 65},n∈ ,...,  то ( ) 13.nρ =  
9. Если 66,n ≥  то 9( ) 5log ( 2) 53 10.n nρ ≤ − + /  

В частности, ( ) 2.n nρ ≤ +  Кроме того, если 
7,n ≥  то ( ) ,n nρ ≤  а если 10,n >  то ( ) .n nρ <   
Лемма 1.6 [8, теорема 4B].  
1.  Если {1 2},n∈ ,  то ( ) 1.nσ =  
2.  Если {3 4},n∈ ,  то ( ) 2.nσ =  
3.  Если 5 7 15 7 ,x xn⋅ ≤ < ⋅  то ( ) 2 3.n xσ = +   
4.  Если 115 7 5 7 ,x xn +⋅ ≤ < ⋅  то ( ) 2 4.n xσ = +   
Из лемм 1.5 и 1.6 вытекает, что функции 

( )nρ  и ( )nσ  неубывающие.  
 

2 Основной результат 
Теорема 2.1. Зафиксируем натуральное 

число .k  Если G  – разрешимая группа и индекс 
каждой подгруппы из ( ) ( )k GρM  не делится на 

1kp +  для всех ( ),p Gπ∈  то ( ( )) 1 ( ).d G G kρ/Φ ≤ +   
Отметим, что теорема охватывает все раз-

решимые группы, у которых ( ) ( )k Gρ =M ��.  
Доказательство. Согласно введенному обо-

значению множество ( )GM  состоит из всех 
максимальных подгрупп группы ,G  не содер-
жащих подгруппу Фиттинга ( )F G  группы .G  
Допустим, что G  – неединичная группа и 

( )G =M ��. Тогда каждая максимальная под-
группа из G содержит ( ).F G  Поэтому пересече-
ние всех максимальных подгрупп, которое явля-
ется подгруппой Фраттини группы G, также со-
держит подгруппу Фиттинга. Но это в разреши-
мых группах невозможно [1, лемма 4.21 (1)]. По-
этому допущение неверно и множество ( )GM  
непусто у каждой неединичной группы G.  

Пусть ( ).h m G=  Тогда в группе G  сущест-
вует максимальная подгруппа H  такая, что 

hG H p| : |=  для некоторого ( ).p Gπ∈  По лемме 
1.4 (2) существует максимальная подгруппа 

( )M G∈M  такая, что mG M q| : |=  для некоторо-
го ( )q Gπ∈  и .h m≤  Поскольку ( ),h m G=  то из 
определения функции ( )m G  получаем, что 

( ).h m m G= =  

Предположим, что M  не принадлежит 
( ) ( ).k GρM  Тогда ( )( ) \ ( ),kM G Gρ∈M M  M не со-

держит ( )F G  и ( ) ( ).d M kρ≤  Теперь 
( ) ,G F G M=  а поскольку ( ) ( ),G F G M M F G/ / ∩  

то ( ( )) ( ( )) ( ) ( )d G F G d M M F G d M kρ/ = / ∩ ≤ ≤ .  
В предпоследнем неравенстве использовалась 
лемма 1.1 (2). По лемме 1.1 (3)  

( ( )) 1 ( ( )) 1 ( ),d G G d G F G kρ/Φ ≤ + / ≤ +  
и теорема в этом случае справедлива. В частно-
сти, теорема доказана в случае ( ) ( )k Gρ =M � .  

В дальнейшем считаем, что M  принадле-
жит ( ) ( ).k GρM  По условию доказываемой теоре-

мы G M| : |  не делится на 1 kr +  для всех ( ).r Gπ∈  
Это означает, что ( ) .h m m G k= = ≤  Теперь, не 
используя [4, теорема 1(2)], докажем, что 

( ( )) 1 ( ).d G G kρ/Φ ≤ +  
Если 1,k =  то все максимальные подгруппы 

группы G  имеют простые индексы. По теореме 
Хупперта [1, теорема 4.55] группа G  является 
сверхразрешимой. Но у сверхразрешимой груп-
пы коммутант G′  нильпотентен [1, теорема 
4.52], поэтому  

( ) ( ( )) 1G F G d G F G′ ⊆ , / ≤ .  
Применяя лемму 1.1 (3), получаем  

( ( )) 2 1 ( )d G G kρ/Φ ≤ = + .  
Итак, при 1k =  теорема доказана.  

Далее считаем 2.k ≥  По лемме 1.2 (3) для 
группы G  оценка ( ( )) 1 ( )d G G kρ/Φ ≤ +  равно-
сильна включению ( ).kG ρ∈NA  Согласно лемме 
1.3 произведение ( )kρNA  является насыщенной 
формацией.  

Проверим, что условия теоремы наследуют 
все гомоморфные образы группы .G  Пусть K  – 
нормальная подгруппа группы .G  Если 

( ) ( )kM G Kρ / =� , то  
(( ) ( )) 1 ( )d G K G K kρ/ /Φ / ≤ +  

по доказанному и ( )kG K ρ/ ∈NA  по лемме 1.2 (3). 
Пусть ( ) ( )( ) ( )k kG K X K G Kρ ρ/ ≠ , / ∈ / .M � M  
Предположим, что G K X K| / : / |  делится на 1 kr +  
для некоторого ( ).r G Kπ∈ /  Так как  

G K X K G X| / : / |=| : |,  
то G X| : |  делится на 1 kr +  для ( ).r Gπ∈  Получи-
ли противоречие с тем, что ( ) .m G k≤  Поэтому 
предположение неверно, условия теоремы на-
следуют все гомоморфные образы группы ,G  и 
можно применять индукцию по порядку группы. 
Следовательно, ( )kG K ρ/ ∈NA  для всех нееди-
ничных нормальных подгрупп .K  Ввиду леммы 
1.3 формация ( )kρNA  насыщенна, поэтому 

( ) 1GΦ = .  
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Пусть подгруппа Фиттинга ( )F G  не явля-
ется минимальной нормальной подгруппой в .G  
Для разрешимой группы с единичной подгруп-
пой Фраттини подгруппа Фиттинга  

1 2( ) nF G K K … K= × × ×  
является прямым произведением минимальных 
нормальных подгрупп iK  группы ,G  см. [1, тео-
рема 4.24]. По индукции ( ) ,k

iG K ρ/ ∈NA  а по-
скольку ( )kρNA  – формация и 2,n ≥  то 

1 ( ) .kG ρ+∈NA  
В дальнейшем считаем, что ( )F F G=  явля-

ется единственной минимальной нормальной 
подгруппой группы .G  По [1, теоремы 4.22, 
4.24] ( ),GF C F=  а по [1, теорема 4.23] сущест-
вует подгруппа M  в группе G  такая, что 

[ ] .G F M=  Ясно, что M  – максимальная под-
группа и  

( )tG M F p p G t kπ| : |=| |= , ∈ , ≤ .  
Поскольку F  – элементарная абелева p -под-
группа порядка tp  и ( ),GF C F=  то M  изо-
морфна G F/  и M  изоморфна по [1, теорема 2.8] 
подгруппе из группы AutF , которая по [1, тео-
рема 2.50] совпадает с ( ).GL t p,  Из того, что F  – 
минимальная нормальная подгруппа группы G  
следует, что подгруппа M  изоморфна неприво-
димой разрешимой подгруппе группы ( ).GL t p,  
Теперь из определения функции ρ  получаем:  

( ) ( ) ( )d M t kρ ρ≤ ≤ .  
Из леммы 1.2 (1) следует, что ( ) ,kM ρ∈A  поэто-
му ( ).kG ρ∈NA  Теперь из леммы 1.2 (3) вытека-
ет, что ( ( )) 1 ( ).d G G kρ/Φ ≤ +  Теорема доказана.  
 Следствие 2.1. Зафиксируем натуральное 
число .k  Пусть G  – разрешимая группа и 

( ) 1.GΦ =  Если ( ) ( )k Gρ ≠M �  и индекс каждой 

подгруппы ( ) ( )kM Gρ∈M  не делится на 1kp +  для 
всех ( ),p Gπ∈  то ( ) 1 ( ).d G kρ= +  

Доказательство. Согласно теореме 2.1 
( ) 1 ( ).d G kρ≤ +  По условию существует под-

группа ( ) ( )kM Gρ∈M  такая, что ( ) ( ).d M kρ>  
Теперь из леммы 1.1 (1) получаем, что  

( ) ( ) ( ) 1 ( )k d M d G kρ ρ< ≤ ≤ + ,  
что возможно только в случае 

( ) ( ) 1 ( ).d m d G kρ= = +  Следствие доказано.  
Согласно теореме Томпсона–Фейта любая 

группа нечетного порядка разрешима. Для них 
воспользуемся функцией ( ).kσ  Таким образом, 
для группы G  нечетного порядка через 

( ) ( )k GσM  обозначим множество всех макси-
мальных подгрупп ,M  обладающих следующи-
ми свойствами: M   не  содержит подгруппу 

Фиттинга; ( ) ( ).d M kσ>  Повторяя доказательст-
во теоремы с заменой функции ( )kρ  на ( )kσ  
получаем  

Следствие 2.2. Зафиксируем натуральное 
число .k  Если G  – группа нечетного порядка и 
индекс каждой подгруппы ( ) ( )kM Gσ∈M  не де-

лится на 1kp +  для всех ( ),p Gπ∈  то 
( ( )) 1 ( ).d G G kσ/Φ ≤ +   

Конкретизируя значения k  и используя 
леммы 1.5 и 1.6, получаем еще два следствия.  

Следствие 2.3. Пусть .k∈N  Предполо-
жим, что в разрешимой группе G  индекс каж-
дой подгруппы ( ) ( )kM Gρ∈M  не делится на 1kp +  
для всех ( ).p Gπ∈  Тогда:  

1)  если 1,k =  то ( ( )) 2;d G G/Φ ≤  
2)  если {2 3 4},k∈ , ,  то ( ( )) 3 ;d G G k/Φ ≤ +  
3)  если {5 6 7},k∈ , ,  то ( ( )) 8;d G G/Φ ≤   
4)  если {8 9},k∈ ,  то ( ( )) 1 ;d G G k/Φ ≤ +  
5)  если {10 17},k∈ ,...,  то ( ( )) 11;d G G/Φ ≤  
6)  если {18 25},k∈ ,...,  то ( ( )) 12;d G G/Φ ≤  
7)  если {26 33},k∈ ,...,  то ( ( )) 13;d G G/Φ ≤  
8)  если {34 65},k∈ ,...,  то ( ( )) 14;d G G/Φ ≤  
9)  если 66,k ≥  то  

9( ( )) 1 5log ( 2) 53 10.d G G k/Φ ≤ + − + /  
Следствие 2.4. Пусть .k∈N  Предполо-

жим, что в группе G  нечетного порядка индекс 
каждой подгруппы ( ) ( )kM Gσ∈M  не делится на 

1kp +  для всех ( ).p Gπ∈  Тогда:  
1)  если {1 2},k∈ ,  то ( ( )) 2;d G G/Φ ≤  
2)  если {3 4},k∈ ,  то ( ( )) 3;d G G/Φ ≤  
3)  если 5 7 15 7 ,x xk⋅ ≤ < ⋅  то 

( ( )) 4 2 ;d G G x/Φ ≤ +  
4)  если 115 7 5 7 ,x xk +⋅ ≤ < ⋅  то  

( ( )) 5 2 .d G G x/Φ ≤ +  
Отметим, что доказанная теорема и ее след-

ствия развивают результаты работы [9], в кото-
рой найдены оценки нильпотентной длины раз-
решимой группы с ограниченными индексами 
неметанильпотентных максимальных подгрупп.  
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Приводится описание компьютерной системы PALS, реализующей метод вероятностно-алгебраического моделирова-
ния сложных систем и позволяющей оценить в динамике вероятностные характеристики исследуемого свойства слож-
ных систем со многими состояниями. На примерах демонстрируется оценка вероятностных свойств структурно-
простых и структурно-сложных систем. 
 
Ключевые слова: вероятностно-алгебраическое моделирование, надёжность сложной системы, структурно-
простая система, структурно-сложная система. 
 
The description of the computer system PALS performing the method of the probability-algebraic simulation of complex sys-
tems is presented. It allows estimating in dynamics the probability characteristics of the investigated property of complex sys-
tems with many states. The assessment of probability properties of structurally-simple and structurally-complex systems is 
shown in the examples. 
 
Keywords: probability-algebraic simulation,  reliability of complex system,  structurally-simple system, structurally-complex 
system. 

 
 

 Введение 
Формализация сложных систем (СС) с це-

лью их моделирования порождает известную 
проблему размерности, связанную с ростом про-
странства состояний модели и связей между ни-
ми, которая приводит к трудоёмкости, а, во мно-
гих случаях, невозможности ручного описания 
моделей, определения их параметров и выполне-
ния расчетов. Проблема может быть решена 
только с помощью автоматизации подготови-
тельных этапов занесения информации, автома-
тизации построения моделей, обработки и ин-
терпретации полученных результатов. При этом 
программное обеспечение анализа вероятност-
ных свойств СС должно обеспечивать приемле-
мый для практики уровень точности описания 
процессов, протекающих в системе. 

С целью оценки интегральных показателей 
функционирования СС, функционирующих в 
условиях случайных воздействий, разработан ряд 
систем имитационного моделирования, которые 
реализуют положенные в их основу методы и 
предполагают проведение серий имитационных 
экспериментов (ИЭ) с  последующим  усредне-
нием  полученных результатов [1]. Процедура 
Монте-Карло,  применяемая  в  ходе  ИЭ,   по-
зволяет  учесть  вероятностный  характер  ком-
понентов, составляющих СС, и  реализовать воз-
можные траектории функционирования системы. 

Полученные в результате моделирования зави-
симости, описывающие изменение откликов сис-
темы в зависимости от изменения входных пара-
метров, являются приближёнными. Погрешность 
моделирования может быть значительно умень-
шена за счёт увеличения объёма выборки фор-
мируемых статистических данных, что в ряде 
случае, например, при рассмотрении редких со-
бытий, требует значительных временных затрат. 

Получение точных вероятностных оценок 
свойств СС по вероятностным параметрам со-
ставляющих их компонентов обеспечивают сис-
темы автоматизации аналитических расчётов: 
АРБИТР (ПК АСМ СЗМА) [2] – программный 
комплекс автоматизированного структурно-
логического моделирования и расчета надежно-
сти и безопасности систем; Relex Reliability 
Studio [3] – программная среда, включающая 
различные методы анализа надёжности и реали-
зующая разнообразные формы задания моделей 
(графы, деревья отказов, событий, блок-схемы 
надежности); Risk Spectrum – программное обес-
печение вероятностного анализа безопасности 
объектов атомной энергетики [4]. Существенным 
ограничением использования указанных про-
граммных продуктов является размерность сис-
темы, которая определяется числом составляю-
щих её компонентов. Увеличение числа компо-
нентов и/или числа их состояний приводит к 
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экспоненциальной сложности задачи и делает 
невозможным проведение расчётов. 

В статье приводится описание программной 
системы PALS (Probability-Algebraic Simulation), 
реализующей метод вероятностно-алгебраичес-
кого моделирования (ВАЛМ) СС [5] и позво-
ляющей оценить в динамике вероятностные ха-
рактеристики исследуемого свойства (надёж-
ность, производительность, эффективность и др.) 
СС, выбрать необходимый уровень детализации 
процессов на основе поставленных целей иссле-
дования и решаемых задач, согласованно ис-
пользовать различные стратегии моделирования.  

Система PALS автоматизирует расчёты СС, 
различной структурной сложности. Для струк-
турнопростых систем сняты ограничения на чис-
ло компонентов, составляющих систему, и число 
их возможных состояний. Для структурнослож-
ных систем, в рамках вероятностно-алгебраичес-
кого подхода, реализована методика расчёта на-
дёжности многокомпонентных систем со многи-
ми состояниями, основанная на сведении моде-
лей с произвольным числом состояний к расчёт-
ным бинарным моделям [6]. 

 
1 Состав и структурная организация про-

граммной системы PALS 
Программная система вероятностно-

алгебраического моделирования PALS, реали-
зующая автоматическое построение моделей и 
расчёты вероятностных показателей исследуемо-
го свойства графовых систем включает: подсис-
тему формирования структурной схемы модели 
(PS.GRAF_D); библиотеку функций, опреде-
ляющих отношения между компонентами 
(LIB.FUNC); подсистему статического модели-
рования (PS.STAT); подсистему динамического 
моделирования (PS.DINAM); библиотеку типо-
вых вероятностно-алгебраических моделей 
(LIB.PALS); подсистему визуализации результа-
тов моделирования (PS.VIZ); справочную систе-
му (PS.SPRAV); базу данных моделирования 
(BD.PALS). Схема, определяющая взаимосвязи 
подсистем, представлена на рисунке 1.1. 

Подсистема формирования структурной 
схемы модели PS.GRAF_D обеспечивает визу-
альное средство описания объекта исследования 
и реализует операции, связанные с формирова-
нием структуры исследуемой системы в виде 
графа. Она включает процедуры построения, 
сохранения и редактирования в диалоговом ре-
жиме графического образа модели путём исполь-
зования стандартных элементов: рёбер графа, 
соответствующих выделенным компонентам 
исследуемой системы, и вершин, определяющих 
функциональные отношения между компонента-
ми. Подсистема PS.GRAF_D обеспечивает на-
глядное представление состава компонентов, 
связей между ними и уровней вложенности 
функций, описывающих эти связи, что позволяет 

в автоматическом режиме определить исходные 
параметры компонентов, установить уровни ие-
рархии функциональных связей и в дальнейшем, 
используя эффективные алгоритмы при машин-
ной реализации метода, обеспечить замещение 
функциональных связей между компонентами 
системы вероятностными вычислениями с ис-
пользованием коэффициентов вероятностно-
алгебраического моделирования.  

Сервисные функции, реализованные в со-
ставе PS.GRAF_D, обеспечивают копирование, 
редактирование, удаление элементов схемы мо-
дели. Кроме этого, реализована возможность 
настройки параметров расчета (задания значений 
по умолчанию). Работа подсистемы и её взаимо-
действие с базой данных моделирования обеспе-
чивает снижение объемов вводимой пользовате-
лем информации. 

Библиотека функций LIB.FUNC включает 
параметризованные заготовки типовых детерми-
нированных и вероятностных функций, позво-
ляющих описать отношения между компонента-
ми исследуемой системы. Состав функций при-
водится в таблице 1.1. В таблице представлены 
примеры детерминированных функций, опреде-
ляющих связи между компонентами, и их семан-
тика при исследовании свойства надёжности 
систем. 

Возможно пополнение состава библиотеки 
функций за счёт расширения областей примене-
ния метода, усложнения отношений между ком-
понентами и перехода от бинарных к n-арным 
операциям, описывающим взаимосвязи между 
множеством компонентов.  

Подсистема статического моделирования 
PS.STAT включает процедуры формирования 
алгебраической модели системы в символьном 
виде и её автоматического преобразования в ве-
роятностную форму, позволяющую реализовать 
одномоментное ВАЛМ на очередной итерации 
многошагового процесса моделирования систе-
мы. Алгебраическая модель формируется с учё-
том заданной структуры сети. При рассмотрении 
простых графовых систем статическое модели-
рование реализуется с использованием алгорит-
ма «свёртки» векторов вероятностей компонен-
тов согласно введённым операциям (PR.PALS). 
Рассмотрение систем, включающих зависимые 
компоненты, реализуется процедурой «свёртки» 
векторов компонентов с учётом значений корре-
ляционных матриц в качестве коэффициентов 
вероятностно-алгебраического моделирования.  

В случае рассмотрения структурно-сложной 
системы со многими состояниями реализуется 
переход к исследованию множества систем той 
же структуры, но с двумя обобщёнными состоя-
ниями. В этом случае для проведения исследова-
ния вероятностных характеристик бинарных сис-
тем используются известные алгоритмы логико-
вероятностного моделирования (PR.LOGIC) [7].  
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Рисунок 1.1 – Структурная схема взаимодействия подсистем PALS 
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Таблица 1.1 – Примеры функций, определяющие связи между компонентами системы 

 
Вид функции Интерпретация функций при исследовании 

свойства надёжности СС 
( , ) max( , )F i j i j=  В детерминированном случае отказ результирующего компонен-

та происходит в результате отказа одного из компонентов. В 
случае числа состояний 2n >  состояние результирующего ком-
понента определяется состоянием наименее надёжного компо-
нента (последовательное соединение). 

( , ) min( , )F i j i j=  В детерминированном случае отказ результирующего компонен-
та происходит в результате отказа двух компонентов. В случае
числа состояний 2n >  состояние результирующего компонента 
определяется состоянием наиболее надёжного компонента (па-
раллельное соединение). 

( , ) min( 1, )F i j i j n= + −  В детерминированном случае, результирующий компонент ра-
ботает, если работает один из компонентов или работают оба. В 
случае числа состояний 2n >  состояние результирующего ком-
понента определяется суммированием состояний исходных ком-
понентов. 

( , )F i j i j= −  В детерминированном случае результирующий компонент рабо-
тает, если работает один из компонентов. В случае числа состоя-
ний 2n >  состояние результирующего компонента определяется
разностью состояний исходных компонентов. 

min( , , )( , , )
2

i j l i j lF i j l + + −⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
 
В детерминированном случае результирующий компонент нахо-
дится в рабочем состоянии, если работают как минимум два 
компонента из трёх.  
В случае числа состояний 2n >  состояние результирующего 
компонента определяется средним значением состояний двух 
максимально надёжных компонентов. 

 
По результатам моделирования формируются 
результирующие вектора вероятностей системы 
со многими состояниями. 

Таким образом подсистема статического 
моделирования на основании вероятностной ин-
формации о состояниях исследуемого свойства 
компонентов автоматически формирует резуль-
тирующие вектора всех промежуточных узлов 
графа и всей системы в целом. 

Подсистема динамического моделирования 
PS.DINAM структурно включает блок реализа-
ции первичного моделирования с использовани-
ем параметрических функций (LIB.PARAM); 
блок реализации первичного моделирования с 
использованием аппарата цепей Маркова 
(LIB.PERV); блок управляющих правил 
(LIB.UPR_PR).  

Блок реализации первичного моделирова-
ния с использованием параметрических функций 
(LIB.PARAM) включает процедуры вероятност-
ного изменения исследуемого свойства отдель-
ными компонентами с использованием различ-
ных параметрических функций, параметрами 
которых являются время, указанные состояния 
компонентов и системы в целом.  

В случаях, когда не удаётся найти  аналити-
ческий вид зависимости, описывающей вероят-
ностное  изменение  исследуемого  свойства  

системы, выбирается одна из форм марковских 
моделей [8], отражающая особенности стохасти-
ческого процесса изменения состояний компо-
нентов и позволяющая перейти к рассмотрению 
изменения исследуемого свойства систем на дос-
таточно малом шаге моделирования (LIB.PERV). 
С целью реализации разнообразных функций 
организации первичного моделирования с ис-
пользованием аппарата цепей Маркова исполь-
зуется следующий набор процедур: процедуры 
классификации компонентов системы по вы-
бранным признакам (PR.GROUP); процедуры 
подбора параметров марковских моделей 
(PR.PODB); процедуры реализации первичного 
моделирования с использованием имеющихся 
форм моделей (PR.MARK); процедуры перехода 
к рассмотрению непрерывного процесса измене-
ния исследуемого свойства компонентов 
(PR.MARK_N).  

В простейшем случае результатом динами-
ческого моделирования на выбранном времен-
ном интервале является вектор вероятностей со-
стояний системы, зависящий от вероятностных 
изменений состояний компонентов и взаимного 
влияния вероятностных характеристик компо-
нентов в процессе функционирования системы.  

При использовании алгоритма динамиче-
ского моделирования с управлением результатом 
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является последовательность вариантов струк-
турной организации системы, полученных с учё-
том динамических изменений компонентов сис-
темы и их взаимного влияния, а также вектора 
вероятностей, соответствующие каждому вари-
анту. Получение такой последовательности ва-
риантов структурной организации исследуемых 
систем является важным при обосновании реше-
ний, корректирующих процесс выполнения сис-
темой заданной функции путём согласованной 
работы её компонентов.  

Блок управляющих правил (LIB.UPR_PR) 
содержит представленные в формализованном 
виде правила, состав которых может быть об-
новлён с учетом особенностей исследуемой про-
блемной области.  

Библиотека типовых вероятностно-алгеб-
раических моделей LIB.PALS включает парамет-
ризованные варианты моделей сложных систем 
из различных предметных областей, которые 
могут быть использованы как «заготовки» при 
моделировании исследуемого свойства графовых 
систем и требуют лишь задания исходной ин-
формации о параметрах компонентов и структу-
ре исследуемой системы. 

Подсистема визуализации PS.VIZ одновре-
менно с процессом моделирования, в динамике 
отображает формируемые вектора. По окончании 
расчёта вероятностных характеристик исследуе-
мого свойства графовой системы генератор отче-
тов, формирующий протокол работы системы в 
электронном виде, автоматически отображает 
временные диаграммы и графики изменения ис-
следуемого свойства, как отдельных компонен-
тов, так и всей системы.  

Справочная подсистема PS.SPRAV ориен-
тирована на инженеров-проектировщиков, не 
имеющих специальных знаний в области моде-
лирования вероятностных свойств системы. В 
ней содержится вся необходимая информация о 
работе системы PALS c описанием интерфейса 
пользователя и его действий, а также даётся опи-
сание типовых вероятностно-алгебраических 
моделей, составляющих библиотеку LIB.PALS. 

База данных BD.PALS осуществляет взаи-
модействие структурных подсистем системы 
вероятностно-алгебраического моделирования 
PALS. Она реализована универсальными про-
граммными средствами. В ней хранятся, обнов-
ляются и накапливаются данные моделирования 
по каждому компоненту и всей системе в целом. 

Программная система PALS реализована в 
интегрированной среде Borland Delphi 10 Lite v 
3.0 разработки Windows-приложений. Она по-
зволяет проводить расчеты графовой схемы, со-
держащей неограниченное число уровней вло-
женности компонентов путём статического – для 
текущего момента времени, и динамического 
моделирования, отображающего вероятностные 
изменения СС во времени. 

2 Оценка динамических вероятностных 
характеристик сложных систем со многими 
состояниями  

Система PALS позволяет оценить вероятно-
стные характеристики как структурно-простых, 
так и структурно-сложных систем графовой 
структуры. Структурно-простые системы при их 
математическом описании сводятся к последова-
тельным, параллельным или древовидным струк-
турам. Структурно-сложные системы описыва-
ются сценариями сетевого типа с циклами и не-
устранимой повторностью аргументов при их 
формализации [8]. Известными примерами гра-
фов, описывающих структурно-сложные систе-
мы, являются мостиковая структура, структура 
двух «звёзд», включенных на «треугольник», 
кольцевая структура. Кроме этого, структурная 
сложность систем может быть обусловлена на-
личием множества несовместных состояний, вы-
деленных для систем, имеющих простую струк-
туру [9]. В этом смысле оба примера, выбранные 
для демонстрации работы системы PALS, опи-
сывают расчёты структурно-сложных систем.  

Рассмотрим СС, графическая схема которой 
представлена на рисунке 2.1. Система является 
структурно-простой в смысле её структурной 
организации. Она включает компоненты 

{ }, 1,11,iK K i= =  которые описываются одно-
типным образом и характеризуются множеством 
состояний { }, 1,5,jS S j= =  соответствующих 
определённому уровню некоторого случайным 
образом изменяющегося свойства. Начальные 
значения вероятностей состояний компонентов 
задаются векторами: 

50 0 0 0 0
1 2 5

1
( , ,..., ), 1, 1,11,i i i i i

j
j

P p p p p i
=

= = =∑  

которые изменяются во времени.  
Вероятностное изменение состояний ком-

понентов исследуемой структуры описывается 
марковскими моделями специального вида [8] с 
дискретными состояниями и дискретным време-
нем, переходные матрицы которых для всех 
компонентов различны. В результате первичного 
моделирования формируются значения векторов 
вероятностей, характеризующие изменение со-
стояний компонентов на заданном промежутке 
времени: 

5
1 2 5

1
( , ,..., ), 1, 1,11, 1,10.it it it it it

j
j

P p p p p i t
=

= = = =∑  

Они являются исходными данными для ве-
роятностно-алгебраического моделирования ис-
следуемой структуры (рисунок 2.1). В расчётных 
вероятностных моделях используются функции 

1( , ) min( 1, )F i j i j n= + −  для рёбер, расположен-
ных параллельно, и функция 2 ( , ) max( , )F i j i j=  – 
для последовательно соединённых ребер графа.  
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На рисунке 2.2 представлена вероятностная 
динамика состояний системы на исследуемом 
временном интервале.  

  

 
Рисунок 2.1 – Граф сложной системы 

со многими состояниями 
 

 
Рисунок 2.2 – Динамика векторов вероятностей 

состояний сложной системы 
 

Для демонстрации возможностей PALS при 
исследовании структурно-сложной системы рас-
смотрим мостиковую структуру, представлен-
ную на рисунке 2.3, которая описывает самую 
простую из класса структурно-сложных систем, 
но несмотря на небольшое число компонен-
тов { }, 1,5,iK K i= =  имеющую различные вари-
анты семантической интерпретации [7], [9].  

 

 
 

Рисунок 2.3 – Граф структурно-сложной 
системы 

Будем полагать, что компоненты системы 
могут находиться в одном из трёх несовместных 
состояний  

{ }, 1,3,jS S j= =  
характеризующих степень надежности их функ-
ционирования. Вероятности нахождения компо-
нентов в одном из возможных состояний задают-
ся векторами  

( ) 3
1 2 3

1
, , ,  1,  1,5.i i i i i

j
j

P p p p p i
=

= = =∑  

С использованием программной системы авто-
матизации вероятностно-алгебраического моде-
лирования PALS, были получены результирую-
щие вектора вероятностей, характеризующие 
надежность функционирования исследуемой 
системы  

( ) 3
1 2 3

1
, , ,  1,  1,5.s s s s s

j
j
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Значения исходных векторов вероятностей ком-
понентов и результаты расчётов вектора вероят-
ностей системы представлены в таблице 2.1. 

 
Таблица 2.1 – Значения векторов вероятно-

стей, характеризующих состояния надежности 
компонентов и системы в целом 

Состояние Компонент 
системы 1S  2S  3S  

1K  0,571732 0,327014 0,101254 
2K  0,580346 0,21846 0,201194 
3K  0,537201 0,276372 0,186427 
4K  0,58994 0,312036 0,098024 
5K  0,565624 0,28514 0,149236 

Система 0,618937 0,341519 0,039544 
 

Следует отметить, что для определения ве-
роятностных характеристик состояний мостико-
вой структуры использовалась методика сведе-
ния структурно-сложной системы со многими 
состояниями к совокупности бинарных моделей. 
Применение указанной методики актуально для 
оценки вероятностных характеристик надежно-
сти систем с большим числом компонентов, 
имеющих множество уровней надежности, что 
позволяет значительно уменьшить размерность 
систем и расширить границы их исследования. 

 
Заключение 
Компьютерная система вероятностно-

алгебраического моделирования обеспечивает 
комплексный подход к решению задачи расчёта 
статических и динамических вероятностных ха-
рактеристик сложных систем, который обеспе-
чивается автоматизацией основных этапов мето-
да ВАЛМ [5]: подготовки исходных данных, 
первичного  моделирования  вероятностного  
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изменения компонентов, формирования алгеб-
раической модели исследуемой системы, по-
строения расчётной вероятностной формы моде-
ли, динамического управления параметрами на 
очередной итерации моделирования, графиче-
ского отображения результатов и их статистиче-
ской обработки. 

Реализованные методы расчёта в составе 
системы PALS взаимосвязаны и корректно до-
полняют друг друга, обеспечивая эффективное 
решение важных практических задач, например: 

– моделирования и расчёта вероятностных 
характеристик надёжности, пропускной способ-
ности, эффективности, стоимости, износа систем 
в результате вероятностного изменения состоя-
ний их компонентов; 

– выявление причин, которые могли при-
вести к изменению текущего состояния системы 
(например, аварии, снижению эффективности и 
другие); 

– выработки, обоснования и оптимизации 
различных проектных, эксплуатационных и 
управленческих решений. 
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