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УДК 539.12 

КВАНТОВЫЕ И РЕЛЯТИВИСТСКИЕ ЭФФЕКТЫ ДЛЯ ДВУХЧАСТИЧНЫХ 
СИСТЕМ С КОРНЕЛЬСКИМ ПОТЕНЦИАЛОМ 

В.В. Андреев, К.С. Бабич 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

QUANTUM AND RELATIVISTIC EFFECTS FOR TWO PARTICLE SYSTEMS 
WITH THE CORNELL POTENTIAL 

V.V. Andreev, K.S. Babich 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Представлен новый метод численного решения уравнений на связанные состояния элементарных частиц в импульсном 
представлении с корнельским потенциалом. Получена квадратурная формула, которая может использоваться для ре-
шения как интегральных уравнений, так и для численного расчета интегралов. Исследованы некоторые эффекты для 
двухчастичных квантовых систем с корнельским потенциалом. Для случая нерелятивистского уравнения Шредингера 
с корнельским потенциалом исследовано поведение волновых функций вблизи критического значения параметра ку-
лоновского потенциала, а также зависимость критического значения при изменении параметра запирающей части по-
тенциала. 
 
Ключевые слова: связанные состояния, импульсное представление, квадратурная формула, корнельский потенциал, 
коллапс, волновая функция, уравнение Шредингера. 
 
A numerical method for bound state equations with the Cornell potential in momentum space is represented. A new quadrature 
formula was obtained. The formula can be used for solving integral equations and for numerical integral computations as well. 
Some effects for two particle quantum systems with the Cornell potential were observed. For the case of non-relativistic 
Schrodinger equation with the Cornell potential the exploration of wave functions’ behavior near the critical value of the Cou-
lomb potential parameter was provided. A curve that characterizes the critical value dependence from the linear part parameter 
of potential was plotted. 
 
Keywords: bound  states,  momentum space,  quadrature  formula,  Cornell potential, collapse, wave function, Schodinger 
equation. 

 
 

Введение 
Сегодня уже стала очевидной необходи-

мость релятивистского описания связанных со-
стояний. Современное состояние экспериментов 
требует учета релятивистских эффектов в теории 
связанных систем в широкой области: от мезонов 
до атомов. Эта необходимость продиктована су-
ществованием систем, состоящих из легких 
кварков ( Kπ , -мезоны), наличием релятивист-
ских эффектов в мезонах, содержащих один тя-
желый кварк, вкладами релятивистских поправок 
в электрослабые характеристики.  

При изучении энергетических характери-
стик водородоподобных систем актуальным яв-
ляется расчет различных релятивистских попра-
вок, так как экспериментальные измерения таких 
величин проводятся с высокой точностью 
( 1310δ −∼ ) [1], [2]. Корректность такого учета 
зависит от последовательности теоретического 
описания релятивистских систем.  

Таким образом, при изучении различных 
эффектов следует выделить задачу поиска новых 
методов расчетов и развития математического 
аппарата, который позволил бы максимально 
упростить вычислительные схемы и добиться 

результатов с высокой степенью точности, необ-
ходимой для экспериментов.  

Целью данной работы является численное 
исследование некоторых эффектов, включая и 
релятивистские, возникающих в двухчастичных 
уравнениях (уравнение Шредингера и его полу-
релятивистского обобщения – уравнение Солпи-
тера – Томпсона) с кулоновским и корнельским 
потенциалами. Основу исследования составляет 
оригинальная высокоточная методика решения 
интегральных уравнений с сингулярными ядра-
ми, возникающими в задачах с потенциалами 
такого вида в импульсном представлении.  

Достоинства использования импульсного 
представления для решения физических задач 
(уравнений для связанных состояний, задач рас-
сеяния и др.) давно привлекали внимание иссле-
дователей [3], [4]. В импульсном пространстве, в 
отличие от координатного, отпадает необходи-
мость дополнительных построений, связанных с 
определением релятивистского оператора кине-
тической энергии  

2 2 2 2
1 2( ) .T k k m k m= + + +  

Также  относительно несложно получить 
релятивистский потенциал взаимодействия с 
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использованием соответствующей амплитуды 
упругого рассеяния  частиц,  составляющих  сис-
тему [5], поскольку расчет изначально ведется в 
импульсном представлении, которое здесь воз-
никает естественным образом. 

Однако, проблемы использования импульс-
ного пространства осложняются тем, что даже 
потенциалы взаимодействия простейшего вида в 
импульсном представлении приводят к интегра-
лам с особенностями. Поэтому точность решения 
для целого ряда задач (кулоновский, корнель-
ский потенциалы) с учетом современных экспе-
риментальных данных была относительно невы-
сокой ( 5 610 10− −÷ ) [6], [7]. В этой связи необхо-
димо создание методик, которые были бы отно-
сительно несложными в применении и давали 
результаты с необходимой для эксперимента 
точностью.  

 

1 Уравнение для связанных состояний в 
импульсном представлении 

Уравнение Шредингера в импульсном пред-
ставлении для центрально-симметричных потен-
циалов после парциального разложения примет 
вид:  

2
2

0
( ) ( ) ( ) ( )

2
k k V k k k k dk E kϕ ϕ ϕ
μ

∞
′ ′ ′ ′+ , = ,∫A A A A (1.1) 

где 1 2 1 2( )m m m mμ = / +  –  приведенная  масса;  
m1, m2 – массы конституэнтов связанной систе-
мы; k – импульс относительного движения 
( k=k ); ( )kϕA  – радиальная часть фурье-образа 
волновой функции (ВФ) в координатном пред-
ставлении; ( )V k k′,A  – оператор l -той состав-
ляющей парциального разложения потенциала 
взаимодействия; E – энергия связи. Здесь и далее 
мы опускаем в индексах главное квантовое число 
n для сокращения записи.  

Однако описание связанных состояний в 
импульсном представлении усложняется необ-
ходимостью решения интегрального уравнения 
(1.1), содержащего сингулярные члены, тип ко-
торых определяется видом ( ).V k k ′,A  

Продемонстрируем данное утверждение на 
примере корнельского потенциала  

( )V r r
r
α σ= − + ,                   (1.2) 

который в импульсном представлении имеет вид:  

2

( ) ( )( ) ,
( )

Q y Q yV k k
kk kk

α σ
π π

′
′, = − +

′ ′
A A

A       (1.3) 

α и σ – параметры кулоновской и линейной час-
ти потенциала соответственно.  

Здесь величина y является комбинацией им-
пульсов:  

2 2

2
k ky

kk
′+

= ,
′

                       (1.4) 

а функция ( )Q yA  – полином Лежандра 2-го рода:  

0 1( ) ( ) ( ) ( )lQ y P y Q y w y−= − ,A A         (1.5) 

0

1 1
1

1 1( ) ln
2 1

1( ) ( ) ( )
l

l n l n
n

yQ y
y

w y P y P y
n− − −

=

+
= ;

−

= .∑
        (1.6) 

где ( )P yA  – полиномы Лежандра.  
С помощью (1.5), (1.6) находим, что произ-

водная ( )Q y′A  в (1.3) определяется соотношением  

0 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),lQ y P y Q y P y Q y w y−′ ′ ′ ′= + −A A A   (1.7) 
2

0 2 2

1 2 1( )
1 ( )

kkQ y
y k k k k

′⎛ ⎞′ = = − .⎜ ⎟′ ′− + −⎝ ⎠
  (1.8) 

Поскольку функция Q′A  сингулярная, в слу-
чае если ,k k′=  то и сам потенциал ( )V k k′,A  так-
же является сингулярным. Стандартные методи-
ки численного решения уравнения (1.1) с потен-
циалом (1.3) дают относительно невысокую точ-
ность [6], [7]. Ниже приведем вывод новой квад-
ратурной формулы, которая даст возможность 
существенно повысить точность решения таких 
уравнений.  

Подставляя выражение (1.3) в (1.1) и ис-
пользуя соотношения (1.5), (1.7), приходим к 
интегральному уравнению:  

[ ]

2

0 0 12 0

( )
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l l l

kE k

P y Q y P y Q y w y k dk
k

ϕ
μ

σ ϕ
π

∞

−

⎛ ⎞
− =⎜ ⎟

⎝ ⎠

′ ′ ′ ′ ′= + − −∫

A

A

 

[ ]0 10
( ) ( ) ( ) ( ) ,l lP y Q y w y k k dk

k
α ϕ
π

∞

− ′ ′ ′− −∫ A  (1.9) 

в котором ядро содержит логарифмическую и 
полюсную сингулярности, связанные с видом 

0 ( )Q y  и 0 ( ).Q y′  
Полурелятивистское обобщение уравнения 

(1.9), (т. н. уравнение Томпсона [6] или бесспи-
новое уравнение Солпитера [8]), выполняется 
простой заменой оператора кинетической энер-
гии 2 (2 )k μ/  на релятивистское выражение, т. е.  

2
2 2 2 2

1 2 1 22
k k m k m m m
μ
→ + + + − − .   (1.10) 

При этом оператор потенциальной энергии не 
модифицируется.  
 

2 Методика решения интегральных урав-
нений 

Численное решение интегрального уравне-
ния (1.9) может быть сведено к задаче на собст-
венные значения матрицы, которая возникает 
при использовании квадратурных формул для 
интегралов, входящих в уравнение.  

На первом этапе осуществляется переход от 
интервала интегрирования [ [0,∞  к «стандартно-
му» [–1, 1] с помощью замены переменных:  
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( ) ( )
1

0 1

( ) dkf k dk f k t dt
dt

∞

−

= .∫ ∫          (2.1) 

Функция ( )t k  удовлетворяет граничным 
условиям:  

( ) ( )0 1 1t k t k= = − , = ∞ =         (2.2) 
и может быть выбрана в виде [6], [9]–[12]:  

( ) k ct k
k c
−

=
+

                         (2.3) 

или  
( )4

( ) 1 2exp( ) ( ) 1
k c

t k k c t k
π
/

= − − / , = − ,    (2.4) 

где c  – некоторый параметр, имеющий размер-
ность величины .k  

Стандартный подход, основанный на квад-
ратурных формулах, приводит к аппроксимации 
интеграла (2.1):  

( ) ( )
10

,
N

j j
j

f k dk f kω
∞

=

≈∑∫ �              (2.5) 

где множители jω�  связаны с табличными весо-

выми множителями jω  для области [ ]1 1− ,  соот-
ношением: ( ) ,j j jdk dt ωω = /�  а N  задает число 
узлов (число точек интегрирования).  

В итоге интегральное уравнение вида (1.9) 
может быть сведено к задаче:  

( ) ( )ij j iH k E kϕ ϕ= ,                   (2.6) 
где для получения собственных значений и век-
торов необходимо знать элементы матрицы .ijH  
И если для i j≠  задача расчета элементов ijH  
для кулоновского и линейного запирающего по-
тенциалов не является сложной, то при 

( )i j k k′= =  напрямую это сделать не удается 
вследствие наличия сингулярностей. Рассмотрим 
методы, позволяющие находить значения при 

.i j=  
 

2.1 Методы решения уравнений с сингу-
лярными ядрами 

Наиболее часто используемый метод удале-
ния сингулярности – это введение контрчлена 
(метод вычитания Ланде) [6], [9].  Данная проце-
дура  основана  на  интегральных  равенствах [6], 
[13]:  

( ) ( )
2

0 0
0 0

   0
2

dk Q y dk Q y
k

π∞ ∞

′= , = .∫ ∫    (2.7) 

Использование соотношений (2.7) приводит к 
модификации уравнения (1.9) (см. [6], [9]):  

[ ]{
}

2

02 0

1

( )
2

( ) ( ) ( ) ( ))

( ) ( )

l

l

kE k

Q y P y k k
k

w y k dk

ϕ
μ

σ ϕ ϕ
π

ϕ

∞

−

⎛ ⎞
− =⎜ ⎟

⎝ ⎠

′ ′= − −

′ ′ ′− +

∫

A

A A

A

 

( )
02 0

1
( ) ( ) ( ) ( )

2l
kQ y P y k k dk

k k
σ ϕ ϕ
π

∞ +⎡ ⎤
′ ′ ′+ − +⎢ ⎥′⎣ ⎦

∫ A A

A A
 

( ) 10
1 ( ) ( ) ( )

4 lk w y k k
k k

πσ αϕ ϕ
π

∞

− ′ ′+ + + −∫A AA A  

00
( ) ( ) ( ) ( )

( )
2

l
k kQ y P y k k dk
k k

k

α ϕ ϕ
π

απ ϕ

∞ ′⎡ ⎤′ ′− − +⎢ ⎥′⎣ ⎦

+ .

∫ A A

A

(2.8) 

Применение стандартных квадратурных 
формул для сведения уравнения (2.8) к задаче на 
собственные значения (2.6) приводит к тому, что 
для диагональных элементов матрицы ijH  син-
гулярности отсутствуют.  

Недостатком данной методики является не-
высокая, с точки зрения современных экспери-
ментальных требований, точность вычислений 
для кулоновского и линейного запирающего по-
тенциалов. Даже сложная модификация данной 
методики [6] не приводит к существенному рос-
ту точности.  

Другим методом решения, который заслу-
живает рассмотрения с нашей точки зрения, яв-
ляется полуспектральный метод Чебышева, 
предложенный в работе [14]. В этом подходе 
введены новые квадратурные формулы для инте-
гралов путем выделения сингулярной части и ее 
переноса в квадратурные коэффициенты. Данные 
квадратурные коэффициенты вычислялись ана-
литически с использованием интерполяции на 
основе полиномов Чебышева ( ).jT t  Кратко из-
ложим методику получения таких весовых мно-
жителей.  

Произвольная функция ( )f t  на интервале 
[ 1 1]− ,  может быть разложена по полиномам Че-
бышева 1-го рода ( ) :jT t  

'
1

1
( ) ( )

N

j j
j

f t c T t−
=

= ,∑                    (2.9) 

где jc  – спектральные коэффициенты  

1
1

2 ( ) ( )
N

j j j i
i

c T t f t
N −

=

= ,∑             (2.10) 

а it  – нули полиномов соответствующей степени. 
Штрих в формуле (2.9) здесь и далее озна-

чает, что первое слагаемое в сумме следует де-
лить на 2.  

Полином Чебышева 1-го рода степени N  
определяется формулой:  

( )( ) cos arccos( )NT t N t= .            (2.11) 
Функция NT  имеет N  нулей в интервале [ 1 1]− , , 
которые определяются аналитическим выраже-
нием  

[ ]cos ( 1 2) 1 2it i N i … Nπ= − / / , = , , , .   (2.12) 
Таким образом, для функции f(t) получаем:  
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1

1 1
1

( ) ( ) ( )

2( ) ( ) ( )

N

j j
j

N

j i j i
i

f t t f t

t T t T t
N

σ

σ

=

′
− −

=

= ,

= .

∑

∑
        (2.13) 

В случае, когда функция ( )f t  не имеет особен-
ностей, с помощью (2.13) легко вычислить инте-
грал по стандартной квадратурной формуле:  

1

11

( ) ( )
N

j j
j

f t dt w f t
=−

= ,∑∫             (2.14) 

где весовые коэффициенты jw  имеют вид:  
1 1

1 1
11 1

2( ) ( ) ( )
N

j j i j i
i

w t dt T t T t dt
N

σ ′
− −

=− −

= = .∑∫ ∫  (2.15) 

В случае интегралов с особенностями из 
подынтегральной функции выделим сингуляр-
ную при t z=  часть – ( )g t z, . Тогда для такого 
интеграла по аналогии с (2.14) и (2.15) можно 
записать, что  

1

11

( ) ( ) ( ) ( )
N

j j
j

I f t g t z dt w z f t
=−

= , = ,∑∫   (2.16) 

1

1
1

1 1
1 1

( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( )

j j

N

i j i
i

w z t g t z dt

T t T t g t z dt
N

σ
−

′
− −

= −

= , =

= , .

∫

∑ ∫
    (2.17) 

Таким образом, для нахождения весовых 
коэффициентов ( )jw z  в (2.17) необходимо вы-
числить аналитически интеграл:  

1

1

( ( )) ( ) ( )n nI g t z T t g t z dt
−

, = , .∫       (2.18) 

Посредством данной методики воспроизве-
дем результат работы [14] (см. формулы (47)–
(53) в [14]) для  

1( ) 1g t z z
t z

, = , | |≤ .
−

          (2.19) 

Тогда, используя (2.17), находим, что весовые 
коэффициенты определяются соотношением:  

1 1
1

2 1( ) ( )
N

C
j i j i

i

w z T t I
N t z

′
− −

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
∑    (2.20) 

с  
1

1

( )1 n
n

T tI dt
t z t z−

⎛ ⎞ = .⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ∫              (2.21) 

Преобразуем интеграл (2.21) посредством 
простого вычитания к виду  

1

1

( ) ( )1 1( ) ln
1

n n
n n

T t T z zI dt T z
t z t z z−

− −⎛ ⎞ = + .⎜ ⎟− − +⎝ ⎠ ∫  (2.22) 

Используя свойства полиномов Чебышева,  
1

1
0

( ) ( ) 2 ( ) ( )
n

n n
n k k

k

T t T z U z T t
t z

−
′

− −
=

−
=

− ∑    (2.23) 

и то, что  

( )( )
1 1

1

( 1) 1( )
1 1

n

nT t dt
n n

+

−

− −
=

− +∫           (2.24) 

получим  
1 1( ) ln ( )

1n n n
zI T z R z

t z z
−⎛ ⎞ = + ,⎜ ⎟− +⎝ ⎠

   (2.25) 

где  
11

1 2
0

( 1) 1( ) 2 ( )
1

in

n n i
i

R z U z
i

+−
′

− −
=

⎡ ⎤− −
= .⎢ ⎥−⎣ ⎦
∑   (2.26) 

Выражение (2.26), используемое в [14], яв-
ляется не очень удобным для программной реа-
лизации, поскольку случай 1i =  приходится вы-
числять отдельно. С помощью производящей 
функции для полиномов Чебышева можно полу-
чить более удобное соотношение для ( )nR z  в 
виде [15]:  

( ) 11

0

( 1) 1( ) 2 ( )
( )

n kn

n k
k

R z T z
n k

− +−
′

=

⎡ ⎤− +
= .⎢ ⎥−⎣ ⎦
∑     (2.27) 

Таким образом, окончательно для весовых коэф-
фициентов C

jw  имеем  

1 1
1

( 1 ) 12

0

2 1( ) ( ) ( ) ln
1

( 1) 12 ( ) .
( 1 )

N
C
j i j i

i

i ki

k
k

zw z T t T z
N z

T z
i k

′
− −

=

− − +−
′

=

⎧ −
= +⎨ +⎩

⎫⎡ ⎤− + ⎪+ ⎬⎢ ⎥− − ⎪⎣ ⎦⎭

∑

∑
 (2.28) 

Аналогичные вычисления в случае  
( ) ln 1g t z t z z, = − , | |≤            (2.29) 

приводят к формуле  
1

1 1
1 1

2( ) ( ) ( ) ln
N

Log
j i j i

i

w z T t T t t z dt
N

′
− −

= −

= − .∑ ∫  (2.30) 

Аналитический расчет коэффициентов 
( )Log

jw z  приводит к формулам (57), (58) и (60) 
работы [14], которые здесь не приводятся в силу 
громоздкости выражений.  

Решение уравнения (1.9) с кулоновским по-
тенциалом на основе (2.30) может быть проведе-
но с относительной ошибкой 12 1410 10δ − −÷∼ , в 
отличие от методики с контрчленом, где такая 
ошибка составляет 410−∼  [6], или c высокоточ-
ными весовыми коэффициентами – 710δ −∼  [16].  

Применение же данной методики для реше-
ния уравнения с линейным запирающим потен-
циалом (см. [12]) приводит к тому, что инте-
гральное уравнение сводится к интегро-
дифференциальному. Данная особенность при-
водит не только к усложнению вычислительной 
процедуры, но и к потере точности. Тогда отно-
сительные ошибки полуспектрального метода 
Чебышева и метода Ланде сравнимы и находятся 
в пределах 4 510 10 .δ − −÷∼   

 
2.2 Комбинированная методика решения 

уравнения 
Нами предложен новый способ для решения 

уравнения с линейным запирающим потенциа-
лом на основе сочетания полуспектрального ме-
тода Чебышева [14] и процедуры введения 
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контрчлена [6], [7]. При этом исходное инте-
гральное уравнение не сводится к интегро-
дифференциальному, а точность расчетов суще-
ственно возрастает.  

Использование методики введения в урав-
нение контрчленов приводит в случае запираю-
щего потенциала к интегралу вида (см. (1.8) и 
(2.8))  

1

2
1

( ) ( )
( )
t z dt
t z

ϕ ϕ

−

−
.

−∫ A A               (2.31) 

Далее, используя полуспектальный метод 
Чебышева для 2( ) 1 ( )g t z t z, = / −  (см. (2.16) 
(2.17)), приходим к новой квадратурной формуле  
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2
11

( ) ( ) ( ) ( )
( )

N
Lin
j j

j

t z dt z t
t z

ϕ ϕ ω ϕ
=−

−
=

− ∑∫ A A
A   (2.32) 

с весовыми коэффициентами  

1 1
1

2( ) ( ) ( )
N

Lin
j i j i

i

z T t X z
N

ω ′
− −

=

= ,∑    (2.33) 

где  
1

2
1

( ) ( )( )
( )

n n
n

T t T zX z dt
t z−

−
= .

−∫        (2.34) 

Найдем аналитическое выражение ( )Lin
j zω , 

выполняя операции, аналогичные тем, что при-
вели к соотношению (2.28). Используя соотно-
шение (2.23), имеем:  
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n n k

k

T tX z U z dt
t z
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′

− −
= −

= ,
−∑ ∫   (2.35) 

где входящий в выражение (2.35) интеграл уже 
известен. Посредством (2.25) и (2.27) получим, 
что  
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1
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1( ) 2 ( ) ( )ln ( )
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n

n n k k k
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zX z U z T z R z
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−
′

− −
=

⎧ − ⎫
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∑ (2.36) 

Для упрощения выражения (2.36) использу-
ем то, что  
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(2.37) 

и 0 ( ) 0.R z =  Тогда аналитическое выражение для 
( )nX z  приобретает вид:  

1

1 1
1

1( ) ( ) ln 4 ( ) ( )
1

n

n n n k k
k

zX z nU z U z R z
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−
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Таким образом, если для интегралов урав-
нения (1.9) с логарифмической сингулярностью 
используются квадратурная формула (2.30), а для 
слагаемых с полюсной сингулярностью – соот-
ношение (2.32), то уравнение остается инте-
гральным, в отличие от [12], а задача на собст-
венные значения не содержит громоздких сла-
гаемых, связанных с введением контрчленов.  

Применим нашу методику для решения 
уравнения в импульсном пространстве с кор-
нельским потенциалом (1.3). Поскольку даже в 
случае нерелятивистского уравнения нет точных 
решений, то для сравнения точности вычислений 
используем данные работы [17], где расчеты 
проделаны в координатном представлении.  

В таблице 1 дается сравнение результатов 
из [17] с нашими результатами, полученными с 
применением комбинированной методики. Вели-
чины, по которым проводится сравнение, связа-
ны с обычными параметрами уравнения (1.9) 
следующими соотношениями:  

1 1
2 3 3

2

4 2Eμ μλ α ε
σ σ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= , = .⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

Из таблицы 1 видно, что предлагаемая нами 
методика эффективна даже при малом числе N  
и с высокой точностью δ ∼ 10 11− ÷ 10 12−  воспро-
изводит результаты работы [17].  
 

3 Квантовые и релятивистские эффекты 
Применим разработанную нами методику 

для исследования некоторых эффектов, возни-
кающих в квантовых связанных системах. Для 
численных расчетов используем систему с рав-
ными массами 1 2 1 37m m= = ,  ГэВ (аналог кварк-
антикварковой cc – системы).  

 

 
Таблица 1 – Сравнение результатов численного решения уравнения Шре-

дингера с корнельским потенциалом в координатном и импульсном представле-
нии. Численный расчет в работе [17] проводился на сетке с числом узлов 
N = 300000. Также приводится оценка погрешности вычислений, выполненная 
авторами работы [17]. 

 

λ  N  (1 )sε  (метод этой работы) N  (1 )sε  [17] εΔ  
0,0 2,338 107 410 459 784 2,338 107 410 458 750 1,0E–12 
0,2 2,167 316 208 772 692 2,167 316 208 771 731 1,0E–12 
0,4 1,988 503 899 750 148 1,988 503 899 749 943 9,6E–13 
0,6 1,801 073 805 647 306 1,801 073 805 646 145 8,5E–13 
0,8 1,604 408 543 236 034 1,604 408 543 235 973 6,6E–13 
1,0 1,397 875 641 659 084 1,397 875 641 659 578 3,8E–13 
1,2 

10
0 

1,180 833 939 742 701 

30
0 

00
0 

1,180 833 939 744 863 2,1E–14 
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3.1 Релятивизация кинетической энергии 
Один из простейших релятивистских эф-

фектов можно оценить путем замены оператора 
кинетической энергии 2 2k μ/  на релятивистское 
выражение (1.10). Тогда получаем уравнение 
вида:  

2 2 2 2
1 2 1 2

2

0

( ) ( )

( ) ( ) ( )

k m k m m m k

V k k k k dk E k

ϕ

ϕ ϕ
∞

⎡ ⎤+ + + − + +⎣ ⎦

′ ′ ′ ′+ , = .∫

A

A A A

 (3.1) 

Сравнение численных расчетов энергии связи 
для нерелятивистского уравнения Шредингера 
(1.9) и его релятивистского обобщения уравне-
ния Томпсона (3.1) приведены в Таблице 2. 
 
 Таблица 2 – Сравнение результатов числен-
ного решения уравнения Томпсона (3.1) и 
уравнения Шредингера (1.9) с корнельским 
потенциалом в импульсном представлении. 
Число узлов в сетке N = 250. Массы кварков 

1 2 1,37  ГэВ.m m= =  Параметр 20,19  ГэВ .σ =  
 

α  N  (1 )E s   
Ур. Томпсона

(1 )E s   
Ур. Шредингера

E %δ ,

0,0000 0,679762395 0,695760875 2,30 
0,0932 0,625832014 0,644937788 2,96 
0,1864 0,568477222 0,591727825 3,93 
0,2796 0,507164386 0,535953430 5,37 
0,3728 0,441227549 0,477430886 7,58 
0,4661 0,369819564 0,415971985 11,10
0,5593 0,291837111 0,351385934 16,95
0,6525

25
0 

0,205800023 0,283481410 27,40
 

Анализ расчетных данных показывает, что 
абсолютная разница и процентный вклад между 
собственными значениями уравнений Томпсона 
и Шредингера растет с увеличением параметра 
кулоновской части потенциала .α  Отметим, что 
аналогичное поведение имеет место и при реше-
нии уравнений (1.1) и (3.1) вариационным мето-
дом, поскольку  

2
2 2

2
kk m m
m

+ < + .                  (3.2) 

 
3.2 Критическое значение параметра α 
В квантовых системах с кулоновским по-

тенциалом существует критическое значение 
параметра ,crα .  при котором энергетический 
спектр не имеет физических решений. Так, на-
пример, для уравнения Шредингера только с ку-
лоновским потенциалом, где известно точное 
решение, это значение может быть найдено ана-
литически.  

Для случая равных 1 2m m=  условие того, 
что энергия связи становится больше, чем сумма 
масс частиц, составляющих связанную систему, 
запишется в виде  

2

2 2 0
4
m m

n
α

− + = ,                     (3.3) 

откуда и находим  
22 2cr nα . = .                      (3.4) 

В работе [18] (см. также ссылки в [19]) было 
показано, что и релятивистское обобщение урав-
нения Шредингера – бесспиновое уравнение 
Солпитера будет также иметь критическое зна-
чение.  

Применяя разработанную методику числен-
ных расчетов, найдем crα .  для уравнения Шре-
дингера с корнельским потенциалом (1.9) и ис-
следуем зависимость критических значений от 
параметра запирания .σ  Отметим, что такие эф-
фекты ранее не исследовались. Результаты вы-
числений зависимости ( )cr crα α σ. .=  представле-
ны на рисунке 1. Область изменения 

20 1 1 ГэВσ = , ÷  выбрана таким образом, чтобы 
включить большинство кварковых моделей [10], 
[20], [21].  

 
Рисунок 1 – Зависимость критического значения 

critα  от параметра линейного запирания σ для 
уравнения Шредингера 

 

Для уравнения Шредингера с корнельским 
потенциалом возникает эффект «увеличения» 

critα  до значения в диапазоне 2 82 3,15,α, < <  
что, очевидно, связано с добавкой запирающего 
слагаемого  к кулоновскому потенциалу, вклад 
от которого необходимо «перекрыть», увеличи-
вая .α   

 
3.3 Коллапс волновых функций 
С существованием критических значений 

параметров потенциалов взаимодействия тесно 
связано явление, которое называют коллапсом 
волновых функций. При коллапсе волновые 
функции локализуются в области ,r  близкой к 
нулю, что, соответственно, в импульсном про-
странстве приводит равномерному распределе-
нию по .k   

На рисунке 2 представлены графики вол-
новых функций основного состояния для урав-
нения  Шредингера  с  корнельским потенциалом  
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Рисунок 2 – ВФ основного состояния для уравнения Шредингера с корнельским потенциалом 

 
( 20 19 ГэВσ = , ) для различных значений α  в 
координатном и импульсных представлениях. 
Легко заметить, что по мере приближения к кри-
тическому значению 2 92,α = ,  волновая функ-
ция (в координатном представлении) проявляет 
тенденцию к локализации в области 0.r ∼  
 

Заключение 
На основе нового прецизионного метода 

решения уравнений в импульсном представле-
нии с корнельским потенциалом исследован эф-
фект релятивизации кинетической энергии кван-
товой системы. Показано, что для полурелятиви-
стского варианта уравнения происходит умень-
шение энергии связи по сравнению с нереляти-
вистским.  

Найдено, что для основного состояния кри-
тические значения параметра кулоновской части 
корнельского потенциала critα  увеличиваются с 
ростом параметра запирания σ  (см. рисунок 1). 
Для этой системы исследовано поведение волно-
вых функций основного состояния близи крити-
ческих значений. Показано, что для критических 
значений critα  наступает явление коллапса ВФ.  
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УДК 677.633 

ЗАЩИТНЫЕ ЗОЛЬ-ГЕЛЬ ПОКРЫТИЯ С ГИДРОФОБНЫМИ СВОЙСТВАМИ 

В.В. Васькевич, В.Е. Гайшун, Д.Л. Коваленко, В.В. Сидский 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

PROTECTIVE SOL-GEL COATING WITH HYDROPHOBIC PROPERTIES 

V.V. Vaskevich, V.E. Gaishun, D.L. Kovalenko, V.V. Sidsky 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
В работе рассматривается возможность создания защитных SiO2 покрытий на основе золь-гель метода путем гидроли-
за металлоорганических соединений кремния в водно-спиртовой смеси. Исследуется реология приготовленных плен-
кообразующих растворов в зависимости от времени и условий хранения раствора. Описаны оптимальные параметры 
нанесения и термообработки для получения однородных покрытий. Исследуется механическая стойкость к истиранию 
как основной вид испытания покрытий на прочность и адгезию к поверхности подложки. Анализируются свойства 
гидрофобности полученных покрытий в зависимости от состава и температуры обработки. 
 
Ключевые слова: золь-гель технология, реология, термообработка, защитные покрытия, гидрофобные свойства. 
 
In the paper the authors consider the possibility of protective SiO2 coatings based on sol-gel method by hydrolysis of or-
ganometallic compounds of silicon in water-alcohol mixture. We study the rheology of film-forming solutions prepared accord-
ing to the time and storage conditions of the solution. We describe the optimal parameters of application and heat treatment to 
obtain homogeneous coatings. The mechanical resistance to abrasion as the main type of coatings tested for strength and adhe-
sion to the substrate surface is investigated. The authors give analysis of the properties of water repellency of coatings obtained 
depending on the composition and treatment  temperature. 
 
Keywords: sol-gel technology, rheology, heat treatment, protective coatings, hydrophobic properties. 

 
 

Введение  
Защитные покрытия являются самыми вос-

требованными покрытиями. В настоящее время 
существует широчайший выбор таких покрытий, 
получаемых вакуумными либо химическими ме-
тодами [1]–[5]. Золь-гель метод имеет преиму-
щества, так как он не требует энергоемкого, до-
рого оборудования, является гораздо более эко-
номичным и экологически чистым и позволяет 
получать материалы сложного химического со-
става и структуры, а также покрытия особой чис-
тоты с необходимыми свойствами. К основным 
характеристикам защитных покрытий можно 
отнести: адгезию, прочность, стойкость к агрес-
сивным средам, а также гидрофобность. Защит-
ные пленки, обладающие гидрофобными свойст-
вами, могут выступать в качестве антикоррози-
онных покрытий [6]–[8]. 

В данной работе рассматривается методика 
синтеза защитных SiO2 покрытий золь-гель ме-
тодом, исследуются механические и гидрофоб-
ные свойства полученных покрытий.   

1 Методика эксперимента 
Получение коллоидного раствора кремне-

вой кислоты основано на реакции гидролиза 
эфиров ортокремневой кислоты. Добавление к 
кремневым эфирам небольших количеств воды 
приводит к образованию поликремневых эфиров. 
В работе рассматривается синтез пленкообра-
зующих растворов из тетраэтилортосиликата 
(ТЭОС, Si(OC2H5)4) и метилтриэтоксисиалана 
(МТЭС, CH3Si(C2H5O)3). В исходном состоянии, 
а также в органических растворителях указанные 
соединения полимерных цепочек не образуют. 
Для золь-гель превращений необходимы молеку-
лы воды или неорганические соединения с OH-
группами, которые инициируют реакции гидро-
лиза и поликонденсации. В работе для проведе-
ния реакции гидролиза перечисленных выше 
кремниевых соединений использовали воду. Та-
ким образом при гидролизе происходит замеще-
ние алкильной группы OH-группой: 

 
2 5 2 5

2 5 3 2 5 2 5 2 2 5 3

2 5 2 5

C H O C H O
| | |

C H O C H O C H O 8 7C H OH
| | |

C H O C H O

OH

Si CH Si H O OH Si OH CH OH

OH

− − + − − + → − − + +  
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Образовавшиеся молекулы гидроксила кремния 
(Si(OH)4) взаимодействуют между собой, обра-
зуя цепочки, а из них затем и трехмерную сетча-
тую структуру посредством ≡Si-O-Si≡ связей. 
Гидролиз ведут в присутствии спирта. Следует, 
однако, учитывать то обстоятельство, что при 
длительном хранении таких растворов происхо-
дит полимеризация кремневой кислоты. 

Во время созревания золя происходит поли-
конденсация: 
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Эти превращения происходят при относи-
тельно низких температурах – около  20–250C. 
Структура  образующегося  коллоидного раство-
ра определяется типом и концентрацией катали-
затора, органическим растворителем и темпера-
турой проведения золь-гель перехода.  

В данной работе защитные покрытия были 
синтезированы по следующей схеме (рисунок 1). 

Пленкообразующий раствор был приготов-
лен следующим образом. Требуемое количество 
ТЭОСа смешивали с требуемым количеством 
МТЭСа, заливали этиловым спиртом и переме-
шивали. Затем добавляли дистиллированную 
воду и азотную кислоту. Известно, что непосред-
ственно после растворения ТЭОСа и МТЭСа в 
водно-спиртовой смеси раствор еще не является 
пленкообразующим. Свежеприготовленный рас-
твор, совершенно свободный от следов кислоты, 
при нанесении его на поверхность стекла испа-
ряется без всякого осадка. При смешивании всех 
исходных компонент происходило нагревание 
раствора до температуры ~ 400С. После заверше-
ния процесса гидролиза температура золя опус-
калась до комнатной. Для созревания раствора 

его выдерживали при температуре окружающей 
среды (22 ± 2)oС в течение 2–3 дней. Время со-
зревания раствора может быть сокращено введе-
нием в растворы катализаторов – незначитель-
ных добавок кислот. Наличие кислоты в растворе 
определяет не только скорость процесса созрева-
ния, но и качество получаемых пленок. В работе 
использовалось соотношение 65 моль МТЭС к 28 
молям ТЭОС. Именно такое соотношение позво-
ляет добиться необходимых гидрофобных 
свойств получаемых покрытий. В работе в каче-
стве катализатора была выбрана азотная кислота. 
Это обосновано тем, что срок созревания раство-
ров составляет 2–3 дня, а срок его хранения уве-
личивается до 8–10 месяцев. 

Нанесение золя на подложку возможно раз-
личными методами, такими как: метод окунания, 
метод аэрозольного распыления и метод центро-
бежного ускорения. Основными параметрами, по 
которым производится выбор метода нанесения, 
являются форма и размер подложки, на которой 
необходимо получить покрытие. Так как в дан-
ной работе образцы представляют собой метал-
лические квадратные подложки с длинной сто-
роны от 40 до 60 мм, был выбран центробежный 
метод  нанесения  покрытий. Этот метод являет-
ся оптимальным при получении покрытий на 
небольших подложках, так как обеспечивает ми-
нимальный  расход  пленкообразующего  рас-
твора и обеспечивает равномерную толщину по-
крытий.  

После нанесения золя на поверхность под-
ложек образцы были помещены в печь, где  были  
нагреты  до температуры от 100 до 8000С, затем 
извлекались и остывали на воздухе. Высокотем-
пературная обработка, после которой происходит 
полное уплотнение пленок, оказывает сущест-
венное влияние на структуру золь-гель пленок и 
их гидрофобные свойства. 
 

 

 
Рисунок 1 – Блок-схема синтеза защитных золь-гель покрытий 
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2 Исследование вязкости пленкообразую-
щих растворов  

Важной характеристикой, влияющей на ка-
чество получаемых золь-гель методом покрытий, 
является вязкость исходного пленкообразующего 
раствора. Большинство пленкообразующих рас-
творов с увеличением времени хранения стано-
вятся более вязкими, вследствие чего синтезиро-
ванные из них покрытия получаются более тол-
стыми и в процессе термообработки разрушают-
ся на поверхности подложки. Очень важной за-
дачей является синтез пленкообразующих рас-
творов, которые могли бы быть пригодными для 
получения покрытий в течение длительного вре-
мени. 

В данной работе проведены исследования 
динамической вязкости с помощью ротационно-
го вискозиметра «REOTEST 2.1» с использова-
нием цилиндрической системы в диапазоне ско-
ростей сдвига от 46,8 до 1312 с-1. Измерения про-
водили при температуре 200С.  

По результатам измерений динамической 
вязкости построили график зависимости эффек-
тивной динамической вязкости от времени хра-
нения золя (рисунок 2).  
 

 
Рисунок 2 – График зависимости эффективной 

динамической вязкости от времени 
хранения золя 

 
Проанализировав данный график, можно 

сделать вывод, что динамическая вязкость плен-
кообразующих растворов незначительно увели-
чивается с течением времени: от 5,2 мПа·с для 
свежего золя до 6,8 мПа·с для золя, хранившего-
ся более  130 суток. Притом это увеличение про-
исходит неравномерно. Стоит отметить, что но-
вый золь не изменяет своей вязкость в первые 10 
суток.   

Как известно, пленкообразующий раствор 
обладает способностью формировать прочные и 
однородные покрытия  только после определен-
ного времени выдержки. Это время зависит не-
посредственно от состава и соотношения компо-
нент. Оптимальным временем для синтеза по-
крытий можно считать 10 сутки после приготов-
ления нового золя. 

3 Исследование механической стойкости 
к истиранию 

Для определения механической прочности 
тонких защитных пленок чаще всего применяют 
склерометрический метод и метод истирания. 
Наиболее подходящим методом определения 
механической прочности защитных пленок явля-
ется метод, основанный на определении стойко-
сти пленок к истиранию. Это ближе к реальным 
условиям как изготовления разнообразных изде-
лий с тонкими покрытиями, так и их эксплуата-
ции. 

В данной работе механическая прочность 
полученных защитных покрытий может быть 
охарактеризована сопротивляемостью к истира-
нию. При этом пленка постепенно стирается, 
утончается и, наконец, снимается совсем. Если 
адгезия незначительная и плотность небольшая, 
то пленка снимается при малейшем прикоснове-
нии истирающего материала. 

Прочность покрытий определялась методом 
истирания резиновым наконечником, изготов-
ленным из пищевой резины средней плотности, 
через батистовую прокладку при следующих 
параметрах:  

– частота вращения, мин-1 – 100, 
– нагрузка на наконечник, г – 200, 
– расстояние от оси вращения, мм – 5. 
Ниже приводятся данные по механической 

стойкости покрытий к истиранию по описанной 
выше методике (таблица 1). Механическая стой-
кость определялась количеством циклов истира-
ния до момента полного удаления пленки с по-
верхности подложки, либо до 5000 циклов исти-
рания, что свидетельствует о высокой прочности 
полученного покрытия. 
  

Таблица 1 – Механическая стойкость пле-
нок к истиранию в зависимости от температуры 
обработки пленок 

№ 
образца

Температура
обработки,

0С 

Время тер-
мообработ-
ки, мин 

Механическая 
стойкость,  
циклы 

стирания 
1 100 5 570 
2 200 5 1400 
2 300  5 2700 
4 400  5 5000 
5 500  5 5000  
6 600 5 5000 
7 700 5 5000 
8 800 5 5000 

 

 По полученным результатам можно сделать 
вывод, что на прочность и адгезионные свойства 
покрытий существенное влияние оказывает тем-
пература термообработки. При температуре об-
работки до 2000С из покрытия происходит пол-
ное удаление адсорбированной воды, однако 
данной температуры недостаточно для полного 
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удаления органических остатков и растворителя, 
вследствие чего покрытие менее стойкое. При 
температуре обработки 3000С происходит окон-
чательный гидролиз и разложение промежуточ-
ных продуктов гидролиза и органических остат-
ков. При обработке выше 4000С происходит пол-
ная дегидратация и окончательное формирова-
ние оксида. Все покрытия, подвергнутые такой 
термообработке, прошли испытание и показали 
прочность выше 5000 циклов истирания. 

 
4 Исследование гидрофобных свойств 
Гидрофобные свойства покрытий характе-

ризуются энергией взаимодействия молекулы 
жидкости с приповерхностным слоем молекул 
твердого тела U12, которая рассчитывается по 
формуле: 

( )2 2
12 1 cos ,

2 A

qU
N
μ θ= ⋅ +  

где q2 – удельная теплота парообразования жид-
кости капли, μ2 – малярная масса жидкости кап-
ли, NA – постоянная Авогадро, θ – краевой угол. 

Так как q2,μ2 – это постоянные, зависящие 
только от рода жидкости, а NA – постоянная ве-
личина, то энергия взаимодействия U12 зависит 
от изменения краевого (контактного) угла распо-
ложенной на этом покрытии капли на границе 
раздела трех сред [9]–[10]. 

Краевой угол можно также непосредственно 
определить по методу «сидячей капли». То есть 
капля имеет сферическую форму, и краевой угол 
рассчитывается по формуле:  

,
2

htg
r

θ
=                             (4.1) 

где θ – краевой угол, h – высота капли, r – радиус 
капли. 

Выразим из формулы (4.1) краевой угол че-
рез высоту и радиус капли: 

2.harctg
r

θ ⎛ ⎞= ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

                       (4.2) 

Таким образом, для определения гидрофоб-
ных свойств на поверхности полученных покры-
тий с помощью дозатора осаждали каплю разме-
ром 0,5 мкл и делали снимок (рисунок 3).  

 
Рисунок 3 – Фотография капли воды  
на поверхности защитного покрытия, 
отожженного при температуре 5000С 

Полученную фотографию обрабатывали, 
рассчитывая отношение высоты капли к её ра-
диусу по формуле (4.2), находя краевой угол. 
Результаты расчета краевого угла представлены 
на графике (рисунок 4). 

 

 
Рисунок 4 – График зависимости краевого угла 

от температуры отжига 
 

Из графика видно, что краевой угол и, сле-
довательно, энергия взаимодействия зависит от 
температуры обработки. Максимальные гидро-
фобные свойства проявляют покрытия, термооб-
работанные при T = 4000С. При малых темпера-
турах обработки гидрофобные  свойства  хуже 
из-за присутствия в пленке органических остат-
ков и растворителя. А при больших температу-
рах происходит разглаживание  поверхности, в 
результате чего гидрофобные  свойства  прояв-
ляются в меньшей степени. 

 
Заключение 
Защитные покрытия, синтезированные золь-

гель методом, характеризуются высокой стойко-
стью и хорошей адгезией к металлическим, стек-
лянным и керамическим поверхностям. Полу-
ченные в ходе выполнения работы покрытия, 
прошедшие термообработку выше 4000С, отли-
чаются высокой стойкостью, более 5000 циклов 
истирания. Кроме того, установлено, что темпе-
ратура отжига влияет на гидрофобные свойства 
полученных покрытий. Отмечено, что макси-
мальные гидрофобные свойства проявляются у 
покрытий, которые термообработаны при темпе-
ратуре 4000С.  
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ЛАЗЕРНОЕ ВОЗБУЖДЕНИЕ ИМПУЛЬСОВ ПРОДОЛЬНЫХ И СДВИГОВЫХ 
УЛЬТРАЗВУКОВЫХ ВОЛН В ТВЕРДЫХ ТЕЛАХ В БЛИЖНЕЙ ЗОНЕ 
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LASER EXCITATION OF LONGITUDINAL AND SHEAR ULTRASOUND WAVES 

PULSES IN SOLID STATE BODIES IN A NEAR ZONE 

V.G. Gudelev1, G.V. Kulak2, A.G. Matveeva2, T.V. Nikolaenko2 
1B.I. Stepanov Institute of Physics NASB, Minsk 

2I.P. Shamyakin Mozyr State Pedagogical University, Mozyr 
 

Исследованы особенности оптико-акустического возбуждения акустических импульсов продольных и сдвиговых 
ультразвуковых волн в ближней зоне Френеля для дифракции на отверстии прямоугольной формы. Установлено неко-
торое увеличение амплитуды и уменьшение длительности акустического импульса при переходе из ближней зоны 
Френеля в дальнюю зону Фраунгофера. Показано, что при смещении от центра отверстия в зоне Френеля амплитуда 
акустического импульса уменьшается и длительность увеличивается; при переходе в область геометрической тени ам-
плитуда импульса значительно уменьшается. 
 
Ключевые слова: лазерное возбуждение, ультразвуковая волна, длительность и амплитуда импульса, зона дифракции, 
твердое тело. 
 
The pecularities of the optical-acoustical excitation of the acoustical pulse of longitudinal and shear ultrasonic waves for the 
near Fresnel zone and acoustical diffraction on the rectangular opening are investigated. Some enhancement of the acoustical 
pulse amplitude and reduction of the duration under transition from the nearest Fresnel zone to the far Fraunhofer zone are 
stated. It has been shown that under displacement from the center of the opening in the Fresnel zone the amplitude of acoustical 
pulse is reduced and duration is enhanced. The pulse amplitude is reduced significantly under transition to the geometrical 
shadow. 
 
Keywords: laser excitation, ultrasonic waves, duration and amplitude of pulse, diffraction zone, solid state body. 

 
 

Введение 
Среди источников ультразвука в твердых 

телах оптико-акустические имеют ряд преиму-
ществ: отсутствие контакта со средой, возмож-
ность лёгкого изменения геометрических пара-
метров оптико-акустической антенны и диапазо-
на излучаемых частот [1]. В работах [1], [2] для 
целей неразрушающего контроля теоретически и 
экспериментально исследовано оптико-акусти-
ческое возбуждение гиперзвука в режиме термо-
упругости и лазерного испарения для дальней 
зоны излучения (зона Фраунгофера). Показано, 
что наибольшие амплитуды смещений, генери-
руемые оптико-акустическим источником, дос-
тигаются в условиях лазерного испарения. В ус-
ловиях лазерного испарения происходит погло-
щение света в плазме и образование бегущей 
навстречу лазерному импульсу ударной звуковой 
волны, за фронтом которой образуется область 
повышенного давления, которая воздействует на 
поверхность металла. При этом величина им-
пульса силы на поверхность металла практиче-
ски не зависит от рода материала, а давление 
достигает ~ 100 МПа для длительности импульса 
τ  ~ 10 нс [3], [4]. В настоящей работе с исполь-
зованием   тензорной  функции  Грина   для  

уравнения Ламе исследовано оптико-акустичес-
кое возбуждение импульсов высокочастотных 
ультразвуковых (УЗ) волн в ближней и дальней 
зоне дифракции. 

 
1 Теоретические  результаты  и обсуж-

дение 
При падении на поверхность твердого тела 

светового импульса длительностью τ  возбужда-
ется УЗ излучение с шириной спектра ~ 1/τΔΩ  
и центральной частотой ( ) ,Ω ΔΩ << Ω  которая 
имеет порядок ~ 1 ГГц  при используемых дли-
тельностях световых импульсов. Для маски пря-
моугольной формы в области  

,a x a′− < <  b y b′− < <  
на поверхности твердого тела возникает равно-
мерно распределенный импульс давления .fp  
УЗ поле за областью воздействия является ре-
зультатом дифракции на прямоугольном отвер-
стии. Геометрическая схема возбуждения УЗ 
волны представлена на рисунке 1. 

Уравнение Ламе, описывающее возбужде-
ние монохроматической ультразвуковой волны 
за счет распределенной объемной силы ( '),f r  

ФИЗИКА
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действующей на поверхность твердого тела, 
имеет вид [5], [6]: 

( '),Lu f r rδ= − −    (1.1) 
где ( )xδ  – дельта-функция. Предполагается в 
дальнейшем, что в рамках линейной теории век-
тор УЗ смещений ~ exp( )u i t− Ω . Оператор L  – 
задаётся соотношением: 

2 ( )  ,L graddivμ λ μ ρ= Δ + + + Ω       (1.2) 
где ,  λ μ  – постоянные Ламе. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1 – Схема возбуждения гиперзвука 
полоской прямоугольной формы 

 
 Решение стационарного уравнения (1.1) с 
учетом (1.2) имеет вид [5], [6]: 

( ) (| ' |) ( ') ',j ij ju r G r r f r dr= −∫          (1.3) 

где ijG  – компоненты тензорной функции Грина 
(i, j=1÷3); 'r  – произвольные внешние парамет-
ры, связанные с объемом области лазерного воз-
действия на поверхность металла. 

Компоненты тензорной функции Грина за-
даются соотношениями: 

2
2

2

1 .
4

s l sik R ik R ik R

ij ij s
i j

e e eG k
R x x R R

δ
πρ

⎧ ⎫⎡ ⎤∂⎪ ⎪= − −⎨ ⎬⎢ ⎥Ω ∂ ∂⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
(1.4) 

Здесь введены обозначения: 

| ' |,  ,  ,l s
l s

R r r k k
υ υ
Ω Ω

= − = =  

где 2 , l s
λ μ μυ υ
ρ ρ
+

= =  – фазовые скорости 

продольной и сдвиговой УЗ волн (ρ – плотность 
материала звукопровода).  

При описании дифракции в ближней зоне в 
выражениях (1.3), (1.4) следует положить [7]: 

( ) ( )2 2

,
2

x x y y
R z

z
′ ′− + −

= +            (1.5) 

где ,  ' .x x z y y z′− << − <<  
 Обычно одна из сторон полоски возбужде-
ния значительно больше другой (например, 
b>>a), тогда возбуждается продольная УЗ волна 
с вектором смещений вблизи оси Z и сдвиговая 
волна, поляризованная под малым углом к оси X. 
Подставив  выражение  (1.5) в (1.3) и (1.4)  и  

выполнив  интегрирование  по области отвер-
стия, получим приближенное выражение для 
частотного спектра амплитуд смещений акусти-
ческого импульса продольной (Ul) и сдвиговой 
(Us) составляющей  в зоне дифракции Френеля  
вида: 

( ) ( ){ , ,
, 2 22

, ,

( , , , )  
4  

f l s l s
l s

l s l s

p
U x y z C u iS u

kπρ υ
⎡ ⎤Ω = − −⎣ ⎦  

( ) ( ) }, ,
1 1  l s l sC u iS u⎡ ⎤− − ⋅⎣ ⎦               (1.6) 

( ) ( ){ ( ) ( ) }, , , ,
2 2 1 1 ,l s l s l s l sC iS C iSυ υ υ υ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

где  

,,
1,2 ,

2 2
l sl s k au x
z
⎛ ⎞= ±⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ,,
1,2 ,

2 2
l sl s k by
z

υ ⎛ ⎞= ±⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

причем ( ),C t  ( )S t  – косинус- и синус- интегра-

лы Френеля; ,
,

,l s
l s

k
υ
Ω

=  где ,l sυ  – фазовая ско-

рость продольной (сдвиговой) УЗ волны. Точное 
решение задачи Ламе о возбуждении акустиче-
ских волн с поверхности твердого тела в инте-
гральной форме приведено в работе [8]. Однако 
исследование возбуждения акустических им-
пульсов на их основе сопряжено с большими 
вычислительными трудностями. 

Временная форма акустического импульса 
дается соотношением [1], [2]: 

,
, , ,( ) ( ) ( ) ,l si t

l s l s l sU t U F e d
+∞

− Ω

−∞

= Ω Ω Ω∫       (1.7) 

где ,
,

;l s
l s

zt t
υ

= −  
2 2

( ) exp
4

a
aF ττ π

⎛ ⎞− Ω
Ω = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 – 

частотный спектр акустического импульса в на-
правлении оси Z. Длительность акустического 
импульса τа определяется особенностями погло-
щения энергии светового импульса поверхно-
стью металла. 
 Поток мощности УЗ волны распределяется 
в пространстве и во времени сложным образом и 
рассчитывается по формулам:  

2 2
, , ,

1 ( , , , ).
2l s l s l sP U x y z tρυ= Ω  

Будем исследовать амплитуду смещения про-
дольной УЗ волны, нормированную на ее макси-

мальное значение, то есть 
max

.l
l

l

U
U

η =  

Исследована зависимость от времени нор-
мированной амплитуды ηl акустического им-
пульса в ближней зоне дифракции, когда вели-
чина «волнового размера» отверстия 

1,aa
z

= >>
Λ

 и в  дальней  зоне,  когда  1a <<   

(а – ширина  области  лазерного  воздействия,  
Λ  – длина  УЗ  волны, z – расстояние до источ-
ника  вглубь  материала)  [9].  Ранее показано [2], 
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что  распределение  звукового поля в окрестно-
сти отверстия является неоднородным. При 
уменьшении параметра a  (увеличении z) в цен-
тральной области отверстия появляется макси-
мум интенсивности звука, а боковые максимумы 
интенсивности уменьшаются. Это означает пере-
ход из ближней зоны дифракции (зона Френеля) 
в область дальнего поля (зона Фраунгофера). 

Подставив выражения (1.6) в (1.7) и выпол-
нив интегрирование численными методами, по-
лучим временную форму акустического импуль-
са продольной (ηl) ультразвуковой волны. При 
численных расчетах применялся алгоритм быст-
рого преобразования Фурье и метод сплайн-
интерполяции.  

 
2 Результаты расчетов 

 Численные расчеты проводились для про-
дольной УЗ волны и материала, выполненного из 
стали (Fe). При этом полагалось рf = 10 МПа, 
ρ=7800 кг/м3, υl=5100 м/c, τa=10-6 с. 
 
а) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

\\ 
 

 
б) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 2 – Зависимость нормированной  

амплитуды смещения продольных УЗ волн ηl  
от времени lt  для больших (а) и малых (б)  

волновых размеров при различных  
координатах x: 1 – 0; 2 – 0,1; 3 – 0,3; 4 – 0,5 см 
(υl=5100 м/с, а=0,1 см, рf=10 МПа, τa=10-6 с, 

а = 560 (а), а = 0,56 (б)). 
 
 На рисунке 2 представлена форма нормиро-
ванной амплитуды акустического импульса ηl 

продольных УЗ волн для падающего гауссового 
светового импульса длительностью τ=10-9 с. При 
этом световой импульс преобразуется в акусти-
ческий импульс меньшей длительности, распро-
страняющийся в том же направлении [1], [4]. 
Полагалось, что область лазерного возбуждения 
имеет форму узкой щели. Тогда в выражении 
(1.6) можно использовать лишь второй сомножи-
тель, а третий опустить. В таком случае дифрак-
ция ультразвука происходит в плоскости XZ. Из 
рисунка следует, что длительность акустическо-
го импульса при переходе из зоны Френеля (а) в 
зону Фраунгофера (б) уменьшается. Следует от-
метить, что при смещении области наблюдения 
вдоль оси X (в пределах отверстия) амплитуда 
импульса в зоне Френеля несколько уменьшает-
ся, а в зоне Фраунгофера увеличивается; дли-
тельность импульса в зоне Френеля увеличивает-
ся, а в зоне Фраунгофера остается практически 
неизменной. При смещении в область геометри-
ческой «тени» амплитуда импульса для любых 
волновых размеров значительно уменьшается. Из 
выражений (1.6), (1.7) следует, что особенности 
возбуждения импульсов сдвиговых УЗ волн ка-
чественно не отличаются от случая возбуждения 
продольных УЗ волн. 
 
 Заключение 

Показано, что при смещении области на-
блюдения вдоль оси X (в пределах отверстия) 
амплитуда импульса в зоне Френеля несколько 
уменьшается, а в зоне Фраунгофера – увеличива-
ется; длительность импульса в зоне Френеля 
увеличивается, а в зоне Фраунгофера остается 
практически неизменной. При смещении в об-
ласть геометрической тени за отверстием ампли-
туда импульса для любых волновых размеров 
значительно уменьшается. Полученные резуль-
таты показывают, что изучение формы акустиче-
ского импульса позволяет выполнить оптико-
акустическое диагностирование твердых тел, 
включая металлы, в ближней и дальней зоне ди-
фракции. 
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ПОЛУЧЕНИЕ ГЕТЕРОСТРУКТУР SIO2/ZnO/Si ЗОЛЬ-ГЕЛЬ МЕТОДОМ 
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SYNTHESIS OF HETEROSTRUCTURES SIO2/ZnO/Si BY SOL-GEL METHOD 

V.V. Malyutina-Bronskaya1, A.M. Polikanin1, V.B. Zalesskiy2,  
A.V. Semchenko2, V.V. Sidsky2, V.E. Gayshun2 
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В работе рассматривается анализ вольт-амперных, вольт-фарадных характеристик структур SiO2/ZnO/Si, полученных 
золь-гель методом с использованием различных исходных веществ, таких как нитрат цинка, хлорид цинка и ацетат 
цинка. Рассчитана плотность дефектов на границе раздела ZnO/Si с использованием Мотт–Шоттки зависимостей 
С2(U). Определен основной механизм проводимости – токи, ограниченные пространственным зарядом. Показано, что 
пленки, полученные с использованием ацетата цинка, обладают фоточувствительностью. 
 
Ключевые слова: золь-гель, ZnO,вольт-фарадные характеристики, вольт-амперные характеристики. 
 
The analysis of voltage-current and voltage-farad characteristic of SiO2/ZnO/Si-structures are described. SiO2/ZnO/Si-
structures are synthesized by sol-gel metrod with using of zinc nitrate, chloride and acetate as initials. The defects density on 
the ZnO/Si boundary by Mott-Shottky relationship С2(U) is calculated. The main conductivity mechanism (space-charge limi-
ted current) is determined. It is shown that sol-gel films synthesized from zinc acetate have good photosensitivity. 
 
Keywords: sol-gel, ZnO, voltage-current and voltage-farad characteristic. 

 
 

Введение  
Оксид цинка (ZnO) привлекает пристальное 

внимание исследователей из-за своих уникаль-
ных свойств и разнообразных возможностей 
применений в электронике – в излучателях света 
в ультрафиолетовом диапазоне, пьезоэлектриче-
ских устройствах, химических сенсорах и спин-
тронике [1], [2]. Благодаря некоторым достоин-
ствам этого широкозонного полупроводника 
(Eg = 3.4 эВ при Т = 300К) имеются перспективы 
его использования в оптоэлектронике, фотопре-
образователях и т. п. Особый интерес вызывает 
также решение проблем интеграции ZnO с Si, что 
может открыть возможности реального совме-
щения уникальных функциональных способно-
стей этих материалов и кремниевой технологии.  

Для получения оксида цинка используются 
различные методы: молекулярно-лучевая эпи-
таксия, осаждение из газовой фазы, импульсное 
лазерное напыление, электрохимическое осаж-
дение [3]–[10]. Золь-гель метод имеет преимуще-
ства перед другими способами получения пленок 
ZnO, так как он простой и используется недоро-
гостоящее оборудование. 

В настоящей работе исследуются свойства 
SiO2/ZnO пленок в зависимости от использова-
ния различных исходных веществ для их полу-
чения золь-гель методом.  

 

1 Методика эксперимента 
В данной работе пленки ZnO на кремнии 

были синтезированы по следующей схеме. Хло-
рид цинка (образец № 1) или нитрат цинка (обра-
зец № 2) вводились в исходный золь, синтезиро-
ванный из следующих исходных веществ: тетра-
этилортосиликат, этиловый спирт, дистиллиро-
ванная вода и соляная кислота. Образец № 3 был 
синтезирован с использованием ацетата цинка по 
схеме, представленной на рисунке 1.  

 
Рисунок 1 – Блок-схема синтеза плёнки,  

содержащей ZnO  
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Получение гетероструктур SIO2/ZnO/Si золь-гель методом 
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После завершения процесса гидролиза тем-
пература золя опускалась до комнатной темпера-
туры. Для созревания раствора его выдерживали 
при температуре окружающей среды (20–250С) в 
течение 3–5 дней. Золь наносился на пластину 
монокристаллического кремния методом цен-
трифугирования со скоростью 2000 об/мин. По-
сле нанесения золя пластины прошли ступенча-
тую термообработку при 100°С в течение 10 ми-
нут, а затем отжиг в атмосфере кислорода при 
температуре 400°С в течение 20 минут. В ходе 
термообработки происходит испарение раство-
рителя и усиление поликонденсационных про-
цессов, образование пространственной структу-
ры кремнийорганического полимера. Измерения 
вольт-фарадных характеристик (ВФХ) при час-
тотах 1 кГц, 100 кГц и 1 МГц, а также вольт-
амперных характеристик (ВАХ) производились 
на измерителе иммитанса Е7-20 при комнатной 
температуре с использованием ртутного зонда. 
Измерения ВАХ и ВАХ для образца № 3 прово-
дились как в темноте, так и при освещении лам-
пой накаливания. 

2 Результаты и их обсуждение 
 На рисунках 2, 3 и 4 представлены ВФХ и 
ВАХ структур SiO2/ZnO/Si, полученных с ис-
пользованием хлорида цинка, нитрата цинка и 
ацетата цинка, соответственно. Типичные ВФХ 
структур SiO2/ZnO/Si представляют собой кри-
вые, характерные для высокочастотных ВФХ 
классических МДП-структур с рядом особенно-
стей: емкость обогащения зависит от частоты 
тестового сигнала; на всех зависимостях в об-
ласти модуляции емкости наблюдается особен-
ность в виде максимума, величина этого мак-
симума зависит от частоты тестового сигнала. 
 Значительный вклад в электропроводность 
вносит поверхностная и межзеренная электро-
проводность, а так же дефектность кристалличе-
ской решетки. Поэтому электропроводность ок-
сидов металлов является структурно-чувстви-
тельным свойством. Все это приводит к размы-
тию уровня прилипания (если он один) или к 
наличию различных групп уровней прилипания с 
размытым спектром по энергии. Поэтому прояв-
ление  этого  максимума в области обеднения мы 
связываем  с  всей  совокупностью  глубоких 
центров.  
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Рисунок 2 – ВАХ и ВФХ структур SiO2/ZnO/Si, полученных с использованием хлорида цинка  
(образец № 1) 
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Рисунок 3 – ВАХ и ВФХ структур SiO2/ZnO/Si, полученных с использованием нитрата цинка  
(образец № 2) 
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Рисунок 4 – ВФХ и ВАХ SiO2/ZnO/Si, полученных с использованием  
ацетата цинка (образец № 3) 

 
Изменение частоты тестирующего сигнала 

приводит к смещению ВФХ, что может быть 
вызвано влиянием образования на границе раз-
дела ZnO/Si высокоомного слоя, обусловленно-
го избыточной концентрацией цинка. 
 Для расчета концентрации примеси в по-
лупроводнике можно воспользоваться зависи-
мостью ( )2C f U− =  измеренных на частоте 1 
МГц (рисунок 5) [11]. В этих координатах зави-
симости должны быть прямыми линиями. Тогда 
по тангенсу угла наклона прямых линий опре-
деляется концентрация примеси:  
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Рисунок 5 – ВФХ ZnO/Si, измеренные 
при частоте тестового сигнала f=1МГц 

 
Потенциальный барьер перехода опреде-

ляется путем пересечения зависимости 
( )2C f U− =  с осью напряжений. Для исследуе-

мых структур были получены следующие зна-
чения потенциального барьера перехода и кон-
центрации донорной примеси: Ud=1.7 эВ и 
Ni=1,2⋅1015 см-3 для образца № 1, Ud=1.05 эВ и 
Ni=1,5⋅1015 см-3 для образца № 2 и Ud= 0,64 эВ и 
Ni=8,2⋅1016 см-3  для  образца № 3.  Значения, 

полученные для потенциального барьера, боль-
ше работы выхода между Si и ZnO (0, 45 эВ).  

Из соотношения  
2 2

0

,
8

s

i

e NUd
Nεε

=  

используя полученные данные, можно посчи-
тать плотность поверхностных состояний [11]. 
Плотность поверхностных соcтояний составила 
1,2⋅1013 см-2, 9,5⋅1014 см-2 и 3,2⋅1012 см-2 для об-
разца № 1, образца № 2 и образца № 3 соответ-
ственно. 

С целью исследования механизмов проте-
кания тока в структуре измерялись ВАХ, пред-
ставленные на рисунках 1–3. Из полученных 
данных фоточувcтвительностью как при пря-
мом, так и при обратном смещении обладает 
только образец № 3, полученный с использова-
нием ацетата цинка. Из ВАХ, представленных в 
логарифмических координатах (рисунок 6), сле-
дует, что как прямые, так и обратные ветви 
имеют линейные участки, а также наблюдается 
зависимость I~U n, где n меняется в достаточно 
широких пределах. Такое поведение может быть 
объяснено теорией ТОПЗ (токами, ограничен-
ными пространственным зарядом) при наличии 
уровней прилипания. 

Кроме того, для образца № 3 на стекле был 
измерен спектр пропускания в спектральном 
диапазоне от 325 нм до 1000 нм, показанный на 
рисунке 7. Как можно видеть из рисунка, полу-
ченные пленки пропускаю свет на уровне 80% в 
достаточно широком диапазоне. Основное по-
глощение происходит в коротковолновой облас-
ти, что характерно для пленок ZnO. Наблюдение 
оптической интерференции на кривой пропус-
кания свидетельствует об однородности полу-
ченной пленки. 

 
Заключение 
Таким образом, структуры ZnО/Si, синте-

зированные золь-гель  методом, характеризуют-
ся наличием потенциального барьера. 
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Рисунок 6 – Прямые ветви ВАХ структур ZnO/Si 
 

Изменение состава золя при получении пленок 
влияет на изменение электрических параметров 
структуры, таких как высота потенциального 
барьера и плотность поверхностных состояний. 
Для исследуемых структур были получены сле-
дующие значения потенциального барьера пере-
хода: Ud=1.7 эВ, Ud=1.05 эВ и Ud= 0,64 эВ для 
пленок, полученных с использованием хлорида 
цинка, нитрата цинка и ацетата цинка, соответст-
венно. Значения, полученные для потенциально-
го барьера, больше работы выхода между Si и 
ZnO (0, 45 эВ). Установлено, что основным ме-
ханизмом проводимости исследованных струк-
тур являются токи, ограниченные пространст-
венным зарядом. Пленки, полученные с исполь-
зованием ацетата цинка, проявляют фоточувст-
вительные свойства и обладают хорошим про-
пусканием в широком спектральном диапозоне. 
Итак, пленки ZnО/Si, синтезированные золь-гель 
методом с использованием ацетата цинка в каче-
стве исходного компонента, имеют перспективу 
использования в оптоэлектронике. 
 

 
Рисунок 7 – Спектр пропускания пленок 

SiO2/ZnO на стекле 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ И ИССЛЕДОВАНИЕ ИСКУССТВЕННЫХ 
АНИЗОТРОПНЫХ СТРУКТУР С БОЛЬШОЙ КИРАЛЬНОСТЬЮ 

В СВЧ ДИАПАЗОНЕ 
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Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

SIMULATION AND INVESTIGATION OF ARTIFICIAL ANISOTROPIC 
STRUCTURES WITH HIGH CHIRALITY IN THE MICROWAVE RANGE 

A.L. Samofalov, I.V. Semchenko, S.A. Khakhomov 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
В СВЧ диапазоне проведено моделирование киральных свойств образца искусственной среды, состоящей из медных 
спиралей. Сравнение рассчитанных значений угла поворота плоскости поляризации волны, прошедшей через искусст-
венную структуру, с экспериментальными результатами позволило сделать вывод, что предложенная модель качест-
венно описывает свойства искусственной структуры с большой киральностью в СВЧ диапазоне. 
 
Ключевые слова: композитные среды, киральность, спиральный элемент, поворот плоскости поляризации. 
 
The simulation of chiral properties of a sample of the artificial medium consisting of copper helices in the microwave range has 
been carried out.  Comparison of calculated values of the angle of rotation of the polarization plane of the wave transmitted 
through artificial structure with the experimental results led to the conclusion that the proposed model qualitatively describes 
the properties of the artificial structure with a high chirality in the microwave range. 
 
Keywords: composite media, chirality, helical element, the plane of polarization. 

 
 

Введение 
В работе [1] на примере образца, разрабо-

танного авторским коллективом из Института 
физики полупроводников Сибирского отделения 
РАН, проведено численное моделирование ки-
ральных свойств искусственной анизотропной 
структуры, образованной микроспиралями с уг-
лом подъема 530, формируемыми из напряжен-
ных нанопленок [2]–[4]. Показано, что такая ис-
кусственная периодическая структура может 
проявлять значительные киральные свойства в 
терагерцевом диапазоне частот электромагнит-
ного поля. Получены аналитические выражения 
для диэлектрической, магнитной и киральной 
восприимчивостей структуры при условии силь-
ных гиротропных свойств. Проведено сравнение 
теоретических  и экспериментальных результа-
тов. В итоге сделан вывод, что предложенная 
модель удовлетворительно описывает свойства 
искусственной структуры с большой кирально-
стью в ТГц диапазоне.  

В предлагаемой статье показана возмож-
ность использования данного метода расчета 
применительно к искусственным материалам в 
СВЧ диапазоне, что позволяет определить ряд 
физических параметров этих материалов. 

 
1 Моделирование 
Используя  аналитическое выражение для 

киральной  восприимчивости  из  статьи [1],  
проведем  моделирование  в СВЧ  диапазоне  

киральных  свойств  образцов искусственной 
среды, состоящей из медных спиралей с пара-
метрами: 

1) Nв = 1, r = 6.5⋅10-3 м, α = 350, L = 0.05 м, 
Н  = 0.0288 м, d = 9⋅10-4 м;  

2) Nв = 1, r = 4.7⋅10-3 м, α = 530, L = 0.05 м, 
Н = 0.04 м, d = 9⋅10-4 м, 
где Nв – число витков спирали, r – радиус витка, 
α − угол подъема спирали относительно плоско-
сти, перпендикулярной оси спирали, L – длина 
медной проволоки (соответствует условию глав-
ного частотного резонанса), Н – высота спирали 
(в данном случае она равна шагу спирали), d – 
диаметр медной проволоки. 

Количество спиралей в образцах, толщина и 
длина проволоки, из которой изготовлены спира-
ли, в обоих случаях одинаковы, при этом спира-
ли  с  углом  подъема  α = 350  являются  лево-
сторонними,  а  спирали с α = 530 – правосторон-
ними. Фотографии изготовленных эксперимен-
тальных образцов двумерных решеток приведе-
ны на рисунках 1–2. 

Параметры спирали в образце 1 получены 
на основании модели молекулярной оптической 
активности. Нами была проведена аналогия ме-
жду спиралевидной молекулой и металлической 
спиралью и использован метод электродинами-
ческого подобия. При этом не учитывалась воз-
можная зависимость входного сопротивления 
металлической спирали от угла подъема. 
 

ФИЗИКА
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Рисунок 1 – Искусственный образец,  

содержащий левосторонние одновитковые  
спирали с углом подъема 350 

 

 
Рисунок 2 – Искусственный образец,  

содержащий правосторонние одновитковые  
спирали с углом подъема 530 

 
Угол подъема спирали в образце 2 равен 53 

градусам, он получен исходя из аналитической 
модели, приведенной в работе [5]. На основе 
этой модели рассчитан оптимальный угол подъ-
ема спирали, который гарантирует максималь-
ные значения угла поворота плоскости поляри-
зации. Расчет показал, что для одновитковой 
спирали оптимальный угол подъема составляет 
53 градуса. В работе [5] использована формула 
для входного сопротивления канонической спи-
рали, состоящей из плоского кругового витка и 
двух прямолинейных проводников. Варьирова-
лось соотношение между радиусом витка и дли-
ной плеч канонической спирали. Тем самым, 
зависимость входного сопротивления реальной 
спирали от угла ее подъема учтена в работе [5] 
приближенным образом.  

Зависимость параметра киральности κ′  от 
частоты для среды с сильными киральными 
свойствами с учетом его частотной дисперсии 
имеет вид [1]:  
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где e – заряд электрона, me – масса электрона, r – 
радиус спирали, q  – удельное кручение спирали, 
ω – частота падающего излучения, ρ – удельное 
сопротивление металла, 0N – объемная концен-
трация электронов проводимости в металле, sN – 
доля скин-слоя в объеме спирали, 0r  – радиус 
проволоки, hN  – концентрация спиралей, hV  – 
объем проволоки, из которой изготовлена одна 
спираль, τ  – коэффициент ослабления поля 
внутри металла, прS  – площадь сечения провод-
ника, α – угол подъема спирали. meα  – магнито-
электрическая  восприимчивость,  используемая 
в материальных уравнениях для отдельной спи-
рали: 

0 0 0 ,ee emjε α ε μ α= −p E H  

0

0

.mm mej εα α
μ

= +m H E  

Здесь eeα  и mmα  – тензоры диэлектрической 
и магнитной восприимчивости, T

em meα α=  – псев-
дотензор, характеризующий киральные свойства 
спирали, символ T  означает транспонирование, 

0ε  и 0μ  – электрическая и магнитная постоян-
ные. При записи этих выражений полагается, что 
электрическое и магнитное поле являются моно-
хроматическими, и их зависимость от времени 
описывается функцией exp(jωt), как принято в 
радиофизике [1]. 

В нашем случае удельное сопротивление 
меди ρ = 1.673·10-8 Ом·м [6], объемная концен-
трация электронов проводимости в меди опреде-
лялась как N0 = ρмNA/M, где ρм = 8920 кг/м3 – 
плотность меди [6], NA – число Авогадро, M – 
молярная масса меди. 

Как следует из дисперсионных соотноше-
ний Крамерса – Кронига [7], в окрестности резо-
нансной частоты действительная и мнимая части 
магнитоэлектрической восприимчивости спира-
ли αme являются величинами одного порядка. 
Следовательно, коэффициент ослабления элек-
тромагнитного поля внутри металлической спи-
рали τ  имеет одинаково значимые действитель-
ную и мнимую части. Одной из задач данного 
исследования является определение коэффици-
ента ,τ  который связан с входным сопротивле-
нием спирали. Сравнение экспериментальных 
данных  и   результатов  моделирования  (рису-
нок 3) позволяет  найти  значение  комплексной 
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величины τ  отдельной спирали и значение ки-
рального параметра αme для всего образца: 

1) образец, содержащий левосторонние од-
новитковые спирали с углом подъема 350 – 

5 55.105 10 2.552 10 , 1.1 2.2;mej jτ α− −= ⋅ + ⋅ ⋅ = − + ⋅  
2) образец, содержащий правосторонние 

одновитковые  спирали   с  углом  подъема  530 – 
5 512.48 10 2.495 10 , 1.1 5.5.mej jτ α− −= ⋅ + ⋅ ⋅ = − ⋅  

При этом доля скин-слоя в объеме спирали 
на резонансной частоте (3 ГГц) составляет 

54.754 10 .sN −= ⋅  
Если скин-эффект является ярко выра-

женным и толщина скин-слоя значительно усту-
пает линейным размерам сечения проводника, то 
поверхность проводника можно рассматривать 
как плоскую [7]. В этом случае для коэффициен-
та τ  справедливо следующее выражение [1]: 

0(1 ) 2 .jτ ε ρω= +  
В этом случае численное значение коэффициента 
τ   для  обоих образцов на резонансной частоте 
(3 ГГц) составляет 7.471·10-5+j·7.471·10-5. 

Определение данных параметров необходи-
мо для проведения дальнейших исследований по 
созданию безотражательных покрытий, а также 
метаматериалов с отрицательным преломлением 
электромагнитных волн на основе спиральных 
элементов.  

Используя значение комплексного пара-
метра  киральности κ', можно определить час-
тотную зависимость угла поворота плоскости 

поляризации волны, прошедшей через структуру, 
для наблюдателя, смотрящего навстречу волне:  

0
1 Re( ) ,
2

z
c
ωϕ κ′=  

где z0 – толщина структуры  (в нашем  случае  
z0 = 2r), Re(κ') – действительная часть комп-
лексного параметра киральности [1]. 

Множитель 1
2

 в данной формуле учитывает 

анизотропные свойства исследуемой искусст-
венной структуры, в которой все спирали ориен-
тированы вдоль одной оси. При этом киральные 
свойства структуры характеризуются тензором 

,ijκ′  все компоненты которого равны нулю, кро-
ме компоненты 11.κ′  

Полученная аналитически частотная зависи-
мость угла поворота плоскости поляризации 
волны, прошедшей через искусственную струк-
туру, показана на рисунке 3 штриховой кривой. 

Если структура образована спиралями с ле-
восторонним кручением (q < 0), то для частот, 
более низких по отношению к резонансной, по-
лучаем Re(κ') < 0 и φ < 0. Таким образом, для 
этих частот имеет место поворот плоскости по-
ляризации волны против часовой стрелки, если 
смотреть навстречу волне. 

Сравнение экспериментальных графиков и 
результата моделирования  зависимости угла 
поворота плоскости поляризации СВЧ волны при 
ее взаимодействии с образцами искусственной 
анизотропной двумерной решетки, состоящей из 
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Рисунок 3 − Сравнение результатов экспериментального исследования и математического 
моделирования. Сплошной кривой показана экспериментальная зависимость угла поворота 

плоскости поляризации от частоты, штриховой − результат моделирования;  
значком o обозначены кривые, относящиеся к образцу, состоящему из спиралей  

с углом подъема 350, значком Δ − к образцу, состоящему из спиралей с углом подъема 530 
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одновитковых металлических спиральных эле-
ментов с углом подъема 350 и 530, позволяет сде-
лать вывод, что предложенная модель качест-
венно описывает свойства искусственной струк-
туры с большой киральностью в СВЧ диапазоне. 
Направление поворота плоскости поляризации 
волны, рассчитанное на основании предложен-
ной модели, соответствует направлению поворо-
та,  наблюдаемому во время эксперимента (рису-
нок 3). Полученное теоретически значение час-
тоты, соответствующее изменению направления 
вращения плоскости поляризации на противопо-
ложное, совпадает, в пределах погрешности из-
мерения, с экспериментальным результатом. 

 
Заключение 
На основе аналитического выражения для 

киральной восприимчивости, полученного ранее 
и апробированного в терагерцевом диапазоне 
частот [1], проведено моделирование киральных 
свойств изготовленных образцов искусственной 
структуры в СВЧ диапазоне. Из сравнения экс-
периментальных данных и результатов модели-
рования найдены значения коэффициента ослаб-
ления поля внутри отдельной металлической 
спирали и значение кирального параметра αme 
этой спирали, а также действительной части ки-
рального параметра κ′  всего образца. Показано, 
что предложенная модель качественно описыва-
ет свойства искусственной структуры с большой 
киральностью в СВЧ диапазоне. 
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КИНЕТИЧЕСКИЕ ОСОБЕННОСТИ ДИСПЕРГИРОВАНИЯ 
КРЕМНИЙОРГАНИЧЕСКИХ СОЕДИНЕНИЙ В ВАКУУМЕ 

И МОЛЕКУЛЯРНАЯ СТРУКТУРА ПОКРЫТИЙ, ОСАЖДЕННЫХ 
ИЗ ЛЕТУЧИХ ПРОДУКТОВ ДИСПЕРГИРОВАНИЯ 

М.А. Ярмоленко, А.А. Рогачев, А.В. Рогачев, Д.Л. Горбачев 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

KINETIC CHARACTERISTICS OF DISPERSION OF ORGANOSILICON 
COMPOUNDS IN VACUUM AND MOLECULAR STRUCTURE 

OF THE COATINGS, DEPOSITED FROM VOLATILE 
PRODUCTS OF DISPERSION 

M.A. Yarmolenko, A.A. Rogachev, A.V. Rogachou, D.L. Gorbochev 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Показано, что особенности кинетики электронно-лучевого диспергирования кремнийорганических соединений и мо-
лекулярной структуры слоев, осажденных из образовавшейся при диспергировании газовой фазы, обусловлены про-
цессами химического взаимодействия, протекающими в зоне действия потока электронов на мишень. При диспергиро-
вании в условиях плазменной активации газовой фазы формируются слои, имеющие меньшую плотность углеводо-
родных фрагментов и большую плотность ненасыщенных связей. Установлена возможность образования высокодис-
персных композиционных покрытий на основе кремнийорганических соединений, молекулярная структура которых 
имеет заметные отличия от структуры исходных компонент. 
 
Ключевые слова: кремнийорганическое соединение, электронно-лучевое диспергирование, морфология, молекулярная 
структура, композиционное покрытие. 
 
It is shown that the kinetic characteristics of electron-beam dispersion of organosilicone compounds and molecular structure of 
the layers, deposited from the gas phase, which was formed under dispersion, are conditioned by the processes of chemical in-
teraction, occurring in the area of electron stream towards the target. Under dispersion in plasma activation of gas phase envi-
ronment the layers with lower density of hydrocarbon fragments and higher density of unsaturated bonds are formed. The pos-
sibility of the formation of highly dispersed composite coatings based on organosilicone compounds is found. The molecular 
structure of the organosilicone compounds has notable differences from the structure of the original components. 
 
Keywords: organosilicone compound, electron-beam dispersion, morphology, molecular structure, composition coating. 

 
 

Введение 
Кремнийорганические покрытия, обладаю-

щие комплексом высоких физико-механических 
свойств, представляют огромный практический 
интерес, и разработка методов, оптимизация тех-
нологических приемов их формирования, созда-
ние на их основе композиционных систем явля-
ется весьма актуальной задачей [1]. Известно, 
что их формирование осуществляется, как пра-
вило, из растворов при условиях и режимах, 
обеспечивающих сушку слоев и проведение ре-
акций полимеризации [2]. Из-за значительного 
различия в теплофизических режимах и условий 
переработки исходных компонент не представ-
ляется возможным формирование растворными 
методами кремнийорганических слоев, напол-
ненных, например, органическими полимерами. 
Высокая температура при проведении полимери-
зации ограничивает также перечень материалов, 
использующихся в качестве подложек. Отметим, 
что покрытия, получаемые растворным методом, 
имеют  низкую  равнотолщинность  при  их   

формировании на неоднородной поверхности; 
из-за различия в поверхностном натяжении име-
ет место образование наплывов или же утонение 
слоя раствора. Такие покрытия, как правило, со-
держат дефекты, обусловленные выделением в 
процессе полимеризации низкомолекулярных 
соединений (воды).  

Указанные выше ограничения определяют 
необходимость разработки новых методов синте-
за кремнийорганических покрытий, в частности 
из газовой фазы [3]. В числе таких методов наи-
больший интерес представляет метод формиро-
вания покрытий из летучих продуктов электрон-
но-лучевого диспергирования, характеризую-
щийся  высокой  технологичностью  и  возмож-
ностью  регулирования  в  широких   пределах  
состава,  структуры  и  свойств  осажденных сло-
ев [4]. 

Главной целью настоящей работы является 
определение основных кинетических закономер-
ностей диспергирования кремнийорганических 
соединений и их смесей с полимерами, изучение 

ФИЗИКА
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молекулярной структуры и морфологии одно-
компонентных кремнийорганических покрытий 
и композиционных полимер- и металлсодержа-
щих слоев на их основе.  
 

1 Методика исследования 
Покрытия формировали из активной газо-

вой фазы, генерируемой электронно-лучевым 
диспергированием порошка полимера или меха-
нической смеси порошков полимеров в вакууме 
[5]. Процесс осаждения покрытий производился 
при начальном давлении остаточных газов в ва-
куумной камере ≈ 5.10-3 Па с помощью устройст-
ва, представленного на рисунке 1.  

В качестве источника электронов использо-
вался электронно-лучевой прожектор с катодом 
прямого накала, позволяющий формировать пуч-
ки с плотностью тока I = 50÷500 А/м2, энергией 
частиц Ε = 0,1÷2,5 кэВ, площадью пятна 
S = (1÷5).10-4 м2. Прожектор устанавливался в 
электронно-лучевой испаритель с возможностью 
поворота луча на 180°. Для поворота луча при-
менялось постоянное магнитное поле, создавае-
мое электромагнитом. Поток электронов направ-
лялся на тигель с диспергируемым материалом.  

Диспергированию подвергались одноком-
понентные порошки полиметилфенилсилоксана 
(К-42) и полиметилсилоксана (КО-8120), поли-
уретана марки Десмопан 385 (ПУ), политетраф-
торэтилена (ПТФЭ, ГОСТ 10007-80) и смеси дан-
ных порошков. При осаждении молибденсодер-
жащих композиционных слоев в состав материа-
ла тигля вводилась соль молибдена.  

В процессе электронно-лучевого дисперги-
рования полимеров давление в факеле продуктов 
электронно-лучевого диспергирования может 
достигать значений до 100 Па [4], что позволяет 
создать в летучих продуктах тлеющий разряд, 
подав на сетчатый электрод переменный потен-
циал относительно земли. Плотность тока разря-
да при реализации данной схемы нанесения со-
ставляла 5 А/м2. Тлеющий разряд горел на всем 

промежутке «тигель – заземленный алюминие-
вый подложкодержатель». Схема плазменной 
обработки продуктов диспергирования в процес-
се формирования покрытий представлена на ри-
сунке 1, б. Осаждение покрытий осуществлялось 
в условиях контроля давления летучих продук-
тов диспергирования в камере с помощью иони-
зационного датчика, скорости роста покрытия 
(кварцевого измерителя толщины покрытия и 
скорости осаждения) и температуры в зоне дис-
пергирования. 

В ряде случаев сформированные покрытия 
подвергались обработке пучком ионов аргона 
при помощи плазменного источника «Радикал». 
Энергия ионов составляла 3 кэВ, плотность по-
тока J = 1,2 А/м2, время обработки t = 5 минут. 

Температура поверхности мишени в зоне 
действия потока электронов измерялась непо-
средственно  в  процессе  диспергирования  с 
помощью радиационного пирометра IPE 140 
(IMPAC). Излучение выводилось из вакуумной 
камеры через окно, выполненное из кристалла 
KRS-5. 

Толщина формируемых слоев контролиро-
валась непосредственно в процессе осаждения с 
помощью кварцевого измерителя толщины и не 
превышала 0,5 мкм. 

Исследование структуры покрытий, форми-
руемых из активной газовой фазы, производили 
ИК-Фурье спектрофотометром Vertex-70 (Bruker) 
с использованием стандартной МНПВО при-
ставки. В качестве отражающей призмы приме-
няли кристалл KRS-5 (угол при основании – 45°).  

Материалами подложек для проведения ИК-
спектроскопических исследований служили 
пленки металлизированного лавсана. Покрытия 
осаждали на металлизированную сторону.  

Морфология покрытий изучалась методами 
атомно-силовой микроскопии (АСМ) с помощью 
измерительного комплекса «НАНОТОП-203». 

 

 
                                               а)                                                                                          б) 

Рисунок 1 – Схемы устройства для нанесения покрытий без плазменной активации  газовой фазы (а) 
и при ее активации (б): 1 – электронный луч; 2 – электронно-лучевой испаритель с поворотом на 180°;  

3 – тигель; 4 – сетчатый электрод; 5 – держатель; 6 – кварцевый измеритель толщины; 7 – подложка 
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Рисунок 2 – Изменение давления в камере (P), массы покрытия (Δf) и температуры мишени (T) 
в процессе электронно-лучевого диспергирования порошка К-42 (а), КО-812 (б), 

смеси порошков КО-812 и ПУ (в), ПУ (г) 
 

2 Результаты исследований и их обсуж-
дение 

Кинетические зависимости скорости роста 
покрытия, давления в камере и температуры в 
зоне электронно-лучевого диспергирования 
кремнийорганических соединений, полиуретана 
и их смесей представлены на рисунке 2. 

Анализ представленных данных позволяет 
заключить, что, как и в случае электронно-
лучевого диспергирования ПТФЭ [6], процесс 
взаимодействия потока электронов с кремнийор-
ганическими соединениями имеет 3 основные 
стадии: начальный период, на котором в мате-
риале мишени накапливают термо- и радиацион-
но-стимулированные изменения, затем стадия, 
отличающаяся резким повышением давления 
летучих продуктов диспергирования и осажде-
нием покрытия, и третья стадия – снижение и 
стабилизация давления в камере, температуры в 
тигле и скорости роста покрытия. Параметры, 
характеризующие эти стадии, зависят от приро-
ды материала мишени. Заметное изменение мас-
сы покрытия на основе К-42 наблюдалось при 
достижении температуры в тигле выше 250°С, 
покрытия на основе КО-812 – выше 120°С. В 
случае электронно-лучевого диспергирования по-
рошка ПУ рост полимерного слоя наблюдается 

при температуре в тигле выше 250°С, а компози-
ционного слоя – при нагреве тигля до значения 
выше 200°С. 

В зависимости от природы материала в тиг-
ле несколько изменяется характер кинетических 
зависимостей; при диспергировании составной 
мишени ПУ – КО-812 отсутствуют резкие изме-
нения давления летучих продуктов на начальных 
стадиях процесса и индукционный период (пер-
вая стадия) является более продолжительным. 
Установленные кинетические эффекты можно 
объяснить активным влиянием на процессы дис-
пергирования смеси порошков кремнийоргани-
ческой смолы и полиуретана протекающих в 
тигле химических реакций под действие элек-
тронов.  

Определены особенности молекулярной 
структуры осажденных покрытий. Из рисунка 3 
видно, что в ИК спектре покрытия присутствуют 
все полосы поглощения, характерные для ИК 
спектра исходного кремнийорганического со-
единения. Появление новых полос, отсутствую-
щих в ИК спектре смолы, обнаружить не уда-
лось. Отличия в спектрах порошка и покрытия 
проявляются в различном соотношении оптиче-
ских плотностей отдельных полос поглощения.  
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Рисунок 3 – ИК спектры: 1 – порошок кремний-
органической смолы К-42; 2 – покрытие К-42;  
3 – порошок смолы К-42, оставшийся в тигле 
после диспергирования; 4 – покрытие К-42, 
сформированное в условиях плазменной  
активационной обработки продуктов  

диспергирования 
 

Так, для порошка значения соотношения оптиче-
ских плотностей полос 1131 см-1 и 1259 см-1 и 
полос 1259 см-1 , 1080 см-1 соответственно равны 
– 0,47 и 0,42. Для покрытия – 0,78 и 0,70, а по-
рошка тигля – 0,35 и 0,33. Поглощение вблизи 
1259 см-1 соотносят с деформационными колеба-
ниями Si–СН3, при 1080 см-1 – с валентными ко-
лебаниями Si–О, при 1131 см-1– с колебаниями Si 
– С6Н5 [7], [8]. Плазменная активационная обра-
ботка продуктов диспергирования приводит к 
существенному изменению значений оптической 
плотности практически всех полос поглощения. 
Наиболее заметно это в области 1200÷900 см-1 
(рисунок 3). В указанном частотном интервале 
проявляются валентные колебания Si–О групп 
(вблизи 1080 см-1) и колебания Si–С6Н5 групп 
(вблизи 1130 см-1). Плазменный разряд приводит 
к перераспределению в молекулярной структуре 
покрытия соотношения Si–С6Н5 и  Si–О групп. В 
целом, плазменная обработка оказывает значи-
тельное влияние на структурную организацию 
молекул в покрытии: инициирует деструкцию 
углеводородных фрагментов кремнийорганиче-
ской смолы (соотношение значений оптических 
плотностей полос 1131 см-1 и 1269 см-1 для по-
крытий, сформированных в условиях плазмен-
ной активации, – 0,35), а также образование не-
насыщенных связей (уширение полосы поглоще-
ния в области 1650÷1600 см-1 (плоскостные ко-
лебания скелета С=С)). Следует отметить появ-
ление в ИК спектре покрытия, сформированного 
в условиях активационной обработки, широкой 
слабоинтенсивной полосы поглощения в области 
1750÷1700 см-1 (валентные колебания С=О груп-
пы). Появление указанной полосы может быть 
следствием взаимодействия свободных радика-
лов, образовавшихся под действием разряда, с 
кислородом воздуха.  

В ИК спектре порошка кремнийорганиче-
ской смолы, оставшегося в тигле после дисперги-
рования, появляется интенсивная полоса погло-
щения при 600 см-1, отсутствующая в спектрах 
покрытия и исходного кремнийорганического 

порошка. Ее наличие может свидетельствовать о 
протекании в зоне диспергирования электронно-
стимулированных химических процессов.  

Анализ ИК спектров формируемых покры-
тий и исходных полимеров дает основание счи-
тать, что наблюдаемые изменения в молекуляр-
ной структуре обусловлены механизмом элек-
тронно-лучевого диспергирования кремнийорга-
нической смолы. Так как процесс воздействия 
электронов на полимер является достаточно не-
равновесным, то в поверхностных слоях тигля с 
достаточно большой вероятностью протекают 
разрывы всех связей, в том числе Si–СН3, Si–О, 
Si – С6Н5. При этом образовавшиеся в результате 
отщепления боковых групп радикалы могут 
вступать в реакции сшивки с образованием свя-
зей Si–O–Si, которые характеризуются более 
высокой энергией (энергия связей Si – O – Si, Si – 
C6Н5, Si – CН3 равна 445, 310 и 314 кДж/моль соот-
ветственно [9]). Отметим, что поток летучих час-
тиц диспергирования формируют молекулярные 
фрагменты, которые способны десорбироваться 
при температуре тигля. Поэтому в газовую фазу 
и переходят частицы, имеющие меньшую энер-
гию адсорбции, т. е. с большим количеством со-
хранившихся боковых групп. Данные представ-
ления объясняют установленные кинетические 
особенности диспергирования кремнийорганиче-
ских смол: в процессе электронной обработки в 
тигле протекают процессы сшивки, которые и 
определяют снижение интенсивности дисперги-
рования на третьей стадии процесса.   

В процессе отжига покрытия в вакууме про-
текают интенсивные процессы отщепления бо-
ковых групп, образование Si–О–Si связей. Реги-
стрируемые при этом изменения в ИК спектре 
покрытия аналогичны изменениям, наблюдае-
мым в ИК спектре исходного кремнийорганиче-
ского порошка, подвергнутого отжигу (рису-
нок 4). 
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Рисунок 4 – ИК спектры: 1 – исходное 
покрытие К-42; 2 – покрытие после отжига 
(Т = 400°С, t = 30 мин.); 3 – порошок после 

отжига (Т = 400°С, t = 30 мин.) 
 

В большой степени аналогичные изменения 
регистрируются и при анализе молекулярной 
структуры покрытий, полученных диспергиро-
ванием  кремнийорганической  смолы  КО-812.  
В ИК спектре покрытия (рисунок 5) наибольшее 
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значение оптической плотности характерно для 
полосы при 1270 см-1, которую можно соотнести 
с деформационными колебаниям Si– СН3 [7], [8].  
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Рисунок 5 –ИК спектры: 1 – порошок 
кремнийорганической смолы КО-812; 
2 – покрытие из КО-812; 3 – порошок 

смолы КО-812, оставшийся в тигле после 
диспергирования; 4 – покрытие КО-812,  
сформированное в условиях плазменной 
активационной обработки продуктов 

диспергирования 
 

Для исходного кремнийорганического по-
рошка наибольшее значение оптической плотно-
сти характерно для полосы при 1020 см-1, в то 
время как значение оптической плотности поло-
сы при 1270 см-1 практически в 2 раза меньше. В 
ИК спектре покрытия наблюдается уширение 
полос поглощения в области  1200÷900 см-1, а 
также смещение максимума поглощения в высо-
кочастотную область. 

Плазменная обработка летучих продуктов 
диспергирования приводит к снижению значения 
оптической плотности полосы при 1270 см-1 ИК 
спектра (отщеплению метильных групп), а также 
к уменьшению ширины полос поглощения в час-
тотном интервале 1200÷900 см-1. Влияние плаз-
менного разряда на молекулярную структуру 
формируемых кремнийорганических покрытий 
К-42 и КО-812 имеет много общих черт, что ука-
зывает на единый для этих соединений механизм 
электронно-лучевого диспергирования и плаз-
менной активации летучих продуктов.  

Установлено, что электронно-лучевое дис-
пергирование смеси порошков кремнийоргани-
ческих смол и полиуретана в вакууме позволяет 
формировать композиционные покрытия. ИК 
спектр таких покрытий формируют полосы по-
глощения, характерные как для исходного по-
крытия ПУ, так и для покрытия К-42 (рисунок 6).  

При этом в ИК спектре покрытия наблюда-
ется заметное перераспределение оптической 
плотности полос и смещение их положения. Об-
щей характерной особенностью является относи-
тельное увеличение интенсивности практически 
всех полос поглощения в коротковолновой части 
спектра (в области, большей 1300 см-1), что, в 
целом,  может быть следствием протекания в 
зоне диспергирования процессов химического 

взаимодействия, инициированных электронным 
воздействием.  
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Рисунок 6 – ИК спектры: а) 1 – исходное 
покрытие К-42, 2 – композиционное покрытие 
ПУ-К42 (1:1), 3 – покрытие ПУ; б) 1 – исходное 
покрытие КО812; 2 – композиционное покрытие 

ПУ-КО-812 (1:1); 3 – покрытие ПУ 
 

Установленные закономерности электрон-
но-лучевого диспергирования и формирования 
молекулярной структуры, вывод о значительном 
влиянии химических процессов, протекающих в 
зоне действия потока электронов, на состояние 
покрытия открывают определенные возможно-
сти синтеза систем, в том числе и композицион-
ных,  путем  воздействия  на  кинетику и харак-
тер процессов взаимодействия в зоне дисперги-
рования.   

Представленные на рисунке 7 ИК спектры 
иллюстрируют возможность формирования элек-
тронно-лучевым диспергированием композици-
онных покрытий на основе ПТФЭ и К-42 и ме-
таллсодержащих тройных систем. 
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Рисунок 7 – ИК-спектры: 1 –покрытие К-42;  
2 – покрытие ПТФЭ; 3 – композиционное 

покрытие ПТФЭ-К-42 (1:1); 4 – композиционное 
покрытие, сформированное электронно-лучевым 

диспергированием смеси порошков 
ПТФЭ-К-42 – Mo(СO)6 в массовом 

соотношении (1:1:1) 
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Анализ показывает, что представленные 
спектры композиционных систем нет оснований 
рассматривать как линейную суперпозицию 
спектров отдельных компонент. В частности, в 
ИК спектрах композиционных покрытий регист-
рируется полоса поглощения при 904 см-1. Ее 
появление может быть связано с образованием 
двойных ненасыщенных связей или же с отщеп-
лением С6Н5 – групп [7]. Отличия ИК спектра 
трехкомпонентного  покрытия от ИК спектра 
покрытия   ПТФЭ-К-42 (1:1)  проявляются в   

частотной области 1300…1000 см-1. Фиксируе-
мые изменения могут быть следствием более 
интенсивной деструкцией при диспергировании 
кремнийорганической смолы при добавлении в 
тигель соли молибдена.  

Отметим, что формируемые композицион-
ные слои имеют высокодисперсную структуру. 
На рисунке 8 представлены результаты АСМ-
исследования кремнийорганических покрытий, 
подвергнутых травлению ионным пучком Ar+. 
 

 

До травления После травления 
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Рисунок 8 – АСМ-изображения покрытий, сформированных в результате электронно-лучевого 
диспергирования порошков К-42 (а), механических смесей порошков К-42+ПТФЭ в массовом 

соотношении (1:1) (б), К-42 + ПТФЭ + Mo(СО)6 в массовом соотношении (1:1:1) (с) 
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Введение в состав покрытия молибдена 
приводит к формированию более однородной 
структуры, некоторому увеличению размера 
структурных образований, которые хорошо про-
являются при ионном травлении. 

 

Заключение 
Определены особенности электронно-луче-

вого диспергирования кремнийорганических сое-
динений и молекулярная структура однокомпо-
нентных и композиционных покрытий, осажден-
ных из летучих продуктов диспергирования в 
условиях их плазменной активации и при ее от-
сутствии. При диспергировании в условиях плаз-
менной активации газовой фазы осаждаются 
слои, имеющие меньшую плотность углеводо-
родных фрагментов и большую плотность нена-
сыщенных связей. Показано, что установленные 
особенности кинетики диспергирования и мор-
фологии могут быть объяснены значительным 
влиянием на кинетику диспергирования, состав 
покрытия и его молекулярную структуру про-
цессов  химического взаимодействия, проте-
кающих  в  зоне действия потока электронов на 
мишень. 

Установлена возможность формирования 
методом электронно-лучевого диспергирования 
высокодисперсных композиционных покрытий 
на основе кремнийорганических соединений, 
осаждение которых другими методами не воз-
можно из-за различия в теплофизических режи-
мах и условий переработки исходных компонент. 
Молибденсодержащие кремнийорганические 
слои имеют высокую структурную однород-
ность, и их молекулярное строение отличается от 
строения молекул исходных компонент. 
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КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ С ЗАДАННЫМИ МАКСИМАЛЬНЫМИ ЦЕПЯМИ 
ДЛИНЫ 3≤  

Д.П. Андреева, А.Н. Скиба 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

FINITE GROUPS WITH GIVEN MAXIMAL CHAINS OF LENGTH 3≤  

D.P. Andreeva, A.N. Skiba 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
В работе получено описание конечной группы, у которой в каждой ее максимальной цепи длины три имеется собст-
венная S -квазинормальная подгруппа, а также описание конечной группы, у которой все ее 3-максимальные под-
группы субнормальны ( S -квазинормальны). 
 
Ключевые слова: силовская подгруппа, группа Шмидта, n -максимальная подгруппа, нильпотентная группа, макси-
мальная цепь длины ,n  разрешимая группа, S -квазинормальная подгруппа, субнормальная подгруппа. 
 
A description of a finite group with the property that every its maximal chain of length 3 contains a proper S -quasinormal 
subgroup, and a description of a finite group with the property that every  its  3-maximal subgroup is subnormal ( S -quasi-
normal) are obtained. 
 
Keywords: Sylow subgroup, Schmidt group, n -maximal subgroup, nilpotent group, maximal chain of length ,n  soluble group, 
S -quasinormal subgroup, subnormal subgroup. 

 
 

Введение  
Все рассматриваемые в данной работе 

группы являются конечными. Символ pG  обо-
значает некоторую силовскую p -подгруппу 
группы G  для некоторого простого числа .p  
Напомним, что подгруппа H  группы G  называ-
ется 2 -максимальной подгруппой (или второй 
максимальной подгруппой) группы G,  если H  
является максимальной подгруппой в некоторой 
максимальной подгруппе M  группы .G  Анало-
гично могут быть определены 3 -максимальные 
подгруппы, 4 -максимальные подгруппы и т. д. 
Максимальной цепью длины n  группы G  назы-
вается всякая цепь вида 

1 1 0 ,n nE E … E E G−< < < < =  
где iE  является максимальной подгруппой в 

1,iE −  1 2 .i … n= , , ,   
Связь между n -максимальными подгруп-

пами (где 1n > ) группы G  и структурой группы 
G  исследовалась многими авторами. Но, пожа-
луй, наиболее ранние результаты в данном на-
правлении были получены Редеи [1], описавшим 
неразрешимые группы с абелевыми вторыми 
максимальными подгруппами, и Хуппертом, ус-
тановившим в работе [2] сверхразрешимость 
групп, в которых все вторые максимальные под-
группы нормальны. В этой же работе Хупперт 
доказал,  что  в  случае,  когда каждая третья 
максимальная подгруппа группы G  является 

нормальной в G,  коммутант G′  группы G  
нильпотентен и порядок каждого главного фак-
тора группы G  делится не более, чем на два (не-
обязательно различных) простых числа. Эти ре-
зультаты получили свое дальнейшее развитие и в 
работе Л.Я. Полякова [3], который доказал, что 
группа  является сверхразрешимой, если все ее  
2-максимальные подгруппы перестановочны со 
всеми ее максимальными подгруппами. В работе 
[4] Агравалем была доказана сверхразрешимость 
группы при условии, что все ее 2 -максимальные 
подгруппы S -квазинормальны (подгруппа H  
группы G  называется S -квазинормальной в ,G  
если H  перестановочна со всеми силовскими 
подгруппами группы G ). В более поздней рабо-
те [5] М. Асааду удалось усилить отмеченные 
выше результаты Хупперта, рассматривая лишь 
строго n -максимальные подгруппы для 2 3.n = ,  
Заметим попутно, что в работе П. Флавелла [6] 
была найдена точная верхняя граница числа мак-
симальных подгрупп группы, содержащих стро-
го 2-максимальную подгруппу, и описаны груп-
пы, в которых эта граница достигается. Естест-
венным развитием упомянутых выше результа-
тов стала работа А. Манна [7], в которой автор 
анализировал строение групп, в которых каждая 
n -максимальная подгруппа субнормальна.  

В  последние  годы  получен  ряд  новых  
интересных  результатов  о вторых и третьих 
максимальных подгруппах. В недавней публика-
ции [8]  Ли Широнг получил классификацию 

МАТЕМАТИКА



Д.П. Андреева, А.Н. Скиба 
 

                   Проблемы физики, математики и техники, № 3 (8), 2011 40 

ненильпотентных групп, каждая 2-максимальная 
подгруппа которой является TI -подгруппой. В 
работе [9] Го Шуин и К.П. Шам доказали разре-
шимость групп, в которых все 2-максимальные 
подгруппы обладают свойством покрытия-
изолирования. В работах [10]–[12] Го Веньби-
нем, Ли Баоджуном, А.Н. Скибой и К.П. Шамом 
были получены новые характеризации сверхраз-
решимых групп в терминах 2-максимальных 
подгрупп. В работе [13]  получено  описание  
ненильпотентных   групп,   в  которых  каждая  
2-максимальная подгруппа перестановочна со 
всеми 3-максимальными подгруппами, а в работе 
[14] получено описание групп, в которых каждая 
максимальная подгруппа перестановочна со все-
ми 3-максимальными подгруппами.  

В связи с отмеченными выше результатами, 
Л.А. Шеметковым в 2005 году на Гомельском 
городском алгебраическом семинаре был по-
ставлен следующий вопрос: что можно сказать о 
строении конечной группы G , если в каждой ее 
максимальной цепи длины n  имеется собствен-
ная субнормальная в G  подгруппа?  

Понятно, что в нильпотентной группе все ее 
подгруппы субнормальны. Нетрудно также пока-
зать, что ненильпотентные группы, у которых в 
каждой максимальной цепи длины два имеется 
собственная субнормальная подгруппа, являются 
группами Шмидта с абелевыми силовскими под-
группами (см. лемму 1.1). Решение задачи в слу-
чае 3n =  дает приведенная ниже теорема.  

В дальнейшем p , q  и r  – простые делите-
ли порядка группы G  ( p q≠ ), ,P  Q  и R  обо-
значают некоторые силовскую p -подгруппу, 
силовскую q -подгруппу и силовскую r -под-
группу группы ,G  соответственно.  
 Теорема A. В том и только в том случае в 
каждой максимальной цепи длины три группы 
G  имеется собственная субнормальная в G  
подгруппа, когда G  либо нильпотентна, либо 

,G p q rα β γ| |=  где 3,α β γ+ + ≤  либо G  является 
группой одного из следующих типов:  

I. G P Q= ,  где либо G  – группа Шмидта 
с ( )P p| Φ |≤  и GQ Q q| : |= ,  либо выполняется 
одно из следующих условий:  

(1) P  является минимальной нормальной 
подгруппой в G  и 2;GQ Q q| : |=  

(2) P  является минимальной нормальной 
подгруппой в G,  GQ Q q| : |=  и любая максималь-
ная подгруппа из Q,  отличная от GQ ,  является 
циклической;  

(3) G G M= ,N  где GN  — минимальная 
нормальная подгруппа группы G,  pM M Q=  – 
представитель единственного класса нильпо-
тентных ненормальных максимальных подгрупп 

группы G,  pM p| |= ,  Q a=< >  – циклическая 
группа и GQ Q q| : |= .    

II. ( ),G P QR=  где P G= N  является ми-
нимальной нормальной подгруппой в ,G  ,R r| |=  
Q a=< >  – циклическая группа, GQ Q q| : |=  и 
либо R  нормальна в G  либо ;Q q| |=  

III. ,G P Q PA= =  ( ) ,P p|Φ |=  ( )A P Q=Φ  
– представитель единственного класса ненор-
мальных максимальных подгрупп группы ,G  A  – 
группа Шмидта и ;GQ Q q| : |=   

IV. ( ) 1,PΦ =  G  является подпрямым про-
изведением ненормальных максимальных под-
групп A  и ,B  где pA A Q=  – группа Шмидта 
с абелевыми силовскими подгруппами, pA  – ми-
нимальная нормальная подгруппа в G  и 

;GQ Q q| : |=  pB B Q=  и либо B  – нильпо-
тентная группа и ,pB p| |=  ( ),pB Z G≤  либо 

;B A   
V. ( )G P QR=  и G  имеет в точности 

три класса максимальных подгрупп, представи-
телями которых являются ненормальная хол-
ловская r′ -подгруппа ,A  ненормальная холлов-
ская p′ -подгруппа L  и нормальная в G  под-
группа M  с .G M q| : |=  Кроме того, выполня-
ются следующие условия:  

(i) A  – группа Шмидта с абелевыми силов-
скими подгруппами и ;GQ Q q| : |=   

(ii) L либо является группой Шмидта с абе-
левыми силовскими подгруппами, либо нильпо-
тентной группой;  

(iii) P  является минимальной нормальной 
подгруппой в ,G  R r| |=  и либо R  нормальна в 

,G  либо .Q q| |=   
Доказательство данной теоремы является 

очень сложным. В нашей работе мы рассмотрим 
некоторые приложения теоремы A, дающей опи-
сание групп, у которых в каждой максимальной 
цепи длины три имеется собственная субнор-
мальная подгруппа.  
 

1 Предварительные результаты  
Лемма 1.1 [15, теорема 2]. Пусть G – не-

нильпотентная группа. Тогда следующие условия 
эквивалентны:  

(1) в каждой максимальной цепи длины два 
группы G имеется собственная нормальная в G 
подгруппа;  

(2) в каждой максимальной цепи длины два 
группы G имеется собственная S-квазинор-
мальная в G подгруппа;  

(3) в каждой максимальной цепи длины два 
группы G имеется собственная субнормальная в 
G подгруппа;  
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(4) G является группой Шмидта с абелевы-
ми силовскими подгруппами.  

Лемма 1.2 [7, лемма 3]. Пусть ( )F G  – под-
группа Фиттинга группы .G  В том и только в 
том случае каждая n-максимальная подгруппа 
группы G  является субнормальной, когда каж-
дая n-максимальная подгруппа группы G  со-
держится в ( ).F G   

Лемма 1.3 [16, гл. VII, теорема 6.18].  Если 
G  – группа Шмидта, то  

(1) ,G P a= < >  где P  и a< >  – силовские 
p -подгруппа и q -подгруппа группы G соответ-
ственно;  

(2) G  имеет в точности два класса макси-
мальных подгрупп, представителями которых 
являются группы qP a< >  и ;P a′ < >   

(3) ( )P P/Φ  – главный фактор группы G, 
причем, если ( ) ,P P pα| /Φ |=  то pα  сравнимо с 
единицей по модулю ;q  

(4) если P  абелева, то она элементарна.  
Лемма 1.4 [17, теорема 1]. Пусть .A G≤  

Если A  S -квазинормальна в ,G  то A  субнор-
мальна в .G  

Лемма 1.5 [7, теорема 6]. Пусть M  – мак-
симальная подгруппа группы .G  Если L  субнор-
мальна в G  и ,L M⊆  то .GL M⊆   

Лемма 1.6 [18, предложение B]. Пусть H  – 
нильпотентная подгруппа группы .G  Тогда сле-
дующие условия эквивалентны:  

(1) H  S -квазинормальна в ;G   
(2) каждая силовская подгруппа группы H  

S -квазинормальна в .G  
Лемма 1.7 [18, лемма А]. Пусть .A G≤  Ес-

ли A  S -квазинормальна в G  и A  – p -группа, 
то ( ) ( ).p

GO G N A⊆   
 

2 Основные результаты  
Одним из приложений теоремы A является 

следующая теорема, описывающая группы у ко-
торых каждая 3-максимальная подгруппа суб-
нормальна.  

 

Теорема 2.1. В том и только в том случае 
каждая 3-максимальная подгруппа группы G  
является субнормальной, когда либо G  нильпо-
тентна, либо G  – группа одного из следующих 
типов:  

I. G P Q=  – группа Шмидта, где либо 
1,P′ =  либо ;P p′| |=  
II. G  – бипримарная группа, не являющаяся 

группой Шмидта, одного из следующих видов:  
(1) ,G P Q=  где P  – минимальная нор-

мальная подгруппа группы ,G  Q  – циклическая 
группа и ( )P QΦ  – группа Шмидта;  

(2) 1( ) ,qG P Q C= ×  где P  – минимальная 
нормальная подгруппа группы ,G  qC q| |=  и 1PQ  
– группа Шмидта;  

(3) ,G P Q=  где P  – минимальная нор-
мальная подгруппа группы ,G  Q a b= × ,  

,a b q| |=| |=  P a  и P b  – группы Шмидта;  
(4) ,G P Q=  где 2P p p| |= , >  и Q  изо-

морфна группе кватернионов порядка 8;  
(5) 1( ) ,qG P Q C=  где P  – минимальная 

нормальная подгруппа группы ,G  1 ,Q a=  

,qC b=  1 ,qQ C qβ| |=  1a qβ −| |=  ( β ∈N ), 1PQ  – 

группа Шмидта, 
21b qa a

β −+=  и 1[ ] 1P C, =  для вся-
кой подгруппы 1,C  изоморфной qC ;  

(6) ,G P Q=  где ( )PΦ  – минимальная 
нормальная подгруппа группы ,G  обе группы 

( )P QΦ  и ( )G P/Φ  являются группами Шмидта 
и максимальная подгруппа из Q  совпадает с 

( )Z G ;  
(7) G  – подпрямое произведение двух раз-

личных изоморфных групп Шмидта с абелевыми 
силовскими подгруппами;  

(8) 1( ) ,pG P C Q= ×  где 1P  – минимальная 
нормальная p -подгруппа группы ,G  ,pC p| |=  

1PQ  – группа Шмидта, максимальная подгруппа 
из Q  содержится в ( )Z G  и [ ] 1pC Q, = ;  

III. G  – группа, порядок которой имеет в 
точности три простых делителя p q r, ,  и ко-
торая является группой одного из следующих 
видов:  

(i) ( ) ,G P R Q= ×  где P  и R  – минималь-
ные нормальные подгруппы группы ,G  Q  – цик-
лическая группа и ( ) ( )F G PR Q= Φ ;  

(ii) ( ),G P R Q= ×  где ,R r| |=  Q q| |=  и 
( )P F G=  – минимальная нормальная подгруппа 

группы .G   
Доказательство. Необходимость. Согласно 

условию, каждая 3 -максимальная подгруппа 
группы G  является субнормальной в .G  Значит, 
в каждой максимальной цепи длины три группы 
G  имеется собственная субнормальная в G  под-
группа. Тогда G  является группой одного из 
типов, описанных в теореме A. Кроме того, по 
лемме 1.1, каждая максимальная подгруппа 
группы G  либо нильпотентна, либо является 
группой Шмидта с абелевыми силовскими под-
группами.  

Будем предполагать, что G  – ненильпотет-
ная группа и ,G p q rα β γ| |=  где 3α β γ+ + >  для 

{0}.α β γ, , ∈ ∪N  
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Предположим, что G  является группой ти-
па I в теореме A.  

Если G P Q=  является группой Шмидта, 
то G  – группа типа I.  

Предположим, что G  не является группой 
Шмидта, P  – минимальная нормальная под-
группа группы G  и выполняется условие (1). 
Пусть Q  – циклическая группа и 1Q  – макси-
мальная подгруппа в Q . Тогда 1PQ  является 
максимальной подгруппой в G  и поэтому 1PQ  
либо нильпотентна, либо является группой 
Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами. 
Если 1PQ  является нильпотентной группой, то 

1Q  нормальна в 1.PQ  С другой стороны, 1Q  нор-
мальна в .Q  Значит, 1Q  является нормальной 
подгруппой группы G  и, следовательно, 

1 ,GQ Q=  т. е. GQ Q q| : |= .  Полученное противо-
речие показывает, что 1PQ  является группой 
Шмидта, т. е. G  – группа типа II (1).  

Предположим теперь, что Q  – нецикличе-
ская группа. Пусть 1Q  и 2Q  – различные макси-
мальные подгруппы из .Q  Ввиду условия, каж-
дая 3 -максимальная подгруппа группы G  суб-
нормальна в .G  А так как GQ  является 2 -мак-
симальной подгруппой в ,Q  то 1Q  и 2Q  несуб-
нормальны в G  и, кроме того, 1GQ Q≤  и 

2.GQ Q≤  Следовательно, 1 2GQ Q Q= ∩ .  Так как 

1Q  и 2Q  несубнормальны в ,G  1PQ  и 2PQ  яв-
ляются группами Шмидта с абелевыми силов-
скими подгруппами. По основной теореме о ко-
нечных абелевых группах 1 2Q Q Q= × ,  где либо 

1 ,Q q| |=  либо 2Q q| |= . Значит, 1GQ =  и поэтому 

1 2Q Q q| |=| |= .  Следовательно, G  является груп-
пой типа II (3).  

Пусть теперь выполняется условие (2). Оче-
видно, что в этом случае, GPQ  является нильпо-
тентной группой. Пусть GL Q≠  – максимальная 
подгруппа из .Q  Тогда L  несубнормальна и 
циклична. Значит, PL  является группой Шмидта 
с абелевыми силовскими подгруппами. Если Q  – 
абелева группа, то по основной теореме о конеч-
ных абелевых группах GQ Q L= ×  и .L q| |=  Зна-
чит, G  – группа типа II (2).  

Пусть теперь Q  – неабелева группа и 
Q qβ| |=  ( β ∈N ). Если 2q =  и 3,β =  то, ввиду 

[19, V, теорема 4.4], Q  изоморфна либо группе 
кватернионов, либо диэдральной группе. В по-
следнем случае ,Q a b=  где 22a| |= ,  

12 .bb a a−| |= , =  Тогда Q  имеет точно три мак-

симальные подгруппы: 2a a b,  и 2a ab  и 

поэтому подгруппы вида 2a b,  и ab  явля-
ются 2-максимальными подгруппами в .Q  Так 
как P  – минимальная нормальная подгруппа в 

,G  то Q  является максимальной подгруппой в 

.G  Тогда подгруппы 2a b,  и ab  являются 
3-максимальными в группе .G  В силу условия и 
леммы 1.2, каждая из этих подгрупп содержится 
в группе ( )F G , что невозможно. Следовательно, 
Q  изоморфна группе кватернионов порядка 8 . 
Тогда в силу 2q =  и леммы 1.3 (3) (4) мы имеем 

,P p| |=   и  поэтому  G   является группой типа 
II (4).  

Если теперь 2q =  и 3,β >  либо q  – нечет-
ное простое, то, по [19, V, теорема 4.4], Q  изо-
морфна одной из групп: ( )M q D Qβ β β, ,  или Sβ  
(см. [19, C. 190–191]). Если Q  изоморфна одной 
из групп D Qβ β,  или Sβ , то в силу [19, V, теоре-
ма 4.3] факторгруппа ( )Q Z Q/  изоморфна группе 

1.Dβ −  В этом случае факторгруппа ( )Q Z Q/  имеет 
точно две максимальные нециклические под-
группы. Следовательно, группа Q имеет по край-
ней мере две нециклические 2-максимальные 
подгруппы и поэтому в группе Q  существует по 
крайней мере две нециклические максимальные 
подгруппы. Это означает, что в группе G  суще-
ствуют максимальные подгруппы 1M  и 2M , ко-
торые содержат P  и не являются группами 
Шмидта. Тогда 1M  и 2M  являются нильпотент-
ными нормальными подгруппами в G  и поэтому 
группа 1 2G M M=  нильпотентна, противоречие. 
Следовательно, группа Q  не может быть изо-
морфна одной из групп: D Qβ β,  или .Sβ  

Таким образом, группа Q  изоморфна груп-

пе 
1 21( ) 1q q b qM q a b a b a a

β β

β

− −+= , | = = , =  (см. 

[19, C. 190]). В этом случае группа G  имеет вид 
1( ) qG P Q C= ,  где P – минимальная нормаль-

ная подгруппа в G, 1 ,Q a=  1,a qβ −| |=  qC b= ,  

,b q| |=  1PQ  – группа Шмидта и 
21 .b qa a

β−+=  
Пусть C – множество всех подгрупп группы 

,G  изоморфных подгруппе .qC  Предположим, 
что для некоторой подгруппы 1C  из C  выполня-
ется 1[ ] 1.P C, ≠  Это влечет, что подгруппа 1PC  
является группой Шмидта. Тогда 1PC  является 
максимальной подгруппой в G  и поэтому 

2 ,Q q| |=  что противоречит неабелевости .Q  Та-
ким образом, G является группой типа II (5).  

Заметим, что если выполняется условие (3), 
то G  является группой типа II (8). 



Конечные группы с заданными максимальными цепями длины 3≤  
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (8), 2011 43

Предположим теперь, что G является груп-
пой типа II в теореме A. Если R нормальна в G, 
то G является группой типа III (i). Если R ненор-
мальна в G, то G – группа типа III (ii).  

Очевидно, что если G является группой ти-
па III в теореме A, то G – группа типа II (6).  

Пусть теперь, G является группой типа IV в 
теореме A. Очевидно, если B – группа Шмидта, 
то G является группой типа II (7). Если же B – 
нильпотетная группа, то G является группой ти-
па II (8).  

Допустим, что G – группа типа V в теореме 
A. В этом случае группа G имеет 3-макси-
мальную подгруппу 1 ,GPQ  где 1P  – некоторая 
максимальная подгруппа в .P  По условию, 1 GPQ  
является субнормальной подгруппой в G. Следо-
вательно, 1P  нормальна в ,G  что противоречит 
минимальности .P  Поэтому 1 1.P =  Следова-
тельно, .P p| |=  

Если R  не является нормальной подгруп-
пой в ,G  то .Q q| |=  Тогда, ,G pqr| |=  что проти-
воречит нашему исходному предположению о 
группе G. Если же R нормальна в G, то G являет-
ся группой типа III (i).  

Достаточность. Предположим, что G – 
группа одного из типов I–III теоремы. Покажем, 
что каждая 3-максимальная подгруппа из G яв-
ляется субнормальной. Ввиду леммы 1.2 для это-
го достаточно показать, что каждая 3-макси-
мальная подгруппа группы G содержится в 

( ).F G  Непосредственной проверкой легко убе-
диться, что в каждом из случаев I–III теоремы 
это верно. Теорема доказана.  

С помощью теоремы A докажем следую-
щую теорему, дающую описание конечных 
групп, у которых в каждой максимальной цепи 
длины три имеется собственная S-квазинор-
мальная подгруппа.  

Теорема 2.2. В том и только в том случае в 
каждой максимальной цепи длины три группы G 
имеется собственная S-квазинормальная в G 
подгруппа, когда G либо нильпотентна, либо 

,G p q rα β γ| |=  где 3,α β γ+ + ≤  либо G  является 
группой одного из следующих типов:  

I. G P Q= ,  где либо G  – группа Шмидта 
с ( )P p| Φ |≤  и GQ Q q| : |= ,  либо выполняется 
одно из следующих условий:  

(1) P является минимальной нормальной 
подгруппой в G  и 2;GQ Q q| : |=  

(2) P является минимальной нормальной 
подгруппой в G,  GQ Q q| : |=  и любая максималь-
ная подгруппа L  из Q,  отличная от GQ ,  явля-
ется циклической и ;GL L q| : |=  

(3) G G M= ,N  где GN  – минимальная 
нормальная подгруппа группы G,  pM M Q=  – 

представитель единственного класса нильпо-
тентных ненормальных максимальных подгрупп 
группы G,  pM p| |= ,  Q a=< >  – циклическая 
группа и GQ Q q| : |= .  

II. ( ),G P QR=  где P G= N  является ми-
нимальной нормальной подгруппой в ,G  ,R r| |=  
Q a=< >  – циклическая группа, GQ Q q| : |=  и 
либо R  нормальна в G  либо ;Q q| |=  

III. ,G P Q PA= = ( ) ,P p| Φ |=
( )A P Q= Φ  – представитель единственного 

класса ненормальных максимальных подгрупп 
группы ,G , A  – группа Шмидта и ;GQ Q q| : |=   
IV. ( ) 1,PΦ =  G  является подпрямым произве-
дением ненормальных максимальных подгрупп A  
и ,B  где pA A Q=  – группа Шмидта с абеле-
выми силовскими подгруппами, pA  – минималь-
ная нормальная подгруппа в G  и ;GQ Q q| : |=  

pB B Q=  и либо B  – нильпотентная группа и 
,pB p| |=  ( ),pB Z G≤  либо ;B A  

V. ( )G P QR=  и G  имеет в точности 
три класса максимальных подгрупп, представи-
телями которых являются ненормальная хол-
ловская r′ -подгруппа ,A  ненормальная холлов-
ская p′ -подгруппа L  и нормальная в G  под-
группа M  с .G M q| : |=  Кроме того, выполня-
ются следующие условия:  

(i) A  – группа Шмидта с абелевыми силов-
скими подгруппами и ;GQ Q q| : |=   

(ii) L  либо является группой Шмидта с 
абелевыми силовскими подгруппами, либо ниль-
потентной группой;  

(iii) P  является минимальной нормальной 
подгруппой в ,G  R r| |=  и либо R  нормальна в 

,G  либо .Q q| |=  
Доказательство. Необходимость. Согласно 

лемме 1.4, в каждой максимальной цепи длины 
три группы G  имеется собственная субнормаль-
ная в G  подгруппа. Значит, G  является группой 
одного из типов, описанных в теореме A.  

Заметим также, что если G  – группа типа 
I (2), то любая максимальная не S -квазинор-
мальная в G  подгруппа L  из Q  является цик-
лической. Значит, если 1L  – максимальная под-
группа из ,L  то 1L  является S -квазинормальной 
подгруппой в .G  А так как 1L  характеристична в 

,L  то 1L  нормальна в .Q  Кроме того, 1L  нор-
мальна в 1,PL  так как, по лемме 1.4, 1L  субнор-
мальна в G  и, следовательно, субнормальна в 

1.PL  Поэтому, по лемме 1.5, 1 ,GL L=  что влечет 

GL L q| : |= .   
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Достаточность. Прежде всего заметим, 
что в нильпотентной группе каждая подгруппа 
является S -квазинормальной. Предположим, что 
G  – ненильпотетная группа.  

Пусть G  является группой типа I. Предпо-
ложим вначале, что G  – группа Шмидта и 

( ) 1.PΦ =  Тогда, по лемме 1.3 (2), G  имеет в 
точности два класса максимальных подгрупп, 
представителями которых являются подгруппы 
Q  и .GPQ  Так как GPQ  является нормальной 
подгруппой группы G  и максимальной под-
группой в Q  является ,GQ  то в каждой макси-
мальной цепи длины три группы G имеется соб-
ственная нормальная в G подгруппа.  

Предположим, что G – группа Шмидта и 
( )P p| Φ |= . Тогда, по лемме 1.3 (2), G  имеет в 

точности два класса максимальных подгрупп, 
представителями которых являются подгруппы 

( )P QΦ  и .GPQ  Очевидно, что GPQ  является 
нормальной подгруппой группы .G  Кроме того, 
подгруппа Q  является максимальной подгруп-
пой в ( ) ,P QΦ  а нормальная в G  подгруппа GQ  
является максимальной в .Q  Значит, и в этом 
случае, в каждой максимальной цепи длины три 
группы G  имеется собственная нормальная в G  
подгруппа.  

Предположим теперь, что G  не является 
группой Шмидта и P  – минимальная нормаль-
ная подгруппа группы .G  Тогда Q  является 
максимальной подгруппой группы G  и Q  не-
нормальна в ,G  так как G  – ненильпотентная 
группа. Пусть 2.GQ Q q| : |=  Тогда GPQ  является 
2-максимальной подгруппой группы и GPQ  нор-
мальна в .G  Кроме того, GQ  является 3-макси-
мальной подгруппой группы .G  Значит, в каж-
дой максимальной цепи длины три группы G  
имеется собственная нормальная в G  подгруппа. 
Пусть теперь GQ Q q| : |=  и любая максимальная 
подгруппа L  из ,Q  отличная от ,GQ  является 
циклической. Так как GL L q| : |= ,  то в каждой 
максимальной цепи длины три группы G  имеет-
ся собственная нормальная в G  подгруппа.  

Заметим, если же G  является группой типа 
I (3), то, очевидно, в каждой максимальной цепи 
длины три группы G  имеется собственная нор-
мальная в G  подгруппа. 

Пусть теперь G  – группа типа II. Очевидно, 
что любая максимальная подгруппа M  группы 
G  нормальна в ,G  если .P M≤  Значит, будем 
считать, что .P M;  Кроме того, так как P  яв-
ляется минимальной нормальной подгруппой 
группы ,G  то 1M P∩ = .  Поэтому M  – холлов-
ская p′ -подгруппа группы G  и x yM Q R=  для 

некоторых x  и .y G∈  Не теряя общности, мы 
можем считать, что .M QR=  Так как R r| |=  и 
Q  – циклическая группа, то M  имеет в точно-
сти два класса максимальных подгрупп, предста-
вителями которых являются подгруппы Q  и 

.GRQ  Если R  – нормальная подгруппа группы 
,G  то GRQ  также является нормальной под-

группой группы .G  Если же R  не является нор-
мальной подгруппой в ,G  то условие теормы 
выполняется, так как GQ  является максимальной 
подгруппой в .GRQ  Кроме того, GQ  также явля-
ется максимальной подгруппой в .Q  Значит, ес-
ли G является группой типа II, то в каждой мак-
симальной цепи длины три группы G имеется 
собственная нормальная в G подгруппа.  

Предположим, что G является группой типа 
III. Так как A  является представителем единст-
венного класса ненормальных максимальных 
подгрупп группы G , то достаточно показать, что 
в каждой максимальной цепи длины два группы 
A  имеется собственная субнормальная в G  под-
группа. Так как A  является группой Шмидта с 
абелевыми силовскими подгруппами, то по лем-
ме 1.3 (2), A  имеет в точности два класса мак-
симальных подгрупп, представителями которых 
являются подгруппы Q  и ( ) .GP QΦ  Заметим, что 
так как ( )PΦ  является нормальной подгруппой в 

,G  то ( ) GP QΦ  – нормальная подгруппа группы 
.G  Кроме того, по условию, GQ  – максимальная 

подгруппа в .Q  Значит, в каждой максимальной 
цепи длины три группы G имеется собственная 
нормальная в G подгруппа.  

Пусть теперь G – группа типа IV. Как и вы-
ше, можно показать, что в каждой максимальной 
цепи длины три группы ,G  проходящей через 
подгруппу ,A  имеется собственная нормальная в 
G подгруппа.  

Допустим, что B  – нильпотентная группа. 
Из того, что pB p| |=  вытекает, что Q  является 
максимальной подгруппой в .B  Так как под-
группа B  максимальна в G  и ( ),p P pB N B<  то 

( )G pN B G= .  Значит, подгруппа ,pB  а вместе с 
ней и максимальная подгруппа p GB Q  из B  нор-
мальны в .G  Следовательно, в каждой макси-
мальной цепи длины три группы ,G  проходящей 
через ,B  имеется собственная нормальная в G  
подгруппа.  

Предположим, что в G имеется ненормаль-
ная максимальная подгруппа M  с bG M p| : |=  
для некоторого натурального числа b  и ,xM A≠  

yM B≠  для всех .x y G, ∈  Не теряя общности, 
мы  можем  считать,  что  .Q M≤  Так как P  
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нормальна в ,G  то .pM M Q=  Заметим также, 
что pM  нормальна в ,G  так как P  – абелева 

группа. Заметим, что так как ,xM A≠  то 
1pM A∩ = .  Действительно, допустим, что имеет 

место обратное. Тогда 1p pM A∩ ≠  и p pM A∩  – 
нормальная подгруппа в ,G  что влечет 

p p pM A A∩ = ,  т. е. .pA M⊆  Тогда A M⊆  и по-
этому ,A M=  противоречие. Значит, 

1pM A∩ = .  Так как A  – максимальная под-
группа в G  и ,G AB=  то .A B≠  Кроме того, так 
как pA A Q=  и ,pB B Q=  то .pB A;  Значит, 

pG B A= .  Тогда .p pP B A= ×  А так как 
,pB p| |=  то .pP A p| : |=  Следовательно, из того, 

что 1pM A∩ = ,  вытекает .pM p| |=  Заметим, что 
представителями двух классов максимальных 
подгрупп  в  M являются подгруппа Q и нор-
мальная в G  подгруппа .p GM Q   Следовательно, 
в каждой максимальной цепи длины три группы 

,G  проходящей через ,M  имеется собственная 
нормальная в G  подгруппа.  

Допустим теперь, что B  – группа Шмидта. 
Так как B A,  то B  – группа Шмидта с абеле-
выми силовскими подгруппами и поэтому в каж-
дой максимальной цепи длины три группы ,G  
проходящей через подгруппу ,B  имеется собст-
венная нормальная в G  подгруппа.  

Предположим, что в G  имеется ненормаль-
ная максимальная подгруппа M  с cG M p| : |=  
для некоторого натурального числа c  и ,xM A≠  

yM B≠  для всех .x y G, ∈  Не теряя общности, 
мы можем считать, что .Q M≤  Так как P  нор-
мальна в ,G  то .pM M Q=  Заметим также, что 

pM  нормальна в ,G  так как P  – абелева группа. 
Аналогично вышеприведенным рассуждениям, 
можно показать, что 1p pM A∩ =  и 1p pM B∩ = .  
Значит, из G -изоморфизма следует, что 

p p p p pP A B A A B/ /  и .p p p p pP A M A A M/ /  
Следовательно, pM  – минимальная нормальная 
подгруппа в .G  Заметим также, что pM  является 
минимальной нормальной подгруппой в ,M  по-
скольку PM G=  и P  – абелева группа. Значит, 
представителями двух классов максимальных 
подгрупп в M  являются подгруппа Q  и нор-
мальная в G  подгруппа .p GM Q  Таким образом, 
в каждой максимальной цепи длины три группы 

,G  проходящей через ,M  имеется собственная 
нормальная в G  подгруппа.  

Предположим теперь, что G  – группа типа 
V. Как и выше, можно показать, что в каждой 

максимальной цепи длины три группы ,G  про-
ходящей через подгруппу ,A  имеется собствен-
ная нормальная в G  подгруппа.  

Допустим вначале, что L  – группа Шмидта 
с абелевыми силовскими подгруппами. По лемме 
1.3 (2), представителями двух классов макси-
мальных подгрупп в L  являются нормальная в 
G  подгруппа GRQ  и подгруппа ,Q  максималь-
ная подгруппа которой нормальна в .G  Значит, и 
в этом случае в каждой максимальной цепи дли-
ны три группы G  имеется собственная нормаль-
ная в G  подгруппа.  

Предположим теперь, что L  является ниль-
потентной группой. В этом случае предствите-
лями двух классов максимальных подгрупп в L  
являются нормальная в G  подгруппа GRQ  и 
подгруппа .Q  Значит, в этом случае, в каждой 
максимальной цепи длины три группы ,G  про-
ходящей через L  имеется собственная нормаль-
ная в G  подгруппа. Теорема доказана.  

В работе [20] Ю.В. Луценко и А.Н. Скиба 
доказали следующую теорему.  

Теорема 2.3. В том и только в том случае 
каждая 3 -максимальная подгруппа группы G  
является S -квазинормальной в ,G  когда группа 
G  либо нильпотентна, либо G p q rα β γ| |= ,  где 

3α β γ+ + ≤ ,  либо G  изоморфна (2 3),SL ,  либо 
G  является сверхразрешимой группой одного из 
следующих типов:  

(1) G  – группа Шмидта;  
(2) ,G P Q=  где P p Q qβ| |= , | |=  ( 3β ≥ ); 

группа Q  либо абелева, либо изоморфна группе 
кватернионов порядка 8, либо изоморфна группе 

( );M qβ  2( ) ( );QC P Qβ −= Ω   
(3) ,G P Q=  где P  – циклическая группа 

порядка 2 ,p  обе группы ( )P QΦ  и ( )G P/Φ  явля-
ются группами Шмидта и максимальная под-
группа из Q  совпадает с ( );Z G  

(4) 1 2( ) ,G P P Q= ×  где 1 2 ,P P p| |=| |=  1PQ  – 
группа Шмидта и группа 2P Q  либо нильпотент-
на, либо также является группой Шмидта;  

(5) ( ) ,G P Q R=  где P  и R  – минималь-
ные нормальные подгруппы группы ,G  P p| |= ,  

R r| |= ,  Q  – циклическая группа и 
( ) ( ).F G PR Q= Φ   

Используя теорему A, мы дадим короткое 
доказательство этой теоремы.  

Доказательство. Необходимость. Согласно 
условию, каждая 3 -максимальная подгруппа 
группы G  является S -квазинормальной в .G  
Значит, в каждой максимальной цепи длины три 
группы G  имеется собственная S -квазинор-
мальная в G  подгруппа. Тогда, по лемме 1.4, G  
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является группой одного из типов, описанных в 
теореме A. Кроме того, так как каждая 3 -макси-
мальная подгруппа группы G  является S -квази-
нормальной  в  ,G   то,  по  лемме  1.4,  каждая 
3 -максимальная подгруппа группы G  субнор-
мальна в .G  Значит, по лемме 1.1, каждая мак-
симальная подгруппа группы G  либо нильпо-
тентна, либо является группой Шмидта с абеле-
выми силовскими подгруппами.  

Будем предполагать, что G  – ненильпотет-
ная группа и ,G p q rα β γ| |=  где 3α β γ+ + >  для 

{0}.α β γ, , ∈ ∪N  
Предположим, что G  является группой ти-

па I в теореме A.  
Пусть G P Q=  – группа Шмидта и 

( ) 1,P| Φ |=  т. е. P  является абелевой группой. 
Пусть  .Q q| |>   В  этом случае группа G  имеет 
3-максимальную подгруппу 1 2 ,PQ  где 1P  – неко-
торая  максимальная  подгруппа  в  P   и  2Q   – 
2-максимальная подгруппа в .Q  По условию, 

1 2PQ  является S -квазинормальной подгруппой в 
.G  Следовательно, по лемме 1.6 и по лемме 1.7, 

1P  нормальна в ,G  что противоречит минималь-
ности .P  Поэтому 1 1.P =  Следовательно, 

P p| |=  и G  является группой типа (1).  
Пусть теперь .Q q| |=  В этом случае каждая 

2-максимальная  подгруппа  2P   из P  является 
3-максимальной подгруппой в .G  Тогда, по ус-
ловию, 2P  является S -квазинормальной под-
группой в .G  Следовательно, по лемме 1.6 и по 
лемме 1.7, 2P  нормальна в ,G  что противоречит 
минимальности .P  Значит, 2 1.P =  Следователь-
но, 2P p| |=  и поэтому 2 ,G p q| |=  что противоре-
чит нашему исходному допущению о группе .G   

Предположим теперь, что ( ) .P p| Φ |=  Пусть 
.Q q| |>  В этом случае группа G  имеет 3-макси-

мальную подгруппу 1 2 ,PQ  где 1P  – некоторая 
максимальная подгруппа в P  и 2Q  – 2-макси-
мальная подгруппа в .Q  По условию, 

1 2 1 2( ) ( )PQ Q Q PQ=  и поэтому 1PQ  является под-
группой в .G  Ввиду леммы 1.3  (2), ( )P QΦ  яв-
ляется максимальной подгруппой в G  и поэтому 

1 ( ).P P= Φ  Следовательно, P  является цикличе-
ской группой, что противоречит неабелевости P.  

Пусть теперь .Q q| |=  Понятно, что каждая 
2-максимальная подгруппа 2P  из  P   является  
3-максимальной подгруппой в .G  Тогда, по ус-
ловию, 2 2P Q QP=  и поэтому 2P Q  является под-
группой в .G  Допустим, что 2 ( ).P P≤ Φ/  Тогда 

2 ( )P P QΦ  является подгруппой в G  и поэтому, 

ввиду максимальности ( )P QΦ  в ,G  получаем 
либо 2 ( ) ( )P P Q P QΦ = Φ ,  либо 2 ( )P P Q GΦ = .  По-
нятно, что второй случай не имеет место. Следо-
вательно, 2 ( ) ( )P P Q P QΦ = Φ  и поэтому 

2 ( ).P P≤ Φ  Если 2 ( ),P P< Φ  то P  является абе-
левой группой, что противоречит рассматривае-
мому случаю. Следовательно, 2 ( )P P= Φ  и по-
этому ( )PΦ  является единственной 2-макси-
мальной подгруппой в .P  Ввиду рассматривае-
мого случая P  не является циклической груп-
пой. Значит, согласно [21; III, теоремы 8.2 и 8.4] 
имеет место ( ) 2P| Φ |=  и P  изоморфна группе 
кватернионов 8Q  порядка 8.  Так как при этом 

( ) 4,P P| /Φ |=  то 4 1≡  ( mod  q ). Это влечет 
3q =  и поэтому группа G  изоморфна группе 

(2 3).SL ,  
Теперь предположим, что  G P Q=  не  

является группой Шмидта, P  – минимальная 
нормальная подгруппа в G и выполняется усло-
вие (1).  

Пусть x  – произвольный элемент из Q  та-
кой, что 2 ,x qβ −| |=  где 3.β ≥  Тогда, поскольку 

,Q qβ| |=  то x  содержится в некоторой макси-
мальной подгруппе 1Q  группы .Q  Ясно, что 1PQ  
является максимальной подгруппой в G  и по-
этому либо 1PQ  нильпотентна, либо 1PQ  – 
группа Шмидта с P p| |=  и 1

1 .Q qβ −| |=  Очевидно, 
что в обоих случаях элемент x  централизует 
группу P  и поэтому 2( ) ( ).QC P Qβ −= Ω  Очевид-
но, что в этом случае, G  – группа типа (2).  

Предположим теперь, что выполняется ус-
ловие (2) и 2,q =  3.β =  Тогда, по [19; V, теоре-
ма 4.4], Q  изоморфна либо группе 8 ,Q  либо ди-
эдральной группе. В последнем случае 

,Q a b=  где 2 12 2 .ba b a a−| |= , | |= , =  Тогда 
Q  имеет точно три максимальные подгруппы: 

2a a b,  и 2a ab  и поэтому подгруппы 

вида 2a b,  и ab  являются 3-максималь-
ными подгруппами в .G  Известно, что диэд-
ральная группа D обладает свойством 1( )D DΩ =  
(см. [19; V, теорема 4.3]). Это означает, что одна 
из подгрупп порядка 2 диэдральной группы, на-
пример ,ab  не содержится в GQ .  Значит, эта 
подгруппа не является S-квазинормальной в G, 
но является 3-максимальной подгруппой в .G  
Полученное противоречие показывает, что 

8.Q Q  Следовательно, G  снова является груп-
пой типа (2).  

Если теперь либо 2q =  и 3,β >  либо q  – 
нечетное простое, то, по [19; V, теорема 4.4], в 
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первом случае Q изоморфна одной из групп 
(2)M D Qβ β β, ,  или ,Sβ  а во втором Q  изоморф-

на группе ( )M qβ  (см. [19; C. 190–191]). Если Q  
изоморфна одной из групп D Qβ β,  или ,Sβ  то, 
по [19; V, теорема 4.3], факторгруппа ( )Q Z Q/  
изоморфна 1.Dβ −  Но в группе 1Dβ −  имеются две 
нециклические максимальные подгруппы и по-
этому группа Q имеет по крайней мере две не-
циклические максимальные подгруппы, что про-
тиворечит условию. Следовательно, группа Q не 
может быть изоморфна одной из групп D Qβ β,  
или .Sβ  Таким образом, группа Q изоморфна 

( )M qβ  и поэтому G  снова является группой 
типа (2).  

Пусть теперь выполняется условие (3). Оче-
видно, что максимальная в G  подгруппа 
G QN  является группой Шмидта и, следова-
тельно, G p| |= .N  Откуда следует, что G  являет-
ся группой типа (4). 

Предположим теперь, что G является груп-
пой типа II в теореме A.  

Так как R r| |= , то PQ  – максимальная 
подгруппа группы G . Значит, PQ  либо нильпо-
тентна, либо является группой Шмидта. Пусть 

1P  – некоторая максимальная подгруппа группы 
P  и 2Q  – 2-максимальная подгруппа группы .Q  
Тогда 1 2PQ  является 3-максимальной подгруп-
пой в .G  По условию, 1 2PQ  является S -ква-
зинормальной подгруппой в .G  Тогда, по лемме 
1.6 и по лемме 1.7, 1P  нормальна в ,G  что про-
тиворечит минимальности .P  Значит, .P p| |=  
Если R  не является нормальной подгруппой в 

,G  то .Q q| |=  Тогда, ,G pqr| |=  что противоре-
чит нашему исходному предположению о группе 

.G  Если же R  нормальна в ,G  то G  является 
группой типа (5).  

Пусть теперь G является группой типа III в 
теореме A.  

Предположим вначале, что P – неабелева 
группа. Пусть 2P  – произвольная 2-максималь-
ная подгруппа в .P  Так как ,GQ Q q| : |=  то 2 GP Q  
является 3-максимальной подгруппой в G  и по-
этому, по условию, 2 2( ) ( )G GP Q Q Q P Q= .  Следова-
тельно, 2P Q  является подгруппой в .G  Допус-
тим, что 2 ( ).P P≤ Φ/  Тогда 2 ( )P P QΦ  является 
подгруппой в G  и поэтому, ввиду максимально-
сти ( )P QΦ  в ,G  получаем либо 

2 ( ) ( )P P Q P QΦ = Φ ,  либо 2 ( )P P Q GΦ = .  Понятно, 
что второй случай не имеет место. Следователь-
но, 2 ( ) ( )P P Q P QΦ = Φ  и поэтому 2 ( )P P= Φ . 
Следовательно,  Ф(Р)  является   единственной  

2-максимальной подгруппой в .P  Ввиду рас-
сматриваемого случая P  не является цикличе-
ской группой. Значит, согласно [21; III, теоремы 
8.2 и 8.4] имеет место ( ) 2P| Φ |=  и P  изоморфна 
группе 8.Q  Но ( ) ( )P Q P QΦ = Φ  – группа 
Шмидта, что невозможно.  

Теперь предположим, что P  – абелева 
группа.  

Допустим, что .Q q| |>  Пусть 1P  – некото-
рая максимальная подгруппа группы P  и 2Q  – 
2-максимальная подгруппа группы .Q  Тогда 

1 2PQ  является 3-максимальной подгруппой в .G  
По условию, 1 2 1 2( ) ( )PQ Q Q PQ=  и поэтому 1PQ  
является подгруппой в группе G. Тогда, ввиду 
максимальности подгруппы ( )P QΦ  в группе G , 
мы имеем 1( )P Q PQΦ = .  Это означает, что ( )PΦ  
является максимальной подгруппой в P и поэто-
му P  – циклическая группа порядка 2.p  Так как 

( ) ( )P GΦ ⊆Φ  и группа G  не является нильпо-
тентной, то ( )G P/Φ  – сверхразрешимая группа 
Шмидта. Поскольку, каждая максимальная под-
группа группы G, содержащая силовскую q-под-
группу группы G, является сверхразрешимой 
группой Шмидта, то максимальная подгруппа 
группы Q  совпадает с ( )Z G .  Следовательно, G  
– группа типа (3).  

Предположим теперь, что .Q q| |=  Пусть 2P  
– произвольная 2-максимальная подгруппа в .P  
Тогда 2P  является 3-максимальной подгруппой в 
G  и поэтому 2P Q  – подгруппа группы .G  Рас-
суждая аналогично, как и выше, можно показать, 
что ( )PΦ  является единственной 2-максималь-
ной подгруппой в .P  Поэтому, ввиду абелевости, 
P  является циклической группой. Это в свою 
очередь влечет 2 ,G p q| |=  что противоречит на-
шему исходному допущению о группе .G  

Допустим теперь, что G  – группа типа IV в 
теореме A. Пусть 1S  – некоторая максимальная 
подгруппа в .pA  Так как ,GQ Q q| : |=  то 1 GS Q  
является 3-максимальной подгруппой в .G  По 
условию, 1 GS Q  является S -квазинормальной 
подгруппой в .G  Тогда, по лемме 1.6 и по лемме 
1.7, 1S  нормальна в ,G  что противоречит мини-
мальности .pA  Значит, 1 1S =  и поэтому .pA p| |=  
Если B  – группа Шмидта, то, очевидно, что 

.pB p| |=  Значит, G  – группа типа (4).  
Допустим, что G – группа типа V в теореме 

A. В этом случае группа G имеет 3-максималь-
ную подгруппу 1 ,GPQ  где 1P  – некоторая макси-
мальная  подгруппа в .P  По условию, 1 GPQ  яв-
ляется S -квазинормальной подгруппой в .G  
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Следовательно, по лемме 1.6 и по лемме 1.7, 1P  
нормальна в ,G  что противоречит минимально-
сти .P  Поэтому 1 1.P =  Следовательно, .P p| |=  

Если R  не является нормальной подгруп-
пой в ,G  то .Q q| |=  Тогда, ,G pqr| |=  что проти-
воречит нашему исходному предположению о 
группе .G  Если же R  нормальна в ,G  то G  
является группой типа (5).  

Достаточность. Прежде всего заметим, 
что в нильпотентной группе каждая подгруппа 
является S -квазинормальной.  

Предположим теперь, что G  является не-
нильпотентной группой с G p q rα β γ| |= ,  где 
p q r, ,  – простые (необязательно различные) 
числа и 3.α β γ+ + >  

Допустим, что G  изоморфна группе 
(2 3).SL ,  В этом случае G P Q=  является груп-

пой Шмидта, где 8P Q  и Q  – группа порядка 3. 
Рассмотрим максимальную подгруппу ( ) xP QΦ  
группы .G  Так  как  ( ) 2P| Φ |=   и  3,Q| |=   то  
2 -максимальная подгруппа группы ( ) xP QΦ  яв-
ляется единичной нормальной подгруппой в .G  
Теперь рассмотрим максимальную подгруппу P  
группы .G  Так как P  является группой кватер-
нионов порядка 8,  то ( )PΦ  является единствен-
ной 2-максимальной подгруппой группы .P  По-
нятно, что подгруппа ( )PΦ  нормальна в G  и 
поэтому каждая 3-максимальная подгруппа 
группы G  является S -квазинормальной.  

Предположим, что G  – группа типа (1). 
Легко показать, что в этом случае каждая 3-мак-
симальная подгруппа нормальна в .G  

Допустим теперь, что G  является группой 
типа (2). Покажем, что в этом случае группа G  
удовлетворяет одному из условий:  

(a) ,G P Q=  где ,P p| |=  Q  – цикличе-
ская группа и ( )P QΦ  – группа Шмидта;  

(b) 1( ) ,qG P Q C= ×  где ,P p| |=  qC q| |=  и 

1PQ  – группа Шмидта;  
(c) ,G P Q=  где 2P p p| |= , >  и 8;Q Q  
(d) 1( ) ,qG P Q C=  где ,P p| |=  1 ,Q a=  

,qC b=  1 ,qQ C qβ| |=  1,a qβ −| |=  1PQ  – группа 

Шмидта, 
21b qa a

β−+=  и 1[ ] 1P C, =  для всякой под-
группы 1,C  изоморфной .qC  

Так как, по условию, 2( ) ( ),QC P Qβ −= Ω  то в 
группе G  имеется ненильпотентная максималь-
ная подгруппа .H  Понятно, что H  содержит P  
и поэтому 1,H P Q=   где 1Q  – некоторая мак-
симальная  подгруппа  в  .Q   Ввиду условия, 
каждая  максимальная  подгруппа  группы 1Q   

централизует .P  Это в свою очередь влечет, что 
каждая максимальная подгруппа группы H  яв-
ляется нильпотентной и поэтому H  – группа 
Шмидта.  

Если теперь группа Q  циклическая, то G  
является группой типа (a). Предположим, что Q  
является абелевой, но нециклической группой. 
Тогда 1 qQ Q C= × ,  где .qC q| |=  Ввиду условия, 
[ ] 1qP C, =   и  поэтому  G   является  группой  
типа (b). 

Пусть теперь Q  изоморфна группе 8.Q  То-
гда, очевидно, G  является группой типа (c). Ос-
талось рассмотреть случай, когда Q  изоморфна 
группе ( ).M qβ  Из того, что G  имеет макси-
мальную подгруппу Шмидта 1H P Q=  и строе-
ния группы ( ),M qβ  получаем  

1( ) ,qG P Q C=  

где ,P p| |=  1 ,Q a=  ,qC b=  1 ,qQ C qβ| |=  
1,a qβ −| |=  1PQ  – группа Шмидта, 

21 .b qa a
β−+=  

Поскольку, ввиду условия, 1[ ] 1P C, =  для всякой 
подгруппы 1,C  изоморфной ,qC  то в этом слу-
чае G  является группой типа (d).  

Таким образом, в случае, когда G является 
группой типа (2), для нее выполняется одно из 
условий (а)–(d).  

Если G является группой типа (a), то 3-мак-
симальными подгруппами в G являются под-
группы 2Q  и 3,PQ  где 2Q  и 3Q  – 2-максималь-
ная и 3-максимальная подгруппы в ,Q  соответ-
ственно. Очевидно, что каждая из этих подгрупп 
нормальна в G. 

Предположим теперь, что G – группа типа 
(с).  Легко  видеть,  что  в  этом  случае  каждая 
3-максимальная подгруппа нормальна в G.   

Пусть теперь G является группой типа (d). 
Покажем индукцией по ,G| |  что каждая 3-мак-
симальная подгруппа T  группы G S -квази-
нормальна. Допустим вначале, что 1 1xT Q∩ ≠  
для некоторого .x G∈  Тогда 1

xQ  имеет собствен-
ную подгруппу Z  такую, что Z T≤  и .Z q| |=  
Так как 1

xPQ  – группа Шмидта, то ( )GZ C P≤  и 
поэтому Z  нормальна в .G  Так как 1( ),Z PQ≤ Φ  
то 1PQ Z/  является группой Шмидта. Легко заме-
тить, что группа G Z/  удовлетворяет и всем ос-
тальным условиям, описанным в случае (d), и 
поэтому G Z/  является группой типа (d). Так как 

,G Z G| / |<| |  ввиду 1,Z| |≠  и T Z/  является 3-мак-
симальной подгруппой в ,G Z/  то, по выбору ,G  
T Z/  S -квазинормальна в .G Z/  Тогда, по лемме 
1.4 (2), T  S -квазинормальна в ,G  что противо-
речит выбору группы .G  
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Следовательно, 1 1xT Q∩ =  для всех .x G∈  
Так как группа G  является q -нильпотентной, 
то, по лемме 1.6, 1Q| |  делит G T| : |  и, по лемме 
1.5, либо 3,G T q| : |=  либо 2.G T pq| : |=  

Допустим, что верен первый случай. Тогда 
либо 3

1 ,Q q| |=  либо 2
1Q q| |= .  Если 2

1 ,Q q| |=  то 
T P=  является S -квазинормальной в ,G  что 
противоречит выбору группы .G  Если 3

1 ,Q q| |=  
то .qT PC=  Ввиду условия [ ] 1,qP C, =  легко по-
казать, что группа qC  S -квазинормальна в .G  
Но тогда и группа T  является S -квазинормаль-
ной в ,G  что противоречит выбору группы .G   

Теперь предположим, что 2.G T pq| : |=  Так 
как при этом 1Q| |  делит ,G T| : |  то qT C .  Ана-
логично, как и выше, можно показать, что T  
снова является S -квазинормальной в G. Полу-
ченное  противоречие  показывает,  что  каждая 
3-максимальная подгруппа группы G является 
S -квазинормальной.  

Аналогично рассматривается случай, когда 
G является группой типа (b).  

В случае, когда G – группа одного из типов 
(3), (4) или (5),  непосредственной проверкой 
легко убедиться, что каждая 3-максимальная 
подгруппа является нормальной в G. Теорема 
доказана.  
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GENERALIZED STOCHASTIC INTEGRAL WITH RESPECT 
TO CONTINUOUS MARTINGALE 
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В алгебре обобщенных случайных процессов рассматривается процесс, задаваемый стохастическим интегралом по не-
прерывному мартингалу. Найдены условия, при которых рассматриваемый обобщенный процесс ассоциирует обыч-
ный случайный процесс. Описан общий вид указанного случайного процесса. 
 
Ключевые слова: алгебра обобщенных случайных процессов, мартингал, стохастический интеграл. 
 
Stochastic integral with respect to continuous martingale is considered in the algebra of generalized stochastic processes. The 
sufficient conditions when the above generalized stochastic process associates an ordinary stochastic process are formulated. 
The explicit form of the ordinary stochastic process is described. 
 
Keywords: algebra of generalized stochastic processes, martingale, stochastic integral. 

 
 

Введение 
Стохастические дифференциальные урав-

нения широко применяются в различных облас-
тях экономики, биологии, физики и техники. В 
зависимости от предметной области, использу-
ются различные определения стохастического 
интеграла [1]–[4], что существенно влияет на 
методику исследования. Перспективным направ-
лением в изучении стохастических дифференци-
альных уравнений, на наш взгляд, является под-
ход с точки зрения алгебры обобщенных случай-
ных процессов [5], который позволяет охватить 
различные определения стохастического инте-
грала и, таким образом, проводить исследование 
стохастических дифференциальных уравнений с 
единых позиций.  

С практической точки зрения важно знать 
при каких условиях элемент алгебры обобщен-
ных случайных процессов соответствует обыч-
ному случайному процессу. Такие условия по-
зволяют переходить от единой теории обобщен-
ных случайных процессов к частным случаям, 
предлагая более детальное описание динамики 
моделируемой системы.  

Мы работаем в алгебре обобщенных слу-
чайных процессов, построенной в [5]. Элемента-
ми данной алгебры являются классы эквивалент-
ности на множестве последовательностей слу-
чайных процессов. В работе [5] также вводится 
обобщенный дифференциал �dh  для обобщенного 
процесса. Указанные конструкции позволяют 
ввести в алгебре обобщенных случайных про-
цессов   обобщенный   стохастический   интеграл  

�( )d
t

s st hf V VI = ∫0 � ��                      (0.1) 

и стохастические уравнения в дифференциалах  
 � �d ( )dt t th hx f x V= .�� �                     (0.2) 

И стохастический интеграл, и стохастические 
уравнения в дифференциалах в алгебре обоб-
щенных случайных процессов рассматривались 
ранее для довольно широкого класса обобщен-
ных случайных процессов. В работах [6], [7] ин-
теграл и уравнения исследовались для обобщен-
ного случайного процесса i,V  который соответ-
ствует или ассоциирует, броуновское движение 

.tB  В работе [8] вместо броуновского движения 

tB  был рассмотрен процесс Леви .tL  В обоих 
случаях связь обобщенного дифференциала �dh  с 

обобщенным процессом iV  задает вид обычного 
случайного процесса, который соответствует 
обобщенному стохастическому интегралу tI�  из 
(0.1) или решению tx�  обобщенного стохастиче-
ского уравнения в дифференциалах (0.2).  

Задача данной работы исследовать стохас-
тический интеграл (0.1), в случае, когда iV  ассо-
циирует непрерывный квадратично-интегриру-
емый мартингал .tM  Ключевым отличием дан-
ного исследования от указанных выше является 
то, что квадратичная вариация 

t
M  процесса 

tM  также является случайным процессом, тогда 
как для броуновского движения tB  и процесса 
Леви  tL   она  детерминирована. Используя 

МАТЕМАТИКА
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обобщенный стохастический интеграл (0.1), мы 
описываем различные типы интегралов по не-
прерывным квадратично-интегрируемым мар-
тингалам и соответствующие им случайные про-
цессы, вид которых задается связью между 
обобщенным дифференциалом �dh  и обобщен-

ным процессом i.V  
 
1 Обобщенный стохастический интеграл 
Приведем построение алгебры обобщенных 

случайных процессов и обобщенных стохастиче-
ских дифференциалов из [5].  

Пусть дано вероятностное пространство 
( ).P, ,Ω F  Фильтрация F  задается потоком сиг-
ма-алгебр 0( ) .t t≥F  Рассмотрим множество после-
довательностей случайных процессов на 
( )P, ,FΩ  с гладкими траекториями, то есть 
( )n

t nV ∞
=1 , где ( )n

tV ∞∈C R  для почти всех .ω∈Ω  
Отношение эквивалентности на множестве таких 
последовательностей зададим следующим обра-
зом: ( ) ( )n n

t n t nV W∞ ∞
= =1 1∼  если существует ,N  такое 

что для любого n N>  и для любого t  верно 
( ) 0.n n

t tP V W≠ =  Множество описанных классов 
эквивалентности образует алгебру обобщенных 
случайных процессов. Элементы данной алгебры 
будем обозначать i 1( ) .n

t nV V ∞⎡ ⎤
⎢ ⎥=⎣ ⎦

=   

Обобщенный дифференциал �dh  для обоб-

щенного процесса iV  вводится следующим обра-
зом  

� 1d ( )
n

n n
t t h t nhV V V⎡ ⎤∞

⎢ ⎥+ =⎣ ⎦
= − ,�  

где �h  положительное бесконечно малое обоб-
щенное число, а именно  

� { }1( ) lim 0n n n nn
h H h h h∞ +⎡ ⎤

⎢ ⎥=⎣ ⎦ →∞
∈ = : ∈ , = .R  

Введем теперь обобщенный стохастический 
интеграл вида (0.1). Так как нас интересует зна-
чение tI�  для ,t∈R  мы вводим обобщенный ин-
теграл следующим образом  

 � 10
( )d ( )

t n
s s t t nhf V V I I ∞⎡ ⎤

⎢ ⎥=⎣ ⎦
= = .∫ � � �          (1.1) 

Для � 1[( ) ]n nh h ∞
==  введем  

0 { } ,n
n ns t h h= /  0

n n
k ns s kh= +  и [ ],n

t nm t h= /  
где { } [ ]y y,  обозначают дробную и целую часть 
числа ,y  соответственно, тогда  

1

1

0
( )( )

n
t

n n n
k k k

m
n n n n
t s s s

k
I f V V V

+

−

=

= − .∑  

Определение 1.1. Будем говорить что обоб-
щенный случайный процесс tI�  ассоциирует слу-
чайный процесс tI  в некотором топологическом 
пространстве, если lim n

n t tI I→∞ =  в этом про-
странстве.  

Исследуем вид процесса ,tI  ассоциируемо-
го обобщенным случайным процессом (1.1). Тем 
самым мы опишем различные типы стохастиче-
ских интегралов, которые соответствуют обоб-
щенному стохастическому интегралу (1.1).  
 

2 Основные результаты 
Обобщенный процесс jM  ассоциирует не-

прерывный квадратично-интегрируемый мартин-
гал ,M  причем  

j
1[( ) ] где ( )n n

t t n t n tM M M M ρ∞
== , = ∗ .  

Дельта-последовательность nρ  обладает сле-
дующими свойствами: ( ),nρ

∞∈C R  0,nρ ≥  

supp [0 1 ],n nρ ⊂ ; /  
1

0
( ) 1.

n

n s dsρ
/

=∫  Введем функ-

цию  
1

( ) ( )d
n

n nx
F x u u xρ

/
= , ∈ ,∫ R  

тогда  
1 1

0 0
( )d ( )d

n t nn
t t s n n sM M s s F s t Mρ

/ + /

+= = − .∫ ∫   (2.1) 

Рассмотрим обобщенный стохастический 
интеграл  

 j
�
j

10
( )d ( )

t n
s st t nhI f M M I ∞⎡ ⎤

⎢ ⎥=⎣ ⎦+
= = .∫�          (2.2) 

Для упрощения обозначений мы будем рассмат-
ривать n

tI  из (2.2), опуская связь между h  и ,n  
то есть 0 { } ,t t h h= /  0 ,kt t kh= +  [ ]tm t h= /  и  

1

1

0
( )( )

t

k k k

m
n n n n
t t t t

k
I f M M M

+

−

=

= − .∑           (2.3) 

Для описания случайного процесса ,tI  ассоции-

рованного обобщенным процессом ,tI�  необхо-
димо рассмотреть предельное поведение суммы 
(2.3) при ,n →∞  0.h →  

Везде далее будем рассматривать 
[0 ].t T∈ = ,T  Введем случайную меру nhμ   

[

]

1

1
2

( ) ( ) ( )

( ) d

k

k

t h n

nh B k n kt
k

n k s

t B t F s t h

F s t M

μ
∞ + + /

=

, = − − −

− − ,

∑ ∫1
   (2.4) 

где B  борелевское множество, а M  – квадра-
тичная вариация мартингала M  [9, гл. II, §2].  

Теорема 2.1. Пусть функция ( ),f ∈ 1
BC R  

мартингал M  непрерывен и квадратично-ин-
тегрируем. Если последовательность мер nhμ  из 
(2.4) сходится слабо, почти везде по Ω  и в 

( )1L T  при ,n →∞  0,h →  то предельная мера 
μ  не зависит от ,t  и обобщенный стохастиче-

ский интеграл tI�  из (2.2) ассоциирует случайный 
процесс tI  в ( )1L T  и по вероятности, причeм tI  
имеет следующий вид  

0 0

1( )d ( )(d (d ))
2

t t

t s s s s
I f M M f M M sμ′= + − .∫ ∫  
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Замечание 2.1. В случае если M  броунов-
ское движение, d d

s
M s=  и сходимость мер 

nhμ  равносильна сходимости числовой последо-
вательности  

0 1

( ) 1 ( ) ( )d dn n
s t n

s t h

s tK n h s t s t
h

ρ ρ
≤ , ≤ /
| − |≤

| − |⎛ ⎞, = − .⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

Если ( )K n h θ, →  при ,n →∞  0,h →  то 
[0 1]θ ∈ ,  и предельная мера имеет вид 

(d ) d .u uμ θ=  Тогда ассоциированный процесс tI  
задается следующим образом  

0 0

1( )d ( )d
2

t t

t s s s s
I f M M f M Mθ− ′= + .∫ ∫  

Полученные результаты согласуются с ра-
ботой [7].  

Замечание 2.2. Eсли ,nh →∞  то для произ-
вольного квадратично-интегрируемого непре-
рывного мартингала M   

0
( )d

t

t s sI f M M= ,∫  

то есть мера (d )sμ  совпадает с мерой d
s

M  и 
обобщенный стохастический интеграл ассоции-
рует интеграл Ито.  
 

3 Вспомогательные утверждения 
В силу определения (2.1), несложно видеть, 

что n
tM  является процессом с непрерывными 

траекториями и для любого ,ω∈Ω  t∈T  верно 
lim .n

t tn
M M

→∞
=  Сформулируем необходимые 

вспомогательные утверждения.  
Лемма 3.1.  Для произвольного u t, ∈T  верно 

1 1 21 2
0 1 2

0
[ ( ) ( )]d max

s s h n
s s u

u

n n s s sF s t h F s t M M M
| − |≤ +

≤ , ≤

− − − − ≤ | − | .∫
 Доказательство. Используя интегрирова-
ние по частям и вид nF  получаем  

1 2[ 1 ]1 2
0 1 2

0

0

0

( )0

1

[ ( ) ( )]d

( ( ) ( ))d

( ( ) ( ))d

( ( ) ( ))d

( )d

max (
s s t t h n

s s u

u

n n s

u n nu

u

s n n

s u n n

s h u s u n

t n

s s nt

F s t h F s t M

M s t h s t s

M s t h s t s

M s t h s t s

M M s t s

M M s t

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

ρ

ρ
, ∈ , + + /

≤ , ≤

+∞

+∞

∧

+∞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟+ ∧ ∧⎝ ⎠

+ /

− − − − =

= − − − − +

+ − − − − =

= − − − − =

= − − ≤

≤ | − | −

∫

∫

∫

∫

∫

∫

1 211 2
0 1 2

)d

max
s s h n

s s u

s s

s

M M
| − |≤ + /

≤ , ≤

≤

≤ | − | .

 

 Лемма 3.2. Если мера nhμ  слабо сходится к 
мере μ  для почти всех ω∈Ω  и в ( )1L T  при 

,n →∞  0,h →  то предельная мера μ  не 
зависит от .t   

Доказательство. Мера nhμ  слабо сходится 
к мере μ  для почти всех ω∈Ω  и в ( ),1L T  зна-
чит для любой непрерывной g  верно  

0 0 0
( ) ( d ) ( ) ( d ) d 0

при 0

T T T

nht u t u t u t u t

n h

μ μ, , − , , →

→∞, → .

∫ ∫ ∫g g
 

Из определения (2.4) меры nhμ  следует что nhμ  
является h-периодической функцией по t, а тогда  

0

0

0

0 0

0 0
0

0 0
0

lim ( ) ( d )d

lim ( ) ( d )d

1lim ( ) ( d )d

n
h

n
h

n
h

T T

nh

L h T

nh
k

Lh T

nh
k

t u t u t

t kh u t u t

t kh u h t u t
h

μ

μ

μ

→∞
→

→∞
→

→∞
→

=

=

, , =

= + , , =

⎛ ⎞
= + , , .⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫

∑ ∫ ∫

∑∫ ∫

g

g

g

 

По определению интеграла  

0
0

( ) ( )d ,
L T

k

t kh u h s u s
=

⎛ ⎞+ , → ,⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∫g g  

значит  

0

0

0

0 0
0

0 0 0

0 0 0

1lim ( ) ( d )

1lim ( ) ( d )d

1lim ( ) ( d )d d

n
h

n
h

n
h

Lh T

nh
k

h T T

nh

T T h

nh

t kh u h t u dt
h

s u ds t u t
h

s u t u t s
h

μ

μ

μ

→∞
→

→∞
→

→∞
→

=

⎛ ⎞+ , , =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= , , =

= , , .

∑∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

g

g

g

 

Обозначим 1
0

( ) ( )
h

nh nhhdu t du dtν μ= , .∫  Очевидно  

0

0

0 0 0

0 0

1lim ( ) ( d )d d

lim ( ) (d )d

n
h

n
h

T T h

nh

T T

nh

s u t u t s
h

s u u s

μ

ν

→∞
→

→∞
→

, , =

= , .

∫ ∫ ∫

∫ ∫

g

g
 

По условию данный предел сходится для любых 
непрерывных функций g.  Рассматривая функ-
ции ,g  зависящие только от ,u  получаем, что  

0
0

lim ( ) ( )
n
h

T

nhg u duν
→∞
→

∫  

существует для любых непрерывных .g  Значит, 
последовательность мер (d )nh uν  слабо сходится 
к некоторой мере (d ).uν  То есть мы имеем, что  

0
0 0 0 0

lim ( ) (d )d ( ) (d )d
n
h

T T T T

nhs u u s s u u sν ν
→∞
→

, = , .∫ ∫ ∫ ∫g g  

В силу единственности предела получаем, что 
предельная мера μ  совпадает с .ν  Значит, μ  не 
зависит от t. 

Замечание 3.1. Явный вид предельной меры 
(d )uμ  можно получить, исследуя предельное 

поведение последовательности мер (d ).nh uν  
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Для 1 2 tl … m= , , ,  введем обозначение 

1

1
2

0

[ ]
k k

l
n n n

l t t
k

V M M
+

−

=

= − .∑  Докажем несколько вспо-

могательных утверждений для ограниченного 
мартингала.  

Лемма 3.3.  Если мартингал M  и его квад-
ратичная вариация 

t
M  ограничены констан-

той ,B  то для любого фиксированного t∈T  
справедлива оценка  

2 2( ) 9 (1 2 )
t

n
mE V B B≤ + .  

Доказательство. По определению  

1

1 1

21
2 2

0

1 1
2 2

0 0

( ) [ ]

[ ] [ ]

t

t k k

t t

k k j j

m
n n n

m t t
k

m m
n n n n
t t t t

k j

V M M

M M M M

+

+ +

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟=⎝ ⎠

− −
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =

= − =

= − − .

∑

∑∑
 

Введем функцию  

10
( ) [ ( ) ( )]d

k

u

t n k n k sJ u F s t F s t M+= − − − .∫  (3.1) 

В силу представления (2.1) и вида nF  для 
1v t n≥ + /  верно  

1

1 1

1

[ ]

[ ( ) ( )]d ( )

k k

k

k
k

n n
t t

t n

n k n k s tt

M M

F s t F s t M J v

+

+ + /

+

− =

= − − − = .∫
 

Тогда  

( )

1 1
2 2 2

0 0

1 1
2 2 2

0 0

( ) ( ) ( ) и

( ) ( ) ( )

t t

t k j

t t

t k j

m m
n

m t t
k j

m m
n

m t t
k j

V J v J v

E V E J v J v

− −

= =

− −

= =

=

= .

∑ ∑

∑∑
 

Из вида (3.1) следует, что ( )
kt

J u  является 
мартингалом, более того, по формуле Ито 

2 2 2 2

0
( ) ( ) d( ( ) ( ))

k j k j

v

t t t tJ v J v J u J u= ,∫  где  
2 2 2

2 2

2

( ( ) ( )) 2 ( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 4 ( ) ( )

k j k j k

k j j j k

k j k j k j

t t t t t

t t t t t u

t t t t t tu u

d J u J u J u J u dJ u

J u J u dJ u J u d J

J u d J J u J u d J J

= +

+ + +

+ + , .

 

Применяя математическое ожидание, получаем  

 

2 2 2

0

2

0

0

( ( ) ( )) ( )d

( )d

4 ( ) ( )d

k j j k

k j

k j k j

v

t t t t u

v

t t u

v

t t t t u

E J v J v E J u J

E J u J

E J u J u J J

= +

+ +

+ , .

∫
∫

∫

    (3.2) 

По определению ( )
kt

J u  верно  

2
10

10

1

[ ( ) ( )] d

[ ( ) ( )]

[ ( ) ( )]d

k

k j

u

t n k n k su

u

t t n k n ku

n j n j s

J F s t F s t M

J J F s t F s t

F s t F s t M

+

+

+

= − − − ,

, = − − − ×

× − − − .

∫
∫  

Суммируя выражения (3.2) по ,j k,  получа-
ем, что  

2
1 2( ) 2 4

t

n
mE V G G= + ,  

где  
1 1 2

1 10 0
0 0

2
1

1 1

2 10 0
0 0

10

1 1

[ ( ) ( )]d

[ ( ) ( )] d

[ ( ) ( )]d

[ ( ) ( )]d

[ ( ) ( )][ ( )

t t

t t

m mv u

n j n j s
k j

n k n k u

m mv u

n k n k s
k j

u

n j n j s

n k n k n j

G E F s t F s t M

F u t F u t M

G E F s t F s t M

F s t F s t M

F u t F u t F u t

− − ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟+
⎝ ⎠= =

+

− −

+
= =

+

+ +

= − − − ×

× − − − ,

= − − − ×

× − − − ×

× − − − −

∑∑∫ ∫

∑∑∫ ∫

∫
( )]dn j u

F u t M− − .

 

Так как для любого w  и x∈R  верно 
0 [ ( ) ( )] 1,n nF x w F x≤ − − ≤  то  

2[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]n n n nF x w F x F x w F x− − ≤ − − .  
Используя данный факт и ограниченность ,M  
получаем, что  

1 2

1 10 0
0

1

1
0

1 2

1000

1

00

[ ( ) ( )]d

[ ( ) ( )] d

max [ ( ) ( )]d

max

t

t

t

t

mv u
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m
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m u

n j n j sv u vj

m

j

G E F s t F s t M

F u t F u t M

E M F s t F s t M

B E

⎛ ⎞− ⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟=⎝ ⎠

−

+
=
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−

=
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⎛ ⎞
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≤

∑∫ ∫

∑

∑ ∫

∑
2

10
[ ( ) ( )]d

u

n j n j su v
F s t F s t M

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+⎜ ⎟≤ ≤ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

− − − .∫

 

В силу неравенства Дуба [9, с. 36] выполняется 

0

2 2max( ( )) 4 ( ( )) ,
j j

u v
t tE J u E J v

≤ ≤

≤  тогда  

1 2
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Действуя аналогично для 2G  и используя лемму 
3.1, получаем  

1 1 21 2
0 1 2

2
2

2 3
00

max

[ ( ) ( )] d 4

s s h n
s s u

s s

v

n n u

G E M M
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≤ | − | ×

× − − − ≤ .∫
 

Объединяя неравенства для 1G  и 2 ,G  получаем 
требуемое утверждение.  

Лемма 3.4. Если мартингал M и его квадра-
тичная вариация 

t
M  ограничены константой 

B, то для любого фиксированного t∈T  верно  
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∑

при 0n h→∞, → .  
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Доказательство. Введем функцию  

[ ]2

0
( ) ( ) ( ) d

k

u

t n k n k s
I u F s t h F s t M= − − − − .∫  (3.3) 
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Используя формулу Ито, можно показать, что 
выражение (3.4) имеет вид  
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Учитывая вид nF  и ограниченность ,M  при-
меним неравенство Коши-Буняковского и лемму 
3.1, тогда  
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В силу ограниченности и равномерной непре-
рывности M  на [0 ]v,  по теореме Лебега  
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Таким образом, требуемая сходимость доказана.  
 

4 Доказательство основных результатов 
Лемма 4.1. Пусть функция ( ),f ∈ 1

BC R  не-
прерывный квадратично-интегрируемый мар-
тингал M  и его квадратичная вариация 
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Рассматривая сумму выражений вида (4.1), по-
лучаем  

0

0

1

0 0

1

0

( )d ( )d ( ) ( )

( ) ( )

tt

t

k k

MM

t t

m

t t
k

f x x f x x F M F M

F M F M
+

−

=

− = − =

⎡ ⎤= − =⎣ ⎦

∫ ∫

∑
 

1

1

1

0

1
2

0

( )[ ]

1 ( )[ ]
2

t

k k k

t

k kk

m

t t t
k

m

t tt
k

f M M M

f M MM

+

+

−

=

−

=

= − +

′+ − .

∑

∑
           (4.2) 

Поступая аналогично (4.2) для 
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Учитывая равенства (4.3) и (4.2), получаем  
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Используя доказательство формулы Ито [9, 
C. 76–77], можно показать, что при 0h →  верно 
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Используя неравенство Коши-Буняковского и 
лемму 3.3, получаем  
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По лемме 3.4 верно 2
5 5( ) 0,E J J− →′ ′′  а значит, и 

5 5 0.E J J| − |→′ ′′  Так как по условию nhμ  слабо 
сходится к μ  почти везде по Ω  и в ( ),1L T  то по 
лемме 3.2 предельная мера μ  не зависит от t  и  
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при ,n →∞  0.h →  Объединяя полученные 
оценки, приходим к выводу, что  
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Объединяя полученные предельные выражения 
для 1,J  2 ,J  3 ,J  4 ,J  5J  из (4.4), получаем, что 
лемма доказана.  

Доказательство теоремы 2.1. Для произ-
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Для ограниченного процесса tM  с ограниченной 
квадратичной вариацией M  в силу леммы 4.1 

имеет место сходимость в ( )1L Ω  и ( ),1L T  зна-
чит, справедлива и сходимость по вероятности. 
Таким образом, для любого 0,ε >  для любых 
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По условию ( ) 0mP Tσ < →  при .m →∞  Значит, 
переходя к пределу сначала при n →∞  и 0,h →  
а потом при ,m →∞  выражение (4.5) влечет 
требуемое предельное соотношение  
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Таким образом, теорема доказана.  
 

Заключение 
В данной работе мы рассмотрели обобщен-

ный стохастический интеграл вида (0.1) по обоб-
щенному случайному процессу, ассоциирующе-
му квадратично-интегрируемый непрерывный 
мартингал. В зависимости от связи между обоб-
щенным   дифференциалом  �dh   и   обобщенным  

случайным процессом, обобщенный стохастиче-
ский интеграл ассоциирует различные стохасти-
ческие интегралы, вид которых определяет тео-
рема 2.1. Полученные результаты востребованы 
при изучении стохастических уравнений в диф-
ференциалах вида (0.2) для непрерывных мар-
тингалов. Обобщенный случайный процесс, яв-
ляющийся решением уравнения (0.2), ассоцииру-
ет обычный случайный процесс. Вид этого слу-
чайного процесса напрямую зависит от общего 
вида стохастического интеграла, который и по-
строен в данной работе.  
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ТЕОРЕМА НЕХАРИ НА КОМПАКТНЫХ АБЕЛЕВЫХ ГРУППАХ 
С ЛИНЕЙНО УПОРЯДОЧЕННОЙ ГРУППОЙ ХАРАКТЕРОВ 

Р.В. Дыба 
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THE NEHARI THEOREM FOR COMPACT ABELIAN GROUPS 
WITH LINEARLY ORDED DUALS 

R.V. Dyba 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 
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Введение 
Операторы Ганкеля представляют собой 

один из важнейших классов операторов в про-
странствах голоморфных функций, имеющий 
интересные приложения к проблеме моментов, 
ортогональным полиномам, теории рациональ-
ной аппроксимации и другим важным разделам 
анализа, а также теории прогнозирования и тео-
рии управления (см., например, [1], [2]). Одно из 
равносильных определений ганкелева оператора 
состоит в том, что в некотором ортонормирован-
ном базисе он имеет (вообще говоря, бесконеч-
ную) ганкелеву матрицу, т. е. матрицу, элементы 
которой зависят лишь от суммы индексов. После 
открытия символа ганкелева оператора теория 
таких операторов в значительной степени све-
лась к изучению зависимости свойств оператора 
от геометрических и аналитических характери-
стик его символа. Таким образом, в этой теории 
(так же, как и в теории тёплицевых операторов 
[1]–[3]) тесно взаимодействуют методы теории 
функций и функционального анализа. Классиче-
ская теорема Нехари [4] дает критерий ограни-
ченности ганкелева оператора в терминах его 
матрицы. В дальнейшем эта важная теорема под-
вергалась различным обобщениям и модифика-
циям. В настоящей заметке будет доказано 
обобщение теоремы Нехари на случай компакт-
ных абелевых групп с линейно упорядоченной 
группой характеров.  
 

1 Вспомогательные сведения  и  резуль-
таты 

Пусть G – компактная абелева группа с нор-
мированной  мерой  Хаара  dx. Обозначим через 
X  группу  характеров  группы G (т. е. группу 

непрерывных гомоморфизмов из G в одномер-
ный тор Т). Будем предполагать, что X является 
линейно упорядоченной группой, т. е. в ней вве-
дено отношение линейного порядка, согласован-
ное с групповой операцией. Обозначим через X +  
положительный конус группы X, а через X −  – 
отрицательный. Другими словами, 

{ }| ,X Xχ χ+ = ∈ ≥ 1  

{ }| .X Xχ χ− = ∈ ≤ 1  
Множества X +  и X −  являются подполугруппа-
ми группы Х, причем 

{ }_ _, ,X X X X X+ += ∪ ∩ = 1  
где 1 обозначает единичный характер группы G. 

«Крышкой» будем обозначать преобразова-
ние Фурье функции ( ).f L G∈ 1  Таким образом,  

( ) ( ) ( ) , .
G

f f x x dx Xχ χ χ= ∈∫  

Определение 1.1. Пространство Харди 
( )H G2  над G определяется следующим образом: 

{ }{ }( ) ( ) | ( ) 0 \ .H G f L G f Xχ χ −= ∈ = ∀ ∈2 2 1  

Обозначим через ( )H G−
2  ортогональное до-

полнение пространства Харди в ( ).L G2  Тогда  

{ }( ) ( ) | ( ) 0 .H G f L G f Xχ χ− += ∈ = ∀ ∈2 2  

При этом X +  является ортонормированным 
базисом пространства ( ),H G2  а X − \{1} – орто-
нормированным базисом пространства ( )H G−

2  
(легко проверить, что эти системы ортонормиро-
ваны и максимальны в соответствующих про-
странствах). 
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Определение 1.2. Пусть ( ).L Gϕ ∞∈  Опера-
тором Ганкеля (ганкелевым оператором) назо-
вем оператор : ( ) ( ),H H G H Gϕ −→2 2  определяе-
мый равенством 

,H P Mϕ ϕ−=  

где : ( ) ( )P L G H G− −→2 2  – оператор ортогональ-
ного проектирования, а 

: ( ) ( ),M L G L G f fϕ ϕ→2 2  
– оператор умножения на .ϕ  Функцию ϕ  будем 
называть символом оператора .Hϕ  

Классические ганкелевы операторы соот-
ветствуют случаю G =Т, X=Z. С точки зрения 
обобщений интерес представляет уже случай 
двумерного тора G =Т2, где группа характеров 
X=Z2 наделена лексикографическим порядком. 

Определение 1.3. Рассмотрим пространство 
{ }( ) : ( ) | ( ) ( ) .H G f L G fH G H G∞ ∞= ∈ ⊂2 2  

Известно (см. [3]), что ( )H G∞  есть банахо-
ва алгебра, содержащая аналитические полино-
мы (т. е. линейные комбинации элементов из 
X + ).  

Для доказательства основного результата 
понадобится ряд вспомогательных утверждений. 

Лемма 1.1. Пусть ( ).L Gϕ ∞∈  Справедливы 
следующие утверждения: 

1) оператор  Ганкеля  с  символомϕ  огра-
ничен; 

2) ( );H H H Gϕ ϕ ψ ψ ∞
+= ⇔ ∈  

3) ( , ( )).
L

H dist H Gϕ ϕ∞
∞≤  

Доказательство. 1) Оператор Mϕ ограни-

чен в ( ),L G2  так как для любой функции 
( )f L G∈ 2   

1
2

1
2

2 2

22

2

2

( ) ( )

( ) .

G

П

M f f t f t dt

f t dt f

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
∞ ∞

⎛ ⎞
= = ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
≤ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫

∫

 

Поэтому оператор H P Mϕ ϕ−=  также огра-
ничен. 

2) Для любых ( )f H G∈ 2  и , Lϕ ψ ∞∈  имеем 
( ),H f P fϕ ϕ−=  

а также  
( )( ) ( ) ( ).H f P f P f P fϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ+ − − −= + = +  

Очевидно, что 
( ( )) ( ) 0H H f H G P fϕ ϕ ψ ψ+ −= ⇔ ∀ ∈ = ⇔2  

( ( )) ( ) ( ).f H G f H G H Gψ ψ ∞⇔ ∀ ∈ ∈ ⇔ ∈2 2  
3) Для любых ( )H Gψ ∞∈  и ( )f H G∈ 2  

имеем 

( )
22 2

2 2

( )

( ) .

H f H f P f

f f
ϕ ϕ ψ ϕ ψ

ϕ ψ ϕ ψ
+ −

∞

= = + ≤

≤ + ≤ +
 

Тогда по определению нормы оператора 
Hϕ ≤ ϕ ψ

∞
+  для любого ( ),H Gψ ∞∈  откуда 

следует, что  

( )
inf
H G

Hϕ
ψ ∞∈

≤ ( , ( )).
L

dist H Gϕ ψ ϕ∞
∞

∞
+ =  

Лемма доказана. 
 Лемма 1.2. Оператор Ганкеля Hϕ  удовле-
творяет следующим коммутационным соотно-
шениям:  

H S P S Hϕ χ χ ϕ−=  ,Xχ +∀ ∈            (1.1) 

где 2| ( ).S M H Gχ χ=  

Доказательство. Для любых ,Lϕ ∞∈  
,Xχ +∈  ( )f H G∈ 2  имеем 

( ) ( ) ( ),H S f P M f P f f P fϕ χ ϕ χ ϕχ ϕχ ϕχ− − += = = −  
где .P I P+ −= −  Ясно, что P+ есть ортопроектор 
на подпространство ( )H G2  пространства ( ).L G2  
С другой стороны,   

( ) ( )
( ) ( )

( )P S H f P P f P f P f

f P f P f P f
χ ϕ χ ϕ χϕ χ ϕ

χϕ χ ϕ χϕ χ ϕ
− − − − +

+ + +

= = − =⎡ ⎤⎣ ⎦
= − − − =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

( ) ( ) ( ).f P f P f P P fχϕ χϕ χ ϕ χ ϕ+ + + += − − +  

Осталось заметить, что ( ) ( ),P f H Gχ ϕ+ ∈ 2  а 

значит, ( ) ( ),P P f P fχ ϕ χ ϕ+ + +=  лемма доказана. 
 Равенство (1.1) будем далее называть урав-
нением Ганкеля. 

Определение 1.4. Ганкелевой формой назы-
вают комплексную билинейную форму вида 

,
( , ) ( ) ( ) ( ),

X
A a b k a b

μ ν
μν μ ν

+∈
=∑       (1.2) 

где , ,a b k  – функции на .X +  При этом функция k 
называется ядром формы А. 

Если ( , )A a b M≤ < ∞  ,a b∀  таких, что  
2 2( ) ( ) 1,

X X
a b

μ ν
μ ν

+ +∈ ∈
= =∑ ∑  

то форма A называется ограниченной, а число M 
– константой ограниченности этой формы. Нор-
мой формы A называют наименьшую из ее кон-
стант ограниченности. 
 Далее важную роль будет играть следую-
щий результат. 

Теорема 1.1 [5]. Ганкелева форма (1.2) на 
X +  ограничена тогда и только тогда, когда ее 
ядро имеет вид  

( ) ( ) ( ) , ,
G

k x x dx Xχ ϕ χ χ += ∈∫  

где ( ).L Gϕ ∞∈  При этом ,Mϕ
∞
≤  где M – кон-

станта ограниченности формы A. 
 В частности, из этой теоремы следует, что 
норма формы A равняется ϕ

∞
 для функции ,ϕ  

удовлетворяющей указанным выше условиям. 
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Определение 1.5. Пусть 1 2,L L  – гильберто-
вы пространства, и пусть 1 2:H L L→  – ограни-
ченный линейный оператор. Обобщенными мат-
ричными элементами оператора H называются 
скалярные произведения  

1 2, , , ,Hx y x B y B∈ ∈  
где 1 2,B B  – ортонормированные базисы в 1 2,L L  
соответственно. 
 Следующая простая лемма показывает, что 
оператор однозначно определяется своими мат-
ричными элементами. 

Лемма 1.3. Пусть K и K−  – гильбертовы 
пространства, 1 2, :H H K K−→  – ограниченные 
линейные операторы, X +  – ортонормированный 
базис в K, X −  – ортонормированный базис в .K−  
Если  

1 2, ,H Hχ η χ η=  , ,X Xχ η+ −∀ ∈ ∀ ∈  
то 1 2.H H=  

Доказательство. Любой элемент f K∈  
разлагается в ряд Фурье ,

X
f fχχ

χ
+∈

= ∑  причем 

1 1 ,
X

H f f Hχχ
χ

+∈
=∑  

2 2 .
X

H f f Hχχ
χ

+∈
=∑  

Тогда  

1 1, ,
X

H f f Hχχ
η χ η

+∈
= =∑  

1 2

1 2

, ,

, , .

X X

X

f H f H

f H H f

χ χχ χ

χχ

χ η χ η

χ η η

+ +

+

∈ ∈

∈

= = =

= =

∑ ∑
∑

 

Следовательно, 1 2H f H f=  для любо-
го .f K∈  Лемма доказана. 
 
 2 Основная теорема 

Основным результатом данной заметки яв-
ляется следующее обобщение теоремы Нехари.  

Теорема 2.1. Ограниченный оператор 
2 2: ( ) ( )H H G H G−→  является оператором Ган-

келя, т. е. , ( ),H H L Gϕ ϕ ∞= ∈  тогда и тогда, 
когда H удовлетворяет уравнению Ганкеля. При 
этом ( )( ), .

L
H dist H Gϕ ϕ∞

∞
∞

= =  
Доказательство. Необходимость доказана в 

лемме 1.2. Докажем достаточность. Пусть H – 
ограниченный оператор, удовлетворяющий урав-
нению Ганкеля. Рассмотрим билинейную форму  

( , ) : ,A f g Hf g=  ( 2, ( )f g H G∈ ). 

Пусть ,
X

f aχχ
χ

+∈
=∑  

X
g bξξ

ξ
+∈

= ∑  – разложе-

ния в ряды Фурье. Тогда 
,

X
Hf a Hχχ

χ
+∈

=∑  

,
X

Hg b Hξξ
ξ

+∈
=∑  

а потому 

,

, ,

, .

X X

X

Hf g a H b

H a b

χ ξχ ξ

χ ξχ ξ

χ ξ

χ ξ
+ +

+

∈ ∈

∈

= =

=

∑ ∑
∑

 

Так как оператор H удовлетворяет уравнению 
Ганкеля, то  

( )
( )

, , ,

, ,

H HS P S H

S H P S H

χ χ

χ χ

χ ξ ξ ξ

ξ ξ

−

−

= = =

= = =

1 1

1 1
 

( ), , ,H H kχ ξ χξ χξ= = =1 1  

где ( ) : , .k Hχ χ= 1  Таким образом, ( , )A f g  – 

ганкелева форма с ядром k. Докажем, что она 
ограничена. Действительно, для любых 

2, ( )f g H G∈  имеем 

2 2
( , ) | , |A f g Hf g Hf g= ≤ ⋅ ≤

2 2
.H f g⋅ ⋅  

Поэтому при 
2 2

1f g= =  

( , ) .A f g H≤  
Следовательно, форма A ограничена с констан-
той ограниченности .H  По теореме 1.1 суще-

ствует функция ( )L Gϕ ∞∈  такая, что Hϕ
∞
≤  

и  
( ) ( ) ( ) ,

G

k x x dx Xχ ϕ χ χ += ∈∫  

(т. е. k – обратное преобразование Фурье функ-
ции ϕ ). Тогда  

( ) ( ), ( ) ( ) ( ) .
G

H k x x x dxχ ξ χξ ϕ χ ξ ϕ χξ= = =∫  

С другой стороны,  
( ) ( )

( )
, , , ,

( ) ( ) ( ) .
G

H P P

x x x dx

ϕχ ξ ϕχ ξ ϕχ ξ ϕχ ξ

ϕ χ ξ ϕ χξ

− −= = = =

= =∫
 

Теперь из леммы 1.3 следует, что .H Hϕ=  
Наконец, в силу леммы 1.1  

( , ( )) inf .
L H

H dist H Gϕ
ψ

ϕ ϕ ψ∞ ∞

∞
∞∈

≤ = +  

Тогда  

( )

( , ( ))

inf .
L

H G

H H dist H Gϕ

ψ

ϕ ϕ

ϕ ψ ϕ

∞

∞

∞
∞

∞∈

≤ = ≤ =

= + ≤
 

Таким образом, ( , ),
L

H dist Hϕ ϕ∞
∞

∞
= =  что и 

завершает доказательство теоремы. 
 Идущее ниже следствие теоремы 2.1 дает 
равносильное определение ганкелева оператора. 
 Следствие. Ограниченный оператор 

2 2: ( ) ( )H H G H G−→  будет ганкелевым, если и 
только если его обобщенные матричные эле-
менты ,Hχ ξ  зависят лишь от 

{ }( ), \X Xχξ χ ξ+ +∈ ∈ 1 . 
Доказательство. Пусть обобщенные мат-

ричные элементы оператора H удовлетворяют 
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условиям следствия, т. е. , ( ),H aχ ξ χξ=  где a 

– некоторая функция на X+, { }, \ .X Xχ ξ+ +∈ ∈ 1  
Покажем, что H удовлетворяет уравнению Ган-
келя, т. е.  

HS f P S Hfχ χ−=  для любых ( ), .f H G Xχ +∈ ∈2  

Так как любая функция ( )f H G∈ 2  разлагается в 
ряд Фурье ,

X
f fχχ

χ
+∈

= ∑  то последнее равенст-

во достаточно доказать для случая, когда f есть 
элемент базиса. В этом случае имеем 

, , Xχ ξ η +∀ ∈  

, ( )H aχξ η χξη=  { }( ).Xη −∈ ∪ 1  
А с другой стороны,  

( ) ( ), ,

, , ( ).

P H H P

H H a

χ ξ η χ ξ η

χ ξ η ξ χη ξχη

− −= =

= = =
 

Значит, оператор H ганкелев по теореме 2.1. 
Обратно, если H ганкелев, то он удовлетво-

ряет уравнению Ганкеля и, следовательно, для 
любых , Xχ ξ +∈  имеем для обобщенных мат-
ричных элементов оператора H 

( )
( )

, , ,

, ,

H HS P S H

S H P S H

χ χ

χ χ

χ ξ ξ ξ

ξ ξ

−

−

= = =

= = =

1 1

1 1
 

, , ,H Hχ ξ χξ= =1 1  

что и завершает доказательство следствия. 
Автор выражает благодарность профессору 

А.Р. Миротину за руководство данной работой.  
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ЭЛЕМЕНТЫ ВЫСОТЫ 3 РЕШЕТКИ τ -ЗАМКНУТЫХ  
n -КРАТНО ω -КОМПОЗИЦИОННЫХ ФОРМАЦИЙ 

П.А. Жизневский 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

ELEMENTS OF THE HEIGHT 3 OF THE LATTICE OF ALL τ -CLOSED  
n -MULTIPLY ω -COMPOSITION FORMATIONS 

P.A. Zhiznevsky 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Получено описание элементов высоты 3 решетки всех τ -замкнутых n -кратно ω -композиционных формаций. Уста-
новлена  дистрибутивность  решетки  всех  τ -замкнутых  n -кратно  ω -композиционных  подформаций некоторой 
τ -замкнутой n -кратно ω -композиционной формации ,F  имеющей высоту 3 в решетке всех τ -замкнутых n -кратно 
ω -композиционных формаций. 
 
Ключевые слова: конечная группа, формация, ω -композиционный спутник, τ -замкнутая n -кратно ω -композици-
онная формация, высота формации. 
 
In this paper elements of the height 3 of the lattice 

n
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Введение 
Все рассматриваемые группы конечны. Ис-

пользуется терминология, принятая в [1]–[3].  
Пусть ω  – некоторое непустое множество 

простых чисел. Тогда любую функцию вида 
{ } {формации}f ω ω′: ∪ →  называют ω -компо-

зиционным  спутником.  Для  произвольного   
ω -композиционного спутника f  полагают  

( ) { ( ) ( ) и ( ) ( )
для всех ( ( )) }

pCF f G G R G f G C G f p
p Com G

ω ω ω
π ω

′= / ∈ / ∈

∈ ∩ ,
 

где ( )Com G  – множество всех абелевых компо-
зиционных факторов группы G,  ( )R Gω  – наи-
большая нормальная разрешимая ω -подгруппа 
группы G,  ( )pC G  – пересечение централизато-
ров всех тех главных факторов группы G, у ко-
торых композиционные факторы имеют порядок 
p (если таких факторов у группы G нет, то пола-
гают ( )pC G G= ). Если формация F  такова, что 

( )CF fω=F  для некоторого ω -композиционного 
спутника f ,  то говорят, что она ω -компози-
ционна, а f – ω -композиционный спутник этой 
формации.  

Всякую формацию считают 0-кратно ω-ком-
позиционной. При 1n ≥  формацию F  называют 

n -кратно ω -композиционной, если ( )CF fω= ,F  
где  все  значения  f   являются  (n –1)-кратно   
ω -композиционными  формациями.  

Подгрупповым функтором (см. [2]) называ-
ется всякое отображение τ ,  сопоставляющее 
каждой группе G такую систему ее подгрупп 

( )Gτ ,  что:  
1) ( );G Gτ∈   
2) для всякого эпиморфизма A Bϕ : → ,  и 

для любых групп ( )H Aτ∈ ,  ( )T Bτ∈  имеет ме-

сто ( )H Bϕ τ∈ ,  
1

( )T Aϕ τ
−

∈ .   
Класс групп F  называется τ -замкнутым, 

если ( )Gτ ⊆ F  для любой группы G∈ .F   
Для произвольных подгрупповых функто-

ров 1τ  и 2τ  полагают 1 2τ τ≤  тогда и только то-
гда, когда 1 2( ) ( )G Gτ τ⊆  для любой группы G.   

Подгрупповой функтор τ  называется три-
виальным, если для любой группы G имеет место 

( ) { }G Gτ = .  Символы sns  и ns  соответственно 
обозначают такие подгрупповые функторы, что 

( )sns G  – множество всех субнормальных под-
групп группы G,  а ( )ns G  – множество всех нор-
мальных подгрупп группы G.  
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Напомним, что символом 
n

cτω  обозначается 
решетка всех τ -замкнутых n -кратно ω -компо-
зиционных формаций, а через ( )

n
Cτ

ω F  – решетка 
всех τ -замкнутых n -кратно ω -компози-
ционных  подформаций  некоторой τ -замкнутой 
n -кратно ω -композиционной формации .F   

Формации, принадлежащие 
n

cτω  называют 

n
cτω -формациями. Если все значения ω -компози-

ционного спутника принадлежат решетке 
1n

cτω −
,  

то такой спутник называют 
1n

cτω −
-значным.  

Если { | }if i I∈  – набор всех ω -компози-
ционных 

1n
cτω −

-значных спутников формации ,F  

то спутник ii I
f

∈∩   называется минимальным 

ω -композиционным 
1n

cτω −
-значным спутником 

формации .F   
Пусть H  – произвольный класс групп. 

Формация F  называется минимальной τ -зам-
кнутой n -кратно ω -композиционной не H -фор-
мацией или, иначе, 

n

τ
ωH -критической, если 

⊆ ,/F H   но 1 ⊆F H   для  каждой собственной 

n
cτω -подформации 1F  из .F  Говорят, что группа 
G  является τ -минимальной не H -группой, если 
G∈ ,/ H  но классу H  принадлежит каждая собст-
венная τ -подгруппа группы G.   

Для любой совокупности групп X  через 
form

n
cτω X  обозначается пересечение всех  тех 

n
cτω -формаций, которые содержат .X  В частно-

сти, пишут form
n

c Gτ
ω  в случае, когда { }G= .X   

Для произвольных непустых 
n

cτω -формаций 

M  и F  таких, что ⊆M F  символом 
n

τ
ω/F M  

обозначается такая подрешетка решетки 
n

cτω ,  

которая состоит из всех 
n

cτω -формаций, заклю-

ченных между M  и .F   
Формация F  является элементом высоты k  

решетки 
n

cτω ,  когда k  – точная верхняя грань 
длин цепей  

0 1 1(1) k k… −∅ = ⊂ = ⊂ ⊂ ⊂ = ,F F F F F  
в которых iF  – 

n
cτω -формация при всех 0i k= ,..., .  

Высоту 
n

cτω -формации F  в решетке 
n

cτω  будем 

обозначать через ( )
n

hτ
ω .F   

В дальнейшем будем рассматривать только 
такие подгрупповые функторы τ ,  что snsτ ≤ .   
 
 
 

1 Предварительные результаты  
Лемма 1.1 [4, с. 28]. В любой модулярной 

решетке M  отображения a x x aϕ : → ∧  и 

b y y bϕ : → ∨  являются взаимно-обратными 
изоморфизмами между интервалами [ ]b a b, ∨  и 
[ ]a b a∧ , .   

Лемма 1.2 [5].  Тогда  и  только   тогда 

n
cτω -формация F  является элементом высоты 2 

решетки 
n

cτω  ( 1n ≥ ), когда form
n

c Gτ
ω= ,F  где G  

– простая группа.  
Лемма 1.3. Пусть F  – 

n
cτω -неприводимая 

формация ( 1n ≥ ). Тогда F  является однопоро-
жденной 

n
cτω -формацией с единственной макси-

мальной 
n

cτω -подформацией.  

Доказательство. Пусть { | }i i I∈X  – множе-
ство всех собственных 

n
cτω -подформаций форма-

ции ,F  i I i∈= ∪X X  и form
n

cτω= .M X  Так как  F   –  

n
cτω -неприводимая  формация, то ⊂M F .  

Пусть H  – произвольная 
n

cτω -формация с 

условием: ⊂ ⊂ .M FH  Тогда ⊆ XH  и, следова-
тельно, ⊆ ,H M  что противоречит выбору фор-
мации .H  Значит, M  – максимальная 

n
cτω -под-

формация формации .F  Предположим, что в F  
найдется еще одна максимальная 

n
cτω -под-

формация 1.M  Так как 1 ⊂ ,M F  то 1 ⊆ .M X  
Следовательно, 1 ⊆M M , что противоречит вы-
бору 1.M  Значит, M  – единственная макси-
мальная 

n
cτω -подформация формации .F   

Пусть \G∈ .F M  Тогда form
n

c Gτ
ω ⊆ .F  До-

пустим, что form
n

c Gτ
ω ⊂ .F  Тогда form

n
c Gτ
ω ⊆ X . 

Поэтому  
form form

n n
c G cτ τ
ω ω⊆ = ,X M  

что противоречит выбору группы G. Следова-
тельно, form

n
c Gτ
ω = F  – однопорожденная 

n
cτω -

формация. Лемма доказана.  
Лемма 1.4 [5]. Пусть H  – непустая нильпо-

тентная насыщенная формация. Тогда и только 
тогда формация F  является 

n

τ
ωH -критической 

формацией ( 1n ≥ ), когда form
n

c Gτ
ω= ,F  где G  – 

такая  монолитическая  τ -минимальная   не   
H -группа с цоколем ( )P G G= ⊆ Φ ,/

H  что либо 
( ( ))Com Pπ π ω= ∩ =∅,  либо π ≠ ∅  и выполня-

ется одно из следующих условий:  
1) G  – группа простого порядка 

\ ( ( ));p Comω π∈ H  
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2) G=[P]Q, где ( )GP C P=  – абелева p -груп-
па, ( ( ))p Comω π∈ ∩ H  и Q q p| |= ≠ ,  p  и q  – 
простые числа.  

Лемма 1.5 [6]. Если G  – простая группа, 
порядок которой не принадлежит ω,  то 

form form formc G G Gτ
ω τ= = .   

Лемма 1.6 [7]. Пусть form
n

cτω= ,F X  где X  – 
непустая  совокупность  групп  и  1n ≥ .   Тогда 
F  имеет минимальный ω -композиционный 

1n
cτω −

-значный спутник f  и справедливы сле-
дующие утверждения:  

1) 
1

( ) form( ( ) | );
n

f c G R G Gτ
ω ωω

−
′ = / ∈X  

2) 
1

( ) form( ( ) | )
n

pf p c G C G Gτ
ω −

= / ∈ ,X  для 

всех ( ( )) ;p Comπ ω∈ ∩X  
3) ( )f p =∅,  для всех ( ( ));p \ Comω π∈ X  
4) если ( )CF hω=F  и спутник h  

1n
cτω −

-зна-

чен, то 
1

( ) form( | ( )
n

f p c A A h pτ
ω −

= ∈ ∩ ,F  

( ) 1)pO A = ,  для всех ( ( ))p Comπ ω∈ ∩X  и 

1
( ) form( | ( ) ( ) 1)

n
f c A A h R Aτ

ω ωω ω
−

′ ′= ∈ ∩ , = .F   
Лемма 1.7. Если G  – простая группа, поря-

док которой не принадлежит ω  и 1n ≥ ,  то 
form form form form

n
c G … c G G Gτ τ
ω ω τ= = = = .   

Доказательство. Проведем индукцию по 
n.  При 0 1n = ,  утверждение вытекает из леммы 
1.5. Предположим, что 1n >  и утверждение лем-
мы верно при 1n − .  Пусть form

n
c Gτ
ω=F  и f  – 

минимальный ω -композиционный 
1n

cτω −
-значный 

спутник формации .F  Понятно, что formG ⊆ .F  
Предположим, что formG⊆/F  и пусть H  – 
группа минимального порядка из formG.F \  То-
гда H  – монолитическая группа с цоколем 

formGQ H= .  Предположим, что ( ( ))Com Qπ ω∩ ≠∅.  
Тогда Q  – абелева q -группа, где q ω∈ .  Понят-
но, что ( )qC H Q= .  Из леммы 1.6, получаем 

( ) ( )qH C H H Q f q/ = / ∈ ≠∅.  Но поскольку q ω∈ ,  
то ( ( ))q Com Gπ∈/  и, согласно лемме 1.6, ( )f q =∅.  
Противоречие. Значит, ( ( ))Com Qπ ω∩ =∅.  Тогда 

( ) 1R Hω = .  Ввиду леммы 1.6 и предположения 
индукции получаем 

1
( ) ( ) form form

n
H H R H f c G Gτ

ω ωω
−

′/ ∈ = = .�  

Противоречие. Следовательно, formG⊆ .F  Та-
ким образом, 

form form form form
n

c G … c G G Gτ τ
ω ω τ= = = = .  

Лемма доказана.  
Лемма 1.8 [1]. Пусть F  – формация. Тогда 

справедливы следующие утверждения:  

1)  F  p -композиционна для любого просто-
го числа ( ( ));p Comπ∈/ F  

2)  если 1ω ω∅ ≠ ⊆  и F  – ω -композици-
онна, то F  – 1ω -композиционна;  

3)  если ii I
ω ω

∈
=∪  и формация F  является 

iω -композиционной  для  всех  i I∈ ,   то   F  – 
ω -композиционна.  

Напомним, что для произвольных ω -ком-
позиционных 

1n
cτω −

-значных спутников f  и h  

полагают f h≤ ,  если ( ) ( )f a h a⊆  для всех 
{ }a ω ω′∈ ∪ .   

Лемма 1.9 [1]. Пусть 1f  и 2f  – минималь-
ные ω -композиционные 

1n
cτω −

-значные спутники 

формаций 1F  и 2F  соответственно. Тогда 

1 2⊆F F  в том и только в том случае, когда 

1 2f f≤ .   
Лемма 1.10 [8, с. 18]. Любая подформация 

формации N  замкнута относительно подгрупп.  
Лемма 1.11 [3, с. 81]. Пусть formA G∈ ,  где 

G  – конечная группа. Тогда имеют место сле-
дующие утверждения:  

1) экспонента группы A не превосходит 
экспоненту группы ;G  

2) каждый  главный  фактор  группы A 
изоморфен некоторому главному фактору  груп-
пы G;  

3) каждый композиционный фактор группы 
A изоморфен некоторому композиционному 
фактору группы ;G   

4) ступень любого нильпотентного факто-
ра группы A не превосходит наибольшую из сту-
пеней нильпотентных факторов группы G.   

Лемма 1.12 [3, с. 175]. Тогда и только то-
гда F  – минимальная неабелева формация, когда 

formG= ,F  где G  – одна из следующих групп:  
1) ненильпотентная монолитическая груп-

па с таким цоколем P,  что ( )P G⊆ Φ/  и фак-
торгруппа G P/  абелева;  

2) группа кватернионов порядка 8;  
3) неабелева группа порядка 3p  простой 

нечетной экспоненты p.  
Лемма 1.13 [9]. Пусть formA=F  – форма-

ция, порожденная простой группой A.  Тогда 
любая неединичная группа из F  имеет вид 

1 2 tA A … A× × × ,  где 1 2 tA A … A A.� � � �   
Лемма 1.14 [2]. Пусть X  – произвольная 

совокупность групп, S ( )Gτ=M . Тогда 
τform = formM M . 

Лемма 1.15 [3, с. 40]. Пусть M и N – идеалы 
мультикольца ,A  причем ( ).AM C N⊆  Тогда 
[ ]( / ) form .N A M A∈   
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Напомним, что через HX  обозначается 
множество всех гомоморфных образов всех 
групп из X . 

Лемма 1.16 [2]. Пусть F  – произвольная 
непустая формация и пусть у каждой группы 
G∈X  F -корадикал GF  не имеет фраттиние-
вых G -главных факторов. Тогда, если A  – мо-
нолитическая группа из formX \ F , то HA∈ X . 

Лемма 1.17 [2, с. 41]. Пусть A  – моноли-
тическая группа с цоколем ( )R A⊆ Φ ./  Тогда 
формация formAτ=F  τ -неприводима и в ней 
имеется единственная максимальная τ -зам-
кнутая подформация form({ } )A Rτ= / ∪ ,M X  где 
X  – множество всех собственных τ -подгрупп 
группы A.   

Лемма 1.18 [10]. Пусть F  – некоторая 
формация. Тогда ω ω ω ω=n

n раз

N F N N N F
����	���


…  является 

n -кратно ω -композиционной формацией. 
Лемма 1.19 [11]. Пусть M  – непустая на-

следственная формация и F  – непустая τ -
замкнутая формация. Тогда MF  – τ -замкнутая 
формация. 

Лемма 1.20 [2]. Для любой совокупности τ -
замкнутых формаций }i | i I∈M{  имеет место 
τform( ) = form( )i I i i I i∈ ∈M M∪ ∪ . 

Лемма 1.21 [4, c. 25]. Любая цепь является 
дистрибутивной решеткой.  
 

2 Основные результаты  
Теорема 2.1. Тогда  и  только  тогда      

n
cτω -формация F  является элементом высоты 3 

решетки 
n

cτω  ( 1n ≥ ), когда form
n

c Gτ
ω= ,F  где G  

– одна из следующих групп:  
1) 1 2G A A= × ,  где 1A  и 2A  – простые не-

изоморфные группы;  
2) G  – такая монолитическая τ -мини-

мальная не pN -группа с нефраттиниевым цоко-

лем pP G G= ≠ ,N  что ( ( ))Com Pπ ω∩ =∅  и 
;p ω∈   

3) G  – циклическая группа порядка 2p ,  
;p ω∈/  

4) G  – неабелева группа порядка 3p  про-
стой нечетной экспоненты ;p ω∈/  

5) G  – монолитическая группа с нефрат-
тиниевым цоколем P G≠  таким, что 

( ( ))Com Pπ ω∩ =∅,  и найдется такая простая 
группа A,  что A ω| |∈/  и факторгруппа G P/ ,  а 
также всякая неединичная группа из ( ) \{ }G Gτ  
имеют вид 1 2 tA A … A× × × ,  где 1t ≥ ,  

1 2 tA A … A A.� � � �   

Доказательство. Необходимость. Пусть 
формация F  является элементом высоты 3  ре-
шетки 

n
cτω .  Предположим, что F  – 

n
cτω -приво-

димая  формация.  Пусть M  – максимальная 

n
cτω -подформация  в  F   и  K  – собственная  

n
cτω -подформация из F  такая, что ⊆ ./ MK  Тогда 

n

τ
ω= ∨ .F M K  Ясно, что ( ) 2

n
hτ
ω ≤ .K  Поскольку 

n
cτω -формация высоты 1  в решетке 

n
cτω  – это 

формация единичных групп (1),  а формация 
(1)≠ ,K  то ( ) 2

n
hτ
ω = .K  Значит, (1)∩ = .MK  Со-

гласно лемме 1.1, имеет место решеточный изо-
морфизм 

( ) (1)
n n n n n

τ τ τ τ τ
ω ω ω ω ω/ = ∨ / / ∩ = / .�K K K KF M M M M  

Тогда  
( ) ( ) ( ) 1

n n n
h h hτ τ τ
ω ω ω= + − .F M K  

Так как ( ) 2
n

hτ
ω = ,K   то ( ) 2

n
hτ
ω = .M   Применяя 

теперь лемму 1.2, видим, что 1form
n

c Aτ
ω=M  и 

2form
n

c Aτ
ω= ,K  где iA  – простая группа, 1 2i = , .  

Так как ≠ ,M K  то 1A  и 2A  – простые неизо-
морфные группы. Таким образом, form

n
c Gτ
ω=F  

и относительно группы 1 2G A A= ×  выполняется 
условие 1) теоремы.  

Пусть теперь F  – 
n

cτω -неприводимая фор-

мация. Тогда по лемме 1.3 в form
n

c Gτ
ω=F  имеет-

ся единственная максимальная 
n

cτω -подформация 

,M  причем ( ) 2
n

hτ
ω = .M  Значит, F  – 

n

τ
ωM -кри-

тическая формация. По лемме 1.2, form
n

c Aτ
ω= ,M  

где A  – простая группа.  
Пусть A  – группа простого порядка p ω∈ .  

Тогда p=M N  и F  – ( )
np

τ
ωN -критическая фор-

мация. По лемме 1.4, form
n

c Gτ
ω= ,F  где G  такая 

монолитическая τ -минимальная не pN -группа 

с цоколем ( )pP G G= ⊆ Φ ,/
N  что либо 

( ( ))Com Pπ ω∩ =∅,  либо G  – группа простого 
порядка q ω∈ .  Если G  – группа простого по-
рядка q ω∈ ,  то ввиду леммы 1.2, ( ) 2

n
hτ
ω = .F  

Противоречие. Значит, рассматриваемый случай 
невозможен. Поэтому, ( ( ))Com Pπ ω∩ =∅.  Если 
G P= ,  то снова по лемме 1.2 получаем 

( ) 2
n

hτ
ω = .F  Противоречие. Следовательно, P G≠  

и группа G  удовлетворяет условию 2) теоремы.  
Пусть теперь A  – простая группа, порядок 

которой не принадлежит ω.  Тогда по лемме 1.7, 
form form

n
c A Aτ
ω= = .M   
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Пусть G  – группа минимального порядка 
из .F \ M  Тогда G  – монолитическая τ -мини-
мальная не M -группа с цоколем P G= M  и 

form
n

c Gτ
ω= .F   

Предположим, что ( ( ))Com Pπ ω∩ ≠ ∅.  То-
гда P  – абелева p -группа, p ω∈ .  Поскольку 
G∈ ,F  то p ⊆ .FN  Значит, F  содержит две раз-

личные максимальные 
n

cτω -подформации M  и 

p ,N  что противоречит 
n

cτω -неприводимости 

формации .F  Следовательно, такой случай не-
возможен.  

Пусть теперь ( ( ))Com Pπ ω∩ =∅.  Посколь-
ку formG P A/ ∈ =M  и ( ( ))Com Aπ ω∩ = ∅,  то 
получаем, что ( ( ))Com Gπ ω∩ =∅.  Тогда по 
лемме 1.8  формация  F   и  все  ее  подформации  
ω -композиционны.  Пусть R  – произвольная 
ω -композиционная подформация из F . Тогда 

( ( ))Comπ ω∩ = ∅.R  Ввиду примера 1 из [1] 
формация R  имеет ω -композиционный спут-
ник r  такой, что ( )r a = ∅  для всех a ω∈  и 

( )r ω′ =R . Заметим, что все значения спутника 
r  ω -композиционны. Значит, формация  R  –  
n -кратно  ω -композиционна. Итак, формация 
F  и все ее подформации n -кратно ω -
композиционны. Следовательно, высота форма-
ции F  в решетке всех τ -замкнутых формаций 
совпадает с ее высотой в решетке 

n
cτω , т.е. 

( ) ( ) 3
n

h hτ τ
ω= = .F F  

Предположим, что формация F  нильпо-
тентна. Тогда по лемме 1.10 высота формации F  
в решетке всех формаций совпадает с ее высотой 
в решетке всех τ-замкнутых формаций, т. е. 

( ) ( ) ( ) 3
n

h h hτ τ
ω= = = .F F F   

Допустим, что формация F  абелева. Тогда 
G  – абелева монолитическая группа. Согласно 
основной теореме о конечных абелевых группах, 
G – циклическая примарная группа. Пусть 

kG p| |= ,  где p ω∈/  и 0k ≥ .  Тогда ввиду приме-
ра 5.3.3 [2] получаем, что ( ) 1h k= + .F  Но по ус-
ловию ( ) 3h = .F  Следовательно, k=2. Таким об-
разом, G – циклическая группа порядка p2, где 
p ω∈ ,/   т. е.  G  удовлетворяет  условию  3)  тео-
ремы.  

Пусть теперь F  – нильпотентная неабелева 
формация. Тогда формация M  также нильпо-
тентна. Значит, A не может быть простой неабе-
левой группой. Поэтому A – группа простого 
порядка  p p ω, ∈/  и формация M  – абелева. 
Следовательно, F  – минимальная неабелева 

формация. Согласно лемме 1.12 группа G  – либо 
неабелева группа порядка 3p  простой нечетной 
экспоненты p  ( p ω∈/ ), либо группа кватернио-
нов порядка 8.  В первой случае группа G  удов-
летворяет условию 4) теоремы. Пусть G  – груп-
па кватернионов порядка 8 . Тогда в G  имеется 
циклическая подгруппа M  порядка 4.  По лемме 
1.10, M ∈ .F  Тогда мы имеем цепь подформа-
ций: 2 4(1) form formZ Z⊂ ⊂ ,  где 2Z  и 4Z  – цик-
лические группы порядков 2  и 4  соответствен-
но. Значит, 4(form ) 3h Z = .  Но ( ) 3h = .F  Следова-
тельно, 4formZ= .F  Получили противоречие, так 
как формация F  неабелева. Таким образом, дан-
ный случай невозможен.  

Предположим теперь, что формация F  не-
нильпотентна. Допустим, что ( )P G⊆ Φ/ . Так как 
P G= M , formA=M  и G  – τ -минимальная не 
M -группа, то ввиду леммы 1.13 получаем, что 
G  удовлетворяет условию 5) теоремы. Пусть 
теперь ( )P G⊆ Φ . Тогда P  – абелева p -группа 
для некоторого простого числа p . Поскольку 

( ( ))Com Pπ ω∩ =∅,  то p ω∈/ . Пусть A  – абеле-
ва группа. Тогда ⊆M N . Поскольку /G P∈M  и 

( )P G⊆ Φ , то в силу насыщенности формации 
N  получаем, что G∈N . Противоречие, так как 
F  ненильпотентная формация. Следовательно, 
A  – простая неабелева группа. Теперь поскольку 
G  – ω′ -группа и τ -минимальная не M -группа, 
то по лемме 1.14, = form = form

n
c G Gτ
ωF . Рас-

смотрим группу 1 [ ]( / ( ))GG P G C P= . Согласно 
лемме 1.15, 1G ∈F . Поэтому 1formG ⊆ F .  Так 
как 1G ∉M , то 1= formGF . Таким образом, 

1form \G G∈ M . Поскольку 1GM  не имеет фрат-
тиниевых 1G -главных факторов, то по лемме 
1.16 G  является гомоморфным образом группы 

1G . Но 1 /G P∈M  и P  – единственная мини-
мальная нормальная подгруппа группы 1G . Сле-
довательно, 1G G� , что невозможно. Вновь по-
лученное противоречие показывает, что данный 
случай невозможен. 

Достаточность. Пусть группа G  удовле-
творяет условию 1) теоремы. Рассмотрим под-
формации 1 1form

n
c Aτ
ω=F  и 2 2form

n
c Aτ
ω= .F  Если 

1 pA Z=  и 2 qA Z= ,  где p q ω, ∈ ,  то 1 p=F N  и 

2 q= .F N  Значит, 1 2 (1)∩ = .F F  Если p ω∈ ,  

q ω∈ ,/  то 1 p=F N  и 2 2form
n

c Aτ
ω=F . По лемме 

1.13 любая группа из 2F  имеет вид 1 tH … H× × ,  
где 1t ≥  и 1 2tH … H A .� � �  Так как p q≠ ,  то 

1 2 (1)∩ = .F F  Аналогично доказывается случай, 
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когда p ω∈ ,/  q ω∈ .  Если p ω∈ ,/  q ω∈ ,/  то обе 
формации 1F  и 2F  состоят из прямых произведе-
ний групп, изоморфных 1A  и 2A  соответственно. 
Так как 1A  и 2A  – простые неизоморфные груп-
пы, то 1 2 (1)∩ = .F F  Последнее выполняется и в 
случае, когда хотя бы одна из групп iA  является 
простой неабелевой группой, 1 2i = , .   

Таким образом, 1 2 (1)∩ =F F . По лемме 1.2, 

1 2( ) ( ) 2
n n

h hτ τ
ω ω= = .F F  Согласно лемме 1.1, имеет 

место решеточный изоморфизм 
1 1 2 1 2 1 2 2( ) (1)

n n n n n

τ τ τ τ τ
ω ω ω ω ω/ ∨ / / ∩ = / .�F F = F F F F F F F  

Значит, 1 2( ) ( ) ( ) 1 2 2 1 3
n n n

h h hτ τ τ
ω ω ω= + − = + − = .F F F  

Если для группы G  выполняется условие 2) 
теоремы, то, по лемме 1.4, F  – ( )

np
τ
ωN -крити-

ческая формация и, значит, ( ) 3
n

hτ
ω = .F   

Пусть для группы G  выполняется условие 
3) теоремы. Тогда ввиду леммы 1.7 формация 

form form
n

c G Gτ
ω= =F  и всякая подформация из 

F  τ -замкнута и n -кратно ω -композиционна. 
Значит, ( ) ( )

n
h hτ
ω = .F F  Если M  – максимальная 

подгруппа в G  и formM= ,M  то M p| |=  и по 
лемме 1.2, ( ) 2h = .M  Но ввиду леммы 1.11, M  – 
максимальная подформация в .F  Следовательно, 

( ) ( ) 3
n

h hτ
ω = = .F F   

Пусть группа G  удовлетворяет условию 4) 
теоремы. Так как F  – неприводимая формация, 
то по лемме 1.3 в F  имеется единственная мак-
симальная подформация formH= .M  Согласно 
лемме 1.12, F  – минимальная неабелева форма-
ция. Тогда формация M  – абелева. Если H  – 
абелева группа экспоненты 2p  ( p ω∈/ ), то ввиду 
леммы 1.2, ( ) 2h > .M  Поэтому = ,F M  что не-
возможно, так как F  неабелева. Значит, pH Z=  
группа  простого  порядка  p ω∈ ./   Согласно  
лемме 1.2, ( ) (form ) 2ph h Z= = .M  Поэтому 

( ) ( ) 3
n

h hτ
ω = = .F F   

Пусть теперь группа G  удовлетворяет ус-
ловию 5) теоремы и пусть M  – формация всех 
таких групп, у которых порядки композицион-
ных факторов не принадлежит ω.  Формация M  
является ns -замкнутой.  Следовательно,  она sns -
замкнута. Поскольку мы рассматриваем только 
такие подгрупповые функторы τ , что snsτ ≤ , то 
получаем, что формация M  τ -замкнута. Оче-
видно, что G∈ .M  Следовательно, formGτ ⊆ .M  
Тогда по лемме 1.8, формация formGτ ,  а также 
все ее подформации ω -композиционны. Ввиду 

примера  1  из  [1]  формация  formc Gτ
ω  имеет 

ω -композиционный спутник f  такой, что 
( )f a = ∅  для всех a ω∈  и ( ) formf c Gτ

ωω′ = . 
Тогда формация formc Gτ

ω  – n -кратно ω -компо-
зиционна. Поэтому form formG c Gτ

ωτ = =  
form

n
c Gτ
ω= = .F  Ввиду леммы 1.17 формация 

formGτ=F  является τ -неприводимой и в ней 
имеется единственная максимальная τ-зам-
кнутая подформация form({ } )G Pτ / ∪ ,X  где X  – 
множество всех собственных τ-подгрупп группы 
G. Поскольку по условию G/P и произвольная 
неединичная группа из X  имеют вид 1 tA … A× × ,  
где 1t ≥  и 1 tA … A A� � �  – простая группа, по-
рядок которой не принадлежит ω, то 

form({ } ) form form
n

G P A c Aτ
ωτ τ/ ∪ = = .X  Но так как 

по лемме 1.2 ( form ) 2
n n

h c Aτ τ
ω ω = ,  то ( ) 3

n
hτ
ω = .F  

Теорема доказана.  
Из теоремы 2.1 вытекает ряд следствий при 

различных nτ ,  и ω.  Приведем лишь некоторые 
из них. Так при 1n =  из теоремы 2.1 вытекает  

Следствие 2.1 (М.В. Задорожнюк [6]). То-
гда и только тогда τ-замкнутая ω-композици-
онная формация F  является элементом высоты 
3 решетки cτω ,  когда formc Gτ

ω= ,F  где либо 

1 2G A A= × ,  1A  и 2A  – простые неизоморфные 
группы, либо G – такая монолитическая группа с 
цоколем P G≠ ,  что выполняется одно из сле-
дующих условий:  

1) ( ( ))Com Pπ ω∩ =∅,  pP G= N  для неко-
торого простого числа p ω∈  и все собственные 
τ-подгруппы группы G являются p-группами;  

2) G – циклическая группа порядка 2p ,  
;p ω∈/   

3) G – неабелева группа порядка 3p  про-
стой нечетной экспоненты ;p ω∈/  

4) ( ( ))Com Pπ ω∩ =∅,  ( )P G⊆ Φ/  и най-
дется такая простая группа A,  что A ω| |∈/  и 
факторгруппа G P/ ,  а также всякая неединич-
ная группа из ( ) { }G Gτ  имеют вид 

1 2 tA A … A× × × ,  где 1t ≥ ,  1 2 tA A … A A.� � � �   
В случае, когда τ – тривиальный подгруп-

повой функтор и n = 1, из теоремы 2.1 получаем  
Следствие 2.2 (М.В. Задорожнюк [12]). То-

гда и только тогда ω-композиционная формация 
F  является элементом высоты 3 решетки всех 
ω-композиционных формаций, когда 

formc Gω= ,F  где либо 1 2G A A= × ,  1A  и 2A  – 
простые неизоморфные группы, либо G – такая 
монолитическая группа с цоколем P ≠ G, что 
выполняется одно из следующих условий:  
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1) ( ( ))Com Pπ ω∩ =∅,  pP G= N  для неко-
торого простого числа ;p ω∈  

2) G – циклическая группа порядка p2, 
;p ω∈/  

3) G – неабелева группа порядка p3, простой 
нечетной экспоненты ;p ω∈/  

4) ( ( ))Com Pπ ω∩ =∅,  ( )P G⊆ Φ/  и G P/  
есть прямое произведение простых изоморфных 
групп порядка, не принадлежащего ω.   

Теорема 2.2. Пусть F  – 
n

cτω -формация вы-

соты 3 в решетке 
n

cτω  ( 1n ≥ ). Тогда решетка 

( )
n

Cτ
ω F  ее 

n
cτω -подформаций дистрибутивна.  

Доказательство. Пусть F  – 
n

cτω -формация 

и 3
n

hτ
ω = .  Тогда по теореме 2.1, form

n
c Gτ
ω= ,F  

где G  – одна из следующих групп:  
1) 1 2G A A= × ,  где 1A  и 2A  – простые не-

изоморфные группы;  
2) G – такая монолитическая τ -минималь-

ная не pN -группа с нефраттиниевым цоколем 
pP G G= ≠ ,N  что ( ( ))Com Pπ ω∩ =∅  и ;p ω∈  

3) G – циклическая группа порядка p2, 
;p ω∈/  

4) G – неабелева группа порядка p3 простой 
нечетной экспоненты ;p ω∈/  

5) G – монолитическая группа с нефратти-
ниевым цоколем P G≠  таким, что 

( ( ))Com Pπ ω∩ =∅,  и найдется такая простая 
группа A,  что A ω| |∈/  и факторгруппа G P/ ,  а 
также всякая неединичная группа из ( ) \{ }G Gτ  
имеют вид 1 2 tA A … A× × × ,  где 1t ≥ ,  

1 2 tA A … A A.� � � �   
Пусть для группы G  выполняется условие 

1) и 1 1form
n

c Aτ
ω= ,M  2 2form

n
c Aτ
ω= .M  Предполо-

жим, что 1 2= .M M  Пусть 1 pA Z=  и 2 ,qA Z=  
где , ,p q ω∈  .q p≠  Тогда 1 2 .p q= = =N M M N  
Противоречие. Значит, такой случай невозмо-
жен. Пусть 1 ,pA Z=  p ω∈  и 2| | .A ω∉  Тогда по 

лемме 1.7, 2 2 2form form .
n

c A Aτ
ω= =M  Значит, 

1 2 2form .p A= = =N M M  Но тогда 2 .pA ∈N  Про-
тиворечие. Аналогично придем к противоречию 
в случае, когда 1| |A ω∉  и 2 ,qA Z=  .q ω∈  Пусть 
теперь 1| |A ω∉  и 2| | .A ω∉  Тогда ввиду леммы 
1.7 получаем 1 1 2 2form form .A A= = =M M  По 
лемме 1.13, 1 2.A A�  Вновь полученное противо-
речие показывает, что 1 2≠ .M M  Таким образом, 

1 2form( )
n

cτω= ∪F M M  и 1 2 (1).∩ =M M  Пусть 

теперь  M  – произвольная   максимальная     

n
cτω -подформация из .F  Покажем, что 

1 2{ }∈ , .M M M  Так как ( ) 2,
n

hτ
ω =M  то по лемме 

1.2, form
n

c Aτ
ω= ,M  где A  – простая группа. По-

ложим 1 2.= ∪X M M  Допустим, что .A∉X  То-
гда \A∈ F X . Из лемм 1.18, 1.19 и 1.20, имеем 

τ
ω ω ω= form τform form .

n

n nc ⊆ =F X N X N X  
Если | | ,A ω∉  то form \A∈ X X  и по лемме 1.16 
получаем, что H .A∈ =X X  Противоречие. Зна-
чит, данный случай невозможен. Пусть теперь 

,pA Z=  .p ω∈  Тогда = .pM N  Пусть f  – мини-

мальный ω -композиционный 
1n

cτω −
-значный 

спутник формации .F  Если π( ( )),p Com∈/ X  то 
ввиду леммы 1.6, ( ) .f p =∅  Но из A∈F  следу-
ет, что 1 / ( ) ( ) .pA C A f p≅ ∈ =∅  Противоречие. 
Поэтому π( ( )).p Com∈ X  Таким образом, 

.p= ⊆M N X  Вновь полученное противоречие 
показывает, что .A∈X  Значит, либо 1,A A�  ли-
бо 2.A A�  Поэтому либо 1,=M M  либо 

2.=M M  Очевидно, что в этом случае решетка 
( )

n
Cτ

ω F  является дистрибутивной.  
Пусть группа G удовлетворяет условию 2). 

Тогда формация F  
n

cτω -неприводима в решетке 

( )
n

Cτ
ω F   и  ее  единственной   максимальной   

n
cτω -подформацией является формация p .N  В 

этом случае решетка ( )
n

Cτ
ω F  является цепью. 

Поэтому, по лемме 1.21 решетка ( )
n

Cτ
ω F  дистри-

бутивна.  
Если группа G удовлетворяет условию 3), 

то, ввиду леммы 1.11, формация formM= ,M  где 
M p ω| |= ∈ ,/  является максимальной подформа-
цией формации .F  Но поскольку высота форма-
ции M  в решетке ( )

n
Cτ
ω F  равна 2, то решетка 

( )
n

Cτ
ω F  является цепью. Следовательно, по лем-

ме 1.16 эта решетка дистрибутивна.  
Пусть группа G  удовлетворяет условию 4). 

Ввиду леммы 1.3, в F  имеется единственная 
максимальная подформация .M  Пусть form pZ  – 
формация всех абелевых групп экспоненты, де-
лящей p.  Покажем, что form pZ= .M  Предпо-
ложим, что form pZ⊆ ./M  Пусть K  – группа ми-
нимального порядка из form pZ .M \  Тогда груп-
па K  монолитична. Следовательно, form pK Z∈ .  
Полученное противоречие показывает, что 

form pZ⊆ .M   
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Допустим, что form pZ ⊆ ./ M  Пусть M  – 
группа минимального порядка из form \pZ .M  
Тогда группа M  монолитична. Но так как груп-
па M  абелева, то она циклична. Таким образом, 
экспонента группы M  равна p.  Тогда, очевид-
но, M ∈ .M  Полученное противоречие показы-
вает, что form pZ ⊆ .M  Значит, form pZ= .M  Та-
ким образом, формация M  состоит из абелевых 
групп экспоненты, делящей p.  Поскольку фор-
мация form pZ  имеет высоту 2 в решетке ( )

n
Cτ
ω ,F  

то эта решетка является цепью. Согласно лемме 
1.21 это означает, что решетка ( )

n
Cτ
ω F  дистрибу-

тивна.  
Пусть теперь G  удовлетворяет условию 5). 

Тогда формация F  совпадает с формацией 
formGτ ,  и каждая подформация формации F  

является n -кратно ω -композиционной. Но по 
лемме 1.17 у формации formGτ  имеется лишь 
единственная максимальная τ -замкнутая под-
формация form( { })G Rτ ∪ / ,X  где X  – множество 
всех собственных τ -подгрупп группы G.  Сле-
довательно, ввиду условия теоремы, имеет место 
равенство  

form( { }) form form
n

G R A c Aτ
ωτ τ∪ / = = .X  

Но так как по лемме 1.2 высота формации 
form

n
c Aτ
ω  в решетке ( )

n
Cτ
ω F  равна 2, то эта ре-

шетка является цепью. Снова по лемме 1.21 по-
лучаем, что решетка ( )

n
Cτ
ω F  дистрибутивна. 

Теорема доказана.  
Следствие 2.3 (М.В. Задорожнюк [13]). 

Пусть F  – τ -замкнутая ω -композиционная 
формация, являющаяся элементном высоты 3 
решетки cτω .  Тогда решетка ( )Cτ

ω F  ее τ -замк-
нутых ω -композиционных подформаций дист-
рибутивна.  
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ВЛИЯНИЕ ЗАПАЗДЫВАНИЯ НА СТАЦИОНАРНЫЕ СОСТОЯНИЯ 
НЕАВТОНОМНОГО ОСЦИЛЛЯТОРА ВАН-ДЕР-ПОЛЯ-ДУФФИНГА 

Р.И. Коржик, C.П. Жогаль 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

INFLUENCE OF DELAY ON STATIONARY STATES 
OF THE NON-AUTONOMOUS VAN DER POL-DUFFING OSCILLATOR 

R.I. Korzhik, S.P. Zhogal 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Исследовано влияние запаздывания на динамические режимы укороченного уравнения неавтономного осциллятора 
Ван-дер-Поля-Дуффинга с внешним гармоническим воздействием. Выведено укороченное уравнение и построены 
карты динамических режимов для различных значений параметра, характеризующего запаздывание. 
 
Ключевые слова: осциллятор Ван-дер-Поля-Дуффинга, стационарные состояния, влияние запаздывания, укороченное 
уравнение, внешнее периодическое воздействие, критерий устойчивости Рауса-Гурвица, бифуркации. 
 
The effect of delay on dynamical regimes of the abridged equation of the non-autonomous van der Pol-Duffing oscillator with 
an external harmonic influence was investigated. The abridged equation was derived and the maps of dynamical regimes for 
different values of the parameter characterizing the delay were presented. 
 
Keywords: van der Pol-Duffing oscillator, stationary states, influence of delay, abridged equation, external periodic effect, 
Routh-Hurwitz stability criterion, bifurcation. 

 
 

Введение 
В работах [1], [2] исследованы динамиче-

ские режимы функционирования осцилляторов 
Ван-дер-Поля и Дуффинга с запаздыванием и 
внешним периодическим воздействием. 

Рассмотрим более общий случай неавто-
номного осциллятора Ван-дер-Поля-Дуффинга с 
запаздыванием в звене, соответствующему урав-
нению Ван-дер-Поля: 

2 2 3
0( ) sin ,t t t t tx x x x x b tδ δλ α ω β ω− −− − + + =   (0.1) 

где ( ),tx x t=  ( ),tx x tδ δ− = −  параметр 0β >  вве-
ден по аналогии с параметром в осцилляторе 
Дуффинга, ,b ω  – амплитуда и частота внешнего 
гармонического воздействия, 0δ ≥  – запаздыва-
ние в звене Ван-дер-Поля. 
 

1 Вывод укороченного уравнения 
Как и в работах [1]–[3], решение этого 

уравнения будем искать в виде квазигармониче-
ского колебания с медленно меняющейся ампли-
тудой ( ) :tA A t=  

( ) *1 1Re ,
2 2 t

i t i t i t
t t tx A e A e A eω ω ω= = +    (1.1) 

накладывая на искомое решение дополнительное 
условие 

* 0.i t i t
t tA e A eω ω−+ =  

После подстановки (1.1) в (0.1) и усреднения за 

период 2π
ω

 получаем укороченное уравнение: 

2 2
0

2

2 2
3 0.

8 8 2

it
t t

i

t t

AA i A e

e i bA A

δω

δω

ω ω λ
ω

α β
ω ω

−−
+ − +

⎛ ⎞
+ − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (1.2) 

Уравнение (1.2) можно свести к уравнению с 
меньшим числом параметров: 

( ) 2 0,i iz i z z e i e z zθ θ
τ τ τ τ τμ ν ε− −+ Δ − − − + =  (1.3) 

где 

,
2
tλτ = ,tAzτ λω

=
2 2

0 ,ω ω
λω
−

Δ = ,bε
ωλ λω

=

,θ δω=
3 ,
4
βμ = .

4
αων =  

 Функцию zτ  можно записать в виде ,iR e τϕ
τ  

где Rτ  и τϕ  некоторые функции действительно-
го переменного ,τ  принимающие действитель-
ные значения. 
 Тогда, выделяя в (1.3) действительную и 
мнимую части, приходим к системе уравнений: 

3

2 2

cos ( ) cos ,

sin ( 1) sin .

R R R

R R
R

θ ν ε ϕ
εϕ θ ν μ ϕ

⎧ = − −
⎪
⎨

= − − Δ + +⎪⎩

  (1.4) 

 
2 Построение и анализ бифуркационных 

диаграмм 
При помощи критерия Рауса-Гурвица мож-

но получить условие устойчивости стационарно-
го состояния 0 0( , ) :R ϕ  

МАТЕМАТИКА
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2 2 2
0

0
2

0

0 3(2 sin )
4(( )sin )

2 sin 1,
0 ( 4 2)cos ,

μν θ ν μ ξ
ν μ θ ν μ ξ

θ
νξ θ

< + + −

− Δ + + + Δ +

+ Δ + Δ +
> − +

        (2.1) 

где 2
0 0 .Rξ =  

 Само значение 0ξ  будет задаваться уравне-
нием 

2 2 3
0

2
0

2 2
0

( 2 sin )

2(( )sin )

(2 sin 1) .

ν μ μν θ ξ

ν μ θ ν μ ξ

θ ξ ε

+ + −

− Δ + + + Δ +

+ Δ + Δ + =

        (2.2) 

 На основе неравенств (2.1) и уравнения (2.2) 
построим линии бифуркации. На рисунке 1 при-
ведены полученные линии в различных плоско-
стях параметров. Из рисунка видно, что получи-
лось шесть различных областей.  

Для описания поведения системы при раз-
личных значениях параметров возьмем в про-
странстве параметром некоторую точку и будем 
ее постепенно перемещать между областями. 
При  пересечении  жирной линии будет меняться 

количество стационарных состояний. А при пе-
ресечении тонкой линии одно из стационарных 
состояний будет менять свою устойчивость на 
противоположную (устойчивое будет становить-
ся неустойчивым, а неустойчивое – устойчивым). 

На рисунке 2 приведены фазовые портреты 
для каждой из областей. Первой области соот-
ветствует режим функционирования системы с 
одним устойчивым состоянием. Если из первой 
области переместиться в пятую, то произойдет 
пересечение жирной линии, и мы попадем в об-
ласть, в которой должно быть три стационарных 
состояния. Это подтверждается фазовым портре-
том. На нем видны два устойчивых состояния 
равновесия и одно седло. При перемещении из 
пятой области в четвертую происходит пересе-
чение тонкой линии. Пересечение этой линии оз-
начает, что одно из стационарных состояний 
должно изменить свою устойчивость. На фазо-
вом портрете можно в этом убедиться. На нем 
видно уже только одно устойчивое состояние и 
два неустойчивых, одно из которых – седло. Ста-
ционарных состояний по-прежнему остается три. 

 

 
Рисунок 1 – Линии бифуркации при отсутствии запаздывания в плоскости параметров  

( ); ( , )а б вε ν εΔ − −  
   

 
Рисунок 2 – Фазовые портреты для различных областей при отсутствии запаздывания 

 

1 2 3 

4 5 6 
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Если переместиться из четвертой области в 
шестую, то должна опять произойти смена ус-
тойчивости. Это видно по соответствующему 
фазовому портрету. На нем осталось одно седло 
и еще два неустойчивых состояния. Также на 
фазовом портрете виден устойчивый предельный 
цикл, внутри которого находятся все три стацио-
нарных состояния. При перемещении из шестой 
области  в третью  происходит  пересечение  
жирной линии, следовательно, должно изме-
ниться количество стационарных состояний. В 
третьей области уже  только  одно  неустойчивое 

состояние равновесия, окруженное устойчивым 
предельным циклом. 

Если начать изменять параметр θ δω=  в 
пределах полуинтервала [0, / 2),π  то это будет 
приводить к изменению линий бифуркации. Но 
различных областей по-прежнему будет шесть 
(если области 2 и 3 считать различными). На ри-
сунках 3, 4 и 5 показаны бифуркационные диа-
граммы для различных значений параметра .θ  
Количество стационарных состояний и их устой-
чивость для каждой из областей будут такими 
же, как и при отсутствии запаздывания. 

 

 
Рисунок 3 – Линии бифуркации при / 6θ π=  в плоскости параметров  ( ); ( , )а б вε ν εΔ − −  

 
Рисунок 4 – Линии бифуркации при / 4θ π=  в плоскости параметров  ( ); ( , )а б вε ν εΔ − −  

 
Рисунок 5 – Линии бифуркации при / 3θ π=  в плоскости параметров  ( ); ( , )а б вε ν εΔ − −  
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Рисунок 6 – Линии бифуркации при / 2θ π=  в плоскости параметров  ( ); ( , )а б вε ν εΔ − −  

 

 
Рисунок 7 – Фазовые портреты для различных областей при / 2θ π=  

 

 
Рисунок 8 – Фазовые портреты для различных областей при 3θ =  

 
При / 2θ π=  правая часть второго неравен-

ства (2.1) всегда обращается в ноль. Поэтому 
среди стационарных состояний должен появится 
центр. Бифуркационная диаграмма для такого 
значения параметра показана на рисунке 6, а фа-
зовые портреты для каждой из областей приве-
дены на рисунке 7. 

Как видно из рисунка 7, в первой области 
имеется одно стационарное состояние типа 
центр. Во второй области три стационарных со-
стояния – седло и два центра. 

Для ( / 2; ]θ π π∈  бифуркационные диаграм-
мы будут совпадать с диаграммами для / 2.θ π−  
Но в самих областях поведение системы будет  
отличаться. 

В первой области будет одно стационарное 
состояние, но, в отличии от предыдущего случая, 
оно будет неустойчивым. Если из первой облас-
ти переместиться в пятую, то произойдет пересе-
чение жирной линии, и, следовательно, появится 
еще два стационарных состояния. Таким образом 
в пятой области будет три неустойчивых стацио-
нарных состояния, одно из которых – седло. При 

перемещении в четвертую область пересекается 
тонкая линия и одно из состояний меняет свою 
устойчивость. Поэтому в четвертой области име-
ется одно устойчивое состояние и два неустой-
чивых, одно из них – седло.  

В шестой области два устойчивых состоя-
ния и одно седло. Во второй и третьей областях 
по одному устойчивому состоянию, которые на-
ходятся внутри неустойчивого предельного цик-
ла. Фазовые портреты для областей приведены 
на рисунке 8. 
 

Заключение 
 В статье приведены и описаны только би-
фуркационные диаграммы для [0; ].θ π∈  При 

( ;2 )θ π π∈  диаграммы выглядят несколько по-
другому, но количество областей остается преж-
ним. 
 Также следует отметить, что параметр θ  – 
не просто запаздывание δ  в уравнении (0.1), а 
произведение запаздывания на частоту внешнего 
воздействия.  Поэтому даже при небольшом за-
паздывании  в  исходном уравнении (0.1) при 

1 2 3 4 6 

1 2 
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различных частотах внешнего воздействия ω  
режимы функционирования  системы могут быть 
различными. 
 Из полученных бифуркационных диаграмм 
также видно, что  изменение запаздывания при 
неизменных остальных параметрах может при-
водить к изменению устойчивости стационарных 
состояний, а также к изменению их количества. 
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ОБ ОДНОЙ ПЕРЕКРЕСТНОЙ СИСТЕМЕ ДВУХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ СО СВОЙСТВОМ ПЕНЛЕВЕ 
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ON A CROSS SYSTEM OF TWO DIFFERENTIAL EQUATIONS 
WITH THE PAINLEVE PROPERTY 

I.P. Martynov, O.N. Parmanchuk, V.M. Pecevich 
Y. Kupala Grodno State University, Grodno 

 
В статье рассмотрена перекрестная система двух дифференциальных уравнений второй степени относительно произ-
водной и третьей степени относительно переменных. Найдены необходимые и достаточные условия наличия свойства 
Пенлеве у решений данной системы. 
 
Ключевые слова: перекрестная система дифференциальных уравнений, свойство Пенлеве, особое решение,  тест 
Пенлеве, резонансы. 
 
The article deals with the cross-system of two differential equations of the second degree and third-degree derivative of the 
variables. The necessary and sufficient conditions having the Painleve property for solutions of this system are obtained. 
 
Keywords: cross system of differential equations, property of Painleve, singular solution, test of Painleve, resonances. 

 
 

Введение 
Рассмотрим систему двух дифференциаль-

ных уравнений 
2 3 2

3 2 1 0
3 2

3 2 1 0
2 3 2

3 2 1 0
3 2

3 2 1 0

( ),

( ),

x a x a x a x a

y b x b x b x b

y c y c y c y c

x d y d y d y d

′ = + + + +

+ + + +

′ = + + + +

+ + + +

  (0.1) 

где , , , , 0,3i i i ia b c d i =  – аналитические функции 
по .t  

Исследованию систем вида (0.1) при опре-
деленных ограничениях на коэффициенты сис-
темы на предмет наличия свойства Пенлеве по-
священы работы [1], [2]. В них выделены систе-
мы со свойством Пенлеве рассматриваемого ти-
па. В [3] исследована система (0.1) в случае 

3 0,a ≠  0 0,b =  3 0,b =  3 3 0,c d+ ≠  2 1 0,b b+ ≠  

3 2 1 0 0.d d d d+ + + ≠  Найдены необходимые и 
достаточные условия, при которых данная сис-
тема при накладываемых ограничениях не имеет 
подвижных критических особых точек. В на-
стоящей работе получим необходимые и доста-
точные условия наличия свойства Пенлеве у ре-
шений системы (0.1) в случае, который еще не 
был исследован в работах [1]–[3]. 

Для исследования системы (0.1) нам потре-
буется 

Лемма [4]. Для того, чтобы уравнение 
( )( , , ) ( , , ),nx A t x x B t x x′′ ′ ′+ =  

где 2,3,....,n =   ,A B  – рациональные  по  ,x x′  и  

локально аналитические по t  функции не имело 
подвижных критических особых точек, необхо-
димо, чтобы A  и B  были полиномами по x′  
степени 2 и 2n  соответственно.  
 

1 Необходимые и достаточные условия 
наличия свойства Пенлеве для системы (0.1) 
при ограничениях (1.1) 

Рассмотрим систему (0.1) в случае 
3 0 0 0

3

3 3 2 1 0

3 2 1 0

0, , 0,
, 0,

0, 0,

0,

b a Kb b
K const a

c d b b b

d d d d

= = ≠

= ≠

+ ≠ + + ≠

+ + + ≠

        (1.1) 

и , , , , 0,3i i i ia b c d i =  – аналитические функции по 
.t  Найдем необходимые и достаточные условия, 
при которых решения системы (0.1) при ограни-
чениях (1.1) обладают свойством Пенлеве. 

Построив уравнения для компонент x  и y  
системы (0.1) с ограничениями (1.1) и требуя 
выполнения леммы, получим 34 соотношения 
между коэффициентами системы. Разрешив не-
которые из них, выполнив линейные преобразо-
вания относительно x  и ,y  замену независимой 
переменной t  и переобозначая коэффициенты 
системы (однозначно определяемые через коэф-
фициенты системы (0.1)), получим 

( )
2 3 2 2

2 1 1 0

2 3 2 2
3 2 1 3 1 0

( ),

,

x x a x a x y x b x b

y c y c y c y x c y d y d

′ = + + + + +

′ = + + + + +
 (1.2) 

где 0 30, 0.b c≠ ≠   
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Для компоненты x из (1.2) построим уравнение 

( )(
( ) ( )

(( )
) ( )

( )
) ( ) )

( )( )

2
1 0

3 2
1 1 0

4 3 2
1 1 2 1 0

4
2 0 1 0 2 1

3
2 1 2 1 0 1 2 0 2 0

22
1 1 1 1 1 0 1 0

2 6 4 2
1 0 3 0 1 2

2

2

2 3

2

(

,

x b x b x x

x b x b x b x

x b x a a b b x

a b x a b x a b x

a b a b b a x a b a b

a b a b x a b a b x

x b x b c x A x A x A

′ ′′+ + −

′ ′ ′ ′− + − + −

− + + + + +

′ ′ ′+ + − − −

′ ′ ′ ′ ′ ′− − + − − − +

′ ′ ′ ′+ − − − =

′ ′ ′= + + + + +

 (1.3) 

где 0 1 2, ,A A A  – полиномы по x третьей, шестой и 
восьмой степеней соответственно, с аналитиче-
скими по t коэффициентами, однозначно опреде-
ляющимися через коэффициенты системы (1.2). 
Введем в уравнение (1.3) малый параметр ε  по 
формулам 2

0, ,x X t tε ετ−= = +  при 0ε =  полу-
чим упрощенное дифференциальное уравнение 

( ) ( )2 22 3 2 3
32 2 .XX X X c X X′′ ′ ′− − = −     (1.4) 

Для однозначности решения уравнения (1.4) не-

обходимо требовать [5] 
2

3
1

2 ,c
N

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 где 1 .N ∈Ζ  

С учетом этого условия для компоненты y  из 
(1.2) построим уравнение, полагая в котором 

2
0,y Y t tε ετ−= = +  при 0ε =  получим упрощен-

ное дифференциальное уравнение 
2

21

1 1

1 21 ,
4
N YY Y

Y N N
λ λ

⎛ ⎞′⎛ ⎞′′ − − = +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

где 2 1.λ =  Для однозначности решения послед-
него уравнения необходимо требовать [5] 

1
2

2

1 , .
4
N N

N
= ∈Ζ  Учитывая это условие и то, что 

1N  и 2N  целые, получим, что 3
1 , 1, 4 .
4

c ⎧ ⎫∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

Таким образом, система (1.2) примет вид 

( )
2 3 2 2

2 1 1 0

2 3 2 2
3 2 1 3 1 0

( ),

,

x x a x a x y x b x b

y c y c y c y x c y d y d

′ = + + + + +

′ = + + + + +
  (1.5) 

где 0 0b ≠ , 3
1 , 1, 4 .
4

c ⎧ ⎫∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

Построив уравнения для компонент x и y 
системы (1.5) и требуя выполнения леммы, вы-
полнив линейные преобразования относительно 
x  и y , замену независимой переменной t  и пе-
реобозначая коэффициенты системы (однознач-
но определяемые через коэффициенты системы 
(1.2)), получим  

( )2 2
1 0( ),x x y x b x b′ = + + +  

( )( )2 2
3 1 0 ,y c x y y d y d′ = + + +          (1.6) 

где 0 0,b ≠  3
1 , 1, 4 .
4

c ⎧ ⎫∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

Для компоненты x  из (1.6) построим уравнение  
 

( ) ( )(
( ) ( ) )

( ) (
( )( )

( ) ( ))

2 2
1 0 1

222
1 0 1 0

2 4
1 0 3

2 2
1 0 1

22 2
1 0 1 0

2 2

2

.

x b x b x x b x

b x b x x b x b

x b x b c x

x b x b x d x

x b x b x d x d

′′ ′+ + − + −

′ ′ ′− + − + + =

′= + + +

′+ + + − + +

+ + + − +

   (1.7) 

Требуя, чтобы общее решение уравнения 
( )( )

( ) ( )

4 2 2
1 0 1

22 2
1 0 1 0

2

0

x x b x b x d x

x b x b x d x d

′ ′+ + + − + +

+ + + − + =
 

было особым решением (1.7) [6], получим, что 
необходимо чтобы 0 ,d  1d  были постоянными.  

С учетом этого для компоненты y  из (1.6) 
построим уравнение  

 

( ) ( )(
( ) ) ( )(

( )( )
( )( ) )

2 2
3 1 0 1

222 2 4
3 1 0 1 0

2 2
3 1 1 0

22 2 2
3 1 0 1 0

2 2

2

.

c y d y d y y d y

c y d y d y d y d y

c y b y d y d y

c y b y b y d y d

′′ ′+ + − + −

′− + + = + + −

′− − + + +

+ − + + +

(1.8) 

Требуя, чтобы общее решение уравнения 
( )( )

( )( )

4 2 2
3 1 1 0

22 2 2
3 1 0 1 0

2

0

y c y b y d y d y

c y b y b y d y d

′ ′− − + + +

+ − + + + =
 

было особым решением (1.8) [6], получим, что 
необходимо, чтобы 0 ,b  1b  были постоянными.  
Тогда уравнение (1.7) примет вид 
 

( ) ( )(
( ) ) ( )

( )( )(
( ) ( ))

2 2
1 0 1

222 2
1 0 1 0

4 2 2
3 1 0 1

22 2
1 0 1 0

2 2

2

.

x b x b x x b x

x b x b x b x b

c x x b x b x d x

x b x b x d x d

′′ ′+ + − +

− + + = + + ×

′ ′× + + + − + +

+ + + − +

 (1.9) 

Введем в уравнение (1.9) малый параметр ε  по 
формулам 2 ,x Xε −=  t ετ=  и при 0ε =  получим 
упрощенное дифференциальное уравнение 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

2 3
3 3

2 3
3 3

2 2 1

2 2 1 0,

XX c X c X

XX c X c X

′′ ′− − − + ×

′′ ′× − + − − =
 

которое распадается на два уравнения  
 

( ) ( )
( ) ( )

2 3
3 3

2 3
3 3

2 2 1 0,

2 2 1 0.

XX c X c X

XX c X c X

′′ ′− − − + =

′′ ′− + − − =
  (1.10) 

Рассмотрим случай, когда 3 1.c =  Согласно 
методу резонансов, решение первого уравнения в 
(1.10) можно представить формальным рядом 
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21
0 1 22

4 ...,LX L L Lτ τ
τ τ

−= + + + + +  

где L2 – произвольное. Тогда согласно [7], если 
уравнение (1.9) имеет решение, представимое 
рядом вида  

21
0 1 22

4 ...,lx l l t l t
t t

−= + + + + +  

то 2l  должно быть произвольной постоянной. 
Это требование приводит к необходимости вы-
полнения резонансного условия 

2
0 1

1 .
4

d d=                          (1.11) 

Аналогично в случаях 3
1
4

c =  и 3 4c =  несложно 

убедится, что для произвольности резонансных 
коэффициентов в решениях уравнения (1.9) не-
обходимо требовать выполнения условия (1.11). 
Таким образом, систему (1.6) можно записать в 
виде 

( )2 2
1 0( ),x x y x b x b′ = + + +  

( )( )22
3 ,y c x y y H′ = + +             (1.12) 

где 3
1 , 1, 4 ,
4

c ⎧ ⎫∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 ,H  0 ,b  1b  – постоянные. 

Для компоненты y из (1.12) построим урав-
нение  

( ) ( )( )
( )( )(

( ) ( ))

232
3 3

24 2
3 1

42 2
3 1 0

2 2

2

.

c y H y y c y H

y c y b y H y

c y H y b y b

′′ ′+ − − + =

′ ′= − − + +

+ + − +

 (1.13) 

Введем малый параметр ε  по формулам 
2 ,y Yε −=  ,t ετ=  и при 0ε =  получим диффе-

ренциальное уравнение 
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которое распадается на два дифференциальных 
уравнения 
 

( )

( )

2 3
3 3

3

2 3
3 3

3

12 2 0,

12 2 0.

YY Y c c Y
c

YY Y c c Y
c

⎛ ⎞
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(1.14) 

Пусть c3=1. Согласно методу резонансов 
решение первого уравнения в (1.14) можно пред-
ставить формальным рядом 

21
0 1 22

4 ...,PY P P Pτ τ
τ τ

−= + + + + +  

где 2P  – произвольное. Тогда согласно [7], если 
уравнение  (1.13)  имеет  решение, представимое 

рядом вида 21
0 1 22

4 ...,py p p t p t
t t

−= + + + + +  то 

2p  должно быть произвольной постоянной. Это 
требование приводит к необходимости выполне-
ния резонансного условия 

2
0 1

1 .
4

b b=                           (1.15) 

Аналогично в случаях 3
1
4

c =  и 3 4c =  не-

сложно убедиться, что для произвольности резо-
нансных коэффициентов в решениях уравнения 
(1.13) необходимо требовать выполнения резо-
нансного условия (1.15). Таким образом, систему 
(1.12) можно записать в виде 

( )2 2( ) ,x x y x M′ = + +  

( )( )22
3 ,y c x y y H′ = + +             (1.16) 

где 3
1 ,1,4 , ,
4

c H M⎧ ⎫∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 – постоянные. 

Из (1.16) можно записать 

( )

2 2

2
3

( ) ,dx x M
dy c y H

⎛ ⎞ +
=⎜ ⎟

+⎝ ⎠
 

откуда  
3

1( ) ( )cx M C y H+ = +  

или  3 2( ) ,c Cx M
y H

+ =
+

                  (1.17) 

где 1 2,C C  – постоянные интегрирования. 

Тогда из (1.17) при 3
1
4

c =  соответственно 

получим 
2 2

1 ( )x C y H M= + −  или 
2

2
2 ,

( )
Cx M

y H
= −

+
 

подставляя в (1.16), имеем  

( )

( )

2 2 4 2
1

2 2 2
2

1 ( ) ( )( ) ,
4

1 ( )( ) .
4

y C y H y M y H

y C y M y H
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′ = + − +
(1.18) 

При 3 1c =  из (1.17) имеем ( )1x C y H M= + −  

или 2 ,Cx M
y H

= −
+

 тогда соответственно из 

(1.16)  
( )( )2 2

1

2 2
2

( ) ,

( ) ( )( ) .

y C y H y M y H

y C y H y M y H

′ = + + − +

′ = + + − +
   (1.19) 

При 3 4c =  из (1.17) запишем 

( )2

1

1y x M H
C

= + −  или 
( )

2
2 ,Cy H

x M
= −

+
 

а из (1.16) 

( ) ( )

( )( )

2 22

1

22
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1 ,

.

x x H x M x M
C

x C x H x M

⎛ ⎞
′ = − + + +⎜ ⎟
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  (1.20) 
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Уравнения в (1.18)–(1.20) являются уравне-
ниями Брио и Буке [8]. Последнее означает, что 
решения уравнений (1.18)–(1.20) обладают свой-
ством Пенлеве, причем интегрируются в эллип-
тических функциях. Из структуры системы (1.16) 
и записанных выше соотношений следует, что и 
вторая компонента системы в соответствующих 
случаях интегрируется в эллиптических функци-
ях. Таким образом, справедлива 

Теорема. Для того, чтобы система (0.1) с 
ограничениями (1.1) обладала свойством Пенле-
ве, необходимо и достаточно, чтобы она линей-
ным преобразованием x  и y  и аналитической 
заменой независимой переменной t  приводилась 
к виду (1.16). 
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СИСТЕМА МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ С ГРУППОВЫМ 
ПОСТУПЛЕНИЕМ, ГРУППОВЫМ ОБСЛУЖИВАНИЕМ 

И КАТАСТРОФИЧЕСКИМИ СБОЯМИ 
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QUEUEING SYSTEM WITH BATCH ARRIVALS, 
BATCH SERVICE AND DISASTERS 

A.N. Starovoitov 
Belarusian State University of Transport, Gomel 

 
Рассматривается однолинейная система массового обслуживания, в которую заявки поступают группами случайного 
размера. На обслуживание также выбирается группа случайного размера. Кроме того, в систему поступает поток ката-
строфических сбоев. Катастрофический сбой полностью очищает очередь системы, если она не пуста, и не оказывает 
никакого влияния, если очередь пуста. Находится стационарное распределение процесса, описывающего поведение 
данной системы. 
 
Ключевые слова: система массового обслуживания, групповое поступление, групповое обслуживание, катастрофи-
ческий сбой. 
 
We consider a single-server queueing system with batch arrivals and batch service. Besides, the flow of the disaster enters the 
queueing system. The disaster completely clears the queue of the system if it is not empty, and renders no influence if the queue 
of the system is empty. Stationary distribution of the states of the process describing the queueing system behavior is found. 
 
Keywords: queueing system, batch arrivals, batch service, disaster. 

 
 

Введение  
В работе [1] была рассмотрена система 

M/G/1 с простейшим потоком катастрофических 
сбоев. В [2] исследована аналогичная система 
M/M/1. В работах [3]–[5] изучены более общие 
модели систем массового обслуживания с раз-
личными предположениями относительно как 
потока заявок, потока катастрофических сбоев, 
так и обслуживания заявок. В работах [6]–[8] 
исследовались системы и сети массового обслу-
живания с групповым поступлением и группо-
вым обслуживанием заявок. В данной работе 
рассмотрена система массового обслуживания с 
групповым поступлением и групповым обслужи-
ванием заявок, аналогичная системе, рассмот-
ренной в [8], в которую дополнительно поступа-
ет простейший поток катастрофических сбоев. 
Граф переходов процесса, описывающего пове-
дение системы с групповым поступлением и 
групповым обслуживанием, сильно связан, что 
не позволяет в общем случае находить стацио-
нарное распределение вероятностей состояний. 
Поэтому в настоящей работе, следуя [8], накла-
дываются ограничения на указанный процесс. А 
именно, требуется, чтобы он был обратимым.  

В данной работе установлены необходимые 
и достаточные условия представления стацио-
нарного  распределения  системы  массового  
обслуживания  с  групповым  поступлением, 
групповым    обслуживанием    и    потоком    

катастрофических сбоев в форме смещенного 
геометрического распределения.   

 
1 Постановка задачи  
Рассматривается однолинейная система 

массового обслуживания, в которую поступают 
группы заявок стационарным пуассоновским 
потоком с интенсивностью .λ  Заявки также об-
служиваются группами. Обслуживание групп 
является экспоненциальным с интенсивностью 

.μ  Наряду с потоком обычных заявок в систему 
поступает стационарный пуассоновский поток 
катастрофических сбоев (катастроф) с интенсив-
ностью .λ−  Катастрофический сбой, поступая в 
систему, полностью очищает очередь системы, 
если она не пуста, и не оказывает никакого влия-
иния в противном случае. Процессы поступления 
заявок, поступления катастрофических сбоев и 
обслуживания заявок являются независимыми.  

Обозначим iX  – количество заявок в i -й 
поступающей группе, iY  – количество заявок в 
i -й группе, выбранной на обслуживание. Пред-
полагается, что ,iX  iY  независимые неотрица-
тельные целочисленные случайные величины с 
функциями распределения ( ),A x  ( ),B x  вероят-
ностями значений ( ) { },ia k P X k= =  ( )b k =  

{ }iP Y k= =  и проиводящими функциями ( ),A x  

МАТЕМАТИКА
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( )B x  соответственно. Также предположим, что 

iX  и iY  имеют конечные математические ожи-
дания.  

Обозначим ( )n t  – число заявок в системе в 
момент времени ,t  тогда ( )n t  является марков-
ским процессом с пространством состояний 

{0 1 }.…+ = , ,Z   
Цель работы – найти стационарное распре-

деление { ( )}p p n=  вероятностей состояний про-
цесса ( )n t .  
 

2 Основной результат  
Лемма. Процесс ( )n t  является эргодиче-

ским.  
Доказательство. Марковский процесс ( )n t  

является регенерирующим. Действительно, 
функционирование системы схематично можно 
представить как чередование периодов, когда 
система находится в свободном состоянии 
( ( ) 0n t = ), и периодов занятости системы (в про-
тивном случае). Момент перехода системы в 
свободное состояние является моментом регене-
рации.  

Пусть iξ  – длительность i -го периода реге-
нерации, 1.i ≥  Тогда ,iξ ν η= +  где ν  – время 
пребывания системы в свободном состоянии 
(время до поступления в систему группы требо-
ваний), η  – длительность периода занятости. 
Поскольку поток групп заявок в систему – про-
стейший с интенсивностью ,λ  то случайная ве-
личина ν  имеет экспоненциальный закон рас-
пределения с параметром .λ  А величина ,η φ≤  
где φ  – время до наступления катастрофическо-
го сбоя. Поток катастрофических сбоев также 
является простейшим с интенсивностью ,λ−  по-
этому φ  имеет экспоненциальный закон распре-
деления с параметром .λ−  Из сказанного следу-
ет, что математическое ожидание 

iM M M M Mξ ν η ν φ λ λ−= + ≤ + = + < +∞.  
Таким образом, случайная величина iξ  име-

ет абсолютно непрерывное распределение с ко-
нечным математическим ожиданием. Тогда из 
теоремы Смита для регенерирующих процессов 
[9] следует, что марковский процесс ( )n t  являет-
ся эргодическим. Лемма доказана.  

Интенсивности переходов процесса ( )n t  
имеют следующий вид:  

( ) ( ) если 0 1q n n k a k n kλ, + = , ≥ , ≥ ,  
( ) ( ) если 1q n n k b k n kμ, − = , > ≥ ,    (2.1) 
( 0) ( ) если 1q n B n nλ μ−, = + , ≥ ,  

где ( ) 1 (1) (2) ( 1).B n b b … b n= − − − − −   

Известно [10], что вероятностное распреде-
ление { ( )}p p n=  на +Z  является стационарным 
распределением марковского процесса ( )n t  то-
гда и только тогда, когда существует функция 
интенсивностей перехода  

\{( ) } [0 ),Rq n n n+ + +: × , : ∈ → ,∞Z Z Z  
удовлетворяющая соотношениям:  

( ) ( ) ( ) ( )Rp n q n n p n q n n
n n n n+

′ ′ ′, = , ,
′ ′, ∈ , ≠Z

         (2.2) 

и  

0 0
( ) ( )R

k k
q n k q n k n

∞ ∞

+
= =

, = , , ∈ .∑ ∑ Z      (2.3) 

Тогда функция Rq  является функцией интенсив-
ностей перехода обращенного по времени про-
цесса ( ),n t−  который имеет то же стационарное 
распределение ,p  что и процесс ( )n t  (в (2.1), и 
далее доопределим функцию q  равенством 

( ) 0q n n, =  для всех n +∈Z ).  
Стационарное распределение p  процесса 

( )n t  будем искать в виде смещенного геометри-
ческого распределения, т. е.  

1
0 0(0) ( ) (1 )(1 )

1 2

np p p n p c c
n …

−= , = − − ,

= , , ,
   (2.4) 

где 0p  и c  – некоторые числа из интервала (0,1).  
Подставляя q  из (2.1) и p  из (2.4) в (2.2), 

найдем интенсивности переходов обращенного 
по времени процесса ( ) :n t−   

1
0

0

(1 )(1 )(0 ) ( ( )) если 1
n

R p c cq n B n n
p

λ μ
−

−− −
, = + , ≥ ,  

( ) ( ) если 1 1R kq n n k b k c n kμ, + = , ≥ , ≥ ,  (2.5) 
( ) ( ) если 1R kq n n k a k c n kλ −, − = , > ≥ ,  

0
1

0

( )( 0) если 1
(1 )(1 )

R
n

a n pq n n
p c c
λ

−, = , ≥ .
− −

 

Подставляя (2.1) и (2.5) в (2.3) при 0,n =  
получим  

10

10

10

10

(1 )(1 )

(1 )(1 ) ( )

k

k

k

k

p c c
p

p c c B k
p

λ λ

μ

∞
− −

=

∞
−

=

− −
= +

− −
+ ,

∑

∑
         (2.6) 

а при 1n ≥  получим  
0

1
0

1
( )

1

( )
(1 )(1 )

( ) ( )

n

n
n k

k

pa n
p c c

a n k c B c

λ μ λ λ

λ μ

−
−

−
− −

=

+ + = +
− −

+ − + .∑
   (2.7) 

Выполняя преобразования в (2.6), получим  
0

0

(1 ) ( (1 ( ))p B c
p

λ λ μ−−
= + − ,  

откуда  
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0 0

0

(1 )( ) 1
(1 )

p pB c
p

λ λ
μ

−− −
= − .

−
         (2.8) 

Рассуждая далее аналогично как и в [8], по-
лучим, что если стационарное распределение в 
форме (2.4) существует, то необходимо выполня-
ется неравенство  

0pλ λ μ
λ λ λ λ μ

− −

− −

+
< < .

+ + +
 (2.9) 

Умножая (2.7) на ( )ncz  и складывая по всем 
натуральным ,n  имеем  

0

0

( )
1

( ) ( )
(1 )(1 ) 1 1

cz
cz

p c cz czA z B c
p c cz cz

λ μ λ

λ λ μ

−+ + =
−

⎡ ⎤
= + + ,⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦

 

откуда с учетом (2.8) получим  

0 0

(1 ) (1 )( )
(1 ) 1

c z a zA z
p z c p az

− −
= = ,

+ − − −
 

где 0 0( 1) .a p c p= + − /  Для того, чтобы ( )A z  была 
производящей функцией вероятностного распре-
деления, необходимо и достаточно, чтобы 
0 1.a≤ <  Тогда это распределение является гео-
метрическим распределением с параметром .a  
Откуда следует, что 01 .c p− ≤   

Сопоставляя последнее неравенство с (2.9), 
получим, что для существования стационарного 
распределения в форме смещенного геометриче-
ского распределения (2.4) необходимо, чтобы 
выполнялось неравенство  

0max 1 c pλ λ μ
λ λ λ λ μ

− −

− −

⎧ ⎫ +
− , < < ,⎨ ⎬+ + +⎩ ⎭

    (2.10) 

а размеры поступающих групп имели геометри-
ческое распределение с параметром 

0 0( 1) .a p c p= + − /  
Отметим, что в случае, когда 

max{1 ( )} 1 ,c cλ λ λ− −− , / + = −  левая часть (2.10) 
является нестрогим неравенством.  

Пусть теперь 0p  выбрано таким образом, 
что выполняется неравенство (2.10), а размеры 
поступающих групп имеют геометрическое рас-
пределение с параметром 0 0( 1) .a p c p= + − /  Не-
сложно понять, что распределение { ( )},p p n=  
определенное в (2.4), удовлетворяет (2.6) и (2.7), 
т. е. выполняется (2.3). Таким образом, справед-
лива следующая  

Теорема. Для того чтобы стационарное 
распределение марковского процесса ( )n t  имело 
форму смещенного геометрического распределе-
ния (2.4), необходимо и достаточно, чтобы вы-
полнялось неравенство (2.10), а размеры посту-
пающих групп имели геометрическое распреде-
ление с параметром 0 0( 1) ,a p c p= + − /  где c  – 
корень уравнения (2.8).   
 

Заключение  
В данной работе рассмотрена система мас-

сового обслуживания с групповым поступлени-
ем, групповым обслуживанием и потоком ката-
строфических сбоев. На практике катастрофиче-
ский сбой может представлять собой кратковре-
менный выход из строя или недоступность об-
служивающего прибора, например, вследствие 
отключения электроэнергии. Установлены необ-
ходимые и достаточные условия представления 
стационарного распределения вероятностей со-
стояний процесса, описывающего поведение 
данной системы, в форме смещенного геометри-
ческого распределения.  
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Доказано, что образ представления свободной группы ( )2 ,F x y  в ( ),GL n C  является унипотентной подгруппой, если 

( )( )5
0p Eρ − =  для любого примитивного элемента p  и ( )( )2

0,Eρ ξ − =  ( )( )3
0Eρ η − =  для каких-то ассоцииро-

ванных примитивных элементов ξ  и η  группы 2.F  
 
Ключевые слова: унипотентная подгруппа, примитивный элемент, представление группы. 
 
It is proved that the representation image of the free group ( )2 ,F x y  in ( ),GL n C  is an unipotent subgroup, when 

( )( )5
0p Eρ − =  for all primitive elements p  and ( )( )2

0,Eρ ξ − =  ( )( )3
0Eρ η − =  for some associated primitive elements 

ξ  and η  of the group 2.F  
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Введение 
Пусть ( )2 ,F x y  – свободная группа с обра-

зующими x и y. Рассмотрим представление этой 
группы  

:ρ ( ) ( )2 , , ,F x y GL n C→  
при этом образующие и все примитивные эле-
менты 2F  переходят в унипотентные матрицы. 
Элемент свободной группы называется прими-
тивным, если он может быть включен в некото-
рое множество свободных образующих этой 
группы [1]. Известным открытым вопросом яв-
ляется вопрос о том, будет ли при этих условиях 
унипотентным весь образ ( )2 .Fρ  В работах [2], 
[3] дан утвердительный ответ на этот вопрос для 
матриц порядков 5.n ≤  В работах [4]–[5] дан 
утвердительный ответ на этот вопрос для любого 
n при условии ( )( ) 0,

k
p Eρ − =  k=3,4, для любо-

го примитивного элемента p. В настоящей работе 
мы даем утвердительный ответ на этот вопрос 
для  любого  n  при  условии  ( )( )5

0p Eρ − =  для 

любого примитивного элемента p и соотношения  

( )( )2
0,Eρ ξ − =   

( )( )3
0Eρ η − =  

для каких-то ассоциированных примитивных 
элементов ξ  и η  группы 2.F  

Теорема. Образ ( )2 ,F x y  относительно  

:ρ ( ) ( )2 , ,F x y GL n C→  – унипотентная под-

группа в ( ),GL n C  при условии ( )( )5
0p Eρ − =  

для любого примитивного элемента p и  

( )( )2
0,Eρ ξ − =   

( )( )3
0Eρ η − =  

для каких-то ассоциированных примитивных 
элементов ξ  и .η  

 
1 Предварительные результаты 
Для доказательства теоремы используются 

следующие леммы. 
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Лемма 1.1 [1]. Пусть p и q – два ассоцииро-
ванных примитивных элемента группы 2.F  То-
гда все примитивные элементы, ассоциирован-
ные с p имеют вид ,p q pα ε β  где , ,Zα β ∈  

1.ε = ±  
В дальнейшем обозначим 

( ) ,A H Eρ ξ = = +  ( ) ,B T Eρ η = = +  
где ξ  и η  – два ассоциированных примитивных 
элемента группы 2F  и  

( )( )2
0,Eρ ξ − =   

( )( )3
0,Eρ η − =  

E – единичная матрица, ( )L W  – длина слова W . 

Лемма 1.2. Пусть ( )( )5
0p Eρ − =  для лю-

бого примитивного элемента ,p  то справедливо 
равенство ( ), 0,W H B =  если в слове ( ),W H B  
не менее пяти элементов .Н  

Доказательство. Поскольку 
4 3 24 6 4 ,B B B B E= − + −  

то можно считать, что в слове ( ),W H B  нет эле-

ментов 4.B  Поскольку mB A  – унипотентные 
матрицы (см. лемму 1.1), то имеем 

( )5
0.mB A E− =  

Отсюда   ( ) 5
21

0.
2

m m
A E mTA T A

−⎛ ⎞
− + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Из этого получаем ( )52
0 1 2 0,a a m a m+ + =  где 

0 ,a A E= −  2
1

1 ,
2

a TA T A= −  

2 3
2

1 1 .
2 2

a T A T A= −  

Из ( )52
0 1 2 0a a m a m+ + =  имеем  

10

0

0,k
k

k

F m
=

′ =∑  

где 5
0 0 ,F a′ =  4 2 3 3 2 4

1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 ,F a a a a a a a a a a′= + + + …, 
5

10 2 .F a′ =  Если взять im m= , 1,11i = , не равными, 

то 0,iF ′=  0,10.i =  
Поскольку mA B  – унипотентные матрицы 

(см. лемму 1), то имеем ( )5
0.mA B E− =  Отсюда 

( )5 0.B E mHB− + =  Из этого получаем 
5

0
0.k

k
k

F m
=

=∑  Если взять ,im m=  1,6,i =  не рав-

ными, то 0,iF =  0,5.i =  Из 1 0F =  получаем 
2 2 0,T HT =  и 

2 2 2
1

2

2

2 4 0.

HF H HB HB H HB HBH

HBHB H HBHBH

= − −

− + =
    (1.1) 

Из 2 0F =  получаем 2
2 0,F T⋅ =  значит, 

2 2 0.T HTHT =                          (1.2) 

Из 2 0F ′ =  получаем 

2 21 1 0,
2 2

H TA T A H TA T A H⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

и следует 
2 22HTHTH HTHT H HT HTH= +         (1.3) 

или 
 2 26 .HBHBH HB HBH HBHB H= +        (1.4) 
Из (1.1), (1.4) получаем 

 2 2 8 .HB HB H HBHBH=                (1.5) 
Умножив уравнение (1.3) справа на 2 ,T  по-

лучаем 2 2 2 2 22 ,HTHTHT HTHT HT HT HTHT= +  
следовательно,  

2 0.HTHTHT =                      (1.6) 

Из равенств 2 0,F T′ ⋅ =  (1.2) и 2 2 0,T HT =  
получаем 

2 2 2 0.THTHT THT HT T HTHT+ + =     (1.7) 
Умножив на H  слева, (с помощью (1.6)) 

получаем 
2 2 0.HTHT HT HT HTHT+ =          (1.8) 

Умножив уравнение (1.3) справа на ,T  по-
лучаем 2 22 .HTHTHT HTHT HT HT HTHT= +  

Из этого и (1.8) имеем 0,HTHTHT =  т. е. 
.HBHBHB HBHBH=   (1.9) 

Аналогично имеем 
.BHBHBH HBHBH=             (1.10) 

Поэтому  
2 28 8 .HBHBHB BHBHBH HB HB H= =   (1.11) 

Умножив уравнение (1.5) справа на 
2 ,B HBHB  получаем  

2 2 0.HB HBHB HBHB =              (1.12) 
Аналогично имеем 

2 2 0.HBHB HBHB HB =  
Если в слове ( ),W H B  не менее пяти эле-

ментов ,H  тогда 

( ) 3 51 2 4, .s ss s sW H B HB HB HB HB HB=  

Пусть 1 2 3 4 5 ,s s s s s s= + + + +  тогда ( ), 0,W H B =  

если 6s <  (потому что ( )4 0HB = ). 

Можно считать 3,is <  1,5i =  (потому что 

( )3 0B E− = ). Из (1.11) знаем, что в слове 

( ),W H B  нет 2 2 .HB HB H  Поэтому из (1.10), 

(1.11), (1.12) получаем ( ), 0.W H B =   
Лемма 1.2 доказана. 
 

2 Доказательство основной теоремы 
Доказательство теоремы. Берем любое 

слово ( ), .W H B  В ( ),W H B  не мене одного эле-

мента .H  Тогда ( )( )5
, 0W H B =  (см. лемму 1.2). 
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Отсюда получаем ( ), 0.trW H B =  Берем любую 

матрицу ( ),W A B  в подгруппе ( )2 .Fρ  Тогда 

( ) ( ), ,k
i iW A B B aW H B= +∑  в ( ),iW H B  не ме-

нее одного .H  Поэтому  
( ) ( ), , 0 .k

i itrW A B trB a trW H B n n= + = + =∑  
Так как это равенство справедливо для любой 
матрицы ,C  то 2 ... .ntrC trC trC n= = = =  

Отсюда следует, что C  – унипотентная мат-
рица. Теорема доказана. 
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Пусть 0n.  и ω – бесконечное множество простых чисел. Доказано, что решетка всех τ-замкнутых n-кратно ω-компо-
зиционных формаций не является дистрибутивной при любом целом неотрицательном n. 
 
Ключевые слова:  конечная  группа,  формация  групп,  ω-композиционный  спутник формации, недистрибутивная  
решетка. 
 
Let 0n.  and ω be an infinite set of primes. It is proved that the lattice of all τ-closed n-multiply ω-composition formations is 
not distributive. 
 
Keywords: finite group, formation of groups, ω-composition satellite of formation, non-distributive lattice. 

 
 

 Введение 
 В 1986 г. А.Н. Скибой [1] была установлена 
модулярность решетки всех (насыщенных) 
формаций. Впоследствии этот факт нашел много 
приложений в вопросах классификациии насы-
щенных формаций (см. [2]–[4]) и был развит в 
работах других авторов. Это послужило мотива-
цией для нахождения модулярных и дистрибу-
тивных решеток формаций иных типов (n-кратно 
насыщенных [2],  p-насыщенных [5], n-кратно   
L-композиционных [6], тотально насыщенных 
[7], [8], τ-замкнутых тотально насыщенных [9], 
n-кратно Ω-канонических и n-кратно Ω-бикано-
нических [10], Ω-расслоенных формаций мульти-
операторных T-групп, обладающих компози-
ционными рядами [11]).  
 В недавно опубликованных работах [12], 
[13] было доказано, что решетка всех τ-зам-
кнутых n-кратно ω-композиционных формаций 

n
cτω  модулярна. Дополняя последний результат, в 
данной заметке мы докажем следующую 
теорему. 
 Теорема. Пусть ω – бесконечное множест-
во. Тогда решетка всех τ-замкнутых n-кратно 
ω-композиционных формаций 

n
cτω  не является 

дистрибутивной при любом целом неотрица-
тельном n. 
 Все рассматриваемые группы конечны. Мы 
будем использовать стандартную терминологию, 
принятую в [2], [3], [6]. 

 

 1 Предварительные сведения 
Напомним, что формацией называется класс 

групп, замкнутый относительно гомоморфных 
образов и конечных подпрямых произведений. 

Символы G и p′G  обозначают класс всех 
групп и класс всех p’-групп соответственно. 

В произвольной группе G выберем систему 
подгрупп τ(G). Говорят, что τ  – подгрупповой 
функтор (в смысле А.Н. Скибы [3]), если 
выполняются следующие условия: 

1) G ∈τ(G); 
2) для любого эпиморфизма ϕ : A 6  B и 

для любых групп H ∈ τ(A), T ∈ τ(B) имеет место 
Hϕ ∈ τ(B) и 

1

T ϕ−

∈ τ(A). 
Если τ(G) = {G}, то функтор τ называется 

тривиальным. Мы будем рассматривать лишь 
такие подгрупповые функторы τ, что для любой 
группы G все подгруппы, входящие в τ(G), 
субнормальны  в  G.   Формация  F  называется  
τ-замкнутой [3], если τ(G) ⊆ F для любой 
группы G из F. 

В дальнейшем символ ω означает некоторое 
непустое множество простых чисел и ω′  = P \ ω. 

Символом π(G) обозначено множество всех 
различных простых делителей порядка группы 
G, π(X) – объединение множеств π(G) для всех 
групп G из X. Символами ( )pO G  и ( )R Gω  обо-
значаются наибольшая нормальная p-подгруппа 
группы G и наибольшая нормальная разрешимая 
ω-подгруппа группы G соответственно. Символ 

МАТЕМАТИКА
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( )pC G  обозначает пересечение централизаторов 
всех тех главных факторов группы ,G  у которых 
композиционные факторы имеют простой 
порядок p (если в группе G  нет главных 
факторов с таким свойством, то полагают 

( ) ).pC G G=  Для произвольной совокупности 
групп X через Com+(X) обозначают класс всех 
простых абелевых групп A таких, что A ≅ H / K 
для некоторого композиционного фактора H / K 
группы G ∈ X. В частности, для группы G  
символ Com+(G) обозначает класс всех простых 
абелевых групп A таких, что A изоморфна не-
которому композиционному фактору группы G. 

Пусть f  – произвольная функция вида  
: { }f ω ω′ →∪  {формации групп}.    (1.1) 

Следуя [6], сопоставим функции f класс групп  
(( ) = | / ( ) ( )CF f G G R G fω ω ω′∈  и 

/ ( ) ( )pG C G f p∈ для всех p ∈ ω )+ (Com ( )) .Gπ∩  

Если формация F такова, что F = ( )CF fω  для 
некоторой функции f вида (1.1), то F называется 
ω-композиционной формацией с ω-композици-
онным спутником f.  

Всякая формация считается 0-кратно ω-ком-
позиционной, а при n > 0 формация F называется 
n-кратно ω-композиционной [6], если 

( ),CF fωF =  где все непустые значения функции 
f являются (n–1)-кратно ω-композиционными 
формациями. 

Для любой совокупности групп X и для лю-
бой полной решетки формаций Θ через Θform X 
обозначается пересечение всех тех формаций из 
Θ, которые содержат все группы из X. Если 
X = {G}, то вместо Θform{G} пишут Θform G. 
Всякая формация такого вида называется 
однопорожденной Θ-формацией. Напомним, что 
спутник f называется Θ-значным, если все его 
значения принадлежат решетке Θ. Символом 

cωΘ  обозначается полная решетка формаций, об-
ладающих Θ-значным ω-композиционным 
спутником (см. [6]). 

Относительно включения ⊆ совокупность 
всех τ-замкнутых n-кратно ω-композиционных 
формаций 

n
cτω  является полной решеткой. 

Символом 
n

cτω form X обозначается пересечение 

всех  τ-замкнутых n-кратно ω-композицион-ных 
формаций, которые содержат совокупность 
групп X. Для произвольных τ-замкнутых n-крат-
но ω-композиционных формаций F1 и F2 пола-
гают F1 

n

τ
ω∨ F2 = n

cτω form(F1∪ F2).  

Пусть { if  | i ∈ I} – совокупность ω-компо-
зиционных 

1n
cτω −

-значных спутников. Через 

ii I
f

∈∩  обозначают такой ω-композиционный 

спутник m, что m(a) = ( )ii I
f a

∈∩  для всех 

a ∈ { }.ω ω′∪  Через 
1
( | )

n if i Iτ
ω −

∨ ∈  обозначают 

такой ω-композиционный спутник f, что  
f(a) = 

1n
cτω −

form ( )( )ii I
f a

∈∪   

для всех a ∈ { },ω ω′∪  в частности, 
(f1

1n

τ
ω −

∨ f2)(a) = 
1n

cτω −
form ( )1 2( ) ( ) ,f a f a∪  

если по крайней мере одна из формаций fi(a) ≠ ∅. 
Если же fi(a) = ∅ для всех i ∈ I, то полагают 
f(a) = ∅. 

Лемма 1.1 [6, лемма 2]. Пусть F = ii I
,

∈∩ F  

где Fi = ( ).iCF fω  Тогда F = ( )CF f ,ω  где f = .ii I
f

∈∩  

Пусть { if  | i ∈ I}  –  набор всех ω-компози-
ционных 

1n
cτω −

-значных спутников формации F. 

Ввиду леммы 1.1 ii I
f f

∈
=∩   –  ω-композицион-

ный 
1n

cτω −
-значный спутник формации F, 

называемый минимальным. 
Лемма 1.2 [6, лемма 5]. Пусть X – непустая 

совокупность групп, F = 
n

cτω form X, где 1,n.  

π = ω ∩ π ( )Com+ (X)  и пусть  f  – минимальный  

ω-композиционный 
1n

cτω −
-значный спутник фор-

мации F. Тогда справедливы следующие 
утверждения: 

1) ( )
1

( ) form / ( ) | ;
n

f c G R G Gτ
ω ωω

−
′ = ∈X  

2) ( )
1

( ) form / ( ) |
n

pf p c G C G Gτ
ω −

= ∈X  для 

всех p ∈ π; 
3) ( )  f p =∅  для всех p ∈ ω \ π; 
4) если F = ( )CF hω  и спутник h 

1n
cτω −

-значен, 

то для всех p ∈ π имеет место  
( )

1
( ) form | ( ) , ( ) 1

n
f c A A h R Aτ

ω ωω ω
−

′ ′= ∈ =∩ F  и 

( )
1

( ) form | ( ) , ( ) 1 .
n pf p c A A h p O Aτ

ω −
= ∈ =∩ F  

Лемма 1.3 [14, лемма 2]. Пусть pZ  – группа 
простого порядка p и G – группа с ( ) 1.pO G =  
Тогда база регулярного сплетения pT = Z G  

совпадает с ( ) ( ).p
pC T O T=   

Следуя [3], полную решетку формаций cωΘ  
называют индуктивной, если для произвольного 
набора { = ( ) | }i iCF f i Iω ∈F  формаций c

i
ω∈ΘF  и 

для любого набора { | }if i I∈  внутренних ω-ком-
позиционных Θ-значных спутников if  имеет 
место   

( ) ( )| = ( | ) .c i ii I CF f i Iω ω ΘΘ
∨ ∈ ∨ ∈F  

Лемма 1.4 [13, теорема 2.1]. Решетка всех 
τ-замкнутых n-кратно ω-композиционных 
формаций 

n
cτω  индуктивна. 



А.А. Царев 
 

                   Проблемы физики, математики и техники, № 3 (8), 2011 86 

Лемма 1.5 [3, следствие 4.2.8]. Решетка 
всех τ-замкнутых n-кратно насыщенных 
формаций nl

τ  модулярна, но не дистрибутивна. 
Полагают ,f h≤  если ( ) ( )f a h a⊆  для всех 

{ }.a ω ω′∈ ∪  
Лемма 1.6 [6, лемма 6]. Пусть 1f  и 2f  – 

минимальные ω-композиционные 
1n

cτω −
-значные 

спутники формаций 1F  и 2F  соответственно. 
Тогда 1 2⊆F F  в том и только в том случае, 
когда 1 2.f f≤   

Пусть Θ – полная решетка формаций. 
Формации, принадлежащие Θ, называют Θ-фор-
мациями [3]. Пусть X – некоторый непустой 
класс групп. Группа G называется X-группой, 
если .G∈X   

Пусть X – некоторый непустой класс групп. 
Полная решетка формаций Θ называется X-
отделимой [3], если для любого терма 

1( , , )mx xξ …  сигнатуры { , }Θ∨∩ , любых Θ-фор-
маций 1, , m…F F  и любой группы 

1( , , )mA ξ∈ ∩ …X F F  найдутся такие X-группы 

1 1, , ,m mA A∈ ∈…F F  что  

1( form , , form ).mA A Aξ∈ Θ Θ…  
Доказательство следующей леммы 

аналогично доказательству теоремы 4.1.16 из 
монографии [3]. 

Лемма 1.7.  Решетка   всех   τ-замкнутых  
n-кратно  ω-композиционных  формаций   

n
cτω   

G-отделима. 
Лемма 1.8 [3, лемма 4.2.4]. Пусть Θ – X-от-

делимая решетка формаций, η – такая ее 
подрешетка, которая со всякой своей фор-
мацией F содержит и все ее однопорожденные 
Θ-подформации вида form ,AΘ  где .A∈X  Тогда 
тождество 1 2ξ ξ=  сигнатуры { , }Θ∨∩  истинно 
в η , если оно выполняется для всех однопо-
рожденных Θ-формаций из η. 

 
2 Доказательство теоремы  
Лемма 2.1. Пусть 1n.  и пусть if  – мини-

мальный ω-композиционный 
1n

cτω −
-значный спут-

ник формации i ,F  1, 2.i =  Тогда 
11 2n

f f fτ
ω −

= ∨  – 

минимальный ω-композиционный 
1n

cτω −
-значный 

спутник формации 1 2.
n

τ
ω= ∨F F F   

Доказательство. Пусть 
11 2 ,

n
h f fτ

ω −
= ∨  а f – 

минимальный ω-композиционный 
1n

cτω −
-значный 

спутник формации F, и пусть  
( )+

1 2Com ( )π ω π1 = ∩ ∪F F  и 

( )+Com ( ) .π ω π2 = ∩ F  

Нетрудно заметить, что 1 2.π π=  
Покажем, что f = h. Пусть 1 2.π π π= =  

Ввиду леммы 1.2 
( )

1 1 2( ) form / ( ) |
n

f c G R G Gτ
ω ωω

−
′ = ∈ =∪F F  

(
)

1 1

1

1

2

form form( / ( ) | )

form( / ( ) | )
n n

n

c c G R G G

c G R G G

τ τ
ω ω ω

τ
ω ω

− −

−

= ∈

∈ =

∪

∪

F

F

( )
1

1

1 2

1 2

form ( ) ( )

( )( ) ( ).
n

n

c f f

f f h

τ
ω

τ
ω

ω ω

ω ω
−

−

′ ′= =

′ ′= ∨ =

∪
 

Если ,p π∈  то по лемме 1.2 

( )
1 1 2( ) form / ( ) |

n

pf p c G C G Gτ
ω −

= ∈ =∪F F  

(
)

1 1

1

1

2

form form( / ( ) | )

form( / ( ) | )
n n

n

p

p

c c G C G G

c G C G G

τ τ
ω ω

τ
ω

− −

−

= ∈

∈ =

∪

∪

F

F

( )
1 11 2 1 2form ( ) ( ) ( )( ) ( ).

n n
c f p f p f f p h pτ τ
ω ω− −

= = ∨ =∪  

Если \ ,p ω π∈  то согласно лемме 1.2 ( )if p =∅  
для любого 1, 2.i =  В этом случае  

( )11 2( ) ( ) ( ).
n

h p f f p f pτ
ω −

= ∨ =∅ =  

Лемма доказана. 
Лемма 2.2. Пусть формация form ,

ni i= c Bτ
ωF  

1, 2,i =  такова, что i p iB = Z A ,  p ω∈  и 

1 2( , )p A Aπ ,∉  и пусть if  и f – минимальные ω-
композиционные 

1n
cτω −

-значные спутники фор-

маций iF  и 1 2= ∩F F F  соответственно. Тогда 

1 2( ) ( ) ( ).f p f p f p= ∩   
Доказательство. Пусть 1 2.h f f= ∩  Тогда 

по лемме 1.1 F = ( )CF h .ω  Пусть p ω∈  и 

1 2( , ).p A Aπ∉  Покажем, что f (p) = h(p). Ввиду 
леммы 1.2  

( )
1

( ) form | ( ), ( ) 1 .
n pf p c A A h p O Aτ

ω −
= ∈ =  

Так как 1 2( , ),p A Aπ∉  то 1 2( ) ( ) 1.p pO A O A= =  По 

лемме 1.3 / ( )p
i iB C B = / ( )i p iB O B  ≅ ,iA  1, 2.i =  

Значит, по лемме 1.2 
( )

1 1
( ) form / ( ) form .

n n

p
i i i if p c B C B c Aτ τ

ω ω− −
= =  

Так как ,i pA ′∈G  то 
1

( ) form .
ni i pf p c Aτ

ω − ′= ⊆ G  

Тогда для любой группы ( )iA f p∈  имеет место 
( ) 1.pO A =  Значит,  

( )
1 1 2( ) form | ( ) ( ), ( ) 1

n pf p c A A f p f p O Aτ
ω −

= ∈ = =∩  

( )
1 1 2 1 2form ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

n
c f p f p f p f p h pτ
ω −

= = =∩ ∩  
Лемма доказана. 

Для всякого терма ξ сигнатуры { , }
n

τ
ω∨∩  

через ξ  обозначается (см. [3]) терм сигнатуры 
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1
{ , },

n

τ
ω −

∨∩  получаемый из терма ξ заменой 

каждого вхождения символа 
n

τ
ω∨  символом 

1
.

n

τ
ω −

∨  

Лемма 2.3. Пусть 1( , , )mx xξ …  – терм сиг-
натуры { , },

n

τ
ω∨∩  if  – внутренний ω-композици-

онный 
1n

cτω −
-значный спутник формации ,iF  где 

= 1, , ;i m…  1.n.  Тогда  

( )1 1( , , ) = ( , , ) .m mCF f fωξ ξ… …F F  

Доказательство. Проведем индукцию по 
числу r вхождений в терм ξ символов из 
{ , }.

n

τ
ω∨∩  Основание индукции (случай r = 1) 

вытекает из лемм 1.1 и 1.4. 
Пусть теперь терм ξ имеет r > 1 вхождений 

символов из { , }.
n

τ
ω∨∩  Пусть терм ξ  имеет вид 

1 11 1 2( , , ) ( , , ) ( , , ),
a bm i i j jξ x x ξ x x ξ x x= Δ… … …  

где { , },
n

τ
ωΔ∈ ∨∩   

1 1 1{ , , } { , , } { , , }
a bi i j j mx x x x x x=… ∪ … …  

и лемма для термов 1 2,ξ ξ  выполняется. Тогда по 
индукции 

( )1 11( , , ) = ( , , )
a ai i i iCF f fωξ ξ1 … …F F  и 

( )1 122 ( , , ) = ( , , ) .
b bj j j jCF f fωξ ξ… …F F  

Понятно, что оба спутника 
11( , , )

ai if fξ …  и 

12 ( , , )
bj jf fξ …  внутренние. Значит, по индукции 

1 11 1 2( , , ) ( , , ) ( , , )
a bm i i j jξ ξ ξ= Δ =… … …F F F F F F  

( )
( )

1 11 2

1

( , , ) ( , , )

( , , ) ,
a bω i i j j

ω m

CF ξ f f ξ f f

CF ξ f f

= Δ =

=

… …

…
 

где ,Δ = ∩  если ,Δ = ∩  и 
1
,

n

τ
ω −

Δ = ∨  если .
n

τ
ωΔ = ∨  

Лемма доказана. 
Лемма 2.4. Пусть формация form ,

ni i= c Bτ
ωF  

1, , ,i m= …  такова, что ,i p iB = Z A  p ω∈  и 

1( , , ),mp A Aπ∉ …  и if  – минимальный ω-компози-
ционный 

1n
cτω −

-значный спутник формации .iF  

Пусть 1( , , )mx xξ …  – терм сигнатуры { , }
n

τ
ω∨∩  и 

f – минимальный ω-композиционный 
1n

cτω −
-знач-

ный спутник формации 1( , , ).mξ= …F F F  Тогда 

1( ) ( , , )( ).mf p f f pξ= …   

Доказательство. Пусть 1( , , ).mh f fξ= …  
Тогда по лемме 2.3 1( , , ) = ( ).m CF hωξ …F F  Пусть 
p ω∈  и 1( , , ).mp A Aπ∉ …  Покажем, что 
( ) ( ).h p f p=  Проведем индукцию по числу r 

вхождений в терм ξ  символов из { , }.
n

τ
ω∨∩  

Основание индукции (случай r = 1) выте-
кает из лемм 2.1 и 2.2. 

Пусть теперь терм ξ  имеет r > 1 вхождений 
символов из { , }.

n

τ
ω∨∩  Пусть терм ξ  имеет вид 

1 11 1 2( , , ) ( , , ) ( , , ),
a bm i i j jξ x x ξ x x ξ x x= Δ… … …  

где { , },
n

τ
ωΔ∈ ∨∩  

1 1 1{ , , } { , , } { , , }
a bi i j j mx x x x x x=… ∪ … …  

и лемма для термов 1 2,ξ ξ  выполняется. Тогда по 
индукции 

11( ) = ( , , )( )
ai ih p f f pξ1 …  и 

12( ) = ( , , )( ),
bj jh p f f pξ2 …  

где ,h1  h2   – минимальные ω-композиционные 

1n
cτω −

-значные спутники формаций 
11( , , )

ai iξ …F F  и 

12 ( , , )
bj jξ …F F  соответственно. Значит, по 

индукции 

1 11 2 1 2( ) ( ) ( ) ( , , ) ( , , )
a bi i j jf p h p h p ξ f f ξ f f= Δ = Δ =… …  

( ) ( )1 11 2( ), , ( ) ( ), , ( )
a bi i j jξ f p f p ξ f p f p= Δ =… …  

( )1 1( ), , ( ) ( , , )( ) ( ).m mξ f p f p ξ f f p h p= = =… …  
Лемма доказана. 

Доказательство теоремы. Проведем ин-
дукцию по n. Пусть n = 0. Тогда ввиду леммы 1.5 
решетка всех τ-замкнутых формаций 

0
cτω  не 

является дистрибутивной. 
Пусть n > 0 и решетка 

1n
cτω −

 не дистрибу-

тивна. Предположим, что решетка 
n

cτω  дистрибу-

тивна. Пусть 1 2 3, ,A A A   – произвольные группы. 
Пусть формация form ,

ni i= c Bτ
ωF  1,2,3,i =  такова, 

что i p iB = Z A ,  p ω∈  и 1 2 3( , , ).p A A Aπ∉  Тогда   

F1∩ (F2
n

τ
ω∨ F3) = (F1∩ F2) n

τ
ω∨ (F1∩ F3). 

Пусть f, h, if  – минимальные ω-композицион-
ные 

1n
cτω −

-значные спутники формаций 

F = F1∩ (F2
n

τ
ω∨ F3), H = (F1∩ F2) n

τ
ω∨ (F1∩ F3) и iF  

соответственно. Поскольку F = H, то по 
лемме 1.6 ( ) ( ).f p h p=   

Так как 1 2 3( , , ),p A A Aπ∉  то ( ) 1p iO A =  для 
всех 1, 2,3.i =  Тогда ввиду леммы 1.3 

/ ( )p
i iB C B = / ( )i p iB O B  ≅ iA  для всех 1, 2,3.i =  

Значит, по лемме 1.2 
( )

1 1
( ) form / ( ) form .

n n

p
i i i if p c B C B c Aτ τ

ω ω− −
= =  

Следовательно, по лемме 2.4, 

( )
1

1 1 1

1

2 3

( ) form

( form ) ( form )
n

n n n

f p c A

c A c A

τ
ω

τ τ τ
ω ω ω

−

− − −

=

∨ =

∩

∩
 

=(
1 1form

n
c Aτ
ω −

∩
1 2form

n
c Aτ
ω −

)
1n

τ
ω −

∨ (
1 1form

n
c Aτ
ω −

∩  

∩
1 3form

n
c Aτ
ω −

) ( ).h p=  
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Тогда, ввиду лемм 1.7 и 1.8, решетка 
1n

cτω −
 

дистрибутивна. Противоречие. Таким образом, 
при любых целых неотрицательных n решетка 

n
cτω  не является дистрибутивной. Теорема 
доказана. 

В случае n = 1 из теоремы непосредственно 
вытекает  

Следствие 2.1. Пусть ω – бесконечное мно-
жество.  Тогда  решетка  всех  τ-замкнутых    
ω-композиционных формаций не дистрибутивна. 

Если τ – тривиальный подгрупповой функ-
тор, то справедливо 

Следствие 2.2. Пусть ω – бесконечное мно-
жество. Тогда решетка всех n-кратно ω-ком-
позиционных формаций не дистрибутивна при 
любом целом неотрицательном n. 

При n = 1 для тривиального подгруппового 
функтора τ  получаем 

Следствие 2.3. Пусть ω – бесконечное мно-
жество. Тогда решетка всех ω-композиционных 
формаций не дистрибутивна. 

В случае ω = P  для тривиального под-
группового функтора τ  имеем 

Следствие 2.4. Решетка всех n-кратно 
композиционных формаций не дистрибутивна 
при любом целом неотрицательном n. 

При n = 1 и ω = P  для тривиального 
подгруппового функтора τ  получаем 

Следствие 2.5. Решетка всех композици-
онных формаций не дистрибутивна. 
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ПРИМЕНЕНИЕ СЕТИ ДЖЕКСОНА  
К МОДЕЛИРОВАНИЮ ГАРАНТИЙНОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ  

СЕЛЬСКОХОЗЯЙСТВЕННОЙ ТЕХНИКИ 
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APPLICATION OF JACKSON’S NETWORK TO MODELLING 

OF THE WARRANTY SERVICE OF AGRICULTURAL TECHNIQUES 

O.V. Yakubovich1, Y.S. Boyarovich1, Y.E. Letunovich1, D.E. Voroshilov2 
1F. Scorina Gomel State University, Gomel 

2Production Association «Gomselmash», Gomel 
 

В работе рассматривается математическая модель процесса гарантийного обслуживания сельскохозяйственных ма-
шин, выпускаемых ПО «Гомсельмаш», региональными дилерскими центрами, функционирование каждого центра 
описано сетью массового обслуживания. Найдены стационарное распределение вероятностей состояний сети и усло-
вия эргодичности, получены формулы для определения числовых характеристик стационарного функционирования 
сети. 
 
Ключевые слова: сеть массового обслуживания, стационарное распределение, условия эргодичности, числовые ха-
рактеристики. 
 
The paper considers the mathematical model of the warranty service process of «Gomselmash» agricultural techniques pro-
vided by regional dealer centers. The service process of еach center is described by a queueing network. The stationary distri-
bution of conditions probabilities of the network and ergodicity conditions are found. Formulas for definition of numerical 
characteristics of network stationary functioning are received. 
 
Keywords: queueing network, stationary distribution, ergodicity conditions, numerical characteristics. 

 
 

Введение  
В связи с тенденцией развития информати-

зации и компьютеризации различных сфер жиз-
ни общества, все большее внимание уделяется 
исследованию процессов накопления, хранения, 
обработки и передачи информации. Рассмотре-
ние многих объектов систем передачи информа-
ции требует применения аппарата теории сетей 
массового обслуживания. Результаты исследова-
ний, полученные в рамках теории массового об-
служивания, находят непосредственное приме-
нение при имитационном моделировании, в про-
ектировании мультипрограммных вычислитель-
ных систем, анализе сетей передачи данных, а 
также при разработке методов повышения эф-
фективности информационно-телекоммуника-
ционных сетей. Использование сложных матема-
тических моделей сетей открывает возможности 
эффективного конструирования и эксплуатации 
исследуемых систем.  

Система гарантийного обслуживания сель-
скохозяйственных машин, выпускаемых ПО 
«Гомсельмаш», основана на функционировании 
совокупности его независимых региональных 
дилерских  центров (отделов технической экс-
плуатации  и сервисного обслуживания по ре-
гионам), каждый из которых в соответствии с 

теорией сетей массового обслуживания [1]–[3] 
может быть описан сетью массового обслужива-
ния. В данной работе построена математическая 
модель функционирования отдельного дилерско-
го центра, осуществляющего гарантийное об-
служивание парка сельскохозяйственных машин, 
выпускаемых ПО «Гомсельмаш».  

Процесс поступления и обработки инфор-
мационных сообщений об отказах в работе тех-
ники осуществляется следующим образом. Ин-
формационное сообщение об отказе в работе 
каждой отдельной сельскохозяйственной маши-
ны (в виде телеграммы, телетайпограммы, теле-
фонограммы) от ее потребителя поступает в ди-
лерский центр. После получения каждого из этих 
сообщений работники дилерского центра ставят 
их на контроль, передают эту информацию в бю-
ро информации УТиСОП (управление техниче-
ского и сервисного обслуживания продукции) 
ПО «Гомсельмаш» для регистрации и внесения в 
компьютерную базу данных об отказах техники 
и организуют работу выездной бригады работ-
ников дилерского центра по оперативному уст-
ранению отказа. По прибытию к потребителю 
представители организации-изготовителя в со-
ставе выездной бригады проводят техническую 
экспертизу отказавшего объекта. После оценки 
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ситуации специалисты выездной бригады на 
месте устраняют имеющуюся неисправность. 
При  необходимости, они организуют доставку 
на место  из дилерского центра необходимых 
запасных частей и (или) вызов специалистов, 
квалификация которых требуется для проведения 
ремонтных работ. 

Таким образом, осуществляется передача 
данных в трехузловой открытой сети массового 
обслуживания, узлами в которой являются: 
служба дилерского центра, занимающаяся прие-
мом, регистрацией и обработкой сообщений об 
отказах техники, выездная бригада работников 
дилерского центра, а также место ремонта сель-
скохозяйственных машин специалистами дилер-
ского центра. Будем называть их соответственно 
первым, вторым и третьим узлами. Информаци-
онные сообщения об отказах и группы специали-
стов (выездные бригады), направляемые к месту 
ремонта, условимся называть заявками, а обра-
ботку информационных сообщений и ремонт 
техники – интерпретировать как обслуживание 
заявок.  

 
1 Описание сети 
Рассматривается открытая сеть массового 

обслуживания, состоящая из трех узлов. Каждый 
узел представляет собой однолинейную систему 
массового обслуживания. Предполагается, что 
число мест для ожидания в узлах сети не ограни-
чено. Предположим, что заявки поступают в сеть 
пуассоновским потоком интенсивности .λ  Пусть 

( )in t  – количество заявок в i -ом узле в момент 
времени ,t  1,2,3.i =  Состояние сети в момент 
времени t  описывается вектором 1( ) ( ( ),n t n t=  

2 3( ), ( )),n t n t  тогда ( )n t  – случайный процесс с 
непрерывным временем и пространством со-
стояний 1 2 3{( , , ) | 0,1,2,..., 1,2,3}.iX n n n n i= = =   

 

 
Рисунок 1 – Модель функционирования 

дилерского центра 
 

С вероятностью 1 заявки входного потока 
направляются в очередь первого узла сети. Вре-
мена обслуживания заявок в узлах независимы, 
не зависят от процесса поступления и в i -ом 
узле имеют экспоненциальное с параметрами 

( ),i inμ  1,2,3,i =  если i -ый узел находится в 
состоянии .in  После обслуживания в первом 
узле  заявка  с  вероятностью  1 переходит во 

второй, а после обслуживания во втором с веро-
ятностью 1 – в третий. По завершении обслужи-
вания  в третьем узле заявка с вероятностью p  
возвращается во второй узел, а с вероятностью 
1 p−  покидает сеть. При сделанных предполо-
жениях ( )n t  – марковский процесс. На рисунке 1 
изображена схема рассматриваемой модели. 
 

2 Стационарное распределение вероятно-
стей состояний сети 

Обозначим через  
1 2 3 1 2 3{ ( , , ), ( , , ) }P n n n n n n X∈  

стационарное распределение вероятностей со-
стояний процесса ( ).n t  Если стационарное рас-
пределение вероятностей состояний процесса 

( )n t  существует, то стационарные вероятности 

1 2 3( , , )P n n n  удовлетворяют следующей системе 
уравнений глобального равновесия: 
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1 2 3 3 3 1 2 3( , , 1) ( 1)(1 ), ( , , ) .P n n n n p n n n Xμ+ + + − ∈  
Стационарное распределение вероятностей 

состояний 1 2 3 1 2 3{ ( , , ), ( , , ) }P n n n n n n X∈  может 
быть найдено по теореме Джексона [1]. 

Обозначим через iλε  полную интенсивность 
поступления заявок в i -ый узел ( 1,2,3i = ). Сис-
тема уравнений трафика принимает следующий 
вид: 

1
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 Стационарное распределение вероятностей 
состояний i -го ( 1,2,3i = ) изолированного узла 
сети: 
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из условия нормировки, { , 1, 2, 3}i iε = – решение 
системы уравнений трафика (2.2). 
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Условия эргодичности для процесса, описы-
вающего функционирование сети, имеют сле-
дующий вид: 

1
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Теорема 2.1. При выполнении условий эрго-
дичности (2.4) стационарное распределение ве-
роятностей состояний сети 

1 2 3 1 2 3{ ( , , ), ( , , ) }P n n n n n n X∈  
представляет собой произведение стационарных 
распределений вероятностей состояний изоли-
рованных узлов: 
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где ( )i iP n  определяется по формуле (2.3).  
Таким образом, стационарное распределе-

ние вероятностей состояний сети имеет следую-
щий вид: 
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где  
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3 Числовые характеристики стационар-

ного функционирования сети массового об-
служивания  

Зная вид (2.5) стационарного распределения 
вероятностей состояний сети, можно вывести 

формулы для нахождения характеристик стацио-
нарного функционирования сети: 

1. Среднее число заявок в i-ом узле (i=1,2,3): 
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Среднее число заявок в первом узле в ста-
ционарном режиме находится по формуле: 
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Среднее число заявок во втором узле в ста-
ционарном режиме находится по формуле: 
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  (3.2) 

Среднее число заявок в третьем узле в ста-
ционарном режиме находится по формуле: 
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2. Среднее число заявок в сети:  
1 2 3,ξ ξ ξ ξ= + +                        (3.4) 

где iξ  определяется с помощью (3.1)–(3.4). 
3. Среднее число заявок, ожидающих об-

служивания в очереди i -го узла ( 1,2,3i = ): 
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Среднее число заявок, ожидающих обслужи-
вания в очереди первого узла в стационарном 
режиме находится по формуле: 
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Среднее число заявок, ожидающих обслу-
живания в очереди второго узла в стационарном 
режиме находится по формуле:  
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Среднее число заявок, ожидающих обслужи-
вания в очереди третьего узла в стационарном 
режиме находится по формуле: 
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∞

− −

= =
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= =

⎛ ⎞
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⎜ ⎟
⎝ ⎠

× − −

∑ ∏

∑ ∏
    (3.7) 

4. Среднее число заявок, ожидающих об-
служивания в сети: 

1 2 3,η η η η= + +                      (3.8) 
где iη  – среднее число заявок, ожидающих об-
служивания в i -ом узле, определяемое с помо-
щью (3.5)–(3.7). 

5. Среднее время пребывания заявки в i -ом 
узле ( 1,2,3i = ): 

,i
i

i
V ξ

λε
=  

где iξ  – среднее число заявок в i -ом узле, опре-
деляемое по формулам (3.1)–(3.4), { , 1, 2, 3}i iε =  
– решение (2.2) системы уравнений трафика 
(2.1). 

6. Среднее время ожидания заявки в i -ом 
узле ( 1,2,3i = ): 

,i
i

i
W η

λε
=  

где iη  – среднее число заявок, ожидающих об-
служивания  в  i -ом узле,  определяемое  по 

формулам (3.5)–(3.7), { , 1, 2, 3}i iε =  – решение 
(2.2) системы уравнений трафика (2.1). 

7. Среднее время пребывания заявки в сети: 

,V ξ
λ

=  

где ξ – среднее число заявок в сети, определяе-
мое с помощью (3.4). 

8. Среднее время ожидания заявки в сети: 

,W η
λ

=  

где η  – среднее число заявок, ожидающих об-
служивания в сети, которое определяется по 
формуле (3.8).  

 
Заключение  
В работе проведен анализ системы гаран-

тийного обслуживания сельскохозяйственных 
машин, выпускаемых ПО «Гомсельмаш», осно-
ванной на функционировании совокупности его 
независимых региональных дилерских центров, 
при этом каждый из дилерских центров описан 
сетью массового обслуживания. Разработана ма-
тематическая модель стохастической сети массо-
вого гарантийного обслуживания сельскохозяй-
ственных машин, выпущенных ПО «Гомсель-
маш». Для разработанной математической моде-
ли сети массового обслуживания установлены 
условия эргодичности и аналитический вид ста-
ционарного распределения вероятностей состоя-
ний сети, найдены формулы для определения 
ряда числовых характеристик стационарного 
функционирования сети: среднего числа заявок в 
узлах и в сети; среднего числа заявок, ожидаю-
щих обслуживания в узлах и в сети; среднего 
времени пребывания и среднего времени ожида-
ния заявок в узлах и в сети. 

 
ЛИТЕРАТУРА 

1. Jackson, J.R. Networks of waiting lines / 
J.R. Jackson // Oper. Res. – 1957. – Vol. 5, № 4. – 
P. 518–521. 

2. Ивницкий, В.А. Теория сетей массового 
обслуживания / В.А. Ивницкий. – М. : Изд-во 
физ.-мат.лит., 2004. – 772 с. 

3. Бочаров, П.П. Теория массового обслу-
живания / П.П. Бочаров, А.В. Печинкин. – М. : 
Изд-во РУДН, 1995. – 529 с. 

 
Поступила в редакцию 30.06.11. 

 
 



Проблемы физики, математики и техники, № 3 (8), 2011 
 

© Ратобыльская Д.В., 2011                    93 

  
УДК 519.873+519.876 

ВЫБОР РАЦИОНАЛЬНОГО ВАРИАНТА ОРГАНИЗАЦИИ 
ТРАНСПОРТНОЙ СЕТИ СООБЩЕНИЯ НА ОСНОВЕ 
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CHOICE OF THE RATIONAL VARIANT OF THE ORGANIZATION 
OF THE TRANSPORT NETWORK COMMUNICATOINS ON THE BASIS OF 

PROBABILITY-ALGEBRAIC SIMULATION 

D.V. Ratobylskaya 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Статья посвящена применению метода вероятностно-алгебраического моделирования для исследования вероятност-
ных характеристик сложных систем. Содержит описание идеи метода и методологию вероятностно-алгебраического 
моделирования. В статье приведен пример описания модели транспортной сети и оценка организации сообщения сред-
ствами метода. 
 
Ключевые слова: вероятностно-алгебраическая модель, моделирование, граф, транспортная сеть, сеть сообщения. 
 
The paper is devoted to the application of the method of probability-algebraic simulation for research of probability characteris-
tics of complex systems. It contains the description of the idea of the method and methodology of probability-algebraic simula-
tion. In the paper the example of the description of the transport network model and estimation of the organization of commu-
nications is presented by method means. 
 
Keywords: probability-algebraic simulation, modeling, graph, transport network, message network. 

 
 

Введение 
Широкое применение в исследовании и тес-

тировании сложных технических производст-
венных систем к настоящему времени получили 
методы теории графов. 

Графовые модели как средство описания 
топологии и функциональных схем больших и 
структурно-сложных систем составляют методи-
ческую базу в решении задач оптимизации и 
планирования технологических процессов и се-
тевых структур. Вопросам разработки и приме-
нения данного класса методов, методик и бази-
рующихся на них автоматизированных систем 
управления посвящено большое количество ра-
бот зарубежных авторов, среди которых можно 
отметить Р. Барлоу, И.М. Соболя, Д.А. Поспело-
ва, И.А. Рябинина, А.А. Шалыто, А.С. Можаева, 
С. Меллора, В. W. Boehm. 

Широкий класс систем, описываемых гра-
фами, составляют потоковые системы, к кото-
рым относят транспортные сети сообщения 
(ТСС) [1]. Организация и эксплуатация данного 
класса систем предусматривает, как правило, 
несколько вариантов исполнения предписанных 
им функций. Поэтому оценка их эксплуатацион-
ных характеристик включает рассмотрение раз-
личных вариантов организации функционирова-
ния сети. 

С позиций анализа вероятностных характе-
ристик исследуемого объекта для представления 

потоковых систем применяются как статические, 
так и динамические модели. Для статического 
исследования характеристик используются ана-
литические методы и средства их автоматизации. 
Применение указанных методов ограничено чис-
лом возможных к рассмотрению состояний со-
ставных частей и системы в целом. В качестве 
примеров реализации можно выделить про-
граммные комплексы АРБИТР (ПК АСМ СЗМА 
– программный комплекс автоматизированного 
структурно-логического моделирования) [2] и 
Relex Reliability Studio [3], представляющие мо-
дели исследуемого объекта в виде графа. Среди 
динамических моделей наиболее широко приме-
нимы методы, основанные на статистическом 
имитационном моделировании [4]. Данные мето-
ды и реализованные на их базе системы модели-
рования входят в состав крупных коммерческих 
проектов, как правило, носят узкоспециализиро-
ванный характер и высокую стоимость.  

Сочетанием статического и динамического 
моделирования, позволяющим учитывать мно-
жество изменяющихся во времени вероятност-
ных характеристик участков сети (потоковой 
системы) и её структурную организацию, являет-
ся метод вероятностно-алгебраического модели-
рования (ВАЛМ) [5]. 

Приводимое в статье исследование направ-
лено на решение задачи выбора рационального 
варианта   организации  ТСС,   описываемой  
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графовой структурой. Анализ организации и 
функционирования системы основан на методе 
ВАЛМ, методика применения которого излагает-
ся в статье. 

 
1 Критерий сравнения вариантов 

организации транспортной сети сообщения 
С точки зрения оценки уровня организации 

функционирования ТСС, ключевым показателем 
является соотношение максимальной пропуск-
ной способности сети и качества обслуживания 
транспортного потока. 

Пропускная способность сети ( PR ) указы-
вает на максимально возможное количество еди-
ниц транспорта, которое она способна пропус-
тить за выбранную единицу времени. Критерий 
качества обслуживания интегрального транс-
портного потока (W ) определяется временем и 
стоимостью перемещения транспортных единиц 
и для обобщенной ТСС и задается следующим 
образом: 

2* * *
1 2

1
,  1,i

i
W T Qδ δ δ

=
= ⋅ + ⋅ =∑  

где 0 1jδ≤ ≤  являются весовыми коэффициен-

тами важности соответственно времени ( 1δ ) и 
стоимости ( 2δ ) движения по сети, T  – время 
перемещения транспорта по сети, Q  – затраты 
на перемещение транспорта [1]. Верхний индекс 
у переменных означает их нормирование соот-
ветствующими максимальными величинам, не-
обходимое для сведения критерия к скалярной 
величине изменяющейся на интервале [ ]0,1 .   

Указанные характеристики сети (пропуск-
ная способность, время перемещения, затраты) 
изменяются согласно заданным параметрам цепи 
Маркова и зависят от износа участков ТСС. По 
мере увеличения уровня износа дорог пропуск-
ная способность сети уменьшается, а материаль-
ные и временные затраты транспортных средств, 
движущихся по сети, увеличиваются. 

Соотношение показателей максимальной 
пропускной способности и качества обслужива-
ния, определяемое с учетом экспертных оценок 
дает показатель уровня организации ТСС, на 
основании которого в дальнейшем может произ-
водиться выбор либо структуры сети, либо схе-
мы обслуживания, либо их комбинация. При ре-
шении задачи ранжирования вариантов органи-
зации и обслуживания ТСС, простым и показа-
тельным параметром является отношение пока-
зателя качества к потоку – эксплуатационная 
нагрузка  

.WEN
PR

=  

Чем  данный  показатель  выше, тем большие 
затраты приходятся на единицу транспортного 
потока. 

2 Идея метода вероятностно-алгебра-
ического моделирования  

Метод ВАЛМ представляет собой сочета-
ние статического моделирования, отображающе-
го процессы взаимного влияния структурных 
составляющих системы, и динамического моде-
лирования, позволяющего оценить временную 
эволюцию отдельных компонентов и всей систе-
мы в целом. 

Система формализуется в виде множества 
компонентов { }, 1, ,iK K i m= =  согласованное 
взаимодействие которых обеспечивает функцио-
нирование системы. Компоненты могут нахо-
диться в одном из множества состояний 

{ }, 1, ,jS S j n= =  характеризующих исследуемые 
свойства системы (надёжность, пропускная спо-
собность и другие). Вероятности нахождения 
компонентов системы в каждом из состояний 
задаются векторами вероятностей: 

( )1 2
1

, , , , 1,  1, .
ni i i i i

n j
j

P p p p p i m
=

= = =∑…  

Предполагается, что компоненты системы 
независимы и между ними могут быть установ-
лены функциональные связи с учётом целей ис-
следования, которые описываются набором 
функций { }.zF F=  

Элементы вектора вероятностей результи-
рующего вектора 3,p  полученного в результате 

умножения векторов 1p  и 2 ,p  определяются по 
формуле: 

3 1 2

1 1
,  , , 1, .

n n k
ij i j

j i
p p p i j k nα

= =
= =∑ ∑  

Коэффициенты ,k
ijα  называемые коэффици-

ентами ВАЛМ, удовлетворяют следующим тре-

бованиям: 
1

1,  0,  , , .
n

ijk ijk
k

a a i j k
=

= ≥ ∀∑  

В случае детерминированных связей между 
компонентами исследуемой системы коэффици-
енты ВАЛМ определяются следующим образом: 

( )
( )

1,  , ;

0,  , .

k
ij

k
ij

a k F i j

a k F i j

⎧ = =⎪
⎨

= ≠⎪⎩
 

Основу метода моделирования составляет 
алгебраический аппарат [6]. Метод ВАЛМ реа-
лизует процесс формирования вектора вероятно-
стей состояний системы по векторам вероятно-
стей состояний составляющих систему компо-
нентов с учётом установленных между ними свя-
зей [7]. 

 
3 Методика оценки вероятностных 

характеристик свойств транспортной сети 
сообщения 

Определение вероятностных характеристик 
ТСС  реализуется с использованием системы 
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вероятностно-алгебраического моделирования 
PALS (Probability-Algebraic Simulation), пред-
ставленной в работе VI Международной конфе-
ренции «Информационные системы и техноло-
гии» (Information Systems&Technologies – 
IST’2010). Методология применения системы 
определяется следующей последовательностью 
шагов. 

На шаге 1 выделяется множество элемен-
тарных участков исследуемой потоковой систе-
мы и связей между ними. В диалоговом режиме с 
использованием стандартных компонентов 

{ }iK K=  и библиотеки функций { }zF F=  фор-

мируется графическая схема ( ),G F K  исследуе-
мой системы. Учитывая характерные особенно-
сти ТСС (сугубо параллельно-последовательный 
характер связей компонентов) графическая схема 
системы будет представлять собой дерево. Ли-
стьями дерева являются компоненты исследуе-
мой системы, а узлами – функции, определяю-
щие связи между компонентами системы. 

На шаге 2 на основе натурных эксперимен-
тов с прототипом потоковой системы или мето-
дом экспертных оценок реализуется подготовка 
параметров моделирования. 

На шаге 3 для каждого компонента задается 
количество состояний { },  1,jS S j n= =  и началь-

ные вектора вероятностей 0 ,ip  характеризую-
щие эти состояния: 

( )0 0 0 0 0
1 2

1
, , , ,  1,  1, .

ni i i i i
n j

j
P p p p p i m

=
= = =∑…    (3.1) 

Для этой цели используются соответствую-
щие средства ввода информации PALS, которые 
автоматически заносят в базу данных исходные 
данные. 

На шаге 4 осуществляется задание времени 
моделирования и выбор способа формирования 
значений векторов вероятностей, характеризую-
щих изменение пропускной способности компо-
нентов во времени: 

( )1 2
1

, , , ,  1,  t 1, .
nit it it it i

n j
j

P p p p p T
=

= = =∑…  (3.2) 

Одним из способов, определяющих дина-
мическое изменение векторов вероятностей (3.2), 
является первичное моделирование с использо-
ванием марковской модели с дискретным време-
нем и дискретными состояниями, переходная 
матрица которой имеет вид: 
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Возможен переход к рассмотрению процес-
сов вероятностных изменений участков потоко-
вой системы с восстановлением. В зависимости 
от стратегий восстановления компонентов выби-
рается одна из имеющихся параметризованных 
моделей Маркова. Параметры моделей опреде-
ляются в результате алгоритмической обработки 
данных натурных экспериментов. 

Альтернативным способом задания дина-
мического изменения векторов вероятностей 
является описание элементов исходных векторов 
вероятностей (3.1) параметрическими функция-
ми. Использование в качестве параметра функ-
ций времени позволяет управлять скоростью 
изменения вероятностных характеристик компо-
нентов. Проведение статического моделирова-
ния, реализуемого одной итерацией, при пара-
метрическом задании исходных векторов (3.1) 
позволяет сформировать результирующий век-
тор, характеризующий пропускную способность 
потоковой системы в символьном виде.  

На шаге 5 в соответствии с заданным вре-
менем моделирования проводится динамическое 
ВАЛМ, представляющее собой итерационный 
процесс, проводимый с учетом вероятностного 
изменения состояний компонентов. При этом 
неоднократно реализуется статическое модели-
рование, осуществляющее свёртку исходных 
векторов вероятностей состояний компонентов с 
учётом уровня вложенности функций и коэффи-
циентов ВАЛМ. 

На шаге 6 по желанию пользователя резуль-
таты моделирования графически отображаются в 
виде временных диаграмм, представляющих из-
менение пропускной способности как отдельных 
участков, так и всей потоковой системы, либо в 
табличной форме экспортируются в электронные 
таблицы MS Excel. 

На шаге 7 (для случая исследования реаль-
ной функционирующей потоковой системы) 
осуществляется проверка адекватности постро-
енной вероятностно-алгебраической модели ре-
альному объекту. В PALS она автоматически 
проводится путём проверки близости средних 
значений откликов модели соответствующим 
характеристикам реальной потоковой сети. В 
случае отрицательных результатов осуществля-
ется переход на шаг 4. 

На шаге 8 определяется влияние вероятно-
стных характеристик пропускной способности 
участков потоковой сети на значение компонен-
тов вектора откликов всей системы при её фик-
сированной структурной организации. С этой 
целью организуются модельные эксперименты, в 
которых, во-первых, варьируются значения век-
торов (3.1), что позволяет оценить влияние на-
чального состояния участков системы на резуль-
тирующее состояние всей сети. Во-вторых, для 
рассмотрения возможных режимов эксплуатации 
потоковой  системы  изменяются  параметры 
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марковских моделей участков, описывающие 
вероятностное изменение исследуемых характе-
ристик системы во времени. 

На шаге 9 исследуется влияние структурной 
организации потоковой системы при неизменных 
вероятностных значениях параметров компонен-
тов на векторы откликов моделирования. При 
этом могут быть рассмотрены следующие слу-
чаи: введения новых участков, увеличивающих 
пропускную способность «узких мест» сети, об-
наруженных при исследовании исходного струк-
турного варианта сети; исключения участков, 
пропускная способность которых обращается в 
ноль в результате аварий (профилактического 
ремонта); рассмотрения альтернативного вариан-
та структурной организации потоковой сети. 
Сравнение результирующих векторов пропуск-
ной способности сети для различных вариантов 
её структурной организации позволит выбрать 
лучший из них, а также оценить эффективность 
резервирования отдельных участков сети.  

 
4 Пример анализа организации транс-

портной сети сообщения на основе ВАЛМ 
Проведём исследование вероятностных ха-

рактеристик организации ТСС методом ВАЛМ. 
Согласно методу на начальном этапе моделиро-
вания необходимо произвести полную формали-
зованную постановку задачи моделирования, 
включающую разработку графической схемы 
модели системы ( ), ;G F K  задание параметров 
изменения элементарных компонентов K  сис-
темы во времени; задание критерия функциони-
рования системы, определяемого допустимыми 
границами изменения контролируемых парамет-
ров. В качестве объекта исследования рассмот-
рим сеть, изображенную на рисунке 1. 
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Рисунок 1 – Структура исследуемой 
транспортной сети сообщения 

 
Представленная на рисунке графовая струк-

тура интерпретируется при ВАЛМ с учётом вы-
деленных ключевых параметров организации 
сети – пропускной способности и качества об-
служивания. Компонентами исследуемой систе-
мы являются участки дорог { },iK K=  1,12i =  

которые в процессе эксплуатации подвергаются 
процессу накопления повреждений, определяю-
щих уровень износа и пропускную способность.  

Участки дорог описываются однотипным 
образом и характеризуются множеством состоя-
ний { }, 1,10,jS S j= =  соответствующих опреде-

лённому уровню износа. Состояние 1S  описыва-
ет максимально новый участок, которому соот-
ветствует максимальная пропускная способность 

1PR  и минимальное значение показателя вре-
менных и материальных затрат 1.W  Состояние 

10S  характеризует критический уровень накоп-
ления повреждений, при котором пропускная 
способность 10PR  становится меньше допусти-
мой ( 10 dPR PR< ), а затраты на перемещение 
превышают заданную величину ( 10 dW W> ). Ос-
тальные выделенные состояния необходимы для 
более детального рассмотрения износа сети. 

Вероятностное изменение состояний участ-
ков дорог описывается марковскими процессами 
с дискретными состояниями и временем. Матри-
цы переходных вероятностей iQK  для всех ком-
понентов различны и формируются в результате 
статистического анализа данных, характеризую-
щих износ участков. Предполагается, что на-
чальные значения вероятностей состояний изно-
са участков носят случайный характер и задают-
ся вектором 0

1 2 10( , , ), 1,12.iP p p p i= =   
Последующие этапы метода ВАЛМ реали-

зуемые PALS состоят в построении алгебраиче-
ской модели процесса функционирования систе-
мы (включающей композицию элементарных 
устройств модели и функций связи) с последую-
щим преобразованием алгебраической модели в 
вероятностную форму и расчетом искомых пока-
зателей системы. 

На рисунке 2 представлена графическая схе-
ма вероятностно-алгебраической модели ТСС.  

В зависимости от исследуемых параметров 
функции, указанные на рисунке 2, задаются вы-
ражениями: при исследовании пропускной спо-
собности  

1( , ) min( 1, ),F i j i j n= + −   

2 ( , ) max( , );F i j i j=  
для расчета показателя качества функциониро-
вания сети 

1( , ) min( , ),F i j i j=  2 ( , ) min( 1, ).F i j i j n= + −  
Полученные в результате моделирования 

значения векторов вероятностей характеризуют 
износ отдельных участков и всей сети на задан-
ном промежутке времени: 

1 2 10
10

1

( , ,..., ),

1, 1,12, 1,100.

it it it it

i
j

j

P p p p

p i t
=

=

= = =∑
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Рисунок 2 – Графическая схема вероятностно-
алгебраической модели транспортной сети 

сообщения 
 

Результаты моделирования распределения 
вероятностей нахождения сети в одном из мно-
жества состояний { }1 10, ,S S…  для показателей 
пропускной способности ( PR ) и качества функ-
ционирования (W ) представлены в графическом 
виде на рисунках 3 и 4. 

 

 
 

Рисунок 3 – Динамика изменения показателя 
пропускной способности транспортной 

сети сообщения 

 
Рисунок 4 – Динамика изменения коэффициента 

стоимости обслуживания транспортной 
сети сообщения 

Согласно цели приводимого исследования, 
необходимо рассмотреть и оценить несколько 
альтернатив организации обслуживания сети.  

Предполагаем, что структура сети неизмен-
на, то есть можем влиять на качество организа-
ции сети только путем изменения качества об-
служивания ее структурных компонентов. Такая 
ситуация наиболее широко распространена на 
практике. Допустим так же, что задача определе-
ния уровня значимости (вкладов) элементов сис-
темы уже решена (решается на базе ЛВИ[8]). Для 
данной системы наибольший уровень значимо-
сти имеет компонент 12.K  Тогда изменяя пара-
метры обслуживания данного компонента (из 
имеющихся трех альтернативных вариантов) 
получим различные значения показателей про-
пускной способности, качества обслуживания и 
уровня организации ТСС.  

Для определения и выбора наиболее рацио-
нального варианта обслуживания ТСС, исходя из 
базовых данных рассчитываем показатель 
эксплуатационной нагрузки (EN) для имеющихся 
альтернатив. Графики изменения с течением 
времени данных показателей для трех вариантов 
организации сети приведены на рисунке 5. Как 
видно из графиков, более рациональна органи-
зация обслуживания сети, рассматриваемая во 
второй альтернативе (v_2), поскольку показатель 
эксплуатационной нагрузки принимает в этом 
случае наименьшие значения. 

 

 
Рисунок 5 – Динамика изменение показателя 

эксплуатационной нагрузки различных 
вариантов организации обслуживания 

транспортной сети сообщения 
 

Таким образом, оперируя данными о веро-
ятности пребывания отдельных участков ТСС в 
определенном состоянии в конкретный момент 
времени и зная структуру сети, с помощью мето-
да ВАЛМ возможно получение данных о состоя-
нии всей системы в целом и динамике изменения 
ее характеристик. Изменение параметров моде-
лирования износа участков позволяет решать 
задачи анализа работы сети в различных экс-
плуатационных режимах, судить о рационально-
сти организации функционирования ТСС. 
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Заключение 
Новый метод ВАЛМ, сочетающий в себе 

элементы динамического и статического модели-
рования, является универсальным средством ис-
следования характеристик сложных систем, за-
даваемых с помощью графов. Оперируя вероят-
ностными величинами, он позволяет произво-
дить прогнозирование, отслеживать в динамике 
изменение исследуемых свойств системы.  

Применение методики оценки организации 
ТСС с использованием ВАЛМ позволяет решать 
следующие задачи: статически и в динамике 
провести сравнительный анализ различных 
структурных вариантов системы; подобрать па-
раметры компонентов, обеспечивающих необхо-
димый уровень показателя эксплуатационной 
нагрузки; оценить влияние участков ТСС и их 
групп на параметры всей сети. Реализованная на 
базе метода программа PALS выполняет функ-
ции автоматизированной системы поддержки 
принятия решений. 
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ПОДХОДЫ К СНИЖЕНИЮ РАЗМЕРНОСТИ МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ 
СТРУКТУРНО-СЛОЖНЫХ СИСТЕМ СО МНОГИМИ СОСТОЯНИЯМИ 

ПРИ ОЦЕНКЕ ИХ НАДЁЖНОСТИ 

Е.И. Сукач 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель 
 

APPROACHES TO REDUCING THE DIMENSION OF MULTICOMPONENT 
OF STRUCTURALLY COMPLEX MULTI-STATE SYSTEMS 

IN THE ASSESSMENT OF RELIABILITY 

E.I. Sukach 
F. Scorina Gomel State University, Gomel 

 
Описываются подходы для снижения размерности структурно-сложных систем при оценке их показателей надежно-
сти. Для участков системы с параллельно-последовательным соединением компонентов предлагается применение ве-
роятностно-алгебраического моделирования. Расчёт надёжности структурно-сложных систем со многими состояниями 
обеспечивается применением методики сведения моделей систем со многими состояниями к расчетным бинарным мо-
делям. 
 
Ключевые слова: надёжность многокомпонентной системы, структурно-сложная система, системы со многими со-
стояниями, вероятностно-алгебраическое моделирование, вероятностные показатели надёжности. 
 
In the paper the description of approaches to reduce the dimension of structurally complex systems on assessing their reliability 
is given. The use of probability-algebraic simulation for the parts of the system with a parallel-series connection of components 
is proposed. Calculation of reliability of structurally complex systems with many states is achieved by using methods of infor-
mation system models with multi-state settlement to the binary model. 
 
Keywords: reliability of a multicomponent system, structurally complex system, multi-state system, the probability-algebraic 
simulation, probabilistic reliability. 

 
 

 Введение 
Оценка надёжности сложных систем, вклю-

чающих множество компонентов с вероятност-
ными параметрами функционирования, требует 
построения расчётных математических моделей, 
позволяющих описать структуру исследуемых 
систем в виде графа и наблюдать за изменением 
результирующих показателей системы в зависи-
мости от изменения параметров компонентов. 
При этом сложность расчётов показателей на-
дёжности определяется, во-первых, числом ком-
понентов, выделенных в процессе декомпозиции 
исследуемой системы, а во-вторых, видом связей 
между этими компонентами. В том случае, если 
связи между компонентами представляются в 
виде параллельно-последовательных структур, 
то применение метода вероятностно-алгебраи-
ческого моделирования обеспечивает точную 
оценку показателей надёжности системы при 
произвольном числе составляющих её компонен-
тов [1].  

Однако реальные объекты, как правило, до-
вольно редко сводятся к представлению в виде 
параллельно-последовательных графовых струк-
тур. Часто они представляются структурами се-
тевого типа с циклами и неустранимой повтор-
ностью аргументов при их формализации. Кроме 

этого, структурная сложность систем может быть 
обусловлена наличием множества несовместных 
состояний, выделенных для систем, имеющих 
простую структуру [2]. 

Разработке методов расчета показателей на-
дежности структурно-сложных систем (ССС) 
посвящено много работ, большинство которых 
ориентировано на рассмотрение двух состояний 
реальных объектов, а именно: состояние функ-
ционирования; состояние отказа. Например, для 
исследования мостиковой структуры применя-
лись следующие подходы к расчету показателей 
надежности:  
 – пренебрежение влиянием перемычек как 
абсолютно надежных либо отсутствующих; 

– использование способа преобразования 
«мостик» в последовательно-параллельную 
структуру с помощью эквивалентного преобра-
зования соединения треугольником в соединение 
звездой; 
 – использование логико-вероятностных ме-
тодов (ЛВМ), основанных на идее построения 
функций работоспособности систем с использо-
ванием законов логики и оценки их вероятности 
с использованием теории вероятностей [3], [4]; 
 – обращение к полному перебору всех воз-
можных состояний. 

ИНФОРМАТИКА
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 Два первых подхода не позволяют получить 
точные значения показателей надёжности, что в 
ряде случаев, например, при оценке безопасно-
сти и рисков реальных сложных объектов, недо-
пустимо.  
 Существенным ограничением двух других 
подходов при исследовании структурно-сложных 
систем является размерность системы, которая 
определяется числом составляющих ее компо-
нентов. Рост числа компонентов приводит к экс-
поненциальной сложности задачи и ограничива-
ет применение указанных методов не только для 
исследования структурно-сложных систем, но и 
для исследования систем простой структуры. 

Анализ различных методов расчёта показа-
телей надёжности структурно-сложных систем с 
тремя несовместными состояниями приводится в 
[5]. Отмечается, что увеличение числа компо-
нентов значительно усложняет способы расчёта, 
которые в основном ориентированы на исследо-
вание конкретных структур. Переход к рассмот-
рению структурно-сложных систем со множест-
вом несовместных состояний ещё больше повы-
шает сложность вычислений. Для оценки показа-
телей надежности структурно-сложных систем в 
случае полного перебора требуется рассмотрение 

mn  вариантов, где n – число несовместных со-
стояний, m – число компонентов системы.  
 По мнению И.А. Рябинина, высказанному в 
его монографии [3], отсутствие методов расчёта 
показателей надёжности систем с числом несо-
вместных состояния более трёх объясняется от-
сутствием реальных объектов, которые могут 
находиться более чем в трёх состояниях. Не-
смотря на это, автор отмечает необходимость, 
актуальность и перспективность дальнейшего 
развития методов исследования надёжности сис-
тем с разным числом несовместных состояний у 
разных её компонентов. По существу, ограни-
ченный характер исследований в этом направле-
нии обусловлен несовершенством разработанных 
методов исследования и средств их автоматиза-
ции, поскольку увеличение числа несовместных 
состояний или изменение графовой структуры 
объекта приводит к усложнению расчётов или 
требует разработки новых методов. 
 Целью статьи является описание взаимно-
дополняющих подходов для понижения размер-
ности структурно-сложных систем при оценке 
показателей их надёжности, которые реализуют-
ся поэтапным анализом структуры исследуемого 
объекта. На первом этапе сокращается число 
компонентов системы за счёт выделения множе-
ства полностью надёжных компонентов. На вто-
ром этапе выделяются участки исследуемой гра-
фовой структуры с параллельно-последователь-
ными соединениями компонентов и реализуется 
вероятностно-алгебраическое моделирование с 
целью  получения показателей надёжности вы-
деленных  участков.  При  этом  исследуемая 

графовая структура модифицируется путём пре-
образования каждого из найденных участков в 
одно ребро графа. Наконец, на третьем этапе, 
реализуется методика сведения моделей ССС c 
произвольным числом несовместных состояний 
к расчетным бинарным моделям. 
 

1 Постановка задачи 
Будем полагать, что структура исследуемой 

системы задается графом G(N, K), где N – конеч-
ное множество вершин, K – множество ребер, 
для которых указаны пары вершин, которые это 
ребро соединяют. Из множества вершин графа 
выделим две вершины, определяющие вход в 
систему ( )1n N∈  и выход из нее ( )2 .n N∈  

Компонентам { }, 1, ,iK K i m= =  образую-
щим в совокупности систему, поставим в соот-
ветствие ребра графа. Будем полагать, что ком-
поненты системы характеризуются множеством 
несовместных состояний { }, 0, .jS S j n= =  Число 
состояний может определяться по различным 
критериям. В общем случае, учитывая случай-
ный характер происходящих с объектом измене-
ний, число состояний может варьироваться в 
зависимости от выбранного числа значений ис-
следуемого показателя надежности. В случае 
оценки времени безотказной работы компонен-
тов число состояний может задаваться количест-
вом различных значений такой величины, как 
наработка компонента на отказ, которая может 
быть как непрерывной величиной (продолжи-
тельностью работы в часах и т. п.), так и цело-
численной величиной (числом рабочих циклов и 
т. п.). Предполагается, что вероятности состоя-
ний известны и задаются векторами 

0 2
0

( , ,..., ), 1, 1, .
n

i i i i i
n j

j
P p p p p i m

=

= = =∑    (1.1) 

Ставится задача определения вектора веро-
ятностей состояний показателя надежности сис-
темы по вероятностям значений показателя на-
дежности ее компонентов: 

0 2
0

( , ,..., ), 1.
n

s s s s s
n j

j
P p p p p

=

= =∑          (1.2) 

 
2 Оценка показателей надёжности для 

параллельно-последовательных участков 
сложных систем  

Как правило, в графе, представляющем ре-
альную сложную систему, встречаются участки, 
соответствующие параллельному или последова-
тельному соединению компонентов исследуемой 
системы. С целью понижения размерности окон-
чательной расчётной модели реализуется поша-
говый анализ графовой структуры с применени-
ем на каждой итерации вероятностно-
алгебраического моделирования [1] для найден-
ного последовательно-параллельного участка. 
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При нахождении последовательно соеди-
нённых ребер графа они преобразуются в одно 
ребро,  которое характеризуется результирую-
щим вектором вероятностей, вычисляемым по 
формуле: 

3 1 2

1 1
,

n n
k

k ij i j
j i

p a p p
= =

= ∑∑                 (2.1) 

где , , 1, ,i j k n=  а k
ija  – коэффициенты вероятно-

стно-алгебраического моделирования, которые 
определяются соотношениями: 
 

1, max( , );
max( , ).0,

k
ij

k
ij

a если k i j
k i ja если

⎧ = =⎪
⎨ ≠=⎪⎩

      (2.2) 

 

При обнаружении параллельно соединён-
ных ребер графа они сводятся в одно ребро, ко-
торое характеризуется результирующим векто-
ром вероятностей исследуемого показателя на-
дёжности, вычисляемого также по формуле (2.1), 
но с вероятностно-алгебраическими коэффици-
ентами, определяемыми соотношениями вида: 

 

1, min( , );
min( , ).0,

k
ij

k
ij

a если k i j
k i ja если

⎧ = =⎪
⎨ ≠=⎪⎩

       (2.3) 

 

Результатом данного этапа реализации взаи-
мосвязанных подходов к снижению размерности 
ССС является эквивалентная графовая структура 
исследуемой системы G1(N1,K1), в которой пол-
ностью исключены параллельно-последователь-
ные участки, а исходные вероятностные пара-
метры компонентов пересчитаны с использова-
нием  вероятностно-алгебраических преобразо-
ваний. При этом, очевидно, выполняются нера-
венства:  

1 1, .N N K K≤ ≤                       (2.4) 
Таким образом, получаем ССС, как прави-

ло, меньшей размерности, для расчёта надёжно-
сти которой возможно применение метода пол-
ного перебора или одного из методов ЛВМ, оп-
тимизирующего решение задачи.  
 

3 Расчет показателей надежности 
структурно-сложной системы со многими 
состояниями 

Объектом исследования является ССС со 
многими состояниями, образом которой является 
некоторая графовая структура, не содержащая па-
раллельно-последовательных участков. Расчет 
будем производить с учетом показателей надежно-
сти компонентов и схемы их соединения. Обозна-
чим xi веса ребер графа. Их значения задаются но-
мерами состояний компонентов, принимающих 
вероятностные значения. В результате граф 
G(N, K) является взвешенным, поскольку ребра 
имеют веса xi, и случайным, поскольку веса опре-
деляются вероятностной мерой (1.1). Таким обра-
зом, G(N, K) можно рассматривать как случайную 
величину, значениями которой являются графы.  

Для каждой реализации случайного графа 
определим свойство j-связности, которое означа-
ет наличие пути, соединяющего вершины 

1 2, ,n n N∈  в графе, в котором веса ребер удовле-
творяют следующему условию: 

min( ) .ii
x j≥                          (3.1) 

Будем считать, что ССС находится в j-м со-
стоянии надежности, если ее графическим обра-
зом является j-связный граф. Вероятностные 
значения показателя надежности ССС определя-
ются связностью случайного графа G(N, K), ко-
торая является случайной величиной. Вероятно-
стные значения связности случайного  графа 
G(N, K) формируются путем расчета значений и 
вероятностей связности возможных реализаций 
графа. 

Рассмотрим ССС с двумя состояниями на-
дежности: S0 (отказ) и S1 (работа). При этом воз-
можными значениями весов ребер графа G(N, K) 
являются 0 1.ix = ∨  Реализации случайного гра-
фа могут быть отнесены к одному из множеств: 
множеству графов G0 = {G0(N, K)}, которые яв-
ляются 0-связными, и множеству графов 
G1 = {G1(N, K)}, которые являются 1-связными. 
Графы из множества G0 описывают варианты 
реализации отказа ССС. Для графов из множест-
ва G1 всегда существует путь, соединяющий на-
чальную и конечную вершины, все ребра которо-
го имеют веса 1ix =  и отражают варианты реа-
лизации работы ССС. 

Результирующее состояние ССС с двумя 
состояниями (работа, отказ), графическим обра-
зом которой является случайный граф, одно-
значно определяется логической функцией 

1 1
( ,..., ) ,

l

r

m il i П
y x x x

= ∈

⎡ ⎤= ∨ ∧⎢ ⎥⎣ ⎦
           (3.2) 

где lП  – множество номеров ребер, составляю-

щих путь , 1, .l l r=  При этом значения вектора 
вероятностей, характеризующего j-связность 
случайного графа G(N, K) и, как следствие, опи-
сывающего показатель надежности ССС, вычис-
ляются по формуле 

1
, 0,1,

l

r
s i
j j

l i П

p p j
= ∈

= =∑∏   (3.3) 

где i
jp  – вероятность j-го состояния i-го компо-

нента; s
jp  – вероятность j-го состояния системы.  

Число  реализаций NS случайного графа 
G(N, K) зависит от числа его ребер и числа воз-
можных значений весов ребер. Для двух состоя-
ний показателя надежности ССС NS = 2m, где m – 
число ребер. 

Перейдем к рассмотрению общего случая – 
оценке надежности многокомпонентной ССС со 
многими состояниями { }, 0, .jS j n=  Будем пола-
гать,  что  компоненты ССС характеризуются 
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множеством изменяющихся состояний 
{ }, 0, .jS j n=  Первое состояние S0 характеризует 
минимальное значение выбранного показателя 
надежности компонента, Sn определяет макси-
мальное значение показателя надежности компо-
нента, а остальные состояния { }, 1, 1jS j n= −  опи-
сывают некоторые промежуточные значения. Ре-
шить поставленную задачу можно двумя спосо-
бами. 

Первый способ. Как и в случае двух состоя-
ний ССС, вектор вероятностей состояний пока-
зателя надежности системы формируется на ос-
нове полного перебора всех реализаций описы-
вающего систему случайного графа G(N, K), ко-
торые образуются в результате рассмотрения 
комбинаций возможных детерминированных 
значений весов ребер. При этом для каждой q-й 
реализации ( )1,q NS=  случайного графа G(N, K) 

определяется уровень связности, позволяющий 
отнести граф к одному из множеств: 
G0 = {G0(N, K)}, …, Gn = {Gn(N, K)}.  

Результирующее состояние ССС { },k jS S∈  

0, ,j n=  графическим образом которой является 
случайный граф, однозначно определяется функ-
цией 

1 1
( ,..., ) max min ,

l

rj

m ii Пl
y x x x

∈=

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
         (3.4) 

где lП  – множество номеров ребер, составляю-

щих путь , 1, ,l l rj=  который определяет j-связ-
ность графа. 

Вероятность j-связности случайного графа, 
описывающего j-е состояние показателя надеж-
ности ССС, определяется соотношением 

1
, 0, ,

lj

rj
s i
j j

lj i K

p p j n
= ∈

= =∑∏   (3.5) 

где i
jp  – вероятность j-го состояния i-го компо-

нента; s
jp  – вероятность j-го состояния системы. 

Таким образом, все реализации случайного 
графа будут отнесены к некоторому множеству 

, 0, .zG z n=  Вероятность j-связности случайного 
графа G(N, K), характеризующая j-е состояние 
показателя надежности исследуемой системы, 
будет определяться суммой вероятностей всех 
возможных реализаций случайного графа, имею-
щих свойство j-связности.  

Отметим, что для получения вероятностной 
оценки надежности ССС в данном случае необ-
ходимо рассмотреть NS = (n + 1)m реализаций 
случайного графа G(N, K), где (n + 1) – число 
состояний; m – число ребер графа. 

Второй способ. Пусть k – номер состояния 

( )0, 1 ,k n= −  которому соответствует пороговое 

значение показателя надежности, разделяющее 

множество всех состояний надежности компо-
нентов ССС на два множества: 

{ }1 , 0, ;jS S j k= =  

{ }2 , 1, .jS S j k n= = +             (3.6) 
В этом случае выделенные состояния ком-

понентов будут отнесены к одному из множеств, 
таким образом они отобразятся в одно из обоб-
щенных состояний S1 или S2. Очевидно, что ве-
роятности обобщенных состояний i-го компо-
нента при таком разбиении формируются сле-
дующим образом: 

,

0 1
, , 1, , 0, 1.

k n
i k i i

j j
j j k

P p p i m k n
= = +

⎛ ⎞
= = = −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑  (3.7) 

Образом модифицированной ССС является 
случайный граф G(N, K), веса ребер которого при-
нимают два значения ( )0 1 .ix = ∨  Связность ре-
зультирующего графа определяется логической 
функцией (3.2), а результирующие вероятностные 
значения связности вычисляются по формуле (3.3). 

В силу того, что функции min и max явля-
ются естественным обобщением логических опе-
раций конъюнкции ( ∧ ) и дизъюнкции (∨ ) при 
переходе от ССС с двумя состояниями к рас-
смотрению ССС со многими состояниями и со-
храняют структуру введенных подмножеств S1 и 
S2, значения результирующего вектора вероят-
ностей ССС будут удовлетворять соотношениям
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Если обозначить алгебру, порожденную 
функциями min и max, A(max, min, n + 1), а булеву 
алгебру B(∧, ∨, 2), то очевиден переход от алгеб-
ры, определенной на множестве (n + 1)-мерных 
векторов, к булевой алгебре. Заметим, что изме-
нение 0, 1k n= −  позволит сформировать значе-
ния результирующего вектора вероятностей (1.2).  

Теорема. Пусть в ССС, графическим обра-
зом которой является случайный граф G(N, K), 
где N – множество вершин, а K – множество 
ребер, которым соответствуют элементарные 
компоненты, составляющие систему, вероятно-
сти состояний i-го компонента при проведении 
k-го расчета задаются соотношениями (3.7).  

Тогда результирующий вектор вероятностей 
состояний показателя надежности системы 

0 2( , ,..., )s s s s
nP p p p=  принимает следующие значе-

ния: 
,1 , , 1

0 0 0 0, , ,1, 1s s s s k s k
kp p p p p k n−= = − = −  (3.9) 

где ,
0
s ip  определяется путем проведения n – 1 

расчета для системы этой же структуры, но с 
двумя обобщенными состояниями.  

Очевидно, значения вектора вероятностей 
(1.2), полученные первым и вторым способом, 
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будут совпадать. Однако второй способ позволит 
значительно уменьшить время расчета за счет 
сокращения числа вариантов перебора реализа-
ций случайного графа, описывающего вероятно-
стное изменение показателя надежности ССС со 
многими состояниями. 

Согласно второму способу разработана и 
реализована методика сведения модели много-
компонентной ССС со многими состояниями к 
совокупности бинарных моделей, сущность ко-
торой кратко описывается следующей последо-
вательностью шагов: 

Шаг 1. Организуется k-й шаг расчетов 

( )1, 1k n= −  для заданной структуры системы, с 

двумя состояниями (бинарная модель). При этом 
вероятности состояний i-го компонента при про-
ведении k-го расчета задаются соотношением 
(3.7). 

Вычисления реализуются с использованием 
одного из методов ЛВМ (наращивания путей, ре-
куррентного алгоритма, алгоритма полного пере-
бора) [4], позволяющих оценить надежность ССС 
по состояниям надежности компонентов с двумя 
состояниями компонентов (работа, отказ). 

Шаг 2. Результаты расчетов, полученные с 
использованием совокупности бинарных моделей, 
автоматически обрабатываются программными 
средствами PALS [6]. При этом компоненты ре-
зультирующего вектора вероятностей состояний 
системы (1.2) определяются соотношениями (3.9). 

 
Заключение 
Описанные и последовательно реализован-

ные подходы позволяют получить точные оценки 
показателей надежности многокомпонентных 
ССС со многими состояниями. При этом, зачас-
тую, существенное сокращение размерности ре-
шаемой задачи происходит на первом этапе, в 
результате оценки вероятностных показателей 
надёжности участков ССС с параллельно-после-
довательным соединением. Далее, значительное 
сокращение сложности расчетов надежности сис-
темы происходит в результате сведения модели 
ССС со многими состояниями к совокупности 
бинарных моделей. Предложенный в статье под-
ход позволяет сократить число вариантов полного 
перебора до 2m  и далее, используя элементарные 
алгебраические преобразования, получить оценки 
показателей надёжности исследуемой ССС с n 
состояниями. Кроме этого, оценка надежности 
систем  с  использованием  одного  из ЛВМ на 

очередных итерациях расчета бинарных моделей 
значительно упрощает получение точного реше-
ния и в целом сокращает сложность расчетов ССС 
со многими состояниями.  

Практическим результатом подходов являет-
ся возможность расчёта надёжности более широ-
кого круга сложных систем, для которых логично 
рассмотрение множества состояний (больше 2), 
характеризующих их уровни надёжности. При 
этом сложность расчётов не превышает сложно-
сти расчёта эквивалентных графовых структур, 
описывающих системы с двумя состояниями. На-
личие средств автоматизации, реализующих под-
ходы, позволяет провести сравнительный анализ 
надежности систем различной конфигурации, 
оценить влияние параметров надежности отдель-
ных компонентов на надежность системы, обос-
новать проектные решения. 
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Показаны возможности первичной диагностики сердечно-сосудистой системы на основе гидродинамической модели 
кровотока, реализованной в программном продукте BIODIS V2.2. 
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Введение 
В современном обществе наблюдается ус-

тойчивый рост уровня заболеваний системы кро-
вообращения (СК), развивающихся часто у лю-
дей трудоспособного возраста. По статистике 
Министерства здравоохранения в ряду причин 
смертности первое место занимают болезни сис-
темы кровообращения, причем среди трудоспо-
собного мужского населения этими заболева-
ниями вызван каждый третий случай летального 
исхода. Ввиду определяющей важности системы 
кровоснабжения, она защищена многоуровневой 
системой регуляции. В этой системе приспосо-
бительный ответ на физическую, психоэмоцио-
нальную нагрузку достигается комплексом регу-
ляторных механизмов, взаимодополняющих и 
дублирующих друг друга. Отмеченная высокая 
адаптивная способность системы кровообраще-
ния  является  причиной того,  что деструктив-
ные изменения  накапливаются  в  период   доно-
зологического состояния (пограничного между 
здоровьем и болезнью), не проявляя себя клини-
чески.  

В этой связи необходима разработка метода 
и средств мониторинга параметров состояния СК 
для своевременного выявления донозологиче-
ских состояний и профилактики кардиопатоло-
гий. Это в первую очередь актуально для регу-
лярного и массового обследования работников 
транспортной отрасли, силовых структур и 
спортсменов.  

Тонометрия и последующий математиче-
ский анализ результатов измерений на основе 

теории  течения вязких жидкостей позволяет 
разработать средства диагностики и получить 
важные объективные данные о состоянии сердца 
и сосудов, включая оценку адаптационных воз-
можностей СК при различных нагрузках.  
 

1 Особенности объекта моделирования 
Cердечно-сосудистая система человека яв-

ляется весьма сложной и ее функционирование 
зависит  от  большого  числа факторов. Она яв-
ляется трудно формализуемой предметной обла-
стью, в  которой математические модели зачас-
тую  базируются на приближенных закономер-
ностях.  

Так называемые базовые (классические) 
модели отражают стремление исследователей к 
полному и подробному описанию строения, 
функционирования компонент системы и взаи-
модействия крови, сердца и сосудов, сосудов и 
окружающих биологических тканей, связи с дру-
гими системами жизнеобеспечения организма и 
т. д. [1]–[3], [5].  

Тем не менее, механизмы функционирова-
ния сердечно-сосудистой системы еще далеки от 
окончательного понимания. К примеру, при соз-
дании базовых моделей необходимо дать фор-
мальное описание механизма регуляции крово-
обращения, что включает: 

– саморегуляцию магистральных и прека-
пиллярных сосудов как функцию дефицита ки-
слорода в тканях и других биохимических пара-
метров (уровня кислотности, содержания адре-
налина и др.), мышечную регуляцию тока крови; 
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– центральную регуляцию (изменение пе-
риода сокращения сердца, рефлекторное влияние 
баррорецепторов на периферическое сопротив-
ление, влияние показателей артериального дав-
ления на тонус сосудов, рефлекторная регуляция 
тканевого кровотока); 

– вегетативную регуляцию и гормональную 
регуляцию. 

Моделирование СК имеет свою специфику: 
каждый организм индивидуален с точки зрения 
геометрии сети сосудов, состава крови, имеет 
собственные реакции на психофизиологические 
нагрузки. В известных моделях гемодинамики 
учитываются лишь некоторые из этих аспектов, 
отсутствуют методы оценки значимости отдель-
ных факторов в общей системе регуляции, в осо-
бенности, при учете индивидуальности обсле-
дуемого [3], [7]. Чрезмерная концентрация вни-
мания на частных механизмах функционирова-
ния и взаимодействия не способствует формиро-
ванию синергетической модели системы [4].  

С точки зрения теории моделирования, СК 
может быть отнесена к адаптивным консерва-
тивным интеллектуальным системам, при моде-
лировании которых следует учитывать следую-
щие особенности: 

– невозможность изменения состава, струк-
туры и связей компонент системы, то есть их 
«консервативность» (предполагается, что такие 
системы самодостаточны и идеально спроекти-
рованы);  

– способность к адаптации путем перехода в 
различные состояния при изменении внешней 
среды; 

– вариабельность реакций системы в одно-
типных условиях (межиндивидуальную и внут-
рииндивидуальную); 

– наличие сложно организованного алго-
ритма принятия решений и передачи управляю-
щих воздействий между компонентами; 

– необходимость индивидуального пред-
ставления при типичном составе и поведении 
компонент; 

– трудность измерения характеристик в ре-
альных условиях для анализа ситуации и по-
строения математических моделей процессов из-
за сложных и трудно разделяемых связей, отсут-
ствия необходимых регистрирующих устройств 
при многообразии ситуаций и состояний [4]. 

 
2 Современные подходы к моделированию 

гемодинамики 
Ввиду сложности рассматриваемой гидро-

динамической задачи, применение существую-
щих моделей обычно ограничивается описанием 
фрагмента СК либо определенных условий ее 
функционирования [6], [11]. В настоящее время 
разрабатываются гибридные базовые модели, 
описывающие  различные  компоненты системы 
с применением 3-D и 2-D моделирования, 1-D 

моделирования (выполняется усреднение много-
мерных моделей по поперечному направлению) 
и 0-D моделирование с сосредоточенными пара-
метрами (выполняется усреднение по длине со-
суда) [1], [2], [5], [6], [9], [10]. 

При трехмерном (3D) моделировании гемо-
динамики требуетcя численное решение неста-
ционарных уравнений Навье-Стокса для вязкой 
несжимаемой жидкости совместно с уравнения-
ми динамики эластичных оболочек сложной и 
изменяемой во времени геометрии (задача о сво-
бодной границе). Так как это решение связано с 
огромными вычислительными затратами, мно-
гомерные модели для описания сердечно-
сосудистой системы применяются в основном 
для детального изучения гемодинамики в ло-
кальной области, например, в зоне имплантации 
протезов, бифуркации или стеноза артерий и т. д.  

Как отмечено выше, 3-D моделирование ис-
пользуется для детального описания кровотока в 
локальных областях [2], позволяя верно оценить 
изменение давлений и скорости течения крови в 
конкретной точке по времени. Однако в рамках 
указанных моделей закономерности быстрого 
изменения физиологически значимых парамет-
ров пока не могут быть формализованы. Деталь-
ное рассмотрение сложной системы артериаль-
ных сосудов также представляет значительные 
трудности.  

Моделирование даже локальных отделов 
сердечно-сосудистой системы конкретного чело-
века требует использования дорогостоящего 
предоперационного обследования с привлечени-
ем специального диагностического оборудова-
ния (ангиографов, приборов УЗИ и т. п.) и про-
граммных продуктов для численного гидродина-
мического анализа.  

Сказанное подтверждает необходимость 
обоснованного выбора множества существенных 
составляющих модели.  

 
3 О предлагаемом методе 
Предлагаемый подход можно оценить как  

0-D моделирование гемодинамики, при котором 
определение множества выходных параметров 
модели по ограниченному числу входных пара-
метров приводит к следующим особенностям 
моделирования: 
 – использование методов линейного про-
граммирования на основе минимизации невязок; 
 – возможность учета высокоскоростных 
изменений физической нагрузки, кислотности, 
вязкости, стрессовой нагрузки, скорости пульсо-
вой волны, деформации сосудов, систолического 
объема) [12]–[14]. 

На наш взгляд, целесообразно применить 
принцип  обучаемости (индивидуальной на-
стройки) программы по индивидуальным пара-
метрам гемодинамики обследуемого. Математи-
ческим аппаратом здесь служит статистическая 
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обработка (включая кластерный анализ) для оп-
ределения параметров выборки. С накоплением 
базы данных о состоянии артериальной системы 
индивидуума в различные временные промежут-
ки и при различных нагрузках определяются по-
казатели, нормальные для данного организма, а 
также определяется тип гемодинамики. Резуль-
таты компьютерной обработки модельных вари-
антов позволяют рассчитать искомые параметры 
и определить тенденции в функционировании 
сердечно-сосудистой системы.  

Входными параметрами, составляющими 
вектор входной информации {Xi} являются ан-
тропометрические данные. Вектор начальных 
условий моделирования {Ul} – основные пара-
метры состояния системы для l-й реализации 
модели. На основании баз нормативных показа-
телей и архива результатов моделирования кон-
кретного лица производится расчет текущих по-
казателей гемодинамики, прогнозируются реак-
ции и адаптационные резервы при различных 
психофизиологических нагрузках.  

В связи с вариабельностью (характеристики 
меняются во времени и пространстве в зависи-
мости от многих факторов даже для конкретного 
человека), данные представляются в виде реля-
ционных таблиц, где поля соответствуют раз-
личным признакам, а записи – либо разным объ-
ектам, либо последовательным во времени на-
блюдениям за одним и тем же объектом.  

При моделировании предполагается лами-
нарное течение крови, как вязкой жидкости, в 
эластичных сосудах. К числу лабораторно опре-
деляемых параметров, оказывающих наибольшее 
влияние на частоту сердечных сокращений и 
давление, относятся: вязкость крови ρ, содержа-
ние гемоглобина Hb, показатель кислотного рав-
новесия pH, адреналин, скорость распростране-
ния пульсовой волны Cv, начальная деформация 
и модуль упругости стенок сосудов Еd, и др. 

Движение крови по сосудам происходит 
вследствие разности гидростатического давления 
в различных участках сосудистой системы. Раз-
ность давлений обеспечивается нагнетательной 
функцией сердца, изменением поперечного сече-
ния сосудов и другими факторами. Так, в облас-
ти аорты кровеносное русло имеет наименьшую 
площадь поперечного сечения 3–4 см². Суммар-
ная площадь поперечного сечения капилляров, 
количество которых составляет 12⋅108 в большом 
круге кровообращения и в покое достигает 
3000 см² (таблица 1). Значительная часть гради-
ента давления приходится на мелкие артерии, 
артериолы, прекапиллярные сфинктеры, сфинк-
теры магистральных капилляров, являющиеся 
резистивными сосудами. Стенка этих сосудов 
содержит толстый слой циркулярно расположен-
ных гладких мышечных клеток, при сокращении 
которого просвет сосуда может значительно 
уменьшаться, приводя к резкому повышению 

гемодинамического сопротивления. Изменение 
сопротивления артериол меняет уровень давле-
ния крови в артериях. В случае увеличения со-
противления артериол отток крови из артерий 
уменьшается, и давление в них повышается. 
Снижение тонуса артериол увеличивает отток 
крови из артерий, что приводит к уменьшению 
артериального давления. 

 
Таблица 1 – Суммарное поперечное сечение 
сосудов и давление в них 
 

Показатель Аор-
та 

Магист-
ральные  
артерии 

Арте-
риолы 

Капил-
ляры 

Поперечное 
сечение, см² 

3,5–
4 

10 300 2500–
3000 

Давление 
(среднее),  
мм рт. ст. 

120 80 40–60 15 

 
Градиент давления крови, обусловленный 

вязким трением, можно рассчитать по известной 
зависимости Пуазейля для ламинарного режима:  

4336 ,qp l
d
ν

Δ =  

где v – кинематическая вязкость крови (сСт); q – 
секундный объем кровотока (л); d – диаметр со-
суда (мм); l – длина сосуда (см).  

Анализ изменений давления позволяет сде-
лать следующие выводы относительно сосудов 
артериальной   части  сердечно-сосудистой  сис-
темы: 
 1) разделение давлений на систолическое и 
диастолическое характерно для эластичных не-
активных кровеносных сосудов, включая аорту и 
магистральные артерии; 
 2) под влиянием центральной нервной сис-
темы (ЦНС) и биохимических факторов (концен-
трация адреналина и др.) происходит значитель-
ное изменение диаметров мелких артерий, что 
вызывает заметное изменение эквивалентного 
диаметра сети кровеносных сосудов; 
 3) блокировка сфинктеров под управляю-
щим воздействием ЦНС изменяет скорость тече-
ния и давление крови в артериальной части СК; 
 4) биохимическое воздействие на стенки 
крупных сосудов меняет их эластичность с по-
следующим изменением скорости пульсовой 
волны, дилатации артерий и давлений; 
 5) значительные вариации давлений проис-
ходят в магистральных артериях, артериолах, 
сфинктерах, а потери давления в аорте и капил-
лярах относительно невелики. 

Исходя из вышесказанного, представим 
градиент давления на пути от сердца до конца 
капилляра как сумму ;pΔ∑  секундный объем 
кровотока в сосуде  

,
60

sV nq
k
⋅

=
⋅
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где q, Vs – секундный и систолический объем; n – 
частота сердечных сокращений (ЧСС); к – общее 
число активированных сосудов данного диамет-

ра; линейная скорость кровотока 22123 .qw
d

=  

Объем кровотока на всех участках сосудистой 
системы в единицу времени, является постоян-
ным. Линейная скорость движения крови обрат-
но пропорциональна величине суммарного про-
света данного отдела сосудистого русла. Средняя 
линейная скорость кровотока в аорте человека 
достигает 50 см/с, в капиллярах она равна 
0,5 мм/с. 

Высота фронта пульсовой волны на началь-
ном участке аорты и его изменение в зависимости 
от расстояния от источника можно определить по 
формуле Жуковского  

,
1330ф
r w cp ⋅ ⋅

Δ =  

где Δрф – динамическая компонента давления на 
фронте волны; r – плотность крови; с – скорость 
распространения пульсовой волны [7]. Потери 
фронта волны на расстоянии l от источника рав-

ны 
0.7

60 ,
nl

c
Гp e

−
⋅Δ =  где 

60
n

c ⋅
 – длина волны.  

Стенки кровеносных сосудов являются эла-
стичными и их дилатацию при действии внут-
реннего давления можно описать зависимостью 
Пуазейля  

0

2

,
13301

p
dd

p
r с

=
⋅Δ

+
⋅

 

где d0  – первоначальный диаметр сосуда до ди-
латации. 

Компьютерная модель, построенная на ос-
нове указанных выше соотношений в предполо-
жении ламинарного режима течения, позволяет 
проводить анализ кровотока в реальном времени. 

Систолический объем является основным 
показателем насосной функции сердца, однако 
даже он не определяет однозначно состояние 
работы сердца и имеет индивидуальные откло-
нения. Физическая нагрузка влияет на ударный 
объем следующим образом  

0 0

0.5max 0
.w

sys sys sys
W WV V V

W W
−

= + Δ ⋅
−

 

Если нагрузка W > W0.5max, ударный объем 
0.5max .w

sys sysV V=  При гипертрофии сердца увеличе-
ние ударного объема с ростом физической на-
грузки не столь значительно.  

Сердечный индекс – это сердечный выброс 
с коррекцией на размеры тела пациента (площадь 
поверхности тела) и поэтому более точно отра-
жает функцию сердца. 

Минутный объем кровотока определяется 
по методу Флика [7].  

Разница содержания кислорода в артери-
альной и венозной крови (кислородный диффе-
ренциал) определяется по формуле Os = Op + Og, 
где разница содержания кислорода в плазме Op 
фиксирована и равна 0,2%, а разница содержания 
кислорода в гемоглобине Og изменяется в интер-
вале 4% – 70%.  

В ряде случаев кислородный дифференциал 
может иметь недопустимые значения для спорт-
сменов, что показывает наличие «заемного» ки-
слорода (получение энергии без процесса окис-
ления). Кислородный дифференциал является 
функцией нагрузки. Нагрузка существенно влия-
ет на величину ударного объема сердечного вы-
броса [14]. Рост стрессовой нагрузки ведет к уве-
личению содержания адреналина в крови с по-
следующим ростом ЧСС и давлений. Наиболее 
часто причиной изменения кислородного диффе-
ренциала называют изменение параметра ки-
слотно-щелочного баланса рН в сторону роста 
кислотности при увеличении нагрузки и сниже-
нии рН при снижении нагрузки. Содержание 
адреналина и изменение рН происходят наиболее 
быстро по сравнению с другими параметрами, 
влияющими на гемодинамику (рисунок 1). Ки-
слотность и адреналин также влияют как на чис-
ло блокированных сфинктеров, так и на эластич-
ность сосудов.  

Скорость распространения пульсовой волны 
зависит от модуля упругости сосудистой стенки 
и отношения толщины стенки к радиусу сосуда, 
поэтому данный показатель используют для ха-
рактеристики эластичности и тонуса сосудистой 
стенки. При снижении растяжимости стенки с 
возрастом (вследствие атеросклероза сосудов) и 
при повышении тонуса мышечной оболочки со-
суда скорость распространения пульсовой волны 
увеличивается. Накопленные экспериментальные 
и клинические данные показывают, что у адап-
тированного к мышечным нагрузкам организма 
вязкость цельной крови снижена. Снижение вяз-
кости крови и повышение индекса транспорта 
кислорода взаимосвязаны с аэробной работоспо-
собностью. У спортсменов, тренирующихся в 
силовых видах спорта без повышения аэробной 
работоспособности, снижение вязкости крови 
отсутствует[16].  

 
       4 Формализация и алгоритмизация модели 

В общем виде модель может быть представ-
лена M ={X, U, S, Y, S'}, где: 

{Xi} – вектор входной информации состав-
ляют антропометрические данные (рост, вес, 
возраст, пол); 

{Ul} – пространство векторов начальных 
условий моделирования, статистика значений 
нагрузки и соответствующих контролируемых 
параметров функционирования системы крово-
обращения (частота сердечных сокращений 
(ЧСС, мин-1),   систолическое   артериальное  
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давление (АДс, мм рт. ст.) и диастолическое ар-
териальное давление (АДд, мм рт. ст.); 

{Sj} – вектор рассматриваемых состояний 
системы; 

{Yk} – вектор основных параметров состоя-
ния ССС человека для l реализации модели; 

{S'm} – множество оценок состояний. 
На выходе модели {Yk} и {S'm} – параметры 

состояния ССС и множество оценок состояния. 

В ходе формализации задачи были выделе-
ны параметры, представленные в таблице 2. 
Входная информация и величины начальных 
условий моделирования расположены в верхних 
строках таблицы. 

Взаимное влияние показателей гемодина-
мики показано на рисунке 1 и в таблице 3.  
 

 
Таблица 2 – Параметры модели мониторинга сердечно–сосудистой системы 
 

Обозначение Описание и единицы измерения Диапазон допустимых 
значений 

A Возраст (лет)  A∈[20-40-70] 
H Рост (см)  H∈[120-170-220] 
M Масса (кг)  M∈[30-70-140] 
L Нагрузка (кДж)  L∈[4-6-120] 

Fcc Частота сердечных сокращений (уд/мин) Fcc ∈[30-60-250] 
Pmax Систолическое давление (мм рт. ст.)  Pmax∈[40-120-250] 
Pmin Диастолическое давление (мм рт. ст.)  Pmin∈[30-80-130] 
kstr 
Adr 

Nadr 
Dof 

Относительный уровень стрессовой нагрузки (б/р)  
Содержание адреналина в плазме (мкг/л)  
Содержание норадреналина в плазме (мкг/л)  
Содержание дофамина в плазме (мкг/л)  

kstr∈[0.8-1-1.3]  
Adr∈[10-55-95]  
Nadr∈[95-300-450] 
Dof ∈[10-55-95] 

pH Кислотное равновесие (б/р)  pH∈[6.9-7.37-7.47] 
Hb Содержание гемоглобина (г/л)  Hb∈[80-150-200] 
kdfm Коэффициент мышечного изменения диаметра  

сосудов (б/р)  
kdfm∈[0.8-1-1.3] 

kdlt Коэффициент дилатации сосудов (б/р)  kdlt∈[1.0-1.16-1.3] 
Cv Скорость пульсовой волны (см/с)  Cv∈[300-500-900] 
d Диаметр сосудов (мм)  d∈[0.1-20] 
η Кинематическая вязкость крови (сСт)  η ∈[1.9-5-12] 

Vm Минутный объем крови (л/м)  Vm∈[3-5-15] 
Vs Систолический объем (л)  Vs∈[0.03-0.08-0.25] 
ΔO2 Артеровенозный дифференциал кислорода (%)  ΔO2∈[9-14-100] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 1 – Схема взаимодействия показателей гемодинамики, основных параметров моделирования 
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Таблица 3 – Параметры модели гемодинамики СК и их взаимосвязь  
 

Обозначение Взаимозависимости Обозначение Взаимосвязь 
A A ⇒{норма М, Cv} Hb Hb ⇒{ η, Vm} 
H H ⇒{норма М, d} kdfm {Cv, kstr}⇒ kdfm ⇒{d} 
M M ⇒{d, Vm}  kdlt {Cv} ⇒kdlt ⇒{d} 
L {kstr}⇒ L ⇒{Vm , pH , Vs } Cv {pH , kstr}⇒ Cv ⇒{kdlt} 

Fcc {Vm , Vs}⇒ Fcc d {kdfm, kdfm} ⇒ d ⇒{Pmax, Pmin}  
Pmax {d, η, Vm}⇒ Pmax η {Hb, pH, kstr}⇒ η ⇒{Pmax, Pmin} 
Pmin {d, η, Vm} ⇒ Pmin Vm {ΔO2, L, Hb, M} ⇒ Vm ⇒{Pmax, Pmin, Fcc} 
kstr kstr⇒{L, η,kdfm,Cv}  Vs {L}⇒ Vs ⇒{Fcc} 
pH {L} ⇒ pH ⇒{ρ, ΔO2, Cv}  ΔO2 {pH}⇒ΔO2 ⇒ {Vm}  

 

Модель была реализована в компьютерной 
программе БИОДИС V2.2. Преимуществом дан-
ного программного средства является возмож-
ность хранения архива результатов обследования 
конкретного лица и возможность дистанционно-
го сбора информации. Предусмотрена статисти-
ческая обработка данных архива, что позволяет 
выявить разовые отклонения от нормальных для 
наблюдаемого показателей и развивающиеся 
тенденции. На основе имеющихся данных (в том 
числе о нагрузочных тестах) прогнозируются 
реакции и адаптационные резервы при различ-
ных психофизических нагрузках. В число проце-
дур программы входят следующие: 
 1. Исходный анализ. Задаются значения 
векторов X и Y. В целях повышения точности 
расчета могут задаваться число гемоглобина, 
параметр кислотного равновесия, вязкость и ско-
рость распространения волны. Результаты расче-
та выводятся вместе с относительными отклоне-
ниями параметров от статистических норм.  
 2. Сопоставительный мониторинг. Задаются 
вес, нагрузка, ЧСС, максимальное и минималь-
ное давление. В качестве нормы рассматривается 
реферетное состояние R. Выводятся результаты и 
отклонения основных параметров от R. 
 3. Опорная диагностика. Задаются вес, на-
грузка, ЧСС, максимальное и минимальное дав-
ление. В следующей строке размещаются значе-
ния реферетного состояния. Значения статисти-
ческого прогноза ЧСС, минутного объема крови 
(МОК), давлений при текущей нагрузке разме-
щаются в контрольной строке. Массив результа-
тов содержит прогноз давлений в покое, откло-
нение прогнозируемого максимального давления 
от нормы в покое (гипертония/гипотония); от-
клонение текущего ЧСС от прогнозного (тахи-
кардия/брадикардия); разность текущего макси-
мального давления и прогнозного давления (сер-
дечная недостаточность); порок АК, выражае-
мый в виде процентной доли площади просвета 
АК в участке закрытия к площади сечения аор-
ты; признак спортивного типа системы крово-
обращения при прогнозном систолическом объ-
еме крови в покое более 150 мл.  
 4. Статистический прогноз. Задаются вес, 
нагрузка. По статистическим данным из архива 

определяются ЧСС, систолическое и диастоли-
ческое  давление. Методом расчета мониторин-
говых значений определяются остальные пара-
метры.  

Интерфейс программы БИОДИС V2.2 пред-
ставлен на рисунке 2.  

Верификация решений некорректных задач 
выполнима только на основе сопоставления рас-
четных и измеренных контрольных параметров 
[13]. Первый способ верификации заключался в 
сопоставлении расчетных результатов с задан-
ными значениями лабораторно измеряемых па-
раметров (вязкость крови, содержание гемогло-
бина, параметр кислотного равновесия, скорость 
распространения пульсовой волны). В соответст-
вии со вторым способом, проводится верифика-
ция разрабатываемой модели гемодинамики на 
различных выборках, модификация алгоритмов 
моделирования, уточнение весовых коэффициен-
тов. В частности, была проведена диагностика 
СК группы спортсменов Национальной сборной 
РБ по самбо (в количестве 9 человек). Выполнен 
анализ полученной информации, даны рекомен-
дации тренерскому составу по оптимизации тре-
нировок. Начата программа исследований гемо-
динамики СК групп студентов гомельских вузов: 
ГоГМУ (9 человек), БелГУТА (9 человек), ГГУ 
(80 человек).  

Приведем анализ первых результатов об-
следования группы общефизической подготовки 
ГоГМУ. В процессе тестирования производились 
замеры антропометрических данных (рост, вес, 
возраст, пол). Контролируемые параметры функ-
ционирования системы кровообращения (ЧСС, 
АДс, АДд) замерялись в спокойном состоянии, 
сразу после нагрузки и по истечении 3-х минут-
ного периода восстановления (рисунок 3).  

Статистика изменений при физической на-
грузке 30 кДж/мин в сравнении с положением 
покоя показывает, что: частота сердечных со-
кращений (среднее значение в покое – 67 уд/мин) 
поднялась до 78 уд/мин и не восстановилась за 3 
минуты, что свидетельствует о недостаточной 
тренированности членов тестовой группы; дина-
мика изменения показателей давления соответ-
ствует норме; 
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ударный объем изменился с 0,088 до 0,126 л и 
вернулся в исходное состояние после 3-х минут-
ного отдыха; рН-параметр под влиянием нагруз-
ки изменялся в пределах от 7,39 до 7,41 и принял 
конечное значение, равное 7,40; показатель кине-
матической вязкости претерпел изменения с 4,0 до 
2,9 сСт (что является нормальной реакцией на на-
грузку) и принял конечное значение 3,7 сСт; уро-
вень стрессовой нагрузки увеличился на 5%, за-
тем принял исходное значение; скорость пульсо-
вой волны увеличилась с 665 до 684 см/с и после 
отдыха приняла значение 680 см/с (эти результа-
ты требуют дальнейшего исследования, так как в 
литературе нет соответствующих подтвержде-
ний); коэффициент деформации сосудов изме-
нился с 1,077 до 1,018, т. е. на 5%, после отдыха 
в течение 3 минут не вернулся к исходному зна-
чению; коэффициент дилатации сосудов изме-
нился с 1,108 до 1,102 и принял конечное значе-
ние 1,096; кислородный дифференциал увели-
чился под нагрузкой с 19,3% до 47,3%; тест Ру-
фье – Диксона дал хорошие результаты у 8 ис-
пытуемых из 9, индекс Кердо показал преобла-
дающее влияние парасимпатического отдела ве-
гетативной нервной системы, коэффициент эко-
номичности кровообращения свидетельствует о 
недостаточной тренированности группы обсле-
дуемых.  
 В результате верификации по фактическим 
данным предполагается модификация програм-
мы БИОДИС V2.2 с целью создания новой вер-
сии с оптимизированной структурой процедур 
анализа и улучшенным пользовательским ин-
терфейсом.  

 
Заключение 
Использование тонометрического анализа 

системы кровообращения на основе разработан-
ной 0-D гидродинамической модели и ее про-
граммной реализации дополняет обычно исполь-
зуемые в медицинской практике инструменталь-
ные методы диагностики состояния, позволяя 
получить полезную информацию для выявления 
предвестников патологии и оценки адаптивных 
возможностей сердечно-сосудистой системы. 
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ON RESTORATION OF NOISE COMPONENT IN DATA SEQUENCES 

BY A SINGULAR SPECTRUM ANALYSIS METHOD 

E.A. Yakimau1, O.М. Demidenko2, D.M. Albkeirat1 
1Belarusian-Russian University, Mogilev 

2F. Scorina Gomel State University, Gomel 
 

Рассматриваются методика и результаты исследования последовательностей данных с равномерным, нормальным и экс-
поненциальным шумом путем преобразования методом сингулярного спектрального анализа (SSA-методом). Показыва-
ются особенности восстановления шумовой составляющей в последовательностях данных, предложен алгоритм коррек-
тировки восстановленной шумовой составляющей с учетом стандартного отклонения. 
 
Ключевые слова: SSA-метод, временная последовательность данных; равномерное, нормальное, экспоненциальное 
распределение; коррекция. 
 
The technique and results of research of sequences of data with uniform, normal and exponential noise by transformation a Sin-
gular Spectrum Analysis method are presented. The pecularities of restoration of noise component in sequences of data are 
shown, the algorithm of updating restored noise component in view of a standard deviation is offered. 
 
Keywords: SSA-method, time sequence data, uniform, normal, exponential distribution; correction. 

 
 

Введение 
Одной из основных проблем при подготовке 

и проведении стохастических экспериментов в 
имитационном моделировании является пра-
вильный выбор модели входных данных, т.е. 
закона распределения вероятностей, который 
точно соответствует поведению случайных 
входных процессов. При этом стандартные зако-
ны распределения могут не соответствовать ве-
роятностному поведению реальных входных 
процессов, особенно на границах распределения. 
Подстройка или редактирование формы подоб-
ранного распределения является трудным про-
цессом из-за ограниченного числа параметров, 
доступных для управления формой распределе-
ния, и из-за отсутствия эффективного механизма 
для непосредственного управления формой по-
добранного распределения с одновременным 
изменением соответствующих параметров рас-
пределения.  

Для решения задачи определения типа рас-
пределения используются, например, обобщен-
ное распределение Джонсона [1, c. 271–297] или 
кривые Бизе [2, с. 184–202]. Для интерактивного 
моделирования входных данных с использовани-
ем семейства распределения вероятностей, осно-
ванных на кривых Бизе, разработана графическая 
технология  [3, с. 699–711]. При  построении  
модели  входных  данных  используется также 

Байесовский подход с использованием предвари-
тельной информации о законе распределения 
вероятностей. Например, предложено дисперсию 
случайных величин представлять двумя компо-
нентами: одна дисперсия создается контроли-
руемыми параметрами, вторая дисперсия связана 
с неопределенностью знания закона распределе-
ния контролируемых величин [4, с. 781–792]. 

В работе A.M. Лоу [5, с. 65–74] обращается 
внимание на проведение статистического анали-
за выходных данных для определения окончания 
имитационного моделирования с оцениванием 
периода разгона модели. Для оценки эффектив-
ности деятельности стохастических систем в 
имитационном моделировании исследуют вы-
ходные данные в переходном процессе за конеч-
ный период и оценивают установившееся реше-
ние за длительный период [6, с. 62–72]. При ис-
следовании поведения системы в установившем-
ся режиме за длительный период времени по 
гистограмме распределения откликов моделиро-
вания  оцениваются отклонения, которые явля-
ются мерой риска при принятии решения [7, 
с. 413–416]. 

Эксплуатация имитационных моделей в 
производственных условиях затруднена отсутст-
вием методов обработки накопленных данных и 
подготовки их для использования в моделях [8, 
с. 1290–1295]. Эффективная подготовка входных 
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данных для имитационного моделирования ста-
новится возможной при использовании данных, 
накопленных в информационных системах орга-
низаций. Для этого, например, разработан про-
граммный инструментарий, который позволяет 
подключаться к базе данных и извлекать их, 
представляя в CMSD–формате (CMSD – Core 
Manufacturing Simulation Data), пригодном для 
дискретно-событийных моделей [9, с. 1335–
1344]. 

Чаще всего имитационные модели и инст-
рументы их построения используются в тех слу-
чаях, когда становятся невозможными аналити-
ческие подходы. Обычно исследуют поведение 
сложной системы при полной неопределенности, 
состоящей из двух компонентов: во-первых, из-
менчивость, определенная случайными процес-
сами в системе и именуемая стохастической не-
определенностью, случайной неопределенно-
стью или непреодолимой неопределенностью; 
во-вторых, неопределенность, обусловленная 
нехваткой знаний или достаточной информации 
о системе. Поэтому предлагается учитывать оба 
компонента при формировании последователь-
ности  входных  данных  для  имитационной  
модели, например, предприятия общественного 
питания: 

([3;10]) ([2;5],8) ([4;7], [2;8]).Exp Norm Norm→ →  
где Exp([3;10])  – источник поступления заявок, 

([2; 5], 8)Norm  – время обслуживания заявки 
узла 1; ([4; 7], [2; 8])Norm  – время обслуживания 
заявки узла 2. Исследования проведены для экс-
поненциального и нормального закона распреде-
ления и значения в интервалах также распреде-
лены по нормальному и экспоненциальному за-
кону распределения [10, c. 1335–1344]. 

В работе [11, c. 49–58] представлен анализ 
программных средств для определения закона 
распределения случайных величин, используе-
мых для ввода в имитационную модель, напри-
мер, программа StatFit имеет 32 различных рас-
пределений,  BestFit имеет 37 распределений 
вероятности,  ExpertFit  [12] имеет 40 распреде-
лений. 

Несмотря на проведенные исследования, за-
дача установления типа выравнивающей кривой 
распределения и нахождения оценок параметров 
последовательностей данных, хранящихся в ин-
формационной системе предприятия, к настоя-
щему времени до конца не решена. Такая ситуа-
ция предполагает дальнейшее исследование но-
вых методов обработки данных, в частности, 
метода сингулярного спектрального анализа.  

 
1 Содержательное описание метода син-

гулярного спектрального анализа 
Данные в компьютерной информационной 

системе, представленные вещественными числа-
ми и определенные последовательно во времени, 

именуют временной последовательностью дан-
ных. В общем случае такую последовательность 
данных, обычно упорядоченных во времени, на-
зывают временным рядом. Поэтому в дальней-
шем будем использовать понятие временного 
ряда, и для извлечения информации из последо-
вательностей данных рассмотрим метод сингу-
лярного спектрального анализа (SSA-метод), ко-
торый применяется для анализа временных ря-
дов и может быть использован на этапе эксплуа-
тации имитационной модели (ИМ). Он позволяет 
выделить составляющие временного ряда, кото-
рые описывают тренд и гармонические колеба-
ния, и те составляющие временного ряда, кото-
рые относят к «шуму». При этом метод не требу-
ет стационарности временного ряда, знания мо-
дели тренда, а также сведений о наличии перио-
дических составляющих и их периодах [13]. 
Также с помощью данного метода можно опре-
делить модель тренда и использовать это знание 
для дальнейшей обработки временного ряда с 
уже известной моделью тренда, что важно, на-
пример, при автоматизации определения дли-
тельности переходного процесса в ИМ.  

Математической основой SSA-метода явля-
ется сингулярное разложение [14, с. 74]. Для ус-
пешного применения SSA-метода следует после-
довательно пройти несколько шагов. 

Вложение. На этом шаге выбирается шири-
на окна L, от выбора которой зависят результаты 
применения SSA-метода. Из-за того что нет об-
щих рекомендаций по выбору ширины окна, па-
раметр L зависит от решаемой задачи и предва-
рительной информации, известной о временном 
ряде. Например, для выделения тренда рекомен-
дуется выбирать ширину окна не слишком боль-
шой. С другой стороны, для выделения гармони-
ческих колебаний рекомендуется большая шири-
на окна. После выбора ширины окна в соответст-
вии с L строится траекторная матрица А ряда, 
которая будет являться по условию ее построе-
ния ганкелевой [15, с. 301].  

Сингулярное разложение. Для матрицы 
S = A·AT находятся собственные числа λ [16, 
с. 51] и ортонормированные собственные векто-
ры U. Упорядоченные по убыванию собственные 
числа, которые больше нуля, часто называются 
сингулярными числами, а соответствующие им 
собственные векторы – левыми сингулярными 
векторами U. После этого вычисляются векторы 
V, которые называются правыми сингулярными 
векторами, и находятся элементарные матрицы, 
на сумму которых раскладывается первоначаль-
ная траекторная матрица. 

Группировка. На данном этапе элементар-
ные матрицы группируются по принципу при-
надлежности к тренду, гармоническим колебани-
ям или к шуму. Этот этап является наиболее 
сложным при применении SSA-метода. Для на-
хождения тренда на диаграммах собственных 
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векторов (по оси абсцисс откладывается поряд-
ковый номер координаты собственного вектора, 
а по оси ординат – значение координаты собст-
венного вектора) выделяют медленно меняю-
щиеся векторы. Сумма элементарных матриц, 
соответствующих этим векторам, будет являться 
траекторной матрицей тренда ряда. После этого 
восстанавливают гармонические колебания ряда. 
Для отделения шума можно воспользоваться 
несколькими замечаниями: нерегулярное пове-
дение сингулярных векторов может говорить о 
принадлежности их к набору, порожденному 
шумовой компонентой; также об этом может 
свидетельствовать медленное, практически без 
скачков, убывание собственных чисел с некото-
рого номера.  

Диагональное усреднение. Если получен-
ные сгруппированные матрицы ганкелевы, то 
они являются траекторными матрицами некото-
рого временного ряда, который может быть лег-
ко по ним восстановлен. Однако обычно сгруп-
пированные матрицы редко получаются ганке-
левыми, поэтому для восстановления временно-
го ряда прибегают к диагональному усредне-
нию. В соответствии с этим этапом каждый 
член восстановленного временного ряда будет 
являться средним арифметическим соответст-
вующей ему побочной диагонали траекторной 
матрицы. 

В результате проделанных шагов получает-
ся несколько временных рядов: один описывает 
тренд первоначального временного ряда, другой 
– гармонические колебания, а третий – шумовые 
составляющие. 

 
2 Методика исследования  стохастиче-

ских последовательностей данных SSA-ме-
тодом 

Целью исследования является изучение 
особенностей восстановления SSA-методом рав-
номерной, нормальной и экспоненциальной шу-
мовой составляющей временного ряда и разра-
ботка практических рекомендаций по их исполь-
зованию. 

Для исследования приняты последователь-
ности данных, определяемые следующими моде-
лями: 

1 inf sup( ; ),G Rnd n n=  
где inf sup( ; )Rnd n n  – функция, возвращающая 
случайные равномерные числа  в  интервале  
[ninf; nsup] (ninf = 0 – нижняя граница значений 
случайных чисел, nsup = 1 – верхняя граница зна-
чений случайных чисел); 

2, 3 ( ; ),G Norm γ β=  
где ( ; )Norm γ β  – функция, возвращающая слу-
чайные нормально распределенные числа ( γ – 
математическое ожидание случайных чисел, β  
– среднеквадратическое отклонение случайных 

чисел); для временного ряда 2 : 1, 1,G γ β= =  для 
временного ряда 3 : 1, 5;G γ β= =  

4 ( ; ),G Exp γ β=  
где ( ; )Exp γ β  – функция, возвращающая случай-
ные числа, распределенные по экспоненциальному 
закону с параметром смещения 0γ =  и парамет-
ром масштаба 1.β =  

Исследование проводится с комплексным 
применением табличного процессора MS Excel, 
математического пакета Mathcad, статистического 
пакета Statistica [17, с. 77–83]. 

Длина последовательностей данных Gj, 
j = 1,…, 4 ограничена величиной n = 43, что обу-
словлено ограничениями математического паке-
та Mathcad [18]. Временные ряды сформированы 
в пакете Minitab: Calc\Random Data\ … \.  

Основные числовые характеристики закона 
распределения случайной величины, используе-
мые в исследовании: 

– характеристики положения: математиче-
ское ожидание, оцениваемое средним (mean), 
медиана (med); 

– характеристики рассеяния: среднеквадра-
тическое отклонение, оцениваемое стандартное 
отклонение (s); максимум (max); минимум (min), 
диапазон (range), коэффициенты асимметрии 
распределения ( 3γ ) и эксцесса ( 4γ ). 

Методика исследования представлена на 
примере экспоненциального распределения ве-
роятностей непрерывной случайной величины, 
которое описывается плотностью 

1 ( )exp | ,
( )

0 | .

x x
f x

x

γ γ
β β

γ

⎧ ⎡ ⎤− −
>⎪ ⎢ ⎥= ⎨ ⎣ ⎦

⎪ ≤⎩

 

где γ и β – параметры распределения [12]. 
После преобразования временного ряда G4 

получен восстановленный ряд 4
вG  с двумя со-

ставляющими 
4 4 4 ,в в в

T NG G G= +  
где 4

в
TG  – восстановленная трендовая, 4

в
NG  – 

восстановленная шумовая составляющая.  
Основные числовые характеристики исход-

ного временного ряда G4, восстановленных со-
ставляющих  4

в
TG   и  4

в
NG   представлены в таб-

лице 1. 
 
Таблица 1 – Основные характеристики вре-

менного ряда с экспоненциальным шумом (γ = 0, 
β = 1) 
Ряд Mean Med Max Min Range s γ3 γ4 

4G 1,004 0,683 3,842 0,069 3,773 0,880 1,614 2,599

4
в
TG 1,008 0,995 1,308 0,714 0,594 0,175 0,149 –1,054

4
в

NG –0,004 –0,261 2,532 –1,170 3,702 0,870 1,380 1,767
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Для восстановленного тренда 4TGв  построе-
на линия регрессии (рисунок 1). 

 

 
Рисунок 1– Линия регрессии трендовой 

составляющей 4
в
TG  

 
Обозначим временной ряд, образованный 

элементами линии регрессии, через 4 .р
TG  Для 

оценки качества моделирования временного ряда 
4
в
TG  линией регрессии 4

р
TG  найдем разность 

4 :вр
TGΔ  

4 4 4 .вр в р
T T TG G GΔ = −  

Основные характеристики полученного 
распределения представлены в таблице 2. 
 

Таблица 2 – Основные характеристики по-
грешности моделирования трендовой состав-
ляющей 4

в
TG  

Ряд Mean Med Max Min Range s γ3 γ4 

2
вр

TGΔ 0 –0,008 0,068 –0,029 0,096 0,022 1,286 1,919
 

Представим восстановленную трендовую 
составляющую 4

в
TG  в следующем виде: 

4 4 4 ,в в в
T TC TDG G G= +  

где 4
в
TCG  – постоянная составляющая тренда, 

4
в
TDG  – динамическая составляющая тренда. 
Аналогично в регрессионной модели 4 :р

TG  

4 4 4 ,р р р
T TC TDG G G= +  

где 4
р

TCG  – постоянная составляющая регресси-
онной модели тренда, 4

р
TDG  – динамическая со-

ставляющая регрессионной модели тренда. 
4
р

TCG  определяется по формуле 

4 4

4

max min
.

2

р р
T Tр ii

TC

G G
G

−
=  

где 4max ,р
Ti

G  4min р
Ti

G  – максимальный и мини-

мальный элементы ряда 4
р
TG  соответственно. 

4
р

TDG  определяется по формуле 

4 4 4 .р р р
TD T TCG G G= −  

Восстановленная шумовая составляющая 
4
в

NG   представлена  в виде гистограммы на ри-
сунке 2. 

 

 
Рисунок 2 – Гистограмма восстановленной 

шумовой составляющей 4
в

NG  
 

В связи с появлением при восстановлении 
исходного временного ряда динамической со-
ставляющей тренда 4

в
TDG  выполним корректи-

ровку шумовой составляющей 4 ,в
NG  построив 

скорректированный временной ряд 4
вк

NG  по 
формуле 

4 4 4 .вк в р
N N TDG G G= +  

Основные характеристики скорректирован-
ного временного ряда 4

вк
NG  представлены в таб-

лице 3. 
 
Таблица 3 – Основные характеристики 

скорректированного временного ряда 4
вк

NG  

Ряд Mean Med Max Min Range s γ3 γ4 

4
вк

NG –0,004 –0,314 2,767 –0,959 3,726 0,873 1,586 2,504
 

Гистограмма скорректированного времен-
ного ряда 4

вк
NG  представлена на рисунке 3. 

 

 
Рисунок 3 – Гистограмма скорректированного 

временного ряда 4
вк

NG  
 

Для проверки соответствия G4, 4
в

NG  и 4
вк

NG  
теоретическому экспоненциальному распределе-
нию используется критерий Колмогорова – 
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Смирнова. Критическое значение Δp для наи-
большего отклонения эмпирического распреде-
ления от теоретического по таблице 6.2 
[19, с. 347] при p = 0,01 и n = 43 равно 0,24332. 
Если наблюдаемое значение Δ больше или равно 
критическому значению, нулевая гипотеза H0 
отклоняется. Результаты проверки соответствия 
G4, 4

в
NG  и 4

вк
NG  теоретическому экспоненциаль-

ному распределению представлены в таблице 4. 
 
Таблица 4 – Проверка соответствия G4, 4

в
NG  

и 4
вк

NG  теоретическому экспоненциальному рас-
пределению 

Временной ряд Наблюдаемое значение 
Δ 

Исходный ряд G4 0,03239 
Восстановленный ряд 

4
в

NG  0,19518 

Скорректированный ряд
4
вк

NG  0,03818 

 
Поскольку наблюдаемые значения меньше 

критического, гипотеза H0 об экспоненциальном 
распределении G4, 4

в
NG  и 4

вк
NG  принимается. 

 
3 Обсуждение результатов исследования 
Для обобщения полученных результатов и 

принятия решения о корректировке восстанов-
ленной шумовой составляющей построена таб-
лица 5,  в  которой  приняты следующие обозна-
чения: 

max min 1,..., ; 1,..., ,р р р
jT jT jTii

Range G G i n j m= − = =  

где n – длина исследуемого временного ряда 
(n = 43); m – количество исследуемых временных 
рядов. 

jN(G )вRange  – диапазон значений элементов 

восстановленной шумовой составляющей в
jNG  

временного ряда ;jG  ( )в
jNs G  – стандартное от-

клонение значений элементов восстановленной 
шумовой составляющей в

jNG  временного ряда 

;jG  ( )вр
jTs GΔ  – стандартное отклонение ошибки 

моделирования восстановленной трендовой со-
ставляющей .в

j TG  
Для обоснования корректировки восстанов-

ленной шумовой составляющей на основе рег-
рессионной модели восстановленной динамиче-
ской составляющей тренда построим регресси-
онную зависимость для диапазона коррекции 

( ( )).р в
jT jNRange f s G=  

На основе проведенных исследований (таб-
лица 5) регрессионная зависимость имеет сле-
дующий вид (рисунок 4): 

0,1 0,8 ( ).р в
jT jNRange s G= − + ⋅  

Таблица 5 – Показатели восстановления со-
ставляющих временного ряда 
Временной

ряд RangeрjT ( )в
jNRange G ( )в

jNs G  ( )вр
jTs GΔ

G1 = 
=Rnd(0,1) 0,170 1,04 0,271 0,040 

G2 = 
=Norm(1,1) 0,550 3,58 0,840 0,058 

G3 = 
=Norm(1,5) 4,001 17,86 4,874 0,321 

G4 = 
=Exp(0,1) 0,580 3,702 0,870 0,022 

 

 
Рисунок 4 – Регрессионная зависимость 
диапазона коррекции ( ( ))р в

jT jNRange f s G=  
 

При этом коэффициент корреляции состав-
ляет r = 0,9997, коэффициент детерминации 
r2 = 0,9993 при уровне p = 0,99. 

В соответствии с регрессионной моделью 
( ( ))р в

jT jNRange f s G=  (рисунок 4) принятие реше-
ния для корректировки восстановленной шумо-
вой составляющей в реальных исследованиях 
временного ряда рекомендуется соотносить со 
стандартным отклонением ( ).в

jNs G  
Предлагаемый алгоритм для коррекции вос-

становленной шумовой составляющей методом 
сингулярного спектрального анализа выполняет 
следующие действия: 

Шаг 1. Находят стандартное отклонение 
восстановленной шумовой составляющей, кото-
рое в соответствии с регрессионным уравнением 
определяет диапазон корректирующих значений 
динамического тренда по формуле 

0,8 ( ).р в
jT jNRange s G≈ ⋅  

Шаг 2. Находят среднее значение диапазона 
коррекции .р

jTRange  

Шаг 3. Диапазон р
jTRange  относительно се-

редины разбивается для получения n (в исследо-
ваниях n = 43) значений, при этом начальные 
значения полученного ряда являются положи-
тельными, конечные – отрицательными. 

Шаг 4. Полученные на шаге 3 значения ряда 
прибавляются к восстановленной шумовой со-
ставляющей [37–А, с. 174–176]. 
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Дополнительные исследования с дискрет-
ным равномерным шумом подтверждают полу-
ченные результаты по корректировке восстанов-
ленной шумовой составляющей. 

 
Заключение 
Предложен алгоритм корректировки закона 

распределения восстановленной шумовой со-
ставляющей временного ряда методом сингуляр-
ного спектрального анализа, основанный на де-
композиции трендовой составляющей временно-
го ряда на статическую и динамическую состав-
ляющие, отличающийся применением регресси-
онной зависимости, включающей стандартное 
отклонение восстановленной шумовой состав-
ляющей, что позволяет создать автоматизиро-
ванную технологию нахождения закона распре-
деления шумовой составляющей временных по-
следовательностей данных. 
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направляется электронный вариант статьи на дискете 3,5'' или CD, или по электронной почте (e-mail: 
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Название статьи должно отражать основную идею исследования, быть кратким.  
Во введении дается краткий обзор литературы, обосновывается цель работы и, если необходимо, 

отражается связь с научными и практическими направлениями. Обязательными являются ссылки на ра-
боты других авторов, публикации последних лет в области исследования, включая зарубежные. 

Основная часть должна содержать описание методики, объектов исследования с точки зрения их 
научной новизны. Она может делиться на подразделы (с разъясняющими заголовками) и содержать ана-
лиз публикаций, относящихся к содержанию данных подразделов. 

Формулы, рисунки, таблицы нумеруются в пределах раздела, например: (1.1), (2.3), рисунок 1.1, 
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лы, на которые имеются ссылки. Номер формулы прижимается к правому краю страницы, а сама форму-
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возможности практического использования.  

Список литературы должен содержать полные библиографические данные. Он составляется в по-
рядке упоминания ссылок в тексте. Ссылки на неопубликованные работы не допускаются. Ссылки дают-
ся в оригинальной транслитерации. Порядковые номера ссылок по тексту указываются в квадратных 
скобках (например, [1], [2]). 
 Статья подписывается всеми авторами. К статье прилагаются сведения об авторах и экспертное за-
ключение о возможности опубликования статьи в открытой печати.   

Сведения об авторах представляются на отдельной странице и содержат: фамилию, имя, отчество 
автора (авторов), ученую степень, звание, место работы и занимаемую должность, специалистом в какой 
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машний), адрес электронной почты. Следует указать автора, с которым нужно вести переписку и направ-
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Редакция оставляет за собой право производить редакционные изменения и сокращения, не иска-
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 Авторы несут ответственность за направление в редакцию уже ранее опубликованных статей или 
статей, принятых к печати другими изданиями. Редакция предоставляет право первоочередного опубли-
кования статей лицам, осуществляющим послевузовское обучение (аспирантура, докторантура, соиска-
тельство) в год завершения обучения. Плата за опубликование статей не взимается. 
 Всю корреспонденцию следует направлять простыми или заказными письмами (бандеролями) на 
адрес редакции.  

Образец оформления статьи, сведений об авторах и экспертного заключения можно посмотреть на 
сайте журнала по адресу http://pfmt.gsu.by.  
 Журнал «Проблемы физики, математики и техники» включен в каталог печатных средств массовой 
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The paper submitted to the Editorial Board of the journal «Problems of Physics, Mathematics and Tech-
nics», should meet the following requirements. Contents of a paper should be written in line with the scope of 
the journal. The paper should be written in Russian, Belarusian and English, edited thoroughly and submitted in 
two copies to the Editorial Office. The manuscript should be printed on A4 white paper with all pages numbered. 
In addition, the authors must submit the electronic version of their manuscript either on a floppy (CD) or by e-
mail (e-mail: pfmt@gsu.by). 

To prepare a paper it is possible to use MS Word for Windows (6.0/95/97/2000), Times New Roman type, 
14 pt. All margins are 2 cm. The author may also use 12pt LaTeX in standard style article without redefinition of 
the margins and introduction of the author’s commands. 

Index UDC is sited in the left corner of the first page. The title of the paper in capital letters is followed by 
the name(s) of the author(s), authors' affiliations and full postal addresses next to which are an abstract of no 
more than ten lines and keywords. Relevant keywords should be placed just after the Abstract. 

A paper, as a rule, should include Introduction, Body Text, Conclusion and Literature. The title of the paper 
must be concise. It describes the main idea of your research. 

In the Introduction the author gives a brief review of literature, his grounds and specific objectives, he de-
scribes links with scientific and practical branches. All background information such as reference to the papers 
of others authors and some previous publications (including foreign ones) in the field of investigation is 
necessary. 

The main part should contain description of the techniques used and objects of investigation within a large 
scientific framework. This part may be divided into subsection (with explanatory headings). It provides the read-
ers with the analysis of the publications on the problem described in these subsections. 

Formulas, figures and tables should be sequentially numbered in the framework of the section, for example: 
(1.1), (2.3), figure 1.1, table 2.1. Through numbering of figures and tables is possible. The author should number 
only the formulas with appropriate references. The formula number is placed on the right side of the page and 
the formula itself is centred. 

Figures and tables should be put into a contextual framework. The size of figures and charts does not ex-
ceed 10х15 cm. Halftone photos should be glossy and contrast. Do not repeat extensively in the text the data you 
have presented in tables and figures. 

Each table should have the heading, in which units of measure describe the values under consideration. All 
measurements and data should be given in SI units, or if SI units do not exist, in an international accepted unit. 
The authors are advised to avoid abbreviations except for generally accepted ones (i. e., etc.). Define all abbre-
viations the first time they are used. 

In the Conclusion the received data are described in concise form. The novelty of these results, advantages 
and possibility of practical use are presented. 

Publications cited in the text should be presented in a list of references following the text of the manuscript. 
References should be given in their original spelling, numbered in the order they appear in the text and contain 
full bibliography. Please, do not cite unpublished papers. The numbers of references are sited in square brackets 
(e.g. [1], [2]). 

The paper is signed by all authors. The information about the authors and the conclusion of the experts 
about the possibility of publication in press are enclosed. 

The authors should provide the following information on a separate sheet: surname, first name, patronymic, 
science degree, rank and correct postal address for correspondence, organization or company name and position, 
title, research field, home and office phone numbers, fax number, and e-mail address. 

Then the paper is sent to the Editorial Board to be reviewed. The Editorial Office informs the authors of 
paper denial and the reviewer's conclusion without returning the manuscript. A request to revise the manuscript 
does not imply that the paper is accepted for publication since it will be re-reviewed and considered by the Edito-
rial Board. The authors of the rejected paper have the right to apply for its reconsideration. 

The Editorial Board has the right to edit the manuscript and abridge it without misrepresenting the paper 
contents. 

Papers not meeting the above requirements are denied and returned to the authors. The date of receipt of the 
final version by the Editorial Office is considered as the submission date. 

Authors are responsible for the submission of their publication because submission is a representation that 
the paper has not been previously published and is not currently under consideration for publication elsewhere. 
The Editorial Board charters top-priority for postgraduate students (postgraduate course, persons working for 
doctor's degree, competitors for scientific degree) during the current year of the completion of a course. Publica-
tion of the paper is free of charge. 

In case of questions relating to paper submission visit website of the journal http://pfmt.gsu.by. 
The journal «Problems of Physics, Mathematics and Technics» is included in the mass media catalogue of 

the Republic of Belarus. Index: 01395 (for personal subscribers), 013952 (for enterprises and organizations). 
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