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Аннотация. Конечная ненильпотентная группа называется B-группой, если в ее фактор-группе по подгруппе  
Фраттини все собственные подгруппы примарны. Конечная группа, у которой все силовские подгруппы циклические, 
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Введение 
Конечная группа, у которой все силовские 

подгруппы циклические, называется z-группой. 
B-группа – это конечная ненильпотентная груп-
па, у которой в фактор-группе по подгруппе 
Фраттини все собственные подгруппы примар-
ны. Группа Шмидта также является B-группой. 
Обе эти группы бипримарны, одна из силовских 
подгрупп в этих группах – нормальная, а другая – 
циклическая, см. лемму 2.2 [1]. Фактор-группа 
нормальной силовской подгруппы по подгруппе 
Фраттини – главный фактор и в группе Шмидта, 
и в B-группе. Однако между B-группами и груп-
пами Шмидта есть и различия. Так, если в груп-
пе Шмидта подгруппа Фраттини нормальной 
силовской подгруппы содержится в центре груп-
пы, то в B-группе это свойство нарушается.  
 В работе [1] установлены  основные свойст-
ва B-групп и изучена группа, факторизуемая  
B-группой и примарной группой. В частности, 
доказано, что если конечная группа G = HK 
представима в виде произведения B-подгруппы 

H и примарной подгруппы K, и если порядок 
ненормальной силовской подгруппы в H не ра-
вен 3 и 7, то группа G разрешима. В работе [2] 
мы установили, что конечная p-разрешимая 
группа, представимая в виде произведения двух 
своих подгрупп Шмидта, имеет p-длину не более 
2. Эта оценка точная. Примером является сим-
метрическая группа 4.S  В работе [3] была иссле-

дована конечная группа G = HK, факторизуемая 
двумя B-подгруппами H и K. Такая группа может 
быть простой, например, знакопеременная груп-
па 5A  степени 5, которая факторизуется двумя 

своими B-подгруппами 4H A  и 5 2 .[ ]K C C   

В случае, если конечная группа G = HK p-раз-
решима, установлены достаточные условия, при 
которых p-длина группы G равна единице. Если 
B-подгруппы H и K сверхразрешимы, то конеч-
ная группа G = HK разрешима. Кроме того, если 
группа G нечетного порядка, то G сверхразре-
шима. 
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Конечная факторизуемая группа, у которой 
оба сомножителя являются z-группами, исследо-
валась в [4]–[6]. В работе [7] было доказано, что 
конечная разрешимая группа, которая предста-
вима в виде произведения холловой z-подгруппы 
и группы Шмидта, содержит нильпотентную 
нормальную подгруппу, фактор-группа по кото-
рой метабелева. 

В настоящей работе исследуются свойства 
конечной группы G = HK, представимой в виде 
произведения нильпотентной или B-подгруппы 
H и z-подгруппы K взаимно простых порядков. 
Устанавливается, что если группа G разрешима, 
то ее второй коммутант нильпотентен, производ-
ная длина ее фактор-группы по подгруппе Фрат-
тини не превышает трех, p-длина группы G не 
превышает 2 для каждого ( )p H  и равна 1 

для каждого ( ).p K  Если группа G простая, 

то 2 ( )mG PSL p  и все значения для mp  указаны. 

 
1 Вспомогательные результаты 
В статье рассматриваются только конечные 

группы. Мы используем стандартные обозначения, 
определения, а также терминологию из [8], [9]. 

Приведем некоторые наиболее часто ис-
пользуемые обозначения. Центр, коммутант, 
подгруппы Фраттини и Фиттинга группы G обо-
значаются соответственно через ( ),Z G  ,G  

( )G  и ( ).F G  Запись Y X  ( )Y X  использу-

ется для обозначения подгруппы (собственной 
подгруппы) группы X, а ( )pO X  – наибольшая 

нормальная p-подгруппа группы X. 
Для определенных групп будем использо-

вать следующие обозначения:  

mZ  – циклическая группа порядка M,  

mp
E  – элементарная абелева группа порядка ,mp  

2nD  – диэдральная группа порядка 2n,  

nS  и nA  – симметрическая и знакоперемен-

ная группы степени N, 
N  – класс всех нильпотентных групп, 
A  – класс всех абелевых групп, 

2 NA NAA  – формационное произведение. 
Полупрямое произведение двух подгрупп A 

и B с нормальной подгруппой A мы будем запи-
сывать двумя способами: [A]B либо A B  в свя-
зи тем, что в цитируемых источниках оно обо-
значается по-разному. Группа G с нормальной 
силовской p-подгруппой pG  называется p-зам-

кнутой. Если в группе G есть нормальная под-
группа pG   такая, что [ ] ,p pG G G  то группа G 

называется p-нильпотентной. 
Для B-группы с нормальной силовской  

p-подгруппой и ненормальной силовской 
q-подгруппой будем использовать обозначение 

, .p qB    

Приведем свойства B-групп, которые мы 
будем использовать при доказательстве теоремы. 

Лемма 1.1 [1, леммы 2.2 и 2.4]. Пусть B – 

,p qB  -группа, p и q – ее силовские p- и q-подгруп-

пы. Тогда справедливы следующие утверждения: 
(1) B = [P]Q; 
(2) ( ) ( ),P B P    P B  и / ( )P P  – 

главный фактор группы B порядка ,mp  где M – 

показатель числа p по модулю q; 
(3) Q y    – циклическая подгруппа и 

( ).qy Z B  Кроме того, ( ) ( ) qB P y      и 

( ) ( );Z B B   

(4) Если H – нормальная в B подгруппа и 
,H B  то H нильпотентна; 

(5) Если M – максимальная в B подгруппа, то 
либо M нормальна в B и ,qM P y    либо 

[ ( )] xM P Q   для некоторого .x B  

(6) Если N – нормальная подгруппа  

,p qB  -группы B, ,N B  то 

(6.1) cиловская p-подгруппа 1P  из N либо 

совпадает с силовской p-подгруппой группы B, 
либо 1 ( ) ( );P B P P      

(6.2) cиловская q-подгруппа 1Q  из N содер-

жится в ( ),qy Z B    где y   – силовская q-под-

группа группы B; 
(6.3) либо ,P N  либо ( );N B   

(6.4) фактор-группа /B N  либо является 

,p qB  -группой, либо циклической q-группой. 

Лемма 1.2 [7, лемма 2.1]. Пусть F  – фор-
мация. Тогда произведение NF  является насы-
щенной формацией. 

Лемма 1.3. Пусть F  – насыщенная форма-
ция и G – разрешимая группа. Предположим, 
что G не принадлежит ,F  но /G N F  для 
каждой неединичной нормальной подгруппы N 
группы G. Тогда G – примитивная группа. 

Доказательство. Утверждение легко выво-
дится из соответствующих определений.             

Если H – подгруппа группы G, то пересече-
ние всех подгрупп, сопряженных с H, называется 
ядром подгруппы H в группе G. Группа называ-
ется примитивной, если она содержит макси-
мальную подгруппу с единичным ядром. 

Лемма 1.4 [9, теоремы 4.41, 4.42]. Пусть G – 
примитивная группа с примитиватором M. Тогда: 
 (1) ( ) 1;G   

(2) ( ) ( ( )) ( )G pF G C F G O G   и ( )F G  явля-

ется элементарной абелевой p-подгруппой по-
рядка np  для некоторого простого p; 

(3) в группе G единственная минимальная 
нормальная подгруппа, совпадающая с F(G); 

(4) [ ( )]G F G M  и ( ) 1;pO M   
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(5) M изоморфна неприводимой подгруппе 
группы ( , ).GL n p  

Лемма 1.5 [9, теорема 2.8]. Если ,K G  то 

( ) / ( )G GN K C K  изоморфна подгруппе из Aut( ).K  

Лемма 1.6 [9, теорема 2.16]. Если N – нор-
мальная подгруппа в группе G и N циклическая, 
то Aut( )N  абелева. Кроме того, если | | ,N p  

то 1Aut( ) .pN Z   

Лемма 1.7 [10, лемма 5]. Если G – мета-
нильпотентная группа, то p-длина группы G не 
превышает 1 для любого простого p. 

Лемма 1.8 [11, лемма 7]. Пусть G = AB – 
простая неабелева группа, где A и B – собствен-
ные холловы разрешимые подгруппы группы G. 
Тогда G является группой одного из следующих 
типов и допускает только приведенные факто-
ризации: 

1. 2 (2 ),nG SL  2,n   причем 2 2 1
,n

nA C C


   

2 1nB C


  и 1;A B   

2. 2 ( ),G PSL q  1( 4),q mod   {7,11},q  

причем 1
( 1)

2
q

A U Z


   (| | ),U q  1qB D   и 1;A B   

3. 2 (7)G PSL  

 (a) 7 ,A C  4B S  и 1,A B   

(b) 7 3 ,A C C   4B S  и 3 ,A B C   

(c) 7 3 ,A C C   8B D  и 1;A B   

4. 2 (11)G PSL  

(a) 4 ,A A  11 5B C C   и 1,A B   

(b) 12 ,A D  11 5B C C   и 1;A B   

 5. 3 (3),G PSL  причем 11,A C  2
43 : 2 ,B S  

1;A B   

6. 11,G M  причем 11 5,A C C   2
83 : .2,B Q  

1.A B   
 

2 Основные результаты 
Теорема 2.1. Пусть G HK  – конечная 

группа, H – B-подгруппа или нильпотентна, K – 
z-подгруппа и (| |,| |) 1.H K   

(1) Если группа G разрешима, то 
(1.1) второй коммутант ( )G   является 

нильпотентной подгруппой; 
 (1.2) производная длина фактор-группы 

/ ( )G G  не превышает 3; 

(1.3) p-длина группы G не превышает 2 для 
каждого ( )p H  и равна 1 для каждого ( ).p K   

(2) Если группа G – простая, то G – группа 
одного из следующих типов: 
 (2.1) 2 (2 ),nG SL  2,n   2 1n   – простое 

число, 2 2 1
,n

nH C C


   
2 1

;nK C


  

(2.2) 2 ( ),G PSL q  2 1mq    – простое чис-

ло, 5,m   1,qH D   1
( 1)

2

;q
q

K C C


   

(2.3) 2 (7),G PSL  8 ,H D  7 3;K C C   

(2.4) 2 (7),G PSL  4H A  или 12 ,H D  

11 5.K C C   

Доказательство. (1) Воспользуемся индук-
цией по порядку группы G. Докажем, что 

2.GNA  Пусть N – неединичная нормальная 
подгруппа группы G. Фактор-группа  

/ ( / )( / ),G N HN N KN N  
где / / ,HN N H H N   поэтому /HN N  либо 
B-группа, (см. лемму 1.1), либо нильпотентная 
группа. А фактор-группа / / ,KN N K K N   

поэтому /KN N  является z-группой. Ясно, что  
(| / |,| / |) 1.HN N KN N   

По индукции 2/ .G NNA  По лемме 1.2 произве-
дение 2NA  – насыщенная формация. Следова-
тельно, по лемме 1.3, группа G примитивна. А по 
лемме 1.4 G содержит единственную минималь-
ную нормальную подгруппу, которая совпадет с 
подгруппой Фиттинга ( ),F F G  а подгруппа 

Фраттини ( )G E   – единичная подгруппа. 

Кроме того, группа [ ] ,G F M  ( )GF C F  и 

( )pF O G  – элементарная абелева p-группа для 

некоторого простого числа ( ).p G  

Предположим, что подгруппа F цикличе-
ская. Тогда | | .F p  По леммам 1.5 и 1.6 фактор-

группа /G F  изоморфна подгруппе из 1.pZ    

Теперь 2 2.G A NA  
Значит будем считать, что подгруппа F не-

циклическая. Так как H и K – холловы подгруп-
пы группы G, то возможны следующие включе-
ния: F H  или .F K   

Предположим, что .F K  Так как F – эле-
ментарная абелева p-группа, содержащаяся в 
циклической силовской p-подгруппе z-группы K, 
то F имеет простой порядок p. Противоречие. 

Теперь предположим, что .F H  Если под-
группа H нильпотентна, тогда ,p pH H H    где 

pH  – силовская p-подгруппа, а pH   – p -хол-

лова подгруппа группы H. Ясно, что .pF H  

Так как ( ),GF C F  то 1.pH    По лемме 1.4 

( / ) 1,pO G F   следовательно 2( / ) /F G F F F  – 

p -группа. Теперь  

2 / / / ,F F KF F K K F    
значит все силовские подгруппы фактор-группы 

2 /F F  циклические, а так как 2 /F F  нильпо-

тентна, то 2 /F F  – циклическая. Из свойств под-

группы Фиттинга разрешимой группы следует, 
что / 2 2( / ) / .G FC F F F F  По лемме 1.5  

/ 2

2 2 2

( / ) / ( ( / ))

( / ) / ( / ) / Aut( / ).
G FG F C F F

G F F F G F U F F


   
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Так как 2 /F F  – циклическая, то по лемме 1.6 

группа 2Aut( / )F F  – абелева. Теперь 2/ ,G F A  

2 /F F A  и ,F A  поэтому 3 2.G A NA   

Предположим теперь, что подгруппа H не-
нильпотентна. Тогда она является B-группой. По 
лемме 1.1 H = [R]Q, где R – нормальная силов-
ская R-подгруппа, а Q – циклическая силовская 
q-подгруппа, причем r и q – простые числа и 

.r q  Так как подгруппа F нециклическая, то F –  

r-подгруппа и значит r = p. По лемме 1.4 
( / ) 1,pO G F   следовательно, 2( / ) /F G F F F  – 

p -группа. Теперь  в 2( / ) /F G F F F  все си-

ловские подгруппы циклические, поэтому 

2( / ) /F G F F F  – циклическая подгруппа.  

Повторяя доказательство из предыдущего абза-
ца, заключаем, что 2.GNA  Из определения 
произведения формаций ,N  A  и A  следует, что 
второй коммутант группы G нильпотентен.  
Утверждение (1.1) доказано.  
 По лемме 1.4 фактор-группа ( ) / ( )F G G  

абелева, значит 3/ ( ) .G G A  Это означает, что 

производная длина фактор-группы / ( )G G  не 

превышает 3, и утверждение (1.2) справедливо.  
Из утверждения (1.1) следует, что 2.GNA  

Поэтому группа G является расширением мета-
нильпотентной группы с помощью метанильпо-
тентной. Так как по лемме 1.7 метанильпотент-
ная группа имеет p-длину не более 1, то p-длина 
группы G не превышает 2 для всех ( ).p G  

Если ( ),p K  то силовская p-подгруппа в G 

циклическая ввиду условий: (| |,| |) 1H K   и K – 

z-подгруппа. Теперь ( ) 1pl G   согласно [8, 

IV.6.6] и утверждение (1.3) справедливо. 
Утверждение (1) доказано полностью.  
(2) Пусть теперь группа G – простая. Тогда 

применима лемма 1.8, согласно которой для 
группы имеется шесть возможностей.  

Предположим, что 2 (2 ),nG AB SL   2,n   

причем 2 2 1
,n

nA C C


   
2 1nB C


  и 1.A B   

Так как A ненильпотентна и содержит нецикли-
ческую силовскую подгруппу 2 ,nC  то 

2 2 1n

nA H C C


    – B-группа. Поскольку 

2 2 2( ) ,n
GC G G C   то ( ) 1H   и H – группа 

Шмидта. По свойствам групп Шмидта заключа-
ем, что 

2 1
| |nC


 –простое число. Теперь G – груп-

па из пункта (2.1). 
Пусть теперь 2( ),G AB PSL q   1( 4),q mod   

{7,11},q  причем 1
( 1)

2
q

A U Z


   (| | ),U q  

1qB D   и 1.A B   Так как 1| |qD   делится на 4, 

то силовская 2-подгруппа в 1qD   не циклическая и 

1qB D   не может быть z-группой.  

Поэтому 1qH B D    либо 2-группа, либо  

B-группа. Но B-группой она быть не может, по-
скольку 1qD   не 2-замкнута и ее силовская  

2-подгруппа нециклическая. Следовательно, 

1qH B D    – диэдральная 2-группа и 1 2mq    

для некоторого 4.m   Подгруппа A K  должна 
быть z-группой, значит, q – простое число. По-
этому 2 1mq    – простое число Мерсенна. Те-

перь G – группа из пункта (2.2). 
Так как H и K не могут быть изоморфны 

группе 4 ,S  то при 2 (7)G PSL  подгруппа 

8 ,H D  а подгруппа 7 3.K C C   

Так как 4A  и 12D  являются B-группами, то 

при 2 (7)G PSL  подгруппа 4H A  или 

12 ,H D  а подгруппа 11 5.K C C   

Изоморфизмы 3 (3)G PSL  и 11G M  в 

нашем случае исключаются, поскольку в факто-
ризациях этих групп не участвуют в качестве 
сомножителей нильпотентные группы и  
B-группы.                                                                  

Пример. Симметрическая группа 4S  степе-

ни 4 имеет производную длину, равную 3, и  
2-длину, равную 2. Группа 4S  является произве-

дением 2-подгруппы и циклической подгруппы 
порядка 3. 4S  также является произведением  

B-подгруппы 3S  и циклической подгруппы по-

рядка 4. Этот пример указывает на то, что полу-
ченные оценки производной длины и p-длины 
являются точными. 
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