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Аннотация. Получены точные решения двумерных парциальных интегральных уравнений Логунова – Тавхелидзе для 
состояний рассеяния системы двух скалярных частиц одинаковой массы. Взаимодействие частиц моделировано 
квазипотенциалом «дельта-окружность», заданным в релятивистском конфигурационном представлении и 
суперпозицией двух таких квазипотенциалов. В результате анализа парциальных сечений рассеяния и полной 
двумерной амплитуды рассеяния выявлено резонансное поведение этих величин. Установлено, что особенностью 
двумерного рассеяния, в отличие от его трехмерного варианта, является неограниченный рост сечения рассеяния, 
соответствующего состояниям с равным нулю азимутальным квантовым числом при стремлении быстроты к нулю 
(энергии к массе покоя). Эта особенность обусловлена логарифмическим поведением парциальной функции Грина при 
малых значениях быстроты. На примере найденных точных решений продемонстрировано выполнение условия 
унитарности двумерных парциальных амплитуд рассеяния. 
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Введение  
Моделирование короткодействующих взаи-

модействий посредством потенциалов, содержа-
щих дельта-функции, широко применяется в за-
дачах квантовой механики и квантовой теории 
поля, так как при этом возможно получение точ-
ных решений уравнений, описывающих состоя-
ния систем частиц. Например, точные решения 

уравнения Шрёдингера рассматривались в рабо-
тах [1], [2], а решения уравнения Дирака – в ра-
ботах [3]–[7]. Однако, решения интегральных 
квазипотенциальных уравнений относительно 
состояний рассеяния исследовались только в 
одномерном [8], [9] и трехмерном [10]–[12] слу-
чаях. В настоящей работе в релятивистском кон-
фигурационном представлении (РКП) 
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применительно к состояниям рассеяния рассмат-
ривается двумерная задача для квазипотенциала 
«дельта-окружность» и суперпозиции двух таких 
квазипотенциалов. 

 
1 Парциальные интегральные уравнения 
Двумерные интегральные уравнения квази-

потенциального типа, сформулированные в РКП 
для описания состояний упругого рассеяния сис-
темы двух скалярных частиц одинаковой массы 
m, имеют вид ( 1) :с   

ψ( , ) ( , ) ( ; , ) ( )ψ( , ) ,qG E V d      q ρ q ρ ρ ρ q ρ ρ (1.1) 

где ψ( , )q ρ  – двумерная волновая функция; q –

относительный начальный импульс двухчастич-
ной системы; ρ ρρ n  – двумерный радиус-век-

тор в РКП; ρ  – модуль радиус-вектора; (ρ )V   – 

локальный в РКП квазипотенциал; ( ; , )qG E ρ ρ  – 

функция Грина; 2 22 2qE m q  – энергия 

двухчастичной системы; ( , ) q ρ  – релятивист-

ская плоская волна, которая в двумерном про-
странстве имеет вид 

1
ρ

2

( , ) .

im

qE

m

  
   

 

ρqn
q ρ        (1.2) 

Разложение релятивистской плоской волны 
(1.2), функции Грина и волновой функции на 
парциальные составляющие соответственно 
представим в следующей форме: 

μ
μ

μ

ξ( , ) (χ ,ρ)exp( μ );qi s i




 q ρ  

ψ( , ) ψ ( , ) exp( μ );
sh

q

q

i
i

m






   
 

q ρ  (1.3) 

1
( ; , ) ( ; , )exp( μ ),q qG E G i






     

ρ ρ  

где в целях упрощения последующих вычисле-
ний введена быстрота χ ,q  связанная с энергией 

системы выражением 2 2 ch χ ;q qE m  ψ ( , )q    – 

парциальные волновые функции в РКП;   – 

азимутальное квантовое число;   – угол между 
векторами q и ;ρ  ( ;ρ,ρ )qG   – парциальные 

функции Грина в РКП;   – угол между вектора-

ми ρ  и ;ρ  μ (χ ,ρ)qs  – парциальные волны, 

представимые выражениями [13] 

μ μ
μ ρ 1 2

(1 2 ρ)
(χ ,ρ) (chχ ),

(1 2 μ ρ)q im q

im
s i P

im  

 


  
 (1.4) 

здесь ( )z  – гамма-функция Эйлера; ( )b
aP z  – 

функция Лежандра первого рода.  
 Подставляя (1.3) в (1.1), получим двумер-
ные интегральные уравнения для парциальных 
волновых функций: 

μψ (χ , ) sh (χ ,ρ)q q qm s         (1.5) 

0

2 (χ ;ρ,ρ ) (ρ )ψ (χ ,ρ ) ρ .q qG V d


       

Парциальные функции Грина двумерного урав-
нения Логунова – Тавхелидзе имеют вид: 

 

μ

*
μ μ

ρρ sh(χ )
(χ ;ρ,ρ )

4sh(2χ )

(χ ,ρ) (χ ,ρ )

1 exp π (ρ ρ )
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   
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 

*
μ μ(χ ,ρ) (χ ,ρ )

.
1 exp π (ρ ρ )

q qe e

m

   
   

            (1.6) 

В (1.6) введены обозначения 

μ
μ

2 (1 2 ρ)
(χ ,ρ) cth(π ρ)

(1 2 μ ρ)q

im
e i m

im
  

 
   

 

μ
1 2 ρ (chχ ),im qQ                (1.7) 

где ( )b
aQ z  – функция Лежандра второго рода. 

Отметим, что сумма первых двух слагае-
мых, заключённых в квадратные скобки в выра-
жении (1.6), при     имеет неопределенность 

вида 0 / 0. Раскрывая ее по правилу Лопиталя, 
получим: 

μ

*
μ μ

*
μ μ

(χ ;ρ ,ρ )

ρ sh(χ )
(χ ,ρ ) (χ ,ρ )

4sh(2χ )

(χ ,ρ ) (χ ,ρ )

π ρ
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i
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 

* *
μ μ μ μ(χ ,ρ ) (χ ,ρ ) (χ ,ρ ) (χ ,ρ )

π ρ 1 exp 2π ρ
q q q qe e e e

m m

      
  

   
 

 

*
μ μ(χ ,ρ ) (χ ,ρ )

.
1 exp 2π ρ

q qe e

m

   
 

 
              (1.8) 

Асимптотическое поведение при ρ   

функций (1.4), (1.7) и парциальных функций 
Грина (1.6) описывается формулами 

μ ρ

2
(χ ,ρ) cos ρ χ ,

ρ sh χ 2 4q q
q

s m
m

       
(1.9) 

μ ρ
(χ ,ρ)qe 


  

2
exp ρ χ ,

ρ sh χ 2 4q
q

i i m
m

             
 (1.10) 

*
μ μρ
(χ ;ρ,ρ ) (χ ,ρ )

sh(2χ )q q
q

i
G s



    

ρ sh χ π π
exp ρ χ μ .

2π 2 4
q

qi m
m

         
   (1.11) 
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2 Определение двумерной амплитуды 
рассеяния  

С учетом (1.9)–(1.11) получим из уравнения 
(1.5) асимптотическое поведение парциальных 
волновых функций: 

2
ψ (χ , ) cos ρ χ

2 4q qm 

         
 

μsh (χ )exp ρ χ .
2 4q q qi m f i m

           
 (2.1) 

Здесь μ (χ )qf  – двумерные парциальные ампли-

туды рассеяния: 

μ

2
(χ )

sh(2χ )q
q

f
m

 
   

*
μ

0

ρ (ρ ) (χ ,ρ )ψ (χ , ) ρ .q qV s d


           (2.2) 

После нахождения парциальных амплитуд дву-
мерные парциальные сечения (χ )q  и двумер-

ное полное сечение рассеяния (χ )q  определя-

ются по формулам 
2

μ(χ ) 2 (χ ) ;q qf    

 0
1

(χ ) (χ ) 2 (χ ).q q q






             (2.3) 

Для вывода условия унитарности парциаль-
ных амплитуд рассеяния сгруппируем слагае-
мые, соответствующие расходящейся и сходя-
щейся волнам, и получим  

1
ψ (χ , ) exp ρ χ

2 42
q qi m 

              
 

μ

1
sh (χ )

2
q qi m f

 
     

 

exp ρ χ .
2 4qi m

          
                (2.4) 

Теперь из (2.4) определим отношение коэф-
фициента, стоящего перед экспонентой в слагае-
мом, содержащем расходящуюся волну, к коэф-
фициенту, записанному на такой же позиции в 
слагаемом, содержащем сходящуюся волну, и 
обозначим эту величину как μ (χ )qS . Данное от-

ношение, вычисляемое с использованием асим-
птотических решений, принимает вид: 

1/ 2
μ

μ 1/2

(2 ) sh (χ )
(χ )

(2 )

q q

q

i m f
S





  
 


 

μ1 2 sh (χ ).q qi m f       (2.5) 

Если функция (2.5) удовлетворяет условию  
*

μ μ(χ ) (χ ) 1,q qS S        (2.6) 

то функции (2.5) могут быть представлены в сле-
дующей форме  

μ (χ ) exp(2 (χ )),q qS i    (2.7) 

где (χ )q  – фазовый сдвиг. Пользуясь (2.5)– 

(2.7), нетрудно получить выражение 

2

μ μ

sh χ
Im (χ ) (χ ) ,

2
q

q q

m
f f


  (2.8) 

которое является условием унитарности для пар-
циальных амплитуд рассеяния и аналогично не-
релятивистскому [14]. 
 

3 Решения интегральных парциальных 
уравнений для квазипотенциала «дельта-
окружность»  

Рассмотрим квазипотенциал вида: 

1 1( ) ( ),V а        (3.1) 

где 1( )a   – дельта-функция; 1а  – радиус 

«дельта-окружности»; 1  – константа. Подстав-

ляя (3.1) в (2.2) и вычисляя интегралы с учетом 
свойств дельта-функции, получим парциальные 
амплитуды рассеяния  

1 *
μ 1 μ 1 1

2
(χ ) (χ , )ψ (χ , ),

sh(2χ )q q q
q

а
f s а а

m 


   (3.2) 

где 1ψ (χ , )q a  – неизвестный коэффициент. Для 

его определения подставим (3.1) в (1.5) и после 
вычисления интегралов получим 

μψ (χ , ) sh (χ ,ρ)q q qm s       

1 1 12 (χ ;ρ, )ψ (χ , ).q qG а а           (3.3) 

Из (3.3) нетрудно получить формулу для вычис-
ления искомого коэффициента: 

μ 1 1

1
1 1 1

(χ , ) sh χ
ψ (χ , ) .

1 2 (χ ; , )

q q

q
q

s а ma
а

G а а



 

     (3.4) 

После подстановки (3.4) в (3.2) получим оконча-
тельное выражение для парциальных амплитуд 
рассеяния: 

*
μ 1 μ 11 1

μ
1 1 1

sh (χ , ) (χ , )2
(χ ) .

2 (χ ; , ) 1sh(2χ )

q q q

q
qq

s а s аа
f

G а аm 

 


 
(3.5) 

Нетрудно убедиться, что эти амплитуды удовле-
творяют условию унитарности (2.8). Используя 
(3.5), получим парциальные сечения рассеяния 

4
2 2 2

μ 11 1
μ 2 2

1 1 1

sh (χ , )4
(χ ) .

sh (2χ ) 2 (χ ; , ) 1

q q

q
q q

s аа

m G а а

 
 

 
 (3.6) 

На рисунке 3.1 проиллюстрированы зави-
симости парциальных сечений рассеяния (3.6) от 
быстроты χ q  для первых трех значений азиму-

тального квантового числа .  

Численный расчет показывает, что парци-
альное сечение рассматриваемой системы час-
тиц, находящейся в состоянии с равным нулю 
азимутальным квантовым числом, при малых 
значениях быстроты (при энергии близкой к мас-
се покоя) неограниченно возрастает. Это связано 
с тем, что соответствующая функция Грина в этой 
области   имеет  логарифмическую   особенность. 
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    a) 1 1a m                 б) 1 2a m   

Рисунок 3.1 – Зависимость парциальных сечений от быстроты при 1 10m   
 

 
a) 1 1a m           б) 1 2a m   

Рисунок 3.2 – Зависимость полного сечения от быстроты при 1 10m   

 
На рисунке видно, что при μ = 0 и 1 1a m   в за-

висимости 0 ( )q   при некотором значении бы-

строты наблюдается резкое увеличение этого 
парциального сечения рассеяния. Для системы 
частиц, находящейся в состояниях с   = 1 и 

μ = 2, подобное поведение не наблюдается (ри-
сунок 3.1, а), однако, с увеличением радиуса 
«дельта-окружности», как видно на рисунке 
3.1, б, резкое увеличение зависимостей   от q  

наблюдается и в этих состояниях. 
На рисунке 3.2 приведена зависимость пол-

ного сечения рассеяния от быстроты, рассчитан-
ная по формуле (2.3). При этом ряд был усечен 
до суммы первых двенадцати членов, так как 
последующие слагаемые вносят пренебрежимо 
малый вклад, что проверено дополнительными 
вычислениями. 

Сравнивая рисунки 3.1 и 3.2, видим, что ос-
новной вклад в полное сечение рассеяния при 
малых значениях быстроты вносит парциальная 
составляющая, соответствующая состоянию  

с 0.   Это обусловлено неограниченным рос-

том данного парциального сечения в низкоэнер-
гетической области. На рисунке 3.2 наблюдаются 
резкие изменения полного сечения при тех же 
значениях быстроты, что и парциальных сечений 
(рисунок 3.1). 

 
4 Решение интегральных парциальных 

уравнений для суперпозиции двух квазипо-
тенциалов «дельта-окружность» 

Рассмотрим теперь решение уравнений (1.5) 
при выборе взаимодействия вида 

1 1 2 2( ) ( ) ( ),V a a           (4.1) 

где 1  и 2  – действительные константы; 1a  и 

2a  – радиусы «дельта-окружностей» 1 2( ).a a  

Подставляя квазипотенциал (4.1) в интегральные 
уравнения (1.5) получим 

μψ (χ , ) sh (χ ,ρ)q q qm s       

1 1 12 (χ ; , )ψ (χ , )q qG a a      

2 2 22 (χ ; , )ψ (χ , ).q qG a a               (4.2) 
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Для нахождения неизвестных констант 

1ψ (χ , )q a  и 2ψ (χ , )q a  положим в (4.2) 1a   и 

2a   и, тем самым, сведем это уравнение к сис-

теме двух линейных алгебраических уравнений 
относительно этих констант:  

1 1 1 2 1 2

1 2 1 2 2 2

1 2 (χ ; , ) 2 (χ ; , )

2 (χ ; , ) 1 2 (χ ; , )
q q

q q

G a a G a a

G a a G a a
 

 

    
     

 (4.3) 

1 μ 11

2 2 μ 2

sh (χ , )ψ (χ , )
.

ψ (χ , ) sh (χ , )

q qq

q q q

ma s aa

a ma s a





  
   
      

 

Решение системы (4.3) имеет вид  

1
1

( )
ψ (χ , ) ,

( )
q

q
q

a

 

 

 2
2

( )
ψ (χ , ) ,

( )
q

q
q

a

 


 
 (4.4) 

где 

  1 1 1 2 2 2

( )

1 2 (χ ; , ) 1 2 (χ ; , )

q

q qG a a G a a 

  

     
 

2
2 1 1 2 2 1(2 ) (χ ; , ) (χ ; , ),q qG a a G a a      

 
1

1 μ 1 2 2 2

( )

sh (χ , ) 1 2 (χ ; , )

q

q q qma s a G a a

  

    
 

 

2 μ 2 2 1 2sh (χ , )2 (χ ; , ),q q qma s a G a a    

 
2

1 1 1 2 μ 2

( )

1 2 (χ ; , ) sh (χ , )

q

q q qG a a ma s a

  

    
 

1 1 μ 1 2 12 sh (χ , ) (χ ; , ).q q qma s a G a a    

Двумерным парциальным амплитудам рас-
сеяния (2.2) двухчастичной системы в случае 
взаимодействия, описываемого квазипотенциа-
лом (4.1), соответствуют выражения  

*
μ 1 1 μ 1 1

2
(χ ) (χ , )ψ (χ , )

sh(2χ )q q q
q

f a s a a
m 

     

*
2 2 μ 2 2(χ , )ψ (χ , ) .q qa s a a

           (4.5) 

Амплитуды (4.5), как нетрудно убедиться, удов-
летворяют условию унитарности (2.8). Исполь-
зуя (4.4) и (4.5) получим выражения для парци-
альных сечений рассеяния 

2

μ 22 2

4
(χ )

sh (2χ ) ( )
q

q qm


  

 
  (4.6) 

2
* *

1 1 μ 1 1 2 2 μ 2 2(χ , ) ( ) (χ , ) ( ) .q q q qa s a a s a         

 

 
a) 2 2a m                           б) 2 3a m   

Рисунок 4.1 – Зависимость парциальных сечений от быстроты при 1 1,m   2 4m   и 1 1a m   
 

 
         a) 2 2a m                          б) 2 3a m   

Рисунок 4.2 – Зависимость полного сечения от быстроты при 1 1,m   2 4m   и 1 1a m   
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На рисунке 4.1 проиллюстрированы зави-
симости парциальных сечений рассеяния для 
первых трёх значений азимутального квантового 
числа от быстроты, а на рисунке 4.2 представле-
на зависимость полного двумерного сечения рас-
сеяния от быстроты, вычисленного как сумма 
первых двадцати парциальных сечений (4.6). 
Выбор верхнего предела суммирования 

max( 19)   обусловлен сходимостью ряда – учет 

следующих членов вплоть до max 30   не вно-

сит значимого изменения в результат. 
Анализируя графики, изображенные на ри-

сунках 4.1 и 4.2, видим, что для парциальных и 
для полных двумерных сечений рассеяния харак-
терно резкое изменения поведения. Как и в слу-
чае взаимодействия, описываемого квазипотен-
циалом «дельта-окружность», при увеличении 
радиуса 2a  внешней «дельта-окружности» коли-

чество таких резких изменений возрастает.  
 

Заключение 
В настоящей работе получены точные ана-

литические выражения для парциальных дву-
мерных амплитуд рассеяния и двумерных парци-
альных сечений рассеяния системы двух скаляр-
ных частиц одинаковой массы при выборе взаи-
модействия в виде квазипотенциала «дельта-
окружность» и суперпозиции двух таких квази-
потенциалов. Сформулировано условие унитар-
ности парциальных амплитуд рассеяния в дву-
мерном случае. В зависимости двумерных пар-
циальных и полного сечения рассеяния от быст-
роты выявлены их резкие изменения, проявляю-
щиеся характерными пиками на соответствую-
щих графиках. Установлено, что при моделиро-
вании взаимодействия суперпозицией двух по-
тенциалов «дельта-окружность» с увеличением 
радиуса внешней «дельта-окружности» количе-
ство пиков в полном сечении рассеяния возрас-
тает вследствие проявления их для состояний со 
всё большим азимутальным квантовым числом, 
что согласуется с поведением системы с одиноч-
ным квазипотенциалом «дельта-окружность».  
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