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Аннотация. Численно решены в релятивистском конфигурационном представлении двумерные парциальные 
интегральные квазипотенциальные уравнения, описывающие связанные состояния системы двух скалярных частиц 
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Введение  
В работе [1] для описания низкоэнергетиче-

ского рассеяния нуклонов было предложено ис-
пользовать потенциал Гаусса. Потенциалы этого 
типа активно использовались также для описа-
ния нерелятивистских связанных состояний [2]–
[11]. Авторами этих работ решались трёхмерное 
[2]–[9], двумерное [10] и одномерное [1] уравне-
ния Шрёдингера. Однако решение релятивист-
ской задачи об определении связанных состоя-
ний системы двух скалярных частиц с учетом 
потенциала Гаусса, заданного в двумерном реля-
тивистском конфигурационном представлении 

(РКП), ранее не рассматривалось. В настоящей 
работе мы рассмотрим эту задачу. 

 
1 Двумерные парциальные квазипотен-

циальные уравнения 
Двумерные интегральные уравнения квази-

потенциального типа, сформулированные в им-
пульсном представлении (ИП) для описания свя-
занных состояний системы двух скалярных час-
тиц одинаковой массы m в системе их центра 
масс, аналогичны трехмерным и имеют вид 
( 1) :с   
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где ψ( , )qE p  – волновая функция; p и k – дву-

мерные импульсы; ( ; , )qV E p k  – квазипотенциал; 

2 22 2qE q m   – энергия двухчастичной сис-

темы (0 2 );qE m   0 ( ; )q pG E E  – свободная 

функция Грина. Для связанных состояний ис-
пользуются обозначения  

sh( w ) sin w ;q qq m i im   
ch( w ) cos w ,q q qE m i m   

а wq  – параметр, принадлежащий интервалу 

 0; π 2 .  В настоящей работе рассмотрим урав-

нение Логунова – Тавхелидзе, функция Грина 
которого имеет вид 
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В рамках квантовой теории поля переход от 
двумерного ИП к двумерному РКП осуществля-
ется посредством разложения всех величин, со-
держащихся в интегральном уравнении (1.1), по 
функциям вида [11], [12] 
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где   ρρ n  радиус-вектор в РКП, ρ  – его мо-

дуль. Преобразование волновой функции из ИП 
в РКП и обратное ему соответственно имеют вид  

2

1
ψ( , ) ( , )ψ( , ) ,

(2 )q q
p

m
E E d

E
 

 ρ p ρ p p   (1.3) 

 *ψ( , ) ( , )ψ( , ) ,q qE E d p p ρ ρ ρ  (1.4) 

где ψ( , )qE ρ  – двумерная волновая функция в РКП. 

Используя интегральные преобразования 
(1.3), (1.4) и уравнение (1.1) для волновой 
функции в ИП, нетрудно получить двумерное 
интегральное уравнение в РКП: 
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где введены обозначения 
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Интегральное уравнение (1.5) в случае ло-
кальных в РКП квазипотенциалов 

( ; , ) ( ;ρ) ( ),q qV E V E   ρ ρ ρ ρ  

упрощается до 

ψ( , ) ( ; , ) ( ;ρ )ψ( , ) .q q q qE G E V E E d    ρ ρ ρ ρ ρ  (1.7) 

Разложение релятивистской плоской волны 
( , ) p ρ  на парциальные составляющие имеет 

следующий вид:  

μ
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где χ p  – быстрота, связанная с модулем импуль-

са p выражением sh χ ;pp m    – азимутальное 

квантовое число;   – угол между векторами p и 
;ρ  μ (χ ,ρ)ps  – парциальные волны, задаваемые 

выражениями [12]: 
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где ( )z  – гамма-функция Эйлера; ( )b
aP z  – 

функция Лежандра первого рода. 
Парциальные волны μ (χ ,ρ)ps  можно запи-

сать в виде  
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где ( )b
aQ z  – функция Лежандра второго рода. 

Парциальное разложение волновых функ-
ций и функции Грина представим выражениями:  

ψ( , ) ψ ( w , ) ;i
q q

i
E i e







 


ρ  

1
ψ( , ) ψ ( w , ) ,

sh
i

q q p

p

E i e
m







 


p   (1.9) 

1
( ; , ) ( w ;ρ,ρ ) ,i

q qG E G i e







 

ρ ρ  (1.10) 

где ψ ( w , )qi   и ψ ( w , )q pi   – парциальные вол-

новые функции в РКП и ИП соответственно; 
( )   – угол между ( )ρ p  и осью абсцисс; 

( w ;ρ,ρ )qG i   – парциальная функция Грина в 

РКП;   – угол между векторами ρ  и .ρ  С уче-

том выражений (1.8)–(1.10) получим парциаль-
ные аналоги (1.4), (1.6) и (1.7):  
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 Интегралы (1.11) для функции Грина (1.2) 
можно вычислить с использованием теоремы 
Коши о вычетах. Приведем конечный результат: 
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Отметим, что сумме первых двух слагаемых, 
заключённых в квадратные скобки в выражениях 
(1.13), при ρ ρ  свойственна неопределенность 

вида 0 0,  раскрывая которую, получим: 
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Условия нормировки волновых функций 
уравнения Логунова – Тавхелидзе в РКП и ИП 
имеют вид  
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Из них следуют условия нормировки для 
парциальных волновых функций:  

2

0

2π ψ ( w , ) 1,qi d


     

2

0

1
ψ ( w ,χ ) χ 1.

2π q p pi d


       (1.14) 

 
2 Потенциал Гаусса 
В настоящей работе исследуются связанные 

состояния системы двух скалярных частиц, 
взаимодействие между которыми описывается 
гауссовым потенциалом: 
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где ,    и 0  – положительные константы.  

В пределе 0   потенциал (2.1) становит-
ся бесконечно узким и бесконечно глубоким в 
окрестности точки 0    без изменения площади 

под кривой, т. е. в данном пределе (2.1) соответ-
ствует дельта-функциональному взаимодейст-
вию и имеет вид 

00
lim ( ) ( ),V

          (2.2) 

где 0( )   – дельта-функция. Известно, что 

система с «дельта-окружностью» (2.2) при каж-
дом значении азимутального числа   имеет одно 

связанное состояние или не имеет их вовсе – в 
зависимости от значений параметров   и 0.  

 
3 Численное решение задачи  

 Для численного решения интегрального 
уравнения (1.12) с функцией Грина (1.13) и ква-
зипотенциалом (2.1) выберем такое достаточно 
большое ,N    чтобы в интервале  ;N   ква-

зипотенциал имел пренебрежимо малое значе-
ние. Разобьём интервал интегрирования  0; N  

на N равных отрезков длиной Nh N   и при-

меним квадратурную формулу прямоугольников: 
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Подставляя квазипотенциал (2.1) и дискретное 
представление (3.1) в исходные интегральные 
уравнения (1.12), а также фиксируя i    

( 1,2,..., )i N , сформулируем задачу на собст-

венные значения в матричном виде: 
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Решение этой задачи при каждом   существует 
не при всех значениях w ,q  а только при некото-

рых. Технически для нахождения взаимозависи-
мости величин w q  и   удобно фиксировать w q  

и находить соответствующие значения  . Полу-
ченные таким образом графики зависимости   
от wq  при μ = 0 и μ = 1 иллюстрированы на ри-

сунке 3.1. Анализируя их, видим, что график 
функции wq(λ) состоит из нескольких дискрет-
ных элементов, пронумерованных числом n в 
порядке возрастания  . Таким образом, в ре-
зультате решения уравнения (3.2) получены ус-
ловия квантования величины w q .  

Как видно на рисунке 3.1, при определен-
ном минимальном значении параметра   в сис-
теме двух частиц возникает связанное состояние 
с энергией 2 2 cos w ,q qE m  меньшей 2m. С рос-

том   энергия состояния, которому соответству-
ет фрагмент, обозначенный 1,n   уменьшается 
до нуля, после чего само состояние исчезает. При 
дальнейшем увеличении   возникает новое 
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связанное состояние (ему соответствует фраг-
мент, обозначенный как 2)n   и становится но-

вым основным состоянием системы (с наимень-
шим возможным значением энергии). При по-
следующем росте λ энергия уровня 2n   также 
убывает до нуля, после чего и это состояние ис-
чезает. Таким образом, при заданных параметрах 
системы, существует один энергетический уро-

вень или его нет вовсе. Сравнивая графики 3.1 а) 
и 3.1 б), видим, что с ростом азимутального 
квантового числа связанное состояние существу-
ет при больших значениях m . 

 На рисунке 3.2 изображены зависимости 
квадрата модуля парциальных волновых функ-
ций основного состояния системы от параметра ρm. 

 

      
                                           а) 0                   б) 1   

Рисунок 3.1 – Условие квантования энергии двухчастичной системы при 1,m   0 1m   
 

      
                                             а) 0                            б) 1   

Рисунок 3.2 – Зависимость квадрата модуля парциальных волновых функций в РКП от параметра ρm  
при 1,m   0 1,m   w 0,5q   

 

      
                                            а) 0                                                       б) 1   

Рисунок 3.3 – Зависимость квадрата модуля парциальных волновых функций в ИП  
от быстроты p  при 0 1,m   w 0,5q   
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На рисунке 3.2 видно, что с ростом азиму-
тального квантового числа экстремумы изобра-
женных функций смещаются в направлении увели-
чения координаты ,m  а число их нулей равно n. 

 На рисунке 3.3 иллюстрирована зависи-
мость квадрата модуля парциальных волновых 
функций в ИП, полученных с учетом (1.14) из 
парциальных волновых функций в РКП, изобра-
женных на рисунке 3.2. 

Анализируя рисунок 3.3, заметим, что при 
увеличении азимутального квантового числа   

положения экстремумов иллюстрированных 
функций смещаются в область больших значе-
ний быстроты χ p . Количество нулей у изобра-

женных функций равно n. 
 

4 Предельный случай 
Подставляя потенциал (2.2) в уравнение 

(1.12) и вычисляя интеграл в его правой части с 
учетом свойств дельта-функции, получим 

0 0ψ ( w , ) 2 ( w ; , )ψ ( w , ).q q qi G i i          (4.1) 

Для нахождения условия квантования энер-
гии положим в (4.1) 0 ,    тогда 

0 01 2 ( w ; , ).qG i           (4.2) 

В целях сравнения условий квантования, полу-
ченных для первого состояния (соответствующе-
го 1)n   посредством решения системы уравне-

ний (3.2) и на основании уравнения (4.2), изобра-
зим зависимости w q  от   на рисунке 4.1 соот-

ветственно штриховой линией и сплошной.  
На рисунке 4.2 сплошной линией изображе-

ны зависимости квадрата модуля парциальных 
волновых функций (4.1), штриховой линией – 
парциальных волновых функций, полученных на 
основе (3.2) при 0,5,m   а точками – этих же 

функций, но при 0,2m   от параметра ρm. 

На рисунках 4.1 и 4.2 видно, что с умень-
шением параметра   результаты численного 
решения квазипотенциального уравнения для 
основного состояния (соответствующего n = 1), 
полученные для потенциала Гаусса, сближаются 
с результатами точного решения, соответствую-
щими потенциалу «дельта-окружность». 

 

      
                                       а) 0,3m             б) 0,1m   

Рисунок 4.1 – Сравнение условий квантования энергии при моделировании  
взаимодействия потенциалом Гаусса и «дельта-окружностью» (при 0 1)m   

 

      
                                               а) 0;             б) 1   

Рисунок 4.2 – Зависимость квадрата модуля парциальных волновых функций 
состояния с 1n   от параметра ρm при 1,m   0 1,m   w 0,5q   
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Заключение 
В настоящей работе при выборе взаимодей-

ствия в виде потенциала Гаусса получены чис-
ленные решения двумерных парциальных инте-
гральных квазипотенциальных уравнений в ре-
лятивистском конфигурационном представле-
нии, которые описывают связанные состояния 
системы двух скалярных частиц одинаковой 
массы. Получены условия квантования энергии, 
а также парциальные волновые функции в реля-
тивистском конфигурационном представлении и 
импульсном представлении. При анализе резуль-
татов выявлено, что в определенных диапазонах 
параметров потенциала основному состоянию 
может соответствовать волновая функция с од-
ним нулем, двумя нулями, тремя и более нулями. 

Показано, что при стремлении параметра 
ширины гауссова потенциала к нулю (а глубины 
потенциала к бесконечности) он вырождается в 
бесконечно глубокую и бесконечно узкую по-
тенциальную яму, и при 0   переходит в по-
тенциал «дельта-окружность». Продемонстриро-
вано, что с уменьшением параметра ширины га-
уссова потенциала численно полученные резуль-
таты асимптотически стремятся к точным анали-
тическим решениям, соответствующим предель-
ному варианту потенциала «дельта-окружность».  
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