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Введение 
0.1. Аппроксимации Эрмита – Паде 
Рассмотрим систему  

( ) 


γ γF F  = 1) ,{ ( ; }k
j jF z   

состоящую из вырожденных гипергеометриче-
ских функций (функций Миттаг – Леффлера; 
подробнее см. [1], [2]) 

1 1
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 (0.1) 

где параметр ,    {0, 1, 2, },      

0( ) 1,   ( ) ( 1) ( 1)p p           – символ По-

хгаммера, а 1{ }k
j j  


 – набор не равных нулю 

различных комплексных чисел (при 1k   счита-
ем, что 1 1).    

Если 1,   то ( )


1F λ  является упорядочен-

ным набором экспонент 1{ } .j z k
je
  

Для системы ( )


γF  при 1,jn m   

1, , ,j k   существуют (см. [3], [4]) тождествен-

но не равный нулю многочлен 
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Здесь и далее 1, , , kn m m  – целые неотрицатель-

ные числа, 1( , , ),km m m 


  

1

,
k

p
p

m m


   ,j jn n m m    1, , .j k   

В частности, если 1,k   то ( )F 


 состоит из од-

ной функции ( ) : ( ;1),f z F z  соответственно 

многочлены  

, ,( ; ) : ( ; ),n m n mQ z f Q z f   

, , ,( ; ) : ( ; )n m n n mP z f P z f   
условиями (0.2) определяются с точностью до 
мультипликативной константы, а их отношение 
задает единственную рациональную дробь 

, ( ; ) , ,( ; ) / ( ; ),n m z f n m n mP z f Q z f   которую будем 

называть аппроксимацией Паде – Якоби функции 
f (аппроксимацией Паде – Бейкера; по поводу 
терминологии см. [5], [6]). 

При 2k   и 1,jn m   1, , ,j k   дроби 
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существуют и условиями (0.2) определяются од-
нозначно. Тем самым однозначно определен век-

тор , 1( ; ) { ( ; ( ))} .k
n m j jz z    γ γF F


 Координатные 

функции вектора , ( ; )n m z γF


 будем называть ап-

проксимациями Эрмита – Якоби, а многочлены 
( ; ),mQ z γF  ( ; )jP z γF  – многочленами Эрмита – Яко-

би для мультииндекса ( , )n m


 и системы ( ).γF


 

0.2. Тригонометрические аппроксимации 
Эрмита – Якоби 

Рассмотрим теперь набор тригонометриче-
ских рядов 
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ассоциированных с рядами (0.1), и соответст-
вующую ассоциированную систему тригономет-

рических функций 1( ) { ( ; )} .k
j jG z   γG


 В [7] 

при 1k   и 1,jn m   1, ,j k   доказано суще-

ствование таких тригонометрических рацио-
нальных функций 
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где  

,( ; ) ( ; ( )),t t
m n mQ x Q x γ γG G


 

, ,( ; ) ( ; ( ))
j

t t
j n n mP x P x γ γG G


 

 – тригонометрические многочлены, степени ко-
торых соответственно не выше m  и .jn  Коорди-

натные функции вектора 

, ( )t
n m γG


 = 1{ ( ; ( ))}t k
j jz  γG


 

будем называть (см. [7], [8]) тригонометриче-
скими аппроксимациями Эрмита – Якоби для 

мультииндекса ( , )n m


 и системы ( ).γG


  

При 1k   полагаем 

, , ,( ; ) : ( ; ( )).t t
n m n n mx x   γ γG G


 

Дроби , ( ; )t
n m x γG  называют тригонометриче-

скими аппроксимациями Паде для пары индексов 
( , )n m  и функции ( ,1).G x  

0.3. Нелинейные аппроксимации Эрмита –
Чебышёва 

Рассмотрим также систему  

1( ) { ( ; )} ,k
j jCh x    γ γCh Ch


 

состоящую из функций, представленных рядами 
Фурье по многочленам Чебышёва 
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При 1k   и 1,jn m   1, , ,j k   сущест-

вуют [7], [8] рациональные дроби 
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где многочлены 
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j
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степени которых не превышают соответственно 
m и ,jn  подобраны так, что 

1
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Ch x x c T x j k
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Как и в [7], [8] координатные функции вектора 

, 1( ) { ( ; ( ))}ch ch k
n m j jz    γ γCh Ch


 будем называть 

нелинейными аппроксимациями Эрмита – Чебы-
шёва для мультииндекса ( , )n m


 и системы 

( ).γCh


 При 1k   дроби 

, , ,( ; ) : ( ; ( ))ch ch
n m n n mx x   γ γCh Ch


 

называют нелинейными аппроксимациями Паде –
Чебышёва (см. [9]). 

0.4. Постановка задачи 
Пусть 1{ }k

j j  – корни уравнения 1,k   т. е. 
2 ( 1)

, 1, , ,
j

ki
j e j k

 

     
где i – мнимая единица. Полагаем  

( ) : (1 ).kx x x    
Через jx  обозначим нули ( ) :x  
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Рассмотрим функцию ( ) : ln ( ), (0,1).S x x x    По 

определению полагаем, что (0) (1) .S S    

Справедливы равенства [4] 
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из которых следует, что 
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Для произвольного вектора 1{ }k
j j  


 равно-

мерная сходимость ( ; ( ))j z γF


 к ( ; )jF z   на 

компактах в   при 1k   доказана де Брюеном 
[10], а при 2k   – А.И. Аптекаревым [3]. В ра-
боте [4] найдена асимптотика разностей 

( ; ) ( ; ( ))j jF z z    γF


 при некоторых дополни-

тельных ограничениях на вектор 


 и мультиин-

декс ( , ).n m


 В частности, если 1{ }k
j j  являются 

корнями уравнения 1k   (везде в дальнейшем 
будем рассматривать только такие значения ),j  

то справедлива следующая  
Теорема 0.1. Если 1,k   то при любом фик-

сированном z, 1 ... kn m m    и n    
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Так как при 2k   сумма 
1

k

pp
  равна ну-

лю, то в этом случае множитель в (0.4) 
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(1/ )O n  при n    является бесконечно малой, 

модуль которой на компактах в   не превышает 
/ ,L n  где L – положительная постоянная. 

Следующие утверждения непосредственно 
вытекают из теоремы 0.1. 
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Следствие 0.2. Пусть 2,k   1 2 .n m m    

Тогда 1 1,   2 1    и при n    
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где (1)o  – бесконечно малая при .n    

Основной целью данной работы является 
нахождение асимптотик соответствующих раз-
ностей для тригонометрических аппроксимаций 
Эрмита – Якоби и нелинейных аппроксимаций 
Эрмита – Чебышёва. В случае 1k   аналогичная 
задача подробно исследовалась в работах [11]–
[18]. 
 

1 Асимптотика тригонометрических ап-
проксимаций Эрмита – Якоби  

В этом разделе будем исследовать асимпто-

тику разностей ( ; ) ( ; ( ))t
j jG x x G    


 в диаго-

нальном случае, когда 1 ,kn m m   и 
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Теорема 1.2. Пусть 2.k   Тогда при любом 
фиксированном x, 1 ,kn m m   ,n    и 
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Доказательство теоремы 1.2. Очевидно, 

что  ( ; ) Re ( ; ) .ix
j jG x F e     Полагая в (0.3) и 

(0.4) ,ixz e  а затем приравнивая действитель-
ные части от выражений, стоящих слева и справа 
от знака нового равенства, получим 

1
1

( )
( ; ) Re{ ( ; )} ( 1)

( )
ix n k

j j
kn n

B n
G x e F x

 


     

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j x ei kn n x n

j

j
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e e O n
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
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 
  (1.3) 
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Из (1.3) следует, что для доказательства 
теоремы 1.2 достаточно обосновать справедли-
вость равенств 

( ; ) Re{ ( ; )}, 1, , .t ix
j jx G e F j k          (1.4) 

Так как коэффициенты Тейлора рядов (0.1) – 
действительные числа, то многочлены стоящие в 
числителе и знаменателе дроби ( ; )j z F  имеют 

действительные коэффициенты (см. [19]). Пред-
положим, что они представляются в виде 

0 0

( ; ) , ( ; ) .
jnm

l j l
m l j l

l l

Q z F q z P z F p z 
 

    

Тогда при xz e  
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 
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






   




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(1.5) 

Поскольку 1 ,kn m m   то .jn m  Значит 

числитель и знаменатель в (1.5) являются триго-
нометрическими многочленами степени не выше 
m. Отсюда и (1.3) делаем вывод о том, что спра-
ведливы равенства (1.4). Тогда из (1.3) следует 
справедливость равенств (1.2).                               

Равенство (1.1) и теорема 1.1 доказываются 
аналогично. 

Следствие 1.1. Если 1,k   то при n m  и 
n    

, 2
2

1 1
( ;1) ( ; ) ~ .

| ( ) |2
t
n n n

n

G x x G
n  


 


  (1.6) 

Здесь и далее ( ) max{| ( ) |: };f x f x x   

обозначение ~n n   означает, что бесконечно 

малые ,n  n  при n   эквивалентны, т. е. 

lim / 1.n nn
    

Следствие 1.2. Если 2,k   то при 

1 kn m m   и n   
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В частности, если 2,k   то 1 1,   2 1    и 

при ,n   1, 2j   

( ; 1) ( , ) ~jG x x G     
1 1 1/ 3

3

1 2 2
.

9 | ( ) |3 3 3
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n

e
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    
       

  

Доказательство следствия 1.2. Из теоремы 
1.2 следует, что  

1
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( ; ) ( ; ) ( 1)

( )
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j j
kn n

B n
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e O n
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
(1.7) 

где 2 ( 1) / .j j k     Учитывая, что | Re | | |,z z  

отсюда получим  

111
1

( , ) ( ; )

( ) 1
1 .

| ( ) |

t
j j

xk

kn n

G x x G

B n
x e O

n

 
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

   

      

          (1.8) 

Неравенство (1.8) является точным. Чтобы убе-
диться в этом достаточно в (1.7) положить 

.jx                                                                       

Замечание 1.1. При 1k   и при выполне-
нии условий следствия 1.1 в работах [17], [18] 
установлено, что 

2 2 1

! | ( ) |
( ;1) ( ; ) .

| ( ) ( ) |
t n
nm

n n

n
G x x G 



 
 

  
    (1.9) 

Здесь n n   означает, что бесконечно малые 

n  и n  имеют одинаковый порядок при .n   

Так как \ ,    то, принимая во внимание 

равенство ( ) ( ) / ( ),p p        где ( )x  – гам-

ма-функция Эйлера, с помощью Стирлинга не-
трудно показать, что при n    

2
2 1

! 1
~ .

( ) 2
n

n
n

n

n 


  


 

Это означает, что равенства (1.6) и (1.9) 
полностью согласуются и, более того, следствие 1.1 
уточняет соответствующий результат из [17], [18]. 
 

2 Асимптотика нелинейных аппроксима-
ций Эрмита – Чебышёва  

В этом разделе докажем ряд утверждающий 
о скорости сходимости нелинейных аппроксима-
ций Эрмита – Чебышёва. 

Теорема 2.1. Если 1,k   то для любого x, 
n m  при n   

ch
, 2

2

1 1
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n n n
n

Ch x x Ch
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Теорема 2.2. Если 2,k   то для любого x, 

1 nn m m   при n   
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 (2.2) 

    
2

1(1 ) 1( 1) arccos 1Re 1 1/ ,
j x x i xi kn n x n

je e O n
      

   
 

 

1, , .j k   
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Доказательство теоремы 2.2. В условиях 
теоремы 2.2 существуют тригонометрические ап-

проксимации Эрмита – Якоби 1{ ( ; ( ))} .t k
j jx G  


 Из 

теоремы 1.2 следует справедливость равенств 
(1.2), а из (1.3) следует, что при 1, ,j k   

1

( ; ) ( ; ) cos .t j
j j l

l n m

G x x G a lx


 
  

          (2.3) 

Представляя в (2.3 ) arccos x  вместо x, получим  

1

( ; ) (arccos ; ) ( )t j
j j l l

l n m

Ch x x G a T x


 
  

      (2.4) 

Из равенств (2.4) и (1.5) следует, что  
( ; ) (arccos ; ), 1, , .ch t

j jx Ch x G j k       
Отсюда и с учётом равенств (1.2) вытекает спра-
ведливость равенств (2.2).                                      

Равенство (2.1) и теорема 2.1 доказываются 
аналогично. 

Следствие 2.1. Пусть 1.k   Тогда при 
n m  и n   

, 21
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Здесь и далее 
1
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Следствие 2.2. Пусть 2.k   Тогда при 

1 kn m m   и n   
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Доказательства следствий 2.1 и 2.2 анало-
гично доказательствам следствий 1.1 и 1.2. 

Заметим также, что следствие 2.1 с помощью 
другого метода доказано ранее в работе [18]. 
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