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Аннотация. На протяжении всей статьи все группы конечны и G всегда обозначает конечную группу; G называется 
группой Шмидта, если G не нильпотентна, но каждая собственная подгруппа группы G нильпотентна. Подгруппа A 
группы G называется pU -нормальной в G, если каждый главный pd-фактор G между AG и AG является циклическим. 

Мы говорим, что подгруппа A группы G частично p-субнормальна в G, если ,A L T    для некоторых субнормальной 

подгруппы L и pU -нормальной подгруппы T группы G. В данной статье мы доказываем следующую теорему. 

Теорема. Если каждая подгруппа Шмидта группы G частично p-субнормальна в G, то ее производная подгруппа G'  
p-нильпотентна. 
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Abstract. Throughout the paper, all groups are finite and G always denotes a finite group; G is called a Schmidt group if G is 
not nilpotent, but every proper subgroup of G is nilpotent. A subgroup A of G is called pU -normal in G if every principal pd-

factor of G between AG and AG is cyclic. We say that a subgroup A of G is partially p-subnormal in G if ,A L T    for some 
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Theorem. If every Schmidt subgroup of a group G is partially p-subnormal in G, then the derived subgroup G' of G is  
p-nilpotent. 
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Введение 
На протяжении всей статьи все группы ко-

нечны и G всегда обозначает конечную группу. 
Символ ( )n  обозначает множество всех про-

стых чисел, делящих число n, и ( ) (| |)G G   .  

В дальнейшем, p, q – простые числа. Группа G 
называется: d -группой, если ( ) ;G     

pd-группой, если ( ).p G   

Подгруппа A группы G называется модуляр-
ной в G, если A – модулярный элемент (в смысле 
Куроша [1]) решетки всех подгрупп группы G, то 
есть, выполняются следующие условия: 

(i) , ,X A Z X A Z        для всех ,X G  
Z G  таких, что X Z  и  

(ii) , ,A Y Z A Y Z        для всех ,Y G  
Z G  таких, что .A Z  

Напомним, что подгруппа A группы G на-
зывается [2]: 

(i) pU -нормальной в G, если каждый глав-

ный pd-фактор G между GA  и GA  является цик-

лическим; 
(ii) U -нормальной в G, если каждый глав-

ный фактор G между GA  и GA  является цикли-

ческим. 
Мы говорим, что подгруппа A группы G 

частично p-субнормальна в G, если ,A L T    
для некоторых субнормальной подгруппы L и 

pU -нормальной подгруппы T группы G. 

Группа G называется группой Шмидта, если 
G не нильпотентна, но каждая собственная под-
группа группы G нильпотентна. 

В работе [3] В.Н. Семенчук доказал, что 
если каждая подгруппа Шмидта группы G 
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субнормальна в G, то фактор группа / ( )G F G  

является нильпотентной. Это интересное наблю-
дение послужило мотивировкой для многих дру-
гих исследований, связанных с изучением влия-
ния подгрупп Шмидта на строение основной 
группы и, в частности, с изучением условий, при 
которых производная подгруппа группы нильпо-
тентна или p-нильпотентна.  

В этой связи В.С. Монахов и В.Н. Княгина 
доказали [4], что если каждая подгруппа Шмидта 
группы G субномальна в G, то ее производная 
подгруппа нильпотентна, а в работе [5] 
И.В. Близнец и В.М. Селькин установили, что 
производная подгруппа G' группы G нильпо-
тентна и в случае, когда каждая подгруппа 
Шмидта группы G модулярна в G. Развивая эти 
результаты, В.М. Селькин, Н.С. Косенок и 
В.С. Закревская доказали в работе [6], что если 
каждая подгруппа Шмидта группы G либо суб-
нормальна, либо pU -нормальна в G, то произ-

водная подгруппа группы G является p-нильпо-
тентной.  
 В данной работе, обобщая все упомянутые 
выше результаты, мы докажем следующий ре-
зультат в данном направлении. 

Теорема 0.1. Если каждая подгруппа 
Шмидта группы G частично p-субнормальна в 
G, то производная подгруппа G' группы G явля-
ется p-нильпотентной. 

Следствие 0.2 (В.Н. Семенчук [3]). Если 
каждая подгруппа Шмидта группы G субнор-
мальна в G, то / ( )G F G  нильпотентна. 

 Следствие 0.3 (В.С. Монахов, В.Н. Княгина 
[4]). Если каждая подгруппа Шмидта группы G 
субнормальна в G, то производная подгруппа G' 
группы G является нильпотентной. 

Следствие 0.4 (Дж. Хуанг, Б. Ху, А.Н. Ски-
ба [7]). Если каждая подгруппа Шмидта группы 
G либо U -нормальна, либо субнормальна в G, то 
производная подгруппа G' группы G является 
нильпотентной. 

Следствие 0.5 (В.М. Селькин, Н.С. Косе-
нок, В.С. Закревская [6]). Если каждая подгруппа 
Шмидта группы G либо субнормальна, либо pU -

нормальна в G, то производная подгруппа G' 
группы G является p-нильпотентной.  

Ввиду [1, теорема 5.2.5], каждая модулярная 
подгруппа является U -нормальной в группе. 
Таким образом, из теоремы 0.1 вытекает также 
следующий известный результат. 

Следствие 0.6 (И.В. Близнец, В.М. Селькин 
[5]). Если каждая подгруппа Шмидта группы G 
модулярна в G, то производная подгруппа G' 
группы G нильпотентна. 
 

1 Доказательство основного результата 
В доказательстве теоремы 0.1 мы использу-

ем следующие леммы. 

Лемма 1.1 (см. предложение 1.8 и лемму 3.3 
в [2]). Пусть A и N E  – подгруппы в G, где N 
является нормальной и A является pU -нормаль-

ной в G. Тогда: 
(1) /AN N  является pU -нормальной в / .G N  

(2) Если /E N  является pU -нормальной в 

/ ,G N  то E является pU -нормальной в G.  

(3) A E  является pU -нормальной в E. 

(4) Если E является pU -нормальной в G, то 

,A E   является pU -нормальной в G. 

Лемма 1.2 [10, глава A, леммы 14.1,  14.2, 
14.3 и теорема 14.4]. Пусть A и N E  – под-
группы в G, где N нормальна и A субнормальна 
в G. Тогда: 

(1) /AN N  является субнормальной в / .G N  
(2) Если ,A E  то A субнормальна в E. 

(3) Если /E N  субнормальна в / ,G N  то E 
субнормальна в G. 

(4) Если E субнормальна в G, то ,A E   яв-
ляется субнормальной в G. 

Лемма 1.3 (см. [8, III, теорема 5.2] или [9, 
VI, теорема 24.2]). Если G является группой 
Шмидта, то ,G P Q   где P G N  – силовская 

p-подгруппа группы G и Q x    является цикли-

ческой силовской q-подгруппой в G, .p q  Кроме 

того, ( )qx G     и .GQ G  

Лемма 1.4. Если A – субнормальная под-
группа в G, то ( ) ( ).O A O G   

Доказательство. По условию существует 
цепь подгрупп 

0 1 1t tA A A A A G       
такая, что iA  является нормальной в 1iA   для всех 

1, , 1.i t    Тогда по индукции имеет место 

1( ) ( ).tO A O A    

С другой стороны, 1( )tO A   характеристична в 

1tA   и поэтому нормальна в .tA G  Следова-

тельно, ( ) ( ).tO A O G    Таким образом, 

( ) ( ).O A O G                              

Лемма 1.5. Пусть A и N E  – подгруппы в 
G, где N нормальна и A частично p-субнормальна 
в G. Тогда: 

(1) /AN N  является частично p-субнор-
мальной в / .G N  

(2) Если ,A E  то A частично p-субнор-
мальна в E. 

(3) Если /E N  частично p-субнормальна в 
/ ,G N  то E частично p-субнормальна в G. 

(4) Если E частично p-субнормальна в G, то 
,A E   является частично p-субнормальной в G. 
Доказательство. Пусть , ,A L T    где L – 

субнормальная подгруппа и T является pU -нор-

мальной подгруппой в G. 
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(1) Имеет место / / , / ,AN N LN N TN N    
где /LN N  субнормальна в /G N  согласно лем-
ме 1.2 (1) и /TN N  является pU -нормальной в 

/G N  по лемме 1.1 (1). Следовательно, /AN N  
частично p-субнормальна в / .G N  

(2) Утверждение следует из леммы 1.2 (2) и 
леммы 1.1 (3). 

(3) Пусть / / , / ,E N V N W N    где /V N  

субнормальна в /G N  и /W N  является  
pU -нормальной в / .G N  Тогда , ,E V W    где 

V субнормальна в G и W является pU -нор-

мальной в G по лемме 1.1(2), поэтому E частично 
p-субнормальна в G. 

(4) Пусть , ,E V W    где V является суб-
нормальной и W является pU -нормальной под-

группой в G. Тогда 
, , , , , , , ,A E L T V W L V T W             

где ,L V   является субнормальной в G согласно 
1.2(4) и ,T W   является pU -нормальной в G по 

лемме 1.1 (4). Следовательно, ,A E   частично  
p-субнормальна в G.                                                

Доказательство теоремы 0.1. Предполо-
жим, что эта теорема неверна, и пусть G является 
контрпримером минимального порядка. Тогда 

, ( ).p pG O G  

(1) Если E – собственная подгруппа в G, то 
производная подгруппа E' группы E p-нильпо-
тентна.  

Предположим, что подгруппа E' не является 
p-нильпотентной. Тогда E не является нильпо-
тентной группой и поэтому в E имеется под-
группа Шмидта. Более того, ввиду условия тео-
ремы, каждая подгруппа Шмидта H группы E 
частично p-субнормальна в G и поэтому H час-
тично p-субнормальна в E ввиду леммы 1.5 (2). 
Таким образом, условие теоремы выполнено для 
E и поэтому производная подгруппа E' группы G 
p-нильпотентна ввиду выбора группы G. 

(2) Если N – минимальная нормальная под-
группа в G, то производная подгруппа ( / )G N   
группы /G N  p-нильпотентна. 

Если /G N  нильпотентна, то это очевидно. 
Теперь предположим, что группа /G N  не явля-
ется нильпотентной, и пусть /E N  – произволь-
ная подгруппа Шмидта в / .G N  Пусть H – ми-
нимальное добавление к N в E. Тогда  

/ ( ) / /H H N HN N E N   
– группа Шмидта и ( ).H N H    Пусть 

( )H    и A – подгруппа Шмидта в H. 

Из леммы 1.3 вытекает, что 
( / ( )) / ( / ( ))H H N H H N   

( / ( )) / ( / ( )) / ,H H N H N H R Q        
где R – силовская r-подгруппа, Q – силовская  
q-подгруппа в /H   и | |Q q  для некоторых 

простых чисел .r q  Отсюда, снова по лемме 

1.3, следует, что ,r qA A A   где ( ) .A
qA A   

Тогда ,qA   так как   нильпотентна. Следо-

вательно, /qA   является силовской q-под-

группой в / ,H   и поэтому  
/( / ) ( ) / / .H H

q qA A H        

Следовательно, ( ) ,H
qA H  поэтому 

( ) .H
qE HN A N   

Согласно лемме 1.5(4), ( )H H
qA A  является 

частично p-субнормальной подгруппой в G и, 
следовательно,  

/ ( ) /H
qE N A N N  

частично p-субнормальна в /G N  по лемме 
1.5(1). Следовательно, гипотеза верна для / ,G N  
поэтому выбор группы G подразумевает, что мы 
имеем (2). 

(3) ( ) 1.pO G   

Предположим, что ( ) 1pO G   и пусть R – 

минимальная нормальная подгруппа группы G, 
содержащаяся в ( ).pO G  Тогда  

( ) / ( / )p pO G R O G R   

и поэтому 
( / ) / ( / )

( / ) / ( ( ) / ) / ( ).

p

p p

G R O G R

G N O G R G O G



 



 
 

Пусть ( ) ,pR O G O   где 

/ ( ) ( ( )).p p pO O G O O G   
Тогда , ( )p pO O G  и , ,( ) / ( / ).p p p pO G R O G R   

Пусть теперь ,R L T   где 

/ ( / ) ( ) /p pL R O G R O G R    
и  

/ ( / ) / ( / ) (( / ) / ( / ))

(( / ) / ( / ( ))).

p p

p p

T L T N L R O G R O G R

O G R O O G





 




 

Таким образом, ,/ ( / ).p pT R O G R  Тогда /T L  – 

p-группа и L – p'-группа, поэтому T p-нильпо-
тентна и это влечет вложения .T O T   Следо-
вательно, O = T. 

Из утверждения (2) вытекает, что 

, ,( / ) / ( / ) ( ) /p p p pG R G R R O G R O G R      

и поэтому , ( ),p pG O G   т. е. G' p-нильпотентна, 

что противоречит выбору группы G. Полученное 
противоречие завершает доказательство утвер-
ждения (3). 

(4) G p-разрешима. 
Из утверждений (1) и (2) вытекает, что каж-

дая собственная подгруппа и каждая фактор 
группа / /1G R G   являются p-разрешимыми 
группами. Таким образом, для доказательства 
утверждения (4) достаточно лишь показать, что 
G не является неабелевой простой группой. 
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Предположим, что G – неабелева простая 
группа. Тогда G не является нильпотентной 
группой. Пусть H – подгруппа Шмидта в G. То-
гда H G  и H является частично p-субнормаль-
ной в G подгруппой по условию. Более того, 

/1 /1GG G H  – единственный главный фак-
тор группы G и такой фактор не является  
p'-группой ввиду утверждения (3). Следователь-
но, G является группой простого порядка, что 
противоречит выбору группы G. Это противоре-
чие завершает доказательство утверждения (4). 

(5) ,G R M   где  

,( ) ( ) ( )G p p pR C R O G O G    

– единственная минимальная нормальная под-
группа в G и M – максимальная подгруппа в G с 

1.GM   

Пусть R – произвольная минимальная нор-
мальная подгруппа в G. Тогда, ввиду утвержде-
ний (2) и (4), производная подгруппа  

( / ) / / ( )G R G R R G G R      
группы /G R  p-нильпотентна и R является либо 
p'-группой, либо p-группой. Но первый случай 
невозможен ввиду утверждения (3). Таким обра-
зом, R является p-группой. Выбор группы G под-
разумевает, что ,R G  так как в противном слу-

чае /1 / ( )G G G G R      p-нильпотентна.  

Предположим, что G имеет минимальную нор-
мальную подгруппу .N R  Тогда / ( )G G N    

p-нильпотентна, поэтому группа  
/1 / ( )

/ (( ) ( ))

G G G R N

G G R G N

    
     


 

p-нильпотентна, что противоречит выбору груп-
пы G. Поэтому R является единственной мини-
мальной нормальной подгруппой в G, R G  и 

/G R  p-нильпотентна. Если ( ),R G   то G'  

p-нильпотентна по [9, I, теорема 4.2]{26}.Таким 
образом, ( ).R G  

Пусть теперь M – такая максимальная в G 
подгруппа, что .G RM  Поскольку ( ),pR O G  

R – абелева группа и поэтому 1R M   нор-
мальна в G. Тогда 1,GM   поскольку R является 

единственной минимальной нормальной под-
группой в G. Более того, ( ) ,pG O G M  где 

( ) ( )p GO G C R  ввиду [10, глава A, теорема 

10.6 (b)], что влечет 
( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ),G G p p GC R C R O G M O G C R M     

где ( )GC R M  – нормальная в G подгруппа. Но 

1GM   и поэтому ( ) 1.GC R M   Следователь-

но, ,( ) ( ) ( ) ( )G p p pR C R O G F G O G     по-

скольку ( ) 1pO G   согласно утверждению (3). 

(6) | | .R p  

Действительно, если | | ,R p  то поскольку  

,/ ( ) / / ( ),G p pG C R G R G O G   
где  

/ ( ) ( ),GG C R Aut R  то /G R  – циклическая 

группа и поэтому G R   p-нильпотентна. Полу-
ченное противоречие показывает, что | | .R p  

(7) /M G R  нильпотентна. 
Предположим, что M не является нильпо-

тентной группой и пусть H – подгруппа Шмидта 
в M. Тогда ,H A B    для некоторой субнор-
мальной подгруппы A и pU -нормальной под-

группы B группы G. 
Предположим, что 1.A   Поскольку A p-

разрешима по утверждению (4), то либо 
( ) 1,pO A   либо ( ) 1.pO A   Но ( ) ( )p pO A O G   

по лемме 1.4 и поэтому в первом случае мы име-
ем ( ) 1,pO G   что невозможно ввиду утвержде-

ния (3). Значит, ( ) 1pO A   и ( ) ( )p pO A O G R   

по лемме 1.4 и утверждению (5), что влечет 
1.R M   Но это противоречит утвеждению 

(5), поэтому утверждение (7) выполнено для G. 
(8) R является силовской p-подгруппой G. 
Предположим, что R не является силовской 

p-подгруппой G. Тогда p делит  
| | | / | / ( )GM G R G C R   

ввиду утверждения (5), что противоречит [9, II, 
лемма 3.9]. Следовательно, мы имеем (8). 

(9) Для любой собственной субнормальной 
подгруппы E группы G имеет место .E R   

Действительно, ввиду утверждения (1) мы 
имеем , ( ).p pE O E   С другой стороны, 

( ) ( )p pO E O G   
по лемме 1.4, где ( ) 1pO G   ввиду утверждения 

(3). Значит, ( ) 1pO E   и поэтому  

, ( ) ( ) ( )p p p pO E O E O G R     
ввиду утверждения (5) и леммы 1.4. Следова-
тельно, .E R   

(10) M – группа Миллера – Морено (т. е. 
группа M не является абелевой, но каждая соб-
ственная подгруппа в M является абелевой). Бо-
лее того, M является q-группой для некоторого 
простого числа .q p   

Теперь V – произвольная максимальная 
подгруппа в M. Тогда V нормальна в M ввиду 
утверждения (7) и поэтому E R V   – собст-
венная субнормальная подгруппа группы G. 
Следовательно, E R   ввиду утверждения (9). 
Но тогда, ввиду утверждения (5), 

/1 / ( ) /V V V V R RV R    
– абелева группа. Таким образом, каждая  мак-
симальная подгруппа группы M является абеле-
вой. Кроме того, R G  ввиду выбора группы G 
и поэтому /M G R  – неабелева нильпотентная 
группа. Таким образом, M – группа Миллера –
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Морено и M является q-группой для некоторого 
простого числа .q p   

Заключительное противоречие. Поскольку, 
ввиду утверждения (10), M является q-группой 
Миллера – Морено для некоторого простого чис-
ла ,q p  ( ) 1M   и поэтому для некоторой 

подгруппы qC  порядка q имеет место  

( ) ( ).qC Z M M   

Пусть теперь .qV RC  Тогда  

1 2 ,nR R R R     
где iR  – минимальная нормальная подгруппа в V 

для всех 1,2, ,i n   по теореме Машке. С дру-
гой стороны, группа V не является нильпотент-
ной, так как в противном случае qV R C   и 

поэтому ( ),q GC C R  что противоречит утвер-

ждению (5). 
Следовательно, для некоторого i подгруппа 

i qF R C   не является q-замкнутой и поэтому 

группа F содержит подгруппу Шмидта H вида 
.p qH H C   Согласно условию, ,H L T    для 

некоторой субнормальной подгруппы L и неко-
торой pU -нормальной подгруппы T группы G. 

Сначала предположим, что H субнормальна 
в G. Тогда в V имеется такая собственная под-
группа W, что H W  и W нормальна в V. По-
скольку ,qC W V   то для некоторого k имеем 

.kR W  Тогда 1,kR W   следовательно, 

( ),k VR C W  поэтому ( ) ,k G qR N C M   где M 

максимальна в G, противоречие. 
Следовательно, H не является субнормаль-

ной в G. Значит, L H  и поэтому 1.T   Но то-

гда  GR T  ввиду утвеждения (5). Кроме того, 
1,GT   поскольку 1.GH   Таким образом, R яв-

ляется циклической группой, что противоречит 
утверждению (6). 

Следовательно, 1,n   поэтому 1R R  и qC  

действует неприводимо на R. Но ( ),qC M   

поэтому каждая собственная подгруппа группы 
M действует неприводимо на R, из чего следует, 
что каждая максимальная подгруппа из M явля-
ется циклической ввиду [9, I, лемма 4.1]. Следо-
вательно, 2q   ввиду [11, гл. 5, теорема 4.4] и 

поэтому | | ,R p  что противоречит утверждению 

(6).                                                                             
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