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Аннотация. Пусть F  и H  – некоторые -локальные формации конечных групп. Тогда через / F H F  обозначают 

решетку всех -локальных формаций X  таких, что .  H F X F  Длину решетки / F H F  называют  

H -дефектом -локальной формации .F  В частности, если H  – формация всех единичных групп, то H -дефект  

-локальной формации F  называют l -длиной формации .F  Изучены общие свойства H -дефекта -локальных  

формаций, получено описание минимальных -локальных не H -формаций для произвольной -нильпотентной  

-локальной формации ,H  дано описание решеточного строения -локальных формаций H -дефекта 1. Получены 

описания решеточного строения приводимых -локальных формаций конечного H -дефекта, а также решеточного 

строения приводимых -локальных формаций конечной l -длины. 
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Введение 
Все рассматриваемые группы являются ко-

нечными. Мы придерживаемся терминологии и 
обозначений, принятых в [1]–[4]. 

Изучение и классификация формаций с за-
данными ограничениями на решетки их подфор-
маций является одной из наиболее интересных и 
содержательных задач теории формаций конеч-
ных групп. Установленная А.Н. Скибой [5] 

модулярность решетки всех формаций, а также 
решетки всех локальных формаций, позволила 
привлечь методы и конструкции общей теории 
решеток при изучении внутреннего строения 
формаций конечных групп. Изучение структур-
ного строения локальной формации F  на основе 
свойств достаточно хорошо изученной ее под-
формации впервые было проведено А.Н.Скибой и 
Е.А.Таргонским [6]. Данный подход основывался 
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на введенном ими понятии H -дефекта локаль-
ной формации. В работе [6] были изучены ос-
новные свойства H -дефекта локальной форма-
ции, а также получена классификация локальных 
формаций нильпотентного дефекта 2.  Впо-
следствии данный метод широко использовался 
при изучении структурного строения не только 
локальных формаций [7]–[17], но и ряда форма-
ций других типов, таких как функторно замкну-
тые кратно локальные формации [2], [18], [19], 
тотально насыщенные формации [20]–[22], час-
тично насыщенные [23]–[28] и др. При этом, в 
качестве H  рассматривалась не только форма-
ция всех нильпотентных групп, но и другие дос-
таточно хорошо известные классы (класс всех 
p-разложимых, p-нильпотентных, -разложимых, 
-нильпотентных, p-замкнутых, метанильпотент-
ных, разрешимых, сверхразрешимых групп и др.).  

Отметим, что указанные результаты базиро-
вались на разработанной теории минимальных 
локальных не H -формаций. Напомним, что фор-
мацию F  называют минимальной локальной не 

H -формацией [29] или lH -критической форма-

цией [30], если ,F H  но все собственные ло-
кальные подформации из F  содержатся в классе 
групп .H  Общая задача изучения критических 
формаций была поставлена Л.А. Шеметковым на 
VI Всесоюзном симпозиуме по теории групп 
[29]. Решение этой задачи для локальных форма-
ций было получено А.Н. Скибой в цикле работ 
[30]–[34], завершающим результатом которого 
стало описание lH -критических формаций для 

случая, когда H  – произвольная формация клас-
сического типа [34], т. е. формация имеющая 
такой локальный экран, все неабелевы значения 
которого локальны.  

Развитие теории -локальных формаций 
привело к необходимости изучения и классифика-
ции критических -локальных формаций. В этой 
связи задача Л.А. Шеметкова о классификации 
критических формаций в теории -локальных 
формаций была решена в работах [35], [36] для 
произвольной -локальной формации H  класси-
ческого типа.  

В данной работе, используя разработанные 
методы теории критических -локальных фор-
маций, мы изучаем структурное строение -ло-
кальных формаций на основе идей работы [6]. 
Следуя [2], [6], мы вводим понятие H -дефекта 

-локальной формации, а также l -длины -ло-

кальной формации и изучаем структурное строе-
ние -локальных формаций конечного H -де-

фекта и конечной l -длины. 

Основными результатами являются: описа-
ние минимальных -локальных не H -формаций 

(теорема 3.4) для произвольной -нильпотентной 

-локальной формации ,H  т. е. неприводимых  

-локальных формаций H -дефекта 1; доказано 

существование формаций такого вида во всякой 
-локальной формации F H  (теорема 3.8); 

описание структурного строения -локальных 
формаций H -дефекта 1 (теорема 3.14) и их ха-

рактеризация (теорема 3.18); описание структур-
ного строения приводимых -локальных форма-
ций конечного H -дефекта (теорема 4.1), а так-

же описание внутреннего строения приводимых 
-локальных формаций конечной l -длины (тео-

рема 4.5). 
Основные результаты работы мы доказыва-

ем в разделах 3 и 4, а также рассматриваем неко-
торые, наиболее интересные, следствия получен-
ных результатов. 
 

1 Основные определения и обозначения 
Основные понятия теории -свойств групп, 

а также общие свойства -локальных формаций 
и их решеток представлены в работах [3], [4] и 
[37]–[48].  

Пусть { }i i I   ∣  – некоторое разбиение 

множества всех простых чисел .  Если n целое 
число, то ( )n  обозначает множество  

{ ( ) };i i n    ∣  ( ) (| |).G G    

Группа G называется [3]: -примарной, если 
G является i -группой для некоторого i; -ниль-

потентной, если G – прямое произведение  
-примарных групп. 

Класс всех -нильпотентных групп обозна-
чают символом ,N  а класс всех единичных 

групп символом (1).  
Функция f вида : {формации групп}f   

называется формационной -функцией [4]. Для 
всякой формационной -функции f класс ( )LF f  

определяется следующим образом:  

,или и

для в

( ) ( 1 1 /

с

( ) ( )

( )ех ).
i i i

i

LF f G G G G O G f

G
      

 

∣
 

Если для некоторой формационной -
функции f имеет место ( ),LF fF  то говорят, 

что формация F  является -локальной, а f явля-

ется -локальным определением .F  

Совокупность всех -локальных формаций 
обозначают через .l  Формации из l  называют 

l -формациями. 

Пусть f – формационная -функция. Тогда 
символом Supp( )f  обозначают носитель f, то 

есть, множество всех i  таких, что ( ) .if     

Формационную -функцию f называют: внут-
ренней, если ( ) ( )if LF f   для всех i; полной, 

если ( ) ( )
ii if f  G  для всех i.  
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Если F – полная внутренняя формационная 
-функция и ( ),LF FF  то F называют канони-

ческим -локальным определением .F  

Мы также используем j J jf  для обозна-

чения формационной -функции H такой, что 
( ) ( ),i j J j ih f     в частности,  

1 2 1 2( ) ( )( ) ( ) ( ),i i i ih f f f f         
для всех i. 

Пусть { }jf j J∣  множество всех -локаль-

ных определений формации .F  Тогда j J jf f   

называют наименьшим -локальным определени-
ем .F  

Пусть X  – некоторая совокупность групп. 
Через form( )l X  обозначают пересечение всех  

-локальных формаций, содержащих ,X  и назы-

вают -локальной формацией, порожденной со-
вокупностью групп .X  Если form( )l GF  для 

некоторой группы G, то F  называют однопоро-

жденной -локальной формацией.  
Для произвольного набора групп X  и лю-

бого i   символом ( )iX  [39, с. 962] обозна-

чают класс групп, определенный следующим 
образом: ,( ) ( / ( ) ),

i ii G O G G
   X X∣  если 

( ),i  X  ( ) ,i  X  если ( ).i  X  

Пусть X  – некоторый набор групп. Для любо-
го i   и всякого неотрицательного целого числа 

n, следуя [2, с. 31], мы определяем класс групп 
( )n i

 X  следующим образом: i( ) form( ( )),n i nl
   X X  

если ( )i  X  и ( ) ,n i
   X  если \ ( ).i   X  

В частности, если 0,n   то 0 ( ) form( ( )),i i
   X X  

если ( )i  X  и 0 ( ) ,i
   X  если \ ( ).i   X   

Пусть теперь { }j j JF ∣  – некоторый набор 

-локальных формаций. Тогда мы полагаем 
( ) form( ).j j J jj J l     F F∣  В частности, ес-

ли H  и F  – -локальные формации, то  

form( ).l   H F H F  

Следуя [29], [30], минимальной -локальной 
не H -формацией или H -критической форма-

цией мы называем -локальную формацию 
,F H  все собственные -локальные подфор-

мации которой содержатся в классе групп .H   

-Локальную формацию H  мы называем  

-локальной формацией классического типа, 
если H  имеет такое -локальное определение, 

все неабелевы значения которого -локальны.  
Напомним [2, с. 12], что непустой набор 

формаций  называется полной решеткой фор-
маций, если пересечение любого множества фор-
маций из  снова принадлежит , а множество  

содержит формацию ,M  такую, что H M  для 

всех .H  Всякую формацию из  называют  

-формацией. 
Для любых двух -формаций M  и ,H  где 

,M H  через /H M  обозначают [2, с. 168] 

решетку -формаций X  таких, что . M X H  
В частности, через /H M  обозначают решётку 

-локальных формаций X  таких, что . M X H  

Пусть  – некоторая полная модулярная ре-
шетка формаций. 

Напомним [2, с. 192], что для любых двух 
-формаций F  и ,M  где M F  через | : |F M  

обозначают длину решетки /F M  -формаций, 

заключенных между M  и .F  Пусть F  и H  – 

произвольные -формации. Тогда H -дефектом  

формации F  называют длину решетки 

/ F H F  (конечную или бесконечную) и обо-

значают | : | .F H F  

В частности, следуя [2, с. 192] H -дефек-

том -локальной формации F  мы будем назы-

вать длину решетки / F H F  и обозначать 

| : | .F H F  

Пусть 0  – нуль решетки , .F  Тогда  

-длиной [2, с. 212] формации F  называют кар-

динальное число | : 0 | . F  В частности, длиной 

формации F  называют число ( ) | : |;l  F F  дли-

ной локальной формации F  называют число 

1( ) | : (1) | .ll F F  

Следуя [2, с. 212], l -длиной -локальной 

формации F  назовем число ( ) | : (1) | .l F F  

Напомним также понятие прямого разложе-
ния формации [2, с. 171]. Пусть { }j j JF ∣  – 

некоторый непустой набор подклассов j F F  

такой, что 
1 2

(1)j j F F  для любого 1 2j j  из J. 

Если, кроме того, каждая группа GF  имеет 

вид 
1

,
tj jG A A   где 

1 1
, ,

t tj j j jA A  F F  для 

некоторого 1, , ,tj j J   то пишут, что j J j F F  

(в частности, 1 ,t F F F  если {1, , }).J t   

Подформацию M  формации F  называют 
дополняемой [2, с. 170] в ,F  если 

form( ) F M H  и (1) M H  для некоторой 

подформации H  из .F  В этом случае подформа-
цию H  называют дополнением к M  в .F   
 

2 Вспомогательные результаты 
Для доказательства основного результата 

работы нам понадобятся следующие известные 
факты теории формаций. 
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Следующие две леммы являются частными 
случаями (при )l   лемм 5.2.8, 5.2.7 [2] соот-

ветственно. 
Лемма 2.1 [2, лемма 5.2.8]. Пусть ,M  ,F  

X  и H  – -локальные формации, причем 

. F M X  Тогда если m, r и t – соответствен-

но H -дефекты формаций ,M  X  и ,F  причем 

m, ,r    то .t m r   
Лемма 2.2 [2, лемма 5.2.7] Пусть ,M  F  и 

H  – -локальные формации, причем .M F  

Тогда | : | | : | .   M H M F H F  

Частным случаем теоремы 1.15 [39, с. 960] 
является  

Лемма 2.3. Множество l  всех -локаль-

ных формаций образует полную алгебраическую 
и модулярную решетку формаций. 

Лемма 2.4 [36, лемма 2.1]. Пусть   – не-
пустое подмножество из . Тогда G  всех  

П-групп и класс N  всех -нильпотентных  

П-групп являются -локальными формациями и 
справедливы следующие утверждения. 

(1) ( ),LF g G  где g – каноническое -ло-

кальное определение формации .G  При этом, 

( )ig  G  для всех i   и ( )ig     для всех 

;i     

(2) ( ) ( ),LF n LF N   N  где n и N, соот-

ветственно, наименьшее и каноническое -ло-
кальные определения формации .N  При этом, 

( ) (1)in    для всех i   и ( )in     для всех 

,i    ( )
iiN  G  для всех i   и ( )iN    

для всех .i    

Лемма 2.5 [44, теорема 3.1]. Пусть F  – не-
пустая формация. Тогда следующие утвержде-
ния эквивалентны: 

(i) F  является n-кратно -локальной ( 1);n   

(ii) 1( )
i n i


   G F F  для всех ( );i  F  

(iii) 
i i( ) n-1 iform( ( )).

    FF G F  

Лемма 2.6 [44, с. 2372]. Пусть ,j J j F F  

где { }j j JF ∣  – набор таких формаций, что 

( ) ( )a b   F F  для любых , ,a b J  .a b  

Тогда и только тогда формация F  n-кратно  

-локальна ( 1),n   когда jF  является n-кратно 

-локальной формацией для всех j. 
Лемма 2.7 [36, теорема A]. Пусть H  – -ло-

кальная формация классического типа и H – ее 
каноническое -локальное определение. Тогда и 
только тогда F  является минимальной -ло-

кальной не H -формацией, когда form( ),l GF  
где G – такая монолитическая группа с монолитом 

,P G H  что выполняется одно из следующих 
условий: 

(1) G P  – простая i -группа, ( );i  H  

(2) P – не -примарная группа и ( )iHP G   
для всех ( );i P   

(3) ,G P K   где ( )GP C P  – p-группа, 

,ip  а K  – такая монолитическая группа с 

монолитом ( ) ,iHQ K   что ( )i Q   и либо 

( ) 1K   и ( )jHK Q   для всех ( ),j Q   либо 

K – минимальная не ( )iH  -группа одного из сле-

дующих типов: 
(а) группа кватернионов порядка 8, если 2 ;i  

(б) неабелева группа порядка 3q  простой 

нечетной экспоненты ;iq  

(в) циклическая q-группа, .iq  

Лемма 2.8 [39, лемма 2.1]. Пусть f и H – 
формационые -функции и пусть Supp( ).f   

Допустим, что ( ) ( ).LF f LF h  F  Тогда: 

(1) ( );   F  

(2) ( ( )) .
i i

i

if
  

 

  F G G G  Следова-

тельно, F  является насыщенной формацией; 
(3) если каждая группа из F  является  

-разрешимой, то ( ( )) ;
i i

i

if
  

 

  F S G S  

(4) если ,i   то 

( ( ) ) ( ( ) ) ;
i ii if h      G F G F F  

(5) ( ),LF FF  где F – единственная форма-

ционная -функция, такая что ( ) ( )
ii iF F   G F  

для всех i   и ( )iF     для всех .i    

Более того, ( ) ( ( ) )
ii iF f   G F  для всех i. 

Частным случаем теоремы 1.1. работы [43] 
является следующая  

Лемма 2.9 [43, теорема 1.1]. Пусть X  – неко-
торый непустой набор групп, form = ( ),l LF f F X  

где f – наименьшее -локальное определение .F  
Тогда верны следующие утверждения: 

(1) ( ) ( );  X F  

(2) 0 0( ) ( ) ( )i i if      X F  для всех i; 

(3) если H – произвольное -локальное опре-
деление ,F  то для всех ( )i  X  имеем 

( ) form( ( ), ( ) 1).
ii if A A h O A     F∣  

Лемма 2.10 [43, лемма 3.2]. Пусть ,i   

1 P  – i -группа, A – группа с ( ) 1
i

O A   и 

G P A K A    – регулярное сплетение групп 
P и A, где K – база сплетения G. Тогда  

, ( ) ( ) .
i i i

O G O G K
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Лемма 2.11 является частным случаем лем-
мы 2.6 [39]. 

Лемма 2.11 [39, лемма 2.6]. Пусть 
form( )= ( )l LF f F X  – -локальная формация 

по-рожденная X  и ( ).   X  Пусть m – форма-

ционная -функция, такая, что 
( ) form( ( ))i im   X  для всех i   и ( )im     

для всех .i    Тогда: 

(1) ( );   F  

(2) m является -локальным определением 
;F  и  

(3) ( ) ( )i im f   F  для всех i. 

Лемма 2.12 [39, лемма 2.2]. Если класс 
групп jF  является -локальной формацией для 

всех ,j J  то класс j
j J
 F  также является  

-локальной формацией. 
Лемма 2.13 [45, следствие 3.7]. Для любых 

-локальных формаций M  и H  имеет место ре-

шеточный изоморфизм / / .   M H M H H M  

Лемма 2.14 [2, теорема 4.3.2]. Пусть M  – 
непустая подформация формации .F  Тогда если 
H  – дополнение к M  в ,F  то  

{ , }.A B A B   F M H∣  

 
3 -Локальные формации H -дефекта 1 

Элемент a решетки L называется нейтраль-
ным (иначе дистрибутивным) [49, с. 96], если 
для любых ,b c L  тройка a, b, c порождает ди-

стрибутивную подрешетку в решетке L. 
Лемма 3.1. Пусть M  и F  – -локальные 

формации конечного H -дефекта, где H  – ней-

тральный элемент решетки -локальных форма-
ций. Тогда для H -дефекта формации M F  

имеет место следующее равенство  
| : ( ) | | : |

| : | | : ( ) | .
   

 

     
     
M F H M F M H M

F H F M F H M F
 

Доказательство. Пусть ,M  F  и H  – -ло-
кальные формации, удовлетворяющие условию 
леммы. Положим , X M F  , L M F  

| : | ,t  X H X | : | ,m  M H M | : |k  F H F  

и | : | .l  L H L  Согласно лемме 2.1 имеем 

.t m k   
Пусть теперь 1 : , X X H  1 : , M M H  

1 :  F F H  и 1 : . L L H  В силу лемм 2.1 и 2.2 

справедливы равенства 1 1| : | ,t X H X  

1 1| : | ,m M H M  1 1| : | k F H F  
и 1 1| : | .l L H L  Поэтому длина решетки 

1 1/ ( ) /    X X H X H H  равна t. Заметим так-

же, что формации 1M  и 1F  являются элементами 

решетки / /   X H H X X H  и H -дефект 

является функцией высоты решетки / . X X H  

Значит, в силу теоремы 16 [49, с. 61] имеет место 
следующее равенство 

1 1 1 1 1 1| : ( ) | | : |        M F H M F M H M  

1 1 1 1 1 1| : | | : ( ) | .      F H F M F H M F (3.1) 

Поскольку при этом  

1 1 ( ) ( )

( ) ,
   

  

     
    

M F M H F H

M F H X H
 

то 1 1 1 1| : ( ) | .t     M F H M F  Кроме того, 

так как по условию леммы формация H  является 

нейтральным элементом решетки -локальных 
формаций, то  

1 1

1

( ) ( )

( ) .
 

 

     
     
M F M H F H

M F H L H L
 

Наконец, поскольку 

1 1| : | | : ( ) | ,l      L H L M F H M F  
то из (3.1) получаем 

| : ( ) | | : |        M F H M F M H M  

       | : | | : ( ) | .      F H F M F H M F       
Лемма 3.2. Пусть ,F  M  и H  – такие  

-локальные формации, что .H M  Тогда в том и 

только в том случае H -дефект формации F  

конечен, когда конечны H -дефект формации 

M F  и M -дефект формации ,F  при этом  

| : |

| : ( ) | | : | .


 

 

     

F H F

M F H M F F M F
 

Доказательство. Необходимость. Допус-
тим, что H -дефект формации F  конечен и 

пусть | : | .n F H F  В силу леммы 2.2 имеет 

место неравенство 
| : ( ) | | : | .     M F H M F F H F  

Поэтому H -дефект формации M F  также 

конечен. Пусть | : ( ) | .k    M F H M F  Со-

гласно определению H -дефекта и в силу леммы 

2.3 из модулярности решетки l  всех -локаль-

ных формаций следует, что найдутся такие цепи 
-локальных формаций  

0 1 1 ,n n     H F F F F F F  

0 1 1

( )

,k k

    
     

H F H M F

L L L L M F
 

что iF  – максимальная -локальная подформа-

ция в 1iF  и jL  – максимальная -локальная 

подформация в 1jL  для всех 0,1, , 1i n    и 

0,1, , 1.j k    Так как ,   H F M F F  то 

ввиду леммы 2.3 из модулярности решетки l  

вытекает, что существует цепь  

0 1 1t t     M F X X X X F  
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-локальных формаций длины t n k   такая, 
что iX  – максимальная -локальная подформа-

ция в 1,iX  0,1, , 1.i t    Поэтому решетка 

/ F M F  имеет конечную длину, равную t. Тогда 

| : |t  F M F  по определению M -дефекта.  

Достаточность. Пусть 
| : ( ) |k    M F H M F  

и | : | .t  F M F  Тогда имеем 

0 1 1 ,t t     M F X X X X F  

0 1 1

( )

,k k

    
     

H F H M F

L L L L M F
 

где iX  и jL  – максимальная -локальная под-

формация в 1iX  и 1jL  соответственно, 

0,1, , 1i t    и 0,1, , 1.j k    Поэтому суще-

ствует максимальная цепь -локальных форма-
ций длины k t  от H F  до .F  Ввиду леммы 

2.3 из модулярности решетки l  последнее вле-

чет, что | : | ,k t  F H F  т. е. имеет место ра-

венство 
| : | F H F  

| : ( ) | | : | .      M F H M F F M F       

Лемма 3.3. Пусть H  – такая -локальная 

формация, что (1) . H N  Тогда имеет ме-

сто равенство ,H N  где ( ).   H  

Доказательство. Пусть ( )   H  и G  – 

класс всех П-групп. В силу леммы 2.4(1) форма-
ция G  -локальна. Поэтому имеет место вклю-

чение .    H G N N   

С другой стороны, ввиду леммы 2.5 (ii) име-
ем 0 ( )

i i i


   G G H H  для всех .i   Значит, 

с учетем леммы 2.6 имеем  

i i i i
form( )= .l          N G G H  

Таким образом, ,H N  где ( ).   H                

Если F  – минимальная -локальная не  
H -формация, то формация F  имеет единствен-

ную максимальную -локальную подформацию 
M  и .M H  Поэтому H -дефект формации F  

равен 1. Таким образом, всякая минимальная -ло-
кальная не H -формация является l -неприво-

димой -локальной формацией H -дефекта 1.  

Теорема 3.4. Пусть F  и H  – такие -ло-

кальные формации, что . F H N  Тогда и 

только тогда F  является минимальной -ло-

кальной не H -формацией, когда form( ),l GF  

где G – монолитическая группа с монолитом 
P G H  и выполняется одно из условий: 

(1) G P  – простая i -группа для некото-

рого ( );i  H  

(2) G P  – такая не -примарная простая 
группа, что ( ) ( );G   H  

(3) ,G P H   где ( )GP C P  – абелева  

p-группа для некоторого ( ),ip  H  а H – 

простая j -группа, .j i  Кроме того, для вся-

кой группы 1 ,G A H K H    где A – некото-

рая простая i -группа, K – база регулярного 

сплетения групп A и H, имеет место равенство 

1form( ).l GF  

Доказательство. Необходимость. Пусть F  

– минимальная -локальная не H -формация. В 

силу леммы 3.3 имеет место равенство ,H N  

где ( ).   H  По лемме 2.4(2) имеем 

( ),LF n N  где n – наименьшее -локальное 

определение формации ,N  что ( ) (1)in    для 

всех i   и ( )in     для всех .i    Сле-

довательно, формация N  является -локальной 

формацией классического типа. Пусть H – кано-
ническое -локальное определение формации .H  

Тогда согласно лемме 2.7 имеем form( ),l DF  
где D – такая монолитическая группа с моноли-
том ,R D H  что выполняется одно из следую-
щих условий: 

(i) D R  – простая i -группа, ( );i  H  

(ii) R  – не -примарная группа и ( )iHR D   
для всех ( );i R   

(iii) ,D R L   где ( )DR C R  – p-группа, 

,ip  а L – такая монолитическая группа с моно-

литом ( ) ,iHS L   что ( )i S   и либо ( ) 1L   и 
( )jHL S   для всех ( ),j S   либо L – минималь-

ная не ( )iH  -группа одного из следующих типов: 

(a) группа кватернионов порядка 8, если 2 ;i  
(b) неабелева группа порядка 3q  простой нечет-

ной экспоненты ;iq  (c) циклическая q-груп-

па, .iq  

Если для группы D справедливо условие (i), 
то, очевидно, группа D удовлетворяет условию 
(1) теоремы.  

Пусть для группы выполняется условие (ii). 
Из леммы 2.4(2) следует, что ( )

iiH  G  для 

всех i   и ( )iH     для всех .i    По-

кажем, что в этом случае D R  и ( ) ( ).D   H  

Действительно, поскольку ( )iHR D   для 
всех ( ),i R   то ( ) .iH     Поэтому 

( ) ( )R   H  по лемме 2.8 (5).  

С другой стороны, так как | ( ) | 1,R   то для 

, ( ),i j R    где ,i j  имеем  
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/ ( ) ( ) (1).
i ji jD R H H        G G  

Поэтому и в силу монолитичности группы 
D заключаем, что D – не -примарная простая 
группа такая, что ( ) ( ).D   H  Следовательно, 
группа D удовлетворяет условию (2) теоремы.  

Пусть, наконец, для группы выполняется 

условие (iii). Поскольку ( ) ,iHS L   то ( )i  H  и 

( ) 1,L   так как ( )
iiH  G  – насыщенная 

формация.  
Покажем, что L является простой j -груп-

пой, .j i  Действительно, поскольку ,L  H N  

то L S  является простой -примарной группой 
ввиду монолитичности и -нильпотентности 
группы L. Следовательно, L – j -группа, где 

.j i  Значит, группа D удовлетворяет условию 

(3) теоремы.  
Докажем теперь вторую часть утверждения 

(3) теоремы. Пусть 1 ,G A H K H    где A – 

некоторая простая i -группа, K – база регуляр-
ного сплетения групп A и H.  

Покажем, что 1form( ).l GF  Пусть 

1 1form( ),l GF  f и 1f  – наименьшие -локальные 

определения формаций F  и 1F  соответственно. По 

построению группы 1G  имеем 1( ) ( ).G G    Вви-

ду леммы 2.9 имеем ,( ) form( / ( ))
s ssf G O G
    

для всех ( )s G   и ( )sf     для всех 

( ),s G   а также 1 1 , 1( ) form( / ( ))
s ssf G O G
    

для всех 1( )s G   и ( )sf     для всех 

1( ).s G   В силу леммы 2.10 имеем 

, ( ) ( )
i i i

O G O G P
     и , 1 1( ) ( ) .

i i i
O G O G K

      

Следовательно, для всех ( )s G   имеем 

1( ) ( )s sf f      и  

,

,

( ) form( / ( )) form( ),

( ) form( / ( )) (1),
i i

j j

i

j

f G O G H

f G O G




 

 

  

  
 

1 1 , 1

1 1 , 1

( ) form( / ( )) form( ),

( ) form( / ( )) (1).
i i

j j

i

j

f G O G H

f G O G




 

 

  

  
 

Таким образом, 1( ) ( )k kf f    для всех .k   

Последнее означает, что 1.F F  

Достаточность. Пусть F  – формация, удов-
летворяющая условиям теоремы. Тогда если для F  
выполнены условия (1) или (2), то в силу леммы 
2.7 (1) (2), соответственно, формация F  является 
минимальной -локальной не H -формацией.  

Пусть теперь для формации F  выполнено 
условие (3). Покажем, что в этом случае для 
формации F  выполнены условия леммы 2.7 (3).  

Действительно, пусть H – каноническое  
-локальное определение формации .H   

Поскольку по лемме 3.3 имеет место равенство 
,H N  где ( ),   H  то в силу леммы 2.4 (2) 

имеем ( )
iiH  G  и ( ) .

jjH  G  Тогда, оче-

видно, что ( )iHH H   – монолитическая группа, 
( )i H   и, кроме того, ( ) 1H   и 

( )1 .jHH H   Следовательно, для группы G 
выполнены условия (3) леммы 2.7 (3). Поэтому 

form( )l GF  является минимальной -локаль-

ной не H -формацией.                                             

В случае, когда H N  – формация всех  

-нильпотентных групп, из теоремы 3.4 получаем  
Следствие 3.5. Тогда и только тогда F  – 

минимальная -локальная не -нильпотентная 
формация, когда form( )l GF  и выполняется 

одно из следующих условий:  1) G – простая не  
-примарная группа; 2) ,G P K   где 

( )GP C P  – p-группа, ,ip  а K – простая  

j -группа, .j i  

В частности, если 1 {{2},{3},{5}, },      

из теоремы 3.4 имеем 
Следствие 3.6. Пусть F  и H  – такие ло-

кальные формации, что . F H N  Тогда и 
только тогда F  является минимальной локаль-

ной не H -формацией, когда form( ),l GF  где G – 

монолитическая группа с монолитом P G H  и 
выполняется одно из условий: 

(1) G P  – группа простого порядка ( );p H  

(2) G P  – такая неабелевая простая груп-
па, что ( ) ( );G   H  

(3) ,G P H   где ( )GP C P  – абелева  

p-группа для некоторого ( ),p H  а H – простая 

q-группа, .q p  Кроме того, для всякой группы 

1 ,G A H K H    где A – группа простого по-

рядка p, K – база регулярного сплетения групп A и 
H, имеет место равенство 1form( ).l GF  

Кроме того, если H N  – формация всех 
нильпотентных групп, из теоремы 3.4 получаем 
следующий известный результат. 
 Следствие 3.7. Тогда и только тогда F  – 
минимальная локальная ненильпотентная фор-
мация, когда form( )l GF  и выполняется одно 

из следующих условий: 
(1) G – группа Шмидта;  
(2) G – простая неабелевая группа. 

 Теорема 3.8. Пусть F  и H  – такие -ло-

кальные формации, что . F H N  Тогда в F  

имеется по крайней мере одна минимальная  
-локальная не H -подформация. 

Доказательство. Пусть F  и H  – -ло-
кальные формации из условия теоремы. Выберем 
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в \F H  группу G минимального порядка. Тогда G – 

монолитическая группа с монолитом .P G H  
Если при этом G P  – простая i -группа для 

некоторого ( )i  H  или такая не -примарная 

простая группа, что ( ) ( ),G   H  то в силу лем-

мы 3.4 имеем form( )l GL  – искомая мини-

мальная -локальная не H -подформация. Если, 
кроме того, G P  – такая не -примарная про-
стая группа, что ( ) ( ),G   H  то, поскольку 

( ) ( )G   F  и найдется ( ) \ ( ),k G   H  имеем 

k
G F  и .

k
G H  Поэтому 

k
G  – искомая ми-

нимальная -локальная не H -формация из .F  
Пусть теперь группа G не является простой. 

Понятно, что | ( ) | 1G   и / 1.G P   Пусть 

( / ).j G P    

Рассмотрим прежде случай когда P не явля-
ется -примарной группой. Пусть ( ),i P   где 

.i j    Тогда найдутся такие простые i -груп-

па A и j -группа H, что AF  и .H H  Пусть 

,D A H K H    где K – база регулярного 
сплетения групп A и H. Тогда по лемме 3.4 име-
ем form( )l DF  – искомая минимальная -ло-

кальная не H -формация из .F  
Пусть теперь группа P является -примар-

ной, т. е. i -группой для некоторого i. Тогда, 

поскольку группа G не является -примарной, то 
найдется ( / )k G P   такое, что .k i  По-

скольку при этом ( )i  F  и ( ),k  H  то най-

дутся простые i -группа AF  и k -группа 

.H H  Пусть ,D A H K H    где K – база 
регулярного сплетения групп A и H. Снова, при-
меняя лемму 3.4, получим, что form( )l DF  – 

искомая минимальная -локальная не H -фор-
мация из .F                                                               

Следствие 3.9. Пусть F  не -нильпотент-
ная -локальная формация. Тогда в F  имеется 
по крайней мере одна минимальная не -нильпо-
тентная -локальная подформация. 

В частности, если 1 {{2},{3},{5}, },      
из теоремы 3.8 получаем следующие известные 
результаты (см. теорему 2.3.2 [2, с. 72]). 

Следствие 3.10 [2, с. 72]. Пусть F  и H  – 
такие локальные формации, что . F H N  
Тогда в F  имеется по крайней мере одна мини-
мальная локальная не H -подформация. 

Если H N  – формация всех нильпотент-
ных групп, имеем  

Следствие 3.11 [2, с. 72]. Пусть F  нениль-
потентная локальная формация. Тогда в F  име-
ется по крайней мере одна минимальная нениль-
потентная локальная подформация. 

Лемма 3.12. Всякая -нильпотентная -ло-
кальная формация является нейтральным эле-
ментом решетки .l  В частности, формация 

N  всех -нильпотентных групп является ней-

тральным элементом решетки .l  

Доказательство. Пусть ,H  F  и M  – неко-

торые -локальные формации, причем формация 
H  является -нильпотентной. В силу леммы 2.3 
и теоремы 12 [49, с. 56] для доказательства ут-
верждения леммы достаточно показать, что  

( ) ( ) ( ).      H F M H F H M  

Если (1),H  то утверждение очевидно. Пусть 

(1)H  и 1 ( )   H F  и 2 ( ).   H M  Так как 

( ) ( ) form(( ) ( )),l       H F H M H F H M  

то по лемме 2.11 имеем  

1 2

(( ) ( )) (( ) ( ))

( ) ( ) .
         

       

H F H M H F H M

H F H M
 

Поскольку ( ) ( ) ( ),      H F H M H F M  
то (( ) ( )) ( ( )),        H F H M H F M  т. е. 

1 2 ( ( )).     H F M  

С другой стороны, form( )l   F M F M  

и опять же по лемме 2.11 имеем  
( ) ( ) ( ) ( ).       F M F M F M  

Ввиду леммы 2.12 формация ( ) H F M  

-локальна. Теперь, если ( ( )),i    H F M  

то ( )
i   G H F M  по лемме 2.5 (ii). Поэтому 

( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )).i         H F M H F M  

Значит, ( ) ( ).
i
   G H F H M  Следовательно,  

1 2( ) ( ) .i       H F H M  

Таким образом, 
(( ) ( )) ( ( )).        H F H M H F M  

Так как при этом обе формации 
( ) ( )  H F H M  и ( ) H F M  

-нильпотентны и -локальны, то по лемме 3.3 
имеем ( ) ( ) ( ),        H F H M N H F M  
где 1 2 .     Следовательно, -локальные 

формации ,H  F  и M  образуют дистрибутив-

ную тройку в решетке l  и поэтому H  – ней-

тральный элемент в .l                                            

Следующая лемма является прямым следст-
вием лемм 3.1 и 3.12. 

Лемма 3.13. Пусть M  и F  – -локальные 

формации конечного H -дефекта, где H  – -

нильпотентная -локальная формация. Тогда 
для H -дефекта формации M F  имеем  

| : ( ) | | : |

| : | | : ( ) | .
   

 

     

     

M F H M F M H M

F H F M F H M F
 

В частности, если ,H N  то для -нильпо-

тентного l -дефекта формации M F  имеем  
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| : ( ) | | : |

| : | | : ( ) | .
     

   

     

     

M F N M F M N M

F N F M F N M F
 

Напомним, что если M  и H  – такие фор-
мации, что .M H  Тогда формацию M  назы-
вают подформацией формации H  или иначе  
H -подформацией. 

Теорема 3.14. Пусть F  и H  – такие -ло-
кальные формации, что . F H N  Тогда и 

только тогда H -дефект формации F  равен 1, 

когда , F M L  где M  – -локальная под-

формация из ,H  L  – минимальная -локальная 
не H -формация, при этом:  

(1) всякая H -подформация из F  входит в 
( ); M L H   

(2) всякая -локальная подформация X  из 
F  такая, что ,X H  имеет вид ( ). L X H  

Доказательство. Необходимость. Пусть F  – 

-локальная формация с H -дефектом 1. Так как 

,F H  то по теореме 3.8 в F  содержится неко-
торая минимальная -локальная не H -формация 

.L  По условию теоремы  M F H  – макси-
мальная -локальная подформация формации .F  

Поэтому . F M L   

Достаточность. Пусть , F M L  где L  – 

минимальная -локальная не H -формация, a M  – 

-локальная формация из .H  Тогда H -дефект 

формации F  равен 1 в силу леммы 3.13. 
Покажем теперь, что имеют место утвер-

ждения (1) и (2). Поскольку L H  – максималь-
ная -локальная подформация в ,L  то в силу 
лемм 2.3 и 2.13 из решеточного изоморфизма  

/ ( ( ))

( ( ) ) / ( ( ))
 

   

  

      
F M L H

M L H L M L H
 

/ ( (( ) ))

/ (( ) ( )) /
 

  

   

     

 L L L H M

L L H L M L L H
 

получаем, что ( ) M L H  – максимальная -ло-

кальная подформация в .F  Так как ,F H  то лю-
бая H -подформация из F  входит в ( ) . L H M  
Поэтому имеет место утверждение (1). 

Покажем теперь, что в F  нет отличных от 
L  минимальных -локальных не H -формаций. 

Допустим, что это неверно и пусть 1L  – такая 

минимальная -локальная не H -формация из ,F  

что 1 .L L   

Тогда поскольку H -дефекты формаций L  

и 1L  равны 1 и, очевидно, 1 , L L H  то в силу 
леммы 2.7 имеем  

| : ( ) | | : |

| : | | : ( ) | 2.
   

 

     

      
1 1

1 1 1 1

L L H L L L H L

L H L L L H L L
 

Последнее противоречит лемме 2.2, так как 

1 . L L F  Таким образом, в формации F  нет 

минимальных -локальных не H -формаций, 
отличных от .L   

Пусть теперь X  – произвольная -локаль-
ная подформация из F  такая, что .X H  Тогда 
в силу доказанного выше и теоремы 3.8 заключа-
ем, что .L X  Так как при этом формация X  

имеет H -дефект равный 1, то X H  – макси-

мальная -локальная подформация в .X  Поэто-
му имеет ( ),  X L X H  т. е. справедливо 

утверждение (2).                                                      

В случае, когда ,H N  из теоремы 3.14 

получаем 
Следствие 3.15. Пусть F  не -нильпо-

тентная -локальная формация. Тогда и только 
тогда -нильпотентный l -дефект формации 

F  равен 1, когда , F M L  где M  – -ниль-

потентная -локальная подформация из ,F  L  – 

минимальная -локальная не -нильпотентная 
формация, при этом:  

(1) всякая -нильпотентная подформация 
из F  входит в ( ); M L H   

(2) всякая -нильпотентная -локальная 
подформация X  из F  имеет вид ( ). L X H  

 В частности, если 1 {{2},{3},{5}, },      

из теоремы 3.14 получаем  
Следствие 3.16. Пусть F  и H  – такие ло-

кальные формации, что . F H N  Тогда и 

только тогда lH -дефект формации F  равен 1, 

когда ,l F M L  где M  – локальная подфор-

мация из ,H  L  – минимальная локальная не H -
формация, при этом:  

(1) всякая H -подформация из F  входит в 

( );l M L H   

(2) всякая локальная подформация X  из F  

такая, что ,X H  имеет вид ( ).l L X H  

Кроме того, если H N  – формация всех 
нильпотентных групп, из теоремы 3.14 получаем 
следующий известный результат.  

Следствие 3.17 [1, лемма 20.5]. В точности 
тогда нильпотентный дефект локальной фор-
мации F  равен 1, когда ,l F M L  где M  – 

нильпотентная локальная формация, L  – мини-
мальная локальная ненильпотентная формация, 
при этом:  

(1) всякая нильпотентная подформация из 
F  входит в ( );l M L N   

(2) всякая ненильпотентная локальная под-
формация X  из F  имеет вид ( ).l L X N  
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 Теорема 3.18. Пусть F  и H  – такие -ло-

кальные формации, что . F H N  Тогда если 

( ) ( ),  F H  то следующие условия равносильны: 

(1) | : | 1; F H F  

(2) в F  дополняема каждая ее -локальная 
не H -подформация; 

(3) в F  дополняема каждая ее -локальная 

подформация M  с | : | 1. M H M  

Доказательство. Пусть имеет место (1) и 
M  – -локальная подформация из .F  Тогда ес-
ли ,M H  то по теореме 2.8 имеем 

( ),  M L M H  где L  – минимальная -ло-

кальная не H -формация. Пусть ( ),   F  

1 ( )   M  и 2 1\ .     Покажем, что 
2N  

является дополнением к M  в .F  Понятно, что 

2
(1).  N M  Покажем, что 

2
form( )= .M N F  

В силу теоремы 2.8 имеем 1, F L M  где 

1 .M H  С другой стороны,  

1
( ) ,      M L M H L N  

поскольку 
1
.    M H M N N  Теперь в 

силу лемм 2.14 и 2.6 имеем  

2 2 2

1 2

form( ) = = =

= ( ) = =

   

     

  

  

M N M N M N

L N N L N F.
 

Таким образом, формация 
2N  является допол-

нением к M  в .F  
Понятно, что если имеет место утверждение 

(2), то утверждение (3) верно, так как любая -
локальная подформация M  с | : | 1 M H M  

является не H -подформацией из .F  
Пусть теперь имеет место (3). Покажем, что 

выполняется условие (1). По условию теоремы 
.F H  Поэтому в силу леммы 2.5 в F  имеется 

минимальная -локальная не H -формация .L  

Пусть  M H F  и 1 . F M L  Ввиду теоре-

мы 2.8 имеет место 1| : | 1. F H F   

Значит, по условию теоремы в F  найдется 

такая подформация 1,M  что 1 1 (1) M F  и 

1 1form( ). F F M  Применяя теперь леммы 2.14 

и 2.6, получаем, что 1 1 F F M  и формация 

1M  -локальна.  

Допустим, что 1 (1).M  Тогда если 

1( ),i  M  то ( ) ( )i   F H  по условию 

теоремы. Поэтому и в силу леммы 2.5 (ii) имеют 
место включения  

1 1 1( ) (1).
i
     G M F H M F  

Полученное противоречие показывает, что 

1 (1).M  Значит, 1 1 1.  F F M F  Поэтому 

| : | 1. F H F                                                         

Замечание 3.19. Отметим, что условие 
( ) ( )  F H  в теореме 3.18 опустить нельзя, 

поскольку наличие дополнения в F  у каждой ее 

-локальной не H -подформации, а также нали-

чие дополнения в F  у каждой -локальной под-

формации M  из F  с | : | 1 M H M  не влечет 

равенства | : | 1. F H F  

Действительно, пусть 
i

H G  и  

,
j k     F H G G  

где , \{ },j k i     .j k  Тогда в силу лемм 2.6 

и 2.14 имеем .
j k   F H G G  Ввиду теоремы 

3.4 и леммы 3.1 имеем | : | 2. F H F  Однако, 

как нетрудно заметить, всякая -локальная не 
H -подформация из ,F  а также всякая -ло-

кальная подформация из F  с H -дефектом 1, 

имеют дополнение в .F   
Вместе с тем, имеет место следующее 
Следствие 3.20. Пусть F  – не -нильпо-

тентная -локальная формация. Тогда следую-
щие условия равносильны: 

(1) | : | 1;  F N F  

(2) в F  дополняема каждая ее -локальная 
не -нильпотентная подформация; 

(3) в F  дополняема каждая ее -локальная 

подформация M  с | : | 1.  M N M  

В частности, если 1 {{2},{3},{5}, },      

из теоремы 3.11 имеем 
Следствие 3.21. Пусть F  и H  – такие ло-

кальные формации, что . F H N  Тогда если 

( ) ( ),  F H  то следующие условия равносильны: 

 (1) | : | 1;l F H F  

(2) в F  дополняема каждая ее локальная не 
H -подформация; 

(3) в F  дополняема каждая ее локальная 

подформация M  с | : | 1.l M H M  

Кроме того, если H N  – формация всех 
нильпотентных групп из теоремы 3.4 получаем сле-
дующий известный результат (см. следствие 5.2.11). 

Следствие 3.21 [2, с. 197]. Пусть F  – не-
нильпотентная локальная формация. Тогда сле-
дующие условия равносильны: 

(1) | : | 1;l F N F  

(2) в F  дополняема каждая ее ненильпо-
тентная локальная подформация; 

(3) в F  дополняема каждая ее локальная 

подформация M  с | : | 1.l M N M  
 

4 Приводимые -локальные формации 
ограниченного H -дефекта 

Пусть F  – -локальная формация. Формацию 

F  мы называется неприводимой -локальной 
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формацией (или l -неприводимой формацией), ес-

ли i I i iform( )= ( i I),l     F X X ∣  где { }i i IX ∣  – 

набор всех собственных -локальных подформа-
ций из .F  Если же найдутся такие собственные -

локальные подформации X  и H  из ,F  что 

, F X H  то формация F  называется приводи-

мой -локальной (или l -приводимой) формацией. 

Основным результатом данного раздела яв-
ляется следующая теорема, развивающая наблю-
дения работ [18], [50], [51]. 

Теорема 4.1. Пусть F  и H  – такие -ло-

кальные формации, что , F H N  и пусть F  – 

l -приводима. Тогда и только тогда H -дефект 

формации F  равен k, когда F  удовлетворяет 
одному из следующих условий: 

(1) , F L M  где L  – неприводимая -ло-

кальная формация H -дефекта t, 1 1,t k    а 

M  – такая -локальная формация H -дефекта 

1,k   что L M  является максимальной -ло-
кальной подформацией формации ;L  

(2) , F L M  где L  – неприводимая -ло-

кальная формация H -дефекта k, M  – такая 

-локальная формация, что M H  и .M L  

Доказательство. Достаточность. Пусть 
формация F  удовлетворяет условию (1). По-
скольку L M  – единственная максимальная  
-локальная подформация формации ,L  то 

| : ( ) | 1.t    L M H L M  Значит, в силу 

леммы 3.13 имеем  
| : | | : | | : |

| : ( ) | 1 ( 1) .t k t k
  



     

         

F H F L H L M H M

L M H L M
 

Пусть теперь формация F  удовлетворяет 
условию (2). Тогда по лемме 3.13 получим 

| : | | : | | : |

| : ( ) | 0 0 .k k
  



     

       

F H F L H L M H M

L M H L M
 

Таким образом, имеет место | : | .k F H F  

Необходимость. Доказательство необходи-
мости проведем индукцией по k. Пусть 1k   и 
F  – -локальная формация с H -дефектом 1. 

Так как ,F H  то по теореме 3.8 в F  содержится 

некоторая минимальная -локальная не H -под-

формация .L  Поскольку H -дефект формации 

F  равен 1, то  M F H  – максимальная -ло-

кальная подформация в .F  Поэтому  F L M  и 

формация F  удовлетворяет условию (2) теоремы. 

Пусть 1k   и, предположим, что для 1k   
теорема верна. Обозначим через M  максималь-
ную -локальную подформацию из ,F  у которой 

H -дефект равен 1.k    

Допустим, что в формации F  найдется та-

кая неприводимая -локальная подформация ,X  

что X M  и 1 | : | 1.k   X H X  Тогда 

. F M X  Пусть | : | .t  X H X  Если 1,t   

то X H  – единственная максимальная -ло-

кальная подформация формации .X  В силу мак-
симальности формации M  имеет место равенст-
во .  M H F H  Поэтому .  X H M H  

Значит,   X M X H  и формация F  удовле-
творяет условию (1) теоремы.  
 Пусть теперь 2 1t k    и любая неприво-
димая -локальная подформация формации F  с 

H -дефектом меньшим t содержится в формации 

.M  Пусть 1X  – такая максимальная -локальная 

подформация ,X  что 1 1| : | 1.t  X H X  Если 

1X  – l -неприводима, то по предположению 

1 .X M  Следовательно, 1 X M X  и F  удов-

летворяет условию (1) теоремы. 
Пусть 1X  – приводимая -локальная фор-

мация. Поскольку 1 1,t k    то по предполо-

жению индукции для формации 1X  теорема вер-

на. Поэтому формация 1X  удовлетворяет одному 

из следующих условий: 
(a) 1 1 1, X L M  где 1L  – неприводимая 

-локальная формация и 1 1| : | ,s L H L  

1 2,s k    а 1M  – такая -локальная формация, 

что 1 1| : | 2k  M H M  и 1 1L M  – макси-

мальная -локальная подформация формации 1;L  

(b) 1 1 1, X L M  где 1 ,M H  а 1L  – та-

кая неприводимая -локальная формация, что 

1 1| : | 1k  L H L  и 1 1.M L   

Пусть имеет место (b). Тогда по предполо-
жению 1 .L M  Кроме того, поскольку 

,  M H F H  то 1 M M  и 1 1 1 .  X L M M  

Следовательно, 1 X M X  и формация F  

удовлетворяет условию (1) теоремы.  
Пусть теперь имеет место (a). Если форма-

ция 1M  является l -неприводимой, то по пред-

положению формации 1M  и 1L  должны содер-

жаться в .M  Значит, 1 X M X  и формация F  

удовлетворяет условию (1) теоремы. 
Если же формация l -приводима, то по ин-

дукции для нее теорема верна. Повторяя приве-
денные выше рассуждения для 1M  и т.д., через 

конечное число шагов (поскольку H -дефект 

рассматриваемых формаций конечен и строго 
уменьшается) мы получим, что 1. X M X  По-

этому формация F  удовлетворяет условию (1) 
теоремы.  
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Допустим теперь, что любая неприводимая 
-локальная подформация из ,F  имеющая  
H -дефект меньший k, содержится в .M  По-

скольку F  – приводимая -локальная формация, 

то в \F M  найдется группа G такая, что 

form( ) .Gl L F  Тогда . F M L  Ввиду 

леммы 2.2 имеем | : | .d k  L H L  Предполо-

жим, что .d k   
Если L  – l -неприводима, то по предполо-

жению .L M  Что невозможно. Значит, L  – 

приводимая -локальная формация. Но тогда по 
индукции для формации L  теорема верна. Учи-
тывая предположение о неприводимых -локаль-
ных подформациях, имеющих H -дефект мень-

ший k, и то, что ,  F H M H  снова заключа-

ем, что .L M  Противоречие. Поэтому .d k  

 Пусть D  – такая неприводимая -локаль-
ная подформация из ,M  что .D L  По лемме 

2.2 имеем | : | .m k  D H D  Ввиду того, что 

формации L  и D  содержатся в ,F  имеем 

,  K L D F  и по лемме 2.2 имеем 

| : | .d k  K H K   

С другой стороны, по лемме 3.13 имеет ме-
сто равенство  

,  где | : ( ) | .d k m b b       L D H L D  

Так как ,D L  то 1.b m   Поэтому 

( 1) 1.a k m m k       Противоречие. Таким 

образом, любая неприводимая -локальная под-
формация из M  содержится в .L  Значит, если 
M  – неприводимая -локальная формация, то 

.M L  Но тогда ,  F L M L  что противо-

речит определению формации .L  Поэтому фор-
мация M  – l -приводима.  

Предположим, что .  L H F H  Так как 

| : | 1,k  M H M  то по индукции для форма-

ции M  теорема верна. Поэтому формацию M  
можно представить в виде (a) или (b). Учитывая, 
что любая неприводимая -локальная не H -под-
формация из M  содержится в ,L  получаем, что 

.M L  Противоречие. Таким образом, 
.  L H F H  Поскольку ,  M H F H  то 
.  M H L H   

Пусть L  – неприводимая -локальная фор-
мация. Тогда, используя представление форма-
ции M  в виде (a) или (b) и учитывая, что любая 
неприводимая -локальная формация с H -де-

фектом меньшим k содержится в ,L� получим, 

что ( ).  F L M H  Таким образом, формация 

F  удовлетворяет условию (2) теоремы.  

Пусть теперь L  – приводимая -локальная 
формация. Тогда, так как ,L M  то по теореме 

3.8 в L  содержится по меньшей мере одна  

M -критическая формация .X  Поскольку лю-

бая неприводимая -локальная формация с H -

дефектом меньшим k содержится в формации 
M  и ,  M H F H  то | : | .k X H X  Заме-

тим также, что любая неприводимая -локальная 
формация из L  с H -дефектом меньшим k со-

держится в ,X  поскольку в противном случае 

формация F  будет содержать l -подформацию с 

H -дефектом большим k, что невозможно ввиду 

леммы 2.1. В силу максимальности формации M  
имеем . F M X  Поскольку ,  M H L H  

то .  M H X H  Поэтому, учитывая пред-
ставление формации M  в виде (a) или (b), име-
ем ( ).     F M X X M H  

Таким образом, формация F  удовлетворяет 
условию (2) теоремы.                                              

 В случае, когда ,H N  мы получаем сле-

дующий специальный случай теоремы 4.1. 
Следствие 4.2. Пусть F  – приводимая -ло-

кальная формация. Тогда и только тогда -ниль-
потентный l -дефект формации F  равен k, 

когда F  удовлетворяет одному из следующих 
условий: 

(1) , F L M  где L  – неприводимая -ло-

кальная формация -нильпотентного l -дефек-

та t, 1 1,t k    а M  – такая -локальная 

формация -нильпотентного l -дефекта 1,k   

что L M  является максимальной -локальной 
подформацией формации ;L  

(2) , F L M  где L  – неприводимая -ло-

кальная формация -нильпотентного l -дефек-

та k, M  – такая -локальная формация, что 

M H  и .M L  

В частности, если 1 {{2},{3},{5}, }      

из теоремы 4.1 получаем  
Следствие 4.3. Пусть F  и H  – такие ло-

кальные формации, что , F H N  и пусть F  – 

приводима. Тогда и только тогда lH -дефект 

формации F  равен k, когда F  удовлетворяет 
одному из следующих условий: 

(1) ,l F L M  где L  – неприводимая ло-

кальная формация lH -дефекта t, 1 1,t k    а 

M  – такая локальная формация lH -дефекта 

1,k   что L M  является максимальной ло-
кальной подформацией формации ;L  

(2) ,l F L M  где L  – неприводимая ло-

кальная формация lH -дефекта k, M  – такая 

локальная формация, что M H  и .M L  
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Кроме того, если H N  – формация всех 
нильпотентных групп, из теоремы 4.1 получаем 
следующий известный результат. 

Следствие 4.4 [18]. Пусть F  – приводимая 
локальная формация. Тогда и только тогда 
нильпотентный l-дефект формации F  равен k, 
когда F  удовлетворяет одному из следующих 
условий: 

(1) ,l F L M  где L  – неприводимая ло-
кальная формация нильпотентного l-дефекта t, 
1 1,t k    а M  – такая локальная формация 
нильпотентного l-дефекта 1,k   что L M  
является максимальной локальной подформаци-
ей формации ;L  

(2) ,l F L M  где L  – неприводимая ло-
кальная формация нильпотентного l-дефекта k, 
M  – такая локальная формация, что M H  и 

.M L  

Кроме того, в случае, когда (1),H  из тео-
ремы 4.1 получаем следующий результат 

Теорема 4.5. Пусть F  – приводимая -ло-

кальная формация. Тогда и только тогда l -дли-

на формации F  равна k, когда F  удовлетворяет 
одному из следующих условий: 

(1) , F L M  где L  – неприводимая -ло-

кальная формация l -длины t, 1 1,t k    а M  – 

такая -локальная формация l -длины 1,k   

что L M  является максимальной -локальной 
подформацией формации ;L  

(2) , F L M  где L  – неприводимая -ло-

кальная формация l -длины k, M  – такая -ло-

кальная формация, что M H  и .M L  

В частности, если 1 {{2},{3},{5}, },      
из теоремы 4.5 имеем 

Следствие 4.6. Пусть F  – приводимая ло-
кальная формация. Тогда и только тогда l-длина 
формации F  равна k, когда F  удовлетворяет 
одному из следующих условий: 

(1) ,l F L M  где L  – неприводимая ло-

кальная формация l-длины t, 1 1,t k    а M  – 
такая локальная формация l-длины 1,k   что 
L M  является максимальной локальной под-

формацией формации ;L  
(2) , F L M  где L  – неприводимая ло-

кальная формация l-длины k, M  – такая локаль-

ная формация, что M H  и .M L  
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