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Аннотация. Исследованы новые решения параболического уравнения, описывающие векторные декартовы паракси-
альные ТМ световые пучки Гаусса со сложным астигматизмом. Установлены допустимые значения свободных  
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Введение 
В настоящее время широко используются 

лазерные круговые гауссовы световые пучки, у 
которых пучки обладают круговой симметрией 
относительно оси пучка z [1]. Пучки с общим 
астигматизмом изучены значительно меньше 
[2]–[6]. Данная работа представляет собой разви-
тие предыдущей работы автора [7]–[11], где ис-
следовались энергетические и поляризационные 
свойства векторных астигматических световых 
пучков. Здесь используемый математический 
формализм распространяется на более общие 
векторные гауссовы световые пучки со сложным 
астигматизмом. 

Сначала обсуждается общий формализм для 
описания скалярных гауссовых световых пучков 
со сложным астигматизмом. В следующих раз-
делах сначала обсуждаются энергетические и 
поляризационные свойства векторных гауссовых 

световых пучков со сложным астигматизмом и 
однородной поляризацией по сечению пучка, 
затем гауссовы ТМ-моды со сложным астигма-
тизмом и неоднородно поляризованные по сече-
нию пучка. 

 
1 Общий скалярный астигматический гаус-

сиан, характеризующий скалярные гауссовы 
световые пучки со сложным астигматизмом 

Начнем с обсуждения свойств скалярных 
пучков Гаусса с общим астигматизмом. Предва-
рительно обсудим необходимый математический 
формализм для описания пучков со сложным ас-
тигматизмом. Для 3D параболического уравнения 
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является его точным решением [4]. Здесь (22)-мат-
рица пучка 0 ,Q z I Q   Q – комплексный мат-

ричный параметр пучка, 0 0 0 .Q Q iQ    Поворо-

том системы координат вокруг оси Z матрицу 0Q  
можно привести к диагональному виду, а после-
дующим сдвигом вдоль оси Z привести к про-
стейшей форме:  
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(2х2) матрица 0Q  для выполнения квадратичной 

интегрируемости гауссиана G должна быть по-
ложительно определенной, т. е. ее компоненты 
должны удовлетворять ограничениям 
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Матрицу 1Q  можно представить также в инва-

риантной форме:  
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Заметим, что .G ik G    b  Здесь ввели, для 

краткости, вектор 1 .Q
   b r r  Его компо-
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r
 и здесь / detc cQ Q   – след матри-

цы Г. Детерминант det ,Q Q Q i Q     где 

2 2
0 ,Q z a Q     где 2

0 11 22 12Q     . Здесь и 

далее символ  означает детерминант. 

11 22( ) ( ).Q z a z a       Главные значения 

матрицы Г: 
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После некоторых преобразований мнимую часть 
  матрицы i       представим как  
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2 Однородно поляризованные гауссовы 

моды с общим астигматизмом 
Для однородно поляризованных паракси-

альных векторных гауссовых пучков с общим 

астигматизмом возьмем поперечную часть век-
тора электрического поля в форме: ;f E e  

где нормированный 2(| | 1) e  вектор поляриза-

ции x y .x y    e e e  Как и в предыдущем раз-

деле, в качестве решения возьмем .f G  Гео-

метрические характеристики эллипса поляриза-
ции электрического вектора светового пучка за-
даются комплексным параметром [8] 

 tg .y

x

i i


            


 

При этом азимут главной оси эллипса поляриза-
ции относительно оси OX равен ,  а эллиптич-
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продольного ,zS  поперечного орбитального oS  

и спинового sS  потоков энергии параксиального 

пучка соответственно равны  
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Картина интенсивности гауссова светового 
пучка с общим астигматизмом представляет со-
бой световое пятно эллиптической формы (ри-
сунки 2.1–2.3). Азимуты главных осей эллипса 
интенсивности светового пятна определяются 

формулой 12

11 22

2
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Для графического моделирования получен-
ных результатов для наглядности был выполнен 
переход к безразмерным переменным 0/ ,X x x  

0/ ,Y y x  0/ ,Z z z  где 0 0,x   2
0 0 / 2z k x  – 

характерные линейные размеры пучка в попе-
речном и продольном направлениях соответст-
венно. Некоторые результаты графического мо-
делирования поперечных потоков энергии и ин-
тенсивности однородно поляризованного пара-
ксиального светового гауссова пучка с общим 
астигматизмом изображены в относительных 
единицах на рисунках 2.1–2.3 при различных 



С.С. Гиргель 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (62), 2025 16 

значениях свободных параметров. Чтобы обес-
печить квадратичную интегрируемость (КИ) 
функций векторной амплитуды пучков Гаусса и, 
тем самым, переносимую конечную мощность 
через поперечное сечение пучка, выбирались 
параметры, удовлетворяющие условиям (1.2). 

Световое пятно не может вырождаться в 
прямую линию, так как 0.   В круг тоже не 

может превращаться. В отличие от пучков Гаус-
са с простым астигматизмом азимуты главных 
осей эллипса интенсивности не фиксированные, 

0, / 2    и зависят от расстояния Z. Размеры 

эллипса интенсивности возрастают с расстояни-
ем Z. Компьютерное моделирование показывает, 
что линии спинового потока энергии эллиптиче-
ской формы и полностью повторяют очертания 

эллипса интенсивности. Линии полных попереч-
ных потоков энергии S  образуют спиральные 

вихри. Линии потоков 0S  и sS  при удалении от 

оси Z стремятся к радиальным направлениям. 
При выравнивании коэффициентов 11  и 22  

пятно интенсивности стремится к круговому. 
Интенсивности поперечных потоков 0 ,sS S  

что иллюстрируют рисунки 2.1 и 2.2.  
При распространении пучков Гаусса c об-

щим астигматизмом и однородной поляризацией 
их световое пятно деформируется и вращается. В 
интервале ( )Z     главная ось эллипса ин-

тенсивности вращается на 180 градусов. Практи-
чески основное вращение происходит в интерва-
ле (–1 > Z > 1) (рисунок 2.3). 

 

       
                         а)                                         б)                                          в)                                          г) 

Рисунок 2.1 – Поперечные потоки энергии векторного однородно поляризованного светового гауссова 
пучка с общим астигматизмом: (a) орбитальный, (б) спиновый, (в) суммарный поперечный потоки 

энергии и (г) общая интенсивность пучка. Свободные параметры: 1,67;Z   11 1;   22 0,5;   12 0,6.   

 

       
                         а)                                         б)                                          в)                                          г) 

Рисунок 2.2 – Поперечные потоки энергии векторного однородно поляризованного светового гауссова 
пучка с общим астигматизмом: (a) орбитальный, (б) спиновый, (в) суммарный поперечный потоки 

энергии и (г) общая интенсивность пучка. Свободные параметры: 3,0;Z   11 3;   22 0,5;   12 0.6.   

 

       
                    а) 0;Z                           б)  0, 23;Z                          в) 0, 46;Z                           г) 0,94Z   
Рисунок 2.3 – Деформация и вращение эллипсов интенсивности пучков Гаусса c общим астигматизмом 

и однородной поляризацией. Свободные параметры: 11 0,6;   22 3;   12 1,3;   0, 2a   
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3 Гауссовы ТМ-моды с общим астигма-
тизмом 

Перейдем к анализу свойств гауссовых све-
товых пучков с общим астигматизмом и неодно-
родной по сечению поляризацией (ТМ-моды). 

Возьмем в (1.1) 
1

.f G
k

   Тогда для ТЕ мод по-

перечная часть вектора электрического поля га-
уссового пучка с общим астигматизмом  

(1) ;
i

G G
k  

      
 

E b  
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 r b  Так как ,c   b  то 
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Поляризация пучка определяется комплексным 
параметром  
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Азимут эллипсов поляризации ',  эллиптич-

ность th .    Общая плотность поперечного 

потока энергии для ТМ мод равна [10] 
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S E  Вычисляя в инвариант-

ной форме, находим, что  
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Согласно [12], плотности орбитального 0S  и 

спинового sS  потоков энергии параксиального 

пучка o s  S S S  выражаются, соответственно, 
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После некоторых преобразований, учитывая, что 

 * *1
Im Im , ,

2x y zb b     b b e  представим эти вы-

ражения в инвариантных формах 
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В декартовой системе координат 
2

22 12 11

11 12 22

(2 )
Im 2 Im( ) ,

8

(2 )
2 Im( ) ,

s x y y x

y x x y

c G y x
b b b

n k

x y
b b b

k

 


 


        
      
  

S e

e

2
212 11 22

0

( )
Im ( ) .

8 x y

c G
y x i

n k



 

    
    

  
S e e b b  

 На рисунках 3.1–3.6 показаны некоторые 
характерные картины поперечных потоков энер-
гии и общих интенсивностей в относительных 
единицах для ТМ мод Гаусса с общим астигма-
тизмом. Чтобы обеспечить КИ функций вектор-
ной амплитуды пучков Гаусса и, тем самым, пе-
реносимую конечную мощность через попереч-
ное сечение пучка, выбирались параметры, удов-
летворяющие условиям (1.2). На всех рисунках 
3.1–3.6 взят одинаковый свободный параметр 

2.k   Видно, что линии орбитальных и спино-
вых потоков энергии ориентированы самыми 
разнообразными способами. Картины общей ин-
тенсивности содержат одно или два пика  интен-
сивности. Поляризация ТМ мод Гаусса с общим 
астигматизмом является сильно неоднородной 
по поперечному сечению пучка и, в общем слу-
чае, эллиптической. При изменениях расстояния 
Z от оси пучка поляризация периодически видо-
изменяется от линейной до круговой. 

 

      
                                    а)                                             б)                                                           в) 

Рисунок 3.1 – Эллипсы поляризации (a), интенсивность (б ) и линии поперечных спиновых потоков 
энергии ТМ-моды гауссового пучка с общим астигматизмом.  
Свободные параметры: 0;Z   11 2;   22 6;   12 1;   1a   
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                                  а)                                            б)                                                               в) 

Рисунок 3.2 – Эллипсы поляризации (a), интенсивность (б ) и линии поперечных спиновых потоков 
энергии ТМ- моды гауссового пучка с общим астигматизмом.  

Свободные параметры: 2;Z   11 0,9;   22 6;   12 1;   1a   

 

       
                          а)                                          б)                                          в)                                          г) 

Рисунок 3.3 – Орбитальный (а), спиновый (б), общий поперечный потоки энергии векторных пучков 
 Гаусса (ТМ моды) с общим астигматизмом (в), интенсивность пучка (г).  

Свободные параметры: 3;Z   11 1,7;   22 3;   12 1,1;   0, 2a   

 

       
                         а)                                         б)                                          в)                                          г) 

Рисунок 3.4 – Орбитальный (а), спиновый (б), общий поперечный потоки энергии векторных пучков 
Гаусса (ТМ моды) с общим астигматизмом (в), интенсивность пучка (г).  

Свободные параметры: 0;Z   11 1,7;   22 3;   12 1,1;   0, 2a   

 

       
                          а)                                          б)                                          в)                                          г) 

Рисунок 3.5 – Орбитальный (а), спиновый (б), общий поперечный потоки энергии векторных пучков 
Гаусса (ТМ моды) с общим астигматизмом (в), интенсивность пучка (г). 
Свободные параметры: 2,72;Z    11 1,7;   22 3;   12 1,1;   0, 2a   
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Интересно, что линии спиновых потоков 
энергии ТМ пучков Гаусса образуют замкнутые 
кривые. Это соответствует общим спиралевид-
ным энергетическим спиновым потокам. Как и 
для однородной поляризации, на рисунках 3.3–
3.5 эллипсы поперечных спиновых потоков энер-
гии по форме такие же, как эллипсы интенсивно-
сти. Однако на рисунках 3.1–3.2 формы замкну-
тых линий поперечных спиновых потоков энер-
гии не соответствуют форме интенсивности пуч-
ка, хотя их симметрии совпадают. 

Отметим также, что при распространении 
пучков Гаусса c общим астигматизмом и ТМ 
поляризацией их световое пятно деформируется 
и вращается, как и для однородно поляризован-
ных пучков Гаусса. В интервале ( )Z     

главная ось эллипса интенсивности снова враща-
ется на 180 градусов. 

 
Заключение 
В данной работе представлены новые реше-

ния векторного параболического уравнения, 
описывающие параксиальные векторные свето-
вые пучки Гаусса с однородной и неоднородной 
поляризацией (ТМ-моды). Представлены явные 
выражения для векторов поля, интенсивности, 
орбитального, спинового и общего потоков энер-
гии пучков Гаусса с однородной и неоднородной 
поляризацией. 

Проведенное графическое моделирование 
эллипсов поляризации, интенсивности и попе-
речных потоков энергии (орбитального ,oS  спи-

нового sS  и общего )o s  S S S  потоков под-

твердило и проиллюстрировало аналитические 
расчеты. 

 Наличие нескольких свободных параметров 
позволяет в определенных пределах изменять 
физические свойства рассматриваемых пучков 
Гаусса с общим астигматизмом. Дальнейшее их 
изучение может открыть новые перспективы ис-
пользования таких пучков. 
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