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Введение 
На протяжении всей статьи все группы и G 

всегда обозначает конечную группу; ( )L G  – ре-

шетка всех подгрупп группы G. Более того,   – 
множество всех простых чисел, а { }i i I   ∣  – 

некоторое разбиение ;�     и \ .  �  Если 

n – целое число, символ ( )n  обозначает множе-

ство всех простых чисел, делящих n; 
( ) (| |)G G    – это множество всех простых 

чисел, делящих порядок G; 
( ) { ( ) }i in n      ∣  и ( ) (| |)G G    [1]. 

Под -свойством группы мы подразумева-
ем любое ее свойство, которое зависит от  и 
которое не подразумевает никаких ограничений 
на  [2], [3]. 
 Сначала мы напомним некоторые концеп-
ции и примеры, которые играют основопола-
гающую роль в теории -свойств группы. 

Группа G называется: (i) -полной, если G 
имеет холлову i -группу для всех ;i I  -при-

марной, если G является i -группой для некото-

рого i I ; -нильпотентной, если G является 
прямым произведением -примарных групп;  
-разрешимой, если каждый главный фактор G 
является -примарным. 

(ii) Подгруппа A из G называется: -суб-
нормальной в G, если в G существует цепь под-
групп  

0 1 nA A A A G      

такая, что либо 1 ,i iA A   либо 1/ ( )
ii i AA A   явля-

ется  -примарной для всех 1, , ;i n   -пере-

становочной в G, если G -полна и A перестано-
вочна со всеми холловыми i -подгруппами G 

для всех .i I  
Пример 0.1. В математической практике, 

мы часто имеем дело с одним из следующих 
специальных разбиений :  
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(i) 1 : {{2},{3},{5} };      
(ii) : { , };        
(iii) 1

1: {{ }, ,{ }, },np p        где 

1{ , , }.np p    

(i) В случае, когда 1,    G является  

-примарной (соответственно, -разрешимой,  
-нильпотентной) тогда и только тогда, когда G 
является p-группой для некоторого простого p 
(соответственно, G разрешима, нильпотентна). В 
этом случае подгруппа A из G является:  
-субнормальной в G тогда и только тогда, когда 
A субнормальна в G; -перестановочной в G то-
гда и только тогда, когда A перестановочна со 
всеми силовскими подгруппами из G. 

(ii) В случае, когда ,    G является  

-примарной (соответственно, -разрешимой,  
-нильпотентной) тогда и только тогда, когда G 
является либо  -группой, либо  -группой (со-
ответственно, G является  -отделимой,  -раз-
ложимой, т. е. ( ) ( )G O G O G   ); подгруппа A 

из G является  -субнормальной в G тогда и 
только тогда, когда G имеет цепь подгрупп 

0 1 ,nA A A A G      
где 1i iA A   или 1/ ( )

ii i AA A   является либо  

 -группой, либо  -группой для всех 1, , .i n   
В этом случае мы говорим, следуя [4], [5], что A 
является ,   -субнормальной в G. 

 Подгруппа A из G является  -перестано-
вочной в G тогда и только тогда, когда G имеет 
как холлову  -подгруппу, так и холлову  -под-
группу и A перестановочна со всеми такими хол-
ловыми подгруппами из G. В этом случае мы 
говорим, следуя [4], [5], что A является ,   -пе-
рестановочной в G. 

(iii) В случае, когда 1 ,    G является  

-примарной (соответственно, -разрешимой,  
-нильпотентной) тогда и только тогда, когда G 
является либо  -группой, либо p-группой для 
некоторого p  (соответственно, G является 

 -разрешимой,  -специальной [6], [7], т. е.  

1
( ) ( ) ( ));

np pG O G O G O G     

подгруппа A из G является 1 -субнормальной в G 
тогда и только тогда, когда G имеет цепь подгрупп 

0 1 ,nA A A A G      

где 1i iA A   или 1/ ( )
ii i AA A   является либо  

p-группой для некоторого ,p  либо  -груп-

пой для всех 1, , .i n   В этом случае мы гово-
рим, что A является 1 -субнормальной [4], [5] в G. 

Подгруппа A из G является 1 -перестано-
вочной в G тогда и только тогда, когда G имеет 
холлову  -подгруппу и A перестановочна со 
всеми холловскими  -подгруппами и со всеми 

силовскими p-подгруппами из G для всех .p  

В этом случае мы говорим, что A является  
1 -перестановочной [4], [5] в G. 
 Фактически основы теории -свойств груп-
пы были заложены в работах [2], [3] [6], где ме-
тодами теории были найдены -обобщения тео-
ремы Виландта о решетке субнормальных под-
групп [8] и результатов Дескинза – Кегеля [9], 
[10] о силовских перестановочных подгруппах 
конечных групп. 
 Напомним, что подгруппа A конечной груп-
пы G называется перестановочной с подгруппой 
B, если .AB BA  Если A перестановочная во 
всех силовских подгруппах G, то A называется 
силовской перестановочной или S-перестано-
вочной в G. 
 Напомним, что верна следующая теорема. 
 Теорема 0.2 (Виландт, [8]). Множество 
всех субнормальных подгрупп группы G образует 
подрешетку в ( ).G  

 Основные свойства силовских перестановоч-
ных подгрупп были доказаны в работах [9], [10]. 

Теорема 0.3. Если подгруппа A силовски пе-
рестановочна в группе G, то A субнормальна в G 
(Кегель [9]) и ее секция / GA A  нильпотентна 

(Дескинз [10]). 
Теорема 0.4 (Кегель [9]). Множество всех 

силовских перестановочных подгрупп группы G 
образует подрешетку в ( ).G  

 Но фактически, эти три классических ре-
зультата являются специальными случаями сле-
дующих теорем. 

Теорема 0.5 (А.Н. Скиба [3]). Если подгруп-
па A -полной группы G является -перестано-
вочной в G, то A -субнормальна в G и ее секция 

/ GA A  -нильпотентна. 

Теорема 0.6 (Скиба [3]). (i) Множество 
всех -субнормальных подгрупп группы G обра-
зует подрешетку в ( ).G  

(ii) Множество всех -перестановочных 
подгрупп -полной группы G образует подре-
шетку в ( ).G  

Теоремы 0.2, 0.3 и 0.4 являются частными 
случаями теорем 0.5 и 0.6, где 1    (см. пример 
0.1 (i)). Все остальные частные случаи теорем 0.5 
и 0.6 являются новыми. В частности, ввиду при-
мера 0.1 (ii) (iii) мы имеем следующие результаты. 

Теорема 0.7. Предположим, что группа G 
имеет холлову  -подгруппу и холлову  -под-
группу. 

(i) Если подгруппа A группы G перестано-
вочна со всеми холловыми  -подгруппами и все-
ми холловыми  -подгруппами G, то A ,   -суб-

нормальна в G и ее секция / GA A   -разложима. 

(ii) Множество всех подгрупп из G, переста-
новочных со всеми ее холловыми  -подгруппами и 
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всеми холловыми  -подгруппами, образует 
подрешетку в ( ).G  

Теорема 0.8. Предположим, что группа G 
имеет холлову  -подгруппу. 

(i) Если подгруппа A группы G перестано-
вочна со всеми холловыми  -подгруппами и со 
всеми силовскими p-подгруппами G для всех 

,p  то A 1 -субнормальна в G и ее секция 

/ GA A   -специальна.  

(ii) Множество всех подгрупп группы G, пе-
рестановочных со всеми холловыми  -подгруп-
пами и всеми силовскими p-подгруппами G для 
всех ,p  образует подрешетку в ( ).G  

Теорема 0.9. Множество всех ,   -субнор-
мальных подгрупп и множество всех 1 -субнор-
мальных подгрупп группы G являются подре-
шетками в ( ).G  

В данной работе мы обсуждаем некоторые 
новые результаты теории -свойств группы. 
 

1 PT-группы 
Теоремы 0.5 и 0.6 нашли приложения в ра-

ботах многих авторов. Отметим, в частности, что 
работа [3], где были доказаны эти два результата, 
имеет уже более 300 цитирований в публикациях 
X. Аль-Шаро, Д.С. Бейдлемана, А. Баллестера-
Болинчес, Х. Биня, А.Ф. Васильева, З. Ванга, 
Н.Н. Воробьева, Н.Т. Воробьева, В. Го, С. Жанга, 
М.С. Педрасы-Агилеры, М. Ферраро, М. Тром-
бетти, Перес-Калабуинг, C. Као, А-Мин Лю, 
Д. Сонга, А.Н. Скибы, С.Ф. Каморникова, 
В.Н. Тютянова, Д.А. Синицы, И.Н. Сафоновой, 
В.Г. Сафонова, М.М. Сарокиной, В.И. Мурашко, 
В.А. Грицковой, В.С. Закревской, В.Н. Рыжик, 
Дж. Хуана, А.А. Хелиэля, М.М. Шомрани и мно-
гих других авторов. 

И первые глубокие приложения теоремы 0.5 
и 0.6 нашли в работах [3], [6] при решении про-
блемы описания -разрешимых PT-групп. 

Определение 1.1. Мы говорим, следуя [2], 
[3], что -полная группа G является PT-груп-
пой, если -перестановочность является транзи-
тивным отношением в G, т. е., если K является  
-перестановочной подгруппой группы H и H 
является -перестановочной подгруппой группы 
G, то K является -перестановочной подгруппой 
группы G. 

В случае, когда 1,    PT-группа также 
называется PST-группой [11]. 

Описание PST-групп было впервые получе-
но Агравалом [12] для разрешимого случая, и 
Робинсоном в [13] – для общего случая. В даль-
нейших публикациях (см. главу 2 книги [11]) 
авторы обнаружили и описали многие другие 
интересные характеризации PST-групп. 

Ввиду результатов работ [12], [13] и многих 
других известных результатов о структуре 

PST-групп [11, гл. 2], вполне естественной и ин-
тересной является следующая проблема.  

Проблема 1.2 [2], [3]. Какова структура  
-полной PT-группы? 

Эта задача оказалась очень сложной, и даже 
в -разрешимом случае ее решение потребовало 
разработки многих аспектов теории -свойств 
группы. Теория -разрешимых PT-групп была в 
основном разработана в работах [3], [4], [16]–[20] 
и следующая теорема является ключевым ре-
зультатом в этом направлении. 

Теорема 1.3 (см. теорему A в [6]). Если G 

является -разрешимой PT-группой и D G  N  
– ее -нильпотентный корадикал G, то выпол-
няются следующие условия: 

(i) ,G D M   где D является абелевой хол-
ловской подгруппой G нечетного порядка, M яв-
ляется -нильпотентной и каждый элемент G 
индуцирует степенной автоморфизм в D;  

(ii) ( )
i

O D  имеет нормальное дополнение в 

холловской i -подгруппе G для всех i. 

Обратно, если условия (i) и (ii) выполняют-
ся для некоторых подгрупп D и M из G, то G 
является -разрешимой PT-группой. 

Фактически, теорема 1.3 является главным 
итогом работ [3], [6]. 

В статье [4] эта проблема 1.2 решена при 
условии, что холловские i -подгруппы G сверх-

разрешимы для всех .i I  
Мы используем ( )R D  для обозначения наи-

большей нормальной разрешимой подгруппы 
группы D. 

Мы говорим, что: 
(A) 1( , ( ); , , )kD D U U   является комплек-

сом Робинсона (комплексом Робинсона в случае, 
когда 1 {{2},{3},{5}, }     ) группы G, если 

1D   является нормальной подгруппой группы 
G такой, что: 

(i) 1/ ( ) / ( ) / ( ),kD D U D U D       где 

/ ( )iU D  является простым не--примарным 

главным фактором группы G для всех i, 
( ) ( ),D Z D   и 

(ii) каждый главный фактор G ниже ( )D  

является циклическим. 
(B) 1( , ( ); , , )kD D U U   является обобщен-

ным -комплексом Робинсона G, если 1D   яв-
ляется нормальной подгруппой в G такой, что 

1/ ( ) / ( ) / ( ),kD D U D U D       где / ( )iU D  

является простым не--примарным главным 
фактором G для всех i и ( ) ( ).D Z D   

(C) 1( , ( ); , , )kD D U U   является слабым  

-комплексом Робинсона группы G, если 1D   
является нормальной подгруппой группы G, та-
кой что 1/ ( ) / ( ) / ( ),kD D U D U D       где 
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/ ( )iU D  является простым не--примарным 

главным фактором группы G для всех i и 
( ) ( ).D R D   

Пример 1.4. (i) Пусть 

7 5(2,7) ,G SL A A B     
где 43 7B C C   является неабелевой группой 

порядка 301 и пусть  
{{2,3,5},{7, 43},{2,3,5,7, 43} }.   

Тогда  

7 7( (2,7) , ( (2,7)); (2,7), ( (2,7)))SL A Z SL SL A Z SL  

является -комплексом Робинсона G и  

7 5

7 5

( (2,7) , ( (2,7));

(2,7), ( (2,7)), ( (2,7)))

SL A A Z SL

SL A Z SL A Z SL

 
 

является комплексом Робинсона G. 
(ii) Если 1( , ( ); , , )kD Z D U U  является ком-

плексом Робинсона   для G (см. пример 0.1 
(ii)),  то / ( )iU Z D  не является ни  -группой, ни 

 -группой, и в этом случае мы говорим, что 

1( , ( ); , , )kD Z D U U  является ,   -комплексом 

Робинсона для G. 
(iii) Если 1( , ( ); , , )kD Z D U U  является ком-

плексом Робинсона 1  для G (см. пример 
0.1(iii)), то / ( )iU Z D  не является ни  -группой, 

ни p-группой для всех ,p  и в этом случае мы 

говорим, что 1( , ( ); , , )kD Z D U U  является ком-

плексом Робинсона 1  для G. 
(iv) Пусть L является 5-Фраттини модулем 

для 5.A  Пусть K является нерасщепляющим 

расширением L с помощью 5.A  Тогда для неко-

торой нормальной подгруппы N из K мы имеем 
/ ( / )L N K N   и ( / ) ,KC L N L  поскольку по-

рядок мультипликатора Шура 5( / ) ( )M K A M A  

группы 5A  не делится на 5 (см. раздел 4.15 (A) в 

[14, гл. 4]). Следовательно, ( ).A Z K  

Теперь 7 ,G K A B    где 43 7B C C   яв-

ляется неабелевой группой порядка 301 и пусть 
{{2,3},{5,7,43},{2,3,5,7, 43} }.   Тогда  

7 7( , ; , )K A L K LA  

является слабым -комплексом Робинсона G и 
этот комплекс не является обобщенным -комп-
лексом Робинсона G. 

Пусть .    Если ,    то мы положим 

( ) ( ) 1.O G O G    Мы говорим, что G удовле-

творяет N , если всякий раз, когда N является 

разрешимой нормальной подгруппой G,  -эле-
менты G индуцируют степенные автоморфизмы 
в ( / ).O G N  Мы также говорим, следуя [11, оп-

ределение 2.1.18], что G удовлетворяет pN , 

если всякий раз, когда N является разрешимой 
нормальной подгруппой G, p -элементы G 

индуцируют степенные автоморфизмы в 
( / ).pO G N  

В работе [15] доказана следующая теорема, 
дающая решение проблемы 1.2 в общем случае.  

Теорема 1.5. Пусть G является -полной 
группой. Если G является PT-группой, то G 
имеет нормальную подгруппу D такую, что: 

(i) /G D  является -разрешимой PT-группой, 
(ii) если 1,D   G имеет обобщенный  

-комплекс Робинсона 1( , ( ); , , ),kD D U U   и 

(iii) для любого множества  

1{ , , } {1, , },rj j k    
где 1 ,r k   G и 

1
/

rj jG U U   удовлетворяют 

i
N  для всех ( ( )).i D    

Более того, если G имеет слабый -комп-
лекс Робинсона 1( , ( ); , , )kD D U U   и условия (i) 

и (iii) выполняются для G, то G является  
PT-группой. 

Мы говорим, что группа G является обоб-
щенно сверхразрешимой, если каждый абелев 
главный фактор G является циклическим. 

В качестве применения теоремы 1.5 может 
быть доказана следующая теорема [15]. 

Теорема 1.6. Предположим, что G являет-
ся -полной группой и все холловы i -подгруппы 

из G обобщенно сверхразрешимы для всех 
( ).i G   Тогда G является PT-группой, если и 

только если G имеет нормальную подгруппу D 
такую, что: 

(i) /G D  является -разрешимой PT-группой, 
(ii) если 1,D   G имеет -комплекс Робин-

сона 1( , ( ); , , ),kD D U U   и 

(iii) для любого множества  

1{ , , } {1, , },rj j k    
где 1 ,r k   G и 

1
/

rj jG U U   удовлетворяют 

i
N  для всех ( ( )).i D    

Следующее утверждение доказано в работе [4]. 
 Следствие 1.7. Предположим, что G явля-
ется -полной группой и все холловы i -подгруп-

пы из G сверхразрешимы для всех ( ).i G   То-

гда G является PT-группой, если и только если 
G имеет нормальную подгруппу D такую, что: 

(i) /G D  является -разрешимой PT-группой, 
(ii) если 1,D   G имеет -комплекс Робин-

сона 1( , ( ); , , ),kD D U U   и  

(iii) для любого множества  

1{ , , } {1, , },rj j k    
где 1 ,r k   G и 

1
/

rj jG U U   удовлетворяют 

i
N  для всех ( ( )).i D    

Ввиду примера 0.1 (iii) из теоремы 1.3 полу-
чаем следующее 
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Следствие 1.8. Предположим, что G име-
ет холлову  -подгруппу. Тогда условие 1 -пере-
становочности является транзитивным отно-
шением в G тогда и только тогда, когда G име-
ет нормальную подгруппу D такую, что: 

(i) /G D  является  -разрешимой и условие 
1 -перестановочности является транзитивным 
отношением в / ,G D  

(ii) если 1,D   G имеет обобщенный  

1 -комплекс Робинсона 1( , ( ); , , ),kD D U U   и 

(iii) для любого множества  

1{ , , } {1, , },rj j k    
где 1 ,r k   G и 

1
/

rj jG U U   удовлетворяют 

pN  для всех ( ( ))p D   и, также, N  для слу-

чая ( ( )) 1.O D    

Ввиду примера 0.1 (i) из следствия 1.8 по-
лучаем следующее утверждение, доказанное Ро-
бинсоном в работе [13]. 

Следствие 1.9. Группа G является PST-груп-
пой в том и только в том случае, когда G имеет 
совершенную нормальную подгруппу D такую, что: 

(i) /G D  является разрешимой PST-группой, 
(ii) если 1,D   G имеет комплекс Робинсо-

на 1( , ( ); , , ),kD D U U   и 

(iii) для любого множества  

1{ , , } {1, , },rj j k    
где 1 ,r k   G и 

1
/

rj jG U U   удовлетворяют 

pN  для всех ( ( )).p D   

Теорема 1.3 также имеет много других 
следствий. В частности, ввиду примера 0.1 (ii) из 
теоремы 1.3 получаем следующее 

Следствие 1.10. Предположим, что G име-
ет холлову  -подгруппу и холлову  -подгруппу. 
Тогда условие ,   -перестановочности являет-
ся транзитивным отношением в G в том и 
только в том случае, когда G имеет нормальную 
подгруппу D такую, что: 

(i) /G D  является  -отделимой и условие 
,   -перестановочности является транзитив-

ным отношением в / ,G D  
(ii) если 1,D   G имеет обобщенный 

,   -комплекс Робинсона 1( , ( ); , , ),kD D U U   и  

(iii) для любого множества  

1{ , , } {1, , },rj j k    
где 1 ,r k   G и 

1
/

rj jG U U   удовлетворяют 

N  если ( ( )) 1O D    и N  если ( ( )) 1.O D    

В работе [15] найдена также следующая но-
вая характеризация -разрешимых PT-групп. 

Теорема 1.11. Пусть G – -разрешимая 

группа и D G  N  – -нильпотентный корадикал 
G. Тогда G является PT-группой в том и толь-
ко в том случае, когда D изолирует / ,G

GA A  то 

есть, если G
GD A D A    для каждой -суб-

нормальной подгруппы A из G. 
Этот результат является новым для каждого 

специального разбиения множества .  

В частности, взяв 1,    мы видим, что 
имеет место следующий новый результат о  
PST-группах. 

Теорема 1.12. Пусть G – разрешимая груп-
па и D G N  – нильпотентный корадикал G. 
Тогда G является PT-группой в том и только в 
том случае, когда D изолирует / ,G

GA A  то 

есть, если G
GD A D A    для каждой субнор-

мальной подгруппы A из G. 
Приведем еще два интересных следствия 

теоремы 1.11. 
Теорема 1.13. Пусть G –  -отделимая 

группа и D –  -разложимый корадикал G. Тогда 
,   -перестановочность является транзитив-

ным отношением в G в том и только в том слу-
чае, когда D изолирует /G

GA A  для каждой 

,   -субнормальной подгруппы A из G. 
Теорема 1.14. Пусть G –  -разрешимая 

группа, а D –  -специальный корадикал G. Тогда 
1 -перестановочность является транзитивным 
отношением в G в том и только в том случае, 
когда D изолирует /G

GA A  для каждой 1 -суб-

нормальной подгруппы A из G. 
 

2 Обобщенно нормальные подгруппы 
Анализ теорем 1.11 и 1.12 привел к откры-

тию, восходящих к [18], новых решеточных ме-
тодов исследования обобщенных T-групп и дру-
гих классов групп, полезных для приложений. 

Начнем со следующих определений, моти-
вацией для которых являются теоремы 1.11 и 
1.12 и которые были впервые введены и приме-
нялись в работе [15]. 

Напомним, что подгруппа A из G покрыва-
ет (соответственно изолирует) главный (компо-
зиционный) фактор /H K  из G, если AH AK  
(если, соответственно, A H A K   ). Эти кон-
цепции восходят к классической работе Ф. Холла 
[21], где было доказано, что каждый системный 
нормализатор разрешимой группы G покрывает 
все центральные главные факторы и изолирует 
все эксцентральные главные факторы G. 

Подгруппа, которая либо покрывает, либо 
изолирует каждый главный фактор группы G, 
называется CAP-подгруппой группы G. Нетрудно 
показать, что каждая подгруппа сверхразреши-
мой группы и каждая максимальная подгруппа 
разрешимой группы являются CAP-подгруппами.  

В отчетный период мы применяли новый, 
восходящий к [18], подход к использованию 
идеи изолирования для доказательства новых 
характеризаций различных классов групп. 



В.Г. Сафонов, А.Н. Скиба 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 4 (61), 2024 62 

Пусть ( )G  – это решетка всех подгрупп G; 

( )sn G  – это решетка всех субнормальных под-

групп G и G  – это подрешетка в ( ),sn G  то 

есть , ,A B A B     для всех , ( ).snA B G    

Пусть A – подгруппа G. Тогда: A  – это  
 -замыкание A в G, то есть пересечение всех 
подгрупп в ,  содержащих A, а A  – это  

 -ядро A в G, то есть подгруппа A, порожденная 
всеми подгруппами A, принадлежащими .  

Пример 2.1. (i) GA  – нормальное замыкание 
A в G, а GA  – ядро A в G. 

(ii) snGA  – субнормальное замыкание A в G, 
а snGA  – субнормальное ядро A в G. 

(iii) Подгруппа A из G называется силовски 
перестановочной или S-перестановочной [11] в 
G, если A перестановочна с каждой силовской 
подгруппой p из G, то есть .AP PA  S-переста-
новочные подгруппы из G образуют подрешетку 
решетки всех субнормальных подгрупп из G (Ке-
гель) и этот важный результат позволяет связать 
с каждой подгруппой A из G две S-перестано-
вочные подгруппы из G: S-ядро sGA  из A в G 

[22], то есть подгруппа из A, порожденная всеми 
S-перестановочными подгруппами из G, содер-
жащимися в A, и S-перестановочное замыкание 

sGA  из A в G [23], то есть пересечение всех S-пе-
рестановочных подгрупп из G, содержащих A. 

Определение 2.2. Пусть A и N – подгруппы 
G, и предположим, что G  – подрешетка 

( ).sn G  Тогда мы говорим, что A – N- -под-

группа G, если либо ,A  либо A A A  
  и 

N изолирует каждый композиционный фактор G 
между A  и .A  

В частности, мы говорим, что: 
(i) A является N-нормальной в G, если либо 

A нормально в G, либо ,G
GA A A   и N изоли-

рует каждый композиционный фактор G между 

GA  и ;GA  

(ii) A является N-субнормальной в G, если 
либо A субнормально в G, либо ,snG

snGA A A   

и N изолирует каждый композиционный фактор 
G между snGA  и ;snGA  

(iii) A является N-S-перестановочной в G, 
если либо A является S-перестановочной в G, 
либо sG

sGA A A   и N изолирует каждый ком-

позиционный фактор G между sGA  и .sGA  

В работе [15] эти концепции нашли сле-
дующие применения.  

Теорема 2.3. Пусть M  – класс всех разре-
шимых групп S с нильпотентной длиной ( ) ).l S r  
Тогда G – разрешимая группа (соответственно, 
разрешимая группа c ( ) 1)l G r   в том 

и только в том случае, когда выполняются сле-
дующие два условия: 

(i) G имеет такую нормальную подгруппу N, 
для которой фактор группа /G N  разрешима 
(соответственно, /G N  разрешима и 
( / ) 1),l G N r   и 

(ii) каждая M -критическая подгруппа 
группы G является N-субнормальной в G. 

Теорема 2.4. (i) Группа G разрешима тогда 
и только тогда, когда в G имется нормальная 
подгруппа N такая, что /G N  разрешима и ка-
ждая подгруппа Шмидта группы G N-субнор-
мальна в G. 

(ii) Группа G метанильпотентна тогда и 
только тогда, когда в G имеется нормальная 
подгруппа N такая, что /G N  метанильпо-
тентна и каждая подгруппа Шмидта группы G 
N-субнормальна в G. 

В работе [25] В.Н. Семенчук доказал сле-
дующий специальный случай этой теоремы. 

Следствие 2.5. Если каждая подгруппа 
Шмидта группы G субнормальна в G, то G ме-
танильпотентна. 

Следствие 2.6. Пусть M  – класс всех разре-
шимых групп S с нильпотентной длиной ( ) ).l S r  

Тогда G – разрешимая группа (соответственно, 
разрешимая группа c ( ) 1)l G r   в том и толь-

ко в том случае, когда выполняются следующие 
два условия: 

(i) G имеет такую нормальную подгруппу N, 
для которой фактор группа /G N  разрешима 
(соответственно, /G N  разрешима и 
( / ) 1),l G N r   и 

(ii) каждая M -критическая подгруппа 
группы G является N-субнормальной в G. 

Теорема 2.7. Производная подгруппа G  
группы G нильпотентна тогда и только тогда, 
когда выполняются следующие два условия: 

(i) G имеет такую нормальную подгруппу N, 
для которой производная подгруппа ( / )G N   
фактор группы /G N  нильпотентна, и 

(ii) каждая подгруппа Шмидта группы G 
является N-субнормальной в G. 

Следствие 2.8. Производная подгруппа G  
группы G является нильпотентной тогда и 
только тогда, когда G имеет нормальную под-
группу N такую, что производная подгруппа 
( / )G N   группы /G N  нильпотентна и каждая 

подгруппа Шмидта группы G N-субнормальна в G. 
В работе [26] В.С Монахов и В.Н. Княгина 

доказали следующий случай этой теоремы. 
Следствие 2.9. Если каждая подгруппа 

Шмидта группы G субнормальна в G, то произ-
водная подгруппа G  группы G нильпотентна. 

Теорема 2.10. Группа G является p-разре-
шимой тогда и только тогда, когда выполняют-
ся следующие два условия:  
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(i) G имеет нормальную подгруппу N с  
p-разрешимым фактором / ,G N  и 

(ii) в каждой максимальной цепочке 

2 1 0M M M G    группы G длины 2 по крайней 

мере одна из подгрупп 2M  или 1M  является  

N-субнормальной в G, тогда G p-разрешима.} 
В работе [27] Спенсер доказал следующий 

результат. 
Следствие 2.11. Если в каждом максималь-

ной цепи 3 2 1 0M M M M G     группы G дли-

ны 3 хотя бы одна из подгрупп 3 ,M  2M  или 1M  

субнормальна в G, то G разрешима.  
 

3 QT-группы 
Напомним, что подгруппа M группы G на-

зывается модулярной в G, если M – модулярный 
элемент в смысле Куроша решетки ( ),G  т. е. 

(i) , ,X M Z X M Z        для всех 
,X G Z G   таких, что ,X Z  и 

(ii) , ,M Y Z M Y Z        для всех 
,Y G Z G   таких, что .M Z  
Определение 3.1. Мы говорим, что G явля-

ется QT-группой, если каждая -субнормальная 
подгруппа в G является модулярной в G. 

В работе [15] доказана следующая теорема, 
обобщающая основной результат работы Робин-
сона [13]. 

Теорема 3.2. Предположим, что G – -пол-
ная группа. Тогда G является QT-группой, если 
и только если G имеет нормальную подгруппу D 
такую, что: 

(i) /G D  – -разрешимая QT-группа, 
(ii) если 1,D   G имеет -комплекс Робин-

сона 1( , ( ); , , )kD Z D U U  и 

(iii) для любого множества  

1{ , , } {1, , },ri i k    
где 1 ,r k   G и 

1
/

rj jG U U   удовлетворяют 

i
N  для всех ( ( ))i Z D   и 

i
P  для всех ( ).i D   

Прежде отметим, что данная теорема выде-
ляет новый класс -сверхразрешимых групп и, 
кроме того, она дает условия, при которых груп-
па факторизуется двумя холловскими подгруп-
пами с единичным пересечением.  

Но эта теорема имеет и ряд других прило-
жений. Отметим некоторые из них.  

В случае 1    из этой теоремы получаем 
следующее 

Следствие 3.3. Предположим, что G име-
ет холлову  -подгруппу. Тогда каждая  -суб-
нормальная подгруппа группы G модулярна в G, 
если и только если G имеет нормальную под-
группу D такую, что: 

(i) /G D  –  -разрешимая группа, в кото-
рой каждая  -субнормальная подгруппа моду-
лярна, 

(ii) если 1,D   G имеет  -комплекс Робин-

сона 1( , ( ); , , )kD Z D U U  и 

(iii) для любого множества  

1{ , , } {1, , },ri i k    
где 1 ,r k   G и 

1
/

rj jG U U   удовлетворяют 

pN  для всех простых чисел p, делящих | ( ) |,Z D  и 

,N  если ( ( )) 1,O Z D   а также G и 

1
/

rj jG U U   удовлетворяют pP  для всех про-

стых чисел p, делящих | D | и P  если ( ) 1.O D   

В случае     из следствия 3.3 получаем 
следующее 

Следствие 3.4 (Робинсон [13]). G является 
PT-группой, если и только если G имеет нор-
мальную совершенную подгруппу D такую, что: 

(i) /G D  – разрешимая PT-группа и 
(ii) если 1,D   G имеет комплекс Робинсо-

на 1( , ( ); , , )kD Z D U U  и 

(iii) для любого множества  

1{ , , } {1, , },ri i k    
где 1 ,r k   G и 

1
/

rj jG U U   удовлетворяют 

pN  для всех ( ( ))p Z D  и pP  для всех ( ).p D  

Теорема 3.2 имеет также много других 
следствий. В частности, из теоремы 3.2 получаем 
следующее 

Следствие 3.5. Предположим, что G име-
ет холл  -подгруппа и холлова  -подгруппа. 
Тогда каждая ,   -субнормальная подгруппа 
группы G модулярна в G, если и только если G 
имеет нормальную подгруппу D такую, что: 

(i) /G D  –  -отделимая группа, в которой 
любая ,   -субнормальная подгруппа модулярна, 

(ii) если 1,D   G имеет ,   -комплекс Ро-

бинсона 1( , ( ); , , )kD Z D U U  и 

(iii) для любого множества  

1{ , , } {1, , },ri i k    
где 1 ,r k   G и 

1
/

rj jG U U   удовлетворяют 

,N  если ( ( )) 1O Z D   и ,N  если ( ) 1,O D   а 

также G и 
1

/
rj jG U U   удовлетворяют P , 

если ( ) 1O D   и P , если ( ) 1.O D   
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