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Аннотация. Линейную однородную систему p дифференциальных уравнений первого порядка в d  назовем бигар-
монической, если каждая компонента произвольного ее непрерывно дифференцируемого решения удовлетворяет  

уравнению 2 0,u   где   – оператор Лапласа в .d  В настоящей статье приводится пример бигармонической системы 

в 4 ,  не являющейся ни четырехмерным аналогом системы Коши – Римана, ни  эллиптической псевдосимметриче-

ской системой. Для этой системы рассматривается задача Дирихле в произвольной ограниченной области с достаточно 
гладкой границей. Доказывается, что в некоторой точке границы ранг матрицы Лопатинского задачи Дирихле не  
является максимальным. Также показывается, что в этой точке предельная задача для рассматриваемой задачи Дирихле не 
является однозначно разрешимой. 
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Введение  
Пусть в пространстве 4  задана эллиптиче-

ская система четырех дифференциальных урав-
нений первого порядка вида 

4

1

0,j
j j

U
A

x




                      (0.1) 

где jA  ( 1,2,3,4)j   – заданные действительные 

квадратные матрицы четвертого порядка, 

1 4( ( ),..., ( ))TU u x u x  – искомая четырехкомпо-

нентная вектор-функция, 4
1 4( ,..., ) ,x x x   T 

означает транспонирование. 

Пусть 4    – ограниченная область, гра-
ницей которой является достаточно гладкая по-
верхность Ляпунова .  Рассмотрим краевую за-
дачу отыскания решения ( )U x  системы (0.1) в об-
ласти ,  удовлетворяющего граничным условиям 

, ( ) ( ).
x y

y f y y
x  

     
B


       (0.2) 

Здесь 2:f    – заданный двухкомпонент-
ный вектор-столбец; B  – матричный, размера 
24, граничный оператор, состоящий из скаляр-
ных линейных операторов, «полиномиальных 
относительно нормали» к   [1]. 

МАТЕМАТИКА
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Как показали исследования ряда ученых, 
граничный оператор для эллиптической системы 
нельзя задавать произвольно. Он должен в неко-
тором смысле дополнять свойства решений сис-
темы. Для эллиптических систем дифференци-
альных уравнений условие дополнительности 
граничных условий было получено Я.Б. Лопа-
тинским [2]; его принято называть условием ре-
гуляризуемости краевой задачи, а задачу, для 
которой это условие выполнено, регуляризуе-
мой. Известно [1], [3], что регуляризуемость кра-
евой задачи является необходимым и достаточ-
ным условием нетеровости оператора, отвечаю-
щего этой задаче и действующего в определен-
ных банаховых пространствах. 

В свое время был неожиданным тот факт, 
что для системы Фьютера (системы простейшей 
структуры в 4  по терминологии М.З. Соломя-
ка) любые граничные условия не могут образо-
вывать вместе с системой регуляризуемую крае-
вую задачу [4]. 
 В.С. Виноградов выделил в пространстве 

4  класс эллиптических псевдосимметрических 
систем четырех уравнений первого порядка [5]. 
Для (0.1) это означает, что 1A E  – единичная, а 

T
j jA A   при 2,3,4j   – кососимметрические 

матрицы четвертого порядка. В работе [5] пока-
зывается, что, в случае когда (0.2) есть оператор 
умножения на постоянную матрицу размера 
2 4  (задача Римана – Гильберта), однородная 
краевая задача (0.1), (0.2) имеет бесконечно мно-
го линейно независимых решений. Позже было 
доказано отсутствие внутренних регуляризумых 
краевых задач для эллиптических псевдосиммет-
рических систем [6]. 
 В статье [7] определяется понятие много-
мерного аналога системы Коши – Римана. При-
менительно к рассматриваемому случаю, систе-
ма (0.1) называется четырехмерным аналогом 
системы Коши – Римана (кратко ЧКР-системой), 
если каждая компонента произвольного непре-
рывно дифференцируемого ее решения удовле-
творяет уравнению Лапласа в 4 .  Необходимы-
ми и достаточными условиями принадлежности 
системы (0.1) ЧКР типу является невырожден-
ность матриц jA  ( 1,..., 4)j   и выполнение мат-

ричных равенств 
1 1 0 ( , 1,..., 4, ).k j j kA A A A k j k j       (0.3) 

А.Т. Усс показал отсутствие для ЧКР-систем 
регуляризуемых внутренних краевых задач [7]. 

Отметим, что в трехмерном пространстве 
для системы Моисила – Теодореску [8], для трех-
мерных аналогов системы Коши – Римана [9], 
для систем ортогонального типа [10] существуют 
регуляризуемые внутренние краевые задачи. 

В настоящей статье приводится пример эл-
липтической системы (0.1), которая не является 

четырехмерным аналогом системы Коши –
Римана [7], не принадлежит классу эллиптиче-
ских псевдосимметрических систем [5], однако 
каждое непрерывно дифференцируемое ее реше-
ние является бигармонической функцией. Для 
этой системы в настоящей работе исследуется 
регуляризуемость задачи Дирихле. 
 

1 Пример бигармонической системы в 4  
 Здесь и всюду ниже, если не оговорено про-
тивное, считаем, что 1A E  – единичная матри-

ца четвертого порядка, 
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                (1.1) 

Характеристическая матрица системы (0.1) с 
матричными коэффициентами (1.1) имеет вид 

4
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3 4 1 2 2 4
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  (1.2) 

и при этом для всех векторов 4 {0}   выпол-

няется неравенство 
2 2 2 2 2
1 2 3 4det ( ) ( ) 0.         A  

Последнее означает, что рассматриваемая систе-
ма (0.1), (1.1) является эллиптической. 

Очевидно, что (0.1) не является псевдосим-
метрической системой в 4 .  Поскольку 

1 1
2 3 3 2

0 0 1 0

0 0 0 1
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0 0 0 0

0 0 0 0

A A A A 

 
 
   
 
 
 

 

(т. е. нарушаются равенства (0.3)), то система 
(0.1) не является четырехмерным аналогом сис-
темы Коши – Римана. Тем не менее, справедливо 
следующее утверждение. 
 Теорема 1.1. Каждая компонента ( )ku x  

( 1,..., 4)k   произвольного непрерывно диффе-

ренцируемого решения ( )U x  системы (0.1) явля-

ется бигармонической функцией. 
Доказательство. Пусть 4:U    – не-

прерывно дифференцируемая вектор-функция, 
удовлетворяющая системе (0.1). Поскольку рас-
сматриваемая система является эллиптической, 
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то каждая компонента ( )ku x  ( 1,..., 4)k   вектора 

( )U x  является бесконечно дифференцируемой в 

области   функцией [11, c. 141]. Применяя к 

нулевой вектор-функции 
4
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  получим 

22 2
32 2

1
1 3 2 4 1 3

2 2 2
3 3 3

1 4 2 3 2 4

0,

uu u
u

x x x x x x

u u u

x x x x x x

 
    

     

  
   
     

       (1.3) 

2 2 2 2
4 4 4 4

2
1 3 1 4 2 3 2 4

0,
u u u u

u
x x x x x x x x

   
     

       
 

2 2
4 4

3
1 3 2 4

0,
u u

u
x x x x

 
   

   
 4 0,u   

где 
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x x

 
   

 
 – оператор Лапласа в 4.  

Тогда  
– из четвертого равенства (1.3) следует, что 

2
4 0u   в области ;   

– из третьего равенства (1.3) с учетом чет-
вертого: 

2 2
2 4 4
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– из второго равенства (1.3) с учетом чет-
вертого: 

2 2 2 2
2 4 4 4 4

2
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– из первого равенства (1.3) с учетом второ-
го и третьего: 
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Таким образом, каждая из функций ( )ku x  

( 1,2,3, 4)k   удовлетворяет уравнению 2 0u   

в области ,  т. е. является бигармонической в 
  функцией.                                                           
 

2 Задача Дирихле для рассматриваемой 
системы 

В теории аналитических функций под зада-
чей Дирихле понимают задачу отыскания голо-
морфной в ограниченной области     функ-
ции u iv  по известной на границе этой области 
ее действительной (или мнимой) части 

| ( | ).u v      
Если функция   непрерывна по Гельдеру на 

границе области ,  то существует единствен-
ная гармоническая в   функция, принимающая 
заданные граничные значения. Сопряженная к 
ней гармоническая функция определяется из 
системы Коши – Римана с точностью до произ-
вольной действительной постоянной. Из приве-
денных рассуждений также следует, что произ-
вольно задавать значения аналитической функ-
ции на границе области нельзя, ибо действитель-
ная часть функции восстанавливается по мнимой 
части функции с точностью до произвольной 
постоянной и наоборот. Таким образом, задача 
восстановления аналитической функции по из-
вестной на границе области «половине» ее зна-
чений (действительной или мнимой части) явля-
ется регуляризуемой. 
 Пусть 4    ограниченная область, гра-
ницей которой является гладкая поверхность 
Ляпунова .  По аналогии с двумерным случа-
ем под задачей Дирихле для системы (0.1) будем 
понимать задачу отыскания непрерывно диффе-
ренцируемого решения системы (0.1) в области 
  и непрерывного по Гельдеру в замыкании 
этой области, удовлетворяющего граничным ус-
ловиям вида 

3 1 4 2| ( ), | ( ) ( ),u f x u f x x       (2.1) 

где 1 2, :f f    – заданные непрерывные по 

Гельдеру функции (два граничных условия – 
«половина» значений вектор-функции ( )).U x  

Теорема 2.1. Задача Дирихле для системы 
(0.1), (1.1) не является регуляризуемой. 

Доказательство. Напомним, что задача 
(0.1), (2.1) называется регуляризуемой, если для 
нее выполнено условие Лопатинского. Оно пред-
ставляет собой дополнительное ограничение на 
матрицу граничного оператора (2.1) и для рас-
сматриваемой задачи состоит в том, что ранг 
матрицы 

1( , ) ( ( ) )L y y d



      B A          (2.2) 

является максимальным в каждой точке y  

и при каждом ненулевом касательном к   в 
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точке y векторе .  В формуле (2.2) через ( )y  

обозначен единичный вектор внутренней норма-
ли к   в точке y, матрица граничного операто-
ра (2.1) имеет вид 

0 0 1 0

0 0 0 1

 
  
 

B  

и интегрирование ведется по простому замкну-
тому контуру ,  лежащему в верхней комплекс-

ной  -полуплоскости и охватывающему нахо-
дящиеся там корни  уравнения 

det ( ( ) ) 0.y   A                  (2.3) 

Покажем, что в той точке y  границы ,  в ко-

торой внутренняя нормаль параллельна оси 1,Ox  

условие Я.Б. Лопатинского задачи (0.1), (2.1) не 
выполняется. В этом случае ( ) (1,0,0,0),y   

1 2 3(0, , , ),      уравнение (2.3) принимает вид 
2 2 2( | | ) 0,     где 2 2 2 2

1 2 3| | 0.         Пусть 

контур   охватывает точку | | .i   Тогда, приме-

няя основную теорему о вычетах, получим 
2 2 2

2 1 2 2 1 3
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Осталось заметить, что при (0,0,0,1)   матрица 

Лопатинского задачи Дирихле в точке y  прини-

мает вид 
0 0

( , ) .
0 0

i
L y

i

  
     
  

Следовательно, rank ( , ) 1 2.L y                           

Доказанная теорема означает [1], что опера-
тор, отвечающий задаче Дирихле для системы 
(0.1), не является нетеровским в определенных 
банаховых пространствах, т. е. имеет либо не-
замкнутое множество значений, либо бесконеч-
номерное ядро или коядро. 
 

3 Другое доказательство теоремы 2.1 
Рассмотрим другое доказательство теоремы 

2.1. Не ограничивая общности, можно считать, 
что точка y  совпадает с началом координат. 

Задаче (0.1), (2.1) соответствует так называемая 
предельная задача [12] для исходной системы 
(0.1) в полупространстве 1 0x   и граничного 

условия (2.1), заданного на гиперплоскости 

1 0x   (по терминологии И.М. Гельфанда [12], 

мы рассматриваем краевую задачу под микро-
скопом в окрестности точки y  со все бóльшим и 

бóльшим увеличением). Сделав в предельной 
задаче преобразование Фурье по переменным 

2 ,x  3x  и 4x  получим 

1 2 2 3 3 4 4 1
1

1

ˆ
ˆ( , ) ( ) ( , )

( 0),

U
x i A A A U x

x

x

          




 (3.1) 

1 13 0 1 4 0 2ˆ ˆ| , | ,x xu h u h                   (3.2) 

где 2 3 4( , , ),      1
ˆ ( , )U x   – преобразование 

Фурье ( ) :U x  
2 2 3 3 4 4

3

( )3/ 2
1 2 3 4

ˆ ( , ) (2 ) ( ) .i x x xU x e U x dx dx dx        


 

Эквивалентная формулировка условия регуляри-
зуемости краевой задачи (0.1), (2.1) в точке y  

состоит в том, что при каждом ненулевом векто-
ре   в пространстве устойчивых решений M  

системы уравнений (3.1) (т. е. стремящихся к 
нулю при 1 )x    задача (3.1), (3.2) однознач-

но разрешима [12], [13]. 
Рассмотрим (3.1), (3.2) при (0,0,1)   

(сравнить с вектором   из доказательства теоре-
мы 2). В этом случае 4iA  есть матрица системы 

(3.1), имеющая двукратные собственные значе-
ния 1  и 1. Тогда множество устойчивых реше-
ний системы (3.1) задается формулой 

1
1 1 1 2 1 1 2

ˆ ( , ) ( ( )) ,xU x C v C v x v e          (3.3) 

где 1 ( ,1,0,0)Tv i  – собственный вектор матрицы 

4 ,iA  отвечающий собственному значению 1;  

2 (0, 3, 2,2 )Tv i   – вектор, присоединенный к 

вектору 1;v  1 2,C C  – произвольные постоянные. 

Осталось заметить, что при любом 1C  и 

2 0C   функция 1
ˆ ( , ),U x   заданная формулой 

(3.3), является устойчивым решением однород-
ной задачи (3.1), (3.2) при (0,0,1).   Таким 

образом, условие однозначной разрешимости 
(3.1), (3.2) в M  нарушается. 
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