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Аннотация. В работе, опираясь на хорошо известные результаты о классических аппроксимациях Паде степенного 
ряда, найдены условия, при которых для заданного ряда Фурье существуют тригонометрические аппроксимации 
Паде – Якоби. Это позволило описать класс рядов Фурье по многочленам Чебышёва первого и второго рода, для кото-
рых существуют нелинейные аппроксимации Паде – Чебышёва. В частности, дано ещё одно доказательство известной 
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Введение 
 Рассмотрим тригонометрический ряд 
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с действительными коэффициентами, сходящий-
ся при всех x  и определяющий функцию 

,tf  заданную на всей действительной прямой. 

Для ряда (0.1) определим два вида тригономет-
рических аппроксимаций Паде. 

Тригонометрической аппроксимацией Па-
де – Фробениуса типа ( , )n m  ряда (функции) tf  
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где тождественно не равный нулю тригономет-
рический многочлен , ,t

n mQ  ,deg t
n mQ m  и триго-

нометрический многочлен , ,t
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Здесь и далее n, m – целые неотрицательные числа. 
Тригонометрической аппроксимацией Па-

де – Якоби типа ( , )n m  ряда tf  назовём рацио-

нальную функцию 
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при всех x  представимую тригонометриче-
ским рядом, у которой тригонометрические мно-
гочлены в числителе и знаменателе имеют сте-

пени ,
ˆdeg ,t

n mQ m  ,
ˆdeg t
n mP n  и для которой 
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Тригонометрические аппроксимации Паде –
Фробениуса и Паде – Якоби являются естествен-
ным обобщением соответствующих классиче-
ских аппроксимаций Паде степенного ряда [1]. 
Хорошо известно, что ряд важных свойств клас-
сических аппроксимаций Паде при таком обоб-
щении не сохраняется. Например, тригонометри-
ческие аппроксимации Паде – Фробениуса ,

t
n m  

всегда существуют, но определяются, вообще 
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говоря, не однозначно, а тригонометрические 
аппроксимации Паде – Якоби ,ˆ t

n m  не всегда су-

ществуют, но в важных для приложений случаях 
определяются однозначно [2]–[5]. В данной ра-
боте будем рассматривать только тригонометри-
ческие аппроксимации Паде – Якоби (свойства 
тригонометрических аппроксимаций Паде – Фро-
бениуса подробно изучались в [3]). Нас интере-
суют условия, при которых они существуют. В 
основной теореме работы найден широкий класс 
тригонометрических рядов, для которых триго-
нометрические аппроксимации Паде – Якоби 

,ˆ t
n m  существуют. В частности, показано, что 

существование тригонометрических аппрокси-
мации Паде – Якоби можно описать с помощью 
хорошо известных результатов о классических 
аппроксимациях Паде степенного ряда. В каче-
стве приложения получено новое конструктив-
ное доказательство известной теоремы С.П. Суе-
тина [5] о существовании и единственности не-
линейных аппроксимаций Паде – Чебышёва ана-
литических функций, представимых в виде ряда 
Фурье по многочленам Чебышёва первого рода. 
Аналогичный результат получен и для нелиней-
ных аппроксимаций Паде – Чебышёва аналити-
ческих функций, представимых в виде ряда Фу-
рье по многочленам Чебышёва второго рода. 
 

1 Аппроксимации Паде степенного ряда 
Приведём некоторые хорошо известные 

факты теории аппроксимаций Паде степенных 
рядов, которые понадобятся нам в дальнейшем.  

Тригонометрическому ряду (0.1) поставим в 
соответствие степенной ряд 
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в котором 0 0 / 2,f a  ,l l lf a ib   1, 2, .l    

Нетрудно заметить, что при таком выборе коэф-
фициентов lf  ряд (0.1) является действительной 

частью ряда (1.1) при .ixz e  
Для каждой пары ( , )n m  существуют алгеб-

раические многочлены , ,n mQ  ,deg ,n mQ m  , ,n mP  

,deg ,n mP n  для которых 
1( )( ) ( ).n m

m nQ f P z O z                 (1.2) 

Здесь под ( )pO z  понимаем степенной ряд вида 
1
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принято называть аппроксимацией Паде – Фро-
бениуса типа ( , )n m  ряда f (авторство А. Паде ос-

новывается на его диссертации [6] 1892 г.; в каче-
стве определения рациональной дроби , ( ; )n m f   

соотношения (1.2) впервые были предложены в 
1881 г. Г. Фробениусом [7]). Многочлены ,n mQ  и 

,n mP  условием (1.2) определяются не единствен-

ным образом, тем не менее, дроби , ( ; )n m f   опре-

деляют одну и ту же рациональную функцию [8]. 
Несколько иная интерполяционная конст-

рукция была предложена К. Якоби [9]. Она при-
водит к следующему определению. 

Аппроксимацией Паде – Якоби типа ( , )n m  

ряда f будем называть рациональную дробь 
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у которой алгебраические многочлены , ,
ˆ ˆ,n m n mQ P  

имеют степени соответственно не выше m и n и 
для которой 1

,ˆ( ) ( ) ( ).n m
n mf z z O z      В отличие 

от ,n m  аппроксимация Паде – Якоби ,ˆ n m  может 

не существовать [1], но если существует, то сов-
падает с , .n m  Первый существенный результат в 

исследовании условий, при которых ,ˆ n m  суще-

ствует, был получен К. Якоби [9]. Для его фор-
мулировки введем в рассмотрение определители 
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элементами которых являются коэффициенты 
ряда (1.1). Здесь при 0p   считаем, что 0.pf   

К. Якоби [9] доказал, что если определитель 

, 0,n mH   то аппроксимации Паде – Якоби ,ˆ ( ; )n m f   

существуют и совпадают с аппроксимациями Па-
де – Фробениуса , ( ; ).n m f   Полное исследование 

условий при которых ,ˆ ( ; )n m f   существуют, про-

вёл Д. Бейкер [1, гл. 1, § 1.4]. В этой связи рацио-
нальные функции ,ˆ ( ; )n m f   называют также аппро-

ксимациями Паде в смысле Бейкера. Если матрица  
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является матрицей полного ранга (т. е. 

, ),n mrankF m  то многочлены Паде , ,n mQ  ,n mP  

условиями (1.2) определяются однозначно (с 
точностью до числового множителя) (см. [1], 
[10]) и при некотором выборе нормирующего 
множителя представляются в виде 
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Замечание 1. Если определитель Адамара 

, 0,n mH   то матрица ,n mF  является матрицей 

полного ранга. 
Замечание 2. В том случае, когда коэффи-

циенты ряда (1.1) являются действительными 
числами, многочлены Паде , ( ; ),n mQ f  , ( ; )n mP f  

являются алгебраическими многочленами с дей-
ствительными коэффициентами. 
 

2 Существование тригонометрических 
аппроксимаций Паде – Якоби 

Основным результатом статьи является сле-
дующая 

Теорема 2.1. При n m  для существования 

тригонометрической аппроксимации Паде – Якоби 
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n m f   функции ,tf  представленной рядом 

(0.1), достаточно, чтобы для соответствующей 
аналитической функции f, представленной рядом 
(1.1), выполнялись следующие три условия: 

1) для пары ( , )n m  существует аппрокси-

мация Паде – Якоби ,ˆ ( ; );n m f   

2) ряд (1.1) имеет радиус сходимости 1;R   

3) рациональная функция ,ˆ ( ; )n m f   в круге 

{ :| | 1}D z z   не имеет полюсов. 
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Выполнение условий 2) и 3) позволяет в качестве 
такой окрестности взять открытый круг с цен-
тром в нуле, радиус которого больше 1. Тогда 
положив в (2.1) ,ixz e  а затем приравнивая дей-
ствительные части от выражений, стоящих слева 
и справа от знака нового равенства, получим 
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Остаётся показать, что при n m  
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Тогда при ixz e  (см. [1, часть 2, гл. 1, § 1.6 ]) 
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Отсюда следует, что в (2.4) многочлен ,
ˆ t

n mQ  име-

ет степень не выше m, а при n m  степень мно-

гочлена ,
ˆ t
n mP  не превышает n. Тогда из (2.2) и 

(2.4) вытекает, что эти многочлены являются 
знаменателем и числителем дроби ,ˆ ( ; ).t t

n m f   

Справедливость равенства (2.3) установлена и 
теорема 2.1 доказана.                                              

Предположим теперь, что  ряд (0.1) имеет вид 
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Ряду (2.5) соответствует степенной ряд (1.1)  
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с действительными коэффициентами.  Если для 
функции (2.6) выполнены условия теоремы 1, то 
аппроксимации Паде – Якоби ,ˆ ( ; )n m f   сущест-

вуют и совпадают с аппроксимациями Паде –
Фробениуса , ( ; ).n m f   Поскольку в рассматри-

ваемом случае числитель и знаменатель дроби 
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нами с действительными коэффициентами, то из 
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Следовательно справедливо 
Следствие 2.1. Пусть ,n m  а функция tf  

представлена тригонометрическим рядом (2.5). 
Тогда при выполнении для f условий теоремы 2.1 
существует тригонометрическая аппроксима-

ция Паде – Якоби ,ˆ ( ; ),t t
n m f   числитель ,

ˆ t
n mP  

и знаменатель ,
ˆ t

n mQ  которой являются чётны-

ми тригонометрическими многочленами с 
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действительными коэффициентами, и справед-
ливы равенства 

, , ,
ˆ ( ; ) ( ; ) ( ; ),t t ix ix

n m n m n mQ x f Q e f Q e f       (2.8) 

 , , ,
ˆ ( ; ) Re ( ; ) ( ; ) ,t t ix ix
n m n m n mP x f P e f Q e f   (2.9) 

,
1

ˆ( ) ( ; ) cos .t t t
n m l

l n m

f x x f d lx


  

        (2.10) 

Если соответствующая степенному ряду (2.6) 
матрица ,n mF  является матрицей полного ранга, 

то при соответствующей нормировке много-
члены , ( ; ),n mQ f  , ( ; )n mP f  в (2.8), (2.9) вычисля-

ются по формулам (1.3), (1.4), в которых l lf a  

для всех l. 
Предположим теперь, что ряд (0.1) имеет вид 

1

( ) sin .t
l

l

f x b lx




                  (2.11) 

В отличие от общего случая, поставим ряду 
(2.11) в соответствие ряд 

1

( ) .l
l

l

f z b z




                      (2.12) 

Так как коэффициенты lb  – действительные чис-

ла, то ( ) Im ( ).t ixf x f e  Считаем, что для f вы-

полнены условия теоремы 1. Тогда существует 
аппроксимация Паде – Якоби ,ˆ ( ; ).n m f   Пусть 

,
ˆ ( ; ),n mP f  ,

ˆ ( ; )n mQ f  – соответственно числитель 

и знаменатель дроби ,ˆ ( ; ).n m f   Рассуждая анало-

гично, как и при доказательстве теоремы 2.1, при 
n m  и ixz e  получим 

 , ,ˆ ˆ( ; ) Im ( ; )t t ix
n m n mx f e f     

, ,

, ,

0 0

0 0

ˆ ˆ( ; ) ( ; )1
ˆ2 ˆ( ; ) ( ; )

sin( )
.

cos( )

n m n m

n m n m

n m

s l
s l
m m

s l
s l

P z f P z f

i Q z f Q z f

p q s l x

q q s l x

 

 

 
   
 
 










      (2.13) 

Следствие 2.2. Пусть ,n m  а функция tf  

представлена тригонометрическим рядом (2.11). 
Тогда при выполнении для ряда (2.12) условий 
теоремы 2.1 существуют тригонометрические 
аппроксимации Паде – Якоби ,ˆ ( ; ),t t

n m f   числи-

тель ,
ˆ t
n mP  и знаменатель ,

ˆ t
n mQ  которых являются 

тригонометрическими многочленами с действи-

тельными коэффициентами, числитель ,
ˆ t
n mP  яв-

ляется нечетным тригонометрическим много-
членом и справедливы равенства 

, , ,
ˆ ( ; ) ( ; ) ( ; ),t t ix ix

n m n m n mQ x f Q e f Q e f    (2.14) 

 , , ,
ˆ ( ; ) Im ( ; ) ( ; ) ,t ix ix
n m n m n mP x f P e f Q e f   (2.15) 

,
1

ˆ( ) ( ; ) sin .t t t
n m l

l n m

f x x f h lx


  

        (2.16) 

 Если соответствующая степенному ряду 
(2.12) матрица ,n mF  является матрицей полного 

ранга, то при соответствующей нормировке 
многочлены , ( ; ),n mQ f  , ( ; )n mP f  в (2.14), (2.15) 

вычисляются по формулам (1.3), (1.4), в которых 

l lf a  для всех l. 

 
3 Аппроксимации Паде – Чебышёва 
В этом разделе приведём примеры прило-

жений теоремы 2.1 и её следствий. 
3.1. Рассмотрим ряд Фурье по многочленам 

Чебышёва ( ) cos( arccos )nT x n x  первого рода 

1 0

1

( ) ( )
2

ch
l l

l

a
f x a T x





                 (3.1) 

с действительными коэффициентами. Считаем, 
что ряд (3.1) сходится на [–1, 1] и определяет на 
этом отрезке функцию 1.chf  Известно (см., на-

пример, [5]), что для любой пары индексов 
( , )n m  и ряда 1chf  существует тождественно не 

равный нулю алгебраический многочлен 1
, ,ch

n mQ  
1

,deg ch
n mQ m  и алгебраический многочлен 1

, ,ch
n mP  

1
,deg ch

n mP n  такие, что 

 1 1
, ,

1

( ) ( ).ch ch ch
n m n m l l

l n m

Q f P x a T x


  

           (3.2) 

Линейной аппроксимацией Паде – Чебышё-
ва первого рода для пары ( , )n m  и ряда 1chf  на-

зывают рациональную дробь 
1

,1 1 1
, , 1

,

( )
( ) ( ; ) ,

( )

ch
n mch ch ch

n m n m ch
n m

P x
x x f

Q x
     

где многочлены 1
, ,ch

n mQ  1
,
ch

n mP  определяются равен-

ством (3.2). Линейные аппроксимации Паде–
Чебышёва 1 1

, ( ; )ch ch
n m x f  всегда существуют, но 

определяются, вообще говоря, не однозначно [5]. 
Нелинейной аппроксимацией Паде – Чебы-

шёва первого рода для пары ( , )n m  и ряда 1chf  

называют рациональную дробь вида 
1

,1 1 1
, , 1

,

ˆ ( )
ˆ ˆ( ) ( ; ) ,

ˆ ( )

ch
n mch ch ch

n m n m ch
n m

P x
x x f

Q x
     

где алгебраические многочлены 1
,

ˆ ,ch
n mQ  1

,
ˆ ,ch
n mP  сте-

пени которых соответственно не превышают m и 
n, подобраны так, чтобы 

1 1 1
,

1

ˆ ˆ( ) ( ; ) ( ).ch ch ch
n m l l

l n m

f x x f a T x


  

     

В отличие от линейных,  нелинейные аппрокси-
мации Паде – Чебышёва 1 1

,ˆ ( ; )ch ch
n m f   не всегда 

существуют, но если существуют, то определяют-
ся однозначно [5]. С точки зрения эффективности 
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приближения функций, представленных рядами 
по многочленам Чебышёва первого рода, нели-
нейные аппроксимации 1 1

,ˆ ( ; )ch ch
n m f   имеют зна-

чительные преимущества в сравнении с линей-
ными. По этой причине, несмотря на проблему 
их существования, например, в системе MAPLE 
реализована программа вычисления именно не-
линейных аппроксимаций Паде – Чебышёва 
(подробнее см. [5], [11]). 

Следующая теорема доказана С.П. Суети-
ным [5], исходя из довольно общих результатов, 
касающихся свойств оператора Фабера. Здесь 
будет дано другое доказательство теоремы Суе-
тина, которое опирается только на следствие 2.1 
из теоремы 2.1 и является  конструктивным (по-
лучен явный вид аппроксимаций Паде – Чебы-
шёва первого рода). 

Теорема 3.1. Рассмотрим ряд (3.1), пред-
ставляющий функцию 1,chf  в котором коэффи-

циенты la  совпадают с коэффициентами рядов 

(2.5) и (2.6). Тогда при n m  для существования 

нелинейной аппроксимации Паде – Чебышёва 
первого рода 1 1

,ˆ ( ; )ch ch
n m f   необходимо и достаточ-

но, чтобы для функции f, заданной равенством 
(2.6), выполнялись условия 1) – 3) теоремы 2.1. 
 При выполнении условий 1) – 3) для числи-
теля и знаменателя рациональной дроби 

1 1
,ˆ ( ; )ch ch

n m f   справедливы формулы 

1 1 arccos arccos
, , ,

ˆ ( ; ) ( ; ) ( ; ),ch ch i x i x
n m n m n mQ x f Q e f Q e f  (3.3) 

 
1 1

,

arccos arccos
, ,

ˆ ( ; )

Re ( ; ) ( ; ) .

ch ch
n m

i x i x
n m n m

P x f

P e f Q e f



 
   (3.4) 

Если соответствующая степенному ряду (2.6) 
матрица ,n mF  является матрицей полного ранга, 

то при соответствующей нормировке много-
члены , ( ; ),n mQ f  , ( ; )n mP f  в (3.3), (3.4) вычисля-

ются по формулам (1.3), (1.4), в которых l lf a  

для всех l. 
Доказательство. Из условий теоремы сле-

дует, что функция 1( ) (cos )t chf x f x  представи-

ма тригонометрическим рядом 

0

1

( ) cos .
2

t
l

l

a
f x a lx





   

Учитывая следствие 2.1, равенства (2.4) и (2.7)–
(2.10), числитель, знаменатель тригонометриче-
ской аппроксимации Паде – Якоби ,ˆ ( ; )t t

n m f   и 

остаточный член предствимы в виде 

, , ,

0

ˆ ( ; ) ( ; ) ( ; )

cos ,

t t ix ix
n m n m n m

m

l
l

Q x f Q e f Q e f

q lx


  

 
    (3.5) 

 , , ,
ˆ ( ; ) Re ( ; ) ( ; )t t ix ix
n m n m n mP x f P e f Q e f   (3.6) 

0

cos ,
n

l
l

p lx


   

,
1

ˆ( ) ( ; ) cos .t t t
n m l

l n m

f x x f d lx


  

          (3.7) 

Вместо x подставим в (3.7) arccos .x  В результате 
с учетом (3.5) и (3.6) получим 

1 1 1
,

1

ˆ( ) ( ; ) ( ),ch ch ch
n m l l

l n m

f x x f d T x


  

     

где  

,1 1
,

,

ˆ (arccos ; )
ˆ ( ; ) .

ˆ (arccos; )

t t
n mch ch

n m t t
n m

P x f
x f

Q f
   

Отсюда и из (3.5), (3.6) следуют равенства (3.3) и 
(3.4). Достаточность условий 1) – 3) доказана. 
Необходимость доказана в [5].                               

3.2. Рассмотрим  ряд Фурье по многочленам 

Чебышёва 
2

1
( ) sin( arccos )

1
nU x n x

x



 второго 

рода 

2

1

( ) ( )ch
l l

l

f x bU x




                   (3.8) 

с действительными коэффициентами. Считаем, 
что ряд (3.8) сходится при [ 1,1]x   и  определя-

ет на [ 1,1]  функцию 2.chf  Аналогично, как и в 

предыдущем случае, определяются линейные 
2 2

, ( ; )ch ch
n m f   и нелинейные 2 2

,ˆ ( ; )ch ch
n m f   аппрок-

симации Паде – Чебышёва второго рода. Напри-
мер, нелинейной аппроксимацией Паде – Чебы-
шёва второго рода для пары ( , )n m  и ряда (3.8) 

2chf  назовём рациональную дробь 
2

,2 2
, 2

,

ˆ ( )
ˆ ( ; ) ,

ˆ ( )

ch
n mch ch

n m ch
n m

P x
x f

Q x
   

у которой алгебраические многочлены 2
,

ˆ ,ch
n mQ  2

,
ˆ ch
n mP  

имеют соответственно степени не выше m и n, и 

2 2 2
,

1

ˆ ˆ( ) ( ; ) ( ).ch ch ch
n m l n

l n m

f x x f a U x


  

     

Ряду (3.8) 2chf  поставим в соответствие ряды 

(2.11) и (2.12) с такими же коэффициентами, оп-
ределяющие соответственно функции tf  и f. 

Следующая теорема является аналогом теоремы 
3.1 для нелинейных аппроксимаций Паде – Че-
бышёва второго рода. 

Теорема 3.2. При n m  для существования 

нелинейной аппроксимации Паде – Чебышёва 
второго рода 2 2

,ˆ ( ; )ch ch
n m f   достаточно, чтобы 

ряд (2.12), удовлетворял условиям 1) – 3) теоре-
мы 1. 
 При выполнении условий 1) – 3) для ряда 
(2.12) числитель и знаменатель рациональной 
дроби 2 2

,ˆ ( ; )ch ch
n m f   определяются формулами 
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2 2
,

arccos arccos
, ,

ˆ ( ; )

( ; ) ( ; ),

ch ch
n m

i x i x
n m n m

Q x f

Q e f Q e f



 
     (3.9) 

 
2 2

,

arccos arccos
, ,2

ˆ ( ; )

1
Im ( ; ) ( ; ) .

1

ch ch
n m

i x i x
n m n m

P x f

P e f Q e f
x



 


(3.10) 

 Если соответствующая степенному ряду 
(2.12) матрица ,n mF  является матрицей полного 

ранга, то при соответствующей нормировке 
многочлены , ( ; ),n mQ f  , ( ; )n mP f  в (3.9), (3.10) 

вычисляются по формулам (1.3), (1.4), в которых 

l lf b  для всех l. 

Доказательство. Из (3.8) следует, что 

функция 2 2( ) 1 (cos )t chf x x f x   представима 

тригонометрическим рядом 

1

( ) sin .t
l

l

f x b lx




   

Учитывая следствие 2.2, равенства (2.4) и (2.13)–
(2.15), числитель, знаменатель тригонометриче-
ской аппроксимации Паде – Якоби ,ˆ ( ; )t t

n m f   и 

остаточный член предствимы в виде 

, , ,

0

ˆ ( ; ) ( ; ) ( ; )

cos ,

t t ix ix
n m n m n m

l
l

Q x f Q e f Q e f

q lx




  

 
  (3.10) 

 , , ,

0

ˆ ( ; ) Im ( ; ) ( ; )

sin ,

t t ix ix
n m n m n m

l
l

P x f P e f Q e f

p lx




  

 
 (3.11) 

,
1

ˆ( ) ( ; ) sin .t t t
n m l

l n m

f x x f d lx


  

        (3.12) 

Вместо x подставим в (3.12) arccos ,x  а затем 
разделим левую и правую часть полученного 

равенства на 21 .x  В результате с учётом ра-
венств (3.10), (3.11)  получим 

2 2 2
,

1

ˆ( ) ( ; ) ( ),ch ch ch
n m l l

l n m

f x x f d U x


  

     

где  

,2 2
, 2

,

ˆ (arccos ; )1
ˆ ( ; ) .

ˆ (arccos; )1

t t
n mch ch

n m t t
n m

P x f
x f

Q fx
 


 

Отсюда и из (3.10), (3.11) следуют равенства 
(3.9) и (3.10). Достаточность условий 1)–3) дока-
зана. Теорема 3.2 доказана.                                    
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