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Аннотация. Решено в явном виде новое линейное гиперсингулярное интегро-дифференциальное уравнение первого 
порядка. Уравнение задано на замкнутой кривой, расположенной на комплексной плоскости. Коэффициенты уравнения 
выражаются в виде сумм некоторых слагаемых. Во все слагаемые сумм определенным образом входит конечное число 
одних и тех же заданных функций. Используются классические и обобщенные формулы Сохоцкого, теория краевой 
задачи Римана, формулы решения линейных дифференциальных уравнений, свойства аналитических функций.  
Решение проиллюстрировано примером. 
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Введение  
Для развития теории интегро-дифференци-

альных уравнений важно выявлять такие случаи 
уравнений, которые допускают точное аналити-
ческое решение. В [1] Э.И. Зверович указал ре-
шение линейного интегро-дифференциального 
уравнения с постоянными коэффициентами, ос-
нованное на использовании обобщенных формул 
Сохоцкого. Настоящая работа примыкает к изу-
чению тех пока немногих случаев переменных 
коэффициентов в подобных уравнениях (напр., 
[2], [3]), когда сохраняется возможность точного 
аналитического решения. 

 
1 Постановка задачи 
Пусть  1 2, ,..., na a a  и  1 2, ,..., nb b b  – два ка-

ких-либо множества, элементы которых упоря-
дочены и могут перемножаться, .n  Будем 
составлять произведения вида 1 2 ... ,nA c c c    где 

для каждого 1,k n  либо ,k kc a  либо .k kc b  

Обозначим  , ;s k kL a b n  сумму всевозможных 

произведений вида A  таких, в которых множи-
тели ka  встречаются s  раз (и, следовательно, 

множители kb  встречаются n s  раз), 0, .s n  

Например, 

 3 , ;5k kL a b 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5a a a b b a a b a b   1 2 3 4 5a a b b a   

1 2 3 4 5a b a a b 1 2 3 4 5a b a b a 1 2 3 4 5a b b a a  1 2 3 4 5b a a a b   

1 2 3 4 5b a b a a 1 2 3 4 5 ,b b a a a  

 0 1 2, ;2 ,k kL a b b b   1 1, ;1 .k kL a b a  

Обозначим через L простую гладкую замк-
нутую положительно ориентированную кривую 
на комплексной плоскости. Пусть D  и D  – 

соответственно внутренняя и внешняя области 
комплексной плоскости по отношению к этой 
кривой. Зададим H-непрерывные (т. е. удовле-
творяющие условию Гельдера) функции ( ),f t  
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( ),kp t  1, ,k n  .t L  Пусть на кривой L сущест-

вуют H-непрерывные производные ( ),kp t  

1, .k n  Будем искать на этой кривой H-непре-
рывную вместе со своей производной функцию 
φ( ),t  удовлетворяющую уравнению 
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Интегралы в уравнении понимаются в 
смысле конечной части по Адамару [4], [5]; ин-
тегралы с τ t  в знаменателе совпадают при 
этом с интегралами, понимаемыми в смысле 
главного значения по Коши. Квадратные скобки 
означают целую часть числа. В частности, при 

1n   получим уравнение 

1 1
2

(τ) τ (τ) τφ ( ) φ( )

π τ π (τ )L L

p d p dt t

i t i t


 

    

1 1
2

( ) ( )φ(τ) τ φ(τ) τ
( ), ,

π π τ(τ )L L

p t p td d
f t t L

i i tt


   

   

способ решения которого указан в [6]. Считаем 
далее 2.n   Укажем еще развернутый вид урав-
нения (1.1) при 3 :n   
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2 Решение уравнения 
Введем интегралы типа Коши 
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Далее будем использовать классические и обоб-
щенные формулы Сохоцкого [1], [4] для соответ-
ствующих предельных значений, являющихся 
H-непрерывными функциями на кривой L: 

( ) ( )
1

(τ) τ1 1
( ) ( ) ,

2 2π (τ )

1, , 0,1, .

m m k
k k m

L

p d
P t p t

i t

k n m t L

   


  


 

В результате коэффициент при φ ( )t  в уравнении 

(1.1) преобразуется следующим образом: 
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Аналогично преобразуя остальные коэффициен-
ты уравнения (1.1), получим 
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 Введем еще интеграл типа Коши 
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1 φ(τ) τ
( ) , .

2π τL

d
z z D

i z   
  

После использования формул Сохоцкого 
( ) ( ) ( )φ ( ) ( ) ( ),m m mt t t                 (2.2) 
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уравнение (2.1) приобретает вид 
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который можно расценивать как краевую задачу 
Римана о скачке 
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Будем предполагать далее для простоты, что 

( ) 0, 1, , , .kP z k n z D L z         (2.6) 

Обозначим l – суммарный порядок нуля на 

бесконечности функций ( ), 1, .kP z k n   Из соот-

ношения (2.5) вытекает, что задачу Римана (2.3) 
следует решать в классе функций, имеющих на 
бесконечности нуль порядка по меньшей мере  
l + 2. Согласно [7] для разрешимости этой задачи 
необходимы и достаточны условия 
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которые далее предполагаем выполненными. 
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Теперь из соотношений (2.4), (2.5) находим 
функции ( )z  как решения линейных диффе-

ренциальных уравнений: 
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         (2.8) 

где z  – фиксированные точки в соответствую-

щих областях ,D  .C � Следует также обес-

печить выполнение условия ( ) 0,    выра-

жающего известное свойство интеграла типа 
Коши. Удобно в дальнейшем брать ,z    и 

тогда для выполнения этого условия должно 
быть 0.C   Отметим, что все интегралы в фор-

мулах (2.8) существуют и дают однозначные 
аналитические функции в соответствующих об-
ластях. При этом у функций ( )z  и у их произ-

водных существуют предельные H-непрерывные 
значения на L.  
 

3 Основной результат. Пример 
Теперь при 0m   из равенства (2.2) можно 

найти искомую функцию, а также заключить, что 
эта функция удовлетворяет предполагавшимся 
на нее требованиям. Таким образом, оказывается 
справедливым следующий результат. 

Теорема. Для разрешимости уравнения (1.1) 
необходимо и достаточно выполнение условий 
(2.7). Если эти условия выполняются, то реше-
ние уравнения (1.1) содержит одну произвольную 
постоянную С  и имеет вид 
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В качестве примера приведем решение 
уравнения (1.2) на окружности 1 0,5,t    взяв  
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Легко вычислить, что 
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Укажем сразу вид (2.1) уравнения в этом приме-
ре, получающийся после упрощения его коэффи-
циентов: 
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Соответствующая задача Римана (2.3) о скачке 
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должна решаться в классе функций, имеющих на 
бесконечности нуль по меньшей мере 5-го по-
рядка. Ee решение очевидно: 
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Теперь уравнениям (2.4), (2.5) в случае примера 
легко придать вид 
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Наконец, получим решение примера 
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Заключительное замечание 
Условия (2.6) можно ослабить, допуская у 

функций ( )kP z  конечное число нулей в облас-

тях .D  Это приведет к дополнительным огра-

ничениям на функцию ( ),f t  при выполнении 

которых метод решения уравнения сохранится. 
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