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Аннотация. Исследуются аппроксимации сопряженной функции на отрезке [–1, 1] суммами Валле Пуссена сопряжен-
ных рациональных интегральных операторов Фурье – Чебышёва с ограничениями на количество геометрически  
различных полюсов. Устанавливается интегральное представление соответствующих приближений. Для сопряженной 

функции с плотностью (1 ) ,x   (0,1)  получены интегральное представление приближений, оценка поточечных 

приближений и равномерных приближений с определенной мажорантой введенным методом рациональной аппрокси-
мации. Устанавливается асимптотическое выражение мажоранты при ,n   зависящее от параметров аппроксими-

рующей функции. Найдены оптимальные значения параметров, при которых обеспечивается наибольшая скорость 
убывания мажоранты. В качестве следствия найдены оценки  приближений на отрезке [–1, 1] сопряженной функции  
суммами Валле Пуссена сопряженных полиномиальных рядов Фурье – Чебышёва. 
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Введение 
При решении различных задач математики 

и ее приложений возникают интегралы с ядром 
типа Коши, взятые вдоль отрезка действительной 
оси, которые при помощи различных преобразо-
ваний приводятся к виду: 

12

2
1

1 ( )ˆ ( ) , [ 1,1],
1

x f t dt
f x x

t x t


  

  
  (0.1) 

где интеграл в правой части понимается в смыс-
ле главного значения по Коши и для его сущест-
вования достаточно потребовать, чтобы функция 
f(t) удовлетворяла на отрезке [–1, 1] условию 
Липшица любого порядка [1], [2].  

Преобразование ˆ ( )f x  можно рассматривать 

также как один из вариантов определения со-
пряжённой функции с функцией f, заданной на 

отрезке [–1, 1]. При этом суперпозиция ˆ (cos )f   

определённым образом выражается через функ-
цию, тригонометрически сопряжённую с инду-
цированной функцией (cos ),f   а именно 

2

0

1ˆ (cos ) (cos )ctg , cos .
2 2

f f d x
   

      
   

Последнее выражение является хорошо извест-
ным [3], [4] представлением сопряженной функ-
ции с ядром Гильберта 2 -периодической 
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функции f. С этой функцией связано большое 
количество задач полиномиальной аппроксима-
ции. Рациональная аппроксимация периодиче-
ской сопряженной функции исследовалась в [5]. 

В [6] изучены рациональные аппроксима-
ции сопряженной функции вида (0.1) на отрезке 
[–1, 1] частичными суммами сопряженных рядов 
Фурье по одной системе ортогональных рацио-
нальных функций Чебышёва – Маркова с двумя 
геометрически различными полюсами. В частно-
сти, найдены оценки равномерных приближений, 
когда плотность f(t) имеет на отрезке [–1, 1] сте-
пенную особенность. Установлено, что специ-
альным выбором полюсов аппроксимирующей 
функции возможно получить скорость рацио-
нальных приближений большего порядка мало-
сти в сравнении с соответствующими полиноми-
альными аналогами.  

В 1979 году Е.А. Ровба [7] ввел интеграль-
ный оператор на отрезке на основании системы 
рациональных функций Чебышёва – Маркова, 
который является обобщением частичных сумм 
полиномиальных рядов Фурье – Чебышёва. 
Пусть задано произвольное множество чисел 

  1
,

n

k k
a


 где ka  либо являются действительными 

и | | 1,ka   либо попарно комплексно-сопряжен-

ными. На множестве суммируемых на отрезке  
[–1, 1] с весом 2 1/ 2(1 )x   функций ( )f x  рассмот-

рим рациональный интегральный оператор [7]: 
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Оператор : ( ),n ns f A   где ( )n A  – множест-

во рациональных функций вида: 
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A – множество параметров 1 2( , , , )na a a  и 

(1, ) 1.ns x   Если положить 0, 1, , ,kz k n    то 

( , )ns f x  представляет собой частичную сумму 

полиномиального ряда Фурье – Чебышёва. Но-
вый метод рациональной аппроксимации на от-
резке нашел широкое применение в решении 
практических задач [8]–[10].  

В работе [11] построен сопряженный с опе-
ратором (0.2) рациональный интегральный опе-
ратор Фурье – Чебышёва 

cos cos ( , )1 2ˆ ( , ) (cos ) ,
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cos ,x u                           (0.4) 

где ( , )n v u  определена в (0.3). 

Его образом является рациональная функ-
ция вида 
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Там же исследованы рациональные приближения 
на отрезке [–1, 1] сопряженной функции с плот-
ностью (1 ) , 1/ 2,x     сопряженным операто-

ром (0.4) с произвольным фиксированным коли-
чеством геометрически различных полюсов. 
Найдены их оптимальные значения, при которых 
обеспечивается наибольшая скорость убывания 
равномерных рациональных приближений вве-
денным методом. При этом порядки равномер-
ных рациональных приближений оказываются 
выше в сравнении с соответствующими полино-
миальными аналогами.  

Приближения периодических функций усе-
чёнными средними тригонометрических рядов 
Фурье впервые рассмотрел Валле Пуссен [12], 
[13]. Изучению аппроксимационных свойств 
средних Валле Пуссена тригонометрических ря-
дов Фурье на различных функциональных клас-
сах посвящено значительное число работ (см., 
напр., [14]–[19]). Л.М. Абрамов [20] установил 
асимптотическое выражение функций Лебега 
сумм Валле Пуссена рядов Фурье – Чебышёва. 
Впоследствии исследованию аппроксимацион-
ных свойств сумм Валле Пуссена рядов Фурье – 
Чебышёва в равномерной метрике на различных 
функциональных классах посвящены работы 
И.М. Ганзбурга [21], А.Ф. Тимана и И.М. Ганз-
бурга [22], Т.О. Оматаева [23]. 
 Приближения сопряженных 2 -периоди-
ческих функций суммами Валле Пуссена сопря-
женных тригонометрических рядов Фурье ис-
следовались в работах А.Д. Щербиной [24], 
А.Ф. Тимана [25], С.А. Теляковского [16], [26], 
В.А. Дудаса [27], С.П. Байбородова [28] и других 
известных специалистов в области теории функций. 

В 1977 году В.Н. Русак [29] ввел рацио-
нальные операторы типа Валле Пуссена на веще-
ственной оси и исследовал некоторые их аппрок-
симационные свойства. В работе [30] был по-
строен алгебраический рациональный инте-
гральный оператор типа Валле Пуссена на отрез-
ке и получены оценки равномерных приближе-
ний функций, дифференцируемых в смысле Ри-
мана – Лиувилля, при специальном выборе по-
люсов у аппроксимирующей функции. В работе 
[31] были изучены аппроксимационные свойства 
рациональных интегральных операторов типа 
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Валле Пуссена на отрезке [–1, 1] на классах 
функций ограниченной вариации с заданным 
модулем непрерывности. В частности, было ус-
тановлено, что для данного класса функций рав-
номерные приближения имеют порядок наилуч-
шего. В работах [32], [33] авторами были введе-
ны суммы Валле Пуссена рационального инте-
грального оператора Фурье – Чебышёва (0.2) с 
произвольным фиксированным количеством 
геометрически различных полюсов и исследова-
ны его аппроксимационные свойства в прибли-
жениях на классах интегралов Пуассона и функ-
ции Маркова на отрезке [–1, 1] соответственно. 

В [34] были введены суммы Фейера сопря-
женного рационального оператора Фурье – Че-
бышёва (0.4) с произвольным фиксированным 
числом геометрически различных полюсов и най-
дены оценки приближений сопряженной функции 
с плотностью, имеющей на отрезке [–1, 1] степен-
ную особенность. Установлено, что специальным 
выбором параметра аппроксимирующей функции 
можно добиться увеличения скорости рациональ-
ных приближений в сравнении с соответствую-
щими полиномиальными аналогами.  

Представляет интерес ввести суммы Валле 
Пуссена сопряженного рационального оператора 
Фурье – Чебышёва (0.4) с произвольным фикси-
рованным числом геометрически различных по-
люсов и исследовать их аппроксимационные 
свойства. В работе устанавливается интегральное 
представление соответствующих приближений, 
и изучаются приближения на отрезке [–1, 1] со-
пряженной функции с плотностью, имеющей 
степенную особенность. В заключительной части 
найдены оптимальные значения параметров ап-
проксимирующей функции, при которых обеспе-
чивается наибольшая скорость убывания мажо-
ранты рациональных приближений изучаемым 
аппаратом.  
 

1 Суммы Валле Пуссена сопряженных 
интегральных операторов Фурье – Чебышёва  

Пусть q – произвольное натуральное число. 

qA  есть подмножество параметров A (см. (0.2)) 

таких, что среди чисел 1 2, , , ,na a a  ровно q раз-

личных и кратность каждого параметра равна 
, , .m n mq n q   Таким образом, будем вести 

речь об аппроксимации рациональными функ-
циями с q геометрически различными полюсами 
в расширенной комплексной плоскости. 

Составим сумму:  
2

2 ,

1ˆ ˆ( , ) ( , ), [ 1,1], ,
1

m

n q kq
k m

V f x s f x x m
m 

   
   (1.1) 

где ˆ ( , )kqs f x  определена в (0.4).  

Выражение (1.1) естественно назвать сум-
мами Валле Пуссена сопряженных рациональных 
интегральных операторов Фурье – Чебышёва с q 
геометрически различными полюсами. 

Заметим, что приближения непрерывных 
функций с характерными особенностями рацио-
нальными функциями с фиксированным числом 
геометрически различных полюсов впервые рас-
сматривались в работах К.Н. Лунгу [35], [36]. 

Введем следующие обозначения 

2 , 2 ,
ˆ ˆˆ ( , , ) ( ) ( , ), [ 1,1],n q q n qf x A f x V f x x      

2 , 2 , [ 1,1]
ˆ ˆˆ ( , ) || ( ) ( , ) || , .n q q n q Cf A f x V f x n     

Теорема 1.1. Для приближений сопряжен-
ной функции (0.1) на отрезке [–1, 1] суммами 
Валле Пуссена (1.1) имеет место интегральное 
представление 

2 , 2ˆ ( , ) (cos ) ( , ) , cos ,n q nf x f v G v u dv x u
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Доказательство. Очевидно, что 

 
2 ,

2 , ,

ˆ ( , )

1 ˆ ˆ(2 1) ( , ) ( , ) ,
1

[ 1,1], 0,1, ,

n q

n q n q q

f x

m f x m f x
m

x k



 

    


   

 (1.4) 

где ˆ ( , )n f x  – приближения на отрезке [–1, 1] 

сопряженной функции (0.1) сопряженным ра-
циональным интегральным оператором Фейера 
[33] порядка n в случае , ,q n mq  геометрически 

различных полюсов аппроксимирующей функ-
ции. Известно [33], что 

,
ˆ ( , ) (cos ) ( , ) , cos ,n q nf x f v K v u dv x u
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* * ( , )q q v u    определена в теореме 1.1. Положив 

в ядре ( , )nK v u  последнего интегрального пред-

ставления 2m m  и 1,m m   получим 



П.Г. Поцейко 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 3 (60), 2024 62 

последовательно приближения суммами Фейера 

2 ,
ˆ ( , )n q f x  и ,

ˆ ( , )n q q f x  соответственно. Подста-

вив эти представления в (1.4), после несложных 
преобразований придем к (1.2).                             

В теореме 1.1 положим значения параметров 
0,ka   1, 2, , .k q   Тогда (0,0, ,0)qA O    и 

величина (0)
2 ,1 2ˆ ˆ( , , ) ( , )n nf x O f x    представляет 

собой приближения сопряженной функции (0.1) 
суммами Валле Пуссена сопряженного полино-
миального ряда Фурье – Чебышёва. Из теоремы 
1.1 получаем 

Следствие 1.1. Имеет место интегральное 
представление 
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Для доказательства последнего интеграль-
ного представления достаточно в (1.2) положить 
параметры 0,ka   1,2, , .k q   

 
2 Приближения сопряженной функции с 

плотностью, имеющей степенную особенность  
Изучим приближения сопряжённой функ-

ции с плотностью ( ) (1 ) ,f x x 
    (0,1),   сум-

мами Валле Пуссена (1.1). Пусть параметры 
, 1, 2, , ,kz k q   выбраны следующим образом: 

, [0,1), 1, 2, , .k k kz k q      

Теорема 2.1. Для приближений сопряжен-
ной функции (0.1) с плотностью ( ), (0,1)f x    

на отрезке [–1, 1] суммами Валле Пуссена (1.1) 
имеют место:  

1) интегральное представление: 
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 1
( ) ( ) ( ) ,

2q q qM x       

– рациональная функция Чебышёва – Маркова 
порядка q; 

2) поточечная оценка 
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3) равномерная оценка 
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   (2.4) 

 Доказательство. Воспользуемся соотноше-
нием (1.4). Известно [32], что для приближений 
сопряженной функции с плотностью ( )f x  сум-

мами Фейера сопряженных рациональных инте-
гральных операторов Фурье – Чебышёва имеет 
место интегральное представление 

,
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Положив в последнем интегральном представле-
нии последовательно 2m m  и 1m m   и 
подставив найденные соотношения в (1.4), при-
дем к представлению 
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Заметив, что выражения в квадратных скобках 
подынтегрального выражения являются взаимно 
комплексно-сопряженными, чтобы прийти к (2.1) 
достаточно выполнить соответствующие преоб-
разования и учесть, что [37, С. 50] 

( ) (1/ 2)( ( ) ( )),q q qM x       

e , cos ,iu x u    

– рациональная косинус-дробь Чебышёва – Мар-
кова порядка q. 

Соотношение (2.2) легко следует из инте-
грального представления (2.1). 

Для доказательства третьего утверждения 
теоремы 2.1 в (2.2) воспользуемся оценкой  
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Теорема 2.1  доказана.                                             
В теореме 2.1 положим значение параметров 
0, 1,2, , .k k q     Тогда  

(0)
2 , 2ˆ ˆ( , , ) ( , )n q nf x O f x     

представляют собой приближения сопряженной 
функции с плотностью ( )f x  на отрезке [–1, 1] 

суммами Валле Пуссена сопряженного полино-
миального ряда Фурье – Чебышёва. Отсюда по-
лучаем 

Следствие 2.1. Для приближений суммами 
Валле Пуссена сопряженного полиномиального 
ряда Фурье – Чебышёва сопряженной функции с 
плотностью ( ),f x  (0, ) \ ,     на отрезке  

[–1, 1] имеют место:  
1) интегральное представление: 
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2) поточечная оценка 
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где ( ) cos( arccos )nT x n x  – полином Чебышёва 

первого рода степени n; 
3) равномерная оценка: 
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Утверждения последнего следствия легко 
получить если положить в теореме 2.1 значения 
всех параметров равными нулю. Отметим, что в 
полиномиальном случае ограничения на пара-
метр , (0,1),    могут быть сняты в предполо-

жении достаточно большого , 1 .n n      

 
3 Асимптотическое выражение мажоран-

ты равномерных приближений 
Исследуем асимптотическое поведение ве-

личины (2.4) при .m    Для решения этой за-
дачи в правой части (2.4) выполним замену пе-
ременного по формуле (1 ) / (1 ),t u u    

22 / (1 ) .dt du u    Тогда  
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Отметим, что в рассматриваемом нами случае для 
каждого значения n  может выбираться соот-
ветствующий набор параметров 1 2( , , , ),q     

то есть вообще говоря ( ),k k m    1, 2, , .k q   

В связи с этим будем полагать, что выполняется 
следующее условие 

lim (1 ) , 1, 2, , ,km
m k q


            (3.2) 

и учитывать его в дальнейших рассуждениях. Без 
нарушения общности можно полагать параметры 

, 1, 2, , ,k k q    упорядоченными следующим 

образом: 10 1.q      
Теорема 3.1. Для мажоранты равномерных 

приближений сопряженной функции с плотно-
стью ( ), (0,1),f x    суммами Валле Пуссена 

(1.1) при m   справедливы асимптотические 
равенства: 
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где                  

1

2
( )

3

2

2
( )

( 1)
n qA

m



 
  


                  (3.5) 

3
2

21

1 2
2 2 2

1

| ( ) |

(1 ) (1 )(1 | ( ) |)
( )

mq
j q j

q
j k

j j q j
k k j

b b

b b b
b




 




 


   

 




 

1

1 2
2

11

(1 )

1
2 ( 1) 1

1 1

q q
k k

kk k k

m


 



  
 

   
       


 



П.Г. Поцейко 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 3 (60), 2024 64 

1

1
,

1

mq
k

k k

 
  
  

jb  – единственный корень уравнения 

2 2
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0,
q

k

k ku




                       (3.5) 

на интервале 1( , ), 1, , 1,j j j q       

( )   – гамма-функция Эйлера, .n mq  

 Доказательство. Введем следующие обо-
значения 
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Тогда из равенства (3.1) находим, что 
*
2 ,

1
(1) (2) (3)

ˆ ( , )

2 sin
[ ( ) ( ) ( )],

( 1)

.

n q q

n q n q n q

f A

I A I A I A
m

n





 


  

 


 (3.6) 

Изучим по отдельности асимптотическое пове-
дение при m   каждого из интегралов справа. 
Результаты сформулируем в виде трех лемм. 

Лемма 3.1. При m   справедливы асим-
птотические равенства 

(1) ( ) ~n qI A                            (3.7) 
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где ( )   – гамма-функция Эйлера. 

Доказательство. Воспользуемся методами 
исследования асимптотического поведения инте-
гралов, предложенными в [38, с. 375]. Продиф-
ференцировав интеграл (1) ( )n qI A  по параметру m, 

получим 
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Для исследования асимптотического поведения 
интеграла справа в последнем равенстве вос-
пользуемся методом Лапласа [39], [40]. Функция 

( )S u  убывает на отрезке [0, ],q  поскольку 
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        и, следовательно, 
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и асимптотическое равенство 
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справедливые при 0,u   для некоторого доста-
точно малого 0   и m   будем иметь 
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Выполнив в первом интеграле замену перемен-

ного 
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Принимая во внимание, что 
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Чтобы вернуться к асимптотическому выраже-
нию величины (1) ( ),n qI A  проинтегрируем правую 

и левую части последнего асимптотического ра-
венства по параметру m. Выполнив указанное 
действие, придем к (3.7) для соответствующих 
значений параметра , (0,1).                              

 Лемма 3.2. При m   справедливо асимп-
тотическое равенство: 

(2) ( ) ~n qI A                           (3.8) 
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где , 1,2, , 1,jb j q    определены в формули-

ровке теоремы 3.1.  
Докказательство. Запишем 
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причем 
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справедливые при ,ju b  для некоторого доста-

точно малого 0   и m   находим, что 
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(3.9) 

Выполнив в каждом из интегралов под знаком 
круглых скобок последовательно замену пере-
менного ,ju b u   затем для каждого из инте-

гралов соответствующие замены переменных  
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Принимая во внимание, что  
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поскольку | ( ) | 0m
q jb   при ,m   из послед-

него асимптотического равенства получим соот-
ношение (3.8).                                                          
 Лемма 3.3. При m   справедливо асим-
птотическое равенство: 

(3) ( ) ~n qI A                         (3.10) 
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Доказательство. Интеграл (3) ( )n qI A  пред-

ставим в виде 
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Для исследования асимптотического поведения 
интеграла, как и прежде, воспользуемся методом 
Лапласа [39], [40]. Поскольку  
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то заключаем, что функция ( )S u  возрастает при 

1[ ,1]u   и, значит, достигает своего максималь-
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для некоторого достаточно малого 0   и 
m   находим 
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Выполнив в интегралах справа последовательно 
замены переменных по формуле 1 ,u u   затем 
для первого интеграла замену 
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Чтобы из последнего асимптотического равенст-
ва прийти к (3.10), достаточно заметить, что с 
учетом условия (3.2) 
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 Вернемся к доказательству теоремы 3.1. Из 
равенства (3.6) с учетом полученных асимптоти-
ческих равенств (3.7), (3.8) и (3.10) придем к со-
отношениям (3.3) и (3.4). Доказательство теоре-
мы 3.1 завершено.                                                    

Следствие 3.3. Для равномерных прибли-
жений сопряженной функции с плотностью 

( ),f x  (0, ) \ ,     суммами Валле Пуссена 

сопряженного ряда Фурье – Чебышёва справед-
ливы оценки сверху 
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 Доказательство. Следует непосредственно 
из (3.3) если положить 0, 1,2 , .k k q              

Обратим внимание, что в отличие от ре-
зультатов, полученных в теореме 3.1, в следст-
вии 3.3 ограничения на параметр   снимаются 

для достаточно большого , 1 .n n      

 
4 Наилучшая мажоранта равномерных 

приближений сопряженной функции суммами 
Валле Пуссена 

Представляет интерес минимизировать пра-
вые части соотношений (3.3) посредством выбо-
ра оптимального для каждой задачи набора па-
раметров * * *

1( , , ).q qA a a   Другими словами, най-

ти наилучшую мажоранту равномерных прибли-
жений сопряженной функции с плотностью ( )f x  

на отрезке [–1, 1] суммами Валле Пуссена (1.1). 
Для реализации поставленной задачи положим 
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Отметим, что из (2.3) следует справедливость 
соотношения *

2 , 2 ,ˆ ˆ( ) ( ), .n q n qf f n      Исходя 

из этого неравенства, дальше будем иметь дело 
только с его правой частью. 
 Теорема 4.1. Справедливы асимптотиче-
ские равенства: 
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 Доказательство. Очевидно, что при посто-
янных значениях параметров , 1,2, , ,k k q    

порядок стремления к нулю правой части асим-
птотических равенств (3.3) не будет отличаться 
от полиномиального, определенного в следствии 
3.3. Пусть набор параметров задан следующим 
образом: 
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 (4.2) 

где kc  – коэффициенты, подлежащие определе-

нию. Изучим асимптотическое поведение правой 
части соотношения (3.3) в этом случае. Прежде 
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всего исследуем величину (3.4). Для выполнения 
этой задачи необходимо выяснить характер па-
раметров , 1,2, , 1,jb j q    входящих в нее и 

являющихся корнями уравнения (3.5). Докажем 
вспомогательное утверждение. 

Лемма 4.1. В условиях (4.2) на параметры 
, 1, 2, , ,k k q    для корней уравнения (3.5) 
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 Доказательство. Уравнение (3.5)  предста-
вим в виде 

2 2 2
1 1

1 1
,

(1 ( / )) 1 ( / )

1, , 1.

j q
k

k k jk k ku u u

j q

  




    

  

    (4.3) 

Для каждого фиксированного 1,2, , 1j q    ко-

рень 1( , )j j jb     удовлетворяет неравенствам 
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Отсюда при заданных значениях параметров ,k  

1, 2, , ,k q   и m   находим, что слева в (4.3) 
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При этом справа в (4.3) устанавливаем, что 
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Подставив два последних асимптотических ра-
венства в (4.3) получим 
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откуда следует утверждение леммы 4.1.               
Вернемся к доказательству теоремы 4.1. 

Используя результаты последней леммы, не-
трудно показать, что 
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Отсюда сразу же следует, что 
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Несложными рассуждениями приходим к асим-
птотическому соотношению 
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Из легко проверяемого асимптотического 
равенства 
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нетрудно получить, что: 
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Учитывая сказанное, для величины (3.4) придем 
к асимптотическому выражению 
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При найденном асимптотическом равенстве, об-
ратимся к соотношению (3.3). Будем различать 
случаи. Пусть (0,1/ 2).   В этом случае из (3.3) 

находим 
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Подставив в первое слагаемое заданные пара-
метры , 1, 2, , ,k k q    придем к асимптотиче-

скому равенству  
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Найдем такие коэффициенты , 1,2, , ,kc k q   

при которых величина справа будет асимптоти-
чески минимальной. Принципиальным условием 
для этого является равенство показателей степе-
ней при m. Другими словами, параметры ,kc  

1, 2, , ,k q   должны удовлетворять системе 
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Заметим, что в этом случае асимптотическое по-
ведение величины *

2 ,ˆ ( , )n q qf A  будет опреде-

ляться первым слагаемым. Другими словами,  
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При этом из системы (4.4) находим, что  
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асимптотического равенства найдем 
2 22 1 2 1

* *
2 , 1 2 2

ln ln
ˆ ( , ) ( , ) ,

,

q q

n q q q q

n n
f A q o

n n

n

  



    
             



 

где 
1 1 2 2 1 2 1 2 4

1

2 (2 )(2 1)( ) [( 1)!]
( , ) ,

1 2

(0,1/ 2).

q qq q
q

          
  

 


 

Рассуждая аналогичным образом, получим при 
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и при (1/ 2,1)   
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Осталось показать, что при найденных ,kc  

1, 2, , ,k q   набор параметров , 1,2, , ,k k q    

будет оптимальным, то есть величина *
2 ( )n qA  

имеет при них асимптотически минимальное 
значение. Для доказательства этого утверждения 
достаточно воспользоваться рассуждениями, 
предложенными, например, в [41], [42]. Приво-
дить их в настоящей работе не будем ввиду того, 
что они являются достаточно громоздкими. По-
следнее позволяет заключить, что набор  
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где *
kc  определяются условием (4.4), является оп-

тимальным и выполняется соотношение (4.1).    
Интересно сравнить наилучшую мажоранту 

равномерных приближений, полученную для 
каждого (0,1)   в теореме 4.1, с наилучшей 

мажорантой *
2 , ( )n q f  равномерных рациональных 

приближений функции ( ), (0,1),f x    на отрез-

ке [–1, 1] суммами Валле Пуссена рациональных 

интегральных операторов Фурье – Чебышёва 
(0.2) с q геометрически различными полюсами. 
Этот результат содержится в [33]. Из указанной 
работы и полученных в теореме 4.1 результатов, 
заключаем, что 

* *
2 , 2 ,ˆ( ) ~ ( ), (0,1), .n q n qf f n       

 
Заключение 
В работе исследованы рациональные ап-

проксимации сопряженной функции на отрезке 
[–1, 1] суммами Валле Пуссена сопряженных 
рациональных интегральных операторов Фурье – 
Чебышёва с произвольным фиксированным ко-
личеством геометрически различных полюсов. 
Установлено интегральное представление при-
ближений сопряженной функции. 

Изучены рациональные аппроксимации на 
отрезке [–1, 1] сопряженной функции с плотно-
стью (1 ) ,x   (0,1),   введенными суммами 

Валле Пуссена. Получены интегральное пред-
ставление приближений, оценка поточечных 
приближений и равномерных приближений с 
определенной мажорантой. Установлено ее 
асимптотическое выражение при ,n   зави-
сящее от параметров аппроксимирующей функ-
ции. В заключительной части найдены опти-
мальные значения параметров, при которых 
обеспечивается наибольшая скорость убывания 
мажоранты.  

Следствием полученных результатов явля-
ются оценки поточечных и равномерных при-
ближений и асимптотическое выражение мажо-
ранты равномерных приближений сопряженной 
функции на отрезке суммами Валле Пуссена со-
пряженных полиномиальных рядов Фурье – Че-
бышёва.  

Полученные результаты позволяют сделать 
вывод, что при специальном выборе параметров 
аппроксимирующей функции возможно добиться 
скорости равномерных приближений большей в 
сравнении с соответствующими полиномиаль-
ными аналогами.   
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