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Аннотация. Описана разработка средств моделирования и поиска оптимальных параметров процесса лазерной резки 
хрупких неметаллических материалов методом лазерного раскалывания. Программные средства реализованы на языке 
Python и предназначены для конечно-элементного моделирования, нейросетевого моделирования и поиска оптимальных 
параметров с применением генетического алгоритма. Применение разработанных программных средств рассмотрено 
на примере поиска оптимальных параметров резки кварцевой пластины. 
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Введение  
Метод резки стекол путем лазерного раска-

лывания [1]–[10] обладает рядом существенных 
преимуществ, таких как высокая точность разде-
ления и высокая скорость обработки, что делает 
его особенно востребованным в современных 
технологических процессах. Разработка средств 
автоматизированного поиска оптимальных пара-
метров лазерной резки стекол представляет со-
бой, таким образом, важную научно-практичес-
кую задачу. 

На рисунке 0.1 показана схема процесса ла-
зерного раскалывания пластины эллиптическим  
лазерным пучком с применением хладагента 
(вид сверху). 

В данной работе представлены разработанные 
авторами программные средства моделирования и 

поиска оптимальных параметров процесса ла-
зерной резки хрупких неметаллических материа-
лов методом лазерного раскалывания.  

 

 
 

Рисунок 0.1 – Схема процесса лазерной резки, 
вид сверху: 1 – зона воздействия лазерного 
излучения, 2 – зона воздействия хладагента 
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В основе подхода лежит последовательное 
применение конечноэлементного и нейросетево-
го моделирование откликов задачи и осуществ-
ление поиска оптимальных параметров лазерной 
резки с применением авторского генетического 
алгоритма. 

 
1 Конечноэлементное моделирование про-

цесса лазерной резки 
Обрабатываемым изделием в рассматривае-

мой задаче является пластина из силикатного 
стекла. На поверхность пластины воздействуют 
лазерное излучение (длина волны 10,6 мкм, эл-
липтический пучок) и хладагент.  

Факторы задачи: 
– скорость движения лазерного пучка и хла-

дагента (V);  
– мощность лазерного излучения (P); 
– полуоси эллиптического пучка (A, B).  
Отклики задачи:  
– максимальные напряжения растяжения ( );yy  

– максимальная температура в зоне обра-
ботки  max( ).T  

Тепловая задача описывается уравнением: 

2T
T f

t


  


                      (1.1) 

в области пространства   на промежутке вре-
мени max(0, ]t  с граничным условием DT T  на 

  и начальными условиями 0T T  в момент 

времени 0.t   Искомая функция зависит от вре-
мени и координаты в трехмерном пространстве 
(T = T(x, y, z, t)). 

При решении зависимых от времени урав-
нений в частных производных вводится дискре-
тизация времени. Производная по времени мо-
жет быть аппроксимирована как отношение раз-
ности текущего значения функции и значения с 
предыдущего шага u  и величины шага по вре-
мени :t  
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При известных начальных условиях возможно 
его решить для следующих моментов времени 

0 1 2, , ,... :T T T  
1 2 1 1 0, 0,1, 2,...n n n nT t T T tf n          (1.4) 

Применение метода конечных элементов 
требует приведения уравнений к слабой форме. 
Используется умножение на тестовую функцию 

ˆv F  и производится интегрирование вторых 
производных по частям, слабую форму можно 
записать как  

1( , ) ( ),na T v L v      (1.5) 

где 

( , ) ( ) ,a T v Tv t T v dx
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Помимо решения вариационной задачи на 
каждом шаге также необходимо аппроксимиро-
вать начальные условия. В вариационной форме 
они принимают вид: 

0 ( , ) ,a T v Tv dx


         (1.8) 

0 0( ) .L v T v dx


               (1.9) 

Моделирование выполнялось для слабо-
связной постановки задачи. 

Вариационную форму задачи упругости 
можно записать как  

( )
.
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Уравнение термоупругости может быть за-
писано как: 
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где ,   – параметры Ламе,   – коэффициент 

теплового расширения, I – единичная матрица.  
 Алгоритм конечноэлементного моделиро-
вания задачи имплементирован с использовани-
ем открытой библиотеки FEniCS [11] на языке 
Python. Библиотека FEniCS предоставляет об-
ширный инструментарий для решения диффе-
ренциальных уравнений в частных производных, 
позволяя поставить и решить соответствующие 
вариационные задачи с применением выбранно-
го типа конечных элементов.  

Для численных экспериментов использова-
на дискретизация по времени 0,1t   c.  

Пример визуализации температурных полей 
и термоупругих полей напряжения на обрабаты-
ваемой поверхности пластины, полученных в 
результате выполнения конечноэлементного рас-
чета, показана на рисунках 1.1 и 1.2. Визуализа-
ция выполнена средствами языка Python и биб-
лиотеки Matplotlib. 
 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Визуализация вычисленных 
температурных полей на обрабатываемой 

поверхности пластины, K 
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Рисунок 1.2 – Визуализация вычисленных полей 
напряжений растяжения yy  на обрабатываемой 

поверхности пластины, 102 МПа 
 

2 Нейросетевое моделирование парамет-
ров лазерной резки  

Исходные данные для нейросетевого моде-
лирования получены в результате проведения 
численных экспериментов (конечноэлементного 
моделирования). Проведено 64 эксперимента с 
различными вариациями значений факторов, 
рассчитаны аппроксимируемые величины yy  и 

max .T  

Модели нейросетевых аппроксиматоров, их 
алгоритмы обучения реализованы на языке Py-
thon с использованием библиотеки Keras [12].  

Была использована методика поиска опти-
мальных архитектур трехслойных аппроксима-
торов перебором [8]. Тепловые карты распреде-
лений MSE для аппроксиматоров откликов yy  и 

maxT  показаны на рисунке 2.1. В данной работе 

число нейронов варьировалось в диапазоне от 10 
до 55 с шагом 5.  

В таблице 2.1 приведены значения метрик 
для наилучших архитектур аппроксиматоров 
температуры maxT  и напряжения .yy . 

В результате применения метода найдены 
оптимальные трехслойные архитектуры [25-25-1] 
для аппроксимации yy  и [25-30-1] для аппрок-

симации max .T  

Таблица 2.1 – Значения метрик MSE и 2R  
для выбранных архитектур аппроксиматоров 
максимальной температуры T (первая строка) и 
максимального напряжения растяжения yy  

(вторая строка) 
 

Архитектура 
нейросети 

MSE 2R  
Количество эпох

обучения 
25-30-1 0,0012 0,97 152 
25-25-1 0,0021 0,95 148 

 
3 Поиск оптимальных параметров про-

цесса лазерного раскалывания стеклянных 
пластин 

Для осуществления многокритериальной 
оптимизации использован авторский генетиче-
ский алгоритм [8]–[10]. Задана целевая функция 
для максимизации откликов yy  и V. В целевой 

функции использованы нормализованные (в диа-
пазоне [0; 1]) значения всех параметров задачи 

 , , , , .yyA B V P      Генетический алгоритм ми-

нимизирует целевую функцию  , , , ,L A B V P     

которая включает в себя слагаемые, соответст-
вующие оптимизируемым параметрам (аппрок-
симированное нейронной сетью значение yy  и 

V), а также ограничениям на выход за диапазоны 
допустимых значений для факторов задачи 

 , , , ,A B V P     и ограничению max 789T   K для 

аппроксимированного нейронной сетью значе-
ния максимальной температуры max :T  
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Рисунок 2.1 – Тепловые карты распределений значений среднеквадратичной ошибки (MSE), полученные 
в результате кросс-валидации трехслойных архитектур-кандидатов нейросетевых аппроксиматоров 

откликов T (а) и yy  (б)  

а) б)

Слой 2 Слой 2 
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1 2 0,5; 1,0, 1,5.i i        

На рисунке 3.1 показан график изменения 
значений целевой функции (наилучшее значение 
и среднее по популяции) в процессе поиска оп-
тимальных значений параметров с применением 
генетического алгоритма (размер популяции 250, 
число поколений 30). 
 

 
 

Рисунок 3.1 – Процесс сходимости генетического 
алгоритма на протяжении 30 поколений 

 
В результате применения генетического ал-

горитма найдены оптимальные значения факто-
ров, представленные в таблице 3.2.  

 
Таблица 3.2 – Найденные оптимальные зна-

чения параметров лазерной резки 
 

V, 
м/с 

A, 
мм 

B, 
мм 

P, 
Вт 

T, 
K 

σyy,  
МПа 

0,005 3,7 1,01 5,99 
716,5 
(692) 

68,8 
(66,2) 

 
Установлено, что вычисленные с примене-

нием аппроксимации значения напряжения yy  и 

температуры T для найденного набора опти-
мальных параметров задачи определены с по-
грешностями, не превышающими 4% (в скобках 
в таблице 3.2 указаны значения, полученные в 
результате конечноэлементного расчета с исполь-
зованием разработанных программных средств). 

 
Заключение 
В данной работе описана методика приме-

нения конечноэлементных расчетов, нейросете-
вого моделирования и генетического алгоритма 
для многокритериальной оптимизации процесса 
лазерной резки стеклянных пластин эллиптиче-
скими пучками методом лазерного раскалыва-
ния. Разработаны соответствующие программ-
ные средства, включающие в себя средства ко-
нечноэлементного моделирования задачи с при-
менением открытой библиотеки FEniCS, средст-
ва нейросетевого моделирования с применением 
открытой библиотеки Keras с возможностью по-
иска оптимальной архитектуры нейросетевого 
аппроксиматора и авторский генетический 
алгоритм.  
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