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Введение 
Инвариантные и полуинвариантные l-арные 

подгруппы впервые появились у В. Дёрнте в [1] 
и являются полиадическими аналогами нормаль-
ных подгрупп. При l = 2 понятия полуинвари-
антности и инвариантности совпадают, так как 
определяющие их равенства принимают вид ра-
венства xB = Bx, определяющего нормальные 
подгруппы. Указанные полиадические аналоги 
В. Дёрнте являются частными случаями более 
общего понятия – n-полуинвариантных l-арных 
подгрупп. Их изучению в полиадических группах 
специального вида и посвящёна данная статья. 

 
1 Предварительные сведения 
Напомним, что l-арную подгруппу < B,  > 

l-арной группы < A,  > называют [2, с. 52] инва-
риантной в ней, если 

1 2

( ) ( )
l l

x B B Bx B B
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B B xB B B x
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для любого x  A. Если же 

1 1

( ) ( )
l l

x B B B B x
 

       

для любого x  A, то < B,  > называют [2, с. 55] 
полуинвариантной в < A,  >. 

Полуинвариантные и инвариантные l-арные 
подгруппы являются частными случаями более 
общего понятия из следующего определения. 

Определение 1.1.  l-Арная подгруппа < B,  > 
l-арной группы < A,  >, где l = s(n – 1) + 1, s  1, 
называется n-полуинвариантной в ней, если 

1

( )
l

x B B
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( 1) ( )( 1)
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для любого x  A и любого i = 1, , s. 
В развёрнутом виде последнее равенство 

переписывается следующим образом 

1
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n s n

B B x B B
  

     = 

= 
2( 1) ( 2)( 1)

( )
n s n

B B x B B
  

     = … 
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… = 
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Ясно, что l-полуинвариантные l-арные под-
группы l-арной группы – это в точности её полу-
инвариантные l-арные подгруппы, а 2-полуинва-
риантные l-арные подгруппы l-арной группы – 
это в точности её инвариантные l-арные под-
группы. 

Из определения 1.1 также следует, что вся-
кая n-полуинвариантная l-арная подгруппа  
l-арной группы является и полуинвариантной в 
ней. В частности, полуинвариантными являются 
инвариантные l-арные подгруппы. 

Имеет место 
Лемма 1.1 [3, лемма 6.2]. Если l-арная под-

группа < B,  > l-арной группы < A,  >, где 
l = s(n – 1) + 1, s  1, удовлетворяет условию 

1

( )
l

x B B


   = 
1 ( 1)( 1)

( ),
n s n

B B x B B
  

     

то для любого i ≥ 1 выполняется условие 
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где j = 0, 1, , is – 1. 
Полагая в лемме 1.1 i = 1, получим 
Следствие 1.1. Если l-арная подгруппа < B,  > 

l-арной группы < A,  >, где l = s(n – 1) + 1, s  1, 
удовлетворяет условию 

1
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l
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1 ( 1)( 1)

( ),
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то выполняется условие 

1
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l
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( 1) ( )( 1)
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где j = 0, 1, , s – 1. 
В развёрнутом виде последнее равенство из 

следствия 1.1 переписывается следующим образом 

1
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Ясно, что этого недостаточно для n-полу-
инвариантности l-арной подгруппы < B,  > в  
l-арной группе < A,  >. Однако следствие 1.1 
позволяет сформулировать следующий критерий 
n-полуинвариантности l-арной подгруппы 
< B,  > в l-арной группе < A,  >, с помощью ко-
торого в [3] были определены n-полуинвариант-
ные l-арные подгруппы l-арной группы. 

Предложение 1.1. Полуинвариантная l-арная 
подгруппа < B,  > l-арной группы < A,  > явля-

ется n-полуинвариантной в ней тогда и только 
тогда, когда 

1

( )
l

x B B


   = 
1 ( 1)( 1)

( ).
n s n

B B x B B
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Можно показать [4, теорема 2.3.29], что для 
n-полуинвариантности конечной l-арной под-
группы < B,  > в l-арной группе < A,  > доста-
точно равенства 

1
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x B B

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1 ( 1)( 1)
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n s n
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В частности [4, следствие 2.3.30], для инвари-
антности конечной l-арной подгруппы < B,  >  
l-арной группы < A,  > достаточно равенства 

1 2

( ) ( )
l l

B B Bx B B
 

      . 

Если < A,  > – n-арная группа, n  2, s  1, 
l = s(n – 1) + 1, k  2,   Sk, то l-арная операция 
s, , k определяется на декартовой степени Ak 
следующим образом: 

s, , k((x11, , x1k)  (xl1, , xlk)) = (y1, , yk), 
где 

yj = (x1jx2(j)  ( 1)( ( 1) 1) ( )
)s ns n j

x   
 = 

= (x1jx2(j)  1 ( )ll j
x 

), j  {1, , k}. 

В [5] было доказано, что если если < A,  > – 
n-арная группа, подстановка  удовлетворяет 
условию l = , то < Ak, s, , k > – l-арная группа. 

 
2 Вспомогательные результаты 
Предложение 2.1. Пусть H1, H2, …, Hl – 

подмножества n-арной группы < A,  >, 
x = (x1, …, xk)  Ak. Тогда 

, , 1 1 1( )k k k k
s k t t lH H H H     x  

11 1 1(1)
( )tt t lH H x H H 

     … 

11 1 1( )
( )tt t lk
H H x H H 

     

для любого t = 1, …, l. В частности, 

, , 2( )k k
s k lH H x  = 

= 1 2( )lx H H   … 2( ),k lx H H    

, , 1 1( )k k
s k lH H   x  = 

= 11 1 (1)
( )llH H x  

   … 11 1 ( )
( ).ll k
H H x  

    

Если подстановка  из Sk удовлетворяет усло-
вию l = , то 

, , 1 1( )k k
s k lH H   x  = 

= 1 1 1( )lH H x   … 1 1( ).l kH H x    

Доказательство.  Так как 

, , 1 1 1( )k k k k
s k t t lH H H H    x  = 

= {s,,k(h1 … ht–1xht+1 … hl) |  

hi  k
iH , i = 1, …, t – 1, t + 1, …, l} = 

= {s,,k((h11, …, h1k) … (h(t–1)1, …, h(t–1)k)(x1, …, xk) 
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(h(t+1)1, …, h(t+1)k) … (hl1, …, hlk)) |  

hij  Hi, i = 1, …, t – 1, t + 1, …, l; j = 1, …, k} = 

= {(h11h2(1) … 2 1( 1) (1) (1)t tt
h x    ( 1) (1)tt

h
 

… 1 (1)ll
h 

),… 

…, (h1kh2(k) … 2 1( 1) ( ) ( )t tt k k
h x    ( 1) ( )tt k

h
 

… 1 ( )ll k
h 

) | 

hi(j)  Hi,  

i = 1, …, t – 1, t + 1, …, l; (j) = 1, …, k} = 

11 1 1(1)
( )tt t lH H x H H 

     … 

11 1 1( )
( )tt t lk
H H x H H 

    , 

то верно первое равенство из условия леммы. 
Второе и третье равенства получаются из 

первого, если в нём положить соответственно 
t = 1 и t = l. 

Четвёртое равенство является следствием 
третьего, так как подстановка l–1 является тож-
дественной.                                                               

Следующее предложение, получается из 
предложении 2.1, если в нём положить 

H1 = … = Ht–1 = B, Ht+1 = … = Hl = C. 
Предложение 2.2. Пусть B и С – подмноже-

ства n-арной группы < A,  >, x = (x1, …, xk)  Ak. 
Тогда 

, ,
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для любого t = 1, …, l. В частности, 
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где t = 1, …, n. 
Лемма 2.1. Пусть < B,  > и < C,  > –  

n-арные подгруппы n-арной группы < A,  >, 
x = (x1, …, xk)  Ak. Тогда 

1) , ,

( 1)( 1) ( 1 )( 1)
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i n s i n
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для любого i = 2, …, s + 1; 
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( 1)( 1) ( )

1 1

( )i n k

n n

B B x B B 
 
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 для любого i = 2, …, s + 1; 

3) , ,
1

)k k
s k

l

B B
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5) если подстановка  из Sk удовлетворяет 
условию l = , то 
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Доказательство. 1) Полагая в первом ра-
венстве предложения 2.1 

t = (i – 1)(n – 1) + 1, 
H1 = … = Ht–1 = B, Ht+1 = … = Hl = C, 

где i = 2, …, s + 1, и, учитывая тот факт, что 
< B,  > и < C,  > – n-арные подгруппы в < A,  >, 
получим 
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… ( 1)( 1) ( )
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( )i n k

i n s i n
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( 1)( 1) ( )

1 1

( ).i n k

n n

B B x C C 
 

      

Следовательно, равенство из 1) верно. 
2) Получается из 1) при B = С. 
3) Полагаем во втором равенстве предложе-

ния 2.1 
H2 = … = Hl = B, 

где < B,  > – n-арная подгруппа в < A,  >. 
4) Полагаем в третьем равенстве предложе-

ния 2.1 
H1 = … = Hl–1 = B, 

где < B,  > – n-арная подгруппа в < A,  >. 
5) Cледует из 4), так как подстановка l–1 

является тождественной.                                        
Замечание 2 .1 .  Все равенства в предложе-

ниях 2.1, 2.2 и лемме 2.1 можно записать более 
компактно. Например, если для j = 1, …, k поло-
жить 

( 1)( 1) ( )

1 1

( ),i nj j

n n

F B B x B B 
 
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1
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n

G x B B
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1

( ),j j

n

H B B x


    

то равенства 2), 3) и 5) из леммы 2.1 примут вид 
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, ,

1

)k k
s k

l

B B



  ( x 1 .j kH H H   

Полагая в лемме 2.1 n = 2, B = С, l = , по-
лучим 

Следствие 2.1 [6, лемма 4.1.1]. Пусть под-
становка  из Sk удовлетворяет условию l = , 
B – подгруппа группы A, 

x = (x1, …, xk)  Ak. 
Тогда: 

1) , ,
1

[ ]k k k k
l k

i l i

B B B B 
 
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1 1(1) ( )i i k
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для любого i = 2, …, l – 1; 

2) , , 1

1

[ ] ;k k
l k k

l

B B x B x B



  x  

 3) , , 1
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l

B B Bx Bx



  x  

 
3 Основной результат 
Как отмечалось выше, если < A,  > –  

n-арная группа,  – подстановка из Sk, удовле-
творяющая условию l = , то < Ak, s, , k > –  
l-арная группа. Понятно, что если < B,  > –  
n-арная подгруппа n-арной группы < A,  >, под-
становка   Sk удовлетворяет условию l = , то 
< Bk, s, , k > – l-арная подгруппа l-арной группы 
< Ak, s, , k >. 

Теорема 3.1. Пусть подстановка  из Sk 
удовлетворяет условию l = , < B,  > – n-арная 
подгруппа n-арной группы < A,  >. Тогда: 

1) если подстановка n–1 является тожде-
ственной, то l-арная подгруппа < Bk, s, , k >  
n-полуинвариантна в l-арной группе < Ak, s, , k > 
тогда и только тогда, когда n-арная подгруппа 
< B,  > полуинвариантна в n-арной группе < A,  >; 

2) l-арная подгруппа < Bk, s, , k > полуинва-
риантна в l-арной группе < Ak, s, , k > тогда и 
только тогда, когда n-арная подгруппа < B,  > 
полуинвариантна в n-арной группе < A,  >. 

Доказательство. Так как подстановка  
удовлетворяет условию l = , то < Bk, s, , k > – 
l-арная подгруппа l-арной группы < Ak, s, , k >. 

1) Необходимость. Из n-полуинвариантно-
сти < Bk, s, , k > в < Ak, s, , k > следует полуин-
вариантность < Bk, s, , k > в < Ak, s, , k >, а это 
означает, что 

, , , ,

1 1

) )k k k k
s k s k

l l

B B B B 

 

    (x ( x       (3.1) 

для любого x = (x1, …, xk)  Ak. Тогда, ввиду ут-
верждений 3) и 5) леммы 2.1, 

1

1 1

( ) ( )k

n n

x B B x B B
 
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= 1
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 
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откуда 

1

( )j

n

x B B


   = 
1

( )j

n

B B x


  , j = 1, , k   (3.3) 

для любого xj  A. В частности, 

1

1

( )
n

x B B


   = 1

1

( )
n

B B x


   

для любого x1  A, что означает полуинвариант-
ность < B,  > в < A,  >. 

Достаточность. Пусть x = (x1, …, xk) – про-
извольный элемент из Ak. Из полуинвариантно-
сти < B,  > в < A,  > следует (3.3), а это значит 
верно (3.2). Тогда, ввиду утверждений 3) и 5) 
леммы 2.1, верно (3.1). 

Кроме того, используя полуинвариантность 
< B,  > в < A,  >, а также тот факт, что < B,  > – 
n-арная подгруппа в < A,  >, получим 

1

( )j

n

x B B


   = 
1 1
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n n

x B B B B
 
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для любого j = 1, …, k, то есть 

1

( )j

n

x B B

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1 1
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n n

B B x B B
 
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Последнее равенство в силу тождественности 
подстановки n–1 переписывается следующим 
образом 
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( )j

n

x B B
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1 1

( )i n j

n n
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для любого i = 2, …, s. Тогда 
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Применив к последнему равенству утверждения 
3) и 2) леммы 2.1, получим 

, ,
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)k k
s k
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B B

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откуда и из равенства (3.1) следует n-полуинва-
риантность < Bk, s, , k > в < Ak, s, , k >. 

2) Полагаем в 1) n = l.                                     

Считая в теореме 3.1  циклом длины m  2, 
при этом m делит l – 1, получим 

Следствие 3.1. Пусть  – цикл из Sk длины 
m  2, m делит l – 1, < B,  > – n-арная подгруппа 
n-арной группы < A,  >. Тогда: 

1) если m делит n – 1, то l-арная подгруппа 
< Bk, s, , k > n-полуинвариантна в l-арной группе 
< Ak, s, , k > тогда и только тогда, когда n-ар-
ная подгруппа < B,  > полуинвариантна в n-ар-
ной группе < A,  >; 

2) l-арная подгруппа < Bk, s, , k > полуинва-
риантна в l-арной группе < Ak, s, , k > тогда и 



А.М. Гальмак 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 3 (60), 2024 58 

только тогда, когда n-арная подгруппа < B,  > 
полуинвариантна в n-арной группе < A,  >. 

Полагая в следствии 3.1  = (12  m)  Sk, 
получим 

Следствие 3.2. Пусть m делит l – 1, < B,  > – 
n-арная подгруппа n-арной группы < A,  >. Тогда: 

1) если m делит n – 1, то l-арная подгруппа 
< Bk, s, (12  m), k > n-полуинвариантна в l-арной 
группе < Ak, s, (12  m), k > тогда и только тогда, 
когда n-арная подгруппа < B,  > полуинвариант-
на в n-арной группе < A,  >; 

2) l-арная подгруппа < Bk, s, (12  m), k > полу-
инвариантна в l-арной группе < Ak, s, (12  m), k > 
тогда и только тогда, когда n-арная подгруппа 
< B,  > полуинвариантна в n-арной группе < A,  >. 

Полагая в следствии 3.2 m = k, получим 
Следствие 3.3. Пусть k делит l – 1, < B,  > – 

n-арная подгруппа n-арной группы < A,  >. Тогда: 
1) если k делит n – 1, то l-арная подгруппа 

< Bk, s, (12  k), k > n-полуинвариантна в l-арной 
группе < Ak, s, (12  k), k > тогда и только тогда, 
когда n-арная подгруппа < B,  > полуинвари-
антна в n-арной группе < A,  >; 

2) l-арная подгруппа < Bk, s, (12  k), k > полу-
инвариантна в l-арной группе < Ak, s, (12  k), k > 
тогда и только тогда, когда n-арная подгруппа 
< B,  > полуинвариантна в n-арной группе < A,  >. 
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