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Введение  
При создании покрытий различного типа 

широко используются композиционные мате-
риалы. Однако проектирование новых компози-
ционных материалов связано с высокими затра-
тами на определение их эффективных характери-
стик, таких как теплофизические и упруго-
прочностные характеристики. 

Сложность определения свойств компози-
ционного материала заключается в его структуре 
[1]: на свойства композита влияют не только 
свойства составляющих включений, но также их 
размер, расположение, форма, распределение 
относительно друг друга. Кроме того, на свойст-
ва композита могут оказать существенное влия-
ние межфазный слой, химические взаимодейст-
вия компонент с основным материалом, приво-
дящие к возникновению новых включений и др. 

Одной из значимых, при создании компози-
ционны покрытий, характеристик является ко-
эффициент теплопроводности материала. Суще-
ствует ряд формул, позволяющих вычислить 

значение коэффициента теплопроводности ком-
позита в зависимости от значений коэффициен-
тов, составляющих компонент и их объёмной 
или массовой долей в композите [2]. В качестве 
примеров можно привести модель Максвелла, 
статистическую и матричную модели и др. [3]. 
Существенным недостатком подобного рода мо-
делей является их низкая точность. 

Работа является продолжением исследова-
ний по определению эффективного коэффициен-
та теплопроводности композиционных материа-
лов с использованием средств вычислительной 
математики [4]–[7]. В работе исследуется влия-
ние теплового расширения материала, содержа-
щего закрытые поры, на эффективный коэффи-
циент теплопроводности. Для этого используется 
метод исследования ячейки периодичности ком-
позита, основанный на прямом численном мате-
матическом моделировании тепловых процессов 
при нагреве, в котором структура компонент 
учитывается явным образом [1]. Это приводит к 
решению задачи распространения тепла по 
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неоднородной области с учетом конкретных теп-
лофизических свойств матрицы и включений. 
Проводя процедуру осреднения и сопоставляя 
осреднённые по неоднородной расчётной облас-
ти параметры с аналогичными результатами, 
полученными для условно однородной среды, 
устанавливаются эффективные характеристики. 
 

1 Математическая модель 
Рассмотрим прямоугольный представитель-

ный объём материала D, состоящий из материала 
матрицы и пор, наполненных газом (воздухом). 
Предполагаем, что исходные свойства материала 
матрицы, а также распределение и размер пор 
известны заранее. 

Построение сетки произведём в предполо-
жении, что каждая её ячейка состоит из одного 
материала. Размер ячейки выберем таким обра-
зом, чтобы он был меньше размера наименьшей 
поры в материале. 

Введём декартовую систему координат, на-
чало которой поместим в левый верхний угол 
рассматриваемого объёма. Построим сетку 

( , )

,

,i j
h

i I j J 

    где ,I J  – пространства индек-

сов:  10,1, , ,I n    20,1, , ,J n   и 
( , )

1 1 2 2[ ;( 1) ] [ ; ( 1) ].i j ih i h jh j h      
Вид сеточной области приведён на рисун-

ке 1.1 а). 
Пусть mV  и pV  – объём материала матрицы 

и пор в исследуемом материале. Тогда объём 
материала составит .m pV V V   Долю материала 

матрицы и пор обозначим как m
m

V
K

V
  и 

p
p

V
K

V
  соответственно. 

Будем считать, что тепловое расширение 
материала при повышении температуры образца 
компенсируется только сжатием газа в порах и 
уменьшением их объёма. Обозначим коэффици-
ент линейного теплового расширения материала 
матрицы как .  

Предположим, что структура материала по-
лучена при известной температуре начT  и что 

вычисление эффективного коэффициента тепло-
проводности производится для температуры 

.конT  Их разность обозначим как .кон начT T T    

Тогда коэффициент объёмного расширения ма-
териала матрицы составит 2 T    [8]. 

Изменение объёма материала матрицы со-
ставит: 

.m mV V    

Тогда процентное содержание материала 
матрицы после теплового расширения будет рав-
няться: 

(1 ) .m m
m m m m

V V
K K K K

V

        

Соответственно, процентное содержание 
пор в материале после теплового расширения 
материала матрицы составит: 

1
1 1 .p

p m p
p

K
K K K

K

 
      

 
 

Коэффициент объёмного сжатия поры со-
ставит: 

1
1 .p pоб

p
p p

K K
k

K K

 
    

Исходя из предположения, что изменение 
температуры материала при установлении ста-
ционарного потока тепла в процессе моделиро-
вания несущественно, предварительно изменим 
ячейки сетки h  таким образом, чтобы площадь 

каждой ячейки-поры изменилась на коэффици-
ент .об

pk  

Коэффициент теплопроводности   газов 
зависит в том числе от давления, поэтому необ-
ходимо рассмотреть изменение давления в порах 
после изменения их объёма. Поскольку далее 
речь идёт исключительно о газе, находящемся в 
порах, нижний индекс p будем опускать. 

Запишем уравнение Клапейрона – Менде-
леева для начального и конечного состояния газа:

 

    
                                                а)                                                                                                 б) 

 

Рисунок 1.1 – a) общий вид сетки; б) нумерация граней в ячейке 
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,нач нач начp V nRT                   (1.1) 

.кон кон конp V nRT                    (1.2) 

где ,нач конp p  – давление газа, ,нач конV V  – объём, 

занимаемый газом, n – количество вещества, R  –
универсальная газовая постоянная, ,нач конT T  –

температура газа. 
Выразим конp  из уравнения (1.2):  

.кон
кон

кон

nRT
p

V
  

Выражая значение nR  из уравнения (1.1) и 
принимая во внимание, что   

,об об
кон кон p p p начV V k V k V    

получим следующее значение для :конp  

.нач кон
кон об

p нач

p T
p

k T
  

Для вычисления коэффициента теплопро-
водности рассмотрим двумерную задачу распро-
странения тепла для неоднородного композици-
онного материала в рамках представительного 
объёма, который представим в виде пластины. 

Уравнение теплового баланса в области D 
имеет вид: 

2

1 2 0
1

, ( , ) , ,k
k k k

T T
C x x D t t

t x x

   
        

  (1.3) 

где 1 2( , ; )x x T    – плотность, 1 2( , ; )C C x x T  –

теплоёмкость, 1 2( , ; )k k x x T    –теплопровод-

ность по соответствующему направлению. Отме-
тим, что для газов k  будет зависеть ещё и от 

давления. В дальнейшем индекс k будет означать 
направление вдоль одной из направляющих осей 
координат (соответствующую координату). 

Для формирования теплового потока вдоль 
оси 1Ox  определим граничные условия следую-

щим образом: на нижней 1  и на верхней 3  

границах образца зададим условие постоянной 
температуры: 

1
нагр ,T T const


                   (1.4) 

3
охл ,T T const


                   (1.5) 

причём предполагаем, что .нагр охлT T  

Предполагаем, что пластина периодически 
бесконечна в направлении оси 2.Ox  Из чего до-

полняем условия на границах 2  и 4  условием 

периодичности: 

2 4
.T T

 
                         (1.6) 

На границах раздела материала матрицы и 
пор конт  будем рассматривать условия идеаль-

ного теплового контакта, при котором имеет ме-
сто равенство температур и тепловых потоков: 

, ,
конт конт

конт конт

T T
T T

n n
 

 
 

 

 
   

 
   (1.7) 

где верхние индексы «–» и «+» означают распо-
ложение «слева» и «справа» от границы соответ-
ственно. 

В качестве начального условия зададим 
распределение температуры в начальный момент 
времени 0 :t   

1 2 0 1 2( , ;0) ( , ) .охлT x x T x x T             (1.8) 

Решаем дифференциальное систему (1.3)–
(1.8) приближённым сеточным методом [9]. 

Построим систему уравнений для темпера-
туры. Рассмотрим каждую отдельную ячейку 

, .i j  Аппроксимируем уравнение (1.3) с помо-
щью метода контрольного объёма. В качестве 
точки, в которой будем искать решение, выберем 

центр масс ячейки ,i j  в этом случае, постро-
енный контрольный объём будет совпадать с 
самой ячейкой. Температуру каждой ячейки оп-
ределяем в центре контрольного объёма, окру-
жающего её, т. е. сеточная величина температу-
ры в ячейке представляет среднее интегральное 
значение соответствующей непрерывно распре-
делённой величины: 

,

,
1 2,

1
,

i j

i j
i j

T Tdx dx
V  

 
 



   

где ,i jV  – объём ячейки , .i j  
Проинтегрируем уравнение (1.3) по кон-

трольному объёму. Для удобства индекс ячейки 
,i j  временно опустим. 

2

1

1 1
,k

k k k

T T
C dV dV

V t V x x 

   
      

   

Используя формулу Остроградского – Гаус-
са, получим: 

2

1

1 1
,k

k k

T T
C dV ndS

V t V x 

  
     

 
    (1.9) 

где   – граница ячейки ,i j , n


 – внешняя 
единичная нормаль к .  В дальнейшем для 
обозначения координаты внешней нормали вос-
пользуемся следующим обозначением: ,kn  

{1,2}.k   Отметим, что при использовании пря-

моугольной сетки, нормали будут параллельны 
осям координат. 

Учитывая форму ячеек, интеграл по границе 
контрольного объёма вычисляем как сумму про-
изведений значений вектора потока в центрах 
граней контрольного объёма на площади его 
граней: 

2

1

2 4

;
1 1

4 2

; ;
1 1

1

1

1
,

m

m

k
k k

m k k m
k m k P

m k m k m
m k k P

T
ndS

V x

T
S n

V x

T
S n

V x



 

 

 
   

 
    

 
   





 




      (1.10) 
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где индекс m соответствует обходу граней ячей-
ки, как указано на рисунке 1.1 б), mS  – площадь 

m-ой грани (в двумерном случае – длина грани). 
Таким образом, получение дискретного аналога 
балансового уравнения сводится к аппроксима-

ции потоков k

T

x





 в серединных точках mP  на 

соответствующих гранях. 
Построим аппроксимации потоков на гра-

нях контрольного объёма ω: 
2 2

1 1

.

m m

k k k k m
k kk kP P

T T
n S n S

x x 

    
         

   

Введём дополнительную индексацию отно-

сительно ячейки , .i j  Обозначим верхним ин-
дексом inner внутренние значение в рассматри-
ваемой ячейки и обозначение outer для значений 
в соседних ячейках. В качестве основы для ну-
мерации граней воспользуемся уже выбранной 
на рисунке 1.1 б) нумерацией. Для индексов гра-
ней используем обозначение {1,2,3,4}.m  

Также введём нумерацию ячеек, соседних с 
рассматриваемой. Пронумеруем их в соответст-
вии с номерами смежных граней с ячейкой , .i j  

Таким образом можно сопоставить локальную 
индексацию соседних ячеек с индексацией ячеек 
в общей структуре сетки: 

1, 1, ,

2, , 1 ,

3, 1, ,

4, , 1 .

*
outer

m

m outer i j

m outer i j

m outer i j

m outer i j

   
       
   

       (1.11) 

Используя введённую индексацию, найдём 
выражение теплового потока для грани ячейки: 

outer outer2
;

; ; 2
1

( )( )1
,

{1, 2,3, 4}.

m k m k
m k m k m

k m

T T O O
S n

V l

m


 




  (1.12) 

где  1 2;O O O  – центральная точка выбранной 

ячейки, ;k mn  – k-ая компонента вектора нормали .mn


 

В силу определения сеточной величины для 
левой части имеем: 

1
,

T T T
C dV C

V t t

 
  

 


          (1.13) 

где T


 – температура в ячейке   на предыдущем 
временном слое,   и C  вычисляются в центре 

ячейки  . 
Подставим аппроксимации (1.12) и (1.13) в 

уравнение (1.9): 

 

ˇ

outer outer4 2
;

; ; 2
1 1
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.m k m k

m k m k m
m k m
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
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
 

  
 (1.14) 

Поскольку точка mP  располагается на гра-

нице ячейки и может оказаться на границе разде-
ления сред, необходимо получить усреднённое 
значение коэффициента теплопроводности. Ап-
проксимацию коэффициента теплопроводности 
  на границе контакта выберем исходя из значе-
ния, наиболее соответствующего физике тепло-
вых процессов: 

inner outer

inner outer

2
, {1,2,3,4}.

m

k k
k P

k k

m
 

  
  

 

Реализуем алгоритм с использованием яв-
ных разностных схем. Для этого вводим пере-
менный шаг по времени , 1, , ,nt n N    где Nt  –

 время установления стационарного режима, ко-
торый на каждом временном слое будет обеспе-
чивать условие устойчивости разностной схемы. 
В правой части явной разностной схемы, полу-
ченной в (1.14), все значения температур возь-
мём на предыдущем временном слое. 

Поскольку теплофизические свойства ком-
понент ( , , )C   зависят от температуры, то про-

веряем условие Куранта на предыдущем времен-
ном слое: 

, 1 1
1 2

, 1

max ( ) ( )
.

min ( )
i j n n

n
i j n

t C t
t x x

t
   

  


   


     (1.15) 

Завершаем вычислительный процесс при 
достижении стационарного потока, что означает: 

, , ,
1 1 ,i j i j i j

n n nT T T     
     

где   – некоторая заданная погрешность. 
Для определения эффективного коэффици-

ента теплопроводности воспользуемся подходом, 
описанным в [8]. Гомогенизируем композицион-
ный материал, заменив его на однородный со 
значением коэффициента теплопроводности, 
соответствующим значению для рассматривае-
мого композита. После завершения вычислитель-
ного процесса, ищем усреднённый коэффициент 
теплопроводности композита eff

1  по формуле: 

eff 1
1 п.о.

1 1

,
N

Q

S T t
 

 
 

где 1Q  – переданное через композит количество 

теплоты, п.о.
1S  – площадь поверхности предста-

вительного объёма, 1T  – градиент температур 

между верхней 3( )  и нижней 1( )  гранями 

представительного объёма. Вычисления произ-
водим в направлении теплового потока, т. е., со-
гласно выбору граничных условий, вдоль на-
правления оси 1.Ox  

Количество теплоты 1Q  находим как сумму 

количества теплоты ,
1 ,i jq   прошедшему через 

каждый контрольный объём композита: 

,
1 1

,

.i j

i j

Q q 

 

   
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Значение 1q  определяем согласно формуле (1.12): 

 

outer outer2
1; 1

1 1; 1; 2
1

( )( )1
.m m

m m m
m m

T T O O
q S n

V l

 
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Для определения eff
2  по направлению 2Ox  

граничные условия необходимо изменить сле-
дующим образом: на границах 1  и 3  задать 

условия периодичности, на границах 2  и 4  

задать постоянные температуры нагрT  и .охлT  
 

2 Вычислительный эксперимент 
Рассмотрим образцы бронзы БрО12. Для 

построения начальных данных воспользуемся 
металлографическими снимками шлифов образ-
цов (рисунок 2.1). 

Свойства материалов, участвующих в теп-
лопереносе, указаны в таблице 2.1 [10]. 
 

Таблица 2.1 – Свойства материалов 
 

Материал  
БрО12 Воздух

Теплопроводность ,  Bm/м∙К 48,56 1 
Удельная теплоёмкость  
С, Дж/кг∙К 

368,4 1005 

Плотность ,  кг/м3 8800 1,2 

Числовое обозначение 0 1 
 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Пример металлографического 
снимка шлифа бронзы БрО12 с наличием 

закрытых пор 
 

Для вычислительных экспериментов были 
выбраны 3 образца с различной пористостью. 
Начальная конфигурация области расчёта образ-
цов представлена на рисунке 2.2. 

Вычисление эффективного коэффициента 
теплопроводности образцов проводили до уве-
личения температуры на .T  Результаты чис-
ленных экспериментов приведены на рисунке 2.3 

 

       
           а) пористость 10,467%;                      б) пористость 8,564%;                    в) пористость 7,031% 
 

Рисунок 2.2 – Матрицы входных данных моделируемых материалов 
 

    
                                                  а)                                                                                     б) 
 

Рисунок 2.3 – а) изменение коэффициента теплопроводности; б) изменение давления воздуха в порах 



Моделирование влияния теплового расширения на коэффициент теплопроводности материала с закрытыми порами 
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для трёх образцов с различной пористостью при 
температуре выше начальной на ,T  равной 100, 

400,700 .K  Точками отмечены полученные зна-
чения эффективного коэффициента теплопро-
водности. Начальное значение эффективного 
коэффициента теплопроводности образцов, со-
ответствующее значению при 0,T  	получено 
согласно разработанному ранее методу [6] для 

300 .начT K   

На рисунке 2.3 а) отображено изменение 
эффективных коэффициентов теплопроводности 
образцов в зависимости от температуры нагрева. 
Рисунок 2.3 б) демонстрирует рост давления воз-
духа внутри пор. Как было указано ранее, это 
ведёт к изменению теплофизических характери-
стик материала, что необходимо учитывать при 
моделировании, например, тепловых и деформа-
ционных процессов. 

В таблице 2.2 показано изменение пористо-
сти образцов при различной тепловой обработке. 
Поскольку пористость оказывает влияние и на 
другие эффективные свойства материала, то их 
надо также корректировать при прогнозировании 
материала. 100,400,700 .K  

 
Таблица 2.2 – Изменение пористости pK  

образцов в зависимости от T  
 

 T  0 K  100 K  400 K  700 K

Образец 1 10,467 10,136 9,142 8,148 
Образец 2 8,564 8,226 7,211 6,196 
Образец 3 

,pK  

% 7,031 6,687 5,655 4,623 
 

Таким образом, приведённая модель тепло-
вых процессов с учётом теплового расширения 
материала матрицы показывает влияние на эф-
фективный коэффициент теплопроводности 
материала, содержащего закрытые поры, что 
необходимо учитывать при проектировании ма-
териала. 

 
Заключение 
Описанный в работе подход позволяет 

уточнить эффективный коэффициент теплопро-
водности композиционного материала, содержа-
щего закрытые поры. Модель учитывает струк-
туру и расположение пор в материале, зависи-
мость теплофизических свойств материалов от 
температуры. Выполнена программная реализа-
ция метода, произведены вычислительные экс-
перименты. Показано, что в зависимости от ве-
личины тепловой обработки наблюдается умень-
шение пор в материале, что ведёт к увеличению 
эффективного коэффициента теплопроводности 
композита. Предложенная методика может быть 

использована для прогнозного определения эф-
фективного коэффициента теплопроводности с 
учётом последующей термообработки материала. 
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