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Введение 
В работах [1]–[5] и др. исследованы много-

этапные (ступенчатые) задачи оптимального 
управления, описываемые обыкновенными диф-
ференциальными уравнениями и установлены 
ряд необходимых условий оптимальности. 

В предлагаемой работе ставится и рассмат-
ривается одна двухэтапная (ступенчатая) задача 
оптимального управления, описываемая интегро-
дифференциальными уравнениями типа Вольтерра. 

Получены необходимые условия оптималь-
ности первого порядка. 

  

1 Постановка задачи 
Пусть    1 0 1 1 1 2, , ,T t t T t t   – заданные от-

резки, 1 2,r qU R U R   – заданные непустые и 

ограниченные множества. 

Предположим, что двухэтапный (ступенча-
тый) процесс описывается системами интегро-
дифференциальных уравнений 
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Здесь ( , , ),i i if t x u  ( , , , ),i i iK t x u  1, 2i   – за-

данные n-мерные вектор-функции, непрерывные 
по совокупности переменных вместе с частными 
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производными по , 1, 2ix i   соответственно, 

 1G x  – заданная непрерывно-дифференцируемая 

n-мерная вектор-функция, 10x  – заданный посто-

янный вектор,  1 2( ) ( )u t u t  – кусочно-непрерывный 

(с конечным числом точек разрыва первого рода) 

 r q -мерный вектор управляющих воздействий 

со значениями из множества  1 2 ,U U  т. е. 
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Пару  1 2( ), ( )u t u t  с вышеприведенными 

свойствами назовем допустимым управлением. 
Предполагается, что каждому допустимому 

управлению  1 2( ), ( )u t u t  соответствует единст-

венное кусочно-гладкое (в смысле, например [6], 
[7]) решение  1 2( ), ( )x t x t  задачи (1.1)–(1.4). 

На решениях задачи (1.1)–(1.4), порожден-
ных всевозможными допустимыми управления-
ми, определим функционал 
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Здесь ( ), 1, 2i ix i   – заданные непрерывно-

дифференцируемые скалярные функции, 
( , , , ),i i iF t x u  1, 2i   – заданные скалярные функ-

ции, непрерывные по совокупности переменных 
вместе с частными производными по , 1, 2ix i   

соответственно. 
Допустимое управление  1 2( ), ( ) ,u t u t  дос-

тавляющее минимальное значение функционалу 
(1.6) при ограничениях (1.1)–(1.4), назовем оп-
тимальным управлением, а соответствующий 
процесс  1 2 1 2( ), ( ), ( ), ( )u t u t x t x t  – оптимальным 

процессом.  
 

2 Формула приращения функционала 
качества 

Пусть  1 2 1 2( ), ( ), ( ), ( )u t u t x t x t  и  




1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )

u t u t u t u t u t u t

x t x t x t x t x t x t

     

     
 

– некоторые допустимые процессы.  
Запишем приращение минимизируемого 

функционала: 
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Из введенных обозначений ясно, что при-
ращение  1 2( ), ( )x t x t   траектории  1 2( ), ( )x t x t  

является решением задачи 
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 1 0 0,x t   2 1 1 1 1 1( ( )) ( ( )).x t G x t G x t    (2.3) 

Пусть ( ), 1, 2i t i   – пока неизвестные 

n-мерные вектор-функции. Учитывая это пред-
положение, из соотношений (2.2) получим, что  
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Применяя формулу дифференцирования по 
частям в определенном интеграле и учитывая 
начальные условия (2.3), получаем, что 
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Далее, применяя формулу Дирихле (см. на-
пример, [8]) доказывается справедливость тождеств 
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Введем аналоги функции Гамильтона –
Понтрягина в виде 
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Учитывая введенные обозначения и тожде-
ства (2.5)–(2.8) приращение (2.1) функционала 
(1.6) записывается в виде 
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Займемся преобразованием отдельных сла-
гаемых в формуле приращения (2.9). Имеем 
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(2.12) в формуле приращения (2.9) функционала 
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o x t dt o x t          (2.13) 

     3 1 1 4 2 2 5 1 1( ) ( ) ( ) .o x t o x t o x t       

Предположим, что вектор-функции   ,i t  

1,2i   удовлетворяют соотношениям 

  ( , ( ), ( ), ( ))
, 1, 2,i i i i

i
i

H t x t u t t
t i

x

 
   


  (2.14) 

 
    1 1 1 1 1

1 1 2 1
1 1

( ( ))
,

x t G x t
t t

x x

 
    

 
 

 
  2 2 2

2 2
2

.
x t

t
x


  


            (2.15) 

Задачу (2.14)–(2.15) назовем сопряженной 
системой для рассматриваемой задачи оптималь-
ного управления. 

При выполнении соотношений (2.14)–(2.15) 
формула приращения (2.13) принимает вид 

  


1

2

1 2
1

, ( , ( ), ( ), ( ))

( , ( ), ( ), ( ))

i

i

t

i i i i
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i i i i
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
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  
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( , ( ), ( ), ( ))
( )

i

i

t
i i i i

i t

i i i i
i

H t x t u t t

x

H t x t u t t
x t dt

x



  
    

  
   

 

   
1 2

0 1

1 1 2 2( ) ( )
t t

t t

o x t dt o x t          (2.16) 

     3 1 1 4 2 2 5 1 1( ) ( ) ( ) .o x t o x t o x t       

Полученная формула приращения (2.16) по-
зволяет доказать необходимое условие опти-
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мальности в форме принципа максимума 
Л.С. Понтрягина. 

Сначала получим оценку приращение тра-
ектории  1 2( ), ( ) .x t x t  

 
3 Оценка приращения траектории 
Предположим, что 2 ( ) 0.u t   

Тогда из тождеств (2.2)–(2.3) переходя к эк-
вивалентным интегральным соотношениям, по-
лучим, что 

   
0

1 1 1 1 1 1 1( , ( ), ( )) ( , ( ), ( ))
t

t

x t f x u f x u d            



 
0

1 1 1

1 1 1

( , , ( ), ( ))

( , , ( ), ( )) ,

t t

t

K s x u

K s x u ds d



     


    
          (3.1) 

   
1

2 2 1 2 2 2 2( , ( ), ( )) ( , ( ), ( ))
t

t

x t f x u f x u d           


1

2 2 2( , , ( ), ( ))
t t

t

K s x u


     
           (3.2) 

2 2 2 1 1 1 1( , , ( ), ( )) ( ( )) ( ( )).K s x u ds d G x t G x t        

Из соотношений (3.1) и (3.2) переходя к 
норме, используя условие Липшица, и применяя 
лемму Гронуолла – Вендроффа (см. например, 
[9]) получим, что  

 

0

1

1 1 1 1 1 1 1( , ( ), ( )) ( , ( ), ( ))
t

t

x t

L f x u f x u d

 


         



 

0

1 1 1

1 1 1

( , , ( ), ( ))

( , , ( ), ( )) ,

t t

t

K s x u

K s x u ds d



     

    

        (3.3) 

   2 2 1 1, .x t L x t                (3.4) 

Здесь 0, 1,2iL const i    – некоторые по-

стоянные.  
Теперь пусть в рассматриваемой задаче 

2 ( ) 0,u t   а 1( ) 0.u t   

Тогда из соотношений (2.2)–(2.3) следует, 
что  1 0,x t   а  2x t  определяется из соот-

ношения  

   
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( , , ( ), ( )) .
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t

K s x u

K s x u ds d



     


    


 

Учитывая это тождество и используя лемму 
Гронуолла – Вендроффа получим, что 

 
1

2 3 2 1 2

2 2 2

( , ( ), ( ))

( , ( ), ( ))

t

t

x t L f x u

f x u


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
    

     (3.5) 

2 2 2

2 2 2

( , , ( ), ( ))

( , , ( ), ( )) .

t

K s x u

K s x u ds d


    

      

 

3( 0L const   некоторая постоянная).  

 
4 Аналог принципа максимума Л.С. Пон-

трягина 
Пусть  0 1,t t  произвольная точка непре-

рывности управления 1( ),u t  1 1v U  – произволь-

ный вектор, а ε > 0 произвольное малое число, 
такое, что 1.t    

Тогда специальное (игольчатое) прираще-
ние управляющей функции 1( )u t  можно опреде-

лить по формуле  

 
   

 
1 1

1

1

, , ,
;

0 , \ , .

v u t t
u t

t T

        
   

     (4.1) 

Пусть     1 2; , ;x t x t     специальное при-

ращение траектории     1 2, .x t x t  

Из оценок (3.3) и (3.4) следует, что  

 1 4 1; , ,x t L t T      

 2 5 2; , ,x t L t T                    (4.2) 

где 0, 1,2iL const i    некоторые постоянные.  

Учитывая формулы (4.1) и (4.2) из формулы 
приращения (2.16) получаем, что 

           1 1 2 1 2; , , , ,J u t u t u t J u t x u t x      




1 1 1

1 1 1

( , ( ), , ( ))

( , ( ), ( ), ( )) ( ).

H z v

H z u o

      

       
        (4.3) 

Пусть теперь 2 2v U  – произвольный век-

тор,  1 2,t t  – произвольная точка непрерыв-

ности управляющей функции 2 ( ),u t  а 0   про-

извольное малое число, такое, что 2 .t   

Специальное приращение управляющей 
функции 2 ( )u t  определим по формуле  

 
   

 
2 2

2

2

, , ,
;

0, \ , .

v u t t
u t

t T

       
  

   (4.4) 

С учетом (4.4) из оценки (3.5) следует, что 

 2 6 2; , .x t L t T                   (4.5) 

Принимая во внимания формулы (4.4) и (4.5), 
из формулы приращения (2.16) получаем, что 

           1 2 1 1 2

2 2 2

2 2 2

, ; ,
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      
       

(4.6) 
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Из разложений (4.3) и (4.6) следует 
Теорема 4.1. При сделанных предположе-

ниях для оптимальности допустимого управле-
ния  1 2( ), ( )u t u t  необходимо, чтобы неравенства 

1 1 1 1 1 1( , ( ), , ( )) ( , ( ), ( ), ( )) 0,H z v H z u            

2 2 2 2 2 2( , ( ), , ( )) ( , ( ), ( ), ( )) 0H y v H y u            

выполнялись для всех 1 1,v U   0 1,t t  и 

2 2 ,v U   1 2,t t  соответственно. 

 
5 Аналог линеаризованного условия мак-

симума 
Предположим, что в рассматриваемой зада-

че множества , 1, 2iU i   – выпуклы, ( , , ),i i if t x u  
( , , , ),i i iK t x u  ( , , , ),i i iF t x u  1, 2i   – непрерывно 

дифференцируемы также по ,iu  1, 2.i   

При сделанных предположениях полное 
приращение функционала качества может быть 
представлено в виде 
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( , ( ), ( ), ( ))
( )

( ) ( ) ( )

t

t

t

t

H t x t u t t
J u u u t dt

u

H t x t u t t
u t dt

u

o x t o x t o x t

 
    


 

  


      

 

 

 

1

0

2

1

1 1 1

2 2 2

( ) ( )

( ) ( ) .

t

t

t

t

o x t u t dt

o x t u t dt
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           (5.1) 

Далее при сделанных предположениях глад-
кости, по аналогии с доказательством неравенств 
(3.3)–(3.5), доказывается, что при 1( ) 0u t   

 
1

0

1 7 1 1( ) , ,
t

t

x t L u d t T              (5.2) 

 
1

0

2 8 1 2( ) , ,
t

t

x t L u d t T             (5.3) 

а при 1( ) 0u t   

 1 10, ,x t t T                      (5.4) 

 
2

1

2 9 2 2( ) , .
t

t

x t L u d t T            (5.5) 

Здесь 6 0,iL const    1,3i   некоторые по-

стоянные. 
Пусть  0,1  произвольное положитель-

ное число, а 1( )v t  – произвольное допустимое 

управление. 
Cпециальное приращение управления 1( )u t  

определим по формуле  

      1 1 1 1; , .u t v t u t t T             (5.6) 

Учитывая формулу (5.6) и оценки (5.2), 
(5.3), из формулы приращения (5.1) функционала 
(1.6) получаем справедливость разложения 
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(5.7) 

    1 1 ( ).v t u t dt o     

Теперь определим специальное приращение 
управления 2 ( )u t  по формуле  

    2 2 2 2; ( ) , .u t v t u t t T            (5.8) 

Здесь  0,1  произвольное положитель-

ное число, а 2 ( )v t  – произвольное допустимое 

управление. 
Учитывая оценку (5.5) и формулу (5.8), из 

формулы приращения (5.1) функционала (1.6) 
получаем справедливость разложения 
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(5.9) 

Из разложений (5.7) и (5.9) приходим к сле-
дующему утверждению. 

Теорема 5.1. Если множества , 1, 2iU i   – 

выпуклы, то для оптимальности допустимого 
управления  1 2( ), ( )u t u t  в рассматриваемой за-

даче необходимо, чтобы неравенства 
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 (5.10) 

выполнялись для всех допустимых управляющих 
функций 1( )v t  и 2 ( ).v t  

Доказанная теорема является аналогом ли-
неаризованного интегрального принципа макси-
мума. 

Из него можно получить аналог дифферен-
циального (см. например, [7]) принципа макси-
мума (поточечное необходимое условие опти-
мальности) используя произвольность допусти-
мых управлений ( ), 1, 2.iv t i   

Теорема 5.2. Для оптимальности допусти-
мого управления  1 2( ), ( )u t u t  необходимо, чтобы 

неравенства 

  1 1 1 1
1 1

1

( , ( ), ( ), ( ))
0,

H x u
w u

u

     
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  2 2 2 2
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2

( , ( ), ( ), ( ))
0,

H x u
w u

u

     
  


 (5.11) 

выполнялись для всех 1 1,w U   0 1,t t  и 

2 2 ,w U   1 2,t t  соответственно. 

Нетрудно доказать, что необходимые усло-
вия оптимальности (5.10) и (5.11) эквивалентны. 
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Заключение 
В работе впервые для двухэтапной задачи 

оптимального управления, описываемой двумя си-
стемами нелинейных интегро-дифференциальных 
уравнений типа Вольтерра получены аналоги 
принципа максимума Л.С. Понтрягина и линеа-
ризованного условия максимума.  

Полученные результаты в дальнейшем мо-
гут быть использованы при численном решении 
соответствующих ступенчатых задач оптималь-
ного управления, методом последовательных 
приближений и методом градиентного типа.  

С помощью схем предложенных в работах 
[3], [6], могут быть исследованы случаи вырож-
дения (особый случай [10]) установленных необ-
ходимых условий оптимальности. 
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